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Capitulo |
Introducao

No presente trabalho, desenvolveremos uma aplicacio do modelo Ap* em

Teoria de Campos a fisica de superficies, mais especificamente & adsor¢do de atomos e
moléculas a superficies metalicas mergulhadas em solugdes eletroliticas e sujeitas a
diferencas de potencial - a deposicao eletroquimica.

A dinamica desses sistemas pode ser descrita, de forma efetiva, através do
modelo de gas de rede em mecénica estatistica. Nesse modelo, a adsor¢cdo de um
elemento (espécie adsorvida) causa uma mudanca na energia do sistema devido a
liberacdo da energia de ligacdo entre o elemento e a superficie, e devido a energia de
interacdo lateral entre espécies adsorvidas. O sistema € entdo descrito por um
Hamiltoniano que contém interagBes entre vizinhos mais proximos e termos
correspondentes a atuacdo de um campo externo (potencial eletroquimico da espécie
adsorvida). O tratamento do modelo € realizado usualmente atraves de simulagdes
computacionais usando a técnica de Monte Carlo (MC), contribuindo para a andlise de
situagdes de equilibrio [1,6] e quase equilibrio [7,11], mostrando bons resultados para a
reproducdo das coberturas de superficies dos eletrodos, bem como dos perfis de corrente
voltamétrica desses sistemas, tanto para a deposicao de uma quanto de duas espécies.

Tratamentos teodrico-analiticos também sdo empregados no estudo desses
sistemas [12-18], mas em contraste com o tratamento computacional, esses resultados
ndo incluem interacGes entre muitos corpos, bem como empregam aproximacoes
empiricas para a descri¢cdo da cobertura de superficie.

De fato, o tratamento teorico-analitico do modelo de gas de rede para tais
sistemas incluindo-se interagdes entre muitos sitios parece ser uma lacuna na literatura
recorrente, aparentemente devido as dificuldades introduzidas pela presenca de
interacdes com vizinhos mais distantes e por termos interacdes entre muitas particulas,
ambos podendo estar presentes no tratamento computacional.

As técnicas de Teoria Quéantica de Campos (TQC) podem fornecer, entdo, boas

ferramentas para o estudo desses sistemas, uma vez que o tratamento de termos de



interacdo entre muitos corpos e técnicas perturbativas sdo relativamente simples em
TQC.

O interesse recente pela descricdo fisica (ainda que efetiva) desses processos de
adsorcdo eletroquimica pode ser justificado por dois fatores. Existe atualmente uma
confluéncia, entre a eletroquimica e a fisica de superficies, permitindo uma troca de
técnicas experimentais e tedricas entre essas duas areas do conhecimento. Além disso, a
facilidade de obtencdo de dados experimentais desses sistemas através de medidas ex-
situ, como a voltamétrica ciclica, e in situ, como a difracdo de elétrons e a possibilidade
de se comparar previs@es técnicas esses dados experimentais vem motivando o estudo
desses sistemas.

Assim, 0s objetivos desse trabalho sdo: descricdo do modelo gas de rede para
sistemas de eletrodeposicdo quimica através do modelo A*; descricdo de
caracteristicas da adsorcao eletroquimica de uma e duas espécies, obtencdo de curvas
voltamétricas e cobertura de superficie para diferentes potenciais de eletrodo.

Nesse trabalho, propomos a constru¢cdo de um modelo de campos construido
como a versdo continua do modelo de gas de rede aplicado a deposicédo eletroquimica.
Veremos que o modelo pode ser descrito por uma Lagrangeana de campos escalares

com quebra explicita da simetria ¢ — —¢ . Introduziremos também um termo de

interacdo Ag”, correspondendo a interagdo multi-particulas mais simples e que preserva

a simetria citada, permanecendo a quebra explicita de simetria relacionada apenas ao

termo de potencial eletroquimico. O modelo obtido correspondera entdo ao modelo
Ap* com quebras explicita e espontanea de simetria, sujeito, a um vinculo, necessario

para fixar o nimero de ocupacéo dos sitios em 0 ou 1, correspondendo assim ao modelo
sigma ndo-linear O (1) [19]. O vinculo sera introduzido no modelo através de um campo
multiplicador de Lagrange, e 0 modelo sera tratado na aproximacdo classica a campo
médio e perturbativamente em primeira ordem em “loops”. Em ambos tratamentos, o

vinculo foi relaxado e, portanto, podemos dizer que o modelo aqui estudado
corresponde ao modelo A¢* com relacionamento com o Hamiltoniano de gas de rede

para a deposi¢do eletroquimica através de seus parametros.
Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no capitulo Il apresentaremos
uma breve definicdo dos modelos de Ising e de gas de rede, e uma revisdo da

eletroquimica. No capitulo 11, revisaremos os principais resultados do tratamento do

modelo Ap* em teoria Quantica de Campos.



O capitulo 1V mostraremos o desenvolvimento do modelo Ap* para a aplicagdo

a deposicao eletroquimica. Através da discretizacdo do modelo faremos o levantamento
da relacdo de seus parametros com os parametros do Hamiltoniano de gas de rede.
Posteriormente, utilizaremos a aproximacdo de campo medio para determinar o valor
esperado do campo (cobertura de superficie) como funcdo do potencial eletroquimico, o
que permitird o levantamento de perfis de corrente voltamétrica. Através da construcao
da Lagrangeana efetiva a “1-loop” essa abordagem podera ser empregada também para
0 caso quantico. Indicaremos também como o desenvolvimento pode ser estendido para
o tratamento da eletrodeposicdo de duas espécies, e quais dificuldades foram
encontradas nesse tratamento.

No capitulo V apresentaremos alguns resultados da aplicacdo do modelo de gas
de rede e do modelo Ap* a deposicdo eletroquimica. Revisaremos o resultado
encontrado para a deposicdo de cobre e sulfato de cobre na superficie de Au (111) e
apresentaremos os resultados do ajuste do modelo 1¢* & eletrodeposicdo de Br em Ag
(100). Apresentaremos também os resultados para a eletrodeposicdo de Cu sobre Pt que
realizamos no laboratdrio de Quimica da UFSJ, com a colaboracédo da professora Dra.
Honoria de Fatima Gorgulho, do DCNAT (departamento de Ciéncias Naturais).

Finalmente, no capitulo VI, faremos um breve sumario de nossos resultados,
apresentando as condicdes e limitacdes sobre as quais 0 modelo foi construido, e as

perspectivas de desenvolvimento e aplicagdes futuras para 0 mesmo.



Capitulo 11

Modelo de Gas de Rede para Deposicao

Eletroguimica

11.1 Modelo de Ising

As propriedades magnéticas dos materiais foram intensamente estudadas por um
grande nimero de pesquisadores, sendo melhor compreendidas com o auxilio da
Mecanica Quantica. Entre essas propriedades, destacamos o ferromagnetismo que esta
relacionado a uma magnetizacdo espontanea do material a temperaturas abaixo de um
certo valor, denominada temperatura critica. Isso acontece mesmo na auséncia de um
campo magnético externo. Essa situacdo sugere que os spins dos atomos ou moléculas
que constituem o material tenham uma forte tendéncia a se alinhar uns aos outros,
dando origem a um campo magnético espontaneo. No entanto, essa orientacdo
espontanea tende a desaparecer gradualmente a medida que o sistema é aquecido. Os
spins tendem, assim, a um estado de desordem. Dizemos entdo, que nessa temperatura
critica (ou temperatura de Curie) ocorre uma transicdo entre “ordem” e “desordem”

Para compreender melhor essa propriedade magnética foi estudado um modelo
conhecido como Modelo de Ising [20, 21] proposto por Wilhelm Lenz ao seu aluno de
doutorado Ernest Ising com 0 objetivo de estudar o ferromagnetismo de momentos
localizados.

O modelo inicial consistia em uma cadeia linear de momentos magnéticos S;

interagindo com seus vizinhos Si.; e Si1 na forma JS,(S,,, +S,_, ), sendo que para J>0

o alinhamento paralelo dos momentos é favorecido. Esperava-se que a uma temperatura
T diferente de zero ocorresse transicdo para uma fase ordenada, o que era previsto de
acordo com a teoria do magnetismo da época, independente da dimensao do sistema. No
entanto, para desapontamento de Ising isso ndo ocorreu em seu modelo para uma
dimensdo. Atualmente, sabe-se que a cadeia de spins é instavel a qualquer temperatura
diferente de zero, ordenando-se apenasem T=0. A idéia de Ising motivou
Heisenberg, em 1928, a propor um modelo semelhante ao de Ising, sendo que 0s



valores de S; foram substituidos por operadores §i , sendo importante assim, o carater

quantico dos momentos magneticos.

Peirls também estudou o modelo de Ising e, em 1936, ele foi o primeiro a
demonstrar que em duas dimensdes esse modelo apresentava transicdo de fase em
temperatura ndo nula e que o ordenamento dos spins em T=0, persistia mesmo
aumentando-se a temperatura levemente. Apenas a partir da temperatura critica é que o
ordenamento desapareceria.

Existem generalizagdes que devem ser consideradas ao descrever sistemas mais
realistas como: a introducdo de interacfes entre segundos vizinhos, variavel S; de mais
de dois valores, interacdes envolvendo quatro sitios, etc. No entanto, consideraremos o
caso de redes bidimensionais, quadradas, com Si= *1 e interagdes de primeiros
vizinhos, usando a versdo do modelo para o ferromagnetismo.

Para compreendermos melhor o modelo de Ising, consideremos uma rede
bidimensional quadrada onde existe um atomo em cada ponto da rede, de acordo com a
figura abaixo [21]

\ SR AT

Figura 1: rede de spins bidimensional.

A energia total do sistema é descrita da seguinte forma:

E=¢>'sS,~HYS, (11.1)

i,j=1 i=1



Onde:

S, = £1: representa a orienta¢&o do spin ( para cima ou para baixo);

J: representa a constante de acoplamento entre os spins;

H: campo magnético externo.;
N

Z : somatorio entre os primeiros vizinhos de pares de spins.
i, j=1

O primeiro termo da equacdo faz com que a energia do sistema seja minima
guando os spins dos atomos estiverem alinhados paralelamente (J>0), ou seja, J
positivo favorece o ferromagnetismo. No caso de anti-ferromagnetismo, temos J
negativo e portanto, minimo de energia quando os spins estiverem alinhados anti-
paralelemente.

A energia do modelo de Ising, na auséncia de campo externo (H=0), é invariante
quando todos os spins trocam de sinal simultaneamente: S; = -S;.

Para temperaturas suficientemente baixas a estabilizacdo devido ao alinhamento

dos spins leva a uma magnetizacdo que € dada por:
(M)y=>"us8, (11.2)

onde x : momento magnético;

(M) : média da magnetizagéo.

Em duas ou trés dimensdes, 0 modelo de Ising exibe transi¢cdo de fase ordem-
desordem. A demonstracdo para esse fato ndo foi trivial e representa uma das maiores
realizacbes do século XX. Nos anos de 1940, Onsager conseguiu obter, de forma
analitica a funcdo de particdo do modelo de Ising para duas dimensGes a um campo
zero.

Depois de algum tempo, os resultados de Onsager mostraram que a

magnetizacdo existe para uma temperatura abaixo de T, = 2.269J /k; .



1.2 Gas de Rede

Além do ferromagnetismo, o modelo de Ising pode descrever outros sistemas
fisicos, como o géas de rede e as ligas binarias. Estas tltimas consistem em dois tipos de
atomos ocupando aleatoriamente os sitios de uma rede. Dependendo se 0s vizinhos séo
do mesmo tipo (4&tomo) ou ndo, atribui-se energia diferente ao par. Nesse caso, Si=1
representa um tipo de &tomo enquanto que S;=-1 representa o outro tipo.

Por outro lado, o termo gas de rede foi introduzido, em 1952, por Yang e Lee
para descrever um modelo em que M atomos ocupam aleatoriamente os N> M sitios de
uma rede.

Para exemplificar o modelo de gas de rede consideremos a mesma rede mostrada
na fig.1, porém dividida em sitios. Cada sitio pode estar ocupado ou desocupado por
uma particula. Denotamos ¢;=0 ou 1 como 0 numero de ocupacao. Interacdes entre
vizinhos mais proximos possuem uma energia —&, ou seja, se dois sitios vizinhos
estiverem ocupados, a energia do sistema ird variar de uma quantidade — ¢, em relacéo
a situacdo em que um dos dois sitios esteja vazio. A energia total para um dado ndmero

de ocupacdo sera:

_5ZCiCj (11.3)
i

Esse sistema caracterizado por essa energia € chamado de gas de rede, que é
isomarfico com o modelo de Ising magnético. A devida correspondéncia entre os dois é

feita pela troca de variaveis:
S,=2¢,-1

A configuracdo do sistema é dada por {ci } Se for possivel a variagdo do nimero

de particulas do sistema, a energia do mesmo podera também sofrer um decréscimo (ou
acréscimo) quando um sitio “i” € inicialmente desocupado e passa a estar ocupado,

correspondendo a energia de ligacdo da particula ao sistema. Considerando que a



agregacdo de uma particula ao sistema corresponda a uma variacdo de energia — z por

particula (potencial quimico), a energia total para uma dada configuracéo {ci} sera:
N N
H=-43)cc,-u). ¢ (11.4)
{i.j) i

Em que o simbolo <i, j> denota que a soma ¢é realizada sobre os primeiros vizinhos e N

representa o nimero de células.
Spin orientado para cima no Ising magnético corresponde a uma célula ocupada

no gas de rede e spin orientado para baixo corresponde a uma célula desocupada. A

. . & .
constante J no modelo de Ising magnético corresponde a 2 no gas de rede.

11.3 Modelo de Gas de Rede Aplicado a Eletroquimica

A confluéncia existente entre a Fisica de superficie e a eletroquimica ocasionou
um intercdmbio entre técnicas experimentais e tedricas relacionadas a esses dois ramos
da ciéncia.

Um exemplo desse intercdmbio corresponde ao processo de deposicdo sobre-
tensdo (UDP) [11-14, 22-27], no qual uma monocamada de um metal é eletricamente
adsorvida na superficie de um eletrodo a valores de potenciais positivos com relacéo ao
potencial do “bulk” de deposi¢do [28]. Esse fendmeno é conhecido desde o inicio do
século XX, mas s foi estudado intensamente durante as duas ultimas décadas.

Valores de corrente e de potencial para UDP sobre superficies de cristais sao
obtidos por experimentos de voltametria ciclica que fornecem também os picos de
corrente para um determinada faixa de potencial. A forma, posi¢cdo e nimeros desses
picos dependem da superficie do cristal onde ocorre a deposi¢do, bem como, da
natureza do eletrdlito. Conforme mostrado nas referéncias [13, 26, 29], os picos de
corrente voltamétricos de deposicdo estdo relacionados a transices de fases nas
camadas adsorvidas.

O fendmeno de UDP é de interesse fundamental por apresentar aspectos

detalhados sobre a estrutura da interface eletrodo-eletrélito.



Os aspectos de transicdo de fase fazem com que essa area da eletroquimica seja
bem adaptada ao modelo em mecanica estatistica, utilizando gas de rede. O primeiro
modelo desse tipo foi desenvolvido por Huckaby e Blum (HB), que consideraram a
eletrodeposicdo de Cobre (Cu) sobre o plano (111) da superficie de ouro [Au(111)] em
presenca de sulfato [11-18, 23-27, 31-36]. Este sistema, bem como outros sistemas de
deposicéo foi estudado de forma tedrica e experimentalmente.

As técnicas experimentais utilizadas foram: Voltametria ciclica e coulometria(ex
situ) para detectar os picos de corrente e medir a carga total transferida durante o
processo de adsorcao/desorcdo e espectroscopia eletronica de Auger (AES) e difracédo
de elétron de baixa energia (LEED) (in situ), para determinar cobertura de Cu e sulfato
sobre a superficie do eletrodo bem como, caracterizar a estrutura da camada adsorvida.

A parte tedrica do trabalho de HB baseou-se na formulagdo do modelo de gas de
rede para duas espécies admitindo interacOes laterais efetivas sobre os quatro primeiros
vizinhos. Eles usaram simulacdes de Monte Carlo (MC) considerando temperatura
ambiente. Para estimar alguns parametros do modelo (interacGes laterais efetivas e
eletrovaléncias) bem como a concordancia com os dados experimentais. Essa
aproximacdo teorica de HB foi aplicada a problemas de eletroquimica por Rikvold e
colaboradores que usaram o modelo de coadsorcdo de hidrogénio e ureia sobre o plano
(100) da platina [23, 33, 37-40]. Esse trabalho difere do trabalho desenvolvido por HB
por se tratar de uma analise global do modelo de gas de rede para duas espécies, bem
como, diagramas de fases do sistema e caracterizacdo dos picos de corrente de
voltametria ciclica. Sendo que os resultados obtidos por eles sdo através de simulacfes
numéricas nao perturbativas.

Assim, desenvolvemos em nosso trabalho um modelo relacionado a deposicéo
eletroquimica , definido pelo Hamiltoniano de gas de rede [2, 3, 11, 24, 31, 37, 41],

conforme mostrado abaixo:
N N
H=-43)cc,—m) c +H, (11.5)
(i.j) i

Vemos que esse Hamiltoniano corresponde ao Hamiltoniano do modelo de gas
de rede, acrescido do termo Hs, que pode apresentar interagdes entre muitas particulas.
O modelo pode ser estendido para descrever a eletrodeposicdo de varias espécies, por

exemplo, o caso de duas espeécies:



H=-> euncich +5AB(ciAcf‘ +cchjA)+ £gsCLCT —Z[ﬁAciA +ﬁBciB] (11.6)
1) i

Onde:
¢ {0,1} é o nimero de ocupagdo para a espécie X={A,B};

()
z Z € a soma sobre vizinhos mais proximos e sobre 0s sitios, respectivamente;
{iLp) i

£yy Sa0 interagOes laterais efetivas entre os pares X e Y;

Hy é o potencial eletroquimico da espécie X.

Muitos estudos foram realizados empregando-se a equacdo (I1.6) ou
Hamiltonianos de géas de rede semelhantes, como a deposi¢do de uréia em Pt(100) ou o
modelo desenvolvido por Huckaby e Blum para a deposi¢cdo de Cu em Au(111) na
presenca de sulfato.

O conjugado termodinamico de ,, corresponde a cobertura de superficie[11,

25, 31], ou seja, a fracao de sitios ocupados pela espécie (X) adsorvida:

®, =N ¢ (1.7)

Em que: N é o nimero de células unitarias da superficie do eletrodo.

Nesse modelo, as interacfes apresentadas na equacdo (I1.6) sdo efetivas. Os
mecanismos incluem interacfes entre as espécies adsorvidas. Sendo que os métodos
tedricos e computacionais ndo sdo ainda suficientemente avangados para obter as
interacdes entre muitas particulas pelos métodos de primeiros principios. Entdo, para
estimar esses valores usa-se a comparacdo entre calculos utilizando modelo de gas de
rede e resultados experimentais.

O potencial eletroquimico z esté relacionado ao potencial do eletrodo através

da relacédo[11, 31, 37]:

ﬁ:ﬁo+KTInC£—e;)\/ (11.8)

0
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Onde:

My e [C,] sao valores de referéncia;
[C] € a concentracdo da espécie em questdo na solucgéo;
y € aeletrovaléncia da espécie;

V é o potencial do eletrodo.
A corrente voltamétrica obtida a partir da derivada temporal da carga
transportada através da interface da substrato/eletrodo durante o processo de

adsorcgdo/desorgdo é expressa por:

q= _e(7A®A+7/B®B) (11.9)

A densidade de corrente [11] é obtida facilmente em termos de 6% e da

ou,
velocidade de varredura dV/dt:
dg de
i=—=—-ey—
a7 dt
i :_eyd_®d_V:_e7d_(:)d_,ud_V (11.10)
dv dt du dVv dt

Uma andlise qualitativa do comportamento do sistema pode ser obtida das
expressdes acima. Na auséncia do termo de potencial eletroquimico, as interacfes na

equacao(l1.6) terdo papel efetivo para ¢, > 0[31, 37]. Nesse caso, a energia do sistema
torna-se favoravel. Vemos que, na auséncia de interagfes laterais (Exy = 0), a interagéo

sera atrativa para # > 0, o que denota uma tendéncia de adsorcdo da espécie. Podemos
ver da expressdo para o potencial eletroquimico (11.8) que a elevacdo do potencial do
eletrodo podera causar mudanca no potencial eletroquimico para valores positivos, ou
seja, para um estado em que a adsorcao da espécie ndo seja energeticamente favoravel.
Assim, podemos ter uma transicdo de fase no sistema, com cobertura de
superficie como parametro de ordem, entre um estado em que ® =1 ¢ favorecido para

um estado em que ©® =0 sera favorecido.
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Neste trabalho desenvolveremos um modelo de campos interagentes relacionado

com o Hamiltoniano de gas de rede (11.6). No proximo capitulo, faremos uma breve
revisdo do desenvolvimento em Teoria Quantica de Campos no modelo A¢*e, no

capitulo 1V, introduziremos a aplicacdo desse modelo a deposicao eletroquimica.

12



Capitulo 111

Revisao de Teoria Quantica de Campos

Neste capitulo, faremos uma revisao sobre alguns aspectos tratados em Teoria
Quéntica de Campos como a quantizagédo do campo escalar de Kein-Gordon, e a teoria
de campos interagentes. Mostraremos também o célculo da funcdo de dois e quatro

pontos relacionado ao diagramas de Feynman.

I11.1 Quantizacdo do Campo Escalar de Klein-Gordon

A energia do campo cléssico (campo de Klein — Gordon) é definida por:
h:%”(ao(p)2+(V(p)2 +mip? X (1.1)

Em termos da densidade de Lagrangeana de Klein—Gordon, a densidade de

Hamiltoniana pode ser obtida a partir da transformacao:

h= . )(aoco)—'
Assim:

h=(0,0) -1
Como:

Oop = 7(T,1)

A densidade de Hamiltoniano do sistema pode ser expresso da forma:

13



h =%(ﬂ2+(V(p)2+m2§02) (111.2)

A Hamiltoniana do sistema € obtida pela integracdo no volume da densidade de

Hamiltoniana:

H =J'd3xh
(111.3)

Substituindo (111.2) em (111.3):

H = [d*x(r? + (Vo) +m?p?) (111.4)
No entanto sabemos que:

deX(ﬁ(p)2 = Jd&ﬁ(qpﬁgp)—]d&w@zq) (1.5)
Substituindo a relacdo acima em (111.4):

H= %Id3x[ﬁ2 + (/)(— V2 4+ mz)(p]

(111.6)

Tomando-se a transformada de Fourier de ¢(F,t) e 7(F,t) e substituindo em (111.6):

H = % [a*x] ﬂjﬂexp(—iﬁf)[i(@f(‘z')ﬁL -7+ ol Jexol- ik

(277 (22)

Como:
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ﬁz(é(lz,)a—n?'r): —@(k'){l? ‘Ze—n?'?
A hamiltoniana sera descrita da seguinte forma:
3 3, Q —
H :%_f%j%[i(k ﬂk| +m? ]jd rexp (k k')F)

2.[((217['; .[((;j[k); [%(k)”(k )+¢’ m +m H(ZH) 53(k +k )

R ) )

Para ¢(F) real:

Entao:

A quantizagdo do campo de Klein-Gordon € realizada considerando ¢ e =«
como operadores que atuam em um espaco de Fock e satisfazem as seguintes relacdes

de comutagéo:
[#(F).6(F)]=0
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OEGR

N

27 53(F - ')

Definindo os operadores @, (operador destruidor de particula) e @« (operador

criador de particula) como a seguir:

q =

W[‘!’@(‘Z)Jf iz(k

.

Observando que:

N 1

A3 = 50 055+ 77 +io G777

a.a, : 025 3" 7 7 -G 7 -7 5

"~ 227)°

Teremos para 0 operador Hamiltoniano do sistema:
3 — — s~ \~(—
[ ) 016 ]

Mostrando que a quantidade abaixo é igual a zero, escrevemos o Hamiltoniano em
termos dos operadores de criacdo e destruicdo de particulas:

[ &% Lo 6105 (-
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z(ziﬁ)g {f d%kod (-KJEK)-[a’kop (kJE(- IZ)} _

Trocando k por -k e sendo @, = @_, :

i {;dakw@ CRRR)-[4%0 5 (R *(E)}zo

2(2x)’
Entao:

d°k e rm

J'd3k(ak+ak+aka,j):lj' Z[a)kzgo o+r T

2% (2n)

= 2H
H :%Id3k(a;ak+aka; )

Rebatizando:

a, = o8, e a' - Joa%

Entdo o Hamiltoniano para o campo escalar sera:

H :%J‘d3ka)k(ak+ak +a,ay )

I11.2 Determinacao dos Autoestados de H

Vamos mostrar que se |.9> é um autoestado de H com autovalor$, entdo

8

3> também e um autoestado de H com autovalor de energia$+w,, onde
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_'2 - ~ Va - ~ -
o, = ‘k‘ +m?. Isso nos levara a interpretacdo de particulas da Teoria Quantica de

Campos.
Supondo que: H|9) = 9/ 9).

Seja 0 estado| V) = a,

3). A atuacao do Hamiltoniano nesse estado sera:

H(a:]9)=H,a; | 9) + 9a; | 9)
Onde:

[H,a;,]:%jdgka)k 2a;5°(K -K')
Ou seja,

[H Ay ] = o,
Temos que:

H(a;|9))= o.a;| 9)+ 9a;:| 9)
Assim:

H(a;|9)= (9+ o, Nag|9)

Isso implica que a.

3) também € um autoestado de H, com autovalor 9+ w, .
Da mesma forma, para o operador destruicdo de particulas temos que:
Hla[9)=(9- o Na]9).

Podemos dizer que se uma sistema se encontra em um determinado estado |9>

com energia$, a atuagdo do operador a, ird aumentar a energia do sistema de uma
quantidade ,, :J‘E"+m2 que é exatamente igual a energia relativistica de uma

particula de massa m e momento momento linear k. Dizemos ent&o que o operador a,,

“criou” uma particula no sistema. De forma analoga o operador a, € chamado

18



operador destruicdo de particulas , pois sua atuacdo equivale a destruir uma particula de

momento K' e massa “m” no sistema.

111.3 Campos Quanticos

Comegaremos exemplificando e definindo os campos em Teoria Quantica de
Campos. Campos s@o propriedades fisicas que dependem da posicdo do espaco e do
instante de tempo que sdo medidas. Exemplos de campos classicos sdo: a temperatura
em uma chapa metalica aquecida das extremidades, 0 campo elétrico gerado por uma
distribuicdo de cargas etc.

Consideramos 0 espago preenchido por infinitos osciladores harmonicos

quanticos, um para cada posicdo X do espago, em que go(x,t) indica o deslocamento
dos osciladores em um determinado instante de tempo t. Sendo @(x,t), o operador

posicdo, passamos a ter um campo quéantico, ou seja, um campo de operadores.
Na proxima secdo calcularemos as amplitudes de transicdo dos campos
quanticos e a obtencdo das amplitudes de probabilidades de transicdo a partir do

funcional gerador e as regras de Feynman correspondente

111.3.1 Amplitudes de Transicao

Suponha um campo escalar ¢(x), a amplitude de transi¢cdo vacuo-a-vacuo na

presenca de J(X) sera [42]:
tf
Z[3]=(0,-|0,+) = [ D,pexp| i Id*x+i[ I (x)p(x)d*x
ti

Esse funcional gerador é conhecido como funcional gerador das funcdes de Green do

modelo. Para:

1 2 1 ,, .
I_E(ﬁ”q)) —M’p’, temos:
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z[J]:jD wexp{%j(—wzw—mzwz+2J(o)d4x}

Ou:
Z[J]:JD(pexp{—izj-(p(az+m2)(p—2J¢}d4X (111.7)

Consideremos a equacdo diferencial de segunda ordem, ndo homogénea do tipo:

procurando a fungéo A(x—y) tal que:

(0% +m? A(x - y)=-2*(x - y)

De tal forma que:
2o (x)==[A(xy)I (y)d*x (111.8)

A fungéo A(x — y) é chamada de funcéo de Green da equacéo diferencial:

(62 +m2)¢0(x): J(x)

Para determinar A(x—y) escrevemos A e o em termos de suas transformadas

de Fourier:

4 4

(02 +m )2 Rk Jexpl- ik(x— y) = [ -2 expl-ik(x- y)

(27) (2z)
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j(di A0" +m Joxpl-ik(x - ) =~ -X- exp(- ik(x y))

(27}

d*k d*k
J

A(K)(~k?+m? ) exp(~ik (x— y)):f(zﬁ)4 exp(—ik (x—y))

Para que a igualdade acima seja verdadeira, temos a seguinte condigéo:

(k) = K2 _m?2
e com iSso:
d4k eik(x—y)
AX,y)=—| ————
(X y) _[(2”)4 kZ_mZ

que é chamado de propagador de Feynman [42] para a particula de Klein—Gordon,
representando a amplitude de probabilidade da particula se propagar da posi¢cdo X no

instante X, para a posi¢do y no instante y, .

Qualquer funcao (p(x) pode ser escrita como:

0(x)=9,(x)+¢(x)

Entdo usando que:

.fd X0’ = j¢62¢0d4x ou,

jd“x%(a2 +m?) ¢ :jol“x¢(a2 +m*) g,
e sendo:
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(6% + M2 Jp = 0, + 243 + §(0% + m? ) (111.9)

Substituindo (111.9) em (111.7) o funcional gerador sera:

z[J]= jD¢exp{——j¢ +m*)gd x}exp[ jgoOJd xJ

2[a]- x| .91 (0%

em que:

N néo depende de J e ¢, (x) é dado por (111.8):

Z[J]:Nexp(%jJ(x)A(x, y)J(y)d4xd4y] (111.10)

A amplitude de probabilidade de estando a particula localizada em X, no

instante de tempo ty, ser encontrada em X, , no instante de tempo t,, € determinada por:
(0,4+90| (X, )@ (%,)[0,—00) com t>ts.

Tal amplitude pode ser calculada a partir do funcional gerador (111.10).

Quantidades como o propagador:

(.t it = [ X explziﬁ j.(x,x)dt]

sdo integrais funcionais, ou seja, a integral é feita sobre todas as funcbes x(t) a um
namero. A integral é chamada de funcional e depende de todos os valores x(t) em todos
0S pontos.

Podemos dizer que:

Funcional: funcdo — nuamero

Funcdo: nimero — ndmero
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A derivada de um funcional em relacdo ao seu parametro é definido, em analogia
as derivadas parciais de uma funcéo por:

SFf] (. F[f(x)+es(x—y)]- F[f(x)]

—ra=1im
S(y) "B £

Para calcular quantidades do tipo:

<xftf ‘X(ta)| Xt;) :ID X (ta) exp[i?l(x, X)dt}

ti
tf
Definindo o funcional Z[J]= j D X exp{ij‘ldt + iIJ (t)x(t)dt}
ti

5Z[J
A(ta

A derivada funcional

1 - j DxiX (ta) expi j dt +i tj J(t)X (t)dt

Entao:

o 1623
<Xftf \X (ta) xt;) = f D XX(ta) exp{ljl(x, x)dtj ST (t[a)]

ti J=0

Dessa forma, o célculo da amplitude de probabilidade pode ser obtido através
de:

e e ettt

Para:

z[3]= jD¢exp(iI|d4X+ iIJ(/)dAX)

A funcéo de dois pontos sera:

1 6 1 ¢ g4
(T&](XZ)T&](XJZ[J ]]JO = Idgo(p(xl)go(xz)exp(lfld x)

Usando a expressédo dada em (111.10):

o

mz[ﬂ: ZIJ(X)A(x—xl)d X

1 61 (1 41  N(CiA
Té‘J(XZ){T&](Xl)Z[J]J_N( A( 2 1))
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. Ad*'K  wex.x i
_IA(XZ_Xl):IWek(XZ 1)m

que corresponde ao propagador de Feynman para o campo escalar de Klein-Gordon.
Calculamos assim, a funcdo de quatro pontos correspondente ao campo de
Klein-Gordon.

111.3.2 Calculo da Funcao de Quatro Pontos

A amplitude de probabilidade de, estando uma particula na posicdo X, no
instante x_ e outra particula na posicdo X, no instante x; elas serem detectadas em X,
no instante xJ e X, no instante x; é chamada de fungdo de quatro pontos do modelo.
Sendo o funcional gerador dado por:

Z[J]=N exp(%jJ (y)A(x—y)J (x)dxdy)
que , para simplificar a notacao, representaremos por:
[
z[a]=N exp(EIJAJj

A funcdo de quatro pontos para 0 modelo de campos ndo interagentes sera:

151151151151
<0,+oo|(p(x4 )(0()(3)(/’()(2 )(/’(X1)|O’_Oo> {I 53( 4)' 5‘]( 3)| 5‘]( } -0

= _iA(Xl —X; )(_i)A(X4 — X3 )_ iA(X3 —X )(_i)A(X4 =X, )_ 'A(X ) ')A )
t1:t2 t3:t4

Ay 3t . .

=5 Xy
+

. . +
x x

A2 Kyn

+
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111.4 Campos Interagentes

Trataremos, nessa se¢do, da teoria relacionada a campos interagentes, conforme
mostrado na Lagrangeana abaixo que apresenta o termo ¢*, descrevendo assim, um

campo escalar que interage consigo mesmo em um determinado ponto do espaco.
Mostraremos também como encontrar a funcdo de Green para a correspondente
Lagrangeana de campos interagentes.

A energia do sistema, considerando os termos de interacao, sera:

Hint = deXhint [¢(X)] = __[d3X|int [¢(X)]
Onde:
h..(= 1., ) sendo fungéo apenas dos campos e ndo das suas derivadas.

Estudaremos a teoria 1¢*, representada pela lagrangeana abaixo:

1 1 A
|:E(8ﬂqp8”(p)—5m2(p2 —Zgo“ (I11.11)

Em que A é uma constante de acoplamento adimensional.
=1, +1,

O funcional gerador para a lagrangeana de interacao € expresso da seguinte forma:
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Z[3]= [Dpexpli[ (I, + 1, )d*x+i[ Jgd ‘x| (111.12)

Assim, a amplitude de probabilidade pode ser escrita da forma:

<o,+oo|¢<x2>¢<xlxo,oo>{1 o 10 )zm]
1 3=0

No entanto, os céalculos se tornariam mais simples se Z[J] fosse escrito em

termos de Nexp[éjJAJj. Entdo para expressar Z[J] em se tratando de teoria
interagente, expandiremos a seguinte exponencial: eXp(iI l,..d 4X) e assim temos:
: a N .1y . ¥ (e a
exp(ljlintd x)—1+|J'Iimd X+E(|jlinbd x) +"'+a(|_|.|intd x)n+... (11.13)

Fazendo as sequintes observacoes:
i) ((p“ (xl)exp(iJ (x)o(x)d 4x)) = [%%j exp(i.] (X)o(x)d 4x)
T e e
Considerando as observacdes i) e ii) e substituindo a expressao (111.13) em (111.12):

. 1 o 4 1. 1 o 4 . 4l s 4
z[J]=jD¢{1+|j|im(Tde x+...+ﬁ(|jlim(7de xJ+..}exp(IIlod x+i[Jod X)

ou:

z[3]= {1+ijlm{%%)&x+..}jD¢exp(ij|0d4x+ijJ(pd“x)

Assim, para a teoria interagente temos:

26



z[3]= exp(ijlim G%Jd 4sz0[3]

em que ZO[J] ¢ o funcional gerador da teoria livre expressa em

(111.10).
Em se tratando de um caso particular em que a lagrangeana esta multiplicada por

um parametro A(<<1), ao fazer a expansdo mostrada em (111.13), podemos truncé-la a

uma determinada ordem.

Assim, a expansao da série é chamada de expansdo perturbativa e o truncamento
da mesma de aproximacao perturbativa.

Para exemplificar melhor, consideremos um sistema descrito pela lagrangeana

abaixo:

_ A 4
L—L0+m(0

Onde o primeiro termo da lagrangeana corresponde ao termo livre e 0 segundo,

corresponde ao termo perturbativo.
Voltando ao calculo do funcional gerador para a teoria A¢p*:

Para esse tipo de teoria interagente o funcional gerador € descrito da seguinte

forma:

z[3]= [1+ ij%[i}%ﬂr\l exp&jmj

Nota-se que de acordo com (III.lO),ZO[J]= Nexp(%jJAJj, escrita de forma mais

simplificada.

Como o funcional gerador da teoria interagente depende da derivada de ordem quatro,

temos que ter em mente os resultados dessas derivada, como seguem abaixo:

) %exp(%j JAJ j = i([ JA, )exp(%.[ JAJ j
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2

(&Jé(—x))zexp[%j IN j =iA(x - x)exp[%j IN ) +i° q JA, )2 exp[%j IN j

i)

(&]5()3()) exp( IJAJ] IA(x - x)[ 3i j JAxexp( j JAJ)AX X)— ([JA exp( j JAJD

(&Jé(x))“ exp[%IJAJj = [— 3% (X — X)— BiA(x — X)(f JAX)2 + GJAXHexpGJ‘JMJ

111.4.1 Funcao de Dois Pontos para Teoria Interagente

De posse das derivadas acima, do funcional gerador da teoria livre e

consequentemente do funcional gerador da teoria interagente, podemos assim, calcular a

funcéo de quatro pontos para a teoria A¢g* .

|t ot a
<<x+ool<f><Xz>¢’<X1*(”“"’>[i 00,)1 @) ]l o

Fazendo:

L&]?Xl)(&]? )) O[J]J =[—6iA(X—X)ZIJAXA(X1—X)+4(J.JAX)3A(X1—X)}GXp(%IJAJJ+
+[ 38 (x - x) - 6iA(x - x)([ 3, ) +([JAX)4}ijJAxlexpejJAJj

Calculando:

( 6 o ¢ T Z,[J ]] = ~12iA(x, = x)A(x = x)A(x, —x) = 3iA* (x — x)A(x, - x)
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;

iA(x, — X, )- liBiA(xl — XJIA(Xx = x)iA(x, — x)+%[iA(x —x)fiA(x, - x)}

st ]l et

J=0

Que correspondem aos seguintes diagramas de Feynman:

Os diagramas de Feynman correspondem a um processo pratico para se

determinar as amplitudes de transicdo sem ser necessario recorrer aos calculos das

mesmas através de derivadas funcionais.

1)

2)

3)

Para o campo escalar de Klein—Gordon, as regras de Feynman séo [42, 43]:
Notacéo:
Nomeamos os momentos de entrada e saida: ps, pz...pn € 0S internos por g, ds...0n.
Constante de acoplamento

Para cada vértice escrevemos um fator “-ig” , em que, g: € a constante de
acoplamento entre as particulas (ou campos).

Propagador

Para cada linha interna escrevemos um fator do tipo:

4)

1
a-m;

Onde:

g; - quadri-momento das linhas internas;

m; : termo de massa da particula que a linha descreve.

Conservacao de energia e momento
Para cada vértice escrevemos uma fungéo delta: (27)'5*(k, +k, +k; ), onde k’s so

0s quadri-momentos entre os vértices. Esse fator ressalta a conservacdo de energia e
momento a cada vértice, desde que ¢ =0, ou a soma dos momentos de entrada é

igual a soma dos momentos de saida.
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5) Integracédo sobre os momentos internos

Para cada linha interna escrevemos um fator dq ; € integramos sobre todos os

1
(27}
momentos internos.
6) Cancelamento da funcéo delta

A funcdo delta resultante sera excluida reforcando a conservacdo de momento e

energia:

(27)' 5*(p,— P, — Py---Py)
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Capitulo IV

Aplicacdo do Modelo 4¢* em Teoria Quantica de

Campos a Deposicéo Eletroquimica

I\V.1 Discretizacdo da Lagrangeana 1¢"

Partiremos da versdo continua da Lagrangeana A¢® para obtermos a versio

discreta do Hamiltoniano relacionado a eletrodeposicdo de uma espécie. Para isso,
aplicaremos condicGes de contorno periodicas e faremos a discretizacdo do espaco, além
de introduzir ao modelo considerado, o termo H, que corresponde ao termo de quebra
explicita de simetria .

IVV.1.1 Modelo Relacionado a Eletrodeposi¢cao de uma
Espécie

O modelo estudado (eletrodeposicdo de uma espécie) é definido pela seguinte
densidade de Lagrangeana:

2 m A
|=—(6ﬂ(0) ¢ +C¢_E(P (IV.1)

A densidade de Lagrangeana acima possui quebra explicita de simetria, devido a

presenca do termo co .

O modelo relacionado a eletrodeposicdo de uma espécie é definido pelo

Hamiltoniano:
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N
H ==Y 6mCiC; — D MG +H, (IV.2)
Onde:

z é a soma sobre vizinhos mais préximos;
(i.1)

Epp  sdo interacBes laterais efetivas entre os sitios;

H & o potencial eletroquimico da espécie considerada.;

A ocupacdo dos sitios é definida pelos nimeros de ocupacdo ci, que assumem

valores “0” para o sitio desocupado e “1” para o sitio ocupado. Entretanto, como
faremos a comparagdo desse Hamiltoniano com a versdo discreta do modelo A1¢* que
possui simetria na troca de ¢ por — ¢, € adequado descrevermos esse Hamiltoniano em

termos de um ndmero de ocupacéo d; que assume valores +1.

d +1
= V.3
¢ == (1IV.3)
ou
di = {_1'1}

Sendo assim, a ocupacao da espécie esta definida como:

Ci = {0’1}

Substituindo (1V.3) em (1V.2):

H=-J>dd, —[SJ +§J2di +constantes (1V.4)
{i,j) i

32



Onde:

1=2m
4

Ao tomarmos as equacdes de Euler-Lagrange o = 0| , hota-se que
op x| 0,p

as constantes contidas no Hamiltoniano acima néo influenciam no resultado do célculo

da energia do sistema.

IVV.1.1.1 Determinacé&o do Hamiltoniano Discreto:

A determinacdo da versdo discreta do Hamiltoniano € necessaria para

associarmos o Hamiltoniano da equacdo (IV.4) (escrita em termos de d;) com o modelo

Ap* que apresenta quebra explicita de simetria.

2

1 2 m° , A 4
|_§(aﬂ¢) R A4 (IV.5)
Sendo:
L = j|d3x (1Vv.6)
h=¢;‘i—l (IV.7)
op

Substituindo (1V.5) em (IV.7) e considerando que

._1(p) _(2p) _(20)
) = [atj [axj [ayj

Em que V=1, tem-se:

<

2 2 2
h = ¢? —%(pz +%(%pj +%(Z_(p) +%(%p] +%m2¢2 +%gp4 (1V.8)
X !
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Desprezando a parte temporal:

- ooy (%) (%] gmetede) v

Para obter a versdo discreta do Hamiltoniano é necessério:

1) Discretizacdo do espago:

(X, Y) = (%, Y;) = ¢ ;(t) (1v.10)
a(Pi,j _ Oij — i (V.11)
OX a

Sendo que “a” € o espacamento de rede

0P _Piin~Pij (IV.12)
oy a

Substituindo (1V.11) e (IV.12) em (1V.9):
2
N1, Pij — Pij 1 @rju — @i 1 A
= ~o° SALE BT B (R g LB ALY =m? +—0 . V.13
257 [ ( a 2\ e ) M | (VI

Onde:

2
N1 Diaj — Pij 1 D1jn — Pij 1 A
e e

> 2 Sou vy

Desenvolvendo os quadrados temos:

2 - m? 1 2 2
=a Z ( ]¢IJ 2 2 (¢i+1,j +¢i,j+l) +
h=e (IV.15)
2a
2 2

Z¢I+1J¢IJ +¢| J+1¢Ij azwiilj

A
4
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2) Aplicando as condicGes de contorno periddicas:

YO =D P = X Pria (IV.16)

Substituindo (1VV.16) em (I1V.15):

a‘p!; (IV.17)

3 2 m2 N ;
) 2 m° -2- ~ e . -- 2
H' =a ‘j_o[az + > j¢|,] i;_ogpul,ﬁpw +¢'vl+l¢|,1 + 0

Introduzindo o termo H. que corresponde ao termo de quebra de simetria :

N
H, = -a’ ZC(Di,j (1Vv.18)

i,j=0
Passamos agora, a denotar os sitios por “i” ou “j” e as ocupagdes dos mesmos

pory; ou ¢;. Usando ¢, = pd; para corrigir a dimensdo de ¢ e fazer com que o
campo ¢ esteja limitado entre + p (@, = p corresponde ao sitio ocupado e ¢ =—p ao

sitio desocupado), a versdo discreta do Hamiltoniano relacionado a eletrodeposicao de

uma espécie sera:

2
H = az(a—zz+m7jp22di2 -p?dd, +%a2p42df' —a‘cpy d;  (IV.19)
i (i.j) : i i

IVV.1.2 Modelo Relacionado a Eletrodeposicdo de duas

Espécies

O mesmo processo desenvolvido para eletrodeposicdo de uma espécie foi feito
para obter o Lagrangeano correspondente ao modelo de campos para deposicdo
eletroquimica de duas espécies.

Partimos do Hamiltoniano relacionado a eletrodeposi¢do de duas espécies [3,
11], descrito abaixo:

H = _ZgAACiACjA +‘9BBCiBC:'3 T € (CiAC;3 +CiBCJA) —ZﬁACiA —ZﬁBCiB +H, (IV.20)
(i.3) i i
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Onde a defini¢do dos termos foram dadas na secédo 11.3

Conforme ja feito para uma espécie, neste caso, € necessario também escrever o

Hamiltoniano expresso em (1V.20) em termos do nimero de ocupacao dj; e dy; para que
assim, possamos comparar esse Hamiltoniano com a verséo discreta do modelo A¢*.

Definindo o0 nimero de ocupagdes como sendo:

cr = dutl (IV.21)
2
B d, +1
‘ 2
(IV.22)

Substituindo (1V.21) e (IV.22) em (1V.20):

1
H :_ZSTAAdlidlj _EZEAAdli - % _ngs dZIde - Z‘SBB 2i ZSBB
1 1 1
ZgAB dyd,; _EZEABdli _EZ‘SAdel _ZZSAB _Z%(dﬁdlj)"' (IV.23)

I _ 1
_Z%_%Zdn_"h __ﬂ_BZdzu ﬂBZ +H,

Para obtermos a versdo discreta do Hamiltoniano relacionado a eletrodeposicéo,

simplificamos a expressao acima fazendo as seguintes consideracdes:

€

— =] V.24
4 ( )

bre _ ¢ (IV.25)
4

525 s (1V.26)

Substituindo (IV.24), (IV.25) e (IV.26) em (IV.23), temos a versdao continua do

Hamiltoniano de gas de rede relacionado a duas espécies, escrito em termos de dy; e da;.
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H=-J) d.d; - [8J+8§+ JZdl,—[8;(+8§+ J2d2,+

_szzidzj _Zfzdlidzj +H,

(IV.27)

Para obtermos a versdo discreta do Hamiltoniano é necessario:

1) Fazer discretizacdo do espaco;

Para isso partimos da equacdo consideremos a densidade Lagrangeana para duas

especies:

1 1 1 1 A
' =§(8ﬂ<01)2 —Emfcof —%cof +Cy, +§(8,,<02)2 —Emicoi —Tz,(pé‘ +
' Y (Iv.28)

+C,0, +%r(8y¢l)(8#¢z)

Foi necessario introduzir o udltimo termo desse Lagrangeano para que 0O
Hamiltoniano discreto leve ao Hamiltoniano para eletrodeposicao de duas espécies.

O Hamiltoniano correspondente sera expressado da seguinte forma, excetuando-
se 0s termos de quebra:

_.2+1.
2(”1 2¢72 2

1 A 1 1
H = axdy| mio} + 7t +2(0,0.) +(0,0.) (1V.29)

1 1 1
) +_(8x¢1)2 +§(ay¢1)z +

2

1 22 1
3 m;o; +X¢z +3 f(ax(oﬁxwz +5y¢18y(p2)

A ocupacdo dos sitios € definida por:

O, -
¢l"J=5X(Dl=¢ll+l’J Pui i (1v.30)
2, a
0Py ; _ 5 o 2 Diin P V.31

S, o e

y
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Substituindo (1V.30), (1V.31) em (1V.29):

N
FL%fZ%%”+ @y +H" (1V.32)
i,j=0
Onde :
N 2 m2 ﬂ,
" __ A2 i _1 M
H =a i;_o{[a? 2 j@ll] Z¢l|¢l] +a 4' (01” +
N2 m? a?i
D B I AT M (IV.33)
i,j=0 a 2 i,j> 4

Adicionando o termo H, =-a ch%J —-a Zc ®,i.; que corresponde ao termo de
i,j=0 i,j=0

quebra de simetria e considerando:

@i = pdy (Iv.34)

Pai = Py (1V.35)

Onde (1V.34) e (IV.35) trazem a correcdo para dimenséo dos campos e fazem com que

0S campos ¢, e ¢, estejam limitados entre + p, e + p,, respectivamente. Assim,

temos:

H=-a Clpzdll a* C, 0, zdm +a ( sz plzzdlidlj +
i

i,j=0 i,j=0

+a? —,01 Zdl, +a pz(—+—JZd —p; > dyd,, +a? zlp;‘Zd;‘i + (1V.36)

i,j=0

+é[_4p1pzzd1id2j
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IV.2 Comparacdo do Hamiltoniano Discreto do

Modelo /1(/?4 com o Hamiltoniano de Gas de Rede

-Para uma espécie

Comparando os Hamiltonianos encontrados em (1V.19) e (IV.4), podemos obter
as relagbes entre os parametros do modelo Ap® e os parametros fisicos do

Hamiltoniano ( 1V.19).
Comparando termo a termo a equagdo (IV.19) com a equagdo (IV.4)
encontramos as relacdes para:

e Intensidade do campo ¢:

_p2=_J

que implica em:

pr=t (IV.37)

e Coeficiente do termo de quebra:

A"

—a’cp=-2J -
v 2

Ou seja,

m
C=-— + (1Vv.38)
a’  a’Je,
e Termo de massa:
2
a{%+m—Jp2 0 (IV.39)
a 2

Substituindo (1V.37) em (1V.39) temos uma relacdo para o termo de massa:
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nf =2 (1V.40)

- Para duas espécies:

Comparando o Hamiltoniano encontrado para eletrodeposicdo de duas espécies
(IV.27) com a versdao discreta do nosso modelo (IV.36), podemos obter algumas

relacdes para alguns parametros.
Fazendo a comparagdo dos termos correspondentes com estes Hamiltonianos

temos:

_23-2 -2 2“ =—a’c,p, (IV.41)
P 24—”—25 = —a’c,p, (IV.42)
of 8 M)
a ?4‘7 pl = 0 (|V43)
(8 mZ) ,
a ? +7 Py = 0 (|V44)
)
&
P1 P1 5
Y2
2 _ _ e
P2 =X P> 5

Partindo de (I'VV41), obtemos o termo de quebra:

¢, = 2o 2o + (IV.45)
a’sl,

Partindo da equacdo (1V.42), temos o termo de quebra relacionado ao segundo campo:

de+hep + 1
, = o = 1/A2 A (1V.46)
€

De acordo com (1V.43) e (1V.44), expressamos 0s termos de massa:
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m’ = —iz (IV.47)
a
m; = —aiz (1Vv.48)

O termo de massa negativo comprova a quebra espontanea de simetria do
sistema [42], j& que determina o valor esperado de ¢ ser diferente de zero.

V.3 Resultados Classicos a Campo Médio

Nessa secdo vamos obter o valor esperado do campo ¢, partindo do

Lagrangeano classico correspondente ao modelo de campos para eletrodeposicdo de
uma e duas espécies, respectivamente. Assim, associaremos esses valores com a
cobertura de superficie do eletrodo e consequentemente, obteremos uma relagéo para a
carga transportada através da interface substrato/eletrodo durante o processo de
adsorcdo/desorcdo bem como a relacdo para a corrente voltamétrica. Faremos o
tratamento classico, pois ¢@(x) ndo é um operador, e a campo médio ja que

substituiremos gp’(x) que € uma funcéo de x por seu valor médio, ou seja, @' = <(o'> =0.

O mesmo seré feito para 0 campo o .

IV.3.1 Determinacéao do Valor Esperado do Campo o:

Introduzindo em (IV.1) um campo multiplicador de Lagrange o, obtemos:

|=%(6#(p)2—m72¢)2+C(p—%gp4+go(gp2—p2) (1V.49)

O campo o é um campo auxiliar, sem dindmica, cujo papel é exigir que o campo
(o(x) represente o nimero de ocupacdo em um sitio localizado na posi¢édo x.

Observa-se que, aplicando as equacGes de Euler-Lagrange para o campo o,
obtemos: ¢ = p’, ou seja, p =+p.

A presenca do termo linear em ¢ indica que o valor esperado no vacuo desse

campo é ndo nulo. O minimo do potencial em relagdo ao campo ¢ nao ocorre em
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4 « A
@ =0, uma vez que m’> = —— (< 0), e 0 modelo apresenta entdo quebra espontanea de
a

simetria [42, 43].
E necessario redefinir o campo ¢, em termos de um novo campo, ¢, exigindo

assim que o valor esperado do novo campo seja igual a zero.
=0 +n (1Vv.50)

O valor esperado do campo é definido como:

<@>= <0,—°°|(/’(X)|0,+00>=J-D(p @(X)exp ij Id4x+IJ(x)¢(x)d4x

]
Onde 77 = (p) e, portanto,
{p)=0

Substituindo (IV.50) em (1V.49), expressando assim a Lagrangeana em termos de ¢',

temos:

1 4’2 1 611°
| ==(0,0) +|-m’p+c— "+ —-=m® - 24
20u) ( 7 4 j(p ( 2 a )’

(IV.51)

4 ﬂ' 14 ﬂ' 14 ! 1A
—%w—m(ﬂ“ —gop’ + 9oy’ +2gong’ + gon’

A solucéo classica a campo médio consiste em substituir o campo (o'(x) por seu

valor esperado ¢, :
<(ﬂ,> =@c

Fazendo a substituicéo go'(X) = <(o'> =@, =0 em (IV.51) e aplicando as equacdes

de Euller-Lagrange:

42



ol it 1, A5 A5 [ 7’2 2
A, romlp, — Ll Lo+ -TL _pmPic|=0 (V.52
o, [ P LA A e s 7 (IV.52)

No entanto, (¢")=¢,=0. Como também (o)=0 temos uma equacdo de

terceiro grau em 7 que pode ser usada para a determinagdo do valor esperado de ¢:

3

——/1—m n+c=0 (IV.53)

A solucdo real da equacéo acima sera:

6 2 %
[(3c+ 18m°® +9c 1}12}
A m?

"= -2 (IV.54)

A ameroa ),
{[3“1/”‘ Z ¢ }FJ

em que: ¢ e m sdo dados pelas equacdo (1V.38) e(IV.40), respectivamente e 4 é a

energia de interacdo entre varios vizinhos.
A cobertura de superficie do eletrodo corresponde a ocupacao média dos sitios.
Assim, teremos:

O numero de ocupacéo dos sitios pode ser definida em termos de d; e podemos
escrever ® como:

N>
0= N4 3N
ou
1 N
@—NZdl'l‘E
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Como ¢, = pd., de acordo com a equagéo (1V.34) e pela equagéo (1V.35) obtemos:

E finalmente, o valor esperado do campo ¢ corresponde a seu valor médio, ou

seja:

N
4
- = ¢
> =)
Assim, o valor esperado do campo ¢, representado por 7, relaciona-se com a

solugéo cléssica atraves de :

O=—n+= V.55
an 5 ( )

A corrente voltamétrica através do eletrodo é dada por (11.10):

) de(dv
l=—ey—| — 1VV.56
7dV(dtJ (1V-36)

Em que © é dada pela equacdo (IV.55) e 7 pela equacdo (IV.54) que
representa o valor esperado do campo ¢ em que o parametro ¢ depende do potencial do

eletrodo V. Assim, é possivel, através da equacgdo (I1V.56), estimar o valor da corrente
voltamétrica, bem como obter o valor de potencial para o qual ocorre a transicédo de fase
no processo de adsorc¢ao.

Para isso consideremos uma equacéo geral de terceiro grau, Como a expressa em

(1V.53) para exemplificar:
—an’+by+c=0
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A equacdo acima apresenta trés raizes, das quais, dependendo do valor de ¢, uma
é real e duas sdo imaginérias, ou trés sdo reais. Cada solucédo real corresponde a um
minimo do Hamiltoniano cléssico a campo medio, e o valor esperado 7 corresponde a
solucdo (IV.53) que minimiza esse Hamiltoniano. Nosso interesse € descobrir em que
ponto uma das solucdes de (I1VV.53) passa a representar um minimo global em relacéo as
outras, para que saibamos onde ocorre a transi¢ao de fase no voltamograma.

A figura abaixo representa o termo de potencial do Hamiltoniano classico em
fungdo do valor esperado 7. Os minimos dos graficos representam as solucdes de
(IV.53). Vemos que ocorre uma mudanc¢a do minimo global da esquerda para a direita

dos gréaficos para ¢=0.

>
c>0 . N <0

~
B A o kN o s o~
P S S S S S

Ou seja, a transi¢cdo de uma solucéo para outra ocorre em:

c=0 (IV.57)

Sendo “c” o termo de quebra dado em (IV.38), temos uma expressdo que fornece a

condic&o para o potencial eletroquimico:

4=—bs, (IV.58)
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Sendo que a relacdo para o potencial eletroguimico com o potencial do eletrodo
é mostrada em (I1.8) e substituindo em (I1VV.58), temos a expressdo que mostra a relacdo
para o potencial do eletrodo onde ocorre a transicéo de fase:
_ Aepn + Hg
€y

Vv (IV.59)

I1V.3.2 Determinacéao do Valor Esperado dos Campos o,

e(oz

Para obtermos o valor esperado dos dois campos, no modelo para deposicédo de
duas espécies, procedemos da mesma forma feita em 1V.3.1.
Partindo da densidade de Lagrangeana para duas espécies, a qual foi adicionada

os campos multiplicadores de Lagrange o, e o,, temos:

1 1 1 1
| = 5(5;,401)2 —Emfcof +Cy, —%401“ +0,0,(pf — pf) +§(a;,¢>z f-=m2p? +
5 ' . (IV.60)
2
0, =02 +0,0,(0; — ) +§r(8#¢1)(8#¢>2)

As equacOes de Euler — Lagrange para os campos multiplicadores de Lagrange,

fazem com que o campo ¢, fique limitado entre + p, e 0 campo ¢, entre £ p,.
Novamente, ¢, e ¢, sdo campos cujo valor esperado no vacuo é ndo nulo, como
fica evidenciado pela presenca dos termos lineares em ¢, e ¢,. Definindo esses campos

como os campos fisicos, de valor esperado nulo, temos:

Q=@ -1, (IV.61)

0y =@, —1, (1v.62)
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Em que (¢f) =0 e () =0, 0 que implicaem () =7, € (¢,) =77,

Substituindo as relagbes descritas em (IV.61) e (IV.62) na equacgdo (1V.60)
temos a lagrangeana escrita em termos de ¢, e ¢,

1 . 1 , , A, ,
I :E(au(/’l)z —Emf(% +771)2 +(:1(401 +771)_Z1|(¢’1 +771)4 +0,0,(p; +1, )2 +
1 [ 1 [ 1A ﬂ/ 1
800! (0,05 f ~omi(s +m ) +ea (0 4 m,) - D0 ) + (IV.63)

1 1 1 !
+0,0,(p; +1, )_gzo-zpzz +Ef(aﬂ¢1X6ﬂ§02)

Tomando a solucgéo classica a campo medio, a exemplo do que foi feito na se¢do V.3.1:

al An? 1 A A g
=-2 Lymilo —Zne?—ZpP+| -2 _—pm?+c|=0 V.64
ey [ 4 o j¢lc 5 Py 5 4TS ( 6 n,my ( )
ol An: 1 A A s
=-2 24-m? g, - = 2 el -2 g ml+c|=0 1V.65
00, ( 4 52 ]¢Zc 5 17,P3¢ 6 D¢ [ 5 n,M, ( )

Com isso obtemos a equacéo de terceiro grau que expressa o valor esperado de
P € Q.

3
—%é—ﬁm+q=o (1V.66)
A
— 26 2 _m22772 +c, =0 (Iv.67)

As solugdes para as equacdes serdo:
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(IV.69)

Da mesma forma que (IV.55), os resultados classicos de 7, e 7, estdo

relacionados com as coberturas de superficie:

O, =—n +— V.70
2 25 h 5 ( )
1 1
O, =—n +— V.71
2 25 7, 5 ( )

A Lagrangeana (1V.63) ndo se encontra na forma diagonalizada devido ao termo
proporcional a ¢. O tratamento quéntico dessa Lagrangeana exige que a mesma esteja
na forma diagonalizada, o que pode ser feito através de uma transformacgdo unitaria
apenas se 0s parametros de massa da Lagrangeana forem iguais (correspondendo a
espacamento de rede iguais para as duas espécies). Em um processo fisico real, como a
deposicao de Cu e Sulfato de Cobre sobre Au (111) as espécies podem estar depositadas
sobre redes de espacamentos diferentes. Dessa forma a diagonaliza¢do da Lagrangeana
(IV.63) deveria ser feita através de uma transformacdo ndo unitaria. Essa abordagem
ndo sera objeto do presente trabalho, permanecendo como sugestdo para futuras

contribuigoes.
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V.4 Correcdes Quanticas

Nessa secdo, calculamos as correcfes quanticas através das integrais e diagramas
de Feynman, em primeira ordem em loops, acrescentando as correcBes a lagrangeana

classica mostrada abaixo para que possamos obter a lagrangeana efetiva.

1 2 4n’a 1 617°A
|==(0,¢') —| -m*n+c— "+ =m® - &
5(0.#) ( 7 41 }(p (2 T

_771(0'3_1(0'4 2 !_1 2_2
3l A +go@'“ +2gnoe 2,uo-

(IV.72)

Onde o ultimo termo corresponde a um regularizador que foi acrescido a Lagrangeana
para que 0 campo o pudesse ser tratado através das regras de Feynman. O limite
1> — 0 pode ser tomado apds os calculos das integrais de Feynman.

Essas correcbes quanticas sdo calculadas através dos diagramas e integrais de
Feynman, que determinam a probabilidade de cada um dos processos abaixo ocorrerem.
Consideremos os Vértices relacionados a cada um dos campos presentes na Lagrangeana
(IV.72):

Propagador de ¢’

3 2
b —m

Propagador de o :
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Vértice de ¢'°:

—ind

Vértice de ¢'*:

Vértice de op'’:

2ig
Veértice de o' :

- Diagramas relacionados ao campo ¢’ :

— I { ;

Figura 2

(27)°5° (0, — ) (IV.73)

. d?q i
" =_”7/1I (271)13 g’ —m?
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A solucdo da integral se encontra no anexo 1, onde:
p1: momento externo o qual foi considerado igual a zero;

g:: momento interno de ¢’ .

zig, < 2ign

Figura 3

1, = (2ig)(2ign)| (‘lﬂq)g 7 _imz (—%j(zﬂ)aaa(ql) (IV.74)

- Diagramas relacionados a ¢'* :

—id
Figura 4
¢ dq i
I, =ik L 27)%5°%(q, — IV.75
4 ."(27[)3 qlz _m2 ( ) (ql ql) ( )
i 2.-:‘;5’
2ig
Figura 5
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in)2 d’ 1 - 3 ¢3
I, = (2ig) [ 2_'m2 (27)*6°(d, — ) (IV.76)

(27T )3 0,

T
—ind U— ind
Figura 6

. d®qg, [ d°q i i
2
o =) I (27[)23 J'(27r)13 g; —m? g; —m?

(27)°5°%(a, +0,)(27)° 5% (-0, —q,) (IV.77)

Diagramas relacionados a ¢":

= ini
—ind —ind
S _ \,

Figura 7

- d’q, 1d®q, pd’q, i i i
I —(— /1 3 1 2 3
7 ( 7 ) _[ (27[)3 I(Zﬂ)sj(zﬂ_)s qlz —m? q22 —m? Q§ —m?

(27)*S° (—a, — 03)(27)° 5% (0, +9,)(27)° 5% (a5 — a,) (IV.78)

—imnd
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Figura 8

—(—ina)Y—i d’q, ; d’q, i i 3530 330
I, = (—in2)-id)f o) | oxf - - (27)*5°(-q, + 0,)(27)°5°(q, — q,) (IV.79)

Figura 9

=i ke [

(@7)? (27) of -m* u
(272')353((11)(27[)353((12)(2”)353(q1 - qz)

(IV.80)

-Diagramas relacionados a ¢*:

Zg Y
i —ind

ra e

Figura 10

N2/ - e d3q ¢dg, ¢dig [ [ i
o = (Zlg) (_”7/1) I (2;;)13-[(2”)23'[(27[;3 @-m2gZ-m? gl —m?

(IV.81)
(_ %j(zn)aﬁg (-0, — 4 N27)' 5°(a, 27 5°(d, — 0, 27 6°(a,)

=, e
—I.??R - I?TR
-ind —ind
- .,
Figura 11
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e

(2z) 7 277 (2z)" (22) 9? —=m? g} —m? g7 —m* g7 —m? (IV.82)

(27)5%(- 0y — 0, )27)' 6°(a, — 0, 27 5°(q, — 9, (27 ) 5°(q5 + )
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Diagramas relacionados a c¢'*:
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Figura 17
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(IV.88)

(1V.89)

(1V.90)

O calculo das derivadas das integrais em p=0 que fornecem as correcdes

quanticas para 0 campo ¢ e os resultados das integrais (mostrados no apéndice 1) véo

ser inseridos na Lagrangeana classica para obtermos assim a lagrangeana efetiva do

sistema para eletrodeposicdo de uma espécie, mostrada em (1V.72), fornecendo:
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Substituindo os resultados das integrais 1; a l.g em (IV.91), temos a Lagrangena efetiva

do sistema:
In? Aan*A  ni (Aj 49°n
l, =| ——— |10 ¢ m? +C—-—————|—-A+martan "+
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B 2 2 292
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O valor esperado para 0 campo ¢’ pode ser obtido através do mesmo

procedimento utilizado para a Lagrangeana classica. Assim, esse valor esperado
calculado através da Lagrangeana efetiva a um loop na aproximagao de campo médio é:

d3 2 %
([3“ [8d® +9c AJ%J
A B 2d
P E——
[(3“ lad ;90 ,1]/12]

(IV.92)

77:
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Onde:

2
d =—(m2+ /12(—A—Mj+—4zg ZJ
2 2 m°u

A cobertura de superficie pode ser determinada da mesma forma que no caso

classico, equacdo (1V.55), ou seja:

O=—n+—=
25172

Da mesma forma a obtencdo da corrente voltamétrica é obtida a partir da
cobertura de superficie através da equacdo (IV.56). A diferenca entre a abordagem
classica e a quantica encontra-se no coeficiente do termo linear da equacdo (1V.92), em
que o parametro A representa um novo parametro livre que pode ser utilizado para o

ajuste dos resultados aos dados experimentais.

58



Capitulo V

AplicacOes do Modelo de Gas de Rede a

Deposicao Eletroquimica

Atualmente existem um grande numero de estudos de eletrodeposicdo de
pequenas moléculas ou ions sobre superficies bem caracterizadas de cristais[2, 3, 13, 17,
41, 44]. Um dos aspectos caracteristicos desse sistema é a alta especificidade do
fendmeno de adsorcéo [26].

Em geral a deposicdo de alguns metais sobre uma superficie também metalica,
em solucBes aquosas, ocorre com a formacdo de uma monocamada a potenciais
positivos [24, 26]. Estes processos séo chamados deposi¢do sobre tenséo (UDP), sendo
estudado mais intensamente durante as duas Ultimas décadas.

O crescimento desses filmes sobre cristais € muito estudado na literatura e
apresenta a ocorréncia de transicdo de fases ordenadas de adsorcdo que podem ser
observadas in situ (difracdo de elétrons) [45] e ex-situ por técnicas de varredura, como
por exemplo, a voltametria ciclica [46, 47, 48] que € capaz de detectar a formacéo
repentina desses filmes sobre a superficie do eletrodo. Essas técnicas fornecem
informacdes sobre o sistema e o0s picos de corrente voltamétricas correspondem a
transicOes de fases das camadas adsorvidas, conforme mencionado na secéo 11.3.

Os processos de adsor¢do séo fortemente influenciados por interagOes laterais
entre as espécies adsorvidas. Assim, para investigar esses efeitos usa-se a formulagéo do
modelo de gas de rede, tratado analitica ou numericamente.

Nessa secdo, trataremos da aplicacio do modelo de ga&s de rede para
eletrodeposi¢cdo de uma e duas espécies. Mostraremos assim, uma das aplicacbes como:
eletrodeposicdo de Cobre e (bi)sulfato de Cobre em Au (111), bem como o ajuste do
modelo tratado nesse trabalho com os resultados experimentais encontrados na

literatura.
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V.1 Eletrodeposicéo de Cu e (bi)sulfato de Cu sobre Au
(111)

Rikvold et al. [9] desenvolveram uma série de estudos relacionados
eletrodeposicdo de pequenas moléculas ou ions sobre as superficies de cristais, como
por exemplo, Cu e (bi)sulfato sobre Au(111), Cu sobre Pt(111), Pb, Bi, Br sobre
Ag(111) [34-36] que mostraram claramente a formacdo ordenada de filmes, onde a
natureza desses filmes foi observada in situ e ex situ.

O primeiro trabalho envolvendo gas de rede para o sistema de UDP foi
desenvolvido por Huckaby e Blum (HB) [6, 7, 13-18], trabalho no qual estudaram a
eletrodeposi¢édo de Cu sobre o plano (111) da superficie de Au em presenca de sulfato.

A parte tedrica desse modelo foi feita baseada na formulacdo do modelo de gas
de rede para duas espécies com interacdes laterais efetivas entre os primeiros quatro
vizinhos.

Por outro lado, a parte experimental do trabalho de Rikvold [25] foi realizada
utilizando um cristal de Au (111) como o eletrodo de trabalho, Pt como contra eletrodo
e Ag/AgCIl como eletrodo de referéncia. As medidas foram feitas em uma célula
eletroquimica em meio aquoso contendo sulfato.

Os voltamogramas da deposicédo de Cu e (bi)sulfato de Cu em Au(111) mostram
a existéncia de dois picos de adsorcao e dois de desor¢do, conforme mostrados na figura
20 [27]. Os picos A (por volta de 200mV) e o pico B (por volta de 35mV) representam
0s picos de adsorcdo. Os picos observados a 210mV (pico A’) e 75mV (pico B')

correspondem aos picos de desorcdo das espécies consideradas.
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Figura 20: a) Voltamograma da deposi¢éo de Cu sobre Au (111) em 0.05M H,SO, + 1mM Cu
SO, a uma velocidade de varredura de 1mV/s. b) Cobertura de Cu sobre a superficie de Au(111).

No inicio do processo ha uma forte coadsorcdo entre os ions Cu e (bi)sulfato. A
potenciais muito positivos os ions (bi)sulfatos sdo fortemente adsorvidos sobre a
superficie limpa de Au(111), formando uma rede (+/3x+/3). Trés atomos de oxigénio do
sulfato estdo ligados diretamente ao sitio de adsor¢do do Au formando uma triangulo
sobre o sitio e o enxofre dos sulfatos se ligam formando, por exemplo, uma rede do tipo

(\/§x\/§), conforme figura 21 [26].
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Figura 21: Geometria da camada adsorvida com um terco de (bi)sulfato[26].

Estes ions sulfato sdo, depois, desorvidos a medida que o potencial diminui,
sofrendo uma transicdo de fase de segunda ordem.

Quando o potencial se torna menos positivo os ions de Cu sdo adsorvidos aos
sitios de adsorcdo livre provocando uma readsorcdo de sulfato. Quando a cobertura de
(bi)sulfato excede a fugacidade critica, eles entdo, formam o modelo triangular de
anions que ocupam outras posices sobre a superficie de Au, permitindo assim, a
formagéo de uma rede do tipo hexagonal [49]para a adsorcdo de Cu.

O segundo pico corresponde a uma transi¢cdo de fase de primeira ordem devido a
adsorcdo de Cu (ocorre a potenciais menos positivos) que substituem os ions sulfato,
formando assim, uma monocamada completa sobre a superficie de Au.

Para entendermos melhor como a monocamada é formada imaginemos que 0s
sitios (bi)sulfato tém uma posicdo de “tripé” onde trés atomos de oxigénio estdo
diretamente ligados aos trés atomos da superficie de Au, formando um triangulo sobre

o sitio de adsorcdo. Os enxofres dos (bi)sulfatos formam uma rede triangular do tipo

(+/3x4/3).
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Os ions Cu ao serem adsorvidos ocupam posi¢cdes na rede formando anéis que
circulam as estruturas de sulfato conforme fig.22 [26]. Tem-se, no final, a substitui¢do

dos ions (bi)sulfato pelos ions Cu e a monocamada completa é formada.

Figura 22: Geometria da camada adsorvida com um terco de (bi)sulfato e dois tercos de Cu. Os anéis de

Cu mantém a estrutura do (bi)sulfato[26].

Para modelar este processo de deposicao foi construido um modelo estatistico
com interacOes entre as espécies adsorvidas. O modelo trata assim, de transi¢oes de fase
gue podem ser analisadas através dos voltamogramas. Podemos dizer que o primeiro
pico corresponde a transi¢Oes de fase de segunda ordem, causadas pela desorcédo dos
ions (bi) sulfato seguidas pela coadsorcdo de Cu e (bi) sulfato. Por outro lado, o

segundo pico é tratado como uma transicao de fase de primeira ordem.
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V.2 Eletrodeposicao de Br sobre Ag(100)

Como exemplo da utilizagdo do modelo A¢* aplicado a deposicio eletroquimica,

desenvolvida nesse trabalho, fizemos o ajuste da equacdo obtida para a corrente
voltamétrica (11.10) a dois sistemas especificos, o primeiro deles correspondendo a
deposicao eletroquimica de Br sobre a superficie (100) de um eletrodo de Ag, estudada
por Mitchell et al. [50]. Neste trabalho, eles descreveram propriedades dinamicas e
estaticas da eletrosorcdo de Br sobre eletrodos monocristalinos de Ag utilizando o
modelo de gés de rede tratado por simulagdes de Monte Carlo. A figura abaixo mostra a
corrente voltamétrica em funcdo do potencial eletroquimico simulada para redes de
comprimento L=32 e L=128. O voltamograma apresenta um ombro a esquerda do pico

de corrente, atribuido a flutuagcdes configuracionais na camada adsorvida de Br.

4.0 | .
| |
| L=32 :;_ |
230 L=128 |
& |
L] |
- i
= 0 |
s | ‘
3 20 |
3 Py
1= J 5
2 ; i
g , |
S 1.0
| ./
Woe - 0 ' 200 400

1/ meV

Figura 23: Deposicéo de Br em Ag (100). Resultado de simulacéo obtida por Mitchell et al [50].

Para a simulacdo desse voltamograma, realizamos o ajuste da equacéo (11.10)

aos dados obtidos por Mitchell et al. usando como parametros de ajuste a constante de
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interacdo entre muitas particulas, A, o potencial eletroquimico de referéncia (a potencial

de eletrodo nulo) e a eletrovaléncia da espécie adsorvida y, sendo que a energia de
interacdo entre vizinhos mais proximos ¢,, foi ajustada atraves da equagdo (1V.59)

para o potencial critico, no qual ocorre a transicdo de fase. Os parametros foram obtidos
através de um ajuste de minimos quadrados ndo linear utilizando-se 0 método do

gradiente [51]. A figura abaixo mostra a comparacdo entre os dados obtidos na

simulagdo realizada por Mitchell e o ajuste do modelo Ap* a esses dados. Os
parametros ajustados foram : A=5.04, z,=10.26meV, y=1.87 e V_, = 180.32 mV. Para a
realizacdo do ajuste, o ombro apresentado pelos resultados da simulacdo de Monte
Carlo foi removido, uma vez que o modelo Ap* aqui tratado ndo apresenta nenhum

mecanismo para reproduzi-lo.
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Figura 24: Ajuste da deposicao de Br em Ag (100)
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V.3 Eletrodeposicao de Cu sobre Pt

O modelo desenvolvido no presente trabalho também foi aplicado a deposicao
eletrogquimica de Cu sobre a superficie de eletrodos de Pt. Os dados experimentais
foram levantados por nds com a colaboracdo da professora Honoria de Fatima
Gorgulho, do Departamento de Ciéncias Naturais (DCNAT) no laboratério de Quimica
da Universidade Federal de S&o Jo&o del Rei.

Utilizamos para o estudo deste sistema as técnicas de voltametria ciclica que
constitui um dos métodos eletroanaliticos mais versateis para o estudo inicial do
comportamento de espécies eletroativas. E uma técnica relativamente simples e de fécil
andlise dos resultados. As informagGes sdo obtidas variando-se o potencial com o tempo
e registrando-se a corrente em funcéo do potencial.

Para realizacdo do experimento foram utilizados 3 eletrodos: dois eletrodos de Pt
(um como de trabalho e outro como contra eletrodo) e Ag/AgCl (eletrodo de referéncia).
As medidas foram feitas utilizando uma solu¢do 0.05M H,SO,4 +1mM CuSO, a uma
velocidade de varredura de 1mV/s. A area dos eletrodos é de 0.00003m?.

Na simulacdo do voltamograma obtido para esse sistema, empregando
novamente o ajuste por minimos quadrados ndo linear, obtivemos o seguinte conjunto

de parametros : 2=0.05018, z,=30.418 meV, y=0.7 e V,

crit

=43.5 mV. A figura abaixo

mostra a comparacao entre os resultados experimentais e 0s ajustados pelo modelo.
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Figura 25: Eletrodeposicdo de Cu sobre Pt em 0.05M H,SO,4 +1mM CuSQO4 a uma velocidade de

varredura de 1mV/s.
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Capitulo VI

Conclusao

No presente trabalho, propomos a aplicacio do modelo Ap* em Teoria de

Campos para descricdo da deposicdo eletroquimica em superficies metalicas. Partindo
do modelo de gas de rede da mecénica estatistica (modelo esse ja aplicado em fisica de

superficies e, mais especificamente, em eletroquimica) e da discretizagdo da
hamiltoniana do modelo A¢*, estabelecemos as relagdes entre os pardmetros de ambos
modelos de forma que, no limite continuo, a hamiltoniana do modelo de gas de rede foi
descrita pelo modelo A¢p*.

Para que essa equivaléncia fosse possivel, acrescentamos ao modelo Ap* um
termo de quebra explicita de simetria, que foi equivalente ao potencial eletroquimico.
Além disso, uma vez que 0 campo (p(x) estava representando o nimero de ocupagéo
do sitio localizado na posigdo X, ou seja, limitado a dois valores, utilizamos a introducao
de um campo multiplicador de Lagrange, a(x), sem dinamica, cujas equacdes de
movimento corresponderam a condicdo ¢ =+p.

O modelo encontrado foi equivalente, em forma, ao modelo sigma nédo linear,

que, a temperatura zero apresenta duas fases [26]: uma fase de Néel ordenada, com

(6)=0 e (p)=0, que é a fase em que foi trabalhada, e uma fase paramagnética
desordenada, com (o) #0 e (p)=0, que néo foi objeto desse trabalho.
Uma vez que <¢)>¢0, na fase ordenada, procedemos a quebra espontanea de

simetria do modelo, redefinindo o campo ¢ por ¢'+7, onde 77:<¢>. Tomamos a

aproximacdo de campo médio em ordem mais baixa, sendo que foi possivel obter, das

equacOes de Euler-Lagrange o relacionamento entre o valor esperado do campo ¢ e 0s
demais parametros do modelo. Como vimos, <(p> esta relacionado com a cobertura de

superficie ®, parametro de ordem do nosso sistema, que sofreu uma transicdo suave
como funcdo do potencial eletroquimico, um dos parametros do modelo, associado ao

potencial do eletrodo. Dessa forma, foi possivel obtermos a corrente voltamétrica em
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um eletrodo em funcdo de seu potencial, e comparar os resultados obtidos com
resultados experimentais retirados na literatura como a deposicdo de Br sobre Ag e Cu
sobre o eletrodo de Pt (realizados por nés no laboratorio da UFSJ, com a colaboracao da
professora Honoria de Fatima Gorgulho).

Como o valor esperado do campo ¢ pode variar continuamente entre —p e p,
a condicdo ¢ =+p foi relaxada, no sentido que (gp} =+p apenas para u— two,
correspondendo a superficie completamente coberta ou completamente descoberta.

Tomando-se por base 0 modelo A¢* obtido, construido a partir do Hamiltoniano
de gas de rede, com a condicdo ¢ ==+ p relaxada, procedemos o calculo da Lagrangeana

efetiva, a um loop, do modelo e a posterior determinacdo do valor esperado do campo

nessa aproximacao. Esse modelo se afasta do modelo sigma nédo linear em alguns
pontos, devendo por isso, ser considerado apenas como um modelo A¢* para deposicdo

eletrogquimica que guarda conexdes com o modelo de gas de rede para 0 mesmo
fendmeno. As principais premissas e aproximacdes consideradas foram:

- Novamente, e sob as mesmas consideracdes, a condi¢do ¢ =+p foi relaxada;

- A dindmica do sistema foi tratada utilizando-se um modelo relativistico para a
Lagrangeana do sistema, ou seja, 0s termos cinéticos da Lag,rangeana foram

descritos por:

2

(o.0) = 5] (Vo)

Onde “c” é um parametro do sistema com unidades de velocidade (velocidade
caracteristica). Nao ha motivos para acharmos que a dindmica do sistema possa ndo ser
descrita de forma néo relativistica, a abordagem empregada foi escolhida por motivos
de simplicidade;

- Eventualmente, os sistema estudados podem corresponder a regimes de acoplamento
forte (}t>1,g >1), e a expansdo perturbativa aqui empregada pode ndo ser
permitida. Em modelos com simetria O(N) poderia-se fazer uma expansédo 1/N,
entretanto, o modelo aqui estudado apresenta apenas um campo. ASSim 0s

resultados apresentados para a Lagrangeana efetiva do sistema devem ser
considerados apenas no regime de acoplamentos fracos.
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O tratamento quantico a campo meédio do modelo ndo apresenta vantagens sobre
o tratamento classico, ja que o pardmetro A introduzido pelas corre¢fes quanticas
ndo é um parametro independente, ou seja, na expressdo (1V.92) verificamos que

para o ajuste quantico basta fixarmos “d” com o valor de “-m?”

encontrado no ajuste
classico.

Finalmente, apresentamos o desenvolvimento do modelo de campos escalares
interagentes equivalente ao Hamiltoniano de gas de rede para deposicdo de duas
espécies. No entanto, o desenvolvimento quantico do modelo para duas espécies ndo
foi objeto desse trabalho, uma vez que a diagonalizagcdo Lagrangeana obtida deve
ser feita através de uma transformacdo ndo unitaria. Assim, esse tratamento

permanece como sugestdo para trabalhos futuros.
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Apéndice |

Célculo das Integrais de Feynman

Para obtermos as corregfes quénticas da Lagrangeana efetiva realizou-se o0s
calculos das integrais de Feynman aos diagramas mostrados na secéao 1V.4.

Neste apéndice, mostramos os calculos das integrais de Feynman dos processos
envolvidos na determinacdo da Lagrangeana efetiva, calculados a momento externo
nulo (conforme demostrado no apéndice 1l). Consideremos a integral relacionada a
figura 2 da segéo 1V.4:

_—ind i 3 3 o3
|2 - (272_)3 jqf_mg d ql(Zﬂ.) 5 (0)

Para solucionar a integral acima devemos fazer as seguintes consideracoes:

i) Mudanca do espaco de Minkowisky para o Euclidiano, em que:
1)qg® =—q?
2)d’q =id°q?

Assim I, torna-se:

3
2 m2 d qlE

i) Sendod®q. = g’dg,sen@ddde , temos:

|772, A q2 V4 27
I, = £ _d sen&dd | d
2 (zﬂ)3£_qu_m2 qlE‘('). l. (0

iii)A integral em g1, no intervalo de 0 a A, foi calculada no Maple 5.0

iv)O resultado das integrais em 6 e @sdo iguaisa 2 e 2, respectivamente.
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I, = %(— A+ marctan(ADM
87 m

Simplificando a expressao acima :

I, = %(— A+m arctan(éjj
2 m

= Calculando a Integral relacionada ao diagrama 3:

- (ofign)] ot (_L j(Zn)Sés(ql)(Zn)Sas(—ql)

Fazendo g1=0, I, torna-se:

e a0

I 4|g 419°n
3 mzluz
= Calculo de l4:
d® Q1 i 33
=-i2 j eI COLACRL)
1
I jd ql (27[) 53((:]1 ql)

@
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De acordo com 0s passos i), ii), e iii) mostrados no calculo de I, temos:

|ﬂ, A q2 Viq 2z
I, = £ _d send&dd | d
4 (Zﬂ)3£_qu_m2 qlEv([ v([ ¢

I, = '—/12(— A+ marctan(AD
2 m

= Calculo de Is;

I, = (2ig)’ [ (2;')13 7 i_mz (27)°5° (0, — )

Tomando as consideragdes i), ii), iii):

_ 2ig?

I 2 (— A+m arctan(AD
T m

= Calculo de lg:

(i P d’q, pd°q, i i 3630 o 3 03
I, =(~in2) 1(2”)3 | 2nf @ @ 2O =) 0+ )

Fazendo g1=-03:

2o %0, i’ 303
lg =" % - (27)°5%(—0, + )

(27) (ql2 - m2)

3 i2
|6:_772/12J‘d 4, !

(27) (o7 -m*f

73



Seguindo os passos i) e ii) , lg, torna-se:

i 2/1200 q2 Vg 2z
Iy = (7277[)3 !(_ qZZEZ_E mz)z d qZEisenédHE[dgo

De acordo com iii):

CI22E d _ iz

(_ q22E _mz)z Oze am

Oy 8

De acordo com iv), temos:

i772/12
ls =
87m
= Calculo de I
=i [ S0 (9% (% T T T o g g,
' (2z)? (27} 7 (27) of —m* g; —m* g5 —m” b

(27)°8°(0y + 0,)(27)° 5% (0, — a,)

Fazendo g1=-02:

. d’g, ¢ dq, i i i 33
I, = (-ina)| o) I(Zﬂ)s B g e GG GUREY

(27)*5°(9; - a,)

Fazendo g3=q;:

I, :(—iﬂﬂ)sj.(dz;q)z (q32 _ismz)a

(27)5%(-q, +a,)
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Seguindo com i) e ii), temos:

i77313 © ng n 2z
I, = d g, |sen@d |de

! (27[)3 2[(— q§E - mz)3 3E'<[ !
De acordo com iii):

q3E U

d Qe =——
qaE f 16m?

O'—-8

Seguindo iv), obtemos o resultado de I;:

i

= 3m?

= Calculo de Ig:
. . d3g, ¢ d® i i
1y =(~ina) (-i2)] (2;)2 | (2;)13 T g @8 A+ 0,)(2) 5@ -,
1 2
Fazendo g1=05:
d? i?
ly = [ 2 (27)°5°(g, ~q,)

(27[)3 (ql2 — mz)2

Seguindo i) e ii):

I, = iy 2 J‘ Qe g qZE]EsenédHTd(p
(27) 5 (a2 -m?f s 2
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Passando por iii):

2
Oze _

e d Qe =
(_ q22E _m2)3 4m

Oy 8

Assim de acordo com v):

B iA’n
8m

Iy =

= Calculodely:

= (o) ()] %[0

(27)°5°(4,)(27)° 5% (d, — d,)

Fazendo g;=0:

1 i d?q

I, =49°%inl—
9 ,U2 (

Fazendo g,=0:

_dig’na
m*

= Calculo de Iq:

(2z) g7 -m

(2z)’ af —m* g; —m

Iy =(~inA) (2ig) | ((;j:‘)ls J (‘23)23 J 4.

(27)°6%(0,)(27)° 5°(9,)5° (05 — A,
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(27)’ @/ —=m* q; —m

2

2

g; -

m® u

L 25y
7

7 (27)°5°(0-,)(27)*5°(q,)

1 et a-q,)



Fazendo g;=0:

1(_ 1 \pd®, (d’q i i
—4| 2 21,2 ( j 2 3 2 353 _
g7 12\ —m? _[(27[)3 ‘[(27[)3 Gz —m? g2 —m? (27)°5°(=0s)

(27)°6°(a,)(27)°5°(0,)5° (A5 — )

Com g,=0:
o=t [ e e o)
Para g3=0:
o = _w
u'm

= Calculo de I11:

. d%qg, d3q, d%q, dq i i [ i
I —(— i 4 1 2 3 4
u=Cint) | (27 ) J(27r)3 j(27r)3j(27z)3 g; —m? g; —m? q; —m?® gi —m?

(277)353(_% _q4)(277)353(q1 _qz)(Z”)aé‘a(qz —Q3)(27T)353(q3 +0,)

Para q:=03:

d’q, .ddq, (d? 1 1 1
e weep 97 (dg, (dig
2

(27)°6° (-9, —a,)(27)°5° (0, —a5)(27)* 5° (0, + )

Para g,=03s:
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—(_irn) d*g, dq, 1 1 363, o 3 03
=G [ o T e &A@ G )

Para qz=-0a:

3

dq, 1

(27)° (92 -m?)

L, ="' (27)°5° (-, +q,)

Seguindo os passos i) e ii):

. 42’4 0 qZ T 2z
I :I(Zﬁ)s !(—qufmz)A d qZE_([senédeld(p

De acordo com iii):

K qu T

_ e 4 -

!(—qu—mz)4 Qe 32m°®
Seguindo iv):

I B i7742,4

L 64 7m5
Calculo de 115:
B T (S FA) o ¥ . L LSS P TR
2 (2z)? (2z)° (2z) 9t —m* g —m? g2 —m? P

(2”)353(% + qz)(Z”)sé‘a(qs -d,)

Fazendo g1=-02:
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=GP | S e T

(27)
(2”)353((12 - qs)(Z”)aga(qs -0,)

Fazendo g,=qs:

d? i
s (27)*8°(0, - )

(27) (g2 -m?)

l, = i772/13_..

De acordo com i) e ii):

__772/134 w q32E ™ 2z
I, =i (22] l'(_qu —m2)4 d qu!senaw!dgo

De acordo com iii):

De acordo com iv):

in’ A’
2" 30m?
= Calculo de I3
. . dq d i i 1
|13 = (_ I/l) (ZIg)ZJ. (27[33 I (222)3 q2 _ m2 qz _ m2 ?(27[)353(q1)(27[)353(q2)(27[)353(q1 - q2)
1 2
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(27) (g2 -m?) @i —m

2



Para q;=0:

g2=0:

= Calculo de l14:

. dq, ¢ d° i ’
= (i) qu g 1 ;

(27[)3 (27Z)3 5° (q1 +0, )(272’)3 o° (— q, — qz)

2

(2z) g7 -m* g2 —m

Fazendo g1=-03:

e T R0

(2z) (q22 - m2)2

Seguindo os passos i) e ii):

l, = 7 T e d qZE]['senedergo
@r) (o -m*f T3 :
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De acordo com iii):

2
O2e

o d Gy =
(_qzzE_mz)z 4m

Oy 8

Assim de acordo com iv), temos:

|
14 = 87m
= Calculo de I15:
: 2(n; d3q1 d3q2 d3q3 i i i 3¢3
|15 :(_”72’) (2|g) _[(27[)3 _[(27[)3 _[(27[)3 qz _mz qz _mz qz _m2 (272') 5 (_ql _qz)
1 2 3

(27)*8°(q, +9,)(27)°5°(9, — )

Para g1=-03:

. d®g, d’q i i
I — _2| 2.2 2 3
s =2i0nn’ | (27) J (27) (2 -m?f & -

Para g2=03s:

. d*q i
- _ 2,2 3 3630
s = =2ign°n j(zﬁ)s (qz_mz)a(z”) 5°(~0 +7)

3

d3 1
(S =—29772772J‘(2:)33 (q2 _m2)3
3

Seguindo i) e ii):

H 2192 © 2 n 27
__ 2974 Gze -d qZE_[senédejd¢
0 0

e (2x) !(_qZZE —m2)
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De acordo com iii):

2

Oze

d Oze =
'([(_ q22E - m2)3
Com iv), temos:
B ign° A
o 16am®

= Calculo de l45:

16m?

s = (i) (2ig)| % [ 4

(2z)°* (2z)’ af —=m?

Para q;=-03:

=2

—2g/1j d” q2 -

(QZ —m

Para i) e ii):

2'9 T e

3 0 qZE

Seguindo os passos iii) e iv)a integral l16, torna-se:

igl
47zm

|16 -

g, -

2

2 (277)353(_(11 _(:12)(271')353 (q, +9,)

2)2 (Zﬂ)gé‘g(qz —d,)

> d qZE]isenajHTd(p
0 0



= Calculo de I47:

Fazendo g;=0:

Fazendo g,=0:

s dg, £dig i i 1
7 :(Zlg) J.(Z;[)lsj‘(zﬂ)é 9> -m? g2 —m’ _?

(27) &°(a, N2x) 5°(a, N27)'6° (-0, 0

L = 8ig®
17 ,Ll2m4
= Calculo de lg:
. . d%, (d? i i
I = (~in4) (2ig)] (2;)2 [ (2;'); P COINCU DI CONCRED
1 2

Fazendo g1=-03:

i2

% '

d

Fazendo g,=0:

7) (aZ -m?)

> (277)353(% —d,)
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3

d°q, 1
(27) (a3 -m?f

l,s =—29 77/1'[

Parai) e ii):

_297AF  a f i
|18 - (272')3 '([(_ q22E _mz)z d QZE_([SGH&JG_([d(p

De acordo com iii):

026
Seguindo iv):
igni
"= " am
= Calculo de lqq:
. d®g,  d’q i i
— 2 2 1 3¢3 3¢3
1, = (2ig)’ o) | 2o @ e P )2 67 )

Fazendo g1=-02:

d3q2 i2
(27) (g2 -m?)

| -(27)°5%(d, - a,)

Seguindo os passos i), ii), iii) e iv):

¥ 2m
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= Considerando os diagramas relacionados a ¢°, calculamos as integrais de Feynman

correspondentes a esses diagramas e em seguida, calculamos as derivadas das
integrais em p=0 (conforme justificado no apéndice I1):

Consideremos o diagrama 4, mostrado na secdo IV.4. O célculo da integral de
Feynman (com p=0) é feito da seguinte forma:

,_ .rd
§ =_Mbj(27z)l o7 —m? (27)6°(p, — 0, + 0, — p,)

Entdo temos:

Este resultado ndo depende do momento externo p, sendo assim, O valor da

!

derivada em p seré nulo, ou seja, %‘ =0.

O mesmo ocorre com o diagrama 5, cujo célculo da integral (também com p = 0)

sera:

h 2 | 2[_%}2”)353([)1_p3_p2)(2”)353(p3_q1+q1)
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Fazendo p3;=0:

Assim temos:

4ig? s 1
d -
ﬂ2(2”)3'r[ HoE —m?

,_
I =

=2
I: = 49 3{A+£mln(A+mﬂ
/,12(272') 2 m+A

O resultado da derivada em p=0, também sera nulo, j& que I; ndo depende de p,
dl,

—=0.
dp
Consideremos agora, o diagrama 6. Neste caso, o calculo da integral sera:
;= (~ina)| dquJdgql ! (27)°5°(p, — 0y —0,)
6 (272_)3 (272_)3 qlz —m? qu —m? 17 2
(277)353(_p2 +0, +0,)
Fazendo:

0, = P, — 0, temos:

|'=(—i77/1)zj. d’q, i i
i (27)' (p,—0,)" —m?* a; —m

~(27)°8°(p,— 0, +9, — P,)

Assim temos:
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'_
lg = 5

- [ i i
(2z)’ “(p,~0,) -m* g —m

Resolvendo a integral acima, considerando a parametrizacdo de Feynman, mudanca do

espaco de Minkowisky para o Euclidiano e considerando p, = / p temos:
. Al i —p,+2m
lg =——— In
87° 4(-p,) p, +2m

2 42 : .

" @[4I (po+2m)
2
— /31{1 \z arctanh(—&ﬂ ou
(2”) 2(_ 1)
212
L= —1277 4 arctanh(—ﬁ]
167 (— pl) 2m

Calculando a derivada de I, em p® (ja que p, =+/p> ) etomando o limite com

p — 0, temos:

lim dlg _ in? A2
pso \dp? ) 384m°z?
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Apéndice |1

Correcbes Quanticas para Momentos Externos

Nulos

Na secdo V.4, calculamos as corre¢fes quanticas da lagrangeana classica para
obtermos a lagrangeana efetiva correspondente o modelo Ae*. Para os calculos das
integrais tomamos 0 momentos externos iguais a zero. Para melhor compreensdo do

motivo pelo qual isso foi feito consideremos o exemplo abaixo:

S = [I1(x)dx (Ap I1.1)

I(x) == (#40)2 m?g’ ‘Z"’ (Ap11.2)

Tomando a transformada de Fourier da fungéo (o(x), para que possamos escrever a

densidade de Lagrangeana acima no espa¢co dos momentos, temos:
= [exp(ikxJpo(k Jok

Para isso faremos duas consideracdes:
i) o*( _[exp (ikx o dk_[exp ipx)o(p)dp

I¢2dx = Idpdk¢(k)¢(p)jdxexp(i(k + p)x)

Em que a segunda integral representa 5(k + p). Com isso temos:
[0 (k)= [ dkop(k)o(~ k
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ii) 0,0(x) = 0,k [ exp(ikx)p(k )dk
Ent&o, podemos escrever a Lagrangeana em termos de k:

J1dx = [1(k )k

= J{%(— kz(p2)+%m2(p2 —%(p“}dk

41

Como visto na secdo IV.4 o propagador do campo ¢ e o Vértice correspondente ao

campo ¢* sdo respectivamente:

<¢2>=k2_‘m2 e —il.

Podemos assim, relacionar as derivadas desses campos (tomando ¢ igual a zero)

com os propagadores correspondentes.

o°l
:_kZ 2
(W)M (ke me)

Assim, podemos dizer que :

ol o\
(5(02]¢_0 =i(p?) (Ap 11.3)

Procedemos da mesma forma com o campo ¢*:

( 544J —_ia (Ap 11.4)
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Ou seja,

( 84'4J ) (Ap.11.5)

Com isso, expressamos as amplitudes com corre¢cdes quanticas para os dois

campos:

Onde E(kz) representam as correcdes quanticas de ¢>.

Para ¢ temos as seguintes amplitudes corrigidas:
(p*) =-ial-in1(k2))

onde H(kz) representa as corre¢des quanticas de ¢*.

Podemos dizer que a lagrangeana efetiva (ndo local) obedece as relacbes dadas

em (Ap.11.3) e (Ap.IL.5), entdo podemos expressa-la como:

| = %(—k2 +m? +iE(K)% 0 —%(1— AT(k?))p"

Para o caso da Lagrangeana efetiva local, consideremos a expansdo da mesma:

— p— 1’-‘! 1 Ll 1]
=(k) = 2(0) + 3 E(OK + Z"(O)K"..

T1(k?) = I1(0) +%H'(O)k2 o

1, :%(—kz +m? +iE(0) +iZ' (0)k2 + O(k*)p? —%(1— iATT(0) + O(k?))p*
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i () = 2 (A= Z(O)Oug)’ + (' +EQ)* -5 A~ iAT(O)p" + [dhe[0(k*)p*

+0(k*)o"]
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