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“... A vida nao esta contida na escala do tempo,

nao esta contida na escala da caducidade.

O tempo, pelo contrario, estda na palma das maos da vida,
a qual cerrada, se torna um ponto

e aberta, se torna infinito.

Aquele que acredita alcanca...”

(Masaharu Taniguchi)
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Resumo

Nesse trabalho iremos estender o Teorema 13.3 de Scharlau [10], que caracteriza a
involugao canonica sobre a algebra de grupo K[G], onde K é um corpo real fechado.
Com isso estaremos caracterizando involugoes positivas em algebras semisimples de

dimensao finita sobre um corpo real fechado.

Palavras Chaves: Involucao, algebras centrais simples, dlgebras semisimples,

corpos reais fechados, matrizes hermitianas.



Abstract

In this work we extend Theorem 13.3 of Scharlau [10] that characterizes the
canonical involution on the group algebra K[G], where K is a real closed field.
With this we give a characterization of positive involutions in semisimple algebras

of finite dimension over a real closed field.

Keywords: Involution, central simple algebras, semisimple algebras, real closed

fields, hermitian matrix.
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Introducao

Dentro do nosso contexto, uma involugao é um anti-automorfismo de ordem dois de
um anel. O exemplo mais elementar de involucao é a transposicao de matrizes. Um
exemplo mais complicado de uma algebra sobre Q que admite uma involucao ¢é a
algebra de multiplicagdo de uma superficie de Riemann. Albert (1934/35) determi-
nou condicoes necessarias e suficientes para que uma &algebra com divisao sobre Q
seja uma algebra de multiplicacao. Para conseguir isto, Albert desenvolveu a teoria
de algebras centrais simples com involugao, baseado na teoria de algebras simples
iniciada alguns anos antes por Brauer, Noether e também por Albert e Hasse. Esta

¢ a origem histérica da teoria de involugoes.

Seja G um grupo finito, K um corpo e K[G] a édlgebra de grupo de G sobre K.
Em [10], Scharlau investiga a involugao canonica o sobre K[G], a qual é a aplica¢ao
K-linear definida por o(g) = ¢g~!. Assumindo que car K = 0, pelo Teorema de
Maschke (2.23), K[G] é uma algebra semisimples. Sabemos ainda que cada fator
simples da algebra de grupo é uma algebra de matrizes (Teorema de Wedderburn,
2.11). No Teorema 13.3 do Capitulo 8 de [10], Scharlau mostra que se K é um corpo
real fechado, entao cada fator simples B de K[G] é invariante pela involugao canonica
e, mais ainda, a involucao sobre B é a conhecida involucao conjugada transposta.

O Capitulo 4 desta dissertacao esta dedicado a demonstracao deste Teorema 13.3

do livro do Scharlau.

Como o nosso intuito é trabalhar sobre corpos reais fechados, no Capitulo 1

iremos explorar um pouco da teoria de corpos formalmente reais e corpos ordenados.



Ainda neste capitulo faremos uma breve introducao de conceitos e resultados da

teoria de formas quadraticas.

Para um bom entendimento do Teorema 13.3 é necessario que se conheca bem a

teoria de anéis simples e semisimples. Isto esta detalhado no Capitulo 2.

No Capitulo 3 iremos estudar as algebras centrais simples, onde toda a teoria de
involugoes foi inicialmente desenvolvida. Vale ainda ressaltar que toda a teoria de

algebras centrais simples se aplica a algebra de matrizes.

Como trabalharemos a maior parte do tempo com corpos reais fechados pode-
mos falar em involugao positiva. Apesar de nao ter sido comentado em [10], a in-
volugao canodnica do Teorema 13.3 é uma involucao positiva. Na verdade, o Teorema
13.3 é verdadeiro para qualquer involucao positiva sobre K[G]. Em [2], Oukhtite
e Boulagouaz estenderam este resultado para o caso de involugoes positivas sobre
qualquer algebra semisimples de dimensao finita sobre um corpo real fechado. Eles
mostram que se ¢ é uma involugao positiva sobre uma algebra semisimples, entao
o restrita a cada fator simples é a involucao conjugada transposta. Este resultado

esta detalhado no Capitulo 5 desta dissertagao.



Capitulo 1

Preliminares

Iniciamos este capitulo com a teoria de corpos ordenados, ou seja, corpos que pos-
suem uma ordem. O exemplo mais conhecido de corpo ordenado é o corpo dos
nimeros reais R. Iremos ver que existe uma subclasse dos corpos ordenados (cor-
pos reais fechados) que tem o mesmo comportamento de R no que diz respeito as
propriedades algébricas e de ordem. Iremos, inclusive, demonstrar nesse capitulo
o Teorema Fundamental da Algebra para corpos reais fechados, e no Capitulo 4
demonstraremos o Teorema de Frobenius, também para corpos reais fechados. In-
troduziremos ainda neste capitulo alguns conceitos e resultados da teoria de formas
bilineares e quadraticas, apenas o necessario para o bom entendimento do restante

do trabalho.

1.1 Corpos Formalmente Reais e Ordenados

Iniciaremos definindo corpos formalmente reais, pois s6 podemos definir ordem
nesses tipos de corpos. Veremos a seguir que, na verdade, todo corpo formalmente

real possui uma ordem.

Definicao 1.1. Um corpo K é dito formalmente real ou simplesmente real se —1

nao pode ser representado como soma de quadrados em K.



Observacao 1.2. Note que corpos de caracteristica finita nao sao formalmente

reais. Com efeito, consideremos um corpo de caracteristica p, logo 1 +--- 4+ 1 =0,
—_——
p vezes

o que implica que 12 +--- 4+ 1% = —1. Assim corpos formalmente reais devem ter
—_—
p—1 vezes
caracteristica zero.
Se A é um anel comutativo arbitrario, denotaremos por OA o conjunto dos

elementos x € A tais que = é a soma de quadrados de A e OA* = 0OA — {0}.

Proposigcao 1.3. Um corpo K € formalmente real se, e somente se, OK # K.

Demonstragao: Se K é formalmente real —1 ¢ OK e portanto OK # K.

Reciprocamente, suponha que —1 € OK, para todo a € K temos

a+1 a—1.2
)

a= (=) +(1)(=

entao a € OK, ou seja, OK = K. Portanto se OK # K, entao —1 ¢ OK. =

Lema 1.4. Se K € um corpo, entao DK ¢é fechado para a adicao e a multiplicacao

e OK™* € um grupo multiplicativo.

Demonstragao: Primeiramente considere z, z’ € OK, logo

pta =YYyt € OKexa' =Y y2. 3 42 = > (yiy))’ € OK comy;, v € K.
i,
Para provarmos que OK™ é um grupo multiplicativo, basta mostrarmos que para

todo x € OK* existe x7! € OK* tal que z.2~! = 1, visto que as outras condicoes
seguem trivialmente. Note que se z € OK* temos z(z™1)? = Y y?.(271)? =

S(y;x™1)? € OK*, ou seja, 271 = x(z71)? € OK*. m

Para aplicagoes posteriores, definiremos ordem de uma maneira mais geral do

que a necessaria para os propositos desta secao.



Definicao 1.5. Seja A um anel comutativo. Um subconjunto P C A é chamado de

pré-ordem de A se
P+PCP, PPCP -—-1¢P UOACP
Uma pré-ordem de um corpo K é uma ordem se também valem
PU-P=K, Pn-P=0.

Lema 1.6. (Prestel) Seja P uma pré-ordem de A. Se ab € P, entio P + aP ou

P —bP é uma pré-ordem.

Demonstracao: Veja que (P +aP)+ (P+aP)=P+P+a(P+P)C P+aPe
(P+aP)(P+aP)=PP+a(P+ P)+a°’P C P+aP.

De modo andlogo (P — bP) + (P — bP) C P — bP.

Como 0 € P temos que P C P+ aP e como OA C P, entao OA C P + aP.

Analogamente se P C P — bP, entao OA C P — bP.

Suponha que —1 € P4+ aP e —1 € P — bP, logo existem x,y,v,w € P tais que
—1 =2+ ay = v—bw. Dessa forma 1 = (z + ay)(v — bw), ou seja, 1 = xv — bwx +
ayv —aybw. Como ayv = —v—av e —bwxr = —xr—vx temos 1 = —x —vxr —v —aybw,
isto é, —1 = x+vr+v+aybw € P, pois ab € P. Isto é uma contradicao e portanto

—1¢P+aPou—-1¢P—bP. m

Lema 1.7. Seja P uma pré-ordem mazimal de A (que é maximal com respeito a

inclusao). Entao PU—P =A e PN —P é um ideal primo de A.

Demonstracao: Primeiro vamos mostrar que PU—P = A. Para isso, tome x € A.
Como 2% € P, pelo lema anterior P+2P ou P—x P ¢ uma pré-ordem. Assumiremos
primeiro que P — xP seja uma pré-ordem, logo P C P — xP e como P é uma pré-

ordem maximal devemos ter P = P—x P, assim —x € P. Se assumirmos que P+xP

>



é uma pré-ordem, pelo mesmo argumento acima, teremos x € P. Portanto para todo

r € Atemosquex € Poux € —P ecomo PU—P C A temos PU—P = A.

Agora mostraremos que P N —P é um ideal de A. Tomemos z,79 € PN —P,
como P é uma pré-ordem, x1 + x5 € P. Por outro lado, —z1 —x9 = — (21 +22) € P,
o que implica que z; + 22 € —P. Sejax € PN—Pea € A, como PU—-P = A
temos a € Poua € —P. Se a € P entao ax € P, pois x € P e P é pré-ordem, mas
também z € — P, assim a(—z) € P, o que implica que ax € —P. Logo ax € PN—P.
Se a € —P, de forma anéloga, obtemos que ax € P N —P. Portanto PN —P é um
ideal de A.

Resta mostrar que PN—P é um ideal primo, para tanto considere z;zo € PN—P.
Suponha que zy € PN —P. Como zyxy € P, pelo Lema 1.6 temos que P + z1 P
ou P — x9P é uma pré-ordem. Se z; ¢ P, P + x1P nao pode ser uma pré-ordem,
pois P ¢ uma pré-ordem maximal. Logo P — x5 P é pré-ordem e como P é maximal
devemos ter —xy € P, ou seja, x5 € —P. Por outro lado, como x1x5 € —P, entao
z1(—x2) € P, novamente pelo Lema 1.6, P + z1P ou P + x2P é uma pré-ordem.
Mas xy € P assim P + 1P nao pode ser uma pré-ordem, logo P + xoP é pré-
ordem, ou seja, x5 € P. Donde concluimos que zo € PN —P. Se x; ¢ —P,
como (—x1)(—xz3) € PN —P, de forma andloga ao caso anterior, concluimos que

x9 € PN —P. Portanto PN —P é um ideal primo de A. =

Corolario 1.8. Seja P uma pré-ordem de A. Entao existe uma pré-ordem R O P

tal que RU—R=A e RN —R € um ideal primo de A.

Demonstragao: Pelo Lema de Zorn, P estd contido em uma pré-ordem maximal

R e pelo Lema 1.7 temos o desejado. m

Pelo Lema 1.7, toda pré-ordem maximal de um corpo é uma ordem, ja que um

corpo s6 possui os ideais triviais.



Teorema 1.9. Sejam K um corpo formalmente real e P uma pré-ordem de K.

Entao P € igual a interseccao de todas as ordens R contendo P, ou seja, P = ﬂ R.
ROP

Demonstragao: Sendo a intersecgao tomada sobre todas ordens contendo P temos
que P C NR. Resta mostrarmos que NR C P, o que equivale a mostrar que se
um elemento nao pertence a P, entao este nao pertence a uma das ordens R em
questao. Considere o € P, entao P — aP é uma pré-ordem, pois caso contrario
—l=z—aycomux,ye€ P. Assim o= (zy'+y H(yy™') leva & contradicao
a = (zy)y 2> +yy 2 € P. Pelo corolario anterior existe uma ordem R com

P —aP C R, entao —« € R. Portanto o ¢ R, pois RN—R ={0}. m

Corolario 1.10. (Artin-Schreier) Assuma que K € formalmente real. Entao OK
€ a interseccao de todas as ordens de K. Em particular K tem ao menos uma

ordem.

Demonstragao: Como —1 ¢ OK, pelo Lema 1.4, OK é uma pré-ordem de K.
Pelo lema acima OK ¢ a interseccao de todas as ordens que contém OK e como toda
ordem de K contéem OK, concluimos que OK ¢ a interseccao de todas as ordens de
K. Claramente K possui alguma ordem, pois caso contrario a intersecao de todas

as ordens de K daria vazio. m

Observagao 1.11. (1) Se P é uma pré-ordem de K, os elementos de P* = P\{0}

sao ditos positivos, os elementos de —P* s@o ditos negativos (com respeito a P).

(2) Das condi¢oes P+P C P, PPC P, PU—-P=K e PN—P =0 pode-se
mostrar as outras duas: OK C P e —1 ¢ P. De fato, como temos x ou —z em P
para todo x # 0, 22 = (—z)? € P e portanto OK C P. Além disso, 1 € OK C P e
PN—P =0, entao —1 ¢ P.

(3) Se P é uma ordem de K, podemos definir uma relagdo bindria < por

r<y & y—zxekl

Esta relacao satisfaz as seguintes propriedades para x,y,z € K.
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()x <z

i)z <y, y<z = z<z
(i) x<y,y<z = xz=y
(w)z <y ou y<w
W<y = z+z2<y+z
(wi)z <y, 0<z = zx<zy

Para mostrarmos essas seis propriedades usaremos basicamente a definicao da
relagdo bindria dada acima e o fato de P ser uma ordem. (i) segue do fato de que
0 Pvistoquex <z < x—x € P. Em (ii) temos quey —x € Pe z —y € P,
logo (y—x)+ (2 —y) € P, ouseja, z—x € P. De (iii) temos y—xz € Pex—y € P.
Mas note que z —y = —(y —x) € —P e como PN —P = {0} devemos ter y —z = 0,
ou seja, * = y. A propriedade (iv) nos diz que + < y ou y < z. Suponha que
y—x ¢ P, dessa forma —(y — x) € P, ou seja, z —y € P. Supondo que x —y ¢ P
analogamente teremos y —x € P. Em (v) temos y —x € P, logoy — 2+ 2 —x € P,
ou seja, (y+2) — (v +2) € P. Segue que =+ z < y+ z. Finalizando, em (vi) temos
y—x € Pezée P,oqueimplica que (y — z)z € P, isto é, yz — xz € P. Portanto

rz < yz.

Reciprocamente, se é dada uma relacao binaria < com as seis propriedades
acima, entdo P := {r € K ;0 < z} é uma ordem. De fato, para todo z,y € P
temos 0 < x e 0 <y. Seguede (v) que 0 +y < x+yeassim0<y<z+y, ou
seja, x +y € P. Pelo item (vi), para todo z,y € P temos 0.y < zy, ou seja, 0 < zy.
Portanto zy € P. Como P = {x € K ; 0 < z} temos que —P = {x € K ; x < 0}.
Vamos mostrar que PU —P = K. Claramente P U —P C K. Considere x,0 € K,
pelo item (iv), © < 0 ou 0 < z, ou seja, x € Poux € —P. Logo x € PU —P.
Temos ainda que PN —P = {0}, jd que parax € PN—P temos que 0 <z ez <0e
pelo item (7ii) temos x = 0. Pelo item (2) da observagao anterior podemos concluir

que P é uma ordem.



Pelo visto acima, dada uma ordem P definimos uma relacao < e dada a relacao
< definimos uma ordem P, ou seja, ambos conceitos sao equivalentes. Assim < é
freqientemente chamada de ordem e P de dominio positivo ou cone positivo de <.

Denotaremos © < y quando x <y e x # ¥.

Definigao 1.12. Chamamos o par (K, P) formado por um corpo K e uma ordem
P de K de corpo ordenado. Se F' é um subcorpo de K, entao P N F' é uma ordem
de F. Dizemos que (K1, P;)/(K, P) é uma extensao de corpos ordenados se Ki/K
é uma extensao de corpos e P, D P. Entao P = K N P, e P; é dita uma extensao

de P para Kj.

Para extensoes algébricas o seguinte resultado é fundamental.

Teorema 1.13. Seja (K, P) um corpo ordenado.
(1) Se L = K(\/d), existe uma extensio de P para L se, e somente se, d € P.

(2) Se L/K ¢é uma extensdo finita de grau impar, existe sempre uma extensao

de P para L. Em particular, L € formalmente real.

Demonstragao: (1) Primeiramente mostraremos que se d € P, entdo existe uma
extensao de P para L = K (\/3) Consideremos o semi-anel gerado por P e OL,
que é o conjunto de todas somas > zy?, ¥; € P ey; € L. Se d € P, este conjunto
é uma pré-ordem de L, pois caso contrario terfamos —1 = 3 z;(q; + 5;V/d)? =
St ai(a? + B2d) + 2v/d S 200, logo —1 = Y xi(a? + §2d) € P, o que é uma

contradicao. Pelo Teorema 1.9 esta pré-ordem estd contida em uma ordem de L.

Reciprocamente, suponha que exista P, uma extensao de P, logo K N P, = P.

ComoDLCPl,\/ElzzdePlecomodEK,temosdeKﬁPlzP.

(2) Como L/K ¢ finita, entdo é algébrica. Assumimos L = K(z) e seja p(X) o
polinémio minimal de x, de grau n. Consideremos o semi-anel R gerado por P e

OL. Vamos assumir que se M /K é uma extensao finita de grau impar tal que o grau



de M/K seja menor que n, entao existe uma extensao de P para M. Para mostrar

que o resultado vale para n, mostraremos que R é uma pré-ordem de L.

Supondo que R nao é uma pré-ordem, entao —1 € R, ou seja,

—1=) aufi(X)* + p(X)g(X) (1.1)

sendo que a; € P e deg(f;) < n = deg(p), onde “deg” denota o grau do polinémio.
Calculando esta equacao em x vemos que as f; nao podem ser todas constantes, senao
terfamos —1 = Y ;¢ € P com ¢ € K. Os termos de maior grau de Y a;fi(X)?
nao podem ser cancelados, pois todos sdo positivos. Logo o grau de > a;fi(X)?
é par. Da equacao (1.1) e do fato que n é impar segue que o grau de ¢(X) tem
que ser impar. Seja r(X) um fator irredutivel de grau impar de ¢(X). Entao
—1=>a;fi(X)? (mod 7(X)). Como L' = K[X]/(r(X)) é uma extensao finita de

K de grau impar, e menor do que n, por inducao, existe uma extensao R de P

para L'. Logo P C R' e OL" C R'. Mas como —1 = Zaifi(X)z com «o; € P e

(fi(X))? € OL obtemos que —1 € R. O que é uma contradi¢ao. Portanto R ¢ uma

pré-ordem de L que esta contida numa ordem de L. m

1.2 Corpos Reais Fechados

Iniciamos esta secao considerando extensoes algébricas maximais de corpos formal-

mente reais e de corpos ordenados.

Definicao 1.14. Um corpo formalmente real K é real fechado se nenhuma extensao
algébrica propria de K é formalmente real. Uma extensao algébrica L de K é

chamada fecho real de K se L é real fechado.

Defini¢ao 1.15. Um corpo ordenado (K, P) é chamado real fechado se nao existe
extensao algébrica prépria (L, R) de (K, P). Uma extensao algébrica (L, R) de
(K, P) é dita fecho real de (K, P) se (L, R) é real fechado.
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Teorema 1.16. Todo corpo formalmente real tem um fecho real. Todo corpo orde-

nado tem um fecho real.

Demonstragao: Seja K um corpo formalmente real. Tome um fecho algébrico
K de K. Aplicando o Lema de Zorn para a familia de todos corpos intermedidrios

formalmente reais K O L D K, obteremos um fecho real de K.

Analogamente, para todo corpo ordenado (K, P), consideremos K um fecho
algébrico de K. Aplicando o Lema de Zorn para todos corpos intermediarios orde-

nados K O (L, R) D (K, P), teremos um fecho real de (K, P). m
O teorema seguinte mostra que existe somente uma nocao de real fechado.

Teorema 1.17. Se (K, P) € real fechado, entao K € real fechado e P = OK = K2,

Demonstracao: Como (K, P) é real fechado, entdao nao ha extensao algébrica
propria ordenada (L, R) de (K, P). Se d € P, pelo item (1) do Teorema 1.13, existe
uma extensio (L = K(v/d), P;) com P, estendendo P. Entdo (L, P) = (K,P) o
que implica que d € K2. Portanto P = K?. Como K? C OK C P, obtemos o

desejado. Em particular existe uma tnica ordem em K.

Vamos mostrar agora que K é real fechado, para isto suponha que exista uma
extensao formalmente real prépria L/K. Segue do Corolario 1.10 que L tem pelo
menos uma ordem. Como toda ordem contém K2, esta necessariamente ¢ uma

extensao de P. Isto é uma contradicao, pois (K, P) é real fechado. m

Este teorema revela que R é unicamente determinado se (L, R) é um fecho real

de (K, P), a saber, R = L?. Assim dizemos simplesmente que L é um fecho real de

(K, P).

Dos teoremas anteriores temos o seguinte corolério.

Corolario 1.18. Se K ¢ formalmente real, entao toda ordem de K pode ser escrita

como K N L?, onde L é um fecho real de K para a ordem dada.

11



Demonstracao: Seja K formalmente real e P uma ordem de K. Pelos teoremas
anteriores existe um fecho real (L, R) de (K, P) com R = L?>. Como R estende P

devemos ter que P= KN L% =

Observacao 1.19. Um corpo K ¢ chamado euclidiano se K? é uma ordem de K.
Na verdade, esta é a unica ordem de K. De fato, caso haja uma outra ordem P,
devemos ter que K2 C P. Considere z € P tal que z ¢ K?, entao v € —K? C —P.

Logo x € PN —P o que implica que x = 0. Portanto K? = P.

E facil ver que todo corpo euclidiano é formalmente real e que corpos reais

fechados sao euclidianos.

Veremos em seguida o Teorema Fundamental da Algebra, que caracteriza corpos
reais fechados. Mas antes precisamos de um lema. Na demonstracao deste lema

denotaremos o grau de uma extensao L de K por [L : K].

Lema 1.20. Seja K um corpo que nao € algebricamente fechado. Suponha que

K(v/—1) é uma extensao algebricamente fechada de K. Entao toda extensdo algébrica

de K ¢é isomorfa a K(v/—1).

Demonstragao: Seja F' uma extensao algébrica de K e seja u € F' — K com
polinémio minimal f € K[z] de grau superior a um. Como K(y/—1) é algebrica-
mente fechado, f se decompoe em K(y/—1). Se v € K(v/—1) é uma rafz de f,
entao as extensoes K (u) e K(v) s@o isomorfas, visto que u e v sdo raizes do mesmo
polinémio minimal de ambas extensdes. Assim K(u) ~ K(v) C K(v/—1). Como
[K(v) : K] = [K(u) : K] > 1e [K(v/~1): K| = 2 temos que [K(v) : K] = 2
e K(v) = K(v/—1), logo F é uma extensao algébrica de um corpo algebricamente
fechado K(u) ~ K(v/—1). Como um corpo algebricamente fechado nao possui

extensao algébrica, a nao ser o préprio, devemos ter F' = K(u) ~ K(v/—1)m
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Teorema 1.21. (Teorema Fundamental da Algebra ) As sequintes afirmagies

sao equivalentes:
(1) K € real fechado.
(2) K € euclidiano e todo polinomio de grau impar sobre K tem uma raiz em K.

(3) K nao é algebricamente fechado, mas K(v/—1) o é.

Demonstragao: (1) = (2) Como K ¢é real fechado, pelo Teorema 1.17, P = K?.
Assuma agora que existe um polinémio p(X) de grau impar que nao tenha raizes
em K. Assim cada um de seus fatores também nao tem raizes em K. Como a
decomposicao de polinomios de grau impar em fatores irredutiveis deve conter ao
menos um fator de grau impar, podemos assumir que p(X) é irredutivel. Como
L = K/(p(X)) é uma extensao de grau impar, pelo Teorema 1.13 (2) temos que
K/(p(X)) é formalmente real. O que é um absurdo, pois K é real fechado. Portanto

p(X) possui a0 menos uma raiz em K.

(2) = (8) Como K ¢ euclidiano, os quadrados em K sao positivos, logo o

polinémio X2 + 1 ndo tem raiz em K. Assim K nao é algebricamente fechado.

Passaremos a mostrar agora que L = K(y/—1) é algebricamente fechado. O
primeiro fato a notar é que L* = L*2. Para tanto basta mostrar que L* C L*2
Dado a + 3v/—1 queremos encontrar x,y tais que (z +yv/—1)? = a + 8v/—1. Se
tomarmos x = 0, basta considerarmos y?> = —a. Se z # 0, da igualdade x? +
22y\/—1 — y? = a + Bv/—1 temos que 22 — 3?> = a e 2zy = 3, ou seja, y = (/2
e v? — 3?/22? = a. Assim temos 2z — 2a2? — 32 = 0. Portanto basta tomarmos

x:\/l/Q(a+ a2+2ﬁ2)ey:%.

Pelo provado acima, L nao pode ter extensao quadratica. Assumimos agora que
L tem uma extensao algébrica M de grau 2"m > 1, com m impar. Seja N o fecho
normal de M sobre K, logo [N : K] = 2%m/, com m’ fmpar. Como K é euclidiano,
car K = 0 e todo polindémio irredutivel é separavel. Assim N/K é uma extensao

finita normal e separavel. Considerando o grupo de Galois Gal(N/K), temos que
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o(Gal(N/K)) = [N : K] = 2"m/. Este grupo possui um 2-subgrupo de Sylow H de
/ Gal(N/K)) _2"'m/
ordem 2™ . Se F' é o corpo fixo de H, temos que [F' : K| = o a((H)/ ) = 2731 =
[6) n

m/, que é impar. Note que K nao tem extensao de grau impar, pois todo polinémio

de grau impar sobre K tem uma raiz em K. Logo F' = K e assim m’ = 1. Como
[N : K] =[N : L].[L : K] temos que [N : L] = 2"'~!. Suponhamos que n’ > 1. O
grupo de Galois de N sobre L tem ordem 2" ~! e pelo Teorema de Cauchy temos um
subgrupo H; de Gal(N/L) tal que o(H;) = 2. Considerando F; o corpo fixo de H;
temos que [F} : L] = 2, o que é um absurdo, pois L ndo tem extensao quadratica.
Dessa forma concluimos que n’ = 1, assim N = L. Portanto L é algebricamente

fechado.

(3) = (1) Note que K(v/—1)) nao é formalmente real, pois —1 = (v/—1)2.
Pelo Lema 1.20, temos que K(y/—1) é a tinica extensdo algébrica prépria de K
(a menos de isomorfismo). Assim para mostrarmos que K ¢é real fechado, basta
mostrarmos que K é formalmente real. Com efeito, como K nao é algebricamente
fechado e K(v/—1) o é devemos ter K # K(v/—1), o que implica que —1 nio é
um quadrado de K. Assim é suficiente mostrarmos que toda soma de quadrados
de K é um quadrado, isto é, K? + K2 C K?. Isso nos garante que —1 nio ¢ soma
de quadrados de K. Como K (y/—1) é algebricamente fechado, para todo a,b € K
existe ¢, d € K tal que a+by/—1 = (c+dv/—1)% Logo a = c* —d* e b = 2cd. Assim

a’? +0* = (c* + d*)? € K2. Portanto K ¢é formalmente real. m

Encerraremos essa secao com um corolario que segue diretamente do Lema 1.20

e do Teorema Fundamental da Algebra 1.21.

Corolario 1.22. Toda extensao algébrica de um corpo real fechado K € isomorfa

ao corpo K(v/—1).
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1.3 Espacos Bilineares e Quadraticos

Iniciamos recordando os conceitos de forma bilinear e forma quadratica vistos nos
cursos de Algebra Linear. Nesta secao, K sempre denotard um corpo de carac-

teristica distinta de 2.

Definicao 1.23. Seja V um espaco vetorial sobre K. Uma forma bilinear simétrica

sobre K é uma aplicacao B : V x V — K que satisfaz as propriedades:
(1) B(x+vy,2) = B(z,2) + By, ), para todo x,y, z € V;

(2) B(azx,y) = aB(z,y) = B(z,ay), paratodo z,y € Ve a € K;

(3) B(z,y) = B(y,z), para todo =, y € V.

Definigao 1.24. Seja V um espacgo vetorial sobre K. A aplicacao ¢ : V — K é

chamada de forma quadrdtica de V se satisfaz as seguintes propriedades:

(1) q(az) = a?q(x), para todo r € V,a € K

(2) B, :V xV — K definida por By(z,y) = 5(q(z +y) — ¢(x) — q(y)), para todo

x,y € V, é uma forma bilinear simétrica .

A funcao B, definida acima ¢ dita a forma bilinear associada a q.

Dada uma forma bilinear simétrica B sobre um espacgo vetorial V', podemos
definir qg : V. — K por gg(z) = B(x,z). A fungdo ¢p definida é uma forma
quadratica e é chamada forma quadrdtica associada a B. Quando nao houver perigo

de confusao usaremos apenas ¢ para denotar ¢p e apenas B para denotar B,.

Observagao 1.25. Sejam B = {ey,...,e,} uma base do espaco vetorial V e
T =) Tiei, Yy = )5, yje; elementos de V. Se B é uma forma bilinear sobre X,

entao

n n

B(x,y) = BO) wiei, Y yje;) = _wiBlei, Y yje;) = > > xiy;Blese)).
i=1 7j=1 =1 7j=1

i=1 j=1
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Definicao 1.26. A matriz Mp = (B(e;, e;)) é chamada matriz da forma bilinear B

em relacao a base B.

Deste modo, temos

Bley,e1) ... Bley,en) Y1

B(z,y) = (z1 22 .. T) L L | = [lsMslyls.
B(en,e1) ... Blen,en) Yn

A matriz de uma forma quadrdtica q é definida como sendo a matriz da forma

bilinear associada a q. Assim,

M, = Mg, ¢ g(z) = By(x,x) = [e]sMp, [z]5

Definigao 1.27. Um espaco bilinear é¢ um par (V, B), onde V' é um espago vetorial
sobre K e B é uma forma bilinear simétrica sobre V. Chamamos (V, q) de espago

quadrdtico, onde ¢ é uma forma quadratica sobre V.

A verificagdo de que as correspondéncias ¢ — B, e B — gp (ou (V,q) — (V, By)
e (V,B) — (V,qgp)) sdo inversas uma da outra é imediata desde que ¢, = ¢ e

B,, = B. Ou seja, podemos identificar formas quadraticas com formas bilineares.

aB
Assim, conceitos e propriedades de espagos quadraticos (ou formas quadréticas)

podem ser transmitidos para espagos bilineares (ou formas bilineares) e vice-versa.

Vale ressaltar que esta correspondéncia biunivoca nao ocorre se o corpo K for
de caracteristica 2 ou se estivermos trabalhando com formas bilineares sobre anéis

em que 2 nao é inversivel.

Definicao 1.28. Sejam (V, B), (V', B’) dois espagos bilineares. Dizemos que eles
sao isométricos se existe um isomorfismo linear 7 : V' — V' tal que B'(7(u), 7(v)) =

B(u,v), para todo u,v € V (ou ¢p(7(u)) = ¢p(u), para todo u € V).

Notagao (V, B) = (V', B').

Ser isométrico é uma relacdo de equivaléncia. A classe de equivaléncia
(q) =1{d | ¢ = q} é chamada classe de isometria.
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Proposicao 1.29. Sejam (V, B), (V', B') espagos bilineares. Entao (V,B) = (V', B')

se, e somente se, Mg é congruente a Mp:.

Demonstracao: [5], pg 4.m

Defini¢ao 1.30. Seja (V, B) um espaco bilinear. Dois vetores x,y € V' s@o ortogo-

nais se B(x,y) = 0. Denotamos por = L y.

Se X e Y sao subconjuntos de V', dizemos que X é ortogonal a Y se B(x,y) = 0,

para todo x € X e para todo y € Y. Denotamos por X 1 Y.

Defini¢ao 1.31. Dizemos que (V,B) é um espago bilinear reqular (ou, nao de-
generado, ou equivalentemente, que gg é uma forma quadrdtica reqular (ou, ndo

degenerada) se para todo x € V', B(x,y) = 0 para todo y € V' implica que x = 0.

Definicao 1.32. Se (V, B) e (V', B’) sao dois espagos bilineares, entao escrevemos

(V,B)L(V', B") para o espago bilinear (V & V', BLB’), onde
(BLB)((z,2), (y,9)) = Blz,y) + B'(',y/).

O espago (V, B) L(V', B') é chamado de soma ortogonal de (V, B) e (V', B'). A soma
ortogonal de espacos bilineares induz naturalmente uma soma ortogonal de espacos
quadréticos (V,qg)L(V',¢5) = (V& V', qgLqy), onde

(g-Lap)(z,2") = qp() + qp (7).

Observagao 1.33. De modo analogo, definimos soma ortogonal para n espagos
quadréticos. Dados os espagos quadraticos (Vi,q;), i=1,...,n (n>2). Seja

V=Vi&..8V,eq:V — K definida por ¢(z1, ....,x,) = >, ¢;(z;). O par (V,q)
é um espago quadratico denotado por (V,q) = (Vi,q1)L...L(V,, ¢n), chamado soma
ortogonal dos espacos (Vi,q1), ..., (Vi, gn). Observe que a forma bilinear associada a

q é dada pela aplicacao B : V x V — K definida por

B((J;lv "'7$n)7 (y17 ayn>> - Bl(zlayl) + ...+ Bn(znvyn)
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Quando o contexto for claro usaremos também a notagao, Vi L... LV, ouq L... Lq,.

Definigao 1.34. Sejam (V, ¢) um espago quadréatico sobre K e d € K. Dizemos que
q representa d se existe v € V' tal que ¢(v) = d. Note que v é automaticamente um
vetor nao nulo. Denotaremos por Dg(q) o conjunto formado pelos elementos de K
que sao representados por ¢, ou seja,

Di(q)={d e K | 3v eV tal que q(v) = d}.

Quando nao houver perigo de confusao usaremos D(V') para denotar Dg/(q).

Nosso objetivo agora é mostrar que todo espaco quadratico é isométrico a uma
soma ortogonal de espacgos unidimensionais. A classe de isometria de um espaco
quadratico unidimensional (Kwv,q), com ¢(v) = d € K, serd denotada por (d).

Claramente, (d) é regular se, e somente se, d € K.

Teorema 1.35. (Critério da Representacao) Seja (V,q) um espago quadrdtico
ed € K. Entiod € D(V) se, e somente se, V = (d) LV, onde (V',¢) ¢ outro

espaco quadrdtico.

Demonstragao: [5], Representation Criterion 2.3 pg 7.m

A primeira conseqiiéncia do Critério da Representagao é a existéncia de uma
base ortogonal em qualquer espaco quadratico. Em outras palavras, todo espaco

quadratico é isométrico a uma soma ortogonal de espagos unidimensionais.

Corolario 1.36. Se (V,q) € um espago quadrdtico sobre K, entdo existem escalares

dy,...,dn € K tais que V = (dy)L...L(d,).

Demonstracao: Se D(V) =@, entdo B =0 e V é isométrico a soma de (0)'s.

Se existe algum d; € D(V), pelo teorema anterior V' = (d;) LV’  para algum
subespaco (V', B’). Aplicando o teorema anterior novamente com (V’; B'), obtemos
V 2 (dy) L{(dy) LV", para algum subespaco (V",B") e dy € K. Como V é de di-

mensao finita, apés um ntmero finito de passos obtemos o resultado.m
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Notagao: Representaremos (d;)L...1L(d,) por (di,...,d,). O caso especial da

forma (d)_L... L (d) representaremos por n{d).

Encerramos esta secao com os conceitos de espago isotrépico e de espago anisotrépico,

que serao utilizados no capitulo 4.

Definigao 1.37. Seja (V, B) um espago bilinear. Um vetor nao nulo v € V é
chamado isotrépico se B(v,v) = 0 (q(v) = 0). Se B(v,v) # 0 diz-se que v
¢ anisotropico. Dizemos que (V,B) é um espago isotrdpico se existe um vetor
isotrépico em V. Caso contrério, se diz que (V, B) é um espago anisotrdpico. Final-
mente, dizemos que (V, B) é um espago totalmente isotropico se todo vetor v nao

nulo de V' ¢ isotrépico, isto é, B = 0.
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Capitulo 2

Anéis Simples e Semisimples

O objetivo principal deste capitulo é mostrar o Teorema de Wedderburn, o qual
afirma que um anel simples nada mais é que um anel de matrizes. Iremos ainda
caracterizar os anéis e médulos semisimples e mostrar o Teorema de Maschke, que

estabelece condicoes para que um anel de grupo seja semisimples.

No decorrer deste capitulo, R denota um anel com unidade 1 e, a menos se diga

o contrario, os R-modulos serao considerados como moédulos unitarios a esquerda.

2.1 Anéis e Moédulos Simples

Definicao 2.1. Seja R um anel. Um R-médulo M # 0 é simples se este s6 possui
os submoédulos triviais, ou seja, 0 e M. O anel R é simples se este s6 possui como

ideais bilaterais o ideal nulo e o préprio R.

Exemplo 2.2. Um ideal a esquerda L # 0 de R é um R-moédulo simples se, e
somente, se L é minimal. De fato, se L é simples, para todo ideal a esquerda J C L
temos que J = 0 ou J = L, pois J é um submodulo de L. Assim nao existe J tal

que L 2 J # 0, ou seja, L é minimal.

Reciprocamente, se L é minimal, para todo ideal a esquerda J tal que 0 C J C L
temos que J = 0 ou J = L. Assim os tnicos submoédulos a esquerda de L sao os

triviais. Portanto L é simples.
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Como todo anel possui um ideal a esquerda maximal, pelo exemplo a seguir,

todo anel possui um modulo simples.

Exemplo 2.3. Se M # R é um ideal & esquerda, R/M é simples se, e somente, se

M é maximal.

Com efeito, seja M # R um ideal a esquerda. Temos que R/M é um R-mé6dulo a
esquerda. Se R/M é simples, os inicos submdédulos de R/M sao os triviais. Suponha
que M nao seja maximal, isto €, existe um ideal a esquerda J tal que M & J & R.
Pelo Teorema da Correspondéncia J/M ¢ ideal de R/M e 0 # J/M & R/M.

Absurdo! Portanto M é maximal.

Reciprocamente, considere I um ideal de R/M e novamente pelo Teorema da
Correspondéncia I = J/M para algum ideal & esquerda J de R com M C J. Mas
como M é maximal, devemos ter J = M ou J = R e portanto J/M é um ideal

trivial de R/M.

Teorema 2.4. (Lema de Schur) Se M é um R-mddulo simples, entao o anel de

endomorfismos A = Endgr(M) € um anel com divisdo.

Demonstracao: Sabemos que A = Endg(M) é um anel com as operagoes de soma e
composicao usuais. Resta mostrarmos que todo elemento nao-nulo de A é inversivel.
Se f € A é um endomorfismo nao-nulo, ker(f) # M e im(f) # 0. Sabemos que
ker(f) é um submddulo de M, assim como im(f), mas como M é simples ker(f) =0

eim(f) = M, ou seja, f é um isomorfismo. Portanto f é inversivel. m

O teorema a seguir nos traz um exemplo de anel simples.

Teorema 2.5. Seja D um anel com divisao com centro K. O anel M(n,D) de
todas as matrizes n X n com coeficientes em D € um anel simples. O centro deste

anel € canonicamente isomorfo a K.

Demonstragao: Vamos mostrar que o anel M (n, D) é simples, ou seja, s6 possui

como ideais bilaterais os triviais. Seja e;; a matriz com coeficiente 1 no lugar (4, j)
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e coeficientes nulos no restante. Entao e;jje = 0 se j # k e e;jejr = €. Seja
J um ideal bilateral ndo-nulo de M(n, D). Tomemos A € J tal que A é uma
matriz nao-nula com pelo menos algum coeficiente o;; # 0. Assim para todo k,
(ci;) " HeriAejr) = exr € J. Logo o ideal J contém a matriz identidade I = eq;+
-+ + ey e portanto J = M(n, D). Agora vamos mostrar que o centro de M (n, D) é
isomorfo a K. Note que se A = (;;) esta no centro de M(n, D) a equacao e;;A =
Ae;j nos mostra que a;; = «j;, para todo 4,7, e a;; = 0, para todo ¢ # j. Logo
as matrizes do centro de M (n, D) sdo matrizes escalares. Se A = diag(a, a, ..., a),
entdo (g.e;;)A = A(g.e;;) para todo g € D, o que implica gaw = ag. Denotando o
centro de D por C(D) segue que a € C(D) = K. Assim o centro C(M(n, D)) de
M (n, D) é isomorfo a K, basta considerar a aplica¢ao canonica ¢ : C(M(n, D)) — K

tal que p(diag(a, «, ..., a)) = «, que é claramente um isomorfismo. m

Teorema 2.6. (Wedderburn, Rieffel) Sejam R um anel simples e M um ideal
nao nulo a esquerda de R . Entao existe um isomorfismo canonico R ~ Endp(M)
com D = Endg(M).

Demonstracao: Seja A = Endp(M). Consideremos a aplicagdo candnica

i:R— A, com (ia)r=ax, paratodoa € Rex € M.

Vamos mostrar que ¢ é um isomorfismo de anéis. Primeiro vamos checar que

i € Endp(M) para todo o € R. Para todo x1,29 € M e A € D temos que
(ia) (1 + x2) = alzy + x2) = azy + axy = (ia) (1) + (1a)(x2),

assim como
(ia)(A\r) = a(Az) = Max) = A(ia)z).
Logo 7 estd bem definida.

Temos que 7 é um homomorfismo de anéis, visto que

i(a; + ag)r = (1 + ag)x = gz + apr = (i) + (iag)x
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e i(aran)r = (1) = ag () = (iag) (iag) .

Particularmente i(1g)z = 1gx = x para todo = € M, ou seja, i(lg) = idy = 1a.
Sendo o ker(7) um submédulo de R e sendo R simples temos que ker(i) = 0, assim i
é injetora. Para mostrar que i é sobrejetora, basta mostrarmos que i(R) é um ideal

a esquerda de A, visto que i(R) contém o elemento unidade de A.
Para y € M a multiplicacao a direita por y, r, : M — M dada por r,(z) = zy
para todo z € M, é um elemento de D. Assim para f € A temos f(zy) = f(x)y o

que implica

(f(ix))y = f((ix)y) = f(zy) = f(x)y = (i(f2))y, ouseja, f(ix)=i(fx),Vz e M.

Dessa forma temos que i(M) é um ideal a esquerda de A. Agora veja que o ideal
bilateral M R de R gerado por M é igual a R, pois R é simples. Como i(R) =
i(MR) = i(M)i(R), e para todo z € M temos i(R)x = Rx € M, logo para todo
feAdexeM, f(i(R)r = fi(M)i(R))x = fI(M)i(R)x) = (f(i(M)))i(R)r =
i(M)i(R)x = i(R)x, ou seja, f(i(R)) = i(R), portanto i(R) ¢ um ideal & esquerda
de A. m

E importante salientarmos que o teorema acima difere do teorema classico de

Wedderburn, pois nele nenhuma condicao de finitude é assumida.

Provaremos agora, afirmagoes relativas ao anel M(n, D), com D um anel com
divisao. Estas serao tuteis na secao 1.3, onde definiremos anéis semisimples.
Teorema 2.7. Sejam D um anel com divisio e R = M(n, D). Entao sequem as
sequintes afirmacoes:

(1) Os ideais de matrizes coluna

Lz‘:{z@jiag‘;% eD}i=1,...,n

j=1

sao ideais minimais a esquerda de R. Além disso R= L& ---&® L,.
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(2) Todos R-mddulos simples, em particular todos os ideais minimais a esquerda,

sao isomorfos.

(8) Todo R-mddulo M nao-nulo finitamente gerado é soma direta de R-médulos

simples.

Demonstragao: (1) Para mostrarmos que os ideais de matrizes coluna sao ideais
minimais a esquerda, basta mostrarmos que estes sao simples. Seja A € L; tal que

A #0,logo A =73 eja; com ay # 0 para algum k, entao
(Oék_lekk)A = Ckj-

Logo o ideal a esquerda gerado por A( 0) é igual a L;, pois se B = ) e;;3; é um
elemento qualquer de L;, basta tomarmos C' = ) e;;[3; e teremos que C.ey; = B.

Portanto L; é simples.

Claramente M (n, D) é a soma dos ideais L; , ¢ =1,...,n e como L; e L; para

i # j nao tem elementos nao-nulos em comum, temos que M (n, D) = Ly @@ L,.
(2) Seja N um R-médulo simples. Como R =) L; e RN = N, existe um i tal
que L;N # 0. Assim existe um a € L; e x € N tal que ax # 0. Definimos entao

f:Li— N ; f(a)=ax para todo a€ L;,

que é uma aplicagao nao-nula. Note que f é um homomorfismo de modulos, visto

que para ag, a0 € Ly er € R
f(Oél + 062) = (041 + 042).17 =0T+ r = f(Oél) + f(OéQ) e

flraq) =roqxe = rf(ay).
Como L; e N sao simples podemos concluir que f é um isomorfismo de moédulos. E
claro que todos os L;’s sao isomorfos entre si como R-médulos a esquerda. Portanto

todos maédulos simples sao isomorfos.

(8) Para mostrar que todo R-mdédulo finitamente gerado M # 0 é soma direta de

R-médulos simples, considere N um submédulo maximal préprio de M, ez € M\ N.
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Como M/N ¢ simples temos M = N + Rx = N + > L;z, com cada L;x nulo ou
um R-médulo simples. Como N # M existe um i tal que Liz € N. Sendo
N maximal, M = N + L;x e como L;x é simples, N N L;x = {0}. Portanto
M = N & L;z. Como M ¢ finitamente gerado, ou seja, um D-mddulo de dimensao

finita, basta usarmos indugao sobre dimp(M). m

Para a demonstracao do resultado a seguir, particularmente, trabalharemos com

os homomorfismos a direita de seus argumentos.

Teorema 2.8. Sejam D e D' anéis com divisio tais que M(m,D') ~ M(n,D),

entao D' ~ D em =n.

Demonstragao: Se N é um M (m, D)-mddulo simples, iremos mostrar que existe

12

um isomorfismo, Endysm,p)(IV) ~ D. Analogamente prova-se que End s, pry(IV)
D', assim, como M(m,D) ~ M(n,D’) temos Endusn,py(IN) ~ Endam,p)(N) e
portanto D’ ~ D. A igualdade m = n é devido ao fato de que m? = dimpM (m, D) =
dimp/ M (n, D') = n?.

Agora, finalmente mostraremos que existe o isomorfismo desejado. Observe que
o espago D™ de vetores coluna é um M (m, D)-médulo simples, que é isomorfo aos
ideais L; do teorema anterior. [ suficiente portanto mostrarmos que End sy, py(D™)
é isomorfo a D. Consideremos também D™ como D-médulo a direita. Entao

consideremos a funcao ¢ : D — Endps(m,p)(D™) definida por:
x(pd) = x6 para 6 € D,x € D™.

E facil mostrar que pd é um M (m, D)-endomorfismo.

Temos que ¢ é um homomorfismo de anéis, pois se 01,00 € D e x € D™

z(p(0102)) = (6102) = (w01)d2 = (2(d1))d2 = (x(pd1))(pda).
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E mais, ¢ é sobrejetor. Com efeito, tome A € Endas(m,py(D™) qualquer e escreva
epA=e101+ -+ endy, come;,i=1,...,m base de D™ sobre D e §; € D.
Entao A = ¢d1, pois
erA = (enen) A = epr(e1A) = eqnerdy + - -+ + er1emd, = €161 = e1(pdy)

visto que, e;1e; = ey, enep = 0 com k # 1. Analogamente, e;A = (ejie1)\ =
ej1(e1N) = ejre101 + - - - + ej1em0,, = €;01 = e;(pdy) para todo j = 2,...,m. Donde

concluimos que ¢ é sobrejetor.

Note que se ¢(d) = 0, entao xz(¢d) = xd = 0 para todo x € D™. Logo ¢ = 0,

portanto ¢ é um isomorfismo. m

Poderiamos demonstrar o teorema acima utilizando os homomorfismos a es-
querda de seus argumentos, mas para isso teriamos que considerar os homomorfismos
sobre o anel oposto de D (que definiremos no Capitulo 4), pois a multiplicagao a

direita em D corresponde a multiplicacao a esquerda no anel oposto de D.

Antes de finalizamos esta secao com o Teorema de Wedderburn, precisamos dos

seguintes resultados.

Lema 2.9. Seja R um anel. Se R € considerado como um R-mddulo a direita, entdo

eziste um isomorfismo canonico R ~ Endg(R).

Demonstragao: Considere a aplicagao canonica a : R — Endg(R) definida por
ala) = l,, onde 1, é a multiplicagao a esquerda por a, com a € R. Claramente [, é
um R-endomorfismo, sendo R visto como R-mdédulo a direita. Veja também que «

¢ um homomorfismo de anéis, pois para aq, as,b € R temos
alar + a2)(b) = lia,1a2)(b) = (a1 + a2)b = a1b + asb = (aa; + aaz)b e

a(a1a2)(b) = l(ayaz)(0) = (@102)b = a1 (azb) = a1(la,0) = lo, (layb) = (var)(cvaz) ().
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Temos ainda que « é injetor, pois [, = 0 para todo x implica que ax =0 para

todo x, ou seja, a = 0.

A aplicacdo « é sobrejetora, visto que, se f € Endg(R), entao f(x) = f(lx) =

f(1)z, logo f = lsn). Portanto o é um isomorfismo. m

Sejam R um anel, M =M, & ---®& M,, e N=N; & ---& N, R-mbdulos, sendo

M; e N; R-submédulos. O conjunto formado por matrizes,
G ={(gs) ; »ji € Homp(M;, N;)},

com o produto usual de matrizes e o produto em Hompg(M;, N;) sendo a composigao,

¢ um grupo de matrizes n x m.

Lema 2.10. Seja R um anel. Considere os R-modulos M, N e o grupo G como

dados acima. Entao existe um isomorfismo de grupos entre Homg(M,N) e G. Em

particular, Endg(M™) ~ M (n, Endg(M)).

Demonstragao: Considerando M e N como acima, primeiro suponha que N = Nj.
Sejam ¢ : My & --- & M,, — N um homomorfismo e ; : M; — M a restricao de
@ ao fator M;. Temos que todo elemento z € M é representado de forma tnica
como r = 1+ -+ + &y, com x; € M;. Associamos a x o vetor coluna X =
(x1,...,2,)" com cada x; € M;. Agora, associamos a ¢ o vetor linha (o1, ..., on),
com @; € Hompg(M;, N) e a atuagao de ¢ no elemento z € M é descrita pela matriz
da multiplicacao do vetor linha pelo vetor coluna.

Para o caso geral, agora com ¢ : My & ---d M,, — Ny & --- & N,. Seja
m N1 @---@® N, — N; a projecao no j-ésimo fator. Assim podemos aplicar o
procedimento feito para o primeiro caso para m; o ¢; = @j;, para cada j. Dessa

forma os elementos ¢;; € Hompg(M;, N;) sdo unicamente determinados, logo ¢ tem
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como matriz de representacao

P11 P12 " Pim
P21 P22 " Pam
®n1 Pn2 Cnm

Aplicando esta no elemento X obtemos ¢(X).

Reciprocamente, dada a matriz (¢;;) com ¢;; € Hompg(M;, N;), podemos definir
um elemento de Hompg (M, N) com esta matriz de representagao. Assim temos um

isomorfismo de grupos entre Hompg(M, N) e este grupo de matrizes.

Em particular, se tomarmos M = N e M; = M, temos um isomorfismo de anéis

entre Endg(M") e M(n,Endg(M)). =

Teorema 2.11. (Wedderburn) Seja R um anel simples que tem um ideal minimal

a direita M. Entio R ~ M (n, D) para um conveniente anel com divisio D.

Demonstragao: Como M ¢é um médulo a direita temos que RM é um ideal

bilateral de R, mas R é simples, logo RM = R. Assim podemos escrever
1=ay21+ -+ a,,z, paraconvenientes a; € R,x; € M.
Entre essas equacoes escolhemos uma com um niimero minimo de parcelas , digamos

n.

Afirmamos que R = a; M @ - - ®a, M. De fato, como a = ay(x1a) +- - -+ a,(z,a)
para todo a € R temos que R = a;M + --- + a,M. Suponha por absurdo que
0 =ay1 + -+ apy, com y; € M e que estes somandos nao sao todos nulos,

digamos a,y, # 0. Entao y,R = M, porque M é minimal. Assim
anM = apy, R = (—aryr =+ — ap1yn-1) R CarM + - + a1 M.

O que produz uma representa(;éo com menos de n elementos para 1, pOiS se apxy, =
a i+ +a ! L e M, teri 1= —x))+ -+ —x
127 n—1L,_1 Para T, c , Lerlammos 1L = a1(Ty — &y Ap—-1\Tn-1—Lp_1)-

Isso mostra que a soma R =) a;M é direta.
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Como a aplicagao v : M — a;M é claramente um isomorfismo de R-moédulos,

temos que R~ M"=M®---H M.
Usando os Lemas 2.9 e 2.10 obtemos

R ~ Endg(R) ~ Endg(M") ~ M(n,Endg(M)).

Como M é simples pelo Lema de Schur 2.4 Endg(M) é um anel com divisao,

considerando D = Endg(M) temos o desejado. m

2.2 Condicoes que definem Semisimplicidade

Seja R um anel. Nesta secao todos os médulos e homomorfismos serao R-modulos

e R-homomorfismos, a menos que se especifique o contrario.

Teorema 2.12. As sequintes condi¢oes sobre um modulo E sao equivalentes.
(1) E é a soma de uma familia de submddulos simples.
(2) E € a soma direta de uma familia de submddulos simples.

(3) Todo submddulo F' de E é um somando direto, isto é, existe um submddulo

F talque E=F&®F .

Demonstracao:  Vamos mostrar que (1) implica em (2). Para isso considere

E = Z F; uma soma, nao necessariamente direta, de submédulos simples. Vamos
el
mostrar que existe um subconjunto J C [ tal que £ = @ E;. Seja J um conjunto
jeJ
maximal de [ tal que a soma Z E; ¢ direta. Afirmamos que essa soma ¢é igual a F.
jeJ
E suficiente provar que cada E; C Z E;. Note que a intersecao de Z E; com E;
jeJ jeJ
¢ um submoédulo de E;, como E; é simples, essa intersecao é zero ou E;. Caso seja
zero, entao J nao serd maximal, pois teremos um elemento a mais na soma direta,

o que ¢é falso. Logo E; esta contido na soma Z E; para todo ¢, assim £ C Z E;.
jed jeJ
Portanto £ = @ E;.

Jj€J
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Vamos mostrar agora que (2) implica em (3). Considere F' um submodulo

de E. Seja J um conjunto maximal de I tal que a soma F + @Ej ¢é direta.
jeJ
Temos que I+ @ E; = E. De fato, como anteriormente para cada F; temos que
jeJ
(F+ @ E;)N E; é um submédulo de E;, que é simples, ou seja, a intersegao é zero
jeJ
ou Fj;, caso seja zero contraria o fato de J ser maximal. Logo F; C (F + @EJ)
jeJ
Portanto £ = (F + @EJ)
jeJ

Finalmente, assuma (3). Para mostrar (1), primeiro vamos mostrar que todo

submoédulo nao nulo de E contém um submddulo simples. Como todo médulo nao

nulo de £ contém um submodulo principal, basta mostrarmos para esse caso.

Seja v € E com v # 0, entao por definicao, Rv é um submdédulo principal de E
e o nticleo de homomorfismo R — Rv é um ideal a esquerda L # R. Assim L estd
contido em um ideal maximal a esquerda M # R ( que existe pelo Lema de Zorn),
entdo M/L é um submédulo maximal de R/L com M/L # R/L e portanto Mv é
um submédulo maximal de Rv, e Mv # Rv. Claramente Mwv corresponde a M/L

sob o isomorfismo R/L — Rwv.

Por (%), podemos escrever EE = Mv @ M  para algum submédulo M'. Entdo
Rv = Mv & (M' N Rv) pois todo elemento = € Rv pode ser escrito de forma unica
como uma soma r = av 4+ coma € M ,x € M ez =2 —av € Rv. Como
Mwv é maximal em Rv temos que (M’ N Rwv) é simples, caso contrério se existisse um
submédulo I ndo-nulo I C (M'NRwv) com I # (M'NRv) sendo Rv = Mvd(M'NRw)
terfamos um submédulo Mv + I de Rv, contrariando a maximalidade de Mwv. Logo

todo submédulo Rv de E possui submodulo simples.

Seja Ey o submoédulo de E que é soma de todos submédulos simples de E. Se
Ey # E, entao por (3) E = Ey + F com F # 0 e existe um submédulo de F' que
é simples, contradizendo a definicao de Ey. Portanto £ = Ey. O que finaliza a

demonstracao. m
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Definicao 2.13. Seja £ um modulo satisfazendo uma das trés condi¢oes vistas no

teorema anterior ( e portanto, as trés), entdo F é chamado de mddulo semisimples.

Proposicao 2.14. Se E ¢ um modulo semisimples, entao todo submddulo e todo

modulo quociente de E € também semisimples.

Demonstragao: Sejam F' um submoddulo de F e Fj a soma de todos submédulos
simples de F. Como FE é semisimples e Fj é submddulo de E pelo item (3) do Teo-
rema 2.12, temos E = Fy & F(;. Todo elemento x € F' tem uma unica representacao
T =10+ x5 comxg € Fyexy € Fy. Mas vy =2 — 19 € F. Logo F = Fy @ (FNE),
mas (F'N F,) = 0, caso contrario terfamos Fy C (F' N F,) simples em F, o que nio
ocorre pois Fy contém todos os submodulos simples de F' e Fy N F(; = (0. Portanto

F = Fj, que é semisimples.

Agora mostraremos que todo médulo quociente de E é semisimples. Podemos

/ ’ , . .
escrever K = F @ F', com F' uma soma de submddulos simples. Considerando a
aplicagao candénica £ — E/F, como o nicleo desse homomorfismo é F' pelo Teorema

do Isomorfismo temos F' ~ E/F. Portanto E/F é semisimples. m

2.3 Anéis Semisimples

Definigao 2.15. Um anel R é chamado semisimplesse 1 # 0, e se R é um R-médulo

a esquerda semisimples.

Proposicao 2.16. Se R é semisimples, entao todo R-maodulo é semisimples.
Demonstragao: Como um R-médulo M é um médulo quociente de um médulo
livre L, isto é, M ~ L/N. Como L é soma direta de cépias de R e R é semisimples,

temos que L é semisimples. Dessa forma M é um mdédulo quociente de um maodulo

semisimples, e pela Proposicao 2.14, M é semisimples. m

31



Exemplo 2.17. Sabemos que R = M(n, K), o anel de matrizes n x n sobre o corpo
K, é semisimples, conforme visto no item (1) do Teorema 2.7. Na verdade R é

simples, como provamos no Teorema 2.5.

Nosso objetivo agora é decompor um anel semisimples R como uma soma de

ideais a esquerda e com isto obter um teorema de estrutura para R.

Definicao 2.18. Um ideal a esquerda de R é chamado simples se este é simples
como um R-médulo. Dois ideais L e L' de R sdo isomorfos se eles sao isomorfos

como R-médulos.

Lema 2.19. Sejam R um anel e L um ideal simples a esquerda de R, e seja E um

R-maodulo simples. Se L nao € isomorfo a E, entao LE = 0.

Demonstragao: Como L é um ideal a esquerda de R temos RLE = LE, assim
LFE é um médulo e em particular um submédulo de F, como E ¢é simples LE = 0
ou LE = FE. Suponhamos que LE = E. Seja y € E tal que Ly # 0. Como
Ly é um submédulo de F, segue que Ly = E. A aplicacao ¢ : L — E dada por
Y(a) = ay, o € L é um homomorfismo sobrejetivo, pois im¢ = Ly = E, e portanto
nao nulo. Como ker é um submédulo de L, sendo L simples e ¢ nao nula, temos

que kertvp) = 0. Assim L é isomorfo a E, o que é absurdo. Portanto LE = 0. m

Seja {L;}ie; uma familia de ideais simples a esquerda que nao sejam isomorfos
entre si e tal que todo ideal simples a esquerda de R seja isomorfo a um L;. Podemos
dizer que esta familia ¢ uma familia de representantes para as classes de isomorfismos

de ideais simples a esquerda.

Podemos definir anel simples como sendo um anel semisimples que possui uma

Unica classe de isomorfismos de ideais simples a esquerda.

Teorema 2.20. Seja R um anel semisimples. FEntdo existe somente um nimero

finito de ideais simples a esquerda nao isomorfos, digamos Lq,...,Ls. Se R; =
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Z L € a soma de todos ideais simples a esquerda isomorfos a L;, entao R; é um

L:Li

ideal bilateral que também € um anel (com as operagoes induzidas por R). E R é
S

um anel isomorfo ao produto direto R = HRi' Cada R; € um anel simples. Se e;

i=1
¢ o elemento unidade de R;, entdo 1 =e; +---+ e, e Ry = Re;. Temos e;e; =0 se

i 7.

Demonstragao: Seja R; = Z L a soma de todos ideais simples a esquerda
L~L;
isomorfos a L;. Pelo Lema 2.19 se ¢ # j temos R;R; = 0. De fato, sejam R; = Z L
L~L;
e R; = Z L' sendo que para i # j L; % L;, logo L % L'. Assim R; % R;, o que
implica i;fej R;R; = 0.

Notamos que R;, como dado acima, é um ideal a esquerda e que R é a soma

R = Z R;, pois R é uma soma de ideais simples a esquerda.
iel
Temos para todo j € I, R; C RjR = R;R; C R;. De fato, a primeira inclusao

vale pois R contém o elemento unidade, a igualdade deve-se a
RiR=R;> Ri=RRi+-+RRj+ ...

e como R;R; = 0 se ¢ # j temos R;R = R;RR; e a segunda inclusao é clara ja que
R; é um ideal a esquerda. Assim concluimos que R; é também um ideal a direita,

logo um ideal bilateral para todo j € I.

Podemos expressar o elemento unidade de R como uma soma 1 = 5 e; tal que
icl
e; € R;, com um numero finito de e¢; # 0. Como R é semisimples essa soma ¢ tnica.

Digamos que e¢; # 0 parai=1,...,s e escrevemos 1 = e + - - + €.

Para todo # € R podemos escrever x = Zx, comz; € R;. Paraj=1,... s
iel

temos e;x = e;z;, pois e; € R; e R;R; = 0 para todo 7 # j, e também z; = lz; =

er; + -+ esxy = ejr;. Além disso v = ez + -+ esx = e 7y + - + €75 =

x1 + -+ + x4, 1SS0 prova que nao existe outro indice ¢ além dos 7 = 1,...,s e que

a i-ésima componente x; de x é unicamente determinada, pois depende apenas de
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e; que é unico. Assim todo x € R ¢é representado de forma tnica como soma dos

x; € Ricomi=1,...,s, ouseja, R= R+ ---+ R, é uma soma direta. Como

para o caso de [ ser finito, a soma direta coincide com o produto direto, temos que
S

R = H R;. Além disso, e; é um elemento unidade de R;, visto que x;e; = x; para
i=1

s
todo z; € R;, e portanto este é um anel. Portanto R = H R; é um produto direto
de anéis simples. m -

Um fato importante, que serda de grande valia no Capitulo V', é o de que os
elementos e; do teorema anterior satisfazem e? = e; (idempotente). Isso é vélido,
pois como e;e; = 0 para i # j, temos €; = l.e; = (€1 + -+ e5)e; = eje;+ -+ €2 +
-+ +ese; = e2. Segue ainda da demonstragao do teorema que e; € C(R) (central )

paratodoi=1,...,s.

Definigao 2.21. Seja R um anel. Um conjunto B = {ej,...,e,} C R, é um

conjunto ortogonal se e;e; = 0 quando @ # j, para todo ¢, =1,...,n.

Um elemento e; € B ¢é dito idempotente central primitivo se este é idempotente
central e se nao pode ser escrito como soma de dois idempotentes centrais ortogonais

nao nulos.

Os elementos e;, vistos no teorema anterior, sao idempotentes centrais primitivos.

S
Sendo que a primitividade desses elementos vem do fato de que R = @ R;.
i=1
Como conseqiiéncia do Teorema 2.20 temos o seguinte resultado.

Corolario 2.22. Se I é um ideal em um anel semisimples R, entao I = Re, onde

e ¢ um idempotente central de R.

Demonstragao: Como R é semisimples, R é produto direto de ideais a esquerda
simples, digamos R = [} x --- x [,,. Para cada j temos que INI; =0oulNli; =
I;, devido a simplicidade de I;. Reordenando se necessario podemos assumir que

INlj=1;paraj=1,...,telNIl; =0parat <j<n Como R tem identidade
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1, existem e; € I; taisque 1 =e; +---+¢,. Como [;I[, =0 para j#k

temos que e;+ey+ - +e, =1 =12 =€ + e+ - -+ €2, pela unicidade da
representacao de 1, temos 632 = ¢, para cada j. E facil mostrar que e; esta no centro
de Requee=-e;+---+¢ €I éum idempotente central de R. Como I é um ideal,
Re C I. Reciprocamente se u € I, entao u = ul = uey; + - -- 4+ ue,. Mas para j >t

ue; € INI; = 0. Entao u = ue; +- - - +wue, = ue. Portanto I C Re. m

Na seqiiéncia vamos definir o anel de grupo. E depois veremos, no Teorema da

Maschke, sob quais condicoes o anel de grupo é semisimples.

Sejam R um anel comutativo e G um grupo. Construimos o anel de grupo R|G]|

da seguinte forma, consideramos R[G] como sendo o grupo abeliano aditivo Z R,

oceG
que representa uma cépia de R para cada ¢ € G. Um elemento o = {a,}seq de

R|G] tem somente um nimero finito de coordenadas nao nulas, digamos a,,, . .., a,,

com o; € G, também denotamos a € R[G] pela soma formal ay 01+ - -+ a,, 0, oU
n

E a,,0;. Estamos mantendo a possibilidade de que alguns a,, sejam nulos ou que
i=1

alguns o; sejam repetidos, para que os elementos de R[G| possam ser representados

de diferentes formas, por exemplo, a,,01 + 00y = a,01 ou  ay01 + by01 =

(g, + bo, o1

Nessa notacgao a adigao em R|G] é dada por

n

m n
Z aoiarf-z by, 05 = Z(am—kbgi)ai se n>m, tome b, =0param <j<n.
i=1 j=1 i=1

A multiplicacao é dada por
(Z aﬂiai>'(z ijTj) = Z<a0i67j>(ai7-j)'
i=1 j=1 .3

Com essas operagoes R[G] é um anel, chamado anel do grupo G sobre R.

Teorema 2.23. (Maschke) Sejam G um grupo finito de ordem n e K um corpo

cuja caracteristica nao divide n. Entdo o anel de grupo K|G| é semisimples.
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Demonstracao: Considere E um espago vetorial sobre K que também é um K[G]-
modulo. Seja F' um K[G]-submédulo de E. Como K é corpo, E e F sao K-espagos

vetoriais e existe um K-espaco F’ tal que £ = F & F’ sobre K.

Vamos mostrar que F' é um somando direto de E sobre K |[G]. Para isso, considere
a aplicagdo K-linear 7w : E — F como a projecao sobre F. Entao m(x) = z para todo
x € F. Considere também a aplicacao ¢ : E — F tal que p(z) = %Z(mr)(a_lx),
oceG
e a inclusao j : FF — E. Entao ¢ oj: F' — F ¢é a identidade, visto que para todo
r€F,
: 1 1 1 -1 1
poj(x)=pr) = EZ(UW)(U x) = EZGO' xr = HZx =z
oeG oeG oeG
Note que a aplicagdo ¢ é um K[G]-homomorfismo, pois para todo 7 € G
T Z oro Hz) = ZTUWU*IT*IT(@ = ZTUWU*ITAT(x) = Z oro (1),
ceqG oelG oelG oelG
visto que 7o percorre GG. Logo temos que F = F @ ker ¢ (lembrando que ker ¢ é

um K[G]-submédulo de E). Pelo Teorema 2.12, E é um K[G]-mddulo semisimples.

Portanto todo K[G]-médulo é semisimples, em particular, K[G] também o é. =
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Capitulo 3

Algebras Centrais Simples

Como foi observado na introdugao, Albert desenvolveu sua teoria de involugoes
sobre algebras centrais simples. Precisamos, portanto conhecer bem a teoria de
algebras centrais simples, para que no Capitulo 4 possamos classificar involugoes.
Vale ainda salientar que uma algebra de matrizes é o exemplo mais elementar de

algebras centrais simples, sendo esta a mais usada neste trabalho.

3.1 Algebras Centrais Simples

Juntando as estruturas de anel e de médulo em um mesmo conjunto, obtemos uma

nova estrutura um pouco mais complexa, a qual definimos a seguir.

Definigao 3.1. Seja K um anel comutativo com unidade. Um anel A é chamado

de K-dlgebra (ou dlgebra sobre K) se
(1) (A, +) é um K-médulo unitério & esquerda;

(2) k(ab) = (ka)b = a(kb) para todo k € K e a,b€ A.

Os exemplos mais simples de K-dlgebras sao as extensoes de corpos L D K.

Veremos agora outros exemplos que serao importantes no decorrer do trabalho.

Exemplo 3.2. Dado um corpo K podemos definir uma K-algebra de dimensao
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quatro com base {1,4, j,k} e multiplicagdo dada pelas regras:

Os elementos desta algebra sao da forma a + bi +cj+dk com a,b,c,d € K. Esta K-
algebra é conhecida como dlgebra dos Hamiltonianos (ou quatérnios) e denotaremos

por H.

Exemplo 3.3. No Capitulo 1, definimos o anel de grupo K[G|. Este é uma K-
algebra com a estrutura de K-médulo dada por
k(z a,0) = Z(kag)a com k,a, € K; o0€(.
ceG oeG

E assim K[G] é também chamado de dlgebra de grupo de G sobre K.

No que segue, fixamos K como um corpo. Se A é uma K-algebra, temos que K
esta contido em A, pois K ~ K.1 C A. Iremos considerar somente espagos vetoriais

e algebras de dimensao finita.

Definigao 3.4. Seja A uma K-algebra. O centralizador de um conjunto B C A é

dado por
Ca(B)={z€ A ; zb=bx Vbe B}.

Se B = A, C4(A) é também conhecido por centro de A, que denotaremos simples-
mente por C(A). Uma K-élgebra A é dita central se K é o centro de A. Se A é uma

K-algebra simples e central dizemos que A é uma dlgebra central simples.

Exemplo 3.5. Tomando A = M(n, K) temos que A é uma algebra sobre K. E
mais, os unicos ideais bilaterais de A sao os triviais e o centro de A é K. Portanto

A = M(n, K) é uma &lgebra central simples.

Para a préxima proposicao e no que segue, assumiremos conhecido o conceito de
produto tensorial, bem como algumas de suas propriedades. Para maiores detalhes

sobre esse assunto, ver [4], capitulo IV, pg. 207.
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Observacao 3.6. Sejam A e B K-élgebras de dimensao finita. Se {ay,...,an} e
{b1,...,b,} s@o bases de A e B, respectivamente, entao um fato conhecido é que o
conjunto {a; ®b; ; i=1,....,m e j=1,...,n} forma uma base de A® B. Assim

todo elemento © € A ® B pode ser representado por

= Njla; ®by),
i

com os coeficientes )\;; € K unicamente determinados. Podemos reescrever x da

seguinte forma

=) (D ary) ®b; = Z%@bj
T ‘

onde z; = )Y a;\;; E A e estes sao umcamente determlnados Analogamente pode-

mos escrever r — Z Z biNij)) = Zal ®y; com y; = Z bjA\;; também

i J
unicamente determmados

Em particular, se Z r;®b; =0 = Z 0®b;, entao x; = Oparatodoj =1,...,n

J J
m

Do mesmo modo se Zai®yi:0, y; =0 paratodoi=1,...,m

i

E importante salientarmos que o teorema abaixo ¢é valido nao sé para algebras
finitamente geradas. Mas como em nosso trabalho estamos considerando somente
algebras de dimensao finita, faremos a demonstracao somente para esse caso. A

demonstracao geral segue andloga a apresentada aqui.

Teorema 3.7. (1) Se A e B sio K-dlgebras e A" C A, B' C B sao subalgebras,
entao Cagp(A' @ B') = Ca(A") ® C(B'). Em particular, se A e B sdo centrais,

entdo A ® B € central.
(2) Se A € uma dlgebra central simples e B € simples, entdo A ® B € simples.

(3) Se A e B sao dlgebras centrais simples, entao A ® B também o é.
Demonstracao: Como A e B sao K-algebras finitamente geradas, nessa

demonstragao fixamos o = {aq,...,an}, B = {b1,...,b,} bases de A e B respecti-

vamente.
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(1) Note que Cy(A")RCp(B') C Cagp(A'@B'), pois se z®@y € Cy(A")RCp(B’),
entao axr ® by = ra ® yb, para todo a € A" e b € B’. Pelas propriedades de produto

tensorial temos que
(@a®b)(z@y) = (az @ by) = (za®@yb) = (z @ y)(a D).

Assim 2 ®y € Cagp(A’® B'). Reciprocamente, tome x € Cygp(A’® B') e considere
a base § de B. Logo z = (x1 ® by) + - - - + (2, ® b,) e, pela observacao anterior, os
x; sdo unicamente determinados. Para todo a € A’ temos que (a ® 1)z = z(a ® 1),

pois © € Cugp(A’ ® B’) e assim
(a1 @ by) + -+ + (ax, ®b,) = (x1a @ by) + - -+ + (zpa @ by,).

Pela unicidade da representagao, temos que z; € C4(A’). Considere agora, {ay,...,ax}
uma base de C4(A’) sobre K. Logo x pode ser representado por © = a; @y, + -+ - +
ar @ Y, sendo y; € B unicamente determinados. Assim para todo b € B’ temos que
(1®b)z =z(1®b), ou seja,

(a1 @ byr) + -+ + (ax @ byx) = (a1 @ y1b) + -+ - + (ar @ yxb).
Dessa forma y; € Cg(B’), pela unicidade da representacao. Portanto z € C4(A’) ®
Cp(B'). Em particular se Cy(A) = Cp(B) = K, entdo Cagp(A®B) = KK = K,
ou seja, se A e B sao centrais A ® B também o é.

(2) Vamos mostrar que A ® B s6 possui como ideais bilaterais os triviais. Con-
sidere I um ideal bilateral nao nulo de A ® B. Primeiro assumimos que I contém
um elemento a ® b # 0. Os ideais bilaterais de A e B gerados por a e b
respectivamente, sao os préprios A e B, visto que A e B sao simples. Logo
existem oy, € A e (3,0, € B tais que > oaa, = 1 = Y b0, o que implica
(e @ Bi)a®@b)(a, @) =1®1 € I, sendo que 1 ® 1 é a unidade em A ® B.

Portanto, nesse caso, A ® B é simples.

Para o caso geral, escolha x € I nao-nulo com a representagao
r=(1®b)+- -+ (cr®@b;) com ¢; € A, b; € B e k o menor possivel,
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ou seja, nao ha um elemento nao nulo em I que possa ser representado com menos
que k parcelas. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que ¢, = 1. De fato,
como ¢ # 0 temos que existem «a;, o € A tais que Y a;cpat = 1, pois A é simples.
Assim se ¢, # 1, podemos trocar z por 2’ = > (a; ® 1)x(a) ® 1) que continua em 7,

ainda tem k parcelas e

r = (Z ;c1al) ® by + (Z QiC0) @ by + -+ - + (Z Qicpal) @ by, =
/ / / /
=0+ Qb+ - +1Rb; com cj:Zaicj&ieA.

Vamos mostrar que k = 1. Agora suponha por absurdo que £ > 1. Entao ¢,_1 e ¢
sao linearmente independentes, senao teriamos cx_1 = Ay, € (¢_1®@bg_1)+(cxr®by) =
¢k @ (Abg—1 + b) 0 que acarreta uma representacdo para r com um nimero menor
que k parcelas. Como ¢ =1 € K = C(A), temos que ¢;_1 ¢ C(A), pois em um
corpo todos os elementos sao linearmente dependentes. Assim existe a € A tal que
acg—1 — cx—1a # 0. Consideremos o comutador y = (¢ ® 1)z — z(a ® 1) € I, ou
seja, y = (ac; — c1a) @ by + -+ - + (ack—1 — cx_1a) @ by_1. Como os elementos b; sdo
linearmente independentes e um dos somandos acima é nao nulo, temos que a soma
total é nao nula, isto é, y # 0. Dessa forma construimos um elemento y € I, y # 0
representado com um nimero menor que k parcelas, o que é absurdo. Portanto

k =1 e voltamos ao primeiro caso.

(3) Se A e B sao algebras centrais simples, pelos itens (1) e (2), temos que A® B

¢ uma algebra central simples. m

Definicao 3.8. Se A é um anel definimos A° por A = A° como grupo abeliano
aditivo, mas com produto o em A° definido por aob = ba. O anel A° é chamado de

anel oposto de A.

E obvio que 4° é também um anel. Os elementos neutro e unidade de A e A°
coincidem. Todo ideal a esquerda (direita) de A é um ideal a direita (esquerda) de

A°. Portanto A e A° “tem os mesmos” ideais bilaterais. Se A é central, simples ou
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um anel com divisao, entao A° também o é. Claramente A = A°° e A = A° se, e
somente, se A é comutativo. Em geral A e A° nao sao isomorfos. Se a K-dlgebra A

é uma algebra central simples, entao A° também é uma algebra central simples.

Teorema 3.9. Seja A uma dlgebra central simples sobre K. FEntio A @ A° ~

M(n, K), onde n = dimg A.

Demonstracao: Como A é um espago vetorial sobre K, sabemos da Algebra
Linear que M (n, K) ~ Endg(A), basta portanto mostrar que A ® A° ~ Endg(A).
Para isso definimos ¢ : A x A° — Endg(A) tal que para a € A e b € A° temos
Y(a,b)(x) = axb para todo x € A. Dessa forma ¢(a,b) € Endg(A), ja4 que para

T1,10 € Ae A€ K,
P(a,b)(z + x2) = a(ry + 22)b = ax1b + axsb = Y(a,b)(xq1) + ¢Y(a,b)(xze) e

P(a,b)(Az1) = a(Ax1)b = Aax1b) = \p(a, b)(xy).

Observe que ¥(a + b, c)(z) = (a + b)xc = axc + bxc = P (a,c)(x) + (b, ¢)(x), para
todo z € A. Analogamente ¢(a,b + ¢)(z) = ¥(a,b)(z) + ¥(a,c)(z), para todo
r € A. Lembrando que K é o centro de A, temos ¥ (Aa,b)(z) = daxb = ax\b =
Y(a, Ab)(x), para todo x € A e A € K. Portanto ¢ ¢ bilinear. Também temos que
¢ multiplicativa. De fato, ¥(ac,bod)(z) =ac x db = a(c x d)b = ¢¥(a,b)(cxd) =
¥(a,b)(c,d)(z). Assim pela Propriedade Universal do Produto Tensorial existe
um homomorfismo de élgebras ¢ : A ® A° — Endg(A). Como kere é um ideal de
A® A° e como A® A° é uma algebra central simples temos que 1 é injetor. Como
as dimensoes de A ® A° e Endg(A) coincidem temos que ¢ é sobrejetor. Donde

concluimos que A ® A° ~ Endg(A). m

Observacgao 3.10. Seja A um algebra central simples sobre K e seja £ = Endg(A) ~
A® A°. A e A° podem ser consideradas como subalgebras de E pelas identificacoes
a+—a®1leb+— 1®Db, ou ainda, os elementos de A correspondem as multiplicacoes

a esquerda e os elementos de A° as multiplicacoes a direita. Assim A pode ser
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visto nao s6 como um K-médulo mas também como um A-moédulo, um A°-modulo
e um F-modulo. Pelo Teorema 3.7 existem os seguintes isomorfismos candnicos
Enda(A) ~ Cg(A) ~ A° e Ends(A) ~ Cg(A°) ~ A. Sendo que o isomorfismo
Enda(A) ~ Cg(A) segue da definigao de centralizador.

Recordemos que se A é uma K-dlgebra e @ um elemento inversivel de A, entao

r — OélL‘Oéil

é um automorfismo interno de A, que denotaremos por int(a). Na
seqiiéncia vamos provar um resultado béasico, que serd muito usado de agora em

diante.

Teorema 3.11. (Skolem-Noether) Sejam A uma dlgebra central simples sobre
K e B uma K-dlgebra simples. Sejam o,7 : B — A homomorfismos de dlgebras.

Entao existe um automorfismo interno ¢ de A tal que T = po.

Demonstragao: Consideremos primeiro o caso em que A = Endg(V), sendo V
um K-espago vetorial. Entao V' é também um A-moédulo. Usando as aplicagbes o
e 7 podemos ver V como B-mddulo por dois caminhos diferentes. Estes B-moddulos
serao denotados por V, e V.. Pelo Teorema 2.7 V, e V. sao isomorfos como B-

modulos. Seja f: V. — V, um B-isomorfismo. Entao para todobe Bex €V

f((rb)x) = (ab)(f ().
Logo 7(b) = f~'(ob)f. Como f € A, a afirmacao estd provada nesse caso.

No caso geral, consideremos as aplicagoes
o®id,7®id: B® A° - A® A° ~ Endg(A).

Como A é uma algebra central simples temos que A° também o é, e como B é
simples pelo Teorema 3.7 temos que B ® A° é simples. Pelo caso anterior, existe um
f € A® A° com f inversivel, tal que (70) ® a = f~1((cb) ® a)f, para todo b € B e
a € A°.

Fazendo b = 1 primeiro vemos que f comuta com todos elementos de 1 ® A°,

visto que (7(1)) ® a = f~1((61) ® a)f, e como 7(1) = o(1) = 1 temos f(l1 ®a) =
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(1®a)f. Pela Observagao 3.10 f = g ® 1 para algum g € A. Fazendo a = 1, como
(1) @ a = f~((ob) ® a)f, temos (b)) ® 1 = (g @ 1)"((0b) ® 1)(g ® 1). Portanto

b = g (ob)g, para todo b € B. =

Corolario 3.12. Seja A uma dlgebra central simples. Todo automorfismo o de A €

um automorfismo interno.

Demonstragao: Basta tomar A = B, 0 = id e 7 = ¢ no teorema anterior. m

3.2 Estendendo o corpo base de uma algebra cen-
tral simples

Seja. A uma K-algebra e L uma extensao de corpos de K. Definimos
A = A®k L e temos que A;, é uma L-algebra. De fato, claramente A; é um anel.
Resta mostrarmos que Ay é um L-espago vetorial. Como Ay é grupo comutativo

com a soma, sao verificadas as propriedades relacionados a soma.

O produto por escalar de L é definido nos elementos béasicos por AM(a®1) = a® Al

para todo A € L e estendido por linearidade.

Assim para a,ai,a2 € Ae a, N\, 11,1y € L

e aNa®l)=a®al =ala® ) =a(AMa®]))

e M(a1 ®1h)+ (a2 ®12)) = AMay ® 1) + AMag ® 1) (por definigao)
o (a+))(a®l) = a®(a+ )l = a®(al+ ) = (a®@al)+(a®A) = a(a®l)+\(a®l).

Portanto A;, é um L-espaco vetorial.

Para concluirmos o fato de que A; é uma L-algebra, resta checarmos que para

todo A € L e x,y € A vale que A(z.y) = (Ax)y = z(\y). De fato, se x = a1 ® [
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ey =as®ly, entdo A(z.y) = AMaras ® l1ls) = a1as @ Ajly = (a3 @ My).(ay ® ly) =
(May ®1y)).(a2 ® l5) = (Az)y. Analogamente \(z.y) = ajas ®@ l1\ly = (a1 ®11).(as ®
M) = (a1 ®11). M az ® l) = z(Ay). Como querfamos.

Se (aq) é uma base de A sobre K (que existe pois todo espago vetorial possui

base), (a, ® 1) é uma base de Ay, sobre L. De fato, dado um elemento bésico a ® x,

coma € Aex € L, temos que a = a1aq, + - + Qpaq,,, com o; € K. E assim
a®xr= (100, +  + Wla,) T = (1(ae, @) + -+ + @y(ta, @T)) =
a12(ag, @ 1) + -+ + apz(an, ®1) com oz € L para todo i =1,...,n.

Segue que (a, ® 1) gera Ap. Agora, se a1(aq, @ 1)+ -+ ap(a,, ®1) = 0, entdo
(Goy @ 1) + -+ + (An, ® a,,) = 0. Portanto a,, ® a; =0, parai = 1,...,n. Como
a,, # 0 devemos ter que «; = 0, para i = 1,...,n, o que implica que (a, ® 1) é

linearmente independente.

Dessa forma podemos concluir que dimgA = dimpAr,.

Proposicao 3.13. Se A € uma dlgebra central simples sobre K ¢ L O K ¢ uma

extensao de corpos, entao Ay € uma dlgebra central simples sobre L.

Demonstragao: Como A, = A ®g L, temos pelo Teorema 3.7 que C(AL) =
C(A) ® C(L) = K ®k L ~ L. Novamente pelo Teorema 3.7, como A é élgebra
central simples e L é simples, A ®x L é simples. Portanto A; é uma L-dlgebra

central simples. m

Lema 3.14. Se K ¢ um corpo algebricamente fechado, entdo a unica dlgebra de

dimensao finita sobre K ¢ o proprio K.

Demonstragao: Considere A uma K-algebra de dimensao finita. Dado a € A
temos que Ka] = {f(a): f(X) € K[X]} C A é um espaco vetorial sobre K. Logo

dimg K[a] < dimgA < oo. Digamos dimyK|[a] = n. Assim 1,a,d?,...,a" € K[d]
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sao linearmente dependentes, ou seja, existem ag,...,q, € K tais que ag + aja +
a0+ -+apa™ = 0, segue que a é raiz do polindmio ag+a; X+ X2+ - -+, X" €

K[X]. Como K ¢ algebricamente fechado, a € K. Portanto A = K. m

Definicao 3.15. Se A é uma &algebra central simples de dimensao finita sobre K,
entdao qualquer extensao de corpos L de K tal que A ®x L = M (n, L) é chamada

de corpo de decomposicao de A.

O lema anterior mostra que todo fecho algébrico K de K é um corpo de decom-
posicao para qualquer algebra central simples de dimensao finita sobre K. De fato,
pelo Teorema de Wedderburn Az ~ M (n, D), para alguma K-élgebra com divisdo

D. Mas como K é algebricamente fechado, pelo lema anterior, D = K. Portanto

Az~ M(n, K).

Observacao 3.16. Pode-se ainda mostrar que toda algebra central simples possui
um corpo de decomposicao de dimensao finita. E também que existem corpos de

decomposicao separaveis. (Ver [10], Cap. 8, Teoremas 5.4 e 5.5).

Corolario 3.17. Se A € uma dlgebra central simples de dimensao finita, entdo

dimg A € um quadrado.

Demonstragao: Segue de dimg A = dimzAw = dim M(n, K) =n?. =

3.2.1 Traco e Norma

Recordemos da Algebra Linear que dado um operador linear T": V' — V' onde V ¢
um espaco vetorial sobre um corpo K, podemos definir trago e determinante de T

como sendo o trago e o determinante da matriz do operador em relacao a uma base

de V sobre K.

Seja A uma K-algebra, entao podemos definir o operador [, : A — A por

lo(z) = ax. O trago e o determinante de [, sdo também chamados trago e norma

46



do elemento a e denotamos por Try,x(a) e Na/x(a), respectivamente. Logo
Tra/k(a) = tr(ly) e Nax(a) = det(l,).

Em particular, se L O K é uma extensao finita de corpos e v € L, entao Trp x(u) =
tr(ly) e Np/gx(u) = det(l,). Se L D K é uma extensao galoisiana finita e G =

{o1,...,0,} é o0 grupo de Galois de L sobre K, também definimos

n n

Tri(u) = oi(u) e Np(u)=]]oiw).

i=1 i=1
Esta definicao coincide com a definicao anterior para o caso em que L D K é uma

extensao galoisiana finita.

Observacao 3.18. Para o caso de dlgebras de matrizes é importante observar que
o traco usual de uma matriz nao coincide com o trago da multiplicagao a esquerda
por esta matriz. Considere A = M (n, L) uma &lgebra de matrizes sobre L. Dado
a € A, temos que Try/k(a) é o traco da multiplicacdo & esquerda pela matriz

a = (a;;) € M(n,L). Uma conta simples nos dd que a matriz de [, em relagao a

base canonica {e11, €12, - .., €nn} é uma matriz em blocos:
All A12 s Aln Qj; 0 Ce 0
A21 A22 ce Agn 0 Clji e 0
. . . , Com Aij = . . .
Anl Ang s Ann 0 0 cee Ay
Portanto  Tra/k(a) = tr(ly) = nan + nagy + ... + nay, =

=n(ay + ax + ... + apn) = n.tr(a).

Observagao 3.19. Sejam A e B K-édlgebras. Se i : A — B é um isomorfismo,
temos que Try/x(x) = Trg i (i(x)). De fato, basta notar que a matriz de [, na base
{e1,...,en} de A, coincide com a matriz de [;;) na base {i(e1),...,i(en)} de B.

Logo tr(liz)) = tr(l,), donde segue o resultado.

No Capitulo 4 iremos utilizar o Teorema Hilbert 90. Devido a sua importancia,

decidimos fazer a demonstracao, apesar de fugir um pouco do assunto.
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Teorema 3.20. (Hilbert 90) Seja L/K uma extensao de corpos normal e finita,
digamos de grau n, com grupo de Galois G ciclico gerado por um elemento o. Entao
A € L tem norma N(A) = Aa(A\)o?(N) ... a" (\) = 1 se, e somente, se X\ =

po(p=t) para algum p € L — {0},

Demonstragao: Comecemos assumindo que A = po(p~'). Como o tem ordem n,

temos N(A) = Aa(A) 02(A) .. 0" L(N) = (uo(u™)) (o (uo(u™))) ... (0" (uo(u))

n—l(

=po(p ) o(wo?(w™") ... o" (o™ (™) = po"(p ') = 1.

Reciprocamente, suponha N(A) =1 e para ¢ € L definimos
do = Xc

dy = (Ao(A)) o(c)

di = (Ao(\)...0"(\))o'(c) para 0<i<n-—1.

Assim d,,_1 = N(A\) 0" !(c) = 0" (c). Além disso, como

dis1 = (Aa(\) ... (X)) a'(c)a™EH(N)) o™ (c) = X o(d;) para 0<i<n-—2.
Definimos o = dy + dy + - - - + d,,_1. Podemos escolher ¢ de modo que p # 0. De
fato, suponha que p = 0 para todo ¢ € L. Logo para cada ¢ € L temos
apo’(c) + ayo(c) + azo®(c) + - + a0 He) = 0,

onde o; = Ag(M\)...0"(\) com «; € L para todoi = 1,...,n — 1 e pelo menos

ayp—1 # 0. Dessa forma os automorfismos distintos ¢* sdao linearmente dependentes
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sobre L, o que é falso. Assim podemos escolher c tal que y # 0. Mas agora
o(p) =o0(dy) +---+o(dy—1)
= (o(N)ale) )+ (a(Na*(Na*(c) )+ + (a"(c) )
= (ATN((eN)ale) )+ (a(Na*(Na*(e) ) -+ + (¢))
=AM i+ +dur) + Ac
= A" (dy+ -+ dp1 +do)
=21

Portanto A = po(p™!). m
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Capitulo 4

Involucoes sobre Algebras
Centrais Simples

Iniciaremos este capitulo introduzindo a teoria de involucoes sobre dlgebras centrais
simples. A segunda secao envolve apenas teoria de matrizes, mas apresenta um re-
sultado crucial que sera usado na secao seguinte, quando iremos estudar a involugao

sobre uma algebra de grupo.

4.1 Classificacao de Involucoes

Primeiramente vejamos o que é uma involucao.

Definicao 4.1. Seja R um anel. Uma aplicacao o : R — R ¢ chamada involu¢ao

sobre R, se para todo x,y € R tivermos:
o(z+y)=0(2)+oly), olzy) =o(yo(x), ofo(r))=0c(z)=u
O par (R, o) é chamado de anel com involugdo.

Os homomorfimos de anéis que nos interessam sao os que preservam a involucao.

Definicao 4.2. Chamamos de homomorfismo de anéis com involu¢ao ao homomor-

fismo de anéis f : (R,0) — (S,7) em que 7(f(z)) = f(o(z)).

Veremos agora alguns exemplos bem conhecidos de involugoes:
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Exemplo 4.3. A conjugacao complexa ~ sobre C dada por (a + bi) = (a — bi)

¢ uma involucdo. Podemos definir uma involucao em K (v/—1) por (a+ byv/—1) =

(a — by/—1). Chamaremos esta involugdo também de conjuga¢do compleza.

Exemplo 4.4. Considere a algebra dos Hamiltonianos H, definida no Exemplo 3.2.

A aplicacao ~ : H — H definida por a +bi+c¢j+dk = a — bi — ¢j — dk é uma

involucao, conhecida como involucao canonica sobre H.

Exemplo 4.5. A transposi¢ao de matrizes M (n, D), onde D é um anel comutativo
qualquer, é uma involugdo. Visto que para todo A,B € M(n,D), (A+ B)' =
A+ B!, (AB)' = B'A' e (A"Y)' = A.

Exemplo 4.6. A conjugada transposta * sob o anel de matrizes M (n, D), definida

por (a;;) " = (a@;)" é uma involucdo.

Note que a involugao do exemplo anterior nao é uma composicao de involucoes,
pois a conjugagao dos elementos das matrizes ndo é uma involu¢do em M (n, D).
Vale observar que a composta de duas involucées em um anel A serd uma involucao

se, e somente, se A for um anel comutativo.

Exemplo 4.7. Considere G um grupo finito e K um corpo. A aplicacao o :

K[G] — K|G] definida por O'(Z azg) = Zagg_l, ¢ uma involugao conhecida

g 9
como involugdo canonica sobre a algebra de grupos K[G].

Observagao 4.8. Se A é uma K-algebra, uma involu¢ago o : A — A nao ¢
necessariamente K-linear. Se L é o centro de A, toda involugao o leva o centro L
nele préprio. De fato, seja y € L e v € A. Vamos mostrar que o(y)z = zo(y).
Como yo(x) = o(z)y, temos o(y)r = o(y)o(o(@) = olo(@)y) = alyol(x)) =
o(o(x))o(y) = zo(y).

Para o caso de A ser uma &lgebra central simples, teremos que o(K) = K. Assim

temos duas opgoes:
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(i) o | ¢é aidentidade. Neste caso, o ¢ K-linear e dizemos que o ¢é de primeira
espécie.

() o | nao ¢ a identidade, ou seja, o | ¢ um automorfismo nao-trivial de
K. Dizemos nesse caso que a involucao o é de sequnda espécie. Se k denota o
corpo fixado por o | , entdo a extensdo K/k é uma extensio quadratica separavel.
No caso das involugoes de primeira espécie definimos K = k e dizemos em ambos
os casos que o é uma K/k-involu¢do. Freqiientemente a extensao K/k (trivial ou
quadrética separdvel) serd fixada e consideramos a categoria de K-algebras com

K /k-involugoes.

Exemplo 4.9. Nos exemplos acima, temos que os exemplos 4.3 e 4.6 (onde a con-
jugacdo é a complexa) sao exemplos de involugdes de segunda espécie, as demais sao

involugoes de primeira espécie.

Na seqiiéncia faremos a classificacao de involucoes em algebras centrais simples.
Um fato decisivo na classificagao de involugoes é o de que a composigao de duas K /k-
involugoes é um automorfismo. O que é verdadeiro, pois para o, 7 K/k-involugdes
sobre uma &algebra A e z,y € A,

or(z +y) =o(r(z) +7(y)) = o7(x) +o7(y) e
or(zy) =o(r(y).7(z)) = o1(z) + o7(y).

Agora note que ker(o7) = {0}, pois se o7(x) = 0 temos oo7(x) = 0(0), ou seja,

7(z) = 0. Mas x = 77(z) = 7(0) = 0. Usaremos fortemente o fato que sendo o7

um automorfismo, pelo Teorema de Skolem-Noether 3.11 e seu corolario, o7 é um

automorfismo interno.

O préximo teorema classifica involugoes sobre algebras centrais simples.
Teorema 4.10. Sejam A uma dlgebra central simples sobre K e o uma K/k-
involugao sobre A. Entdo valem as afirmacoes.

(1) Se A € K € tal que Aa(\) =1 e a é um elemento A\-hermitiano inversivel de
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A, isto é, a = A\a(a), entdo a aplica¢io o, : A — A, dada por o,(x) = ac(x)a™"

com x € A, € uma K/k-involugdo sobre A.
(2) Se reciprocamente T é uma K /k-involu¢ao arbitrdria sobre A. Entdo existe

um elemento inversivel a = +o(a) em A tal que 7 = 0,,.

(3) Para o caso de involugdes de primeira espécie, a € unicamente determinado
a menos de um fator escalar o € K*. No caso das involugoes de sequnda espécie,
inclusive podemos encontrar um a satisfazendo a = o(a), este a € unicamente de-
terminado a menos de um escalar o € K*.

(4) Sejam o4, 0, duas K/k-involugoes sobre A. Entao (A,0,) ~ (A, 0p) se, e

somente, se existe um c € A e a € K tais que b= acao(c).

Demonstragao: (1) Se z,y € A temos que 0,(z +y) = ac(x +y)a™! =
a(o(x) +o(y))a™ = a(o(x))a™" +alo(y))a™ = oa(x) + a(y);
oo(ry) = ac(z.y)a™t = alo(y).o(x))a™ = a(o(y))a " .a(o(x))a™ = 0,(y).04(x),
04(04(7)) = o(ac(z)a™) = ac(ac(z)a)a ™ =ac(a)o(o(x))o(a) a™t =
= Ao(a)o(a™t) x X laa™! = AxA"! = z, visto que A\ € K. Portanto
0, é uma K /k-involugao.

(2) Dada 7 uma K /k-involugao arbitraria sobre A, como ji observamos, o7 é um
automorfismo interno, logo existe um elemento inversivel b € A* tal que o7(z) =
b~'zb. Como o é sobrejetor, existe a € A* tal que b = o(a), assim o7(x) =
o(a ) xo(a). Aplicando o a tltima igualdade temos

7(z) = oo7(z) = o(o(a Hzo(a)) = ac(x)a™.

Aplicando 7 na igualdade acima, obtemos z = 77(x) = 7(ac(z)a™') =

=7(a™t) 7o(x) 7(a) = ac(a™Ya"ta oo(x) a tac(a)a™ = ac(a ') xo(a)a

-1
Logo a o(a™') = a € K* (lembrando que K = C(A)), o que implica que
a = a o(a). Usando o fato que os elementos de K comutam com os elementos de A

obtemos que o(a) = o(ao(a)) = o(o(a)a) = o(a)a, e assim a = ac(a) = ao(a)a.



Isto nos leva a concluir que ao(a) = 1. Se o ¢ de primeira espécie, entao a? =1 e

assim o = 1 e obtemos o desejado.

Caso o seja uma involugao de segunda espécie, considere a extensao de corpos
K /k, onde k é o corpo fixo por 0. A extensao K/k é normal, tem grau dois e o grupo
de Galois G(K, k) ¢ ciclico gerado por o. Como N(a) = ao(a) = 1, podemos usar o
Teorema 3.20 (Teorema de Hilbert 90) e escolher um pu € K* tal que po(u™?') = a.

Substituindo a por ¢ = p~!a temos que

7(z) = ac(z)a”" = pco(z)c 'p~ ! = po(z)p "t = o.(x), pois p € K.

Agora , como (') = p~la e o(a) = o(a)a obtemos

-1 -1

o(c) = o(u ' a) = o(ap™) = o(u)o(a) = ' ao(a)a = pa =c.

Portanto nesse caso encontramos ¢ € K* tal que 7 = 0. e o(c) = c.
(8) Para o caso de primeira espécie, se tomarmos b = aa, com « € K*, temos que
o, = 0, € 0(b) = +b. Ja para o caso de segunda espécie temos que tomar o € k*,

pois precisamos que o(a) = « para satisfazer o(b) = b.

(4) Por definicao (A,0,) e (A,0p) sao isomorfos somente se existe um auto-
morfismo f em que oy, f(xr) = fou.(x). Por Skolen-Noether, f é um automor-
fismo interno, ou seja, existe um elemento ¢ € A* tal que f(z) = cx c'. De
op(z) = fo, f1(x) temos

bo(x)b™t = fo, [Hz) = foulctwe) = flao(crzc)a™t) =

1

=cao(ctac)a !

=cao(c)o(x)o(ct)at ¢! para todo z € A.

O que implica que b e cao(c) devem ser iguais a menos de um fator escalar de

K,ouseja,b=acao(c)talquea e K. m
Para qualquer K/k-involucao o definimos

At ={z € A; o(x)=12} (clementos simétricos)

A" ={zr € A; o(x) =—x} (elementos anti-simétricos).
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Ambos sao k-subespagos de A.

Se a caracteristica de K é diferente de dois (car K # 2), as involugoes de primeira

espécie podem ser separadas em duas classes distintas.

2

Teorema 4.11. Seja A uma dlgebra central simples de dimensao n” sobre K e o

uma tnvolucao.
(1) Se car K # 2, entio A= AT @ A™.

(2) Se o € de primeira espécie, entdo dimg (A1) = %n(n +1) ou
dimg (AT) = %n(n —1). Se car K = 2 sempre temos dimg(A") = %n(n +1).
Demonstragao: (1) Se car K # 2, para todo elemento x € A podemos escrever
r = %(w +o(x)) + %(m —o(z)), onde (x4 o(x)) € A", pois o(z + o(z)) =
o(r) + x = x + o(z). Analogamente (z — o(z)) € A™, jd que o(zx —o(x)) =
o(r) —x = —(x — o(x)). Temos também que AT N A~ =0, poisse x € ATNA"

temos x = o(x) = —z, o que implica que x = 0. Portanto A = AT @ A~.

(2) Seja L um corpo de decomposicao de A. Estendendo A a A, = A®k L =
M (n, L). A involucao o é estendida & uma aplicacao K-linear o(a ® a) = o(a) ® «
para todo a € A e a € L. Assim é equivalente provarmos a afirmacao sobre
M(n,L). Em M(n,L) a involugao canonica é a transposi¢ao. Assim os elementos

2
n°+n
. Pelo teorema

1
simétricos formam um subespago S de dimensao §n(n +1) =
anterior, qualquer outra involucao 7 é obtida pela conjugacao da transposicao por

um elemento inversivel a € M(n, L) com a = +a’. Logo 7(z) = ax'a™".

Se a é simétrico, a.S é o subespaco formado pelos elementos simétricos em relacao
a T, ou seja, 7(ax) = ax para todo xz € S. Assim dimg (A1) = %n(n +1).

Se a é anti-simétrico, aS é o subespaco dos elementos anti-simétricos em relacao
a T e nesse caso temos dimg (A7) = %n(n +1). Como A = A" @& A~, temos
dimg(A) = dimg (AT) + dimg (A7), isto é, n? = dimg(AT) + %n(n + 1). Portanto,

dim e (A*+) = %n(n _ ).
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Para o caso em que carK = 2, temos que os elementos anti-simétricos sao
simétricos, logo a segunda situagdo nunca ocorre e teremos sempre dimg(AT) =

1
En(n +1). m

Definicao 4.12. Seja ¢ uma involugao de primeira espécie sob uma algebra central
simples A de dimensao n?. Se dimy(A") = %n(n + 1) a involucao o é dita do tipo
ortogonal ou tipo + (positivo). J& se dimg(AT) = §n(n — 1) a involugao ¢é dita do
tipo simplético ou tipo - (negativo). Involugdes de segunda espécie sdo chamadas de

unitarias.

Observacao 4.13. (i) Pela definigdo acima e pelo visto na demonstragao do item
(2) do Teorema 4.11 segue que, se o é de primeira espécie e a € AT, entdao o e o,

sao do mesmo tipo. Caso a € A™, entao o e g, sao de tipos distintos.

(77) Consideremos a involugao canoénica sobre a &lgebra dos hamiltonianos H

= id. Neste caso temos que

definida no Exemplo 3.2. Claramente |,

(a+bi+cj+dk) = (a+ bi + cj + dk) se, e somente se, b = ¢ = d = 0. Logo
2 _
dimp(A*) = 1 = =2

Portanto a involucao canonica sobre H é da primeira

espécie e do tipo simplético.

4.2 Diagonalizacao de matrizes simétricas e her-
mitianas

Um fato bem conhecido da Algebra Linear é que uma matriz simétrica com valores
complexos é congruente a uma matriz diagonal real. Nesta secao iremos generalizar
este resultado para matrizes hermitianas com valores na algebra H dos Hamilto-
nianos sobre um corpo real fechado K. Esta generalizacao serd feita seguindo os
passos da se¢ao 5-7 do livro [8], que mostra que uma matriz hermitiana com valores
complexos é congruente a uma matriz diagonal real. A diagonalizacao de matrizes

hermitianas com valores em H é crucial para demonstrarmos o Teorema 13.3 de [10].
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Nesta secao vamos fixar K como um corpo real fechado e
H={a+bi+cj+dk;a,b,cdec K}

a algebra dos Hamiltonianos sobre /K. Imitando o caso real, dado z = a+bi+cj+dk

denotaremos a = Re(z) e se a = 0, x é chamado imagindrio puro. Observamos que

a conjugacao definida por a +bi +c¢j +dk = a — bi — ¢j — dk tem algumas das

propriedades da conjugacao complexa, a saber: se x = a + bi 4+ ¢j + dk, entao
r4+7=2a, aT=d’+V++d*cK ex=rezcK.

Definicao 4.14. Uma matriz A com valores em H é chamada hermitiana se A = A.
Duas matrizes hermitianas A e B sobre H sao hermitianamente congruentes se e

somente se B = P' AP para alguma matriz inversivel P.

As matrizes hermitianas sobre H tem conexao com as formas hermitianas sobre
H,
n
h(xl, ce ,xn) = g T;Q;5T5 COM Qj; = Gy PaAraT;, d;; € H.
ij=1
Onde os coeficientes a;; determinam uma matriz hermitiana.

Duas matrizes hermitianamente congruentes representam a mesma forma hermi-

tiana.

Teorema 4.15. Os wvalores de uma forma hermitiana sobre H estao em K.

Demonstragao: Inicialmente observamos que cada elemento diagonal ay;, estd em
K, pois app, = ap,. Agora como os elementos de K comutam com os elementos de
H temos que Zpappxn, = apprrn, € K. Os demais termos podem ser agrupados aos
pares

Than;Tj + TjajpTh = Than;zj + (Tnapz;).

Logo cada par pertence a K, pois é a soma de um elemento de H com seu conjugado.

Isto completa a demonstracao. m

o7



Devido ao teorema anterior e o fato de K ser um corpo ordenado, podemos falar

em formas hermitianas definidas.

Definicao 4.16. Uma forma hermitiana h sobre H é chamada definida se h é nao

nula para toda n-upla (z1,...,2,), sendo z; € H e x; # 0 para todo ¢t = 1,...,n.
Se h(xy,...,x,) > 0 para toda m-upla nao nula, h é dita definida positiva; se
h(z1,...,x,) < 0 para toda n-upla nao nula, h é dita definida negativa.

Definigao 4.17. Uma matriz hermitiana A sobre H é definida positiva se a forma
hermitiana definida por A é definida positiva. Analogamente uma matriz hermitiana

sobre H é definida negativa se a forma hermitiana definida por ela é definida negativa.

Nosso objetivo agora é diagonalizar uma matriz hermitiana sobre H. Iremos
diagonalizar a matriz da forma usual, usando operagoes elementares. Mas para que a
cada passo obtenhamos uma matriz hermitianamente congruente a anterior, iremos
realizar operacoes nas linhas e colunas. Lembramos que realizar uma operagao
numa linha é equivalente a multiplicar a matriz a esquerda pela matriz elementar
correspondente e realizar uma operacao numa coluna é equivalente a multiplicar a

matriz a direita pela matriz elementar correspondente.

Ao final do processo queremos obter uma matriz diagonal D tal que D =
EZ[ . (EiAEl) ... | Ex, sendo que cada par Ej, EZ representa cada operagao elemen-
tar realizada nas colunas e a operacao elementar conjugada realizada nas linhas. Por
exemplo, se multiplicarmos a j-ésima coluna por ¢ devemos multiplicar a j-ésima
linha por ¢; se adicionarmos ¢ vezes a coluna j a coluna k, devemos adicionar ¢ vezes

a linha 7 a linha k.

Devemos ainda estar atentos para o fato que H nao é comutativo, logo ao mul-
tiplicarmos uma linha por um elemento de H devemos efetuar a multiplicagao a
esquerda dos elementos da linha. Analogamente, ao multiplicarmos uma coluna

devemos efetuar a multiplicagao a direita.
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Teorema 4.18. Toda matriz hermitiana A sobre H de posto r € hermitianamente

L, 0 0
congruente a matriz B = | 0 —1I,_, 0]. O inteiro p é unicamente determinado
0 0 0

por A.

Demonstragao: Se A = 0 nao ha o que fazer. Seja A uma matriz hermitiana nao

nula de posto r. Logo A = (ays), tal que ay € K e agy = a5 € H.

Primeiro vamos mostrar que A hermitianamente congruente a uma matriz com
um elemento da diagonal nao nulo. Caso A tenha um elemento da diagonal nao
nulo, ela propria é a matriz procurada. Assim, assumiremos que todo elemento
ay = 0 e algum a3 # 0, para t # s. Entao ay = @ # 0 e ag = ay = 0.
Somamos a coluna s a coluna t e a linha s a linha ¢. Assim na nova matriz B temos
by = ag+ a5 = Ggs +as = 2Re(ays). Se Re(ags) # 0, obtemos by # 0 como desejado.
Se Re(as) = 0, entdo a;s 6 um “imaginario puro”. Neste caso, a;s = a1i+ asj + ask,
sendo a; € K, paratodo ! = 1,2, 3, com a; # 0 pelo menos para algum /. Escolhemos
um dos elementos i, j, k para o qual seu coeficiente a; # 0 e adicionamos a coluna s
multiplicada a direita pelo elemento escolhido a coluna t. Por exemplo, se ag # 0
podemos escolher o elemento k, multiplicamos a coluna s a direita pelo elemento
k e somamos a coluna t. Agora realizando a operacao equivalente para a linha,
multiplicamos a esquerda a linha s pelo conjugado do elemento escolhido e somamos
alinha t. Seguindo o exemplo em que escolhemos o elemento k, multiplicamos a linha
s a esquerda por —k e somamos a coluna t. Assim obteremos o elemento by # 0,
sendo que, se o elemento escolhido foi k teremos by = —2a3 # 0. Observando que
se 0 elemento escolhido fosse i teriamos by = —2a; # 0, e caso o elemento escolhido
fosse j teriamos by = —2as # 0. Logo A é hermitianamente congruente a matriz
B com um elemento da diagonal nao nulo e pertencente a K. Se t # 1, trocando
a coluna t pela coluna 1 e a linha ¢ pela linha 1, obtemos uma matriz C' = (¢5)

.. . . N . Cis
com c¢;; = by # 0. Em C multiplicamos a primeira coluna a direita por —— e
C11
.. < e 1. . . . N Cis
adicionamos a coluna s, multiplicamos a primeira linha a esquerda por —(—) e

C11
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somamos & linha s. Como ¢ = €75 teremos zeros nas posigoes (1,s) e (s, 1).

C11 0
0 D,
tem ordem (n — 1) e é hermitiana. Aplicando a D; o mesmo processo aplicado a

Repetindo o processo para todo s, obtemos a matriz Dy = ( ), onde D,
C, de forma que as operacoes nao afetem a 1* coluna ou a 1? linha, teremos apods
um numero finito de passos uma matriz diagonal D hermitianamente congruente a
A. Note que D = diag(dy,...,d,,0,...,0), com d; € K, onde cada d;, é nao nulo.
Seja p o numero de elementos dj;, que sao positivos. Fazendo convenientes trocas de
linhas, seguidas por respectivas trocas de coluna, obtemos os p elementos positivos
nas primeiras posigoes. Como D é congruente a essa “nova’ matriz, podemos assumir
que D tem a seguinte propriedade dj, > 0 para h=1,...,pe d, <0 para s > p.

Entao existem ntimeros ¢; pertencentes ao corpo K tais que

2 -1 2 —1
¢, =4d, , cg=—d;°, ¢,y =---=c,=1, com h=1,...,pes=p+1,...,1

A matriz P = diag(cy, . .., ¢,) é nao singular e P'DP é a matriz B procurada.

Para mostrarmos a unicidade de p, suponha que A é também congruente a C' =

I, 0 0
0 —I,_, 0. SendoC = Q'D'Q tal que Q = diag(c},...,c,) e D' é uma matriz

0 0 0
diagonal hermitianamente congruente a A. Entao a forma f = X*AX & convertida

pela substituicao linear nao singular: X = PY, X = QZ em

Yit Y=Y — -y e (4.1)

[\

zf+---+z§—zq2+1—--~—z. (4.2)

Se p # ¢, assumimos sem perda de generalidade ¢ < p. Expressando as novas

varidveis em termos das antigas, temos Y = P7'X, Z = Q7 'X. Assim cada y; e

cada z;, pode ser visto como uma combinacao linear unica de 1, . .., z,. As equagoes
z,=0, yy=0com h=1,...,qel=p+1,...,n (4.3)
podem ser consideradas equacgoes lineares homogéneas em xy, . .., T,.

Sendo ¢ +n — p < n, essas equacoes homogéneas tem uma solugao nao trivial,
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digamos

Xo = col(zy,...,2,) # (0,...,0). (4.4)

Temos que f(Xg) = X,AXp, mas usando Yy = P~ X este valor também pode ser
calculado em (4.1), ou calculado em (4.2) usando Z; = Q'X,. Por (4.3) e pelo
valor calculado em cada caso temos f(Xp) > 0 em (4.1) , e f(Xo) < 0 em (4.2),
assim f(Xo) = 0. Mas pelo visto em (4.3), f(Xo) = yf + --- +y2 = 0, assim
y1=--=y,=0ey,1 ==y, =0, entao Yy, = 0, ou seja, Xo = PY, = 0, o que

contradiz (4.4). Portanto p = ¢, o que prova a unicidade e finaliza a demonstragao.m

O inteiro p do teorema acima é chamado indice de simetria de A.

Corolario 4.19. Toda matriz simétrica A sobre K de posto r € congruente a matriz
I, 0 0

B=10 —I,_, 0]. O inteiro p € unicamente determinado por A.
0 0 0

Corolario 4.20. Toda matriz hermitiana A sobre K(\/—1) de posto r € hermi-
I, 0 0
tianamente congruente a matriz B = | 0 —I,_, 0
0 0 O

O inteiro p € unicamente

determinado por A.

Observagao 4.21. Uma matriz hermitiana A, sobre K, K(v/—1) ou H, de posto r

e indice p é definida positiva se, e somente se, p = r = n, ou seja, A = £1.

Exemplo 4.22. Para ilustramos o Teorema 4.18, considere a matriz nao nula

0 i+j+k 2
A=|—i—j—k 0 2+ j
—2 2 — j 0

Seguindo os passos da demonstracao do Teorema 4.18, vamos mostrar inicialmente
que A é hermitianamente congruente a uma matriz com um elemento da diagonal
nao-nulo. Consideremos o elemento a;s = a1o = i+ j + k para desenvolver nosso pro-

cedimento. Note que Re(ajz) = 0, entao devemos aplicar o procedimento descrito
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quando a;s ¢ um “imaginario puro”. Como o coeficiente de ¢ é nao-nulo em aq,, va-
mos escolher o termo 7. Adicionamos a coluna 2 multiplicada a direita por 7 a coluna

1, respectivamente adicionamos a linha 2 multiplicada a esquerda por —i a linha 1.
—2 i+j+k —k

Obtendo a matriz C' = | —i —j — k 0 2+ 7 | . Na seqiiéncia vamos con-
k 2—7 0

tinuar a diagonalizacao da matriz D. Adicionamos a coluna 1 multiplicada a direita

ik
por —(Cﬁ) = (%) a coluna 2, e adicionamos a linha 1 multiplicada a es-
C11
_ -2 0 —k
e L o
querda por —(2) = —(M) a linha 2. Obtendo M = | 0 3
C11 —2 3—j—i
k J 0
Somando a coluna 1 multiplicada a direita por —(@) = —(_—2) a coluna 3, e
mi1 -
—k
somamos a linha 1 multiplicada a esquerda por —(@) = —(—) a linha 3 assim
11 -
= 0 0
temos N = | 0O % % . Para concluirmos a diagonalizacao somamos a
3—j—i
o ] i
N3 347+
coluna 2 multiplicada & direita por —(—) = —(——) a coluna 3, e somamos a
22 B
e 3+t
linha 2 multiplicada & esquerda por —(—) = —(——) a linha 3 e finalmente temos
T22 3
a matriz diagonal
-2 0 0
D=0 3/2 0
0 0 —8/6

Agora fazendo trocas convenientes de colunas seguidas pelas respectivas trocas de

linhas, obtemos uma matriz S na qual o elemento positivo ocupa a primeira posigao,

3/2 0 0
ouseja, S=| 0 -2 0
0 0 -8/6
Como na demonstracao do Teorema 4.18, consideremos a matriz P = diag(cy, o, ¢3)
1 1
em que ¢ = 3/ 2= - 2= gyt Assim
3/2¢2 0 0 1 0 0
P'DP = 0 —2c3 0 =10 -1 0 | =8B.
0 0 —8/6¢3 0 0 -1

. . . . . I 0
Finalmente podemos concluir que a matriz A é congruente a matriz B = ( ! ) .

0 —1I
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4.3 A Involugcao Canodnica em uma Algebra de
Grupos.

Sejam GG um grupo finito, K um corpo e K[G] a algebra de grupo conforme definida
no Exemplo 3.3 do Capitulo 2. Nosso objetivo nesta se¢ao ¢ mostrar que a involugao
candnica sobre a algebra de grupo K[G] é uma involugao bem conhecida para o caso

em que K é um corpo real fechado.

Recordemos que se a caracteristica, car K, nao divide a ordem do grupo, entao
K[G] é uma &algebra semisimples (ver Teorema de Maschke 2.23). Sempre que as-

sumirmos K real fechado, teremos que car K = 0 e portanto K[G] é semisimples.

Precisamos de um fato trivial sobre involugoes sobre uma algebra semisimples
arbitraria A = A; x - -+ x A,,. Aplicando a involugao o : A — A temos A = o(A;) X
-+ x 0(A,,). Como a decomposi¢ao de A em produto de fatores simples é tnica (a
menos de isomorfismo), temos que o(A;) = A; para algum j. Se ¢ # j, a restricao de
o a A; nao é interessante, pois a involucao é determinada a menos de isomorfismo
por A;. De fato, como o(A4;) = A;, temos que A; = o(0(4;)) = o(A;). Assim
podemos considerar & a involugao definida em A; x A; por &(a;, a;) = (o(a;), o(a;)).
Denotando por A¢ o anel oposto de A; e por 7 a involucao definida em A; x A¢ por
7(x,y) = (y,z), podemos definir ¥ : (A; x A;,7) — (A; x A?,7) por ¥(a;,a;) =
(a;,0(a;)). Logo 7(¥(a;a;)) = V(& (a;, a;)) e portanto ¥ é um isomorfismo de anéis
com involugao. Se ¢ = j, temos que os fatores simples sao invariantes por involugao
e podemos tentar determinar o|,,. Por exemplo podemos tentar determinar quando

0|4, é ortogonal, simplética ou unitaria.
7 9

A mais importante ferramenta usada no estudo da involu¢ao canonica sobre K[G]

¢ a forma traco canonica, que iremos introduzir na observacao abaixo.

Observagao 4.23. Assim como no Capitulo 2 estaremos usando aqui a notacao tr
para trago de matriz ou traco de operador linear e Tr para o trago de um elemento.

Recordemos que Tr(a) = tr(l,) para a € A.
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(1) Seja G = {e, g2, ...,gn} um grupo finito com n elementos e A = K[G|. Se e
é o elemento neutro de G, entao Tr(e) =n e Tr(g) = 0 para todo g # e. De fato,

seja {e, 92, ..., 9n} uma base de K[G]. Temos que a matriz de [, é dada por

ee=e=1le+0gs+---+0g,

eg2 = go = Oe +1go + -+ - + 0gy

egn = gnp = 0e 4+ 0gs + - - -+ 1g,.

Assim Tr(e) = tr(le) = n. Para e # g € G temos que a matriz de [, tera a diagonal
principal toda nula, pois gg; = g; com ¢ # j. Logo Tr(g) = tr(l,) = 0 para todo
g #e.

(2) A forma bilinear simétrica t : K[G]|x K[G] — K dada por t(z,y) = Tr(zo(y))
¢ chamada forma trago candénica em K[G], onde o é a involugao canonica em K[G].

Calculando a matriz de ¢t na base G = {e, g2, ..., gn} de K[G] obtemos

n o0 - 0
0 n 0
00 --- n

nxn
pois para todo x € G, t(z,z) = Tr(e) = n e t(x,y) = Tr(xy~') = 0 para todo = # y.

Portanto t =n. <1,...,1> .

(3) Substituindo a multiplicacdo a esquerda [, pela multiplicagao a direita r, na
definigao de trago, em geral temos tr(l,) # tr(r,). Entretanto para dlgebras centrais
simples tr(l,) = tr(r,) para todo z. Isto é claro para o caso de édlgebras de matrizes,
visto que tr(AB) = tr(BA). O caso geral é reduzido a este iltimo tensorizando com

um corpo de decomposicao.

(4) Seja A uma K-édlgebra simples com centro L e com uma involu¢ao o K-linear.
Entao Tr(z) = Tr(o(x)) para todo z € A.

Demostragao: Considere primeiro o caso K = L e A = M(r,K). Neste caso A
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é central simples e pelo teorema de Classificacao das Involugoes 4.10, existe y €
A tal que o(z) = yxly~!. Pela Observagao 3.18 temos Tr(o(x)) = rtr(o(z)) =
rtr(yzly™') = rtr(y~tyz') = rtr(z) = Tr(z). O caso geral se reduz ao primeiro
caso tensorisando com o fecho algébrico K de K. Donde temos Az = M(r, K) X
o X M(r,K) = Ay x -+ X Ap,. Se z estd em algum fator simples invariante, entdo
Tr(z) = Tr(o(z)) como no caso anterior. Se x € A; # o(4;), como A; é uma algebra
central simples temos que tr(r,) = tr(l,) por (3). Mais ainda, a multiplicacdo a
esquerda por o(x) em o(A;) = A? corresponde a multiplicacao a direita por x em

A;. Assim, Tr(o(x)) = tr(lym)) = tr(ry) = tr(ly) = Tr(z).

(5) Com as hipéteses de (4) podemos definir a forma trago canoénica de (A, o)
por

ta=t: AxA— K, t(x,y) = Tr(zo(y)).

Claramente t4 é bilinear. E simétrica, visto que,

t(z,y) = Tr(zo(y)) = Tr(o(zo(y))) = Tr(yo(z)) = t(y, ).
Dentro do contexto das observacoes acima temos o seguinte resultado.

Proposigao 4.24. Assuma que < 1,1,...,1 >, € anisotropica sobre K e carK #
0. Entao todos fatores simples da dlgebra de grupo sao invariantes pela involucao
canonica. Assuma que K é ordenado. Entao a forma traco canénica de todo fator

simples € definida positiva com respeito a ordem de K.

Demonstragao: Suponha que o(A;) # A;, entdo para todo x,y € A; temos
t(x,y) = Tr(zo(y)) = Tr(0) = 0, pois A;A; = 0 se i # j. Portanto A; é totalmente

isotropico, contrariando o fato que ¢ é anisotrépica.

Notemos que t : K[G] x K[G] — K é definida positiva, pois
ro(x) = Z ayg- Z aph™' = Z azgg”' + Z agapgh™ = Z a’ + Z agangh™",
g h g g#h g g#h
para todo x = Z a,9 € K[G]. Assim para todo x # 0 € K[G], temos

g
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t(z,z) = Tr(zo(x)) = Tr(z az) + Tr(z agangh™) =n. Z a2 >0,

g#h g
ja que n é a ordem de G e a, € K logo af] > 0, para todo g € G. Como para
todo fator simples B temos que tg é um fator ortogonal de ¢ devemos ter que tp é

definida positiva. m

Seja K é um corpo real fechado. Considere a élgebra de grupo K[G], pelo
Teorema de Maschke 2.23, K[G] é semisimples. Pelo Teorema de Wedderburn 2.11,
cada fator simples de K[G] é isomorfo a algebra de matrizes M (n, D), onde D é
uma K -algebra com divisao. Veremos, no teorema a seguir, que existem poucas
possibilidades para as algebras com divisao sobre um corpo real fechado. Mas antes
veremos um lema que nos sera 1til, a sua demonstracao ¢ um tanto técnica, e sera

omitida.

Lema 4.25. Sejam D uma dlgebra com divisao sobre um corpo K com centro Z, e
subcorpo mazximal F' de K. Entdo dimzD € finita se, e somente se, dimzF € finita.

Nesse caso dimpD = dimzF e dimzD = (dimzF)2.

Demonstracao: [4], Teorema 6.6 pg 459. m

Agora, podemos enunciar e demonstrar o Teorema de Frobenius. Este nos diz
que ha trés possibilidades para algebras com divisao sobre um corpo real fechado,

que sao as ja bem conhecidas.

Teorema 4.26. (Frobenius) Seja D uma dlgebra com divisao de dimensao finita
sobre um corpo real fechado K. Entao D é isomorfo a K ou ao corpo K(v/—1) ou

ainda a dalgebra com divisao H, dos Hamiltonianos.

Demonstracgao: Seja Z o centro de D e F um subcorpo maximal de K. Temos
D> F > Z DK, com F uma extensao algébrica do corpo K. Conseqiientemente,

sendo K real fechado, pelo Corolario 1.22,
dimy(F) < dimg(F) <2 (4.5)
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donde temos que a dimy(F') é finita. Logo pelo lema anterior

dimp(D) = dimz(F) e dimy(D) = (dimz(F))>. (4.6)

Analisando (4.5) e (4.6), as unicas possibilidades sao dimz(D) =1 ou
dimyz(D) = 4. Se dimyz(D) = 1, por (4.6) temos que D = F e, pelo Corolério 1.22,
D é isomorfo a K ou a K(v/—1).

Se dimz(D) = 4, por (4.6) temos dimz(F') = 2 = dimp(D). Conseqlientemente,
como F' é uma extensdo algébrica de K e dimz(F) = 2, por (1.1) devemos ter
Z = K. Como K é real fechado, novamente pelo Corolario 1.22, F' é isomorfo a
K(v/—1). Além disso, D nao é comutativo, caso contrario D seria uma extensio
algébrica prépria de K(y/—1), contrariando o fato de K(y/—1) ser algebricamente
fechado. Como F é isomorfo a K (v/—1) podemos representar F' = K (i) para algum
i € F tal que i = —1. A aplicacio ¢ : F — F dada por p(a + bi) = a — bi,
que fixa os elementos de K, é um automorfismo diferente da identidade sobre F.
Como D é uma algebra central simples, pelo Teorema de Skolem-Noether, ¢ pode
ser estendido para um automorfismo interno 3 de D, dado por §(z) = dzd™! para
d+#0,d€ D. Como —i = (i) = did™', temos —id = di, e $(/3(:)) nos da id*> = d?i.
Conseqiientemente d*> € D comuta com todo elemento de F' = K (i). Assim d* € F,
caso contrario d? e F' poderiam gerar um subcorpo de D contendo propriamente o

subcorpo maximal F. Como os tnicos elementos de F' que sao fixados por 3 sao os

elementos de K e 3(d*) = dd*d~! = d?, temos que d*> € K. Se d*> > 0, entao d € K.

O que é impossivel pois se d € K temos que 3 é a identidade. Entao d?> = —r?
d d

para r # 0, r € K. Logo (—)2 = —1. Seja j = — e k = ij. Nao é dificil (apesar
r r

de trabalhoso) mostrar que {1,4,j,k} é uma base de D sobre K e que existe um

isomorfismo de K-algebras tal que D ~ H. m

Considere agora, a involugao canonica sobre a algebra de grupo K[G], onde K
¢ um corpo real fechado. O teorema a seguir identifica a involugao canonica sobre

um fator simples de K[G] com a involucao conjugada transposta sobre a élgebra de
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matrizes.

Teorema 4.27. Seja K um corpo real fechado e G um grupo finito. Entao todo
fator simples B da dlgebra de grupo K[G] € invariante pela involu¢io candnica.
Se 0 € a involugio candnica em K[G] temos que (B,o) ~ (M(r,D),to "), onde
D =K,K(v/—1) ouH e~ é aidentidade em K, a conjugacio complexa em K (v/—1)

e a involucao canonica em H.

Demonstragao: Como K é real fechado, —1 nao é uma soma de quadrados em
K. Logo a forma < 1,1,...,1 > ¢ anisotrépica. Pela Proposicao 4.24 todo fator
simples B de K[G] é invariante por involugao e tp, a forma trago canonica restrita
a B, é definida positiva. Pelo Teorema de Wedderburn 2.11 existe um isomorfismo
i: B — M(r,D), onde D é uma algebra com divisao sobre K. Pelo Teorema de
Frobenius 4.26 devemos ter D = K, K(v/—1) ou H. A involugao canénica o |, induz
uma involugao 7 em M (r, D) via o isomorfismo ¢, como segue:
B 7 B
zl Jz T=i000( !
M(r,D) —— M(r,D)

O isomorfismo ¢ ¢ uma isometria entre tp e b = tp/,,p). De fato, temos que
mostrar que tp(x,y) = b(i(x),i(y)), ou seja, tp(xo(y)) = tu@,p)(i(z)7(i(y))). Mas
Hi(y) = i0i (i(y)) = i0(y), 1080 taem(i@)T(i(W)) = targem(i(@)io(y) =
trr,p)(i(zo(y))). Tomando uma base {eq, es, ..., e,2} para B e {i(e1),i(ez), ..., i(es2)}
para M(r, D) e calculando as matrizes de lyo) 1 B — B e ligoqy)) : M(r,D) —
M (r, D) nas respectivas bases, obtemos a mesma matriz. De fato, como i(zo(y))i(e;) =
i(xo(y)ej), se zo(y)e; = arje; + -+ + aje, com a;; € K, temos i(xo(y))i(e;) =
aiji(er) + -+ + arji(er). Logo tp(xo(y)) = ta,p)(i(x)7(i(y))). Agora, como tp é
definida positiva, temos que b é definida positiva. Vamos mostrar que b sé pode
ser positiva se (M (r,D),7) ~ (M(r,D),t o 7). Pelo Teorema da Classificacao de

Involugoes 4.10 existe uma matriz inversivel U tal que 7(;;) = U(ag;) U, onde

68



~ ¢éainvolucao em D e U = +T". Podemos trocar U por qualquer matriz hermi-
tianamente congruente a ela, com isso estaremos trocando o isomorfismo ¢. Mais
especificamente, trocar U por uma matriz PUP (com P inversivel) significa trocar
o isomorfismo 4 pelo isomorfismo j : B — M(r, D) definido por j(b) = Vi(b)V 1,
onde V = Pt

Vamos analisar cada uma das trés possibilidades para D separadamente.

Se D = K entao ~ é a identidade e temos que U é simétrica e definida. Caso
contrario a forma definida por U nao seria definida, ou seja, existiria um vetor x # 0
tal que 2'Ux = 0. Considerando esse vetor como uma matriz coluna X € M(r, D)
teremos X'UX = 0, logo b(X", X*) = ta(r.p)(X'7(X")) = tas(r,p)(X'UXU) = 0.
Isto contradiz o fato de que b é definida positiva. Assim, sendo U definida, positiva
ou negativa, pelo Corolario 4.19 temos que U é congruente a matriz +1. Dessa forma

basta trocar U por I ou —I e obtemos 7(a;;) = (a5;)".

Se D = K(y/—1), a involugao ~ é a conjugagao complexa, temos que t o~ é uma
involugao de segunda espécie. Pelo item (3) do Teorema 4.10, podemos encontrar U
tal que U = U'. Usando o mesmo argumento do caso D = K mostramos que U ¢é
definida. Agora, pelo Corolario 4.20, temos que U é congruente a matriz +I donde

segue o resultado.

Se D = H, temos que ~ ¢ a involugao canonica. A matriz U nao pode ser
anti-hermitiana, pois assim b seria isotrépica. (Para B = H podemos mostrar que
b=<1,—1,—1,1 >. O caso geral pode ser reduzido a este, escrevendo U na forma
diagonal e considerando o subespago e;1H de M(r,H).) Logo U é hermitiana.
Para concluir que U é definida usamos novamente o argumento do caso D = K.

Pelo Teorema 4.18 U é congruente a matriz £I, o que finaliza a demonstracao. m
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Capitulo 5

Algebras Semisimples com uma
Involucao Positiva

Nosso objetivo agora é demonstrar um teorema de Boulagouaz, M.,Oukhtite, L., [2]
que estende o Teorema 4.27 para uma algebra semisimples de dimensao finita com
involucao positiva. Neste capitulo K serd sempre um corpo real fechado e A uma

algebra semisimples.

Como A é semisimples, pelo Teorema 2.20, A tem decomposi¢ao tinica em soma
l

direta de componentes simples A;, ou seja, A = EBA"‘ Mais ainda, cada A; é
i=1
gerado por um unico elemento e; idempotente central primitivo, e 1 =e; +--- 4+ ¢;.

Lembremos que se o é uma involucao sobre A, entao o restrita a uma componente
simples A; nao é necessariamente uma involucao. Pela unicidade da decomposicao
de A temos que o(A;) = A;. Portanto ¢ induz uma involucao em A; se, e somente,
se 0(A;) = A;, que equivale a o(e;) = e;. Consideremos agora o trago como definido
anteriormente, onde para cada a € A, Tr(a) = tr(l,). A involugdo o sobre A é dita

positiva se esta é K-linear e Tr(o(a)a) > 0, para todo a # 0, a € A.

A involucao utilizada no Teorema 4.27 é uma involugao positiva, como veremos

no exemplo a seguir.

Exemplo 5.1. Considere G um grupo finito e seja o a involugao canodnica da algebra

de grupos K|[G], definida por U(Z azg) = Zagg_l. Por definicdo, o é uma in-
g

g
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volugao K-linear. Mais ainda, se x = E a,g9 € K[G], vimos na demonstragao da

9
Proposicao 4.24 (pg.65) que Tr(o(x)z) = n.Zaé, onde n ¢ a ordem de G. Se

9
x # 0, existe go € G tal que ay, # 0. Portanto Tr(o(z)x) > n.afm > 0. Donde segue

que o é uma involugao positiva.

Observe que uma involugao positiva deve deixar invariante cada componente
simples A; de A. De fato, suponha que o(A4;) = A; com ¢ # j. De 4;A4; =0
para i # j, temos que o(z)r = 0 para todo z € A;, que contradiz o fato de que
o é positiva. Entao o(4;) = A; e assim a restricdo de o a A; é claramente uma

involugao positiva.

A préxima proposicao nos da o comportamento dos ideais de A em relagao a

uma involucao. Para sua demonstragao necessitamos do seguinte lema.

Lema 5.2. Seja (B,o) uma dlgebra central simples com involugao. As sequintes
afirmacoes sao equivalentes.
(1) Para todo x € B, se o(x)xr =0, entao x =0.

(2) Todo ideal a direita de B € gerado por um elemento idempotente simétrico.
Demonstracao: [1], Corolario 1.8 pg 465. =

Proposicao 5.3. Seja o uma involucdo positiva sobre A. Entao sequem as afirmacoes.
(1) Todo ideal bilateral de A € invariante sob o.

(2) Todo ideal a direita I de A € gerado por um tnico idempotente simétrico.

Demonstracao: (1) Seja I um ideal bilateral de A. A semisimplicidade de A e o
Corolario 2.22 asseguram a existéncia de um elemento e idempotente central em A
tal que I = Ae. Para cada idempotente central primitivo e;, temos que ee; e (1 —e)e;
sao idempotentes centrais ortogonais. Claramente ambos sao idempotentes centrais

e, como (ee;).((1 —e)e;) = (ee;).(e; — ee;) = ee; — ee; = 0, segue a ortogonalidade.
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Note que e; = ee; + (1 — e)e; e como e; é primitivo, temos que ee; = 0 ou ee; = e;.
l

O fato de que e = el = Zeei, nos leva a concluir que e = Zei, tal que S
i=1 ieS
é subconjunto de {1,2,...,l}. Conseqlientemente, o(e) = e, pois o é positiva e

o(e;) = e;. Portanto o([) = Ao(e) = I.
!
(2) Seja I um ideal & direita de A = @Ai, entdo [ = eA = eA; +--- + €A
i=1
Como e € A temos que e = 3 + --- + 3, com 3; € A;. Sabemos que e = e, logo

(? = 3, para todo i =1,...,l. Assim
eA; = A+ -+ BiAi + - + BiA; = BiA; paratodo 1 =1,..., L

Dessa forma I = (1 A1 + --- + 5;A; com [; idempotente em A;. Podemos escrever
I =1+ --+1;, onde I; é o ideal a direita de A; gerado por ;. Como o é positiva,
para todo x € A;, se o(z)xr = 0, entdo z = 0. De acordo com o Lema 5.2, cada ideal
I; é gerado por um «; € A;, tal que o; é idempotente simétrico, ou seja, I; = a; A;
e o(0;) = o. Fixemos f =g + -+ 4+ ;. Como ¢y, o sdo idempotentes ortogonais
para todo ¢ # j, f também é idempotente e o(f) = f, portanto I = fA. Suponha
agora que f e f’ sao idempotentes simétricos tais que I = fA = f’A. Tendo em
vista que f € f'A temos que f = f'z, com x € A. Aplicando f’ a igualdade anterior
temos f'f = f'z, logo f = f'f. Analogamente ' = ff’. Como f’ e f sdo invariantes
sobre o, segue que f' = o(f') = o(ff') = o(f)o(f) = f/f = f. m

Lema 5.4. A admite uma involucao positiva se, e somente se, toda componente

simples A; de A admite uma involugao positiva.

Demonstracao: Se A admite uma involugao positiva o temos que o(A4;) = 4; e

portanto o |A é uma involugao que é claramente positiva em A;. Reciprocamente
1

seja o; uma involugao positiva em A;, e seja o : A — A definida por o(z1+- - -+x,) =

oyxry + -+ + o.x,., com z; € A;. Vamos mostrar que o é uma involucao. Sejam
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1+ + T Y1+ -+ Yy, € Atemos que

o+t ) 4 u)) = ol ) 4t @+ ) =

oy +uy)+ - +o (v, +y) =0o1(x) +o1(n) + - + o (x,) + 00 (yr) =

or(z1) + - +onlz) o)+ +orly) =olar+ -+ o) +olyr + - +u).
Como A;A; = 0 para i # j segue que ((x1 + -+ x,).(v1 + -+ u)) = ((x1.91) +
-+ (2,.y)). Assim

o((xr+ - +a) - +y)) =o((@ey) + -+ (Ty) =

o(r1y) + -+ on(wpye) = o1(yn).o1(x) + -+ 0 (yr).on(2,) =

(01(y1) + -+ ov(yp)-(o1(@1) + -+ ov(@r) =o(pr + - +yp).o(@1 + -+ 30).
Para finalizar, o(o(z1 + -+ + 2,)) = o(o1(x1) + -+ + op(x,)) = or09(x1) + -+ - +
0.0 (T,) =21+ - + T

Agora mostraremos que o é positiva. Como A;A; = 0 para i # j, segue também

que Tr(o(x)x) = TT(Z oi(x;)x sz ZT?” oi(x;)z;). Como = # 0 existe

algum 1 < 7 < r tal que zj # 0. Como gj é posmva temos Tr(oj(x;)z;) > 0 e

portanto 7'r(o ZTT oi(x;)z;) > Tr(oj(z;)z;) >0.m

Pelo Teorema de Wedderburn cada A; é isomorfo a M(n;, D;), onde D; é um
anel com divisao sobre K. Sendo K real fechado, pelo Teorema de Frobenius 4.26,
D; = K ou D; = K(y/—1) ou D; = H. Denotemos por o o endomorfismo de A
definido em cada componente simples M (n, D) por o(z;;) = (T;; ), onde T = z se
D= K,se D= K(y/—1) temos que T é a conjugacao complexa e se D = H teremos
que T é a involucao canonica. Entao ¢ é uma involucao positiva bem definida. De
fato, como vimos no exemplo 4.6 do Capitulo 4, nos trés casos ¢ é uma involucao.
Mais ainda, para todo z € D, o(z)x = Tx = p € K, e 1 é uma soma de quadrados.

Portanto Tr(o(x)x) = p.n > 0.

Proposicao 5.5. Toda involugcao positiva T sobre uma componente simples A; de

A pode ser estendida a uma involucdo positiva sobre A.
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Demonstragao: Pelo visto acima, A possui uma involugao positiva . Além disso,

a restricao de o a A; é uma involucao. Consideremos a aplicacao 6 : A — A definida

por 0(z) = 7(x;) —|—Za(xj), para todo = = x; +Z(xj), com z; € A;, v; € A; para
) 1#] 1#]

1 # j. E facil ver que # é uma involugao sobre A estendendo 7. Afirmamos que 6 é

uma involucao positiva sobre A. De fato, seja x = x; + Z x; um elemento nao nulo
i#]
de A, logo 0(x)x = 7(x;)x; + Z o(z;)x;. Sendo x # 0 deve existir algum 1 <[ <r
i
tal que z; # 0. Se | =i, como Tr(o(x;)x;) > 0 para todo i # j, entao

Tr(0(x)x) = Tr(r(z;)x;) + ZTr(a(xj)xj) > Tr(r(x;)z;) > 0.
Se | # i entao 7

Tr(0(z)x) = Tr(o(z)x;) + Tr(r(x;)x;) + Z Tr(o(z;)x;) > Tr(o(x)x;) > 0.
JFbl

Observagao 5.6. Seja M(n, D) uma componente de A e seja ¢ uma involugao
positiva sobre A. Se D = K ou H, entao C(D) = K, como ¢ é K-linear, concluimos
nesse caso que o ¢ a identidade em C'(D). Se D = K(v/—1) temos que C(D) = D,
entdo o(y/—1) = ++/—1, mas pela positividade de o segue que o(v/—1) = —v/—1.

Dessa forma o(z) = T para todo x € C(D).

Logo involugoes positivas sobre A induzem a mesma restricao sobre o centro de
cada componente simples 4; de A, ou seja, essa restricao sé depende da positividade

e nao da agao da involugao.

Lema 5.7. Para a,b € A, as sequintes condi¢oes sao equivalentes.
(1) h(z,y) = Tr(ac(z)by) € uma forma bilinear simétrica nao-degenerada.

(2) a e b sio inversiveis e o(b) = \b, a(a) = A\"'a, onde A € C(A) e c( M)A = 1.

Demonstracao: Assumiremos (1) e vamos mostrar a validade de (2). Primeira-
mente afirmamos que a é inversivel. Caso contrario, a seria um divisor de zero, ou

seja, existe ¢ € A tal que ac = 0. Como o é sobrejetora existiria z € A tal que
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0(z) = c e assim h(z,y) = 0 para todo y. Isto contradiz o fato de que h é nao-
degenerada. Analogamente prova-se que b é inversivel. Pela simetria da aplicagao
Tr obtemos h(z,y) = Tr(a(o(x)by)) = Tr((c(z)by)a) e como o é K-linear segue
que h(y,x) = Tr(ac(y)bx) = Tr(c(ac(y)bx)) = Tr(c(z)o(b)yc(a)). Pela sime-
tria de h temos Tr(o(z)bya) = Tr(o(z)o(b)yo(a)), para todo x,y € A. Como
h é nao-degenerada bya = o(b)yo(a), para todo y € A. Fazendo y = 1 temos
b~lo(b) = ac(a™). Assim b~'o(b)y = yb~'o(b), para todo y € A. Logo existe
A € C(A) tal que b'a(b) = A, dessa forma temos que o(b) = A\b e a = Ao(a). Como
b é inversivel temos 1 = o(1) = o(bb™!) = o(b™1)o (), agora note que o(\) = o(b1)b
e o(b) = bA, pois A € C'(A). Assim fazendo as devidas substitui¢des concluimos que

A é inversivel e o(A\)A = 1.

Agora assumindo (2) provaremos (1). Pela K-linearidade de o e a simetria da

forma traco, segue que
h(z,y) = Tr(ao(z)by) = Tr(o(ac(z)by)) = Tr(o(y)o(b)ro(a)) =

=Tr(o(y) \bax X" a) = Tr(o(y)bxa) = Tr(ac(y)bx) = h(y, x).

Logo h é simétrica. Seja x € A tal que h(z,y) = 0, para todo y € A. Entao
Tr(ac(x)by) = 0 = t(ac(z)b,y), para todo y € A. Como t é nado-degenerada
obtemos que ac(x)b = 0. Como a e b sdo inversiveis teremos o(x) = 0, logo = = 0,

pois o ¢ injetora. Portanto h é nao-degenerada. m

O teorema a seguir estende o Teorema 4.27 para uma &algebra semisimples de

dimensao finita com uma involugao positiva.

Teorema 5.8. Sejam A uma dlgebra semisimples de dimensao finita sobre K e o
uma involucdo positiva sobre A. Para cada componente simples B de A

(1) (B,0) ~ (M(n,K),t) e o é ortogonal ou

(2) (B,o) ~ (M(n,H),to") e o é simplética ou

(3) (B,o) ~ (M(n, K(v/—1)),to") e o € do sequndo tipo.
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Demonstracao: Seja B uma K-dlgebra simples de dimensao finita, pelo Teorema
de Wedderburn existe uma dlgebra com divisao D sobre K tal que B ~ M (n, D).
Seja ® : B — M(n, D) um isomorfismo. Entao ® induz uma involugao 7 sobre
M (n, D) definida por v = ®oco® . Como 79 0P = ® o0 temos que P :
(B,o) — (M(n,D),~e) é um isomorfismo de élgebras com involucdo. A involugao
~e € positiva. De fato, se Y € M(n, D) tal que Y # 0, entao existe um elemento
0#be B tal que Y =®(b). Assim
Tr(v9(Y)Y) = Tr(®od (P ()) (b)) = Tr(Pa(b) @(b)) = Tr(®(a(b)b)) = Tr(a(b)b) > 0,

sendo que a tultima igualdade segue da Observacao 3.19. Sabemos que as involugoes
positivas ve € t o~ da K-algebra simples M (n, D) induzem a mesma restri¢ao sobre
o centro C(D) de D, ou seja, ambas possuem o mesmo corpo fixo. Assim pelo
Teorema da Classificacao das Involugoes 4.10, existe U € GL(n, D) satisfazendo
U =40, tal que vg(X) = UX UL para todo X € M(n, D). Como g é positiva,
entao Tr(UYtU_lX) > 0 para todo X € M(n, D) tal que X # 0. Portanto U =
U'. Agora, usando o Lema 5.7, concluimos que hX,)Y) = Tr(UYtU_lY) é uma
forma bilinear simétrica nao-degenerada sobre a dlgebra simples M(n, D). Como
h é definida positiva, temos que U é definida positiva. Pelo Exercicio 17 da secao
9.3 de [3], existe algum elemento V' € GL(n, D) satisfazendo V' =V tal que V2 =
U. Entao a aplicagao ¢ : B — M(n, D) definida por 1(b) = V-1®(b)V, é um
isomorfismo de K-algebras. Além disso, ¢ induz uma involugao -, sobre M (n, D)
definida por 74 = 1 oo o9~ Para finalizarmos a demonstragao, é suficiente
mostrarmos que v, = to~. Seja X € M(n, D), usando que ¢y 1(X) = &~ H(VXV 1),
obtemos
W(X) =v ooy H(X) =d(a(@TH(VXVT))) = h(P e(VXV ™)) =

H@HUVXVIU ) =V 2e@ (WU VXV IU Y)Y =V U VXV LU Y.
Como V2 = U e V' = V concluimos que 7y(X) = Yt, para todo X € M(n, D).

Conseqilientemente (B, o) Y, (M(n,D),t o ~) é um isomorfismo de dlgebras com

involucao. m
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Sejam o e 7 duas involugoes da primeira espécie sobre uma algebra central simples
(sobre um corpo de caracteristica diferente de dois) e int(u) o automorfismo interno
da conjugagao por u. Sabemos que o e 7 tem o mesmo tipo se, e somente se,
7 = int(u) oo sendo que u é um elemento inversivel tal que o(u) = u. Analogamente
o e T tem tipos diferentes se, e somente se, o(u) = —u. Se ¢ e T sdo da segunda
espécie e possuem o mesmo corpo fixo, entdo podemos escolher 7 = int(u) o o, onde

o(u) = u. Deste comentario junto com o Teorema 5.8 temos o seguinte coroldrio.

Corolario 5.9. Seja 0 uma involugao positiva sobre A. Se T € uma outra involugcao
positiva sobre A, entao T = int(u) o o para algum elemento inversivel u € A satis-

fazendo o(u) = u.

A reciproca do corolario acima nao é verdadeira. Vejamos um contra-exemplo.
Seja K um corpo real fechado e seja D3 o grupo diedral de ordem 6. Considere
a dlgebra de grupos A = K[Dj3], com a involu¢do canonica positiva o definida por
O'(Z agg) = Zagg_l. Como D3 = {1,a,r,r Y ar,ar ™}, onde a®> = 1,1 =1 e

g g

ara = r71 entdo a é inversivel e o(a) = a. Conseqiientemente, 7 = int(u) o o é

uma involugio sobre A. Fixando x = r — 77!, temos 7(z)r = =2+ r +r~!. Como
Tr(r +r~1) = 0, pois r + 7! € G, segue que Tr(7(z)x) = —12 < 0. O que prova

que 7 nao é uma involugao positiva sobre A.

Para finalizarmos este trabalho, seja ¢ uma involugao positiva sobre A definida
sobre cada componente simples M(n, D), como acima, por o((z;;)) = (T7;)". Seja

U(A) o conjunto dos elementos inversiveis de A. Fixando
C(0) = {a € U(A); existeb € Acomo(b) =be b =a}.
Teorema 5.10. As involugoes positivas de A sao {int(u) o o,u € C(0)}.

Demonstragao: Como o é positiva, claramente int(u)oo é uma involugao positiva.

Reciprocamente, seja 7 uma involucao positiva sobre A. Pelo Corolario 5.9, existe

um elemento inversivel u € A tal que o(u) = uwe 7 = int(u)oo. Como Tr(u o (z)uy)
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¢ uma forma bilinear simétrica nao-degenerada definida positiva, pelo Exercicio 17
da segao 9.3 de [3], existe um elemento v € A tal que o(v) = v e v? = Au, onde \ é
um elemento do centro de A. Tomando u' = Au, é facil mostrar que 7 = int(u') o o,

com o(u') = v’ eu = v? Portanto v’ € C(c), e obtemos o desejado. m
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