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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre composicoes de imersoes isométricas,
seguindo o artigo ”On Compositions of Isometric Immersions” de Marcos Dajczer e Ruy
Tojeiro (cf. [DT1]). O problema consiste em determinar condigoes suficientes sobre duas
imersoes isométricas f : M™ —» Q" e g: M™ - Q" dadas, de modo que a imersao
g seja uma composicao, num sentido que serd esclarecido adiante. Ainda seguindo
o artigo [DTi], apresentamos uma aplica¢do ao problema de determinar quando uma
variedade riemanniana pode ser imersa isometricamente em duas formas espaciais de

curvaturas seccionais distintas.
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Abstract

In this work we deal with compositions of isometric immersions, following the paper
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Introducao

O objetivo deste trabalho foi estudar o artigo: ”On Compositions of Isometric
Immersions”, de Marcos Dajczer e Ruy Tojeiro (cf.[DT:]). A motivagdo, para este
artigo, foi entender as imersoes isométricas de baixa codimensao da esfera redonda
S™ no espaco euclideano R"*?. Como se tem uma familia de imersoes isométricas de
S™ em R™? que podem ser obtidas compondo a inclusao i : S - R""! com uma
imersao f : R"*! _, R"*P levantou-se a questao: quando que uma imersao isométrica
de S™ em R"P poderia ser composicao dessa maneira. Em 1972 Erbacher provou,
para p = 2 e n = 4, que numa vizinhanga de pontos nao umbilicos uma imersao de S
em R™"P ¢ necessariamente uma composicao do tipo acima. Num trabalho posterior,
O’Neill sugere que um resultado similar ao de Erbacher deveria valer para codimensao
p = n — 2, sob algumas condicoes. E durante o processo para obter uma solucao a
esse problema, os autores Marcos Dajczer e Ruy Tojeiro levantaram a seguinte questao
mais geral: dada uma imersao isométrica g : M" — Q7P p =2 en =4, quando esta é
uma composicao de imersoes isométricas? Essa questao tem sido abordada da seguinte
maneira, dadas imersoes isométricas f : M™ - Q"9 e g: M™ - Q"P, ¢ < p, quais
condigoes sobre f e g irdo implicar que g é uma composigao? O artigo [DT:] aborda
essa questao para codimensao de f igual a 1 e nos fornece um resultado que garante

quando g é uma composicao.

O artigo também estuda outro problema que pode ser relacionado com aquele de
composi¢ao de imersoes isométricas. Trata-se de determinar quando uma variedade

riemanniana pode ser isometricamente imersa em duas formas espaciais de curvaturas
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seccionais distintas. O resultado obtido em [1] para esse problema permite interpretar

geometricamente essas imersoes, caso existam.

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos. No Capitulo 1, apresentamos con-
ceitos basicos sobre variedades riemannianas, fibrados vetoriais e espaco de Lorentz,
com o intuito de fixar notacoes e apresentar resultados e propriedades que serao uti-

lizados em seguida.

Como a teoria de formas bilineares planas foi importante no decorrer do trabalho,
dedicamos o Capitulo 2 somente a ela. Comegamos pelos conceitos béasicos e alguns

exemplos, seguidos pelos principais resultados que serao utilizados mais adiante.

Ja no Capitulo 3 descrevemos o problema da composicao de imersoes isométricas,
estudamos os teoremas e resultados auxiliares, para depois abordar o Teorema principal

do artigo [DT1] (cf. Teorema 3.7).

No Capitulo 4, apresentamos o problema da imersao de uma variedade riemanniana
em duas formas espaciais distintas, relacionado com o problema de composicao de

imersoes isométricas, como citado acima.

E finalmente no Capitulo 5, expomos alguns resultados posteriores fornecidos pelos
artigos [DT:| e [DF] e apresentamos a relagdo entre o problema de composigao de

imersoes isométricas com os problemas de rigidez e reducao de codimensao.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduzimos conceitos basicos da teoria de subvariedades que serao
usados no decorrer do trabalho. Inicialmente, apresentamos algumas definigoes e fatos
de variedades riemannianas, fibrados vetoriais, imersoes isométricas, as férmulas de
Gauss e Weingarten, e a partir delas, as equagoes fundamentais de uma imersao
isométrica. Fazemos também um breve estudo sobre o espaco de Lorentz. Em geral

omitimos as demonstragdes, as quais podem ser encontradas em [Di], [dC] , [O’N].

1.1 Conceitos Basicos

Uma métrica riemanniana em uma variedade diferencidvel! M ¢é uma correspon-
déncia que associa a cada ponto p de M uma forma bilinear simétrica definida positiva
LG no espaco tangente T, M, que varia diferenciavelmente, no seguinte sentido: para
todo par X, Y de campos vetoriais diferenciaveis em uma vizinhanca U de M, a funcao

[X, Y [¢ diferenciavel em U.

Denotaremos por X(M) o conjunto dos campos tangentes de vetores de classe C'>

em M e por C*°(M) o conjunto das fungoes reais de classe C* definidas em M.

Uma conexdo afim [erh uma variedade diferenciavel M é uma aplicagao

X (M) < X(M) - X(M)

I'No decorrer do trabalho, sempre que nos referirmos a ”diferencidvel”, estamos querendo dizer de
classe C'*°
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denotada por [(X1Y) = W que satisfaz as seguintes propriedades:
1) LdygyZ = f A+ g 4
2) [x¥ +72)= A+ [x4

3) LY = f LA+ X(f)Y
onde X,Y,Z CH(M) e f,g CTF(M).

Uma conexao afim [erh uma variedade riemanniana M é chamada de conexdao de
Levi-Civita (ou riemanniana) se satisfaz as seguintes condigoes:

4) [Cédimétrica, ou seja, Y — [N = [X, Y] para todo X, Y [CX(M)

5) [Cé&dompativel com a métrica riemanniana de M, ou seja, X [V, Z [3F LM, Z 5
VW, [xApara todo XY, Z CX(M).
E sabido que [estd univocamente determinada pela métrica 101

O operador de curvatura R de uma variedade riemanniana M é uma correspondén-
cia que associa a cada par X, Y [H(M) uma aplicagdo R(X,Y) : X(M) - X(M)

dada por

R(X,Y)Z = G A— A - O hyZ, Z CXM)
onde [éh conexao riemanniana de M.

O tensor de curvatura R : X(M) x X(M) x X(M) < X(M) - C>*(M) de uma
variedade riemanniana M é definido por R(X,Y,Z, W) = [R(X,Y)Z, W Conde C[]1é
a métrica riemanniana de M.

Intimamente relacionada com o tensor de curvatura esta a curvatura seccional, que

passamos a definir. Dado um ponto p [ e um subespaco bidimensional V' [CTJM,

a curvatura seccional de M relativa a V é o nimero real

R(X,Y)Y,XO
|X Y2

K(X,Y)=K(V)=

onde {X, Y} é uma base qualquer de V e | X [YI? = | X]?|Y|]? — (X, Y 2]

Pode-se mostrar que se M denota uma variedade riemanniana de curvatura sec-
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cional constante ¢ o operador de curvatura R de M é dado por

R(X,Y) = ¢(X [Y))

onde (X )7 = W, Z[X — X, Z[F para todo X, Y, Z CH(M).

A seguir vamos apresentar alguns conceitos sobre Fibrados Vetoriais.

Sejam E e M variedades diferencidveis e 7 : E - M uma aplicagao diferenciavel.
Dizemos que (F,m, M) é um fibrado vetorial diferencidvel de posto k sobre M, ou

simplesmente um fibrado vetorial sobre M, quando para cada x [CM temos:
(i) #*(z) é um espago vetorial de dimensao k;

(i) existe uma vizinhanga aberta U de x em M e um difeomorfismo ¢ : 7= 1(U) -
U x R* cuja restricio a 7 1(y) é um isomorfismo sobre {y} %< R* para cada y LI
Chamamos a variedade E de espacgo total, m a projecao e M o espago base. No que

segue denotamos o fibrado (E, 7, M) por 7 : E — M ou até mesmo por E.

Para cada ¥ [ denotamos por E, = 7~ '(z) a fibra de E sobre x. Uma se¢do
local de E sobre um aberto U ¢ uma aplicacao diferenciavel ¢ : U - E tal que
7o & = idy, ou seja, para cada y [, {(y) [CH,. Se U = M dizemos que £ é uma
se¢ao global, ou simplesmente uma se¢iao de m. Denotamos por I'(E) o conjunto das
segoes de F. Temos que para cada e [CH existe uma sec¢ao local (ou global) £ tal que
£(m(e)) = e. Em particular, isto mostra que o conjunto I'(E) das se¢oes de 7 é néo
vazio. Com um certo abuso de linguagem, vamos nos referir a uma sec¢ao £ em I'(E),

como & LEL

Dado um fibrado vetorial (E, 7, M) e um subconjunto F' [FEltal que a restrigao
7. ' - M seja ainda um fibrado vetorial, dizemos que F' é um subfibrado vetorial
de E se a inclusdo i : F' - E leva (m),.)~!(x) linearmente em 7~ !(z) para todo = .

Isso significa, em particular, que (7,)~'(z) é um subespaco vetorial de 7' (z).
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Seja (E, 7, M) um fibrado vetorial e seja U uma subvariedade? de M. Definimos o

seguinte fibrado vetorial
E, ={(z,2):2 1 Z L}
Como exemplo de fibrado vetorial temos o fibrado tangente

TM ={(p.X); p LM, CT) M}

de uma variedade diferenciavel M™ é um fibrado vetorial de posto n sobre M. Nesse
caso, um campo tangente X : M — T'M é uma secao de T'M. Mais adiante veremos

outros exemplos, como o fibrado normal TM* de uma imersao isométrica f : M" -

N"™?, que é um subfibrado de T'N|, ..

A soma de Whitney dos fibrados vetoriais (Ey, w1, M) e (Ea, me, M) é definido como
o fibrado

m Ducdy s By DGy - M
onde

By Gu¥y ={(e1,e2) CEy X Ey : m(er) = ma(ez)}

e a projecao é dada por m; Lyrta((eq,e2)) = mi(e1) = ma(ez). No que segue, a soma de

Whitney serd denotada simplesmente por [_1

Dados (FEy,m, My) e (Fa,ma, M) fibrados vetoriais e um difeomorfismo ¢ : M; —
M,. Dizemos que uma aplicacao diferencidvel (E . By - E5 é um isomorfismo de

fibrados vetoriais ao longo de ¢ se, para todo x [_M; temos:

(i) meop=gom eo(r (z) = (p(x));

ii) a restricao b . Y (2) - Ta(d(x)) é um isomorfismo de espagos vetoriais.
\ 1 ( 1
1

@)

Uma métrica riemanniana g sobre um fibrado vetorial (E, 7, M) é uma aplicacao

g :T(E) x T(E) - C*(M)

2definimos mais adiante na secio 1.2
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C*(M)-bilinear, simétrica e definida positiva. Um fibrado vetorial (E,m, M) mu-
nido com uma métrica riemanniana é chamado fibrado vetorial riemanniano. Se g
for C°°(M)-bilinear, simétrica, indefinida de assinatura 1 essa métrica é chamada
métrica lorentziana e um fibrado munido com essa métrica é chamado de fibrado veto-

rial lorentziano. Uma isometria de fibrados vetoriais riemannianos é um isomorfismo
de fibrados 7 : (E1, 1) - (E2, g2) tal que gi1(&,n) = g2(7(£),7(n)) L&n LIIEL) .

Dado um fibrado vetorial E, definimos uma conexdo linear em E como uma aplicagao
R-bilinear [X(M) x I'(E) - I'(F) definida por [{X1¢) = [£&] satisfazendo para
cada f CCI(M), X CH(M) e £ LITTE), as seguintes propriedades:

(i) Lk = f kg
(i) Ll¥E) = X()€+ [ Lxd
Seja (F,m, M) um fibrado vetorial com uma conexao linear [_IDizemos que uma

secao & LTI FE) é paralela se [x&= 0 para todo X [X(M). Um subfibrado F' [CElé
chamado paralelo se, para toda se¢ao n CLIF) e todo X CH(M) temos Ll CTTF).

Consideremos agora um fibrado vetorial riemanniano £. Uma conexao linear [ €1

compativel com a métrica g se

Xg(§m) =g(x8n) +g(§, Lxg) X CX(M), [C&n CITE).

1.2 Imersoes Isométricas

Sejam M™ e N™ variedades diferencidaveis de dimensoes m, n respectivamente. Uma
aplicacao diferencidvel f : M - N ¢é uma imersao se a diferencial df, : T,M — Tt N
é injetora para todo p [LM. Se f é uma imersao e, ainda, um homeomorfismo sobre

f(M) [Nl onde f(M) tem a topologia induzida por N, diz-se que f é um mergulho.

Anunciamos um resultado a seguir cuja demonstragao segue usando o teorema da

funcao inversa.

Proposicao 1.1 Seja f: M™ - N™, uma imersao de uma variedade diferencidvel M
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em uma variedade diferencidvel N. Para todo ponto p LM, existe uma vizinhanga

U de p tal que a restrigao f|,, € um mergulho.

Se M [CNleainclusaoi: M — N éum mergulho , diz-se que M é uma subvariedade

de N.

Observemos que se f: M™ - N™ é uma imersao, entao m < n. A diferenca n—m
é chamada a codimensdo da imersao f. Em particular, se a codimensao é 1 dizemos

que M (ou f) é uma hipersuperficie de N.

Sejam agora M, N variedades riemannianas. Dada f : M — N uma imersao,
dizemos que f é uma tmersao isométrica se para todo p e X,Y LTLM temos
X, YL1l= [, (X),df,(Y)Ldp). Em particular, se, além disso, f : M - N é um
difeomorfismo, dizemos que f é uma isometria.

Observemos que se M, N sao variedades diferenciaveis, f : M — N é uma imersao

e N possui uma estrutura riemanniana entao f induz uma estrutura riemanniana em

M da seguinte forma
LY, Y L= Wdf,(X), dfp(Y) Ll

com X,Y [TLM. Assim a métrica de M é chamada métrica induzida por f e com

essa métrica f é uma imersao isométrica.

Dada f: M - N uma imersao isométrica, pelo que foi dito acima, f é localmente
um mergulho, logo em torno de cada ponto de M existe um vizinhanca U tal que
a restri¢ao de f a U é um mergulho sobre f(U). No decorrer do trabalho, identificamos
U com f(U) e campos X [NU com df(X) Cf(U) e consequentemente, podemos

considerar o espaco tangente de M em ¢ [Ul como subespaco do espaco tangente a N
em f(q) LAU).

Escrevemos
T,N = T,M CTIM~

onde T,M* ¢ o complemento ortogonal de T,M em T,N, chamado de espago normal
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a M em q. Desta decomposicao obtemos o fibrado vetorial

™t = | T,M"
qeEM

chamado de fibrado normal a M. Observamos que o posto desse fibrado é igual a
codimensao de f. Desta forma, o fibrado vetorial TN|, ,,, € a soma de Whitney do

fibrado tangente T'M com o fibrado normal TM*, isto ¢é,
TNy, =TM Lg'M*.
Com respeito a essa decomposicao, temos as projecoes
()7 :TN,,, - TM

()" TN,y —» TM*

as quais sao chamadas de tangencial e normal, respectivamente.

1.3 Equacgoes Fundamentais

Sejam M"™ e N™*? variedades riemannianas com conexoes de Levi-Civita [Cell 1
respectivamente, e seja f : M™ — N™P uma imersao isométrica. Dados campos
vetoriais X, Y [TIM, e ja assumindo as identificagoes feitas na se¢ao anterior, segue-se

que
T = ()" + (L)t
Observamos que Tﬂ faz sentido, pois dados campos X, Y [X(M) existem extensoes

X.Y de X.,Y e ainda como depende pontualmente de X, localmente de Y e

T:s(_fl nao depende da extensao de Y podemos denotar LQZI por L@:I

Nao é dificil verificar que (T:ﬂ satisfaz as 5 condigoes da conexao de Levi-Civita

e pela unicidade desta segue que ( [xY)" = M. Por outro lado, coloque a(X,Y) =
(H)*. Esta define uma aplicacio o : X(M) x X(M) - X(M)L, C(M)-bilinear
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simétrica chamada de segunda forma fundamental de f. Logo obtemos a Formula
de Gauss

L = C +o(X,Y) XY CTM. (1.1)

Seja f : M — N uma imersao isométrica. Dizemos que f é totalmente geodésica em
x se a(z)(X,Y) = 0 para todo X, Y [T}, M. Se isso ocorrer para todo x [,

entao dizemos que f é totalmente geodésica.

Dados X M e ¢ COM*, temos que

Ged= (L)' + (e
Defina AcX = —( &) 7. Para todo Y [CM, das propriedades de [edla férmula de
Gauss segue que
0=XEYE OAy & @ Cad
= FAX + (GALYE E G + o(X,Y)O
= BAXYH Ea(X,Y)d

Portanto [A.X,Y &= [l(X,Y),{bara todo X,Y [TIM. Fica entdo bem definida a
aplicagao C*°(M)-bilinear A : TM><TM* - TM dada por A(X,£) = A¢X. E ainda, o
operador A¢ : TM — TM é C*(M)-linear e simétrico, ou seja, [A.X,Y 3= X, A, Y [
para todo X,Y L[IIM. O operador A é chamado operador forma ou operador de
Weingarten ou também a sequnda forma fundamental na direcao normal €.

A componente normal de TEI denotada por [£&] define uma conexao sobre o
fibrado TM~, compativel com a métrica, chamada conerdo normal de f. Obtemos

entao a Formula de Weingarten

L= —AX + Cha X oM, Ca COM*, (1.2)

A partir das férmulas de Gauss e Weingarten obtemos as chamadas equagoes funda-
mentais de uma imersao isométrica: equacao de Gauss, equacao de Codazzi e a equacao

de Ricci.
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Com as notagoes acima, denotamos por R e R os tensores de curvatura de M e N,

respectivamente. Dados X, Y, Z [TIM, pelas formulas de Gauss e Weingarten

A= LA+ LY, Z) =
= LA+ o X, A) — Aoy X + Ged(Y, 2).

Similarmente temos

DAL = GALA + oY, TA) — Aux )Y + Gal(X, Z).

E novamente pela féormula de Gauss

LochZ = LchZ + o([X, Y], Z).
Segue entao para todo X,Y, Z, W [TIM a Equagao de Gauss
R(X,Y)Z W[Z @(X, VZ, W (X, W), a(Y, Z2)F (X, Z), (Y, W)[]

Em particular, se K(X,Y) = [R(X,Y)Y,X[d K(X,Y) = [R(X,Y)Y, X Cllenotam
as curvaturas seccionais de M e N respectivamente, do plano gerado pelos campos

ortonormais X,Y L[ TIM, temos

K(X,Y)=K(X,Y)+ @(X, X),Y,Y)F [|a(X, V)]~

Por outro lado, tomando a componente normal de E(X ,Y)Z das expressoes acima,

obtemos a Equacao de Codazzi
(R(X,Y)Z)" = (Gea)(Y, Z) — (G (X, Z)

onde, por definicio, ( Ed)(Y,Z) = Ed(Y,Z) —a( LY, Z2) — a(Y, [xA).

De forma equivalente, para todo X,Y [CTIM e ¢ CTIM* e pelas férmulas de Gauss

e Weingarten temos

el a4y + G5 -
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= = [XAY — (X, AY) — Ay X + Gl
Similarmente temos
GALZ = — AX — a(Y, AcX) = AgLeY + GGzl
E pela formula de Weingarten
Caché = —A¢ A + A N + e
Tomando a parte tangente do operador de curvatura obtemos:

(R(X.Y)E)" = (GA)(X,€) — (LA)(Y,€)

onde ( A)(X,§) = LA X —A A —Ag. X, A equagao acima também ¢é chamada
de equacao de Codazzi por ser equivalente a equacao de Codazzi expressa anterior-

mente.

Podemos definir um operador normal de curvatura R* no fibrado normal TM~*
como uma correspondéncia que associa a cada par X,Y [TIM uma aplicacio R+(X,Y) :

X(M)*+ - X(M)* dada por

RY(X,Y)E = G- GAGZE- Gihe
Assim, tomando a componente normal de E(X, Y)¢ temos para todo X, Y [CIM
e ¢ M+ a Equagao de Ricci
(R(X,Y)E)* = R (X, Y)E+ a(AcX,Y) — a(X, AcY).
Como vamos trabalhar com imersoes isométricas em variedades riemannianas de
curvatura seccional constante, é interessante ver como as equacoes fundamentais ficam

nesse caso. Dada f : M™ - N™P temos para todo X,Y,Z W [COM e &,n CTIM*

que

Equacao de Gauss

[R(X,Y)Z,WE X [Y)Z, W X, W),aY,2)F @X,Z),alY, V)
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Equacao Codazzi

(Gea)(Y, 2) = (Gl (X, Z)

ou ainda

(L)Y, €) = (LA (X, 6).

Equacao de Ricci
RYX,Y)E = a(X, AY) — a(A:X,Y)
ou ainda

[BL<X7Y>£777E: m&AT]]vam

Vamos explicitar também as equacoes fundamentais para o caso de hipersuperficies.
Seja f : M™ - N™! uma imersio isométrica. Dados £ um campo unitério de TM* e

X,Y [CNM a formula de Gauss para esse caso sera
L = G + (A X, VIE

Por outro lado, como £ é unitario, temos que ET]@ €03 0 logo [E&= 0 para todo

X [COM. Portanto a formula de Weingarten sera
fl= —AX.

Usando o fato que a(X,Y) = [A:X, Y[£] vemos que a equagao de Gauss pode

ser escrita da seguinte maneira
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" + (A:X CAY)Z.
E a equacao de Codazzi agora serd
(RX,Y))" = (GA)X — (LAY

onde por definigao ( [A4,)Y = LK Y) — A L.
Observamos que, para hipersuperficies, a equacao de Ricci perde interesse pois

ambos os lados da equagao se anulam.
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E finalmente, para o caso em que a variedade ambiente N™*! possui curvatura

seccional constante igual a ¢ as equagoes de Gauss e Codazzi sao, respectivamente,

para todo X,Y M e ¢ COM*

R(X,Y) =¢(X X)) + A X [CAY

()Y = (LA X.

A partir de agora, Q?™? denota uma variedade Riemanniana (n + p)-dimensional,
completa e simplesmente conexa com curvatura seccional constante ¢ (formas espaci-
ais), isto é, a esfera euclideana S™P, o espago euclideano R"P ou o espago hiperbdlico
H2 P,

Para finalizarmos esta secao apresentaremos o Teorema Fundamental para

Subvariedades.

Teorema 1.2 (i) Seja M"™ uma variedade riemanniana simplesmente conezxa, (E, 7, M)
um fibrado riemanniano de posto p com uma conexdo [ _cbmpativel com a métrica,
e seja o uma se¢ao simétrica do fibrado de homomorfismo Hom(TM % TM, E). De-
fina, para cada se¢ao local § de E, uma aplicacao Ae : TM — TM por [A:X,Y =
(X,Y),{(hara X,Y [COTM. Se o e U_shtisfazem as equagoes de Gauss, Co-
dazzi e Ricci para o caso de curvatura seccional constante ¢ entao existe uma imersao
isométrica f : M™ - Q" e um isomorfismo de fibrado vetorial f: E - TM* ao

longo de f tal que para todo X,Y LTIM e todas as segoes locais n, & de E

CAE), f(n) = @y

fa(X)Y) =a(X,Y)
f 8= LEAE)
onde & e [Z3do a sequnda forma fundamental e a conexdo normal de f, respectiva-

mente.
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(ii) Suponha que f e g sao imersoes isométricas de uma variedade conexa M"™ em

QUtP. Sejam TYM*, oy e EfL:MenOtando o fibrado normal, a sequnda forma funda-
. ‘ : 1

mental e a conexao normal de f, respectivamente, e seja TyM—, oy e gb fibrado

normal, a sequnda forma fundamental e a conexdo normal de g respectivamente. Se

existe um isomorfismo de fibrado ¢ : TyM* - T,M* tal que, para todo X,Y T e
todo &,n Ty M+
(), o(n) &= & n]

¢af<X? Y) = Oég(X, Y)

¢ Gk = Lb(9),

entao existe uma isometria T : QP - QP tal que

g=T1°f e clT|TfML = ¢.

1.4 Distribuicoes e Folheacoes

A seguir vamos definir mais alguns conceitos que sao utilizados nos proximos capitulos.

Uma distribuicao D de dimensao k em uma variedade M™, (k < n) é uma escolha,
para cada p LM, de um subespaco vetorial D, de dimensao k, de T, M. Dizemos que
D é diferencidvel se para cada p [CM existe uma vizinhanca U, e campos diferencidveis
em U, que geram D, no sentido que, para cada ¢ em U,, X;i(q),...,Xk(q) geram D,.
Se X [CA(M) dizemos que X [ se X(p) [, para todo p M. Se [X,Y] O

sempre que X,Y entao D é dita involutiva (ou completamente integravel).

Uma subvariedade N de M é chamada de variedade integral da distribuicao D sobre

M se

T,N =D, [g [N

Agora apresentaremos alguns resultados mas omitiremos suas demonstragoes. Para

maiores detalhes indicamos [Wa).
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Proposicao 1.3 Seja D uma distribuicao diferencidavel tal que em cada p passa

uma variedade integral de D. Entao D ¢é involutiva.

Dizemos que o par (U, ¢) é um sistemas de coordenadas cibicas se o(U) é um cubo
aberto centrado na origem em R”. Se x [Clle ¢(z) = 0, entdo o sistema de coordenadas

estd centrado em z.

Teorema 1.4 Se D ¢ uma distribuicao, k-dimensional, diferencidvel e involutiva sobre
M™, entao para cada p existe uma variedade integral de D passando por p. De
fato, existe um sistema de coordenadas cubicas (U, ), centrada em p com fungoes
coordenadas x1,...,x, tal que as fatias x; = constante para todo i [k + 1,...,n}
sao variedades integrais da distribuicao D. Além disso, se N € uma variedade integral

conexa de D tal que N LU entdo N estd contida numa dessas fatias.

Seja M™ uma variedade diferencidvel e seja N* uma subvariedade (geralmente des-
conexa) de M. Dizemos que N é uma folheacio de M se todo ponto de M estd em
(alguma componente conexa de) N e se em torno de todo ponto p [CM existem sistema
de coordenadas (U, p) com p(U) = (—e,e) X ... X (—¢,¢) tal que as componentes
conexas de N n U sao conjuntos da forma {q D oka1(q) = aga1, -, on(q) = an}

com |a;| < e. Cada componente conexa de N é uma folha da folheacao N.

Teorema 1.5 Seja D uma distribuicao integrdvel k-dimensional sobre M. FEntao as

variedades integrais de D constituem uma foheagao de M.

1.5 Espaco de Lorentz

Dados um R-espaco vetorial V' de dimensao finita e uma forma bilinear simétrica
nao-degenerada g : V<V - R, ou seja, se g(X,Y) = 0 para todo Y [V entao X = 0,
definimos o indice v de g como a dimensao maxima de um subespaco W [ Vltal que

g € definida negativa.
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Se {e1,...,e,} ¢ uma base de V' e g(e;, e;) = *6;; para todo ¢ = 1,...,n dizemos
que essa ¢ uma base ortonormal de V' e entao a matriz de g relativa a essa base sera
(9i5) = (g(es,€5)) = (dij¢;), onde €; = g(ej,e;). Ordenamos os vetores de uma base
ortonormal de maneira que os sinais negativos ¢;, se houver algum, aparegam primeiro

em (g1,...,&,). Chamamos essa n-upla (¢1,...,&,) de assinatura da forma g.

Por exemplo em R? tome a seguinte forma bilinear simétrica nao-degenerada g :
R3xR? _ R3 dada por g(X,Y) = 2151 — 22y, —x3ys. B facil ver que g possui assinatura
(== +).

Dada g uma forma bilinear simétrica nao-degenerada dizemos que um vetor X B

0 [V é um vetor nulo se g(X,X) = 0.

Dizemos que um espaco vetorial V' é degenerado se existe X B 0 tal que g(X,Y) =0
para todo Y [V

Definimos o espaco de Lorentz L, como sendo o espaco vetorial R” munido com
a forma bilinear simétrica nao-degenerada [LIlHada por [, y[I= —xi1y; + x2ys +
...+ z,y,. Pode-se mostrar que [LILE uma forma bilinear simétrica nao-degenerada

de indice 1.

Em geral, dizemos que uma forma bilinear simétrica tem assinatura de Lorentz

quando for nao-degenerada de indice 1.

Seja v [ILI", definimos a norma lorentziana de v por

|[ol] = /[l v L1

Se W é um subespaco de " de dimensao k e W+ = {X [II'|[X,Y[E0 [ 1
W3, entdao dimW +dimW+ =n e (W+)+ = W. Apesar disso nao teremos necessaria-
mente que " = W [CIWF. Por exemplo, em L2 tome o subespaco W gerado pelo vetor

(1,1), entao Wt =W.

Vamos ver algumas proposicoes que nos auxiliarao, mais adiante, ao trabalharmos

com subespacos degenerados.
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Proposicao 1.6 Seja Z LI tal que TH, ZILK 0 entdo:
(1) [ []ISI]W”{Z} ¢ nao-degenerada de indice 1 e L™ = span{Z} [{sban{Z})*;

(1) I LD o € definida positiva.

Demonstracao: E imediato que se [[H, Z[[ K 0, entao D_—,I]]_T_(l] ¢ nao-degenerada

pan{Z})
de indice 1.

Seja S [span{Z} n (span{Z})*. Temos que existe a tal que S = aZ, e
ainda, que [J, Z[[B= 0. Portanto 0 = [[J, Z[[E= ol[H, Z[[lnas como [H, Z[ Tk 0 isso
implica que a = 0, logo S = 0. Entao dim(span{Z}+ (span{Z})*) = dim(span{Z})+

dim(span{Z})* = n e assim provamos (i).

Para provarmos (ii), primeiro mostraremos que [LILI] ¢é semi-definida posi-

(span{z})L

tiva. Por absurdo, suponhamos que existe S [{dpan{Z})* tal que [F, STK 0. Como
LY, Z [E= 0 segue que [LIL]

pan{S,Z}

de ™). Absurdo. Portanto [, STE 0 para todo S [dpan{Z})*.

¢ definida negativa e dimspan{S, Z} = 2 > 1 (indice

Nao ¢ dificil ver que vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz (pois [LIL{L,q(z})- €

semi-definida positiva)

[N, Y [I< [N, X[, Y [0 CX,Y C@pan{Z})*.

E finalmente, como [LILJ,,,¢zy)1 € semi-definida positiva, basta verificarmos que
se X [@pan{Z})*, X B 0 implica que [N, X [E 0. Suponhamos X [dpan{Z})* e
[N, X [B= 0. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, para todo Y [(dpan{Z})*

N,V [< X, X [V, Y [ 0

N, YI[B0 [ C@dpan{Z})*

logo X Cspan{Z} o que implica que X = 0. E assim provamos (ii). O

Proposicao 1.7 Se W € um subespago de ", entao [LIIL]], € nao-degenerada de indice

1, se e somente se, I]:[I]IIV]Vl ¢ definida positiva.
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Demonstragao: Suponhamos que [LIL]] seja nao-degenerada de indice 1. Entao

existe S B 0 [V tal que I3, Sk 0. Pela proposi¢ao 1.6 1~ é definida
positiva e para todo Z LW+ [@pan{S})* temos [, ZI[I> 0. Logo LD, ¢

definida positiva.

Agora, suponhamos que l]:l]]%]v | ¢ definida positiva. Se S LUV é tal que LY, Z[[E= 0
para todo Z W, entdo S LW+ e [H, SCI= 0. Mas como [IZ[I];QVl ¢ definida
positiva temos que S = 0. Portanto [LIIL]] é nao-degenerada. Observamos que n =
dimW + dimW+=, e ainda, W n W+ = {0}, pois W é nao-degenerado. Logo temos que
L" = W OF-. Como o indice de [CIICAm L™ é 1, existe Z B0 CIrtal que IEE AIN'S 0,
mas Z = Zw + Zyo logo 0 > Wy + Zyy o, Zyw + Zyy o LB Wy, Zyw [ Ty, Zyy o [
que implica que [Hy, Zy [ 0. Logo [LIL]], possui indice maior ou igual a 1. Mas por

outro lado o indice de [LIL], ¢ menor ou igual ao indice de [LILJ], que é 1. Portanto

[LIL]), possui indice 1. O
Cristina - pg 5

Proposicao 1.8 Seja W um subespaco, de dimensao k, de L™, sendo k = 2. Sao
equivalentes

(i) CIL]}, € nao-degenerada de indice 1;

(1)) W contém dois vetores nulos, linearmente independentes;

(iii) existe Z LW, Z 80 tal que A, Z K 0.

Demonstragao: (i) (i)

Sendo [LIL], nao-degenerada de indice 1 temos que existe uma base ortonormal
{e1,...,ex} de W tal que [d},e,[[B= —1 e [d],e;[[B= §;;, 7 B 1. Entao é imediato
verificar e; — ey e e + €5 sao vetores nulos linearmente independentes.

(¢2) L(zdd)

Sejam X e Y vetores nulos linearmente independentes de . Como e; é um vetor

unitario em L™ tal que [Id}, e; [ B= —1 < 0 entao pela Proposicao 1.6 existem a, b
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(podemos supor sem perda de generalidade que ambos sao positivos) tais que X =
ae; + X' e Y = be; +Y' com X', Y' [(bpan{e;})*. Observamos que X', X'[[I=
a? e W', Y'[I= b?. Temos ainda que a desigualdade de Cauchy-Schwarz vale para
D]];(Qpan{el})L pois essa é definida positiva. Logo |[X’, Y'II< ||X'||||Y']] = ab. Se
X' Y'[[(T= ab, entdao existe ¢ R tal que X' = ¢Y’ o que implica ¢ = a/b logo
X = ¢Y o que é um absurdo. Portanto X', Y’ ab. Temos entdo que [N, Y [B=
—ab + X', Y’ 0. Agora, tomando Z = X + Y temos

X +Y,X + Y& 20N,V IE 0.

(ii) LIl
. ~ L L 4
Seja Z W tal que A, Z[[K 0, entao W+ [{dpan{Z})-. Como [If,l]];([lpan{z})L é
definida positiva entao LILI ~também ¢é definida positiva. Entao como W = (W)t

e pela proposicao 1.7 [LIL]], é nao-degenerada de indice 1. O
Corolario 1.9 Seja W um subespaco de L™ degenerado. Entao dim(W n W) = 1.

Demonstracao: Como W é degenerado temos que W n W+ 8 {0} e W n W+ ¢
um subespaco degenerado. Suponhamos que dim(W n W) = 2. Como temos que
exitem dois vetores nulos L.i em W n W+ pela proposigao 1.8 (i) temos que I]:I]]Il]mw N

é nao-degenerada de indice 1. Absurdo. O



Capitulo 2

Formas Bilineares Planas

Neste capitulo, apresentaremos resultados bésicos sobre a teoria de formas bili-
neares planas, bastante importante para o desenvolvimento deste trabalho. A teoria
de formas bilineares planas aqui apresentada é um desenvolvimento natural da teoria
de Cartan sobre formas quadréticas exteriormente ortogonais [Ca. Para este estudo,

foram consultados [D1] e [Mo].

2.1 Conceitos Basicos

Sejam V' e W espacos vetoriais reais n-dimensionais e seja § : V XV - W uma
forma bilinear. Denotamos por S(f3) o subespago de W gerado pela imagem de 3, isto
é, S(B) = span{B(X,Y) : X,Y [CU} e denotamos por N(f3) o subespago N(8) =
{X [: 5(Y,X) =0, X1 W} chamado de niicleo direito de /3, ou ainda, chamado
de espaco de nulidade de 3. Da mesma forma podemos definir o nicleo esquerdo de 3.
Se [ é simétrica os nucleos direito e esquerdo coincidem.

1

Dizemos que uma forma bilinear # é plana® com respeito a uma forma bilinear

simétrica LI1LIW < W - R se, e somente se,
[BX,Y),8(Z,U)E= [B(X,U),8(Z,Y)1

para todo X,Y, Z, U [

!Na literatura (em portugués) é usual encontramos o termo flat ao invés de plana(s)

21
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A seguir apresentamos exemplos geométricos onde aparecem formas bilineares planas
de maneira natural, ou ainda, como ferramenta para auxiliar a resolver um certo tipo

de problema.

1) Seja f : M™ — N™ uma imersao isométrica totalmente geodésica. Nesse caso
sua segunda forma fundamental é identicamente nula, e portanto, trivialmente uma

forma bilinear plana.

2) Dada f : M — N uma imersao isométrica, entre variedades de curvatura
seccional constante ¢, podemos verificar que sua segunda forma fundamental é plana

usando a equacgao de Gauss.

3) Seja f : M™ — NI imersao isométrica entre variedades de curvaturas seccionais
constantes distintas ¢ e ¢. colunas Ponha V = T,M e W = T/M* [Rle defina

G:VxV - W por
vV
BX,Y) = ( (p)(X,Y), c¢—cX, YD

onde [T & uma forma bilinear simétrica definida positiva sobre V e of(p) : T,M x
T,M - T,M*. Defina uma forma bilinear simétrica [CIILH W x W - R da seguinte
forma:

[, y), (s,t) B [ s3Fyt.

A equacao de Gauss para f mostra que [ é plana com respeito a [LIILI De fato, da

equagao de Gauss para f temos

By (X,Y)Z,WE Ay(X,Y)Z,WE @ (X, W),o! (Y, 2)F & (X, 2),a! (Y, W)
X V) Z, W& dX )2, W (X, W), o (Y, 2)F [ (X, Z), o (Y, W)

desenvolvendo obtemos

(c—0o) (W, ZON, W X, Z0W, W= @ (X, W), o/ (Y, 2)[F [ (X, Z), o (Y, W) [

E a propriedade de 3 ser plana sai de

[LR(X,Y), 5(S, T) I OR(X, T), 5(S,Y) IH-
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[ (X,Y),a! (S, T)F(c—¢) X, YIH, T (X,T),a’ (S,Y)F(c—¢) X, TOH Y [ 0
Notemos que [CIfhossui assinatura de Lorentz (1, N —n).

4) Considere ainda a imersao f do exemplo anterior e tome uma imersao isométrica
s n —~n+1 — ~ .- . .
umbilica g : N - N; °, com ¢ = 2¢ — c¢. A forma bilinear plana 3 definida acima

pode entao ser vista como a segunda forma fundamental da composicao (g © f).

Antes do préximo exemplo definiremos o seguinte: uma forma bilinear  é nula com
respeito a uma forma bilinear simétrica [Jl [Be, e somente se, [A(X,Y), 3(S,U)[E 0

para todo X, Y, S, U [W. Claramente, toda forma nula é plana.

5) As formas bilineares planas podem ser 1teis em problemas de rigidez para subvar-
iedades. Antes disso seja M™ uma variedade riemanniana e f, f : M™ - QY imersoes
isométricas cujas segundas formas fundamentais sao ay e . Ponha V. = T,M e

W =T{M*+ CTIM*, p CM, e defina §: V x V - W por
BX)Y) = (ap(X,Y), af(X,Y)).

Defina [JITCHW x W - R da seguinte maneira: dados X,Y [ podemos decompor
X=X +X"eY =Y +Y"com XY CIfM* e X", Y" CIY M+, defina entdo

N, Y[ O,V 3 X, V'

Temos que (3 é plana com respeito a [LJI [LIIDe fato,

CA(X,Y), 505, T) [ LH(X, T), 5(S,Y) D
= Miv(X,Y), a7(X,Y)), (as(S, T),a7(S, T)) [T
—[Mhy (X, T), a7(X,T)), (as(S,Y), a;(S,Y)) [T
= [@;(X,Y), as(S. T)F [@(X,Y), a5(S, T) I
—[@;(X, T),a5(S,Y) 3 @:X,T),ax(S,Y)O

e o ultimo termo se anula pelas equagoes de Gauss de f e f
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Lembramos que uma imersao isométrica f : M" - Q"*? é rigida se dada qualquer
outra imersao isométrica g : M™ - Q"*P, existe uma isometria 7 : Q" - QP tal
que g =To° f.

Para ver como a teoria das formas bilineares planas se relaciona com o problema de
rigidez de subvariedades, usaremos o teorema fundamental das subvariedades. Supo-
nhamos que queremos mostrar que existe uma isometria 7 : QY - QY tal que ]7: Tof.

O teorema fundamental nos diz que é suficiente mostrar:

(i) em cada ponto p W, existe um isomorfismo linear isométrico L, : Tpf Mt S

TEML tal que aj = L, © ay;

(ii) estas isometrias lineares formam juntas um isomorfismo de fibrado vetorial
: 1 1
L:TMy - TM;

tal que L( ) = CEL(©).

A teoria das formas bilineares planas nos ajudara a resolver (i) trazendo a questao
de quando uma forma bilinear plana é nula. Pois com um argumento simples temos
que se § ¢ nula entao existe uma isometria linear L, tal que oy = Ly © ay. De fato
podemos escolher X7, ..., X, Y7,..., Y} tais que, definindo & = a;(X;,Y;), para todo
i =1,...,k, temos que {&,...,&} é uma base de S(ay). Defina n; = ozf(Xi,Y;).

Como 3 é nula temos

0= [MR(X;,Y;), 3(X;,Y;) B I8, n), (&, n;) = @, & i, n O

logo &), &; 3= [}, n; L1Portanto se Zle a;n; = 0 temos para todo j =1,...,k

k k k k
0=03 am,n 3 Y ailgn 3 o030 ab, &0
=1 =1 =1 =1

k

@az’& =0

i=1
o que implica que a; = 0 para todo ¢ = 1,...,k. Logo, ni,...,m sao lLi. Entao

dimS(ay) = dimS(ay). De maneira andloga mostramos a outra desigualdade e entao
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dimS(ag) = dimS(ay). Agora defina L,(¢;) = ;. Entao L, é um isomorfismo e pelo

que vimos acima temos

(8, & 13 (&), Lp(&5) LD
2.2 Propriedades Principais

Os resultados que apresentamos a seguir serao usados em demonstracoes de teore-

mas nos capitulos posteriores.

teoflatl

Teorema 2.1 Suponha que 3:V XV - W é uma forma bilinear plana com respeito
a uma forma bilinear simétrica nao-degenerada LILIW <X W - R. Entao existe um
subespaco Vo Ve um subespago Wy LM tais que:

(a) dimVy = dimV — dimW + dimWj;

(b) Wy € um subespago nulo, ou seja, a restrigio de LLJ € zero;

(c) BV, Vo) [k,

Para a demonstracao do Teorema 2.1 precisamos de dois lemas e mais alguns con-
ceitos. Se f: V=V - W é uma forma bilinear e X [, definimos uma transformacao

linear Bx : V - W por Bx(Y) = B(X,Y).

Dizemos que um elemento X é reqular para (3 se, e somente se,
dimfBx (V') = mazx{dimpy(V); Y [}.
Denotaremos o conjunto dos elementos regulares de 3 por RE(f3).

Lema 2.2 RE(() é um subconjunto aberto e denso de V.

Demonstragao: Primeiramente observamos que RE(f) 8 [Seja X um elemento
regular para e sejam Zy,...,7, U tais que 5(X,21),...,0(X, Z.) sejam Li., e
B(X,V) = span{B(X, Z;), 1 <i < r}. Para todo Y numa vizinhanga de 0 U, por
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continuidade, os vetores (X +Y,Z;), 1 < j < r, sdo Li.. Isto implica que RE(f) ¢é
aberto. Dado Y [CW, como (Y +tX, Z;) = 5(Y, Z;) + tB(X, Z;), podemos escolher
uma sequéncia {t;} de nimeros reais, convergindo para 0, tal que para todo k teremos

Y 4+t X CRIE(S). Portanto RE(3) é denso. O

Lema 2.3 Seja X LW um elemento reqular para a forma bilinear 3. Entao

BY,N) [B(V) [0 [0 [N Chbr(fyx) (2.1)

Demonstracao: Seja a fungao ¢y : R - R definida por ¢y (t) = dimfxiw (V).
Temos que esta fun¢ao é semi-continua inferiormente. Se Bxiiv(Z1), ..., Bxiey (Zk)
sao linearmente independendentes quando ¢t = ty esses vao ser ainda l.i quando t
estiver proximo de ty. Quando t = 0, ¢y assume seu valor méaximo ¢, pois X é regular.
Portanto quando t estiver préximo de 0, ¢y (t) = ¢ e Bxyy (V) é um subespago ¢-

dimensional de W variando continuamente com ¢t.

Se N [CEer(Bx) entao fx(N) = 0. Temos que t3(Y,N) = Bx(N) + tBy(N) =
Bxty(N) Ay (V). Set B 0 entao S(Y,N) Ay, (V). Por continuidade,
B(Y,N) LBk (V). Como Y pode ser escolhido arbitrariamente, concluimos que 5(Y, N) []
Bx (V') para todo Y [ O

Demonstracao: (do teorema 2.1)

Seja X um elemento regular para 3 e seja N [kbr(f8x). Como 3 é plana temos
[B(X,Y),B8(Z,N)[&= [A(X,N),B(Z,Y)EF0

logo moore

By (Y),6(S,N)[(Z0 [W,S [V [N Ckbér(By). (2.2)
Fixe X um elemento regular de V. Defina

Vo = ker(Bx)
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Wo ={S CBk(V): E,YE0 [F CBk(V)}=Bx(V)n (Bx(V))".

dimVy = dimV — dimW + dimW,
pois, dimWy < dim/(Bx(V))t = dimW — dimfBx (V) = dimW — dimV + dimVj.

(b) A restrigao I_,__I_TV‘I,0 ¢ zero. De fato, para todo S [W, temos [Y,Y [ 0 para
todo Y [3k(V), em particular, para todo Y [f.

(c) Dado S = B(Y,N) com Y W e N [ Pela equagao (2.2) segue que
9, Bx(V)[E= 0. E pela equagao (2.1) S L3k (V). Logo S [U,. O

Corolario 2.4 Se 3 : V<V - W € plana com respeito a uma forma bilinear simétrica
definida positiva L1 kobre W, entao dimN(B) = dimV — dimW. Além disso, se
dimN () = dimV — dimW , entdo existe X [\ tal que Bx € sobrejetora.

Demonstragao: Tome X, W, e Vj como na demonstracao do Teorema 2.1. Como
[ Id definido positivo, entao Wy = {0}. Logo dimVy = dimV — dimW . E ainda temos
que Vo = N(f3). De fato, ja temos que N(3) 1. Por outro lado, seja N [} e seja
Y [W qualquer, segue da demonstragao do Teorema 2.1 que (Y, N) [, pois X é
regular. Logo N [CN(f3). Portanto dimN(3) = dimV — dimW .

Agora se dimN(B) = dimV — dimW, pelo teorema do ntcleo e da imagem para

Bx, temos dimV = dimkerfx + dimfBx(V) e dai segue que Bx (V) =W. .

O corolario a seguir é a versao lorentziana do corolario acima.

Corolario 2.5 Suponha que 3 : V<XV - W ¢ plana com respeito a uma forma

bilinear simétrica LI3 W x W - R com assinatura de Lorentz, e que S(B) = W.
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Entao dimN(B) = dimV — dimW . Além disso, se vale a igualdade existe X [\ tal

que Bx € sobrejetora.

Demonstragao: Se existir um elemento regular X [ Vltal que a restricao [:I%‘X(V)XBX(V)
¢ nao-degenerada, entdo segue que ker(Sy) = N(f). De fato, como ja temos que
N(B) CEk#r(fBx), resta mostrarmos a outra inclusdo. Seja N [CEer(Bx) e Y [CU,
entdo por (2.1) S(Y,N) CA(X,V) e por (2.2) temos [A(Y,N),Bx (V)= 0 logo
B(N,Y) = 0. Portanto N () = ker(fx). E disso obtemos dimN () = dimker(8x) =

dimV — dimfBx (V) = dimV — dimW . Portanto
dimN (5) = dimV — dimW.

E se a igualdade valer, teremos Sx (V) = W. Entao o corolério fica demonstrado para

o caso em que existe X regular tal que a restrigao I_,__IQX ¢ nao-degenerada.

(V)xBx (V)
Observamos que o caso complementar do caso acima é: para todo X regular a

restricao L,__I_EIX Wyxsx(v) € degenerada. Dentro disso temos ainda dois subcasos:

1) existe X, nao-regular tal que L,__IQX ¢ nao-degenerada;

o (V)xBx, (V)

¢ degenerada.

2) para todo X [, L]

(V)xBx (V)
Mas a condicao (1) é vazia pelo fato do conjunto de elementos regulares ser denso

em V.

Assumamos que essa forma é degenerada para todo X [CU. Dado um elemento
regular X [, tomemos Wy = Bx(V) n Bx(V)* como na demonstracdo do Teorema
2.1. Como LI possui assinatura de Lorentz, Wy, pelo Coroléario 1.9, é um subespaco

unidimensional de Gx (V') consistindo de vetores nulos.
Lembramos que queremos mostrar a desigualdade dimN (3) = dimV — dimW.

Como S() = W, existem vetores U, U’ [1 tais que
[A(U, U"), W, [ 0.

Agora seja K = ker(fy) n ker(fx). O primeiro passo é mostrarmos que K = N([3).
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Ja temos que N(f) [CH entdo resta mostrarmos a outra inclusdo: se N [CH e da

propriedade de (3 ser plana segue que

[B(Y,N),8(U, U= (Y, U"), (U, N)[Z=0 [¥ [
e junto do fato de B(Y, N) [, (Teorema 2.1 (c)) e pela escolha de U e U’ teremos
B(Y,N)=0 [M [Wedai N CN(p).

O segundo passo é definirmos a aplicagao linear ¢ : ker(8x) - Wy como ¢(N) =
B(U, N). Segue entao que dimK = dimker(Bx)— 1. De fato, observe que kery) = K, e
usando o teorema do nicleo e da imagem temos dimker(Gx) = dimkery+dimIm(y) =
dimK + dimIm(y) e como Im(y) [CWl, lembrando que Wy é unidimensional, con-

cluimos a desigualdade.

Agora como dimK = dimker(fx) — 1 = dimV — dimfBx (V) — 1, logo
dimN(B) = dimV — (dimBx (V') + 1).
Como a restri¢ao de [Id Bx (V) é degenerada, entao dimfBx(V)+1 < dimW. Portanto

dimN (5) = dimV — dimW.

Vamos supor que dimN () = dimV — dimW. Suponhamos por absurdo que nao
existe X [U tal que Bx seja sobrejetora. Segue, do paragrafo anterior, se X é um

elemento regular de V' entao

dimfBx (V) = dimW — 1.

A hipétese S(8) = W implica que existem elementos regulares X, Xo [CU tais
que W é gerado por Bx, (V) e Bx, (V). Notemos que se N [kbr(Bx,) n ker(Bx,) e da

propriedade de (3 ser plana temos

[A(Y,N), (X, 2)ZF [AY,2),5(X;, N)(F=0 [W,Z [ i=1,2.

E portanto [A(Y, N),Y'[3= 0 para todo Y’ [CI¥, pois W é gerado pelos Sy, (V).
Entao B(Y,N) = 0 para todo Y [CU, dai N [N(f), ou seja, N(5) = ker(fx,) n
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ker(Bx,). Portanto, como ker(fx,) e ker(fx,) tém dimensdo estritamente maior que
N(p), existem elementos N; CEkbr(Bx,)\N(3) que satisfazem

6(X1;N1) =0 ﬂ(Xl,Ng) B0
B(X2,N1) BO B(Xa, Na) = 0.

E segue da propriedade de [ ser plana que
0 = [A(X1, V1), B(X2, N2) 3= [B(X1, Na), B(X2, N1)L]

Note que ((Xi, Na) e B(X3, Ny) s@o vetores nulos diferentes de zero. De fato, por

(2.1) temos [B(X1, Na) Bk, (V) e por (2.2) segue [Bx, (V), B(V, ker(8x,))E= 0. Logo
concluimos [A( X7, Ns), 5(X1, No)[F 0. Da mesma maneira concluimos para (X3, Ny).

Como estamos num espago munido de produto interno de Lorentz o fato do produto
interno de dois vetores nulos ser zero implica que esses vetores sao l.d (Proposic¢ao 1.8),

ou seja, existe a 8B 0 tal que G(X1, N2) = aff(Xa, Ny). Por (2.2) segue
[A(X1, N), B(X1, V)= @B(Xa, Ny, B(X,,Y)E0 ¥ (U

Portanto (X7, Na) é ortogonal a (x,(Y) para todo Y [W. Da mesma maneira,
teremos que (X, Ny) é ortogonal a (x,(Y) para todo Y [U. E como W é gerado
por Bx, (V) e Bx, (V) temos que B3(X;, Ny) é ortogonal a W, logo, (X, Na) = 0, pois

[1¢ nao degenerado. Uma contradicao, pois 5(X7, Na) é diferente de zero.

O

Enfraquecendo a hipdtese S(8) = W no corolario (2.5), obtemos o seguinte resul-

tado:

Corolario 2.6 Suponha que 3 : V. XV - W € plana com respeito a uma forma
bilinear simétrica L1 IW X W - R com assinatura de Lorentz. Entao W possui uma

decomposicao em soma direta
w=Ww; L4

tal que Wy e Wy sao nao-degenerados, e se (31 e (3 sao as Wy e Wy-componentes de [3.

Entao
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(i) B € nula;

Demonstracao: Seja

S(B)o ={Z CSNB); 4, ZF 0, LA LS(B)} = S(B) n S(B)*

e seja Wy um complemento de S(5)y em S(5), isto é, S(8) = Wy [LS15)p. A restricao
LLJ,.w, ¢ nao-degenerada. De fato, seja X LIV, tal que X, Y[ =0 [ LW
Para todo U = Uy, + Us(g), LSIB) temos [, X (3= Wy, X 3 [Wgs),, X &= 0. Logo
X [S15)o, ou seja, X = 0.

Seja W,
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se existem subespacos W7 e Wy de W tais que W =W, U4 e
(a) dimW; =1 para i = 1, 2;
(b) S(B1) LWk e S(6) LIk
(¢) BIX,Y) =B(X,Y) + A(X,Y) XY [
Se, além disso, W estiver munido de uma forma bilinear simétrica nao-degenerada [ 1]

e W1 L] dizemos que essa decomposicao é ortogonal.

No decorrer do trabalho, diremos que uma forma bilinear plana ( é redutivel se (3

admitir uma decomposicao ortogonal § = (31 + (35, com (31 e B2 planas.

Se 3 é simétrica, ponha V' = V/N () e W' = S(f3) entao  induz uma aplicagao

bilinear simétrica 3’ : V' x V' - W' da seguinte maneira
(X,Y)B #(X,Y)=8(X,Y)

onde X = {X + N(B); X [U}eY = {Y + N(B);Y [} Observamos que 3’ estd
bem definida. De fato, sejam (X,Y) = (U,S) logo X = U+ Ny eY = S + N, com
Ny, Ny CN(3), entao B(X,Y) = B(U + Ny, S + Ny) = B(U, S). Portanto 3(X,Y) =
3 (U,S).

Segue que N(B') = 0e S(3) = W’. Se, ainda, 3 é plana com respeito & forma

bilinear simétrica [T dobre W entao (3’ sera plana com respeito a LI /ww -

Observemos que se [T & nao-degenerado sobre W, sua restricdo a W’ nao neces-
sariamente serd nao-degenerada. Por exemplo, ponha W = L2, tome o subespaco
W' = span{(1,1)}, segue que se [(,1), (w,w)F 0 [b,w) C¥’', mas (1,1) 8 0,
portanto LI ] ¢ degenerada.

Teorema 2.7 Seja §:V <XV - W uma forma bilinear simétrica plana com respeito
a Cl1Conde C1CE uma forma bilinear simétrica definida positiva ou possui assinatura

de Lorentz, dimN(B) = dimV —dimW e S(8) = W. Suponha também que no caso de
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L1 possuir assinatura de Lorentz existe e LI tal que L3, e[& positiva definida. Entdo
(G se decompoe como

=0, L1031 [ =dimW
onde S(B;) = W, € unidimensional e nao-degenerado, W; O] se i 8 j, e cada f3;
€ plana. Além do mais os subespacos W; sao unicamente determinados a menos de

permutacoes.

Demonstragao: Nos limitamos ao caso em que [ I & definida positiva. Para o caso

de Lorentz remetemos ao artigo [Mo].

Sem perda de generalidade assumimos que N(5) = 0 e dimV = dimW. Pois, caso
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Portanto existe uma base {&1,...,&} ortonormal de W que diagonaliza simulta-
neamente By para todo Y [Vl Seja W; = span{&;} e seja (3; a W;-componente de [3,
isto é,

Gi(X)Y)=(BXY)w, XY L[N
onde (+)w, é a projegao ortogonal em W;. Existem funcionais lineares j; sobre V' tais

que

(BY)IWZ- = wi(Y)Id.

E ainda temos (Y, Z2) = (B(Y,2)w, = (By(Z)w, = (By ° By ° Bx(2))w, =
(By (Bx(Z)))w, = By(Bx(Z))w, = By (3:(X,2)) = u;(Y)3:(X, Z). Segue facilmente
que cada §; é plana e 8= (; [_1 3]

Para demonstrarmos a unicidade dos W; é suficiente mostrarmos a existéncia de
um elemento Yy, [V para o qual p;(Yy) 8 p;(Yy) [ZE j, pois nesse caso os W; serao

autoespacos unidimensionais associados aos distintos autovalores de By;.

Se p; B pj paratodo ¢ B j entao podemos escolher um elemento Y, que nao pertence
a |, j ker(u; — p;), pois para cada par (i,j) com i 8 j temos que ker(u; — ;) € um

hiperplano.

Suponhamos por absurdo que p; = p; para algum ¢ B j. Sejam Z;, Z; tais que

& = Bx(Z;) e & = Bx(Z;). Usando que 3 é plana, temos
(V) = [By&;, &0 By © 051, &0
= By (Z:), Bx(Z) LAY, Zi), B(X, Z,) 3 B(X,Y), B(Z;, Z) 1]
Portanto
0= (V)= (V) = [BX,Y), 3(Z, Z)F BX,Y), B(2;, Z;) O

= W(X,Y),H(Zi,Zi) _ﬁ(ZJ’Zj)E: Hﬂx(Y),ﬁ(Zi,Zi) _5(Zijj)D LY [

Como By ¢ bijetora temos 3(Z;, Z;) = [(Z;,Z;). Mas B(Z;, Z;) = Bz,(Z;) = Bz, °
B5 (&) = Bz (&) = pi(Z:)& e analogamente 3(Z;, Z;) = p;(Z;)¢;. Logo concluimos
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que 8(Z;, Z;) = 3(Z;, Z;) = 0. Mas isso ¢ um absurdo, pois

a

35
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Capitulo 3

Composicoes de Imersoes
Isométricas

Nesse capitulo apresentamos o resultado principal (Teorema 3.7) e sua demons-
tracao. Mas antes veremos alguns resultados auxiliares também interessantes por si

1mes1mos.

3.1 Descricao do Problema

Sejam f: M™ - Q" eg: M™ - Q" p =2 imersoes isométricas. Dizemos que
a imersao g é uma composi¢do se existe uma imersao isométrica h : U CQIM - QP

onde U é um aberto contendo f(M), tal que g =he f.

Uma questao estudada por Marcos Dajczer e Ruy Tojeiro em [DTi| foi encontrar
condigoes sobre as imersoes isométricas f: M" - Q" e g: M" - Q" p =2, que

garantam que g seja uma composicao (local ou global).

No decorrer deste capitulo, apresentamos alguns resultados que nos auxiliarao a
resolver o problema citado acima e demonstrar o resultado principal. A partir daqui
M™ serd uma variedade riemanniana conexa e QY uma forma espacial, ou seja, uma
variedade riemanniana completa, conexa, simplesmente conexa de curvatura seccional

constante c.

37
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3.2 Teoremas Auxiliares

Seja f: M™ - N™P uma imersao isométrica. Definimos o primeiro espag¢o normal
da f em z como sendo o subespaco de T, M+ gerado pela segunda forma fundamental
da imersdo f, e denotado por N{(z), e pode-se verificar que N{(x) também pode ser

0 seguinte conjunto
N/ (z) = {¢ CO.M*; A = 0}

A imersao f ¢ chamada de l-regular se s; := dimN{ =constante em toda M, neste

caso, observamos que IV 1f é subfibrado de T/ M+,

Dadas f: M™ - Q""" eg: M" - QP g =1 imersdes isométricas. Dizemos
que o, se decompde como a, = a; [4 e existe uma isometria de fibrados 7 : T/ M+ -
i ~ _ ,

L LTI¥M- tal que a4 se decompoe ortogonalmente como ay = 7 ay Lo londe v é

diferenciavel.

Um exemplo para ilustrar a defini¢io acima: sejam f : (M;, [ 3 (M, L dh :
(Ms, Y3 (Ms, [l ihersdes isométricas, onde [ ITe L sab as conexdes riemannianas
de M, My e Mj respectivamente. Tome g = h o f. Observe que a segunda forma

fundamental da g se decompoe. De fato, usando a equacao de Gauss para h e f temos

@ (X,Y) = (CA)* = (G + an (X, Y))*

= (L)~ + (an(X, V)" = hi(ay(X,Y)) + an(X,Y)

onde h, : TMy — T M3 faz o papel da 7 na definicao acima.

Antes de enunciarmos o primeiro teorema, vamos ver mais algumas defini¢oes que
serao uteis durante sua demonstracao. Seja N uma variedade diferenciavel de dimensao
n e M [N uma subvariedade. Seja TM~* o fibrado normal a M. Vamos identificar
M com a 0-secao em T'M~*. Uma vizinhanca Uy de M em TM* diz-se conveza se,
para qualquer u [T, temos tu [0}, para todo ¢ [0, 1]. Uma wvizinhan¢a tubular de
M em N é um mergulho ® : Uy — N de uma vizinhanca convexa U, [T+ de M,
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tal que ®|,, = Id. Por vezes também se chama a imagem U = ®(U,) uma vizinhanga

tubular de M em N.

Segue o teorema da vizinhanga tubular.

Teorema 3.1 Qualquer subvariedade mergulhada M LNl possui vizinhanca tubular.

O teorema abaixo é o primeiro resultado que nos garante quando uma imersao
isométrica g : M™ - Q7PT1 é uma composi¢ao global. Observamos que a codimensao

da f é maior do que a exigida na questao estudada em [DTi].

Teorema 3.2 Sejam [ : M™ - Q" um mergulho isométrico, g : M™ - QWP+e,
q = 1, uma imersao isométrica cuja sequnda forma fundamental se decompoe como
oy = Toay L3 Assuma ainda que T € paralelo' com respeito a conexdo induzida sobre
L e que eziste um subfibrado vetorial de posto p, ¥ L'TM [Llcom % nTM = {0} tal
que Tﬂ LM [ Llpara todo p [0 e Z LIIM. Entao g é uma composicao.

Demonstragao:  Consideramos o caso ¢ = 0. Considere a isometria de fibrado
vetorial

T=1I1d CATM CAM*+ - TM L]

onde Id é o endomorfismo identidade em TM e 7 : T/M*+ - L [CJM*. Seja o
conjunto Q = T71(X).

() é transversal a T'M. De fato, Q,+T,M LTLIM EIZ]]WL e dimf), = p, dimT, M =
n e como §, n T, M = {0}, entdo dim(, + T, M) = n + p. Logo Q, + T, M =
T.M CTIM*.

Portanto a aplicacao F :  —» R"P definida por

F(&(x)) = flz) +&(2)
Usto &, para todo X [CTIM e & COF M+ temos 7( Cerk) = ( IH(E))L.
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onde ¢ uma segao local, parametriza uma vizinhanga tubular de f(M) se restrita a
uma vizinhanga U da 0-se¢ao de 2. Observamos que &(z) nao serd tangente a f(x)

pois QM TM. E a existéncia da vizinhanca tubular é garantida pelo Teorema 3.1.

Seja a aplicacao G : 0 - R"™"P*4 definida por

G(&(x)) = g(x) + T(&(x)).

G é uma isometria sobre U com respeito a métrica induzida por F'. De fato, seja uma
secao local &€ [ e coloque € = X +0 com X [TIM e § [I¥ M*. Por hipétese se
¢ CA=T"Y%) e Z LM entdo LZIN¢) COM L1 Segue que

G.(0)Z = 9.7 + TZTIE)

= 9.Z + LZO(X +9)
= 9.7 + (2N + 200) rver
= 9.2 + 9.(EzN) + ay(X, Z) + LEA() + gu(—AL ) Z)
= g.(Z + TN — ALy 7) + (0,(X, Z) + CER(0));
= 0:(Z + TN — AL Z) + 70 ay(X, Z) + LER(0)
= 9.(Z + TN = A2, Z) + 7(ay(X, Z) + )
e como A? ;7 = A Z, pois
(a7

2. X = [@,(X, Z),7(6)0

= e ay(X, Z) + (X, Z),7(5) ]
= [de ay(X, Z),7(0)1
— [aly(X, Z),0F Al Z, X [

obtemos

G(O)Z = (g° [ ).(f(Z + A = ALZ)) + 7(ap(X, Z) + D)
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Como a primeira e a segunda parcela sao isometrias concluimos que G é isometria.
Portanto
h:(Gly)e (Fly)™: F(U) - R*Pt
¢ uma imersao isométrica tal que g = h < f.

A prova dos outros casos é similar. A idéia é usarmos a aplicacao exponencial para
explicitar as aplicacoes F' e G e o calculo da diferencial de GG sera similar, levando em

conta que a diferencial da exponencial é a identidade.

O

Seja (E,m, M) um fibrado vetorial de posto s sobre uma variedade M™ diferencidvel.
O fibrado vetorial sobre M cuja fibra 77!(z) em = é o espaco vetorial de todas
as aplicagoes simétricas r-lineares T : T, M % ... X T, M - FE, sera denotado por

S™(M; E). Se E = M x R simplesmente, escreveremos S”(M).

pois é necessario Sejam V| W espacgos vetoriais munidos de uma forma bilinear
simétrica definida positiva. Seja v : V x V - W forma bilinear simétrica, e ainda,
para todo & IV definimos o operador Be : V' - V por [B.X,Y 4= BIX,Y), G
Temos que o posto de B; é
rk(Be) = dimIm(B)

define-se o posto de v como sendo

p = min{rk(B¢);{ LW, ¢ 8 0}

Proposicao 3.3 Seja (E,m, M) um fibrado riemanniano ou lorentziano de posto s e
seja 3 CIVS*(M; E)) tal que S(B3,) = E, para todo v UM . Assuma ainda que para
todo x M, 3, € plana, dimN(3,) = n— s e no caso de Lorentz, existe e [TIE),
nao necessariamente diferencidvel, tal que [3,,eE definido positivo. Entdo existem

&, 0, & CINE), localmente, ortonormais tais que cada A, &;Tpossui posto 1 em M.

Demonstragao: Fixamos x [M. Vemos que (3, : T,M < T,M - FE, satistaz

as condicoes do Teorema 2.7. Logo estendendo Yy, da demonstragao do Teorema 2.7,
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numa vizinhanca de x obtemos o resultado localmente, ou seja, garantimos a existéncia

das segoes &1, . .., &, nessa vizinhanca de x.

E o posto de [3, &;[der 1 sai da propriedade de 3, ser plana, pois da decomposicao
de 3, = B 1 LB temos que cada componente é plana, logo pelos Coroldrios 2.4 e
2.5 segue que dimN(f7) =n—1 o que implica que a dimensao da imagem do operador
associado é no maximo igual a 1, como esse operador nao pode ser nulo concluimos

que seu posto ¢ igual a 1. O

Dado um mergulho isométrico f : M™ —» N"P dizemos que f(M) é uma subva-
riedade k-regrada se admite uma folheagao continua k-dimensional por subvariedades

totalmente geodésicas do espago ambiente.

Lembramos que dada uma hipersuperficie f : M™ - N™*! chamamos de curvatu-
ras principais e dire¢oes principais os autovalores e autovetores, respectivamente, de
seu operador forma. Denotamos por py(z) o nimero de curvaturas principais nao nulas

da hipersuperficie f.

A seguir mais um resultado que nos garante quando uma imersao isométrica g :
M™ - Q7*P é uma composigao global. Agora observamos que as codimensoes de f e
g, no teorema, sao as exigidas na questao estudada por Marcos Dajczer e Ruy Tojeiro.

Na demonstracao do teorema a seguir usaremos o Teorema 3.2 e a Proposicao 3.3.

Teorema 3.4 Sejam f : M™ - Q"' um mergulho isométrico nao totalmente geodésico
em todo x eg:M" — QP uma imersao isométrica 1-reqular tal que o, se de-
compoe como oy Cydcom dim(N(y)) = k uma constante positiva. Assuma ainda

que:
i) NY € paralelo;
ou uma das sequintes condi¢oes acontece para todo v LM :
i) prle) =n—k+2;

iii) py () = 5, + 1;
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i) k=2 e o indice de nulidade relativa v,(x) = dim(N (o, (2))) < k — 2;

Se sg =4 ek =n—s,+ 2, suponha ainda que M™ nao contém um subconjunto

aberto k-regrado para ambas f e g. Entao g € uma composicao.

Demonstragao: Para todo x [M, temos das equagoes de Gauss para f e g

(XY, Z, W LM que

(R(X,Y)Z,WE X DX Z,WE (X, W),apY,2)F ld(X,Z),ap(Y,W)d
=cX XN Z, W& [y (X, W), oy (Y, Z) F [dy(X, Z), oy (Y, W) [
restando
(@l (X, W), ay (¥, 2) B (X, Z), ay (V. W) = @ (X, W), 0y (Y, 2) DA, (X, Z), 0, (¥, W) ]
Como ay se decompoe
Ly (X, W), ay (Y, Z2) [ Ly (X, Z), ap (Y, W) I

= [ (X, W) + (X, W), ap(Y, Z) + (Y, Z)
(@ (X, Z) + (X, Z), g (Y, W) +A(Y, W) ]

segue

X, W), (Y, 2)[F BIX, Z), (Y, W)= 0

Logo v é plana.

Do Coroldrio 2.4 temos que dimN (y(x)) = dimT, M—dimS(y(z)) = n—dimS(y(x)) =
n — sy + 1. Portanto

k=n—s,+1 (3.1)

Seja L = S(ay) = le, que pelas nossas hipéteses é unidimensional e seja 1 uma

secao local de L tal que ||n|| = 1.
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Da equacao de Codazzi de g temos:
(LA%)(Y.n) = (L) (X, n)
[ A7Y — A7 IZYI—AQVJL(UY = LATX — A7 [ X —AgvﬁX
e da equacao de Codazzi de f
(CA)Y = (LA)X
Ay — Al o = A/ X — AT N
Comparando as duas equagoes acima e observando que A{; = Ay = A, obtemos

Agi X = Agy,Y [X,Y LT (3.2)

Observe que para todo X, W [CTIM e Y [CNI(7), por (3.2) obtemos:
(em) ay (X, W) Mg, X, W

= [Agy,Y, W3 OG5 oy (Y, W) 3= O o (Y, W) 3= 0.

Logo para todo Z [N

5 Z 3= 0.

Portanto

(Gplyy =0 O CHN(Y). (3.3)

Queremos mostrar que

Gegl CNY X COM (3.4)

que sera trivial se valer a condigao (i). Caso contrario, suponhamos que existe um
campo vetorial normal ¢ ijf’L tal que EI]E'@,(SEE 0 para algum X, .M. Da

equagao de Codazzi para As(= 0), temos
(LA)(Y,6) = (LA (X, 6)

L5 — As DY — Agy,Y = A X — As N — A, X.
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Logo
AV)L((;Y = AVSL/(;X CX,Y [OM.

Mas do fato de
0= IEV)L((;Y,ZEI— VXL/(;X,ZD

- D@O@(Y,Z)E‘ Eﬂ}zﬂo‘f(sz)D La m('Y)a
ou seja,
[(Gcdl oy (Y, Z) 3= 8l (X, Z) 0 0F TN (y)

temos para todo Z [CN(vy), CX,Y [COM
(edl (TR, Y, Z (3= Oeal O o (Y, Z) 53 MG n e ag (Y, Z) O

= m@N{’O‘f<Yv Z) &= mlj)lefvo‘f(X7 Z)0
- mnmaf<X7 Z>E: DmnmanZm

portanto para todo Z [N(y)

(a1, Y, Z[3F (58l 08, X, Z 53 0.

Logo segue a condigao
A, Y — O3, X CN(y)t X, Y COM. (3.5)
E ainda de (3.5)
5 004,y — O 64, X CN(y)*: XY COM. (3.6)

Defina para todo x LM, B : T,M - R por B(Z) = iyl §[1Logo, se Z [kkrB
temos de (3.6)

(M54, 004, 2 TN (y)+
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e como Eﬂ@, §H 0 segue que A,Z [N(v)*. Portanto

A,Z CN(y)t [ CEbrB.

Isso implica que
pr(r) < dimN(y(x)t+1=n—Fk+1
pois dimN (y(x))* = dimspan{A,Z} = p;(z) — 1. O que contradiz (7). E ainda como
k=n—s,+1temos ps(z) =n—(n—s,+1)+1=5,<s5,+1, o que contradiz (4ii).

Finalmente, se N(a,) = N(ay) n N(y), N(ay) = kerA,, A,Z CN(v)* para todo
Z [CEbrB, logo se Y [CN(y), temos [A,Y, Z[&3= M, A,Z 5= 0 para todo Z [CEkrB,
ou seja, A,Y [{kerB)*. Tome o operador A = A,|n¢y) : N(7) - (kerB)*. Entao
kerA = kerA, n N(v) = N(«,4). Portanto

dimker A = dimN () —dimA(N(y)) =2 dimN(y) —1=k—1.

Logo

ve(x) = k—1

o que contradiz a condi¢io (iv). E assim provamos a afirmacio (3.4) de que gl TN

para todo X [TIM.

Observamos que dessa afirmagao e de (3.3) obtemos
Gegl=0 [ CN(y). (3.7)

Da equagdo de Codazzi da g para ¢ CIVM=* n LYY [ N(y) e todo X [CTIM,
temos

(LAY, €) = (GA)(X, )
CxAeY — A Y — AgL Y = LiAX — Ag N — Ay X.

observando que A¢Y = 0 temos

GAX + Ae[X, Y] + AgrY — Age X =0 (3.8)
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Observamos que (] oy (X, Z) (3= W8 g, oy (X, Z) 3= [OGE) g, o (X, Z) (3=
H]@N{,af()(, Z)O= UG8 o (X, Z)[Je esse tltimo termo se anula usando
(3.7). Portanto

M58 o, (X, Z) = 0. (3.9)
E ainda
@9(Y72)7 Iﬁﬁi& IEQ(Y>Z)7(@N19|3: @f<yvz)>(|3ﬂN{E: D]gﬁlnmaf<y7z)l—7_—l
ou seja,
[0, (Y, Z), g3 O nH oy (Y, Z) U (3.10)

Tomando o produto interno de (3.8) com Z [CN(v) e usando (3.3) e (3.4) temos:
0= LA X + A X, Y]+ Age Y — Age X, Z0]
= OLAX, Z0 B[X, Y], 203 Qg Y, Z03 @y, X, Z0
= Oy A: X, Z[F [A,(Y, Z), TREF O oy, (X, 2)
E por (3.9) e (3.10) concluimos que
(ML A X, Z 0 gl Il (Y, Z), 7= 0

0 que ¢é equivalente a

(L2, —AeX + DSy E- 0 (3.11)

pois (A + o, (Y, Z), —Ac X + OEA nplk= (A, —A: X 3 (LA, 0G4 il
[, (Y, Z), OGE n3- [ (Y, Z), —A: X = OGA —A X - 05 08, (Y, Z),n
E ainda, como [A:X, Z[3= [d;(X, Z),£5= 0, logo 0 = YA X, Z 3= OLAX, Z 5
[A: X, - ALEntao segue que [y A, — A X 3 (L8 n 00, (Y, Z), n[F LA X, Z 5
(e d, (Y, Z), 0

Assuma temporariamente que M"™ nao contém um aberto k-regrado, ou seja, ne-

nhum aberto de M admite uma folheacao k-dimensional continua por subvariedades

totalmente geodésicas do espago ambiente.
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Para cada x [CM, defina o subespaco
W(x) = span{(mTM@L X [COM, ¢ COM*: n Lt}
Para facilitar a notacao, vamos denotar
span{( Ty : X COM,E COM™* n LY} = V.
Temos que V = N(vy)*+. De fato:
Z [ o I, (G [F0 X6 o A,AXEF0 [X¢

= (X, Z),§03-0 [X,§ - [BIX,2),603=0 [X ¢
= vX,Z)=0 [X < Z [CN(y).
Resulta entdao que W (z) TN v(x))* CL{k) para todo x M e também que dimW (x) =
dimN (y)*.

Queremos que os subespagos W(z) formem um subfibrado de codimensao 1 de
N(v)* LL] Para isso, basta mostrar que L € W, o que, nesse caso, significa que L é

transversal a W.

Se L(y) W (y) em algum ponto y M, entdo W(y) = N(y(y))*t [Lly), e o

mesmo se verifica em uma vizinhanga U de y. Segue de (3.11) que
LA 93 [A,Y, Z[F0 e OLAXIE0 [F,Z CN(y), CX CIN())* .

De fato, como n [l [V entdo existem & [AM* n L+ e X [TM tais que
n = (A@TMEBL- Assim, 0 = (A@TM = —Agy e IIIT;DL,T)EE 0. Portanto em

(3.11), para esses £ e X, temos

(LA, —Ag X + OEEl n 3= O] MLy, 5 3= 0,

isto é,

ﬁ]ﬂ,nlﬂz 0.
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E ainda, para qualquer £ [ I} e para todo X [TIM, por (3.11) segue que
0= 34, A X [F Iy A, A X [F [d,( 4, X), 0]

Logo a,( A4, X) [, isto é, v( 24, X) = 0 para todo X e isso implica que
L4 CN ().

Conseqiientemente [Y, Z] estd em N(7). Logo N(v) é completamente integravel. E
da igualdade CI2A, n3= [4,Y, Z[&= 0 temos que [, (Y, Z),n5G= (Y, Z2),nE= 00
que resulta que af|n(y)xn(y) = 0. E também temos (o (Y, Z))le =0 entdo ay(Y, Z) =

(Y, Z) = 0 e portanto ay|n(y)xn(y) = 0. Portanto as folhas sao totalmente geodésicas

em Q" e QUP. Absurdo.

Para concluir a prova, nesse caso, a partir do Teorema 3.2 basta tomarmos > como o
complemento ortogonal de W em N ()*+ CIE verificarmos a condicdo Lz CTM [

para todo u [ e Z LM, pois as outras hipoteses do teorema estao claramente

satisfeitas. Se p [ CNKv)+ CLICTM CLke & CIF nT9M*L = (TM CLY temos

0 = X[, n[3F Ol € 3 [, Teflbgo O, €3 — [, Lxfl3 — [, ( e rasern -
0.

Assim, provamos o teorema com a hipdtese adicional de que M nao contém um
aberto k-regrado. Agora precisamos mostrar que essa hipétese pode ser retirada se

s <4 ouk <n—s,+ 2. Mas observe que se k =n — s, + 2 por
dimN? = dimN{ + dimS(v)
segue que
sg=14+dimS(y)<=1+1/2(n—k)(n—k+1)

logo s, = 4.

Ou seja, é suficiente mostrarmos (lembrando (3.1)) que a hipétese adicional pode

ser retirada se dimN (y(x)) tem seu valor minimo igual a n — s, + 1.

Assumindo entao dim(N(y)) = n— s, + 1, a proposi¢ao (3.3), tomando £ = S(v),
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implica que v se decompoe ortogonalmente e diferenciavelmente como uma soma direta

y=m L= Lol

com postoy; =l paral=j<=s,— 1.

Considere um referencial ortonormal &1, ..., &, —1 tal que S(7;) = span{;}. Sejam

Xi,...,X,,—1 campos tangentes locais unitdrios tais que
Ag, (X5) = A X;.

Como v; tem posto 1 e [3§(X,Y), & 5= I(X,Y), ;3 [A, X, Y Dimplica que A¢; tem
posto 1, logo A; é o tinico autovalor nao-nulo de Ag;. Por hipétese Xi,..., X, 1 sao
linearmente independentes, pois geram N (7)* e dimN(y)* = s, — 1.

Agora temos o seguinte: para todo X, 7 [TIM

sg—1

E;ﬂ:ZDﬁZl&El

e portanto
sg—1

Ag,Y =) OGaL & A, Y.
k=1

Mas Ag Y = [A, Y, XX}, pois a imagem de Ag, ¢é gerada por X}, e este é unitario.
Logo
Ae Y = N[, X DX,

Tomando entdo, na equagao (3.2), X = X; e Y = X, obtemos

sg—1

> {05, & 0N, X, 5 O5cs, § 0N, X, X, = 0
k=1
O que implica que para j =k
(e, & 3 Ol b, & 0N, X0

logo
[ Cede G [l g, I, X,



3.2. TEOREMAS AUXILIARES 51

E portanto temos

[(IZ8), =0 sempre que  Z LX)

E segue que
W = span{—A¢, X; + D@j,nlﬁl: l=j=<s,—1}
o que implica novamente que W tem codimensido 1 em N(y)* L1 O que conclui a

demonstracao.

O

Observemos que, na notagao do Teorema 3.4, se a curvatura seccional de M satisfizer
Ky > ¢, entao f nao pode ser regrada. De fato, se isso ocorresse teriamos, pela equagao

de Gauss

Ky(X,Y) =c+ (X, X),a;(Y,Y)F |las (X, Y)|?

admitindo a folheacao por subvariedades totalmente geodésicas do ambiente de di-
mensao n terfamos, que ay restrita a essas folheacoes seria identicamente nula, resul-

tando da equacao acima
KM =C

0 que seria um absurdo.

Se ¢ possuir o fibrado normal flat, isto é, R+ = 0, entao existe {X1,...,X,} base
ortonormal que diagonaliza «, tal que N(y)* = span{X,..., X, _x}. Entdo

S(y(x)) = span{y(z)(X;, X;) : 1 <i<n—k}

e dal teremos que k < n — s, + 1. Por outro lado, temos da coroldrio (2.4) que
k=n—s,+ 1. Portanto k =n — s, + 1.

Para a demonstracao do proximo teorema, que serd usado na demonstragao do

teorema principal, precisamos da proposi¢ao seguinte.

Proposigao 3.5 Sejam E fibrado vetorial riemanniano de posto s e 3 [LIT1S?(M; E))

tal que S(0,) = E, para todo x M. Assuma ainda que 3 se decompde ortogonalmente
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como 3 = on [Cacbnde ¢ CT1S*(M)), n CIUE) com ||n|| = 1, v CIUS?*(M; E)) onde
v €1 ndao sio necessariamente diferencidveis. Se @ nunca se anula, entao n COP°(E)

ey COP(S*(M; E)).

Demonstracao: Fixado z M. Seja (X;,, X;,) para 1 <k < s o conjunto de pares

k7

tal que
E, = span{((X,;,, X, ); 1 <k < s}.

Estenda os pares (X;,, X, ) diferenciavelmente numa vizinhanga U, de z, de modo

k)

que B(X;,, Xj,) continue gerando E, para todo y LCOJ,.

Em particular, existem fungoes bem definidas f; em U, para 1 < k < s tais que

S

n= ka’ﬁ(Xlk7XJk)

k=1
pois n CITE).
Por outro lado, as fungoes

para 1 < k < s sao '™ e nao se anulam simultaneamente em nenhum ponto de U.

Além disso
[B(Xi,, Xj,), nF Wlo(X,, X5,) + (X, X5,), nO
= [lp( Xy, X)), n0F DX, X5, ), nT
= (X, X)) B = o( X5y, X,).
Logo,

Pr = W(Xz’joT)WE: M(Xlejr)akaﬁ(XlkvXJk>D
k=1

- Z fk m(Xir’ Xjr)v 5(X'lk7 Xjk>E: Z fkd]rk
k

onde ¢, = [B(X,,, X;,), B(X;,, Xj,)Dbara 1 < r k < s sdo funcoes C* pois § e [])-[J

o sdo. E ainda, como (¢,;) é a matriz associada ao produto []-[& este produto é
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nao-degenerado, temos que a matriz (¢,;) é nao singular, ou seja, inversivel em U,.

Portanto de
Or = Z fkwrk
k

concluimos que f, para todo 1 < k < s, é C*° como queriamos. O

3.3 Demonstracao do Teorema Principal

Antes de enunciar e demonstrar o Teorema principal, precisamos do resultado a

seguir.

Teorema 3.6 Sejam f: M"™ - QU eg: M™ - Q"P, p =2 imersdes isoméltricas

onde g € 1-reqular e pg(x) = s, + 2 para todo v M.

(a) Entdo o se decompoe ortogonalmente e diferenciavelmente como ay = o [A]

onde para todo x M, o espago nulidade de ~y(z) verifica dimN (y(x)) =n — s+ 1;

(b) Suponha agora que f é um mergulho e dim(N(y(z)) = k € constante. Se s, = 6
ek =n—s,+2, assuma ainda que M™ nao contém um subconjunto aberto k-regrado

para ambas f e g. Entao g é uma composicao.

Demonstragao: Em x [ defina o produto interno lorentziano sobre W = T/ M+ [
N{(x) por

MT&1, &), (61, 62) M= — L&, 01 b gy + (8D, o L gy

Defina a forma bilinear simétrica 3 : T, M <X T, M - W por
5<X7 Y) = (Oéf(X, Y),Oég(X, Y))

Temos que (3 é plana com respeito ao [IJITI1De fato, pelas equacoes de Gauss para f

e g temos

D:ﬂ(Xv Y),ﬁ(VV, Z)D:E: mf(Xv Y)vag(Xa Y))v (af(I/Va Z)7a9(W Z))D:D
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=—W;(X,Y), oW, 2)F [dy(X,Y), oy (W, Z) 3
= —[a; (X, Z),a;(W,Y)F [@y(X, Z), a,(W,Y)
= M (X, Z), oy (X, Z)), (ay (W, Y), ag(W, Y')) [T
= [MR(X, Z), (W, Y)

Observemos que

N(8) = {X COLM; B(Y,X) =0 [F CTLM}

={X [CM; (a;(X,Y),,(X,Y)) =0 [T CTAM}
={X COM;[d;(X,Y), 30 [ COM, ¢ CIY MY} n N(ay)
= {X [OM;[AX,Y[F0 [ CTAM}n N(a,)
= ker(A¢) n N(ay).
Entdo N(8) [kdr(A¢) e pelo teorema do nticleo e da imagem teremos

dimN(5) = n— ps(x).

Isso implica que S(3) é degenerada, pois se nao fosse, terfamos da nossa hipétese e do

corolario 2.5 que
dimN(3) = dimT, M —dimS(f) =2n—s,—1=n—ps(z) + 1.

Portanto, existe um vetor unitario n [N (z) tal que

(N,n) CS(B) n S(B)*

onde N é um vetor normal unitario a f em z. Logo,

[N, 7), B(X, Y)ME= 0 CACX,Y) LS(5)

entao segue que

0 = OV, n), (ap(X,Y), (X, Y)) 0= =¥, ap(X,Y) [k pe + [l oy (X, Y) by, Dai
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LV, o (X, Y) [ pre = [l g (X, Y) [ as € como o lado esquerdo da igualdade é igual a

[AyX, Y ¢ ainda temos oy (X,Y) = [dy(X,Y), nlgl+ (ay(X,Y))p2 concluimos
ay(X,Y) = Ay X, Y g Cyk)

onde v(z), a {n}*+-componente de o, (), é plana. De fato, das equagoes de Gauss para

f e g segue que
L (X, W), ap (Y, Z)(F ldf(X, Z), ap (Y, W)

= [d, (X, W), ay(Y, Z) F [@,(X, Z), a, (Y, W)
= [d; (X, W), NOB,(Y, Z), NOF BIX, W), 1(Y, 2) 3
@ (X, Z), NO(Y, W), NG BIX, Z),4(Y, W)
por outro lado ay(-,-) = Ld(-, ), NIV, logo concluimos

LA, W) (Y, 2) 3= BUX, Z), (Y, W) L]

Tendo que y(x) é plana e pelo coroldrio 2.5 segue
dimN(y(z)) = n—dimS(y(x)) =n—s, + L.

Até agora concluimos a decomposi¢ao ortogonal. Resta mostrarmos que essa decom-
posicao é diferencidvel, mas isso concluimos usando a proposi¢ao 3.5 pondo 8 = ay,
E=N]ep=011

Para mostrarmos a parte (b), ou seja, que g é uma composigao, vamos utilizar o
Teorema 3.4. Mas observe que o Teorema 3.4 para s, = 4 exige uma hipdtese a mais,
e temos que verificd-la aqui. Se tivermos s, = 6, nossas hipéteses garantem que M
nao ¢ k-regrada. Mas se s, < 67 Para responder a essa questao vamos analisar o que

aconteceria se f fosse (n — s, + 2)-regrada. Se isso ocorresse teriamos que
Sg+2=<pr<2(n—n—s,+2).

O que s6 pode occorer se s, = 6. EntdTf8.7661.7t43r2.nao ¢é7
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Agora apresentamos o principal resultado do artigo [DT1].

Teorema 3.7 Sejam f : M - Q" eg: M - Q"7 imersoes isométricas com
pr(z) = p+2 para todo x M. Se p =6 assuma ainda que M™ ndo contém um aberto
(n — p+ 2)-regrado para f e g. Entio existe um aberto denso, V- M, tal que g, €

localmente uma composicao.

Demonstragao: Para demonstrarmos esse resultado vamos encaixar nossas hipoteses

nas do Teorema 3.6. Mas antes, seja

V' = {& CM; [(Mizinhanga U, : dimNy(y) = cte em U,}.

Afirmamos que V' é aberto e denso. De fato, V' é claramente aberto, pois para
todo x [CM’ existe aberto, o préprio U,, inteiramente contido em V'. Agora seja

o: M - {1,2,...,p} definida por
o(x) = dimNy(x).

E seja V! = ¢~ 1(i). Temos que M =JI_, V/. Seja = M.
P 1/ ’ . z. . f . s s .
se x I:\Z], como @ € semi-continua inferiormente e p € maximo temos que existe

vizinhanca U, tal que |, ¢ constante. Logo » [\ 171

e sex UM, entdo p(r) = p— 1. Temos duas possibilidades ou que existe
vizinhanga U, tal que ¢}, ¢ constante, ou para toda U,, existe y [T, tal que ¢(y) = p.

Logo para toda vizinhanga U, existe y WX, ou seja, x .
Procedendo, assim, indutivamente temos que V' é denso. Tome agora um subcon-
junto de V/|

V ={z W : Mizinhanca U de = / dimN(y(y)) = cte em U}.

De modo andlogo e observando que, nesse caso, a fungdo z B dimN(y(x)) é semi-
continua superiormente, a como fizemos com o conjunto V', pode-se mostrar que V é

aberto e denso em V', e portanto em M.
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Seja 7y [U e seja My uma vizinhanga de zy tal que fly, : My —» Q"™ é um

mergulho e gy, : My - Q7P 1-regular.

Temos ps(z) = p + 2 para todo x [Cly. Do fato de dimN{(x) = s, < p entao
ps(x) = sy + 2. Logo, pelo teorema 3.6(a) temos que a, = ay [ade dimN(y(x)) =
n—sq+ 1.

Como temos que f é um mergulho e colocando dimN (y(z)) = k, para concluirmos
pelo 3.6(b), observemos que se f for l-regrada, esta também serd I'-regrada para I’ < [.

Daf como

k=n—s,+2=n—p+2

segue o resultado. Pois se f ndo é (n — p + 2)-regrada, essa nao serd k-regrada. O

E interessante observar que a hipétese p(z) = p+2 do teorema principal impoe uma
restricao na codimensao da g, isto é, p < n—2. Tal restricao nao pode ser enfraquecida.
No artigo [DTs| encontra-se uma familia de imersoes isométricas de S™ em R?*"~! que

nao sao composigoes.

A seguir apresentamos um teorema de [DTi| que estende as hipersuperficies con-

vexas um resultado provado por O’Neill para a esfera redonda (cf. Teo 3 [O’Nz]).

Teorema 3.8 Seja f : M™ — R" n =4, uma imersao isométrica de uma varie-
dade compacta de curvatura seccional positiva. FEntdo nao existe imersao isométrica

1-reqular de M™ em R"*2 além da trivial.

Demonstragao: Suponhamos que existe uma ¢ : M" — R""2 imersao isométrica
l-regular, e seja h : U LRI - R"*2 uma imersao isométrica, dada pelo Teorema
3.6, tal que g = h = f. Temos que s, serd 1 ou 2. Observemos que s, 8 0, pois, caso

contrario, pela equagao de Gauss terfamos que a curvatura de M seria nula.

Suponhamos s, = 2. Como o, = oy, Lade ainda sy = 1 entao s, = 1, o que implica

que h(U) nao é plana. Portanto p, = 1. E as folhas n-dimensionais da distribuigao de
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nulidade relativa de A

x B N(ap(z))

sao transversais a f(M), pois , caso contrario, teriamos que T,f(M) = N(ay(z)) e

como oy, (z) =0 em N(ap(x)) terfamos oy = ap. Absurdo.

Consequentemente, suas intersegoes com f(M) resultam numa folheagao de codi-
mensao 1 de M, cujas folhas sao completas. O que é uma contradigao. Portanto s, = 1

e h é apenas a inclusao. O

Lembramos que a motivacao para o artigo [DT1] foi o estudo das imersoes isométricas
de S™ em R"P. levantando-se a questao de quando esta seria um composicao de
imersoes isométricas. Com o que apresentamos até aqui podemos enunciar o seguinte

corolario:

Coroléario 3.9 Dada uma imersao isométrica g : S — R""P, comn=4 ep<n—2,

entao existe um aberto denso onde g € localmente composicao.

Demonstracao: Vamos encaixar as hipoteses do corolario nas hipéteses do Teorema
3.7. Sejam f : S" - R™"! uma imersao umbilica e ¢ : S* — R"*P imersao isométrica.
Como f é umbilica temos que pg(zr) = n = p + 2 para todo + M. Logo, basta

verificarmos a hipdtese adicional exigida pelo Teorema principal caso p = 6.

Suponhamos que f (ou g) admite um aberto (n — p + 2)—regrado, ou seja, esse
aberto admite uma folheagao (n — p 4+ 2)—dimensional por subvariedades totalmente
geodésicas do ambiente. Mas se isso ocorrer, teremos subespacgos bidimensionais do
espago tangente (& esfera) onde a curvatura seccional serd nula. Portanto f (ou g) nao

admite um aberto (n — p 4 2)— regrado. E assim concluimos. O

Observamos que a demonstracao acima pode ser facilmente estendida para formas

espaciais, obtendo o seguinte resultado:

n-+p

Corolario 3.10 Dada uma imersdao isométrica g : Q% - QL'", (¢ > ) comn=4 e

p<n—2, entao existe um aberto denso onde g € localmente composicao.
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E finalmente para destacar o caracter local do Corolério 3.9, apresentamos o seguinte

exemplo devido a Henke [He].

Exemplo 3.11 O objetivo desse exemplo € apresentar uma imersdo isométrica de S*~1

em R™ ! que nao serd globalmente uma composicao.

A imersao desejada serd construida da sequinte maneira: tomamos o ponto fizxado

P =(0,0,...,0, \/75, \/75) LRI e o semi-hiperplano fechado
V_ V_
2

2
C:{l' I:Rlnll'n,1277l'n:7}.

Seja ¢ : R —» R? wma curva plana parametrizada por comprimento de arco, ¢ =

(¢1,02), de maneira que, ¢1 seja crescente e
Voo Vo
2 2

¢1(7) = 9

)0 se x [[Foo,L2)
<Z52(SC)—{ 50 se x E(jé—i,oj)

Definamos f; : R* — R**! i =1,2 por:

fl(xla cee 7xn) - (xla s 7$n717¢1(1‘n)7¢2<xn))
f2(131, e ,.’lfn) = (l’l, RN ,(ﬁl(.’]?n,l),l’n, (bQ(.’I}n,l)).

Agora, definimos a imersao isométrica f : R"\C — R"*! da sequinte maneira:

f(x):{ fi se x,=

fo se x, <

2

ofef

Finalmente, estendendo f ao ponto P, ou seja, definindo

> f(z) se xBP
f(x):{ (RO) .

se v=2P

Agora, restringindo f a S"™' obtemos wma imersao isométrica que nao pode ser

estendida para nenhuma vizinhanca do ponto P em R".
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Capitulo 4

Subvariedade de duas variedades

Até agora trabalhamos sobre o problema de determinar condig¢oes para que uma
imersao isométrica g seja uma composicao. Agora vamos apresentar a seguinte questao:
quando uma variedade riemanianna M"™ pode ser isometricamente imersa em duas
formas espaciais de curvaturas seccionais diferentes. Nao trabalharemos com a questao
em si, mas veremos, por um resultado de [DT1], como a questdao de composi¢ao nos
ajuda a construir localmente essas imersoes de M nessas formas espaciais, caso elas

existam.

4.1 Preliminares

Antes vamos ver algumas defini¢bes que usaremos a seguir.

Dada uma imersao isométrica f : M™ - N"P_definimos o vetor curvatura média

H(z) de f em x [CM como
1 n
H(z) =~ > (X, X))
j=1
onde « é a segunda forma fundamental de f e X;,..., X, base ortonormal de T, M.
Observamos que essa definicao nao depende da escolha da base.

Uma imersao isométrica f : M"™ — NP & umbilica em x se A¢ = \¢I para
todo & [T, M=, onde ¢ e I é a aplicacao identidade em T, , M. E dizemos que

f é uma imersao umbilica se é umbilica em toda M.
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A seguir apresentamos dois lemas (cf. p. 11 de [D1]) que nos auxiliam na demon-

stragao do Teorema 4.3.

Lema 4.1 Dada f : M™ - N™P imersao isométrica, as sequintes afirmacoes sao

equivalentes:
(i) f € umbilica em x M ;
(ii) A¢ = H (x), W para ¢ TOLM*;

(111) (X, Y) = X, YH(z) para X, Y CITLM.

Lema 4.2 Se f: M™ - NP é uma imersao umbilica, n = 2, entao:
(i) ||H|| € constante;
(ii) M tem curvatura seccional constante ¢ + ||H||*;

(iii) Ag = ||H||1.
4.2 Aplicacao

Se pudermos imergir isometricamente uma variedade riemanniana M"™ em duas
formas espaciais de curvaturas seccionais distintas, o teorema a seguir nos fornece
uma ferramenta para enxergar localmente essas imersoes como intersec¢ao de imersoes

canonicas.

Teorema 4.3 Suponha que M™, n = 4, admite imersoes isométricas f : M™ — Q"
eg:M™ - QY c < ¢, com sy(x) <n—3 para todo x M. Ponha G =i° g, onde
i € a inclusio umbilica de Q2" em QUP+!. Entdo existe um aberto denso V [ tal

que G|y € localmente uma composicao.

Demonstracao: Seja

V = {& CM; Cizinhanca U, : dimN7(y) = cte e dimN(y(y)) = cte em U, }.
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Observamos que esse é o mesmo aberto e denso definido na demonstragao do Teorema

3.7.

Primeiramente vamos mostrar que a forma bilinear simétrica plana, em = [/,

Br = (af(x), ag(x)) satisfaz N(3) = {0}. Para vermos isso, tome § um campo normal

unitario da inclusdo i : Q2" - Q™P*1. Entdo de G =ie° g e do fato de i ser umbilica
segue

[Ae(X,Y),00F [@(X,Y) + ay(X,Y), 6= (X, Y), 6
— @,X,Y [ A, 60N, Y
e pelo Lema 4.2 temos ¢—c = ||H||? = [H, H 3= OH, §[8] [H, §[a1 3 [H, §[Ze portanto
[e(X,Y), 63 \/ﬁm’, Y[ (4.1)

Em particular temos que o indice de nulidade relativa de ag, vg(z) = 0 para todo

x [M, pois a nulidade de ag estd contida no espago de nulidade de [ 1.1 Entao
N(B) = N(ay) n N(ag) = {0}.
Resta mostrar que, com isso, ag se decompoe. Afirmamos que S(f3) é degenerada.

Caso contrario, terfamos pela proposicao 2.5

dimN () =n—dimS(f)=n—1—s¢g
pois S(3) CI M+ CNF. Como ag = ; + a, temos que sg < 1+ s, e pela hipétese
sobre s, segue que dimN () = 1. Absurdo, pois N(3) = {0}.

Agora defina o produto interno lorentziano sobre 7Y M+ [NF (z) por

Dﬂh £2>7 (617 52) (L= _@7 01 |EJCMJ- + @7 52EEMJ-'
Como mostramos que S(3) é degenerada, temos que existe um vetor unitério n CNE(z)
tal que

(N,n) CS(B) n S(B)*

onde N é um vetor normal unitario a f em x. E seguindo como a demonstracao do

Teorema 3.6 obtemos que ag se decompoe como

ag(X,Y) = ay [5k)
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onde v(z), a {n}*-componente de a,(z), pelas equacoes de Gauss para f e G, é plana.
E ainda temos que G é nao regrada, pois, se fosse, de (4.1) teriamos que ¢ = c.

Para concluirmos a prova, observe que de s, =< n — 3 temos, como ~ ¢ plana,
dimN (y(z)) = n — dimS(y(x)).

Da decomposicao de ag temos dimS(y(z)) = s¢ —1lede s¢ < 1+ s, < n— 2,
concluimos que

dimN (y) = 3.

Logo, se k = dim(N(v)) e vg < k — 1 a condigao (iv) do Teorema 3.4 é satisfeita. E

dai segue o resultado. O

Para concluir, como foi dito no inicio da secao, observamos que o resultado acima
nos auxilia a construir as imersoes f e g da seguinte maneira (tudo que se segue tem
carater local): como G é uma composi¢do, temos que existe uma imersao isométrica
h: QM o QP tal que G = h e f, e portanto a imagem de M pela f (ou pela
g) serd a intersecgio da imagem de Q"' pela h com a imagem de Q57 pela i. O

diagrama abaixo ilustra essa situacao.
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Conclusoes e outros resultados

Nesse capitulo vamos apresentar alguns resultados posteriores ao artigo [DT] e rela-
cionar o problema da composicao de imersoes isométricas com o problema de reducao

de codimensao e com o problema de rigidez.

5.1 Resultados Posteriores

Dadas g : M" - Q" e f: M" - Q79 imersoes isométricas, a questao levan-
tada na Introducao foi determinar condigoes sobre f e g que implicam que g é uma

€cOMposicao.

No artigo [DT1] essa questao foi abordada tomando a codimensao de f igual a 1.

Artigos posteriores abordam essa questao para codimensao maior.

Em 1993, no artigo ”On submanifolds of two manifolds” (cf.[DT:]), Marcos Dajczer
e Ruy Tojeiro consideram o caso da codimensao da f igual a 2, obtendo o resultado

que apresentamos a seguir.

Teorema 5.1 Sejam f: M" - Q"2 eg: M™ - Q" n =5 e p = 2 imersoes
isométricas com s,(x) < n—3 para todo v M. Assuma ainda que f é um mergulho,
vi(z) = n—sy(x) — 3 e pp(x) = sy4(z) + 1 para todo v M. Entdo existe um
subconjunto aberto e denso U L_M™ tal que sobre cada componente conexa Uy de U

uma das sequintes condicoes se verifica:
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(1) Existe uma imersao isométrica local h : Q"% - Q" tal que g é uma com-
posicao g =he f;

(2) As imersoes f e g sao ambas k-regradas com as mesmas folhas, onde k =
n— sg(x) + 3;

(3) Eziste uma variedade riemanniana N™", uma imersio isométrica i : Uy —
N™1 e imersoes isométricas F - N1 o Q"2 e G : N o Q" k-regradas com as

mesmas folhas, onde k =n — s,(x) +4 tais que f = Feoieg=G_Gei.

Além disso, os casos (2) e (3) s6 podem ocorrer se sq(x) =7 sobre Uy,

Jd em 2001, no artigo ” Compositions of isometric immersions in higher codimension” (cf.[DF]),
Marcos Dajczer e Luis A. Florit demonstram um resultado andlogo para codimensao

da f menor ou igual a 5:

Teorema 5.2 Sejam f: M"™ - R"™P eqg: M"™ - R"P+1 ¢ =0, imersoes isométricas.

Suponha p <5, e assuma que f satisfaz para todo x LM, a sequinte desigualdade:

Quando q = 5, assuma ainda que 1/{ =n—2q+ 1. Entao ay se decompoe em toda M

e g € uma composi¢ao se o se decompoe reqularmente.

No teorema acima, dizer que a segunda forma fundamental o, se decompoe regular-
mente, significa que, na decomposi¢ao o, = oy [5como na segao (3.2)), os espagos

S(v) e N(v) possuem ambos dimensoes constantes.

E ainda, a afirmacao de que ¢ é uma composicao tem aqui o seguinte sentido: existe
lho isométrico f' : M™ - NJ*P i flat NP i A

um mergulho isométrico f’ : - N, "% numa variedade flat N, ", uma imersao

isométrica j : NJ™7 — R™P (isto é, uma isometria local) satisfazendo f = j < f’ e uma

imersdo isométrica h : Ny P - R P+ tais que g = h o f.
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5.2 Problemas Relacionados

Dois problemas classicos na teoria de subvariedades sao o problema de rigidez e
o problema de reducao de codimencao. Vamos apresentar uma relacao entre esses

problemas com o problema da composi¢ao de imersoes isométricas.

5.2.1 Reducao de Codimensao

Uma imersao isométrica g : M" - Q7P admite uma reducao de codimensao para
q se existir uma subvariedade totalmente geodésica Q"7 [CI'*? com ¢ < p tal que
g(M) CQpre.

A titulo de ilustracao apresentamos a seguir um resultado bésico para reducao de

codimensao, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [Di] (Prop. 4.1 p. 54).

Teorema 5.3 (Erbacher) Seja f: M" - Q"P wma imersao isométrica, e suponha
que eziste um subfibrado paralelo L do fibrado normal, de posto q < p tal que Ny(z) 1

L(z) para todo x CM. Entao a codimensdo de f pode ser reduzida a q.

Vejamos o problema de reducao de codimensao sob o enfoque de composicao de
imersoes isométricas: se dadas g : M™ - Q"™ e f: M™ - Q" g < p imersoes
isométricas tivermos que g ¢ uma composi¢ao, entao existe uma imersao isométrica
h:Q' Q" tal que g = he f. Se h for um mergulho totalmente geodésico, entao
R(Q"7) é uma subvariedade totalmente geodésica de Q" tal que g(M) [CAIQm"9).

Logo g admite reducao de codimensao.

5.2.2 Rigidez

Dadas imersoes isométricas f,g: M™ - Q7P| se existir uma isometria 7 : Q717 -
QP tal que g = 7 o f dizemos que f e g sdo congruentes e denotamos por g = f. Se

g for congruente a f para qualquer imersao f entao dizemos que g é rigida.
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Para ilustrar apresentamos a seguir um resultado classico de rigidez que pode ser

encontrado em [Di] (Teo.6.7 p. 89).

Teorema 5.4 Seja f: M" - Q" uma imersao isométrica com nimero tipo T = 3,

em toda M. Entao f € rigida.

Lembramos que o nimero tipo, 7(z), de uma imersao isométrica f : M"™ - N"™?
em x ¢ o nimero tipo dos operadores Ag, ..., A, onde {&,...,§,} ¢ uma base de

T,M*. Isto é,

7(x) = maz{s| Xh,..., X, COAM : Ag Xu, ..., Ag Xs, ..., A, Xy, ..., Ag, X sao Li}

Vejamos o problema de rigidez sob o enfoque de composicao de imersoes isométricas:
dadas f,g: M™ - Q" imersoes isométricas, se g é uma composi¢ao temos que existe
ho: QP - Q7P uma imersdo isométrica , tal que ¢ = h e f. Portanto se h é um

mergulho entao g é congruente a f.

Nesse sentido temos que a nocao de composicao generaliza a noc¢ao de rigidez.
Inclusive, Marcos Dajczer e Luis A. Florit, no artigo citado acima, sugerem que o estudo
de resultados de rigidez dentro do contexto de composicao de imersoes isométricas pode
levar a um entendimento mais profundo da teoria. Essa perspectiva abre caminho
para novos resultados, tornando o problema de composicao de imersoes isométricas um

campo fértil de pesquisa.
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