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RESUMO

Este trabalho concerne ao estudo de modelos mateméticos para descricdo do
crescimento de tumores e tratamento por radioterapia. O crescimento de tumores foi estudado
utilizando-se um modelo matematico que considera a interagdo entre as populacdes de Células
Normais, Células Tumorais e Células do Sistema Imunoldgico a partir de um conjunto de trés
equacdes diferenciais ordinérias. Um termo de controle foi introduzido ao modelo populacional,
levando o sistema para o ponto de equilibrio desejado. O tratamento por radioterapia foi estudado a
partir do modelo Linear Quadratico (LQ) que oferece condicOes para que se otimize o tratamento do
cancer pela radioterapia, além de estabelecer a comparacao de diferentes regimes de tratamento,
mantendo fixa a dose total da radiacéo, variando o tempo e o nimero de aplicacbes. A comparagdo
do termo de controle introduzido anteriormente com o modelo Linear Quadratico permitiu que se
encontrasse 0 significado fisico para o controle proposto em funcdo das caracteristicas

radiobiologicas do tumor e da dose de radia¢éo do tratamento.



ABSTRACT

The present work concerns to the study of mathematical models to describe the
growth of solid tumors and treatment by means of radiotherapy. The tumor growth was studied using
a model that considers Normal cells, Tumor cells and Immune cells and the interactions among
these populations as a three ordinary differential equations system. A control term was introduced in
population model, leading the system to the desired equilibrium point. The radiotherapy treatment
was studied using the Linear Quadratic model (LQ) that optimize radiotherapy cancer treatment, and
compares different treatments protocols, keeping the total dose of radiation constant, changing time
and number of applications. A comparison between the control term and the LQ model was made to
identify the physical means of the control term as a function of the radiobiological characteristics of

the tumor and the total radiation dose.



LISTA DE FIGURAS

FIGURA 1: Solugdes do Modelo de VETNUISE............ccoiiicccceseese s 16
FIGURA 2: Plano de fase do sistema de competicdo entre €SPECIES..........covvvvvvrveererererererersrensnnn, 18
FIGURA 3: Solucdes do Modelo LOtKa-VOREITA...........ccccveerieeeeieieisssisenss e 20
FIGURA 4: Trajetorias fechadas do diagrama de fase do sistema de Lotka-Volterra........................ 21
FIGURA 5: Esquema da divis&o celular onde ocorre a formag&o de células cancerosas.................. 27
FIGURA 6: Dinamicas do modelo de interacdo entre Células Normais e TUMOraiS.............cccevevenen. 30
FIGURA 7: Plano de fase do modelo de interac@o entre células normais e tumorais.............ccou..... 31

FIGURA 8: Trajetérias do modelo de interacdo entre células normais, do sistema imunoldgico e

FIGURA 9: Trajetérias do sistema de interacdo entre células normais, do sistema imunol6gico e
celulas tumorais, N0 PIAN0 NTT ...coovviiiiccccee s 42

FIGURA 10: Plano de fase do sistema de interacdo entre células normais, do sistema imunoldgico e

FIGURA 11:. Dinamica das células tumorais do sistema, com mudan¢a na condi¢do inicial das

celulas do SIStEMA IMUNOIOGICO. ........cuvurrerrieiriiiriiiiieie et es et n s 44



FIGURA 12: Dindmica das células tumorais do sistema, com mudanca na condicdo inicial das
CEIUIAS NOMMAIS.......cvviiieccie ettt s ettt b st s s s e 45

FIGURA 13: Dinamica das células tumorais do sistema, com mudan¢a na condi¢do inicial das

CEIUIAS TUMOIAIS. .....ucveertici ittt 46
FIGURA 14: Espaco de fase do sistema, com controle do tipo linear e g =0,01......cccccoevvrienne. 49
FIGURA 15: Espaco de fase do sistema, com controle do tipo lineare g = 0,02 .....cccccccovvrvrvrvnnen. 50
FIGURA 16: Espaco de fase do sistema, com controle do tipo lineare g = 0,025 .........cccovvvreneee. 51
FIGURA 17: Dinamica do sistema, com controle do tipo lineare 22 =0.025..........ccovvvrrrrrernnnn. 52
FIGURA 18: Espaco de fase do sistema, com controle do tipo lineare 12 =0,03........cccoovrvrvrvnnee. 53
FIGURA 19: Dindmica do sistema, com controle do tipo linear e £z =0,03........cccocovvvivrrivnnnnes 54
FIGURA 20: Espaco de fase do sistema, com controle do tipo quadratico e 4 =0,05........ccceo.ee. 56
FIGURA 21: Espaco de fase do sistema, com controle do tipo quadratico e gz = 0,07 ...........c........ 57
FIGURA 22: Dinamica do sistema, com controle do tipo quadratico € 2 = 0,07 .......cccoevrvrvirernee. 58

TABELA 1. Estabilidade dos pontos de equilibrio do modelo............cccevvvnrnnnniiiccceceeeie, 40



SUMARIO

INTRODUGAO. ....c.cvoooeeveesssieses s s s ss s s s ss s nessens 11
CAPITULO I: MODELOS MATEMATICOS DE CRESCIMENTO.......ovvveereenrreesrieensissesssnessennnsens 14
1.1 MOGEIOS CIASSICOS. ....vurveririiriiseiereisese ittt bbbttt 14
1.1.1 M0delo de VEINUISE...........coieiicccees s 15

1.1.2. Modelo de CompetiCao eNtre ESPECIES.......covvviiiiirreriiieceete e 17

1.1.3 Modelo D€ LOtKa-VOREITA. .......c.ceeriericieinieeeeees s 19

1.2. Modelos de Crescimento d& TUMO ... 22
CAPITULO II: DINAMICA DO MODELO DE CRESCIMENTO DE TUMORES.......coovvommverrerernrrenan. 26
2.1. Interacdo entre Células Normais e CElulas TUMOIAIS.............cveeereiniereresnissiese s 28
2.1.1 SIMUIBGDES. ... 29

2.2 Interacdo entre Células Normais, Células Tumorais e Células do Sistema Imunoldgico.......32
2.2.1. Anélise da EStabilidade. ...........ccocriiriniiiecee e 37

2.2.2. SIMUIAGOES. ....c.vveevreieieiriiisi sttt sn s 39



10

CAPITULO IIl: ESTUDO DA DINAMICA DE TRATAMENTO DE TUMORES..........coovvreeeeeeeeeeeenenns 47
3.1. Controle da populacao de células tumorais (LINEAr)..........ccceeveerereesiiiieseeeeeeve e, 47
3.2. Controle da populacéo de células tumorais (QUAAIALICO)........ccccevrerrerrriririeeereeeeeeseeeens 55

CAPITULO IV: MODELO LINEAR QUADRATICO.........ommrriirnriismnesissnsssssnssssssssssssssssssssssssssees 60

CONCLUSOES. ... vvevvitaseesisessesssssssssssssss st 65

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS...........oecvveeeeeviiesesiessesssesssisssssisssessssesessssssssssssssessesssssssnsenes 67



INTRODUCAO

A modelagem matematica busca refletir uma porcdo da realidade utilizando
parametros e argumentos considerados fundamentais para descrever tal situacdo atraves de um
sistema artificial, denominado modelo.

E muito importante que se conhe¢am os modelos matematicos classicos, que s&o
encontrados na literatura [5, 6, 24], pois um mesmo modelo pode servir para demonstrar fendmenos
de natureza completamente diferentes. Um conjunto de equacdes e parametros s6 se torna um
modelo quando as variaveis consideradas tém um significado proprio e estdo de acordo com a
situacdo modelada. Todos os modelos tém limitag@es. Isso torna todo modelo sujeito a modificacdes
futuras, o que é uma caracteristica da modelagem.

Exemplos de modelagem incluem o classico modelo deterministico, enunciado por
Galileu e Newton [18] que relaciona velocidade, distancia e tempo. Atualmente, modelos
deterministicos sdo, costumeiramente, usados para desenvolver programas de computador que
projetam carros, aeronaves, produgéo industrial, etc...

No estudo de fendmenos bioldgicos a quantidade de variaveis envolvidas € imensa.

Por isso, alguns modelos matematicos que descrevem fendmenos deste tipo, ndo retratam
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exatamente a realidade, pois alguns fatores sdo desconsiderados. Isso ndo deixa 0 modelo sem
importancia, pois é passivel de aperfeicoamentos.

O estudo da dindmica populacional comecou quando Thomas Robert Malthus
(1798) afirmou que a populagdo crescia em progressdo geométrica. Em seguida uma adaptagéo foi
feita por Pierre Verhulst que considerou um limite para esse crescimento. Os modelos de predacao
e competicdo tiveram sua origem com o0s estudos de Lotka (1925) e Volterra (1926).

O interesse pelo estudo de modelos que descrevam crescimento de tumores
continua sendo um desafio para médicos e cientistas, seja na busca de cura, seja na atenuagao dos
efeitos da doenga. Além disso, a dificuldade de se conseguir dados experimentais e as diferengas
entre pacientes faz com que a utilizacdo da modelagem matematica seja muito importante no
planejamento de tratamentos.

As principais modalidades de tratamento de céncer atualmente s&o: a
quimioterapia, a radioterapia e a cirurgia. Nos Ultimos anos diversos autores tém apresentado
modelos matematicos para o crescimento de tumores [4]. Modelos para tratamento por
quimioterapia também aparecem na literatura [9, 10, 19], assim como para radioterapia [11, 12, 18].

Nesta dissertacdo apresentamos um estudo de modelos matematicos para
crescimento, tratamento e controle do céncer. O crescimento de tumores foi estudado utilizando-se
um modelo matematico que considera a interacdo entre as populacdes de Células Normais, Células
Tumorais e Celulas do Sistema Imunolégico a partir de um conjunto de trés equacdes diferenciais
ordinarias. Um termo de controle foi introduzido ao modelo populacional, levando o sistema para o
ponto de equilibrio desejado. O tratamento por radioterapia foi estudado a partir do modelo Linear
Quadratico (LQ) que oferece condicBes para que se otimize o tratamento do céncer pela
radioterapia, além de estabelecer a comparacao de diferentes regimes de tratamento, mantendo fixa
a dose total da radiacdo, variando o tempo e 0 numero de aplicagdes. A comparacdo do termo de

controle introduzido anteriormente com o modelo Linear Quadréatico permitiu encontrar o significado
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fisico para o controle proposto em func¢éo das caracteristicas radiobiologicas do tumor e da dose de
radiacdo do tratamento.

A dissertacao esta organizada da seguinte forma. No primeiro capitulo, realizar-se-a
uma andlise detalhada dos modelos cléassicos de crescimento de populacbes e interagdo entre
espécies. Ainda nesse capitulo sera apresentado um modelo proposto por Bassanesi [9] que
considera o crescimento da massa tumoral total e das células que compdem um tumor.

No segundo, sera feito o estudo de um modelo que considera a interacdo entre as
Células Normais, as Células Tumorais e as Células do Sistema Imunolégico. Serdo realizadas
varias simulagdes que apresentardo a dindmica do sistema e também planos de fase.

O terceiro capitulo apresentard um tipo de controle de feedback, no qual serdo
feitas algumas modificagBes nas equagdes do modelo proposto no segundo capitulo, simulando a
diminuicdo do tumor e procurando maneiras de levar o tumor a morte.

Por fim, no ultimo capitulo serd apresentado um modelo conhecido por Linear
Quadratico, modelo que estuda os efeitos da radioterapia considerando a dose total e 0 nimero de
fracbes em que a dose é aplicada, a fim de minimizar os efeitos desse tratamento. Procurar-se-a
também estabelecer uma rela¢do entre 0 modelo Linear Quadratico e o controle que foi proposto no

capitulo anterior.



1 MODELOS MATEMATICOS DE CRESCIMENTO

1.1 Modelos Classicos

Nesta secdo apresentam-se alguns dos modelos classicos de crescimento de
populacbes e modelos que consideram a interacdo entre duas ou mais espécies. A criacdo de
modelos mais elaborados e que descrevam melhor a realidade pode ser facilitada com o
conhecimento desses. Os modelos que serdo aqui apresentados sdo muito importantes para a
construcdo e interpretacdo do modelo de crescimento de tumor que sera estudado no segundo

capitulo.
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1.1.1 Modelo de Verhulst

O modelo do sociblogo belga P.F. Verhulst (1837) € um dos mais importantes
modelos que descreve o crescimento populacional. Esse modelo supde que toda populagdo esta
predisposta a sofrer inibicdes naturais em seu crescimento, devendo tender a um valor constante
quando o tempo cresce. O modelo de crescimento de Verhulst (1837), também conhecido como
modelo Logistico, € uma modificacdo do modelo de Malthus (1798). Do ponto de vista bioldgico ele
é mais realistico e mais significativo, ja que no modelo de Malthus a populag&o tende a crescer sem
limitac&o.

O Modelo proposto € dado pela seguinte equacao:

d_N= r(l—ﬁjN (1.1)
dt K

onde K é chamado nivel de saturacdo da populacdo, ou seja a populacdo nunca
ultrapassa esse nivel.

A solucdo do modelo proposto € calculada a seguir:

Separando as variaveis e integrando os dois lados da equacéo (1.1), tem-se:

dN

[— M e,
N(l_Nj
K
segue-se que,
In =rt+c,
K-N
ou,
rt
N = Kce (12)

1+ce" '
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usando a condicdo inicial, tem-se que a constante de integracdo nesse caso, é

dada por:

c= , (1.3

(1.4),

N(t)= (14)

Onde r pode ser obtido pela regresséo nao linear.
A figura 1 apresenta solucdes do modelo de Verhulst (1837), com condigdes iniciais

diferentes.

“Yerhulst
a0 . .

45 — N30 |

0t .

3ar .

FIGURA 1: Solucdes do Modelo de Verhulst
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O gréfico da figura 1 foi feito no Matlab, e as constantes utilizadas foram r =1 e
k =30. Percebe-se que, de acordo com o modelo, as populacdes tendem a estabilizar-se em

N(t): k, que € o nivel de saturacdo. Nesse caso escolheu-se k =30, as populacdes crescem,

decrescem ou se mantém no nivel k = 30. Para condicOes iniciais maiores que k , as popula¢des
irdo decrescer, para condi¢do inicial igual a k , a populacdo se mantera neste nivel, e para condi¢do

inicial menor que k , ela ira crescer até alcancar a capacidade de suporte.

1.1.2. Modelo de Competicdo entre Espécies

Em um sistema formado por duas espécies € necessario considerar que cada uma
pode afetar negativamente a outra na busca por alimentos, nutrientes e espaco disponivel. Além
disso, esses fatores limitam o crescimento das populagdes, por isso, o crescimento logistico é o
mais conveniente.

Tem-se entdo, sem competicao:

X _ ax—bx?
iy (15)
— =cy-dy’
at y —dy

Incluindo-se a competicdo, o numero de individuos de cada espécie sofrera uma
reducédo por um termo proporcional ao ndmero de individuos da outra espécie.

ax_ ax —bx® —axy
dt (16)
dy

—~ =cv—-d 2 _
at y—dy” — Sxy
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Os pontos criticos do sistema (1.6) sdo, (O,EJ, (30) e| XZ ad , fa-he .
d b aff —bd af-bd

A estabilidade desses pontos vai depender dos parametros considerados. Por

exemplo, o sistema:

o xt-x-y)
gt (L.7)
d—i’ — (0,75~ y —0,5%)

tem como pontos criticos (0;0), (071), (10) e (0,50,5). Pode-se observar na figura 2 que
representa o plano de fase para o sistema considerado (1.7), que o ponto (O;O) é um ponto de

equilibrio instavel, (0;0,75) € instavel, (1,0) é instavel e (0,5;0,5)é um ponto de equilibrio estavel.

Plano de faze
1.5

1

wO=[0.2:0.02]
— y0=[0.001;0.75]
= 0=[0.001;0.001]
(=1 4:0.01]
— wle=[1;1.3]

yO=[1.4:0.24]
— wlg=[1.2,0.5]
------ — e (=[020 25]
= y(0=[1;0.0001]

1
1
1
1
1
1
r
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
F
1

05f-------

e Al g e S S S

R e e S S

1.2 1.4

=
]
(%]
o
=S
=
a7

0.8

FIGURA 2: Plano de fase do sistema de competi¢do entre espécies

A figura 2 mostra o grafico da populacdo x versus y, com trajetérias para

condi¢es iniciais diferentes. Os pontos pretos sdo 0s pontos criticos do sistema (1.7). Através
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dessa figura pode-se perceber que as trajetérias se afastam dos pontos instaveis, e convergem para

o ponto (0,5;0,5) que € estavel.

1.1.3 Modelo De Lotka-Volterra

Na maioria dos sistemas biologicos, as populacdes relacionam-se ou interagem
entre si. O primeiro e mais famoso modelo matematico que considerou interacdo entre espécies €
conhecido como Lotka-Volterra.

Durante a Primeira Guerra Mundial, as atividades de pesca praticamente
paralisaram no Mar Adriatico. Apds o fim da Guerra, percebeu-se que a populacdo de peixes
predadores, como o0 tubardo e a arraia, estava bem maior do que normalmente era encontrada no
periodo anterior a Guerra. O fendmeno contrario foi observado com o0s peixes que eram
considerados como sendo presas. Volterra sugeriu e analisou um modelo que explica por que a
interrupcdo da pesca foi favoravel a populagdo de predadores. Mais tarde, esse modelo ficou
conhecido como Lotka-Volterra, pois Lotka, ao estudar reagBes quimicas, obteve equacdes
equivalentes em que a concentragdo de duas substancias mostra um comportamento oscilatorio.

O sistema Lotka-Volterra considera a interacdo entre duas espécies, na qual a
primeira (presa) dispde de alimento em quantidade suficiente, e a segunda espécie (predador)

alimenta-se da primeira. O modelo é dado a seguir:

IN _aN—aNP
ddFt) (18)
—=-bP + /NP

dt
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Onde
N representa 0 nimero de presas;
P representa o numero de predadores;
a, taxa de crescimento de presas;
b, taxa de mortalidade dos predadores e;

a e 3 representam as medidas de interacao entre as duas espécies.

Os pontos criticos do sistema (1.8) s&o obtidos quando:

0=aN —aNP
(1.9)
0=-bP + NP
Dai tem-se (0,0) e [%,EJ. O primeiro ponto € instavel (ponto de sela) ja o
o

segundo € estdvel (centro). As solugbes desse sistema apresentam oscilagbes periddicas, como

esta apresentado na figura 3.

Lotka-“olterra
12':' T T T T T T T

— presa
” “ “ — predador

100

T
——
-—
p—— ]
—
——

g0

alll

presa,predadaor

40

20 .

FIGURA 3: Solucdes do Modelo Lotka-Volterra
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A figura 3 mostra a dinamica do modelo da Lotka-Volterra para condi¢ao inicial
N(0)=10 e P(0)=20. Os parametros usados para realizar a simulagio 3 foram a =10,

@=02,b=10 e 8 =0,6.0s pontos de equilibrio ent&o, s&o (0,0) e (50 50).

3 1
A figura 4, a seguir, representa o plano de fase do sistema Lotka-Volterra com

condigdes iniciais diferentes.

Diagrama de fase
120

i |— o)

100

g0

predador
o
=

40

USSP U U U U U U U U | U

20

e — = — = - L - - -~

=
M
—
=
—
m
o]
]
s
m
L
[
WA
|

40

FIGURA 4: trajetdrias fechadas do diagrama de fase do sistema de Lotka-Volterra.
A figura 4 mostra diagramas de fase (grafico de presa x predador) do sistema de
Lotka Volterra com condigdes iniciais diferentes que estdo indicadas na legenda. O diagrama de

fase mostra as trajetorias fechadas ao redor do ponto critico estavel (50 50).

3 1
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1.2. Modelos de Crescimento de Tumor

Em [9], Bassanezi considera que o crescimento de um tumor € a quebra de um dos
mecanismos de feedback do organismo. Com essa quebra, as células cancerigenas dividiriam-se
“sem controle”. Considera, também, que nem todas as células tém a mesma capacidade de se
multiplicar. Logo, ha uma limitagdo no crescimento. Como causas dessa limitacdo, pode-se citar a
diferenciagdo multiplicativa e a competi¢éo celular.

Simplificando, o tumor é constituido de células replicativas, que sdo chamadas de
viaveis e células diferenciadas, que ndo tém a capacidade de se dividir.

Segundo Bassanezi, a importancia de se obter modelos matematicos para o
crescimento de células vidveis esta no fato de que essas dificiimente podem ser reconhecidas
experimentalmente e também porque que séo responsaveis pela morte do hospedeiro.

No modelo proposto por Bassanezi, supde-se que a populacdo de células
diferenciadas (tecido morto) € o fator principal de inibicéo.

Considera-se:
——=/T(1-y) (1.10)

Onde:
T é a massa tumoral (células viaveis + células diferenciadas);
y é a taxa de inibi¢do devido a quantidade de tecido morto, €;

y € a taxa de duplicacdo das células viaveis.

Para Yy, o0 crescimento € do tipo Gompertz,

% =aylny (1.11)

dt
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cuja solugéo é dada por: y = exp(exp(at +c)).

Entéo a solugdo de (1.10) é:
t
T(M)=T, exp[ﬂ 4 ydrj ,

a constante c foi obtida, experimentalmente, no inicio da formagdo do tumor, quando foi possivel
determinar a quantidade de células viaveis.

E fundamental avaliar a quantidade de células vidveis, pois essas S30 as
responsaveis pelo desenvolvimento do tumor. Porém, experimentalmente é muito complicado obter
essa quantidade, por isso a necessidade de um modelo. O modelo que sera proposto a seguir

considera que a probabilidade dessas células estarem situadas na camada externa € maior que em

seu interior.
Se todas as células geradas de uma divis&o celular forem vidveis:
an_
dt (1.12)
m(0)=m,
Onde:

m é a massa de células viaveis,

y € ataxa de crescimento das células viaveis.

A solugdo da equagdo (1.12) é m(t): m,e’". Isso indica que o crescimento é
limitado, o que ndo corresponde a realidade.

Nesse modelo, Bassanezi considerou um tumor solido, aproximadamente esférico,
e supds, que a concentracdo de células viaveis é tanto maior quanto mais distante do nucleo do

tumor.

Dai:




24

m, m,e”

t
Mr mee” + kjomoe“’dr

p) = = ¢ (1.13)

E o+ kil—e‘“t )
Onde:

m, € amassa das células viaveis;

m, € amassa tumoral total,

o € ataxa de diferenciacdo das células e;
k € a constante de proporcionalidade.

A relagdo (1.13) é entdo a probabilidade de em cada instante, uma célula viavel
dividir-se em outra também viavel.

Admite-se entdo que p(t) é a probabilidade de serem vidveis e (1— p) de serem

diferenciadas:
dm Inp
= = 1-—"%
dt ym[ In aJ (1.14)
m(O) =M,
Onde:
, a+k
p édadopor(1.13)e a= :
[04

O modelo proposto é uma combinacdo dos modelos (1.10) e (1.14), dai:

dm Inp
= = 1-—-%
dt ﬂn[ In aj
Inp

DA y)m+ ”)‘““(”E]

(1.15)

m(0)=m, en(0)=0.

Sendo que,
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n(t) ¢ a populacdo de células diferenciadas em cada instante, T =m+n e, Z—I =y(A-y)T,em

que T é a massa tumoral total.

O modelo proposto estuda a dindmica do crescimento tumoral considerando a
massa das células que compdem o tumor. No préximo capitulo considerar-se-4 um modelo que
apresenta a interagdo entre as células normais, as células que compdem o tumor e as células de

defesa do organismo.



2 DINAMICA DO MODELO DE CRESCIMENTO DE TUMORES

Os modelos para descricio do crescimento de tumores devem levar em
consideracdo que um tumor pode evoluir de varias maneiras, dependendo do tipo de tumor, do
estagio do seu desenvolvimento, do tipo de tratamento e também da capacidade do organismo do
paciente de reagir. Uma variedade de modelos matematicos de crescimento de tumores e também
de tratamento vém sendo estudado por varias décadas e por varios autores [2, 4, 9, 13, 18, 20, 24].

O cancer é um grupo de doencas caracterizado por um crescimento descontrolado
e pela disseminacdo de células anormais. Essas, por sua vez, invadem os tecidos e 0rgaos,
podendo espalhar-se para outras regides do corpo [1,8]. A figura 5 mostra um esquema de como as

células defeituosas multiplicam-se sem controle.
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Fonte: http://iwww.ecancer.org.br

FIGURA 5: Esquema da divis&o celular onde ocorre a formag&o de células cancerosas

Observa-se na figura 5 que uma célula normal d& origem a outras duas células, e
que em um determinado momento, surge uma célula defeituosa (com mutacdo). Essa mutacéo
pode levar ao surgimento do cancer, que nada mais é do que um conjunto de células que se
dividem descontroladamente, alterando toda a estrutura do crescimento celular.

Ha uma série de fatores que podem causar essas mutacées. Como exemplo, pode-
se citar: a Radiacdo lonizante (raios X, raios Gama, e radiacdo de particulas radioativas),
Substéncias quimicas também chamadas carcinogénicas (alguns tipos de corante e fumaca de
cigarros), Irritantes fisicos (como a abrasdo do sistema digestivo) e a tendéncia hereditaria: Alguns

canceres necessitam de mais de uma ou duas mutacoes antes que ocorram [1].
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2.1. Interacdo entre Células Normais e Celulas Tumorais

Para descrever essa relagdo considera-se um sistema de duas equagdes
diferenciais que apresenta a interacdo entre células normais e células tumorais. O crescimento €

dado pela lei de crescimento logistico.

dN

T r,N(@L-b,N)-c,NT

th (2.)

—=rT(-bT)-c,TN

dt
Onde:

N(t) representa o nimero de células normais no tempo t.

T (t) representa o nimero de células tumorais no tempo t.

r, e r, sdo as taxas de crescimento das celulas normais e tumorais,
respectivamente.

1/b, e 1/b, sdo as capacidades de suporte da populacdo de células normais e
tumorais (Modelo Logistico).

C, € C; Sdo os parametros relacionados com a taxa de encontro das células

tumorais com as células normais, que competem pelo espago ou nutrientes disponiveis.
Para encontrar os pontos de equilibrio do sistema (2.1), designados por *, faz-se,

aN =0e d—T: 0, obtém-se:

dt dt
0=r,N"({L-b,N")-c,N'T"
0=rT (L-bT")-c,T'N"

Reescrevendo-se o sistema (2.2):
0=N"(r,—,b,N" —¢c,T")
0=T"(r,—rbT —c,N")
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Tem-se quatro pontos de equilibrio: (Nf,Tl*):(0,0), (N;,TZ*)z[O,biJ,

1

. 1 . rb,r, —rc r, rb rb,r, —rc
(NS:Ts):[b—,OJE(N4,T4):( 112 174 _2_22[ 1M172 T ity D

2 rlb1r2b2 —CsCy €y C r1b1r2bz — GGy

A estabilidade dos pontos de equilibrio dependera dos parametros considerados.

2.1.1 Simulac¢0es:

Baseado em [19], consideram-se 0s parametros:

O sistema (2.1) passa a ser entdo:

ﬂ\'—:N(l—N)—NT
dt

91=0,5T(1—T)—TN
dt

(23)

Os pontos criticos do sistema (2.3) sdo (0,0), (0,1) e (1,0).

O jacobiano do sistema (2.3) é:

1-2N-T  -N
J= (2.4)
T 05-T-N

Para 0 ponto (0,0), substitui-se N =0 e T =0, na matriz (2.4) obtém-se a matriz

A dada em (2.5):

1 0
2 2] -
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Para a analise da estabilidade do ponto (0,0), encontra-se a equacao caracteristica
fazendo:
det(A—Al)=0 (2.6)
Tem-se entdo, como autovalores: 4, =1 e A4, =1.5. Como ambos s&o positivos,
o ponto (0,0) é instavel. Faz-se a mesma andlise para os pontos (0,1) e (1,0). Tem-se que o ponto
(0,1) € um ponto de equilibrio instavel e (1,0) € um ponto de equilibrio estével para o sistema (2.3).

A seguir temos a dindmica do sistema (2.3) para condigdes iniciais diferentes.

Cuwvas de Resposta - y0=[0.1;1.2]; Curvas de Resposta - y0f=[0.01;0.2]

T T T T T
' 1 | = Celulas Mormais | | v | = Celulas Mormais
| I | —— Celulas Tumarais | | v | == Celulas Tumaorais
. I . . L
I I ' I I '

NT

e (I . B N N B R e [ NI I N B R
1) 10 20 30 40 g0 60 70 a0 =] 100 0 10 20 30 40 g0 B0 70 80 an 100

FIGURA 6: Dindmicas do modelo de interacéo entre Células Normais e Tumorais para dois
conjuntos de condicdes iniciais. (a) (No=0,1; To=1,2); (b) (No=0,01; T¢=0,2).

A figura 6 mostra duas representacdes graficas do comportamento das células
normais e das células tumorais, como esté indicado nas legendas. Percebe-se que para qualquer
uma das condi¢des iniciais, 0 sistema é levado para o0 ponto (1,0), ou seja, as células normais
estabilizam-se em 1 e as células tumorais sdo levadas a morte. Isso estd de acordo com os

calculos realizados anteriormente e prova que o Gnico ponto de equilibrio estavel € o ponto (1,0).
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A figura 7 apresenta o plano de fase do sistema (2.3).

1.2 I I T I I I
: : : H— yio)=[1.3,0.1]
! ! ! = wi=[0.E;0.9]
1'*_ ___:_____ _____:_ _____ : _____ : = y(0)=[0.01;0.01] ||
1 1 1 1 Y(0=[1.5,1]
: : : H— yio)=[0.1;1.2]
! ! ! ! y(0=[0.01,0.2]
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FIGURA 7: Plano de fase do modelo de interacdo entre células normais e tumorais

Esse plano de fase é um gréfico das células Normais x células Tumorais com vérias
condigBes iniciais, ou seja, 0 nimero de Células Normais e Tumorais é diferente no inicio do
crescimento. Cada curva é a trajetoria do sistema com determinada condic&o inicial, como mostra a
legenda. Percebe-se que independentemente desta condi¢do, o sistema € levado para o unico

ponto de equilibrio estavel (1,0), que € o equilibrio livre do tumor. As trajetorias estdo indicadas

pelas setas.
O modelo de interacdo entre células normais e tumorais (2.1) é um modelo
simplificado que considera apenas duas populagBes. No préximo subcapitulo considerar-se-a

também a influéncia do sistema imunoldgico nesse crescimento.



32

2.2 Interacdo entre Células Normais, Células Tumorais e Células do Sistema Imunolégico

Stein [5], em analogia ao modelo presa-predador, propds um modelo para o
crescimento de tumores. Nas palavras de Stein, “O cancer origina-se quando certos tipos de célula

comecam a se desenvolver, tomando o espago das células normais.” (STEIN apud BASSANESI,

1972, [5])

Inclui-se nesse modelo um terceiro fator, o protetor, que inibe o crescimento das
células cancerigenas, destruindo-as e conseqiientemente permitindo o desenvolvimento das células

normais.
Dai, tem-se 0 modelo:

ds
e
dw
i
db
o

s(a, —b;s)—c sw

w(a, —b,s)—c,wD 2.7)
D(er~ /D)

Onde:

As constantes séo todas positivas.

s = s(t): presa (sheep), s&o as células normais;

W= W(t): predador (wolves), sdo as células cancerigenas;

D= D(t): protetor (dogs), células ou substancias protetoras;

a,, b, a,, b,, a e f séo parametros que estdo relacionados ao crescimento de

cada célula que é dado pelo modelo de crescimento logistico.
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c, esta relacionado com a interacéo do tipo presa predador para células normais e
tumorais e c, é relacionado com a interagdo entre predador e protetor, no caso, células

cancerigenas e substancias protetoras.
Pillis et. al [15], apresenta um modelo muito semelhante que considera um tumor
esférico. O modelo consiste em um sistema de trés equagfes diferenciais, que representam a

interagio entre as células normais (N ), células tumorais (T) e células do sistema imunoldgico
(I ) Considera-se, nesse estudo, o tecido préximo do tumor e que o tumor seja homogéneo. Como

é um estudo qualitativo, esse ndo se detém a um tipo particular de tumor.

O Modelo considera os seguintes aspectos:

Termos de competicdo: As células tumorais competem com as células normais pelos recursos
disponiveis, enquanto que as células tumorais e as células do sistema imunoldgico interagem entre
si na forma “presa-predador”. Os termos de competicdo entre as células do sistema imunoldgico e

as células tumorais sdo dados por: %:—cll(t)l'(t) e %—I:—czl(t)r(t). Como n&o se tem

definido exatamente qual populagdo seré considerada presa e qual serd predador, os dois termos
de competicdo s&o negativos, pois 0 encontro entre células destas espécies resulta ou na morte das

células tumorais ou na inatividade das células do sistema imunoldgico.

Sistema Imunoldgico: E o sistema de defesa do préprio organismo contra o tumor e, é estimulado
pela presenca das células tumorais. As células do sistema imunoldgico sdo produzidas em outras
regides do organismo, longe do tumor (medula éssea), de acordo com uma taxa dada por s. Além

disso, na auséncia de algum tipo de tumor, as células do sistema imunoldgico irdo morrer a uma

taxa d,, fazendo com que as células do sistema imunologico se estabilizem em % . Também
1

considera-se que a presenca do tumor estimula a resposta do sistema imunoldgico representada
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por um termo de crescimento positivo, ndo linear para as células do sistema imunoldgico dada por:

AT ()

a+Tﬁ)'
Com essas consideracgdes, obtém-se 0 modelo de crescimento do tumor, dado pelo

seguinte sistema de equacdes diferenciais ordinarias:

d—N=r2N(1—b2N)—(:4TN

dt

%—I =,T(L-bT)-c,TN —c,IT (2.8)
LI S

dt a+T

Observa-se que este € um modelo de interagdo ente células normais, células
tumorais e células do sistema imunoldgico, ou seja, uma populacdo altera o desenvolvimento da
outra. Isso pode ser entendido interpretando as equacdes do sistema (2.8). A primeira e a segunda
equacdo representam o crescimento de células normais e de células tumorais, respectivamente.
Essas duas populacdes crescem de acordo com o0 modelo de Verhulst que esta representado pelos
termos r,N(1-b,N) e rT(L—-bT). Fatores como competicdo e interagio afetam esse
desenvolvimento.

Com o objetivo de analisar a estabilidade do sistema (2.8), encontra-se 0s pontos
de equilibrio. Para que o paciente esteja curado, 0 sistema devera estar em qualquer um dos pontos

de equilibrio “livre do tumor” ou em um estado que o tamanho do tumor seja inofensivo.

Para que se encontrem os pontos de equilibrio, deve-se considerar: Né=0, B=0

e B=0.

Tem-se entdo:



O:rZN*(l—bZN*)—c4T*N*

O=rlT*(l—blT*)—c3T*N*—CZI*T*
1T - .
O=s+2 ¢ I'T" —d,l
a+T

Procura-se neste caso um ponto de equilibrio do tipo: (Nf,Tl*, If)= (0,0, If)
Da terceira equacdo do sistema (2.9) tem-se:
O =S— dllf’

encontra-se,

Logo:

Procura-se agora (N;,Tz*, |;): (N;,O, |;)
Da primeira equacdo do sistema (2.9):
0= er;(l_sz;)

Isola-se N,

Da terceira equacéo do sistema (2.9),

0=s-d,l,

Isola-se 15, tem-se:

(2.10)

35
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Dai:

* * * 1 S
(N;.T,.15)= (b—,o,d—] (2.11)
2 1

O ponto (2.11) serd chamado de ponto de equilibrio livre do tumor e, mais adiante,
sera dado a ele uma atengéo especial, pois para o paciente tornar-se curado é necessario que 0

tumor seja levado a morte, ou seja, o sistema deve estabilizar-se neste ponto.

jii)  Considera-se (Ng,T;, I;): (O,T;, I3)
Da segunda equacdo do sistema (2.9) tem-se:
0=T,(r,-rT, —c,l;),
isola-se T, ,

. r-c,l.
T3: 1 23:a
rlbl

Agora usando-se a terceira equagéo do sistema (2.9):

NN .
0:s+l{ '03*—C1T3—dj,
a+T,

isolando-se 1, tem-se:

- sla +T, ): f(a).

T, —cla+ T, )-dya+T,

Entao:

(N;,T;,I;)z(o, L= Calg S(“”{)d (2.12)

r.b, ' ol — Cl(a +T3*) l(a +T, ))

Definindo os parametros, consegue-se encontrar 0 ponto (2.12). Isso sera feito na

seg¢ao posterior.
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iv) Ponto(NZ,TI,lZ):(NZ,TZ,lZ)

Esse ponto de equilibrio pode ser obtido através da resolucdo do seguinte sistema:

0=N;(r, -b,N; —c,T,)
0=T,(r,-bT, —c,N; —c,1;)

I*T* *, * *
O=s+244 _c 1T, —d,I]
a+T,

Considera-se entdo:
(N7, 15)=(f(a)a.g(a)) (2.13)
Como no caso anterior, 0 ponto (2.13) somente pode ser encontrado se 0S

parametros forem definidos. Esse ponto € definido como coexisténcia, pois as trés populacdes de

células sobrevivem.

2.2.1. Andlise da Estabilidade

Analisa-se, a partir deste momento, 0 comportamento do sistema na vizinhanca do
ponto de equilibrio livre do tumor (2.11). Para isso sera feita a linearizacdo do sistema (2.8) em

torno desse ponto. Considera-se:

f =r,N1-b,N)-c,TN
g=rT(1-bT)-c,TN —c,IT (2.14)

hos+ AT _ciT—d,|
a+T




A matriz Jacobiana do sistema (2.14) é definida por:

ot
oN
4
oN
oh

|oN

of

ot
o9

oT
oh

orT

of

ol
a9

ol
oh

ol |
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(2.15)

Resolvendo as derivadas, 0 Jacobiano (2.15) do sistema (2.14) tem a forma:

r, —2r,b, —c,T
J= —C,T

0

r,—2rbT -c;N —c,l

pla+T)-pIT e

-c,N

(05+T)2

-c,T

)
A er g,

a+T

(2.16)

A equacdo caracteristica do sistema (2.14) no ponto de equilibrio livre do tumor

i,o,i ¢ obtida através de:
b d

2 1
- ,-A - 0
2
0 _3_2 _, 2
1

2 1 1

0 A —— —d, -4
a Cy
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c
/11 =-0n 22 =n _b_B_% 13 = _dl (219)
2 1

1 S . .
Para que o ponto [—,0,—} seja estavel, os autovalores devem ser todos
2 1

" : . L C, GC,S , ]
positivos. Para isso, é necessario que r, —— ——2= < 0, pois temos que 4, <0 e 4, <0. Dai:
2 1

(r,b,d, —c,s)<c, (2.20)
O ponto de equilibrio livre do tumor seré estavel se, e somente se, 0s parametros

escolhidos satisfizerem a condigdo (2.20).

2.2.2. Simulagdes

Baseado em [19], considera-se 0s parametros:

r,=1 b, =1 c, =1
r,=15 b, =1 c, =1 c, =05
s=0,33 p=0,01 a=03 c, =1 d, =02

O sistema (2.8) pode ser escrito entdo como:

N _ N(1-N)-TN

dt

dT

Ezl,ST(l—T)—TN —05IT (2.21)
I 033+ 20U g

dt 0,3+T
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Para esse sistema o0s pontos critcos sdo: (0;0;0.165), (1,0;1.65),
(0;0,486;1,551) e (0,438;0,562;0,438). Esses pontos foram calculados da mesma forma da

sessdo 2.1, mas agora numericamente, substituindo os parametros e resolvendo os sistemas.

O jacobiano do sistema (2.21) é:

~1-2N-T -N 0
J=| -7 1.5-3T =N -0.5I - 0.5l
0 0.01|(0.3+T)—20.01|T__I 001T - .,
I (0.3+T) 0.3+T |

Para a andlise da estabilidade, faz-se necessario encontrar os autovalores
correspondentes a cada ponto. Os pontos de equilibrio, os autovalores e a estabilidade estéo
apresentados na tabela 1. Um ponto de equilibrio é estavel quando os autovalores sdo todos

negativos, e instavel quando apresenta ao menos um autovalor positivo.

TABELA 1. Estabilidade dos pontos de equilibrio do modelo de interacdo entre células normais, do
sistema imunoldgico e células tumorais.

Como o sistema é ndo linear os pontos de equilibrio sdo estaveis na sua
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Na figura 8 tem-se as trajetorias das populages, com N(0)=0,9, T(0)=0,25 e

1(0)=0,25.
Curvas de Resposta - Condicao Inicial [0.9;0.25,0.25]
1 T T
' — Celulas Mormais
' — Celulas Tumorais
R Iy T —— Cel Sist. Irunologico ||
08f-------mmmmm e R EREEEE T  EECEEEEEEEEEEE
Q.7 e e e
] N e D EEECEEEEEERER
= 1
DB e e e  EECEEEEEEEEEEE
I e S S S R S S e S S R S S S S S e S S S S S e e S S S S S S S E S S S S se
] R R R roosoeosoooooooo o
0.2 ‘ ‘
o 50 100 150
t

FIGURA 8: Trajetdrias do modelo de interacdo entre células normais, do sistema imunoldgico e

Como fora visto na tabela 1, o sistema (2.21) tem dois pontos de equilibrio estaveis
e dois instaveis. Na figura 8 com condicao inicial N(0)=0,9, T(0)=0,25 e 1(0)=0,25, pode-
se observar que o sistema foi levado para o ponto de coexisténcia (0,438;0,562;0,438), ISSO

significa que com o passar do tempo as populagdes se estabilizam neste nivel.
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A figura 9 mostra a trajetoria do sistema (2.21) no plano NTI .

0.

~
;
bl
]
1

| S —_— = A e oo

FIGURA 9:Trajetorias do Sistema de interacdo entre células normais, do sistema imunologico e
células tumorais, no plano NTI .

As setas indicam a direcdo da trajetdria, partindo da condicéo inicial (N (O) =09,
T(0)=0,25 e 1(0)=0,25) até o ponto (0,438;0,562;0,438), indicado por *. Escolhendo essa

condicdo inicial, o sistema € levado para o ponto de coexisténcia.
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A seguir, na figura 10, tem-se a representacédo do sistema (2.21) no espaco de fase,

com varias condicOes iniciais.

Campos de diregio
1.4

I I
Yy(0)=[0.2;0.005:0.25]
—— y(0)=[1;0.8;,0.25]

V157 I R SR SIS AU S S — Y(O){1 40.4,0.25]
' y(0)=[0.001:0.01:0.25]

— y(0)=[0.1;0.05,0.25]

y(0)=[1.4;0.1;0.25]

I L EE el L) EEEEET EEEE y(0)=[0.01;0.6;0.25]

— y(0)=[1 .4;0.3;0.25]

— y(0)=[1 4;0.22:0.25]

w 1 : :
E ngl-b--- . W, W I L [ y(0)=[0.5,0.1,0.25]
5 ! ! ! ! !
= 1 1 1 1 1 1
% 1 1 1 1 1 1
S 06H---- R S e - - VS L [
o | | | | |
o ! ! ! !
! ! e SO ! !
0.45----- A ik b el T e iy
e B B e e
0 ! : : : ; = ! '

1] 0.1 0z 03 0.4 0.5 0k& 07 0.8 09
celulas tumaorais

FIGURA 10: Plano de fase do sistema de interagéo entre células normais, do sistema imunoldgico e
células tumorais, com condi¢éo inicial dada.

No plano de fase representado na figura 10, os pontos criticos do sistema (2.21)
sdo 0s pontos pretos. Como ja foi mostrado, dois sdo estaveis e dois sdo instaveis. I1sso pode ser
percebido no plano de fase. Esse plano de fase € um grafico no plano xy (células tumorais, células
normais), varias condi¢Bes iniciais foram escolhidas, como mostra a legenda. As trajetorias
aproximam-se dos pontos criticos estaveis e afastam-se dos pontos instaveis. Percebe-se a

estabilidade local do ponto (0,438;0,562;0,438) e também do ponto (1;0;1.65).



44

A seguir apresenta-se uma sequéncia de figuras que representam a dependéncia
da dindmica das células Tumorais em relacdo a variagdes no nimero inicial de células.
Na figura 11, houve uma variacdo na condi¢do inicial das células do sistema

Imunoldgico, manteve-se o numero inicial de células Normais (N(O): 0,9) e 0 numero inicial de

células Tumorais (1(0)=0,25).

CELULAS TUMORAIS - Variacdo da Condigdo Inicial do Sisterma Imunologico
a7
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FIGURA 11: Dinamica das células tumorais do sistema de interagdo entre células Normais, células
Tumorais e células do Sistema Imunolégico, com mudanca na condi¢&o inicial das células do
sistema imunoldgico

Nota-se na figura 11 que quanto menor o nimero de células do sistema
imunolégico no inicio do crescimento, as células tumorais se desenvolvem e se estabilizam em
0,562, no ponto de equilibrio (0,438;0,562;0,438) . O limiar para que a mudanca na condi¢ao
inicial leve o sistema para o outro ponto critico estéavel (1,0;1.65)esta entre 1(0)=0,66 e

1(0) = 0,67, com condigBes iniciais maiores o tumor ¢ levado a morte.
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A figura 12 mostra a dindmica das celulas tumorais, modificando-se a condi¢do

inicial das células normais, mantendo fixo as células tumorais em T(0)=0,25 e as células do

sistema imunolégico em 1(0)=0,25.

CELULAS TUMORAIS - Variagdo da Condigdo Inicial Células Normais
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FIGURA 12: Dinamica das células tumorais do sistema de interacdo entre células Normais, células
Tumorais e células do Sistema Imunoldgico, com mudanca na condi¢éo inicial
das células Normais.

Nessa figura, pode-se perceber que se a condi¢do inicial das células normais for

menor que N (0) =1,43, o tumor tem a capacidade de se desenvolver e o0 sistema € levado para o
ponto de coexisténcia (0,438;0,562;0,438). Se a condic&o inicial das células normais for maior
que N(O)=1,5 0 préprio organismo elimina o tumor, e o sistema € levado para o ponto de

equilibrio livre do tumor (1;0;1.65).
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A figura 13 mostra a dindmica das células tumorais alterando-se a condic&o inicial

das mesmas, mantendo fixo as células normais em N(0)=0,9 e as células do sistema

imunologico em 1(0) = 0,25.

CELULAS TUMORAIS - Variagdo da Condigdo Inicial das Células Tumarais
07y T

T T

T3/ oee sttt el

o ' |
o 1 1
ST SRS i el s Foommmemoeooooes  RRRREEEEEERLS " hhy
= 1 1
= 1 1
e I I
B ISl Ee st e ssaes S SGLEEEEEELE - o CEEEELEEREEY
T 1 1
i 1 1
. . — TO)=0,3
1]’ A —.— o L . T(M=025 |-
! — T(0)=0,2
! T(0)=0,156
| — T(0)=0,15
0.1 2 N A T =0, ]
! T(0)=0,05
| , al
a a0 100 150

FIGURA 13: Dinamica das células tumorais do sistema de interacdo entre células Normais,
células Tumorais e células do Sistema Imunoldgico, com mudanca na condicao inicial das
células Tumorais.

Essa figura evidencia o comportamento das células tumorais com condi¢es iniciais

diferentes. E muito 6bvio que se o niimero de células tumorais no inicio do desenvolvimento do

tumor  for  pequeno, mais  dificl serda o  desenvolvimento da  doenga.



3. ESTUDO DA DINAMICA DO TRATAMENTO DE TUMORES

Neste capitulo, serdo feitas algumas modificagdes no sistema de interagdo entre
células normais, células tumorais e células do sistema imunoldgico (2.8), que foi considerado na
sec¢do 2.2 do capitulo 2. Através de simulagdes, verificar-se-a como estas alteragdes irdo modificar
0 comportamento do sistema. Procurar-se-a encontrar maneiras de levar a doenca a morte, através

de dois tipos de controle, utilizando-se um termo linear e outro quadratico.

3.1. Controle da populacdo de células tumorais (Linear)

Dado 0 modelo, descrito anteriormente:

d—N=r2N(1—b2N)—c4TN

dt

%—I: RT(L-0,T)—cgTN —c,IT (3.1)
Ao AT i,

dt a+T
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Primeiramente, subtrair-se-4 um termo linear que seréd denotado 4T , da segunda

equacdo desse modelo. Em seguida serd verificado como essa alteragdo influencia no

comportamento do sistema.

Entéo:
dN
o r,N —r,b,N*-c,TN
dT 2
i LT —nbT°—Cc,TN —C,IT — 4T (3.2)
A AT i,
dt a+T

Pode-se reescrever o sistema (3.2), como:

d—N:er(l—sz)—cJN

dt

dT )

o (r,— )T —rbT?—c,TN —c,IT (3.3)
A AT i,

dt a+T

Na verdade, do sistema (3.2) para o sistema (3.3), houve uma mudanca no

coeficiente de T, que de r, passou a ser r, — 4. Isso fara com que alguns dos pontos criticos do
sistema mudem. Os pontos (0;0;1,65) e o ponto livre de tumor (1;0;1,65) néo sofrem alteracdes.
Para diferentes escolhas do pardmetro u, a estabilidade de todos os pontos de equilibrio poderé

ser afetada.

Para simulagdes, os parametros séo 0s mesmos utilizados na sessédo 2.2.2. Entdo o

sistema é:
=N —-N?—NT
B (1,5— p)T ~1,5T2 TN —0,51T (3.4)
K= 0,33+ 0.0UT . 0.2
0,3+T
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A seguir, seréo apresentadas simulagdes do sistema (3.4), com diferentes escolhas

do parametro .
Para x =001, os pontos criticos sdo0  (0;0;L65), (10:1,65),
(0,731,0,269;0,711), (0,487;0,513,0,467) e (0;0,892;0,304), que sdo instavel, estavel, instavel,

estavel e instavel, respectivamente. Pode-se confirmar isso com a andlise do plano de fase (figura

14).

—
(]
—
(]

1.4

FIGURA 14: Espaco de fase do sistema de interagéo entre células tumorais, células Normais, e
células do Sistema Imunoldgico, com controle do tipo linear e x =0,01

Com diferentes condi¢des iniciais, 0 sistema é levado para 0s pontos estéaveis, e as
trajetorias afastam-se dos pontos de instabilidade. O plano de fase concorda com os calculos feitos

e mostra que para x = 0,01 dois pontos s&o estaveis, o ponto (1,0;1,65)e o (0,487;0,513,0,467).
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anteriormente, o parametro x4 ira mudar a estabilidade dos pontos. Entéo, faz-se necessario que o
ponto de equilibrio livre do tumor seja o Unico estavel.

Vamos considerar = 0.02. Agora 0s pontos criticos sao novamente (0;0;1.65),
(1,0;1.65), e para esse caso (0,563;0.437;0,523), (0,676;0,324;0,636) e (0;0,885;0,306). S&o,

respectivamente, instavel, estavel, estavel, instavel e instavel.

I R L L e P S|

—
ra

1.4

FIGURA 15: Espaco de fase do sistema de interagdo entre células tumorais, células Normais, e
células do Sistema Imunoldgico, com controle do tipo linear e x = 0,02

Na figura 15, verifica-se que os pontos (1;0;1.65) e (0,563;0.437;0,523) s&o
estaveis, e que as trajetorias sao levadas para um ou para outro ponto. O sistema ainda é levado
para outro ponto que ndo € o ponto livre do tumor. Por isso procura-se outro valor para o parametro

U
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Considerando-se agora u =0,025, os pontos sdo (0;0;1.65), (L0;1.65), e
(0;0,881;0,307), e sdo instavel, estavel e instavel, respectivamente. O espaco de fase do sistema

(3.4) é dado na figura 16.

FIGURA 16: Espaco de fase do sistema de interagdo entre células tumorais, células Normais, e
celulas do Sistema Imunoldgico, com controle do tipo linear e x = 0,025

Nota-se que, para qualquer condicdo inicial o sistema € levado para o ponto de

equilibrio livre do tumor (1,0;1.65) que é o Gnico estavel.
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Pode-se verificar também o comportamento das trés populacbes de células, como

mostra a figura 17.

1.8 I I
= Celulaz Marmais
= Celulaz Tumorais

T T
1 1
1 1
1 1
16— Celulas do Sistema Inunologico B R R T
i i i I I I
7] — A R S AL I | R
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
T (R M __l______ [N SRR AN SRR

M
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1

FIGURA 17: dindmica do sistema de interacdo entre células tumorais, células Normais, e celulas do
Sistema Imunoldgico, com controle do tipo linear e « = 0.025.

Nessa figura fica visivel qu
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A figura 18 é um plano de fase do sistema (3.4) com x =0,03.

e R L e e | e P [P PSpS s

—
ra

1.4
FIGURA 18: Espaco de fase do sistema de interagdo entre células tumorais, células Normais, e
células do Sistema Imunoldgico, com controle do tipo linear e x = 0,03
Observa-se que com g > 0,025, para qualquer condigdo inicial, o tumor é levado
para a morte, ou seja 0 Unico ponto estavel é (1;0;1.65). Como pode-se verificar no plano de fase

da figura 18, todas as trajetorias sdo levadas para o ponto livre do tumor.
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Esse comportamento fica claro observando-se a dindmica das populagbes, na

figura 19.

yO=[0.1;1.2;0.25]
1.8 I I I I
— Celulas Mormais

16H— Celulas Tumarais o
—— Celulas do Sistema lmunologica

BT

400
FIGURA 19: Dinamica do Sistema de interacdo entre células tumorais, células Normais, e células do
Sistema Imunoldgico, com controle do tipo linear e x = 0,03

Novamente, tem-se que as populacdes sdo levadas para o0 ponto (1;0;1.65). Isso

indica que com o passar do tempo as células normais estabilizam-se em 1, as células tumorais séo

levadas a morte, e as células tumorais estabilizam-se em 1,65.
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3.2. Controle da Populacéo de Células Tumorais (Quadratico)

Subtrair-se-, agora, um termo quadrético que sera denotado por 4T . O sistema

(3.1) seré escrito como:

dN

o r,N—r,b,N*-c,TN

i LT —nbT°—Cc,TN —C,IT — uT (3.5
a e AT i,

dt a+T

Reescrevendo-o tem-se:

dN

o r,N-rb,N*-c,TN

dT )

. T —(rb, — T2 —c,TN —¢,IT (3.6)
A AT i,

dt a+T

Nesse caso, houve também uma mudanga nos parametros, pois produto rb,
passou a ser r,b, — 4. Os pontos criticos e a estabilidade irdo variar como no caso anterior.

Com o0s mesmos parametros considerados anteriormente, agora busca-se
encontrar um valor para & que faga com que o sistema seja levado para a morte do tumor para
qualquer condicdo inicial, ou seja, objetiva-se fazer com que este ponto torne-se o Unico ponto de
equilibrio estavel.

Substituindo os parametros e reescrevendo o sistema, tem-se (3.7):



N N-NZTN

dt

(:j—-lt-zl,5T—(1,5—y)T2—TN —05IT
I 033+ 20T i1 o2

dt 03+T
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Com u=0.05 tém-se como pontos de equilibrio (0;0:1.65), (10;1.65),

(0,712;0,288;0,684), (0,577;0,423;0,535), e (0;0,867;0,311), que sdo instavel, estavel,

instavel, estavel e instavel, respectivamente. A figura 20 é um plano de fase do sistema (3.7) com

11 =0,05.
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FIGURA 20: Espaco de fase do sistema de interagéo entre células tumorais, células Normais, e
células do Sistema Imunoldgico, com controle do tipo quadratico e x = 0,05
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A estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema (3.7) com « = 0,05, pode ser
observado no plano de fase da figura 20, as trajetorias afastam-se dos pontos instaveis e sao
levadas para 0s pontos estaveis.

Com 4 =0,06 tém-se cinco pontos criticos que s&o: (0;0;1.65) instavel,
(1,0;1.65) estavel, (0,685;0,315;0,647) instével, (0,621;0,379;0,575) estével e (0;0,861;1,174)
instavel. Para este valor do parametro « dois pontos séo estaveis. Isso significa que, dependendo
da condicdo inicial, o tumor pode ser levado para a morte ou tera capacidade de se desenvolver.

Jacom x=0,07 tem-se, apenas, trés pontos de equilibrio e, apenas o ponto livre
do tumor é estével. Os pontos sdo (0;0;1.65) instavel, (1,0;1.65) estavel e (0;0,855;0,315)

instavel.

1.4
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FIGURA 21: Espaco de fase do sistema de interagdo entre células tumorais, células Normais, e
células do Sistema Imunoldgico, com controle do tipo quadratico e x =0,07
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Verifica-se com 0 plano de fase da figura 21 que para qualquer condigdo inicial o
tumor é levado a morte, ou seja, as trajetorias sdo todas levadas para o ponto de equilibrio livre do
tumor.

Na figura 22, tem-se a dindmica do sistema (3.5) com condic&o inicial N(O) =12,

T(0)=12 e 1(0)=12.

y0=[1.2:1.2:1.2]
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FIGURA 22: Dinamica do Sistema de interacdo entre células tumorais, células Normais, e células do
Sistema Imunoldgico, com controle do tipo quadratico e x =0,07.

Essa € uma condi¢do inicial que ndo foi mostrada no plano de fase anterior, mas
que também leva o sistema para 0 ponto (0;0;1,65). Isto €, as células normais se estabilizam em 1,
as células tumorais sdo levadas a morte, e as células tumorais se estabilizam em 1,65.

Neste capitulo, buscou-se encontrar uma maneira de controlar o tumor com

modificaces simples em uma das equacdes do sistema de interacao entre células normais, células

tumorais e celulas do sistema imunoldgico. Matematicamente conseguiu-se controlar a doenca
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atraves de dois tipos se controles (linear e quadratico). No capitulo quatro buscar-se-a encontrar um

significado fisico para o controle que foi utilizado nesta secao.



4. MODELO LINEAR QUADRATICO

Ao contrario do que acontece na Fisica, Engenharia e Biologia, a aplicacdo de
modelos matematicos na Medicina tem sido bem limitada. Decisbes médicas, geralmente,
necessitam de uma combinac¢do de conhecimento e experiéncia a fim de analisar e interpretar
sintomas, sinais fisicos, imagens e parametros bioquimicos [13].

Estuda-se nessa secdo, um modelo que relaciona as células sobreviventes ao
tratamento por radioterapia e a dose de radiacdo aplicada. Essa dose pode ser fracionada, ou seja,
dividida em varias doses de maneira que seja possivel diminuir os efeitos causados pela radiacéo
ao organismo.

A Radioterapia consiste na utilizacdo de radiagOes ionizantes para destruir as
células tumorais. A radiagdo danifica 0 material genético da célula do tumor evitando que ela cresca
e se reproduza [ 13].

O Modelo Linear quadratico (LQ) [18] € provavelmente o melhor modelo de efeito
da radiacdo disponivel na literatura. E um modelo empirico para ajustar o dano provocado pela
radiacdo e seu efeito no desenvolvimento da célula que recebeu radiacdo. Sdo utilizados dois

coeficientes diferentes (« e ) para separar tipos de dano letal causado pela radiag&o.
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O modelo é adaptado para diferentes tipos de tecido (tecidos que reagem no
momento da radiacdo e tecidos de reacdo tardia) e satisfaz a exigéncia que a dose efetiva ndo

aumenta com o nimero de fracoes [18].

O modelo LQ foi deduzido considerando-se principios basicos: i) o dano causado
ao DNA através de uma alta transferéncia de energia linear ionizada (LET) ou de duas
transferéncias baixas de energia ionizada; i) o reparo molecular, ou a taxa de formacdo das
moléculas ndo reparadas e o potencial de reparacdo ao dano causado pela radiagéo.

A fracdo de células sobreviventes (S ) é expressa como:

S = e—(nL’Jmerode lesGes letais) ( 4. 1)

E na forma do modelo linear quadratico:

§ =g D-/D’ (4.2)

Onde:

S é afracdo de células sobreviventes;
D é a dose total absorvida pelo organismo e;
a e [ sdo os parametros relacionados ao sistema biologico.

O logaritmo negativo da fracdo de células sobreviventes esta entdo relacionado
com a dose de radiacao:

—InS =aD + D? (4.3)

onde D é a dose Unica.

O termo —InS pode ser substituido por E, definido como o logaritmo da das
células sobreviventes a radiacéo. Entdo:

~InS =E =aD + AD? (4.4)

Para radioterapia fracionada, tem-se:

E =nlad + Ad?) (4.5)

onde, n € o ndmero de fracBes.
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Um conceito muito (til € o de dose biolégica efetiva (BED) [13, 18]. Esse conceito
permite uma comparacéo simples entre diferentes protocolos de tratamento. O desenvolvimento do

calculo do efeito causado pela radiagdo, permite calcular a sensibilidade da radiacdo para tecidos

especificos, definido por < ABED é encontrada dividindo os dois lados da equacdo (4.4) por « .

Dai:

BED = - D(l+£j (4.6)

a alp

O termo entre parénteses de (4.6) é chamado dose relativa (RE).

Com base no estudo do modelo LQ, objetiva-se explicar a partir deste momento, 0

significado do parametro x considerado na sec¢do anterior. Para isso, a influéncia da competicdo

celular serd desconsiderada, assim as células terdo um crescimento exponencial como dado em

4.7):
dT
LIS 4.7
el (4.7)
com T(0)=T,

Resolvendo a equacéo diferencial (4.7) tem-se:

INT =rt+Inc (4.8)

T(t)=Tee" (4.9)
Considerando-se um intervalo de tempo [O,tf ], pode-se escrever a equagédo

(4.9), em fungdo do tempo final. Tem-se entéo:

T, )=Toe™ (4.10)
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Da mesma maneira, considera-se, agora, um tipo de tratamento que mata as

células tumorais proporcionalmente a T , entdo tem-se:

dT
—=rT -ul 4.11
dt 1 H ( )

pode-se interpretar, também, colocando-se T em evidéncia, como um tipo de

tratamento que diminui a taxa de crescimento das células tumorais, tem-se ent&o:

) (412)
com T(0)=T,

Separando-se as variaveis, integrando-se os dois lados da equagdo (4.11), obtém-

Se:

InT =(r, — u)t+Inc (4.13)

T(t)=Toe" " (4.14)
Considerando-se novamente um intervalo de tempo [0,t ], escreve-se a equagéo

(4.14), em fungéo do tempo final. Tem-se entdo:
Tt )=Tpe"" (4.15)

Dividindo (4.15) pela equacéo (4.10) tem-se:

Q= (4.16)

—||—|1

Q foi obtido dividindo-se o nimero de células que sobreviveram ao tratamento

(‘F), pelo numero total de celulas (T) e pode ser interpretado como sendo a fracdo de células

sobreviventes.

Tem-se que,
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Qe (4.17)

Esse resultado permite que se faca uma relacdo entre o tratamento proposto no
terceiro capitulo, em que pelas simulacdes foi encontrado o melhor valor para o0 parametro « e 0
modelo Linear Quadratico para o tratamento com radioterapia.

Comparando-se a equacéo (4.17) com o modelo linear quadratico (4.2), as duas

equacdes representam a fracdo de células sobreviventes. Logo entende-se que S = Q, entdo:

At

2
g-aD—pD* _ g=Ht

Isolando-se o parametro p:

2
D+ gD
y = (4.18)
L
Tem-se agora uma relacdo entre o parametro x e a dose de radiagdo.

A partir da relagdo (4.18) tem-se a possibilidade de otimizar o tratamento por
radioterapia, j& que o valor para parametro £ que leva o tumor para a morte foi encontrado, no
capitulo anterior, no controle do tipo linear. Para isso, faz-se necessario realizar uma nova pesquisa

bibliogréfica para que se encontre os pardmetros radiobiologicos « e .



CONCLUSOES

Objetivou-se ao realizar esse trabalho analisar um modelo matematico que pudesse
descrever o crescimento de tumores. Procurou-se, também, uma maneira para que a doenca fosse
controlada. Para isso, foi realizado um estudo de alguns modelos matematicos classicos para que
pudessem servir como base para 0 modelo procurado.

Primeiramente, estudou-se um modelo de interacdo entre as células Normais, as
células Tumorais e as células do Sistema Imunoldgico do organismo representado por trés
equacdes diferenciais.

A partir do modelo de interagdo entre as células Normais, as células Tumorais e as
células do Sistema Imunoldgico foi realizado um tipo de controle feedback, em que alterou-se, de
duas maneiras, uma das equacdes do sistema considerado, objetivando-se levar o tumor a morte,
ou seja, controlar a doenga.

O tratamento por radioterapia foi investigado através do modelo Linear Quadratico
(LQ), que apresenta dois parametros empiricos relacionados as caracteristicas radiobiologicas do
tumor e da radiacdo. Este modelo foi utilizado como base para obtencdo do significado fisico dos

termos de controle introduzidos no modelo populacional.
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A andlise do comportamento do sistema de interacdo entre as células Normais, as
células Tumorais e as células do Sistema Imunolégico mostra que ha um conjunto de condigdes
iniciais que leva o0 sistema para a morte do tumor, mas que a vizinhanc¢a do ponto de equilibrio livre
do tumor € muito pequena, sendo, portanto necessario algum tipo de controle para eliminar a
doenga.

O controle foi realizado de duas maneiras: subtraiu-se um termo linear e outro

quadratico (que dependem de um parametro denotado por ) de uma das equagdes do sistema
analisado. Matematicamente, encontraram-se valores para o parametro x que levam a doenca a

morte.

O Modelo Linear Quadratico, que foi estudado no ultimo capitulo desta dissertacao,
é um modelo empirico que representa a fragdo de células sobreviventes ao tratamento por
radioterapia, em funcdo da dose de radiacéo e de pardmetros relacionados a cada tipo de célula.

A comparacdo do sistema de interacdo entre as células Normais, as células
Tumorais e as células do Sistema Imunoldgico com 0 modelo LQ mostrou que o termo de controle
tem um sentido biologico e esta relacionado com os pardmetros radiobioldgicos o e B e também
com a dose de radiacdo aplicada no tratamento.

Para trabalhos futuros sugere-se que seja feita uma pesquisa bibliografica para que
se encontre exatamente o significado dos parametros radiobioldgicos utilizados do modelo Linear
Quadrético, e, a partir dai, otimizar o tratamento do cancer por radioterapia, minimizando os efeitos

deste tratamento.
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Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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