Estimacao de pardmetros de
populacoes de plantas daninhas
usando inferéncia Bayesiana

MARCEL RODRIGUES LOPES

Dissertacao apresentada a FEscola de
Engenharia de Sao Carlos da Univer-
sidade de Sao Paulo, como parte dos
requisitos para obtencao do titulo de
Mestre em Engenharia Elétrica

Orientadora: Profa. Dra. Vilma Alves de Oliveira

S S Carlos
206k



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



A meus pais Maria Dulce e Didgenes, por toda forca e carinho que sempre me

deram...

A minha avé Dulce Dalmiglio, pelo exemplo de vida e dedicacao...

Ao mestre Takamori que iluminou meu caminho esclarecendo o verdadeiro objetivo

da vida....



Aga decig ento s

Todo trabalho cientifico é resultante de um trabalho em equipe. Assim, algum
meérito que este trabalho possa apresentar é dedicado aqueles que direta e indiretamente

colaboraram em sua realizagéo, em especial...

A minha familia, pelo amor, carinho, dedicagdo e por terem me ajudado nos bons e

maus momentos da minha vida.

A minha orientadora Professora Vilma Alves de Oliveira por toda paciéncia e dedi-

cagao.

A todos amigos do Laboratério de Contole (LAC), em especial a Glaucia, o Fabio,

a Lilian, o Wilson, o Alexandre, o Maurilio e o Rafael.

Aos meus amigos da minha cidade, no qual eu tenho o orgulho de ter a amizade,

Marinho, Fabio, Luciano, Fernando Frare, Fernando Fonseca, Daniel, Nelson, Nélio e



Conteldo

Resumo

Abstract

1 Introdugao

R
'
¥

pu
KS]

Dinamica de comunidades de plantas daninhas . . . . . ... ... ...
Representag, o matematica da dinamica populacional . . . ... .. ..

Objetivos e organizaggo do trabalho . . . ... ... ... o

2 Inferéncia Estatistica

2.]
P
25

>.4

2%

2.6

2¢

O pensamento classico . . . . . . ..o Lo
O pensamento Bayesiano . . . . . . ... ... L.
Distribuigoes a priori informativas . . . . . . ... ...
2.5.] Informag,o a priori com base em um especialista . . . . . . . ..
Distribuigoes a priori ngo-informativas . . . ... .. ... ...
5.4 Método de Bayes-Laplace . . . . . . . ... ... ... ... ..
>.4.2 Método de Jegeys ...
Métodos de Monte Carlo e Simpson . . . . . . . . ... ... ......
25..] Monte Carlo simples . . . . . . . . . ... ... ... ..
2%.2  Monte Carlo via funggo de importancia . . . .. ... ... ...
2.5 Método numérico de Simpson . . . . ... ...
2.4 Regrade Simpson . . . . . . ...
Métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov . . . . .. .. ... ..
2.6.] Cadeias de Markov . . . . . . ... ... oL
2.6.2 Algoritmo de Metropolis-Hastings . . . . .. ... .. ... ...
2.6.5 Amostrador de Gibbs . . . ... ..o

Estimador de msxima verossimilhanga via MCMC . . . . . .. ... ..

2&.] Famulias de densidades normalizadas . . . . . . . . . . . ... ..

iii

vi

vii

N

™

el -
co o ©



U
CONTE DO iv

2.8

Validaggo e seleg;o de modelos . . .. .. .. ... oo 59

2.8.] Medidas de diagnostico - medida de adequabilidade de um modelo 44

2.8.2 Comparaggo de modelos . . . .. ... ... ... £
2.85  Seleggo de modelos via métodos MCMC . . . .. .. ... .. .. 4H

3 Modelos para populagoes de plantas daninhas 4
5.] Modelo de regressgo ngo-linear . . . ... ... ..o oL y'
5.2 Densidade a priori para os parametros . . . . . . . . .. ... ... ... 46
5.5 Densidades a posteriori para os parametros . . . . . . . . ... ... .. ya
5.4 Distribuig o & posteriori do modelo de 2 parametros . . . . . ... ... £
54" Uma densidade a priori njo-informativa para 9 = (s,a) e o . . . 4
5.4.> Densidade a posteriori conjunta paradeo . . . . . . ... ... 0
5.45 Densidades a posteriori marginais para sea . . . . . .. ... . 0
5% Distribuig o & posteriori do modelo de 5 parametros . . . . .. ... .. b]
55'.] Uma densidade a priori ngo-informativa para 9 = (s,a,b) e o . . 20'
5%.2 Densidade a posteriori conjunta para 9(s,a,b)eo. . . . ... .. >
5®.5 Densidades a posteriori marginais para s,aeb . . . . . . . ... 2
5.6 MCMC para os parametros e seleggo dos modelos . . . .. .. ... .. %)
5.6.] Algoritmo MCMC . . . . . . . ... . 4
5.6.2 Densidades preditivas ordenadas (DPO) . . . ... ... ... .. 4
5.6.5 Métodos de seleggo AICe BIC . . . ... oo oo o0 e
5.6.4 MCMC em estimador de maxima verossimilhanga . . . . . . . . w6
4 Resultados »
4.] Inferéncia Bayesiana via método de Simpson . . . . . . ... ... ... »8
4> Inferéncia Bayesiana via método MCMC . . . . . ... ... ...... »s
45 Inferéncia classica via método de maixima verossimilhanga usando MCMC 9
44 Discuss‘ro dos resultados . . . . . .. ... 9
4.4.] Método numérico de Simpson . . . . . ... »9
44> Taxas de rejeig o e convergeéncia das cadeias . . . . . ... ... 60
i4d5 Seleggo de modelos . . . . ..o 60
444 FEstimador de maxima verossimilhanga usando o MCMC . . . . . 6]
F Conclusao 73
A Nocoes de probabilidade 74
ALY Bventos . .. I



U
CONTE DO

v
A2 Frequénciarelativa . . . . . . ... p
A5 Probabilidade condicionada e eventos independentes . . . . . . . . . .. e

A.S.] Eventos independentes . . . . .. ... ... 8

B Algoritmo para o calculo das posterioris pelo método de Simpson 79

B.] Modelo de 2 parametros . . . . . . . . ... 9
B.].] Parametroa . . . . . . . . ... 9
Bibliografia 88



Resumo

O banco de sementes de plantas daninhas pode vir a ser um sério problema para a ati-
vidade agricola por manter infestagoes por longos periodos. A dinamica da populagzo
de plantas daninhas pode ser representada por modelos matemstico que relaciona as
densidades de sementes produzidas e de plantulas em sreas de cultivo. Os valores dos
parametros dos modelos podem ser inferidos diretamente de experimentagg o e analise
estatistica. O presente trabalho tem por objetivo estimar parametros de populagoes das
plantas daninhas anuais denominadas Digitaria ciliares, Panicum maximum e Fuphor-
bia heterophylla e avaliar um modelo espacial com 2 e 5 parametros, a partir de um

experimento conduzido em cultura de Zea mays (milho) usando inferéncia Bayesiana.

Palavras-chave: DinAmica populacional, Inferéncia Bayesiana, Priori nao-

informativa, Densidade preditiva, Monte Carlo em cadeia de Markov.
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Abstract

The seeds bank of weed could be a serious problem to the agricultural activity because
it maintains infestations for long periods. The dynamics of weed populations can be
described by mathematical models that relates the produced seeds and seedlings densities
i areas of crop. The values of the parameters of the models can be inferred from expe-
rimentation and statistics analysis. The objective of this work is to estimate parameters
of anual weed populations denoted Digitaria ciliares, Panicum mazimum e Fuphorbia
heterophylla and evaluate o spatial model with 2 and 3 parameters from experimental

data of Zea mays (corn) fields using Bayesian inference.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Dinamica de comunidades de plantas daninhas

Tem havido um grande interesse na simulagg o do impacto do uso de herbicidas para
controle de populagoes de plantas daninhas visando a identX cagg o do nivel de aplicag o
adequado. E, os modelos matematicos tém se tornado ferramentas valiosas para a

L

simulaggo de diferentes situagoes das varisveis do problema (Doyle, "9% ). Existem

diversos exemplos de modelagem de populag o ecologica em termos de dinamica ngo-
linear. A populaggo de plantas daninhas apresenta um ciclo de vida que comega com a
germinag, 0 no solo, seguida por crescimento Vegetativo,ql orag,0, produggo de semente,
difusjo de semente, sobrevivéncia ou mortalidade de sementes no solo, e, germinago
no ano seguinte (Sakai, 200 ]). Devido & existéncia de sementes dormentes no solo, a
populag;o enterrada possui sementes de diferentes geragoes. A densidade das plantulas
(plantas que germinaram) daninhas afeta fatores ecologicos como taxa de mortalidade e
nascimento, fecundidade e produggo. Em plantas, um crescimento na densidade inicial
resulta em alta taxa de mortalidade e baixa taxa de crescimento, baixa fecundidade e

decréscimo de produg o de sementes. Isto acontece porque aumenta a competiggo por

recursos como &gua, luz e nutrientes.

1.2 Representacao matematica da dinamica populacional

Sakai (200 ]) descreveu a dinamica populacional de plantas daninhas através de fatores

dependentes e independentes da densidade de plantas daninhas e obteve o n Mero de
|
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sementes por #rea (densidade de sementes) em sucessivos anos a partir do n glero de
sementes do ano inicial observado. A densidade de sementes existentes no ciclo t + 1 é
determinada pela densidade de sementes do ciclo anterior t, sendo descrita por
LB
Ty = gosxy + (1 — g)vay (.
onde t é o ciclo de vida das plantas, £ é o n gﬁero de sementes por srea, g, 0, s e Vv
8,0 as taxas de germinag‘fo,ql orag,o, produtividade (n ?,flero de sementes produzidas
por planta) e de sementes visveis no solo no ano seguinte, respectivamente, com g, o e
s constantes. Com exceg o da taxa de produtividade s, as taxas s;o probabilidades e
encontram-se entre ( (zero) e ' (um). O segundo termo de (]. ]) representa as geragoes
sobrepostas e quando as sementes no solo N0 persistirem durante um ano tem-se v
6. O modelo (].]) considera somente a densidade da populag o em intervalos de uma
gerag o individual a cada ciclo e ¢ por isto denominado modelo de um gico estadio. A

densidade de plantulas de daninhas denotada y pode ser descrita por

L
Yt = 9Tt (.2)

onde y é o n glero de plantulas por s&rea e g parametro que representa a taxa de
germinaggo de sementes j& introduzida. A densidade de plantulas i?l uencia parametros
ecologicos devido ao efeito densidade, isto ¢, a taxa de crescimento da populagzo, a
populag, o em pleno vigor vegetativo, a populaggo emql oragg0o € o n glero de sementes
produzidas s o fungoes da densidade de plantulas de daninhas, j& a taxa de germinaggo
¢ independente da densidade. Assim, o e s em (].]) n,o s,o constantes, mas, fungoes
da densidade de plantulas de daninhas. Desta forma, um modelo para a densidade
de sementes produzidas pode ser expresso, por exemplo, como fungg o da densidade de

plantulas de daninhas

LIS
Tt+1 :F(yt),t: 1,2,... ( .o)

onde F:;R — R. Logo, a dinamica populacional de plantas daninhas pode ser descrita
por (].2) e (].5) que relacionam as densidades de sementes produzidas e de plantulas.
Note que os sistemas (].2) e (].3) representam a independéncia e dependéncia da taxa de

crescimento populacional da densidade de plantulas, respectivamente. Baseado nestas

equagoes, a relag o entre a densidade de sementes z; e xy11 pode ser expresso por um
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. . . . 1 1] .
sistema dinamico discreto com o n mero de sementes no solo sendo a varisvel de estado
x

ia1 = Flgzy),t = 1,2, .. ("4

Wu (266 ]) apresenta a dinamica populacional de plantas daninhas em funggo da densi-
dade de plantulas controladas com aplicaggo de herbicida, cuja forma funcional utilizada
para a fungg o resposta de taxa de herbicida ¢ a exponencial. Neste caso, o modelo de

densidade de plantulas (].2) é modX cado para
— —hH; L|
Yt = grie (")

onde agora y ¢ a densidade de plantulas de daninhas sobreviventes & aplicagg o de her-
bicida, h a taxa de & ciéncia do herbicida e H a dosagem de herbicida que pode ser
interpretada como a toxidade do herbicida usado. Das daninhas sobreviventes ao her-
bicida algumas produzem sementes e um novo ciclo ¢ iniciado. Para simplk car, Wu
(266 ]) considerou que todas as sementes ou germinaram (g = 1) ou morreram (v = 0),
isto &, se g =1 ou v =0, entyo, (1 — g)vzy = 0 e que pode haver produggo de sementes
a partir das daninhas sobreviventes a aplicag;o de herbicida (sy;). Como Wu (246 ])
n. o se refere & taxa deql orag,o, considera-se o = 1 em (].]). Sob estas condigoes, a

&

densidade de sementes no banco é dada por
_ L
T4 = sy = sgme Mt (".6)

Note que Wu (206 ]) incluiu uma varisvel e dois parametros ao modelo (]!p): H,seh,
respectivamente, enquanto que Sakai (246 ]) considerou s como uma fungwo da densi-
dade de plantulas. Em geral, g, h e s s;o varisveis aleatorias porque s;o ilii uenciadas
por tempestades, temperatura e outros fatores incertos. Cousens e Mortimer (]921')
apresentam um modelo da dinamica populacional de plantas daninhas baseado na tra-

jetoria da densidade da populaggo (plantulas ou sementes). Neste contexto, um modelo

para a produg,o de sementes sob baixas densidades de plantas daninhas é da forma

Ti41 = Rxy, R>1 (]

£)
onde R é a taxa de crescimento populacional em baixa densidade. Com a competi-

GO intra-especk ca, a taxa de crescimento populacional proposta por Hassell (]%) e
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Edelstein-Keshet (]988) é da forma

I 1
em que
Tip1 = o(xt) (]-9)

com R a taxa de crescimento em baixa densidade, d a taxa de declinio de ¢ com o
aumento da densidade e b a forma da trajetoria populacional (taxa que r& ete a inten-
sidade do efeito da densidade de plantas daninhas na produggo de sementes). Observe
que o modelo (]P) com a taxa de crescimento dada por (].8) possui a forma geral de
(].S) com R, d e b constantes ou dependentes da densidade. Considerando-se R = sg e

d = ag e combinando-se (].8), (].9) e (].2) obtém-seX nalmente

SYt Ll
= .0
Tt41 (1 +ayt)b ( )

A soluggo de equilibrio de (]&') com a taxa de crescimento como em (].8) é

Rb —1 LRLL

Te =

Assim, a trajetoria da densidade da populaggo pode ser caracterizada pela?l utuaggo de ¢
com o tempo sobre as geragoes da populaggo. O tipo de trajetoria depende dos valores de
Reb. Seb=1ouR<e(eéon %ero de Euler ou neperiano) a densidade da populaggo
converge monotonicamente e¢/ou assintoticamente para o equilibrio. Se 1 < b < 2 e
e < R < e? a densidade converge para o equilibrio com oscilagbes amortecidas. Se b > 2
e R > €? podem ocorrer comportamentos complexos, tais como o caos. Quando b =1 e
R =1 a densidade da populag;o se extingue. Lembrando que e é o n %ero neperiano
e seu valor aproximado é de 24 ]8, tem-se que a trajetoria populacional d& ne quatro

zonas no gr& co R versus b (Figura ' ]).

A dinamica populacional de uma espécie pode ser afetada por nmiveis populacionais
de outras espécies, assim, se uma das espécies é uma daninha e a outra é a cultura
semeadas em uma mesma densidade a cada ciclo, a densidade de sementes de daninhas

pode ser dada por
R.’L‘t

1+ d(z¢ + ax.)]b

me1 = )
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Bayesiana.

O trabalho encontra-se dividido em o capitulos. No Capitulo 2, seguindo esta in-
trodug,o, ;0 apresentados alguns fundamentos do problema de inferéncia estatistica.
Aborda o problema fundamental da estatistica, considerando a visgo classica em contra-
partida & vis;o Bayesiana. Neste contexto, é explicado um pouco mais detalhadamente
a teoria Bayesiana, centrada no teorema de Bayes e por¥ m ¢ apresentada uma breve
discuss o sobre alguns métodos de analise de adequabilidade de modelos. Neste capitulo
existe um particular interesse em mostrar aspectos teoricos que auxiliem na estimaggo
de parametros dos modelos adotados neste trabalho, levando em considerag,o a aborda-
gem Bayesiana, métodos n glericos e os métodos MCMC (Monte Carlo Markov Chains
- Monte Carlo em cadeias de Markov). No Capitulo 5 s,0 apresentados algumas aplica-
voes da priori Jegeys ao modelo de plantas daninhas, considerado. No Capitulo 4 40
apresentados os resultados em forma de tabelas, gr& cos eX guras e 5,0 feitas algumas
consideragoes e discussoes acerca do que foi obtido. No Capitulo f s o apresentadas

as consideragoes¥ nais e também 8,0 levantadas algumas propostas relevantes para a

sequéncia do trabalho.



Capitulo 2

Inferéncia Estatistica

2.1 O pensamento classico

Segundo Paulino et al. (2065) a inferéncia classica surgiu praticamente na metade deste
século impulsionada pelos seus fundadores Karl Pearson, Ronald A.Fisher e Jerzy Ney-
man. E dentro da inferéncia estatistica, a classica é explicada da seguinte forma: Fa-
zer com que generalizagoes (se possivel) sobre a populag o possam surgir a partir de
amostras retiradas dessa mesma. As amostras sgo observagoes ou dados estatisticos

resultantes de experiéncias, em um processo de repetig o e condigoes constantes (ou
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toria X ou de n varisveis aleatorias X = (X1, X2, X3, ..., X;,) com funggo de distribuigzo

Fo que representa a varabilidade ou incerteza na observaggo de X.

A fungo de distribuig o Fo, em geral, njo ¢ perfeitamente conhecida. No entanto,
tem-se algum tipo de informaggo inicial sobre a natureza do fendémeno aleatorio em
estudo ou existe algum conhecimento sobre a coleta de dados que leva a propor ou
conjecturar uma familia de distribuigoes F a que pertence Fy e que representa o modelo
estatistico para X. Desse modo, através de especk cag 0 surge uma proposta para o

modelo que é uma fase essencial no processo de inferéncias.

Se, como ¢ usual, as distribuigoes de JF sgo representadas pelas respectivas densi-
dades (fungzo densidade de probabilidade ou funggo probabilidade) e a estas estiverem
associado um parametro 9 com dominio num conjunto O (espago-parametro), o modelo

estatistico é descrito por
F={f(z9):9€0},zeX.
onde f(z]9) é a distribuig;o amostral.

Em muitos casos, quando se trabalha com X = (X1, X3, X3,...,X,,) as n varisa-
veis aleatorias (X1, X2, X3, ...X,) s,0 supostas independentes condicionalmente em 9
e o modelo estatistico pode ser representado em termos das densidades marginais das

varigveis X; , fi(zi]®),i=1,2,....,n
F= {f(x|0) =15 fi(zi]9) 1 9 € @},m € X.
Caso as varisveis X;, i = 1,2, .., n, sejam independentes e identicamente distribuidas

(i.i.d.), fala-se em amostragem casual ou aleatoria e o modelo acaba por simplX car-se

com f;(.|9)  f(.|9) parai=1,2,....n
F = {f(x|0) =17 f(xi]9): 0 € @},x €X.

A escolha da familia F pode-se dizer que resulta de uma complexa sintese entre

varios fatores dos quais se destacam:

(a) a evidéncia experimental obtida anteriormente no tratamento de fendmenos se-

melhantes;

(b) as consideragoes teoricas sobre os objetivos do estudo e sobre a natureza dos

fendémenos envolvidos;

(c) as considerayoes teoricas a respeito das técnicas experimentais aplicadas;
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(d) a preocupaggo de recorrer a modelos de forma t o simples quanto o possivel,

com parametros suscetiveis de clara interpretag,o.

Ultrapassada a importante e nem sempre facil tarefa de modelagem e parametriza-
40, @ inferéncia classica contém uma vasta gama de procedimentos que se destinam a
explorar o tipos de conclusoes que podem ser extraidas da amostra sobre as caracteris-
ticas do modelo representativo da populaggo. Mais concretamente, a inferéncia classica

procura responder a questoes como estas:

(a) Os dados x suportam ou s o compativeis com a famulia 77

(b) Supondo que a especk cag 0 esteja correta e que os dados surgem de uma das
distribuigoes da familia F, quais as conclusoes que se pode tirar a respeito do parametro
particular 9y (valor verdadeiro do parametro) referente & funggo de distribuiggo Fo que

descreve ’aproximadamente’ as condigoes em que se observam as varisveis aleatorias?

Os procedimentos classicos s o julgados & luz da amostragem repetida, principio que
os classicos adotam no processo de interpretagg o das conclusoes do trabalho inferencial.
Com base nesse principio de amostragem repetida os métodos estatisticos se aperfeigoam
considerando um n %ero elevado de repetigoes de ensaios, todos efetuados nas mesmas
condigoes. Uma das faces do principio reside precisamente na interpretag,go frequentista
de probabilidade, isto é, as medidas de incertezas s;o frequéncias geradas; a outra
face reside na idéia de avaliag o, em termos frequentistas, que possam vir a produzir

respostas corretas ou bons resultados.

2.2 O pensamento Bayesiano

A origem da abordagem Bayesiana pode ser creditada a Richard Price quando em ]&65
publicou a obra postuma do Rev. Thomas Bayes intitulada ‘An Essay Towards Solving
a Problem in the Doctrine of Chances’. A idéia da probabilidade como grau de credi-
bilidade, t o importante para entender aX los& a Bayesiana, tem uma longa historia.
Parece ter sido Bernoulli, na sua obra Ars Conjectandi (]P ]5), um dos primeiros au-
tores a d& nir probabilidade como o grau de coiX anga numa dada Proposig o que ngo
se sabe se é verdadeira ou falsa. De Morgan, na Formal Logic (]8‘1l), & rma: (]) a

probabilidade identX ca-se com um grau de credibilidade; (2) os graus de credibilidade

podem ser medidos; (5) os graus de credibilidade podem identX car-se com um certo
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complexo de sentimentos.

No que toca propriamente &s idéias Bayesianas e & sua aplicag o & estatistica, tem
de citar-se Harold Je geys que, reagindo violentamente contra a predominante posiggo
classica em meados do século, embora solitério e sem apoio, conseguiu ressuscitar o
Bayesianismo, dar-lhe status logico e avangar com solugoes de problemas estatisticos
que naquele tempo persistiam sem uma soluggo. A partir dai a lista de Bayesianos
foi engrossando sucessivamente e, na impossibilidade de citar todos, merecem realce os

nomes de Good (]%6), Savage (]962) e Lindley (]9(10).

O teorema de Bayes ¢ uma proposiggo sobre probabilidades condicionais indiscutivel
desde que se aceitem as leis tradicionais do calculo de probabilidades ou a axiomatica
de Kolmogorov. O que tem dado lugar a grande controvérsia ¢ a sua interpretagg o e a
sua aplicag,o a problemas de inferéncia estatistica. Ocupa, como € obvio, lugar crucial

na inferéncia Bayesiana.

Nos problemas de probabilidade, nomeadamente quando expostos por matematicos,

costuma partir-se de um espago de probabilidade (€2, A, P), terno onde:

Q) & um espago fundamental n o vazio (que nas aplicagdes coincide, em regra, com
o espago de resultados ou espago-amostra) com elementos w, w € €2, chamados aconte-

cimentos elementares e subconjuntos A, A C €, designados acontecimentos;
A & a familia (&lgebra ou o-slgebra) dos acontecimentos dotados de probabilidade;

P & medida de probabilidade d& nida para os acontecimentos A C Q, A € A, em

que P(A) é a probabilidade do acontecimento A.
Considere-se uma partigg o nita (ou ik nita) de Q
Ay, As, .l A, P(AZ) >0,4;N Aj =Q,1 75 4, Ui A = Q.

Dado um outro acontecimento B qualquer, com P(B) > 0, ¢ facil verX car a decompo-

sigy0 de B na unigo de conjuntos disjuntos
B =y (Az N B)

Consequentemente, atendendo no caso presente & aditividade da funggo P e a d& nig o

de probabilidade codicionada, tem-se,
P(B) =3 P(Ain B) = 3, P(B|A;) P(4;).

Finalmente, notando,
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P(A;N B) = P(B|A;)P(A;) = P(Ai| B)P(B),
e resolvendo em ordem a P(A;|B), chega-se ao teorema de Bayes

P(B|Ai)P(Ai) _ P(B|Ai)P(A;

_ L|
PB) 5, PBIA)PA) 2

P(Ai|B) =

Trata-se de uma proposig o extremamente simples, mas suscetivel, a grandes contro-

vérsias.

Uma interpretag o pouco ‘ortodoxa’, mas importante, consiste em considerar, re-
lativamente a dada situaggzo ou conjuntura, os A; = 1,2,..,m, com ‘antecedentes’, ou
probabilidades a priori P(4;), i ],2,...,m, de natureza subjetiva. Depois da informag,o
adicional que consiste em saber que o acontecimento B se realizou (o acontecimento B
pode ser a observag,o de um conjunto de dados), o investigador revé as suas probabi-

lidades a priori através da formula de Bayes e passa a atribuir aos A;, i =1,2,...,m as

probabilidades a posteriori P(4;|B), i =1,2,...,m.

O teorema de Bayes é, para muitos, um dos poucos resultados da matematica que se
propoe caracterizar a aprendizagem com a experiéncia, isto ¢, a mod¥ cayzo da atitude
inicial em relagg o aos ’antecedentes’, 'causas’, 'hipoteses’ ou ’estados’ depois de ter
a informaggo adicional de que certo acontecimento ou acontecimentos se realizaram
(depois de conhecer os dados da experiéncia ou da observaggo). Quando o investigador
est# na completa ignorancia em relaggo aos 4;, 1 =1,2,...,m, P(A;) = 1/m, obtendo a

. o L]
expressgo abaixo, aos invés de (2.7)

P(B|A)
P(A)|B) = ——————. 2.2
B = S pBlA) 2
Os meétodos Bayesianos passam, em certo sentido, por uma extensg;o do modelo

classico, extensg o que tem raiz na seguinte divergéncia fundamental.

No modelo clsssico o parametro 9,9 € ©, é um escalar ou vetor desconhecido, mas

K xo, isto ¢, igual ao valor particular que indexa a distribuigzo da famulia F que descreve
, . ) . . -

apropriadamente’ o processo ou sistema fisico que gera as observagoes. No modelo

Bayesiano o parametro 9,9 € ©, ¢ tomado como um escalar ou vetor aleatorio (ng o

observavel). AX losd a Bayesiana é, nesse ponto, a seguinte: o que é desconhecido (no

caso em questg o o parametro 0) é incerto e toda a incerteza deve ser quantX cada em
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termos de probabilidade.

Correlativamente, os Bayesianos defendem que a informaggo inicial ou a priori (an-
terior ou externa em relagio & experiéncia mas demasiada importante para ser ignorada
ou tratada ad hoc) pode traduzir-se formalmente em uma distribuig o de probabilidade,
geralmente subjetiva, para 9, seja p(9), designada distribuigzo a priori [muitos autores,
escrevem p(9|I) para ter presente que tal distribuigzo depende de I (informaggo inicial
do individuo), o que tem vantagem sobretudo quando ha alteragg o na informaggo ini-
cial (ex: I; em vez de Ij) ou quando se comparam solugdes propostas por diferentes

individuos (ex: I4 versus Ip).

Assim, se 9 é um parametro discreto, designando p(?) a funggo de probabilidade a
priori, tem-se que p(?) exprime o grau de credibilidade que o individuo que procede &
analise atribui ao particular 9 considerado; se 4 é um parametro continuo, caso mais
corrente, designando p(9) a funggo densidade de probabilidade a priori, tem-se que
p(9)dd exprime o grau de credibilidade que o mesmo individuo atribui ao intervalo
[9,9 + d9]. Note-se que a determinaggo e a interpretag o da distribuig o a priori estgo
entre os pontos mais delicados e controvérsos da teoria Bayesiana e constituem um dos

principais obstaculos & respectiva implementaggo.

A familia F também faz parte do modelo Bayesiano; quer dizer, a componente
amostral ou experimental é comum aos modelos classicos e Bayesiano, embora para estes
os elementos f(z|9) de F em geral s o supostos ter, tal como p(?), uma interpretago

subjetiva.

A discussgo das distribuigoes a priori e da sua natureza subjetiva ilustra muito
claramente alguns aspectos do confronto entre Bayesianos e clsssicos. Para os primeiros
a escolha subjetiva do modelo (famulia F) traduz muitas vezes um uso mais drastico da
informag,o a priori do que o emprego de uma distribuig o a priori para o parametro
9 do modelo. Para os segundos hs& uma importante diferenga entre a modelagem de
F e a modelagem de p(9), pois, enquanto se dispoe de um conjunto de observagoes,
(x1, 22,23, ...,Tp), geradas por um membro de F que se pode empregar para testar a

forma da distribuiggo, o valor de 9 é apenas uma observag,o da distribuiggo p(9).

Os Bayesianos & rmam que na sua modelagem os classicos atendem a informaggo a
priori quando muito informalmente, atitude que consideram algo limitada porquanto,

para eles, a informago inicial ou a priori detida por um dado investigador deve traduzir-
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se formalmente em uma distribuig o de probabilidade para a varisvel aleatoria 3.

Para entender o ponto de vista Bayesiano repare-se que um clsssico em todos os
problemas que envolvem uma varisvel X com distribuig o Binomial recorre sempre ao

mesmo modelo, nomeadamente, & fung o probabilidade
f(x]9) =27(1=9)""
em que o parametro & representa a probabilidade de um ’sucesso’.

Para os Bayesianos cada problema é gico e tem um contexto real proprio onde 9 é
uma quantidade signX cativa acerca da qual existem, em geral, graus de conhecimento
que variam de problema para problema e de investigador para investigador. Assim, para
os Bayesianos, a distribuiggo de probabilidade que capta essa variabilidade é baseada
na informaggo a priori (distribuiggo a priori) e é de natureza subjetiva, quer dizer,

especK ca de um dado problema e de um dado investigador.

Suponha-se que se observa X = z. Considerando um qualquer elemento de F, seja
f(z]9), e a distribuig o a priori do investigador p(9), o teorema de Bayes para densidades

|
- compara-se com (2.")- conduz a relag,o,

N DO ,
PO = i@’ < © 22)

onde p(9|z) ¢ a distribuig o a posteriori de 9 depois de saber que saiu X = z. Assim,

tendo em conta a informaggo contida nos dados = a atitude inicial do investigador,

caracterizada por p(?), ¢ modX cada passando a nova atitude a traduzir-se por p(9|z).

Observando-se uma amostra casual, (X1 = z1, Xo = x9, ..., X;, = x,), tem-se, adap-

tando a expressg o (2.5),

Pz, 22, ey ) = I, f(zi9)p(9)

~ JoIl f(xi‘o)p(a)dd’a €O (>.4)

onde p(9|z1, 2, ..., xy,) € a distribuiggo a posteriori de 9 depois de conhecida a amostra

particular (x1,x2, ..., Ty).

E importante notar que a distribuiggo a posteriori é o elemento fundamental que
serve de base ao desenvolvimento de toda inferéncia Bayesiana. Os denominadores de
(2.5) e (2.4),

[ falop(@)as (23)
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LIS (@lopo)do (26)

5,0 as distribuigoes marginais ou a priori respectivamente de X e de (X1, Xa, ..., Xy).

Dizem respeito & observagzo de X ou de (X1, Xo, ..., X;) qualquer que seja 9.

O calculo das integrais (2%) ou (2.6) nem sempre é facil havendo muitas vezes
necessidade de recorrer ao calculo numérico. Quando 9 é um vetor o trabalho pode
naturalmente tornar-se mais pesado. Os aspectos computacionais associados com o0s

métodos Bayesianos s o estudados mais adiante.

Exemplo 2.1 (Paulino et al., 2003) Um investigador Bayesiano estuda determinada
populagio e estd interessado na verdadeira propor¢do de fumadores denotada 9, 0 <
9 < 1. Como nao tem qualquer informacdo inicial que lhe permita distinguir entre os
diferentes valores do intervalo [0,1], parece natural (mas ndao € incontrovérso) tomar

uma distribuicdo a priori uniforme,

1 se 9€]0,1] ]
p(d) = (2¢)
0 se 2¢][0,1].
Colhida uma amostra casual de dimensdo n e considerada a varidvel aleatéria X que

designa o numero de fumadores X € {0,1,2,...,n}, o modelo experimental €, corrente-

mente, a distribuicdo binomial,
n
P(X =x|9) = f(x|9) = 1-9)"7" 0<9<1, 2€{0,1,2,....,.n}. (2.8)

Observando X =z, x € {0,1,2,....,n}, a expressao (2.3) fornece a distribuicao a poste-

riort de 9,

(1 — 9"
T B 090(1 _’)n—z
S Blx+ln—z+1) T~

j‘l n 9z N\Nn—zx ]/
A (1—9)n—2da

Para deduzir a expressdo acima recorreu-se & conhecida funcao Beta que, com «, (3
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A POSTERIOR!

/

A PRIORI

Figura 2.1: Compara¢do da distribui¢do a priori com a distribuicdo a posteriori.
numeros reais positivos, € definida por,

B(a, B) = /1 2711 — z)P . (z.]ﬁ)

0
A distribuicao a posteriori traduz a nova atitude do investigador depois de observar

X = z. Suponha-se, para concretizacao, que foi observada uma amostra de 10 pessoas

e que se registrou a presenca de 2 fumadores. Tem-se,

1

721-2%0<9<1. 2.1
B(3,9) ( )’O— — (A )

p(dle =2) =

Na Figura (2.1) comparam-se as distribuicoes (2.7) e (2.11). A observagao de 0,2
fumadores leva o investigador a passar da distribuicao uniforme para uma distribuicao

que atribui credibilidade mais elevada aos valores nao muito afastados de 0.2.

O conceito de funggo de verossimilhanga ¢ estudada no contexto da inferéncia classica
mas ng o ¢ menos importante no contexto Bayesiano. Na respectiva d& nig,o convém
manter a distinggo entre os casos discretos e continuos. Considere inicialmente o caso
discreto. Se as varisveis aleatorias X;, 1 = 1,...,n, s 0 i.i.d. com fung o probabilidade
f(z]?), A = (X1 = 21, X2 = x9,..., X, = x,) é um acontecimento com probabilidade

[L; f(z:]9). Fixando A e fazendo variar 9 em ©, obtém-se a fung o de verossimilhana,

L(9) = LO|A) =[] f(@ilo), (2.%)
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com o dominio em © e que para cada 9 € © exprime a verossimilhanga ou plausibilidade
que lhe é atribuida quando se sabe que o acontecimento A se realizou, isto é, quando se

observa (X1 = x1, X2 = x9, ..., X, = o).

A verossimilhanga ngo é uma probabilidade; por exemplo, ngo faz sentido adicionar

verossimilhangas. Somente a razg o de verossimilhangas tem signk cado: o quociente,

L(2)/L(9%) = T1; f(2:]9)/ T1; f (wi|9%)
mede o peso da evidéncia ou plausibilidade de 9 contra 9 decorrente da observaggo, de
(X1 =21, X2 = 23,..., X;, = ). Por este fato, a funggo de verossimilhanga ¢ dd nida

a menos de um fator constante (i.e., independente de 9) positivo da seguinte forma:
L) = K] f(z:l9),9 € ©. (2.%5)

o preditiva

Retomando-se a express o (2.5), observa-se que o denominador (a distribuig

o

de f(x)) nzo depende de 9 e a express o da posteriori, se torna
y
p(d|x) o f(x[2)p(9), 9 € ©. (2.°4)

Sendo a analise condicionada pelo valor z observado (que, portanto, permaneceX xo)
com 9 variando sobre ©, o fator f(x|9) identX ca-se com a fungzo de verossimilhanga,
isto é,

Distribuicdo a posteriori o< Verossimilhanga X Distribuicdo a Priori

2.3 Distribuigoes a priori informativas

Existem situagoes praticas em que ha informag o a priori mais ou menos substancial
sobre os parametros do modelo, quer por parte do investigador, quer por parte de outras
pessoas que o ele pode vir a recorrer. A informaggo a priori é de natureza subjetiva,
dependendo das pessoas que a interpretam segundo o problema em questgo. Como
quantX car e reproduzir a informag,o & priori é o alvo da literatura cientX ca no que
diz respeito a métodologia Bayesiana. Para entender isso melhor recorre-se ao seguinte

problema (Paulino et al., 2665).

Uma determinada fabrica produz um certo tipo de pegas eletronicas de grande preci-
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5,0, as quais s;0 agrupadas em lotes de N unidades (com N elevado) para venda futura.
Admite-se que existe sempre uma porcentagem 9 dessas pegas que ngo obedece a um
critério especK -co de precisgo e como tal sgo consideradas defeituosas. O prego do lote
depende dessa porcentagem e consequentemente ha necessidade de inferir sobre seu va-
lor através, por exemplo, da especk cag o de um limite superior para essa porcentagem
com uma probabilidade elevada de ngo ser ultrapassado. Ha bastante informaggo acu-
mulada sobre o valor provavel dessa porcentagem, quer de lotes anteriormente vendidos,

quer pelas razoes pelas quais s o produzidas pegas menos boas.

Para poder estabelecer esse limite o estatistico vai recolher, de especialistas na ma-
téria, informag o a priori que existe sobre . Pode uss-la para tomar uma decisgo sem
recorrer a uma experiéncia, ou pode optar por conciliar essa informaggo com informaggo

. L 1] .
obtida testando, por exemplo, um pequeno n mero n dessas pegas retiradas ao acaso

do lote. Qual o procedimento que o estatistico deve adotar para uma abordagem mais

correta do problem.ar?. Surgem, entg o, perguntas a serem colocadas, tais como:
(a) Que perguntas deve-se fazer aos(s) especialista(§)7

(b) Como ajudar o(s) especialista(s), que n o necessita(m) de ter conhecimentos de

probabilidade e estatistica, a responder coerente e consistentemente a essas perguntas?
(c) Se recorrer a mais de um especialista, como conbinar a informaggo recebida?

(d) Como usar a informaggo recebida de forma a construir uma distribuiggo de

probabilidade para o parametro ou acontecimento de interesse?

O estatistico pode optar por 0,0 realizar a experiéncia, X xar um ou mais valores
de ¢, e pedir ao(s) especialista(s) para atribuir(em) uma probabilidade a priori para o
acontecimento A = {? > c¢}. Como ajuds-lo(s) a estabelecer(em) essa probabilidade?
Este & um dos problemas bastante tratado na literatura, inclusive com a ajuda de
exemplos especK cos. E importante entender como é que o estatistico pode fazer uso da
informag,o recolhida de um especialista para formular uma probabilidade a posteriori

para um acontecimento de interesse. A generalizag o da mesma teoria para quando ha

mais do que um acontecimento de interesse IO sers tratada aqui.

. e L ]]
Por outro lado, o estatistico pode admitir um modelo amostral para o n mero X
de pegas defeituosas numa amostra de n e portanto, para obter ¢, toma-se como base

a distribuig;o a posteirori de 9 dado o valor observado de X. Desse modo necessita-se,
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primeiramente, formular uma distribuiggo a priori para 9. Surge entgo, o problema
da questg o (a). Pode-se optar por responder questoes diretamente relacionadas com
o parametro de interesse (método estrutural) ou responder questoes relacionadas com
estatisticas baseadas em amostras do processo experimental (método preditivo), sendo

possivel uma combinag,o desses dois casos.

Nesse contexto sers dada uma exposiggo (através de alguns métodos de elicitag o),
de generalidade varisvel, de forma ngo exaustiva. Isso de fato nem o poderia ser uma vez
que a tarefa de elicitago est# muito dependente da aplicagg o concreta e do individuo

a inquirir (Paulino et al., 2665).

2.3.1 Informacao a priori com base em um especialista

Seja A um certo acontecimento de interesse e seja p o valor que o estatistico atribui
a probabilidade da realizag o desse acontecimento, ou seja P(A) = p. O estatistico
deseja, no entanto, usar a opinigo de um especialista- o qual especK ca como sendo ¢
a credibilidade atribuida a realizagg o de A - para rever a sua probabilidade a priori de

ocorréncia de A. Designe-se essa probabilidade, apos revis o, por P(A|qg).

Uma abordagem, intuitiva e simples, consiste numa ponderagzo linear das duas

conjecturas relativas & probabilidade de realizag o de A, ou seja,
P(Alg) = wq + (1 - w)p, (2. %)

sendo w € [0, 1] um cod ciente de ponderag,0, o qual deve r& etir a importancia que o
estatistico atribui & previsg o sugerida pelo especialista. Alguns autores designam essa
abordagem por ‘linear opinion pool’. Outros sugerem a chamada ‘logarithmic opinion
pool’ em que

w —Ww ]
P(Alg) = ¢* +p1=¥). (2.76)

Qualquer destas duas abordagens baseia-se na premissa de que a conjectura do especi-
alista sobre a realizag o de A pode ser encarada como uma probabilidade de ocorréncia
de A. Esta idéia é criticada por vsrios autores que sugerem, alternativamente, usar
a informag o do especialista como sendo um dado, permitindo obter, via teorema de
Bayes, uma revisgo da probabilidade a priori de A em conformidade com o pensamento

Bayesiano. Assim, um conceito fundamental na formulaggo que se segue é que qualquer
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Ne

forma de informag o inferencial fornecida pelo especialista deve ser encarada como uma

fonte de ‘dados’.

De acordo com o conceito fundamental estabelecido, o estatistico pode encarar a
quantidade g fornecida pelo especialista como uma observagg o de uma varisvel aleatoria
@ com suporte em [0,1]. Usando o teorema de Bayes o estatistico atualiza a sua

probabilidade de ocorréncia do acontecimento obtendo

pf(qlA)
(qlA) + (1 —p) f(q|A°)

(z.]&)

p" = P(Alg) = of

onde f(q|A) e f(q|A°) sg0, respectivamente, as distribuigdes de probabilidade de @Q
atribuidas pelo estatistico dada a ocorréncia de A e do seu complementar A°¢. Es-
tas distribuigoes dependem, obviamente, da credibilidade do especialista aos olhos do

estatistico. Como

P(Alg) _ _P(A)f(q|A)
P(Aclq) = P(A°)f(alAc)”

o fator de Bayes B = Jf((qq”;;‘c)) determina o modo como as credibilidades do estatistico

acerca da realizago de A
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chamado estado de ‘ignorancia a priori’, t 0 caro aos adeptos da corrente objetivista
das probabilidades logicas) ou em que o conhecimento a priori é pouco signX cativo
relativamente & informaggo amostral (o estado de conhecimento ‘vago’ ou ‘difuso’).
Focar-se-40 os principais métodos advogados para o efeito conduzindo a distribuigoes

a priori minimamente informativas em algum sentido, em regra, s o denominadas de

distribuicoes nao-informativas.

Estas distribuigoes comegaram por ser dominantemente interpretadas como repre-
sentagoes formais de ignorancia, mas ha hoje uma tendéncia (motivada pela ngo aceita-
4,0 de representagoes objetivas gicas da ignorancia) para encarar estas representagoes
como opgoes alternativas a que se recorre em caso de informag o a priori insiK ciente
que torne dificil eliciar uma distribuiggo subjetiva considerada adequada. Independen-
temente da interpretago, este tipo de distribuiggo pode desempenhar ainda um papel

de referéncia, mesmo que se disponha de fortes crengas a priori, como forma de:

(a) deduzir as crengas a posteriori para quem parte de um conhecimento escasso
(ie., quando a amostra fornece o grosso da informag,o sobre o parametro) e, nessa
medida, determinar subjetivamente uma distribuiggo razosvel - assim se reconhecendo

a sua propria ignorancia;

(b) permitir a comparag;o com os resultados da inferéncia classica que so usa a

informag,o amostral (no todo ou na parte);

(c) averiguar a in‘l uéncia nas inferéncias da distribuiggo a priori subjetiva que des-
creve a informag o realmente existente, quando confrontada com as que resultam do

uso da distribuiggo a priori de referéncia.

2.4.1 Meétodo de Bayes-Laplace

O argumento primeiramente invocado para gerar distribuigoes ngo informativas foi o

Principio da Razgo InsK ciente devido a Bayes e Laplace. De acordo com este princi--

pio, na auséncia de razgo sl ciente para privilegiar umas possibilidades em detrimento

de outras, decorrente da escassez informativa a priori, deve-se adotar a equiprobabili-

dade. A considerag o deste argumento como objetivista ngo ¢ totalmente pacK ca j&

ue é questionsvel falar-se de ‘auséncia de raz_ o sik ciente’ sem envolvimento de juizos
'y

subjetivos.
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No caso em que © éX nito, diga-se © = {91,...,9,}, a distribuigzo ngo-informativa

gerada por este argumento é a distribuiggo Uniforme Discreta

p(9) = %,a co. (2.%)

Quando O ¢ X nito numeravel, é conhecido que n,o existe nenhuma genw.na distribui-
440 de probabilidades compativel com a equiprobabilidade de todos os valores possiveis
de 9. Por outras palavras, a distribuigzo Uniforme Discreta neste caso ngo satisfaz o
axioma de probabilidade total unitsria, sendo por isso tipicamente denominada distri-
buicao improépria. O uso destas distribuigoes no mecanismo Bayesiano é, por isso,

suscet.vel de varias criticas.

No caso em que © ¢ iK nito ngo numersvel, o Principio da Razgo Insik ciente é
interpretado de modo a conduzir & distribuiggo Uniforme Continua, que &, de novo,

impropria se © ngo for limitado.

A principal objeg 0o que se veio a levantar a idéia de representag o da ignorancia
por distribuigoes uniformes é a sua inconsisténcia no sentido em que se ¢ = (%) é uma
transformag o injetiva de um parametro 9, que assume uma gama continua de valores
possiveis, as distribuigoes uniformes para 9 e 1) ngo s o0, em regra, probabilisticamente

compativeis. De fato, sendo p(9) uma distribuiggo a priori para 9,

dd

@ (2.26)

p(¥) = p[a(4)]

deve ser a correspondente distribuig o para a reparametrizag o injetiva ¢, que ngo é

necessariamente uniforme quando p(9) o é.

2.4.2 Meétodo de Jeffreys

A cnitica da inconsisténcia da distribuig o uniforme na representag o formal de ig-
norancia suscita que esta deva ser invariante sob transformagoes injetivas. Entre os
procedimentos que asseguram essa invariancia esta aquele advogado por Je geys e que
se baseia no uso da medida de informaggo de Fisher sobre 9 € R,

1(9) = E[<W>2|4 (2.2])

~
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Com efeito, o fato de para qualquer transformaggo real injetiva de 9 € Jt se ter
da\?
106) = 10 (57 (222)

&y

mostra que a distribuig‘.ro proposta por Je Feys para o caso uniparamétrico,
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= [)(b—a)g(z) Grade = (b—a)Elg(x)]
identX cando X como uma varisvel aleatoria com distribuigzo U(a, b). Assim, transforma-
se o problema de avaliar a integral no problema estatistico de estimar uma média,
E[g(X)]. Tendo a disposig;o uma amostra aleatoria de tamanho n, x1,z2, 73, ..., T, da
distribuigzo uniforme no intervalo (a,b) sers possivel conseguir também uma amostra
de valores g(r1),...,9(7n) da fungio g(z) e a integral acima pode ser estimada pela
média amostral, isto é

I=(b—-a)}Y¥g(w).

N0 & dK cil verK car que esta estimativa ¢ ngjo viesada j& que Elg(z;)] = Elg(z)]

para todo 7 e portanto

E(I) =9 570 Blg(a)] = (b— a)Elg(x)] = [} g(x)da.
Pode-se ent o usar um algoritmo com os seguintes passos.

' Gerar 1,72, ..., T, da distribuigzo U(a, b);

2. Calcular g(z1), g(z2), ..., g(xn);

5. Calcular a média amostral g =

)

Z;L 9(%‘).

4. Calcular I = (b — a)g.

Exemplo 2.2 (Ehlers, 2003) Suponha que se quer calcular f13 exp(—z)dx. A integral
pode ser reescrita como

(3—1) Ji exp(—2)/(3 = 1)da
e serd aproximada usando 100 wvalores simulados da distribuicao Uniforme no inter-
valo (1,3) e calculando y; = €%, i = 1,...,100. O walor aproximado da integral é

252190 4:/100.  Por outro lado, sabe-se que exp(—x) € a fungio de densidade de uma

v.a. X exp(l) e portanto a integral pode ser calculada de forma ezata,

[} exp(—z)dx = Pr(X < 3) — Pr(X <1) = 0.3181.

A generalizag o ¢ bem simples para o caso em que a integral é a esperanga mate-

matica de uma funggo g(X) onde X tem funggo de densidade p(x), i.e.

b
1= [ g@p(a)de = Elg@). (2.24)
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. . . - L]
Neste caso, pode-se usar o mesmo algoritmo descrito acima modX cando o passo ~ para
Tar 1,9, ..., T istribuig, x ulan = g. Ou seja, usa-se uma médi
erar 1,2, ..., T da distribuiggo e calculando [ Ou seja, usa-se a média

amostral para estimar uma média teorica.
Erro de Monte Carlo

Naturalmente que I ¢ somente uma aproximag,o para a quantidade que se deseja

calcular, portanto precisa-se estudar o erro I — I. Uma vez que as geragoes s o0 in-
. L 1] A

dependentes, entgo, pela Lei Forte dos Grandes N meros segue que I converge quase

certamente para I, i.e.

Ly g(z;) "= Elg(z)] quase certamente.

Além disso, d& nindo 02 = Var[g(z)] e assumindo que esta variancia existe o Erro

Padrgo de Monte Carlo é uma estimativa consistente de o dada por

&=/ Xig:) - 9)?,

Le. a aproximaggo pode ser t 0 acurada quanto se deseje bastando aumentar o valor
de n. F importante notar que n est# sob controle aqui, e ngo se trata do tamanho da
amostra de dados. O teorema central do limite também se aplica aqui de modo que

para n grande segue que

§-E[g(x)

tem distribuiggo aproximadamente N(0,1). Pode-se usar este resultado para testar
convergéncia e construir intervalos de coiX anga do tipo §=+ z, /20 No caso multivariado
a extensg o também ¢é direta. Seja z = (¥1,...,7,) um vetor aleatorio de dimensgo k
com funggo de densidade p(z). Neste caso, os valores gerados ser o também vetores

Z1,..., Ty € o estimador de Monte Carlo¥X ca

I= >t 9(wq).

2.5.2 Monte Carlo via fungcao de importancia

Em muitas situagoes pode ser muito custoso ou mesmo impossivel simular valores da
distribuig;o de interesse p(z). Neste caso, pode-se recorrer & uma funggo q(z) que seja
de facil amostragem, usualmente chamada de fungg o de importancia. O procedimento
é comumente chamado de amostragem por importancia. Se ¢(z) for uma funggo de

densidade d& nida no mesmo espaco de variaggo de z entgo a integral (2.24) pode ser
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reescrita como

1= ] 4 g(w)dw = BLGE)

onde a esperanga agora ¢ com respeito a distribuigzo ¢g. Assim, dispondo-se de uma
amostra aleatoria z1, .., 2, tomada da distribuigzo ¢, o estimador de Monte Carlo da

integral acima¥X ca

715w g(z)p(ei)
I'= 320 ")

o qual tem as mesmas propriedades do estimador de Monte Carlo simples (erro, vari-
ancia, etc). Em principio n.0 ha restrigoes quanto na escolha da densidade de impor-
tancia ¢, porém, na pratica alguns cuidados devem ser tomados. Pode-se mostrar que

a escolha otima no sentido de minimizar a variancia do estimador consiste em tomar

q(z)/g(x)p(x).

Exemplo 2.3 (Ehlers, 2003) Para uma tunica observag¢ao X com distribui¢ao N(9,1),3
desconhecido, quer-se fazer inferéncia sobre 3 usando uma priori Cauchy (0,1). Neste

caso, a funcdo de verossimilhanga e densidade a priori sao dadas por
p(e)9) o cap|—(z — 9)%/2] e p(9) = gy

Portanto, a densidade a posteriori de @ € dada por

1 2
B megﬁp[f(ﬂfffg )/2]
p("$) - fﬁlﬂ)exp[—(ﬂ@—m)/z]de.

Uma possivel estimativa pontual de 9 consiste em tomar a sua média a posteriori.

Mas, note que

f ﬁeﬁp[*(z*GQ)/Q]
i ﬁe:pp[f(me) /2]d6

EQ|z) = [9p(9|z)dd =

e as integrais no numerador e denominador nao tém solu¢ao analitica exata. Uma
solugdo aproximada via simulacdo de Monte Carlo pode ser obtida usando o sequinte

algoritmo.

]. gerar 91,92, ...,9, independentes da distribuigzo N(z,1); 2. Calcular g; = 1%0? e

* 1
9i = 13e2-
i 1467
Este exemplo ilustrou um problema que geralmente ocorre em aplicagoes Bayesia-
nas. Como a posteriori so é conhecida a menos de uma constante de proporcionalidade

as esperangas a posteriori s;o na verdade uma raz;o de integrais. Neste caso, a apro-

ximagg o € baseada na razg o dos dois estimadores de Monte Carlo para o numerador e
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denominador.

2.5.3 Meétodo numérico de Simpson

Segundo Barroso et al. (]985) uma funggo f(z) é continua em um intervalo [a,b] e sua
primitiva F'(z) é conhecida, ent o, a integral d& nida desta fungzo neste intervalo é

dada por:
b
/a f(x)dz = F(a) — F(b) (2.%)

onde F'(z) = f(x).

Entretanto, em alguns casos, o valor desta primitiva F'(x) n,0 é conhecido ou de

facil obtenggo, o que dX culta ou mesmo impossibilita o calculo desta integral.
Por outro lado, em situagoes praticas, nem sempre se tem a funggo a ser integrada
d& nida por uma formula analitica, e sim por meio de tabela de pontos, o que torna

invisvel a utilizagzo de (2.%s).

Para calcular o valor da integral d& nida de f(z), nas duas situagoes citadas acima
ou em qualquer outra, torna-se necessaria a utilizag;o de métodos numeéricos. A soluggo
numérica de uma integral simples é comumente chamada de quadratura. Os métodos

mais utilizados, podem ser classk cados em dois grupos:

(a) As formulas de Newton-Cotes que empregam valores de f(x), onde os valores de

T 840 igualmente espagados.

(b) A formula de quadratura gaussiana que utiliza pontos diferentemente espagados,

onde este espagamento é determinado por certas propriedades de polindmios ortogonais.

Dentre as formulas de Newton-Cotes, sers dado énfase nesse trabalho & regra de
Simpson. Para a obteng o das formulas de Newton-Cotes, ¢ utilizado o polinénimo

interpolador de Gregory-Newton:

P.(z) = yo + zAyo + 72(2271)A2y0 + 742713)!(272) Adyo + ...

+z(z—1)(z—2)...(z—n+1) A"yo +R,

n!

onde z = *5* (onde h sers d& nido mais & frente) e R,, é o residuo de interpolago:

Cz2(z-1)(2—2)..(z—n),, n .
R, = D) R D () a < e < b, (2.26)
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e P,(z) é o polindémio de n-ésimo grau.

Aproximando a funggo f(z) em (2.%), pelo polinomio de Gregory-Newton, e integrando-
0, obtém-se as formulas de Newton-Cotes. Esta aproximaggo se justX ca, pois este

polindmio ¢é de fscil integraggo.

2.5.4 Regra de Simpson

A primeira regra de Simpson ¢é obtida aproximando-se a funggo f(z) em (2.23») por um
polinémio interpolador de segundo grau, P (x)

f(z) = Pa(z) = yo + 2zAyo + %A@o

I=[? f()de = [0 Po(x)dz = [ |yo + 2Ayp + 252 A2y, | da
Como z = #5*¢ tem-se dr = hdz.

Para aproximar a funggo f () por um polinémio de segundo grau, 8,40 necessarios

5 pontos: g, 1, T2, que devem estar igualmente espagados. Sejam xzy a e xo = b.

Fazendo uma mudanca de varisvel, tem-se

para x = a que z = “.* (, e parax = b que z = 7% = 2.

Logo, I = f02 [yo + zAyo + z(;l)Ang] hdz.

Integrando, obtém-se:
2

I=h |f/!]/() + %Ayo + <z§ — Z:)AQyol = h|:2y0 + 2Ayo + 1/3A2y0 .
0
Sabe-se que:

Ayo =11 — yo e A%yo = y2 — 2y1 + yo. Logo,

h
I = 3{yo+4y1+y2} (2.%)

Erro de truncamento

Para a determinaggo do erro cometido na integraggo, basta integrar o erro de trunca-
mento da aproximag o polinomial. Este erro (de truncamento) é cotado pelo residuo

(2.26)

E = [" Ry()dx = [2 ZE=0CE2) () () htdz = 0.
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Este valor nulo para o erro de integrag o quer dizer que o erro n,o depende de Ry
(residuo do segundo grau). Entgo, tem-se que integrar o residuo menor que Rg, no caso

o R3. Assim,

2 22(z=1)(z—=2)(z —

35
- %f(‘l)(a),agagb (2.28)

que é a formula de erro da primeira regra de Simpson. Por esta formula pode-se notar
que a primeira regra de Simpson fornece valores exatos N0 SO para a integraggzo de
polinémios do segundo grau, mas, também para polinémios de terceiro grau (derivada

de quarta ordem nula).

Foérmula composta
Deve-se, primeiramente, subdividir o intervalo de integraggo [a,b] em n subintervalos
iguais de amplitude h e a cada par de subintervalos aplicar a primeira regra de Simpson.

Observag o importante: Como a regra de Simpson ¢ aplicada em pares de subinter-

LI .
valos, o n mero n de subintervalos devers ser sempre par.

Considerando n = b_T“ e os pontos, x;; ¢ = 0,1,...,n. Assim,
b
I= ! f(a)de =
h h
W0 +4y1 + 2] + V2 + 4ys + 4] +...

3 3

Aplicado no primeiro par de subintervalos Aplicado no segundo par de subintervalos

.+

3

Aplicado no ultimo par de subintervalos

[yn—Q + 4yn—1 + yn]

Tem-seX nalmente que,

h
I= 3|%+ dyy + 2y +4ys + 2ys + ... +2yn_o + 4yn_1 + yn|- (2.29)
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Erro de truncamento

O erro total cometido ser& a soma dos erros cometidos a cada aplicag;o da primeira

regra de Simpson.
n/2
E=E +Ey+Es+..+E, =) E (2.56)

=1

onde E; € o erro na integrag,o numérica no par de subintervalos cujos extremos sjo:

[2i—2, T2i—1] € [T2i—1, T2].

Levando (2.28) em (2.50) vem:

n/2 —h5 .
E = f( )(51)7x2i—2 <egi < xy (2:) )
= 90
Pela continuidade de f4(z), existe e € [a, b], tal que:
n n/2
SV =Y. (252)
i=1
Levando-se (2.5 ]) em (2.52), tem-se:
—hd A
= ﬁnf (€)
Como h = I’_Ta, ent o,
el i) a<e < (255)
1804 a=e o0

. N v
Pode-se observar que, nesta formula, o erro cai com a quarta poténcia do n mero de

subintervalos.

2.6 Meétodos de Monte Carlo via cadeias de Markov

Em todos os métodos de simulagg o apresentados anteriormente obtém-se uma amos-
N . v,

tra da distribuiggo de interesse em um nico passo. Os valores sgo gerados de forma

independente e ngo ha preocupag o com a convergéncia do algoritmo, bastando que o

tamanho da amostra seja sl cientemente grande. Por isso estes métodos $,;0 chamados

n,o iterativos. No entanto, em muitos problemas pode ser bastante dificil, ou mesmo

impossivel, encontrar uma densidade de importancia que seja simultaneamente uma boa
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aproximag,o da densidade de interesse e facil de ser amostrada. Os métodos de Monte
Carlo via cadeias de Markov (MCMC) s o0 uma alternativa aos métodos ngo iterativos
em problemas complexos. A idéia ainda é obter uma amostra da distribuiggo de inte-
resse e calcular estimativas amostrais de caracteriticas desta distribuigio. A diferenga é
que aqui usa-se técnicas de simulaggo iterativa, baseadas em cadeias de Markov, e assim
os valores gerados ngo s;o mais independentes. Este fato ,porém, ngo causa maiores
complicagoes como pode-se ver a seguir. Neste capitulo s;o apresentados os métodos
MCMC mais utilizados, o amostrador de Gibbs e o algoritmo de Metropolis-Hastings.

A idéia basica é simular um passeio aleatorio no espago de x que converge para uma

distribuigzo estaciondria, que ¢ a distribuig;o de interesse no problema.

2.6.1 Cadeias de Markov

Uma cadeia de Markov é um processo estocastico { X, X1, ...} tal que a distribuigzo de
X; dados todos os valores anteriores { Xy, ..., X;—1} depende apenas de X;_;. Matema-

ticamente,
P(Xt € A’Xo, vy X1 = P(Xt € A|Xt,1)
para qualquer subconjunto A. Os métodos MCMC requerem ainda que a cadeia seja,

(a) homogénea, i.e. as probabilidades de transiggo de um estado para outro sg o

invariantes;
(b) irredutivel, i.e. cada estado pode ser atingido a partir de qualquer outro em um
L 1] R . ~
n meroX nito de iterayoes;
(c) aperiodica, i.e. n;0 haja estados absorventes.

Os algoritmos vistos aqui satisfazem estas condigoes. Suponha que uma distribuiggo
7 (z), x € N seja conhecida a menos de uma constante multiplicativa porém complexa
o bastante para ngo ser possivel obter uma amostra diretamente. Dadas as realiza-
goes {X ® ¢ =01, ....} de uma cadeia de Markov que tenha™ como distribuig o de

equilibrio, ent o, sob as condigoes acima,
X® 2% (z) e %Z?:l (X} "= Er(9(X;)) quase certamente.

Ou seja, embora a cadeia seja por d& nig o dependente, a média aritmética dos valores

da cadeia ¢ um estimador consistente da média teorica. Uma questg o importante de
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ordem pratica é como os valores iniciais i& uenciam o comportamento da cadeia. A
C e v . ~ .

idéia é que conforme o n mero de iteragoes aumenta, a cadeia gradualmente esquece os
valores iniciais e eventualmente converge para uma distribuiggo de equilibrio. Assim,
em aplicagoes praticas é comum que as iteragoes iniciais sejam descartadas, como se
formassem uma amostra de aquecimento. O problema, entgo, consiste em construir
algoritmos que gerem cadeias de Markov cuja distribuig o converge para a distribuiggo

de interesse.

Precisao numérica

Na pratica tem-se um n TheroX nito de iteragoes e tomando
P |
g= 152 9(X})

como estimativa da E(g(X;)) deve-se calcular o seu erro padrgo. Como a sequéncia de

valores gerados é dependente pode-se mostrar que

Var(g) = 5 [1+ 255211 k/n)py
sendo s? a variancia amostral e py a autocorrelag;o amostral de ordem k. Se pr > 0

ent,o Var(g) > s*/n.

2.6.2 Algoritmo de Metrépolis-Hastings

Nos algoritmos de Metropolis-Hastings um valor é gerado de uma distribuig o auxiliar e
aceito com uma dada probabilidade (processo de rejeig o e aceitagg o). Este mecanismo
de correg o garante a convergéncia da cadeia para a distribuig o de equilibrio. Suponha
que a cadeia esteja no estado 9 e um valor 9y ¢ gerado de uma distribuiggo proposta
q(.]7). Note que a distribuig;o proposta pode depender do estado atual da cadeia, por
exemplo, ¢(.|9) poderia ser uma distribuiggo normal centrada em 9. O novo valor 9y é

aceito com probabilidade

) 91— i @012 :
a.9) = min{1. G0 (254)

onde™ € a distribuiggo de interesse.

Uma caracteristica importante é que so necessita-se conhecer™ parcialmente, i.e., a

menos de uma constante, j& que neste caso a probabilidade (2.54) n,o se altera. Isto é
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fundamental em aplicagoes Bayesianas onde ngo se conhece completamente a densidade
a posteriori. Note também que a cadeia pode permanecer no mesmo estado por muitas
iteragoes e na pratica costuma-se monitorar isto calculando a porcentagem média de
iteragoes para as quais novos valores s o aceitos. Em termos praticos, o algoritmo de

Metropolis-Hastings pode ser especk cado pelos seguintes passos,
]. Inicialize o contador de iteragdes t = 0 e especk que um valor inicial ().
2. Gere um novo valor 9" da distribuiggo ¢(.|9).
5. Calcule a probabilidade de aceitagzo (9',9) e gere u ~ U(0,1).

£ Seu<a ent o aceite o novo valor e faga 9"+l =9’  caso contrario rejeite e faga

it =9t
». Incremente o contador de ¢ para t + 1 e volte ao passo 2.

Embora a distribuiggo proposta possa ser escolhida arbitrariamente na pratica deve-
se tomar alguns cuidados para garantir a & ciéncia do algoritmo. Em aplicagoes Bayesi-
anas a distribuigg o de interesse ¢ a propria posteriori, i.e.” = p(9]9) e a probabilidade
de aceitagg o assume uma forma particular,

!

p(z]9)p(2)p(2]9) } (10)

a(9,7) = mi”{l’ p(z[9)p(9)p(9'|9)

O algoritmo é ilustrado no exemplo a seguir.

Exemplo 2.4 (Ehlers, 2003) Em uma certa populag¢io de animais sabe-se que cada
animal pode pertencer a uma dentre 4 linhagens genéticas com probabilidades

=5+ =2 ps=2ps=09/4

sendo 0 < 9 < 1 wm pardmetro desconhecido. Para qualquer 9 € [0,1] € fdacil verificar
que™ >0,1=1,2,3,4 e p1+p2+p3+ps = 1. Observando-se n animais dentre os quais
y; pertencem a linhagem i ,entao, o vetor aleatorio Y = (y1,y2,ys,ya) tem distribuicao

multinomial com pardmetros n, p1, p2, p3, Ps € portanto,
|
P9 = gt Pl PE S PY oc (24 9)U(1 — 9)vatusgus.
Atribuindo uma priori para 9 ~ U(0,1), seque que a posteriori é proporcional &

expressao acima. Tomando a distribuicao U(0,1) como proposta entio q(3) =1, V9 e

a probabilidade (2.35) se simplifica para
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/ 7\ Y1 7\ Y21Y3 7\ Y4
24N pld) ( _ - 246 1—6 0
«(2,9) = mm{l, @) (= TN LT = = )
Supondo uma observacao de 197 animais com 0s numeros de animais nas cateqorias
D ¢ q

dados por y = (125,18,20,34) e gerando uma cadeia de Markov com 1000 valores de 9,

pode-se gerar uma amostra da posteiori, por exemplo.

2.6.3 Amostrador de Gibbs

O algoritmo de Gibbs é usado em problemas de estatistica Bayesiana e pode ser utilizado
na simulag o da densidade a posteriori e na estimagg o dos parametros. O algoritmo
é baseado no fato de que se a distribuiggo conjunta p(9|x) for positiva em ©1 x ... x
O, com ©; suporte da distribuigzo de 9; para i = 1,---, k, ento, esta é unicamente
determidada pelas distribuigoes condicioniais completas p(9;|z,9(—i), i = 1,---, k onde
9=1(9,---,9;) e 9(—i) representa o vetor 4 sem a i-ésima componente, isto é, 9(—i) =
(91,---,9,-1,%11,...,9). O algoritmo ¢, entg o, um esquema Markoviano dinamico que

requer a amostragem destas distribui¢bes condicionais como se descreve em seguida.

Descricao do algoritmo de Gibbs

Seja 90 = (0%0), R 0,20)) um valor arbitrario inicial para o vetor 9. Procede-se iterati-

vamente da seguinte forma:

o obtém-se 0%1) de p(91|x, 050), cee 3,&0))
obtém-se aél) de p(92|z, 0§0), 0§0), e 3,(60))

obtém-se 0:(31) de p(%5]z, 7§0), 750), 74(10) B 71(40))

obtém-se 0,(61) de p(9|x, 0&0), e ,9,(;),)1).

. . . 1 1
Completa-se assim uma iteragg o do esquema e uma transigzo de 90 para 9 = (05 ), e 011(C )).
o O esquema anterior é repetido com &' anteriormente obtido, como vetor ini-

cial, para obter um novo vetor 92 e assim haver uma transiggo de 9! para 9% =

07,97
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o Itera-se t vezes este ciclo de gerag o de observagoes aleatorias de cada uma das

distribuigdes condicionais, produzindo assim a cadeia 9°, - -, 9%,

A sucessg o 90,....9" ¢ uma realizaggo de uma cadeia de Markov com espago de

estados © e funggo de transigzo (d& nida anteriormente) dada por

k
p(9", 9 = [ p(@ "2, 9%, 5 > 0,05, 5 <), (2:56)

i=1
Resultados teoricos (ngo apresentados aqui. Ver Paulino et al. (2065)) permitem con-
cluir que, quando ¢t — oo, (9%, ..., 9%) tende em distribuigzo para um vetor aleatorio cuja
fung o densidade de probabilidade conjunta é p(9|z). Em particular, 9!, tende em dis-

tribuiggo para uma quantidade aleatoria cuja densidade é p(9;]|z) (densidade marginal

a posteriori de 9;) e
t

109 — Blg@lx). a.c. (75¢)

i=1
para qualquer fungzo g(.), onde E[g(9|x)] representa o valor esperado de g(9) em relag o
a distribuiggo a posteriori p(9|x). A partir da. surgem questoes relacionadas ao uso da
metodologia de Gibbs. Para fazer inferencias sobre 9 usando uma amostra gerada por

Gibbs, por exemplo, ¢ necessario dar ateng o a algumas consideragoes.

(a) Os vetores de 9 s o correlacionados. Como é que entgo se deve proceder para
obter uma amostra aleatoria i.i.d da distribuig;o a posteriori?. Como utilizar a amostra

obtida para fazer inferéncias”

(b) Como é que se pode controlar a convergéncia da cadeia de Markov para o estado

de equilibrib7

(c) O que & que se pode dizer sobre a velocidade de convergéncia para a distribuigzo

de interesse e sobre a precis;o das estimativas obtidas?

(d) E,X nalmente, que fazer se uma (ou mais) das distribuigdes condicionais ngo
forem de facil simulaggo, ou se forem apenas conhecidas a menos de uma constante

normalizadora?

Estas s o algumas das questoes que se poem e que necessitam ser devidamente re-
solvidas para que o método Gibbs seja a solugg o para os problemas encontrados na
implementag o da metodologia Bayesiana. E a volta destes que tem centrado grande

parte da investigag o nesse campo. Relativamente & quest o posta em (s), por exemplo,
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existem essencialmente duas solugoes possiveis, cada uma com seus pros e contras, no-
meadamente, (i) a construg,o de apenas uma longa cadeia utilizando vetores espagados
de modo a anular o efeito da correlaggo, ou (ii) a construg o de varias cadeias paralelas
utilizando apenas o Rimo vetor gerado de cada uma delas. No presente trabalho, foi
utilizado o método do item (i) para gerar uma amostra no espago paramétrico, neces-

s#ria para o processo de inferéncia. A seguir este método é descrito com mais detalhe.

Uma tnica cadeia

A idéia deste método é gerar uma longa cadeia a partir de um estado inicial, e usar para
fazer inferéncias, apenas algumas das observagoes resultantes dessa realizag 0. Assim,

a partir do estado inicial de cadeia, designado por 9° = (99, - ,02):

Gera-se, usando o método Gibbs descrito, uma longa realizag o da cadeia com

. L1 . ~ , L 1 .
comprimento (n mero de iteragoes) t, com t = [ + k*m e onde [ é o n mero inicial de
. ~ . . .. . . LI
iteragOes necesssrias para que a cadeia atinja o estado de equilibrio, m o n mero das
iteragoes que v,z 0 ser usadas na aplicag o do método de Monte Carlo e £* o espagamento
entre iteragoes sucessivas delineado para eliminar a autocorrelagg o entre as consecutivas
iteragoes. O periodo constituido pelas [ primeiras iteragoes costuma ser designado por
periodo de aquecimento (burn-in). Este periodo pode ser mais ou menos longo consoante

o problema que se tem em causa. H& métodos de diagnostico para verK car se a cadeia

se encontra ou ngo no estado de equilibrio.

2. Extrai-se da realizaggo original da cadeia um subconjunto de dimensgo m con-

I+k* pl+2k* I+k*
JIHRT QiR L. gitkTm

tendo as observagoes Deste modo, obtém-se uma amostra

1, ,9, em que 9; = 9"+7%" com base na qual 5,0 feitas as inferéncias.

A quest o natural que se poe ¢ de como escolher a dimensgo m da amostra, o n glero
inicial de iteragoes [ e o espagamento k entre iteragoes. Ngo ha uma resposta simples
e imediata para este problema. Primeiro, h& a necessidade de abordar o problema de
monitorizagg o da convergéncia da cadeia de modo a escolher um valor apropriado para
[ que esteja claramente relacionado com o valor inicial atribuido a 9. O espagamento
entre iteragoes depende muito da estrutura de correlag;o da cadeia gerada pelo método
Gibbs. Correlagoes elevadas tendem a atrasar consideravelmente a convergéncia. Tam-

bém, quanto mais elevada for a correlagg o, mais séria € a ilq*i uencia de maus valores

iniciais. Geralmente um valor para k* = 10 ou 20 é considerado razosvel na maioria das
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aplicagoes, embora alguns autores tenham relatado a necessidade de valores de k* pro-
ximos de 45. A escolha de uma dimens_o apropriada m para a amostra depende muito

¢40- Pode-se dizer que valores de m = 500

da precis o que se pretende para a estima
ou m = 1000 sgo bastante tipicos nas aplicagoes. Existem algumas formulas que re-
lacionam [, m e k™ quando o interesse reside em quantis da distribuiggo a posteriori.
Contudo, ngo existe uma regra geral e cada problema individual tem de ser analisado
cuidadosamente para uma escolha adequada de I, m e k*.

O modo de utilizar a amostra gerada pelo procedimento Gibbs para fazer inferéncia,
passa com certeza por problemas semelhantes, embora talvez menos complicados, aos
encontrados numa analise exploratoria de dados multivariados. Os problemas mais
complicados dizem respeito ao estudo da convergéncia da cadeia de Markov para o
estado de equilibrio. Embora se saiba que, em condigoes bastante gerais, a convergéncia
seja geométrica, h& contudo ainda muitos problemas por resolver, tais como a obtengo
de estimativas gerais para taxas de convergéncia. Acoplado a esse problema existe outro,
ainda mais importante, que € o da construgg o de métodos para detectar a convergéncia
da cadeia de Markov para o estado de equilibrio. Entre as varias solugoes existentes

na literatura sers descrito o método proposto por Geweke (]992) que sugere métodos

baseados em séries temporais.

Método de Geweke

Seja g(9) a fung o do parametro cujo valor esperado se pretende estimar. Como se
tem dito, o método Gibbs atinge este proposito de estimag o, simulando valores 9
de uma determinada cadeia de Markov. A estimativa do valor esperado a posteriori
de g(9) é entjo dada pela média ergodica dos g(99)). Assim, considerando a fungio
real g(9), a sua trajetoria g', g2, - -- construida a partir de g* = g(9%), d& ne uma série
temporal. O método de Geweke (]992) baseia-se precisamente na aplicaggo de técnicas
usuais em séries temporais para averiguar a convergéncia do método Gibbs. Observa-se
a série ao longo de um n glero N s cientemente longo de iteragoes e calcula-se a média
Jo = n—la > gt & custa de n, das primeiras iteragoes, bem como a média g, = nib > gpt &
custa de ny das Rimas iteragoes. Se a cadeia € estacionaria, ent o, a média da primeira

parte da cadeia deve ser semelhante & média da segunda parte da cadeia. Admitindo
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que ng/N e ny/N s,0K x0s e N — oo pode mostrar-se que

(ga - gb)
V(52/ma) + (5/m0)

— N(0,1) (2.58)

onde s2 e s% s,40 estimativas independentes das variancias assintoticas de g, € gp.

Assim, de acordo com o resultado desta estatistica pode-se averiguar se ha ou ngo

indicag o de convergeéncia.

2.7 Estimador de maxima verossimilhanca via MCMC

Cappe et al. (206 2) propds uma técnica para derivar um estimador de maixima verossimi-
lhanga, utilizando os métodos MCMC, aplicado & uma fam.lia de fungdes exponenciais
do tipo,

f(z]9) = c¢(9)eP* V@) = ¢(9)h(x]9). (2.59)

A dX culdade encontrada nesses problemas é que, fora a maioria dos exemplos padroes,

a constante normalizadora deve ser desconhecida ou dificil de computar.

2.7.1 Familias de densidades normalizadas

Suponha a familia de fungoes ngo-negativas hg : 9 € ©
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Py podem ser simuladas sem o conhecimento da normalizadora ¢(9) pelo algoritmo de
Metropolis-Hastings. A estimaggo da maxima verossimilhanga pode ser feita, de novo
sem o conhecimento da normalizadora ou suas derivadas, através do uso desta simulago
de Monte Carlo. Algo surpreendente, desde que ha& pouca estrutura matematica para
se trabalhar, é que o Monte Carlo em maixima verossimilhanga converge para qualquer

famulia sob a continuidade do mapeamento 9 — hy(z).

A log-verossimilhanga correspondente & uma observagg o z leva por conveniéncia a

razgo das log-verossimilhanga contra um ponto arbitrario eX xo 1 (Geyer, ]994)

1(9) = log(%) _lOg<cC((Z)))> (2.4])

que resulta em

oo o)\ o0 ho(X)
lg(hmobs.)) lg(EthX)) >4
desde que se tem
hg(X) . h@(l’) . . _L " 7) = C(a) 3
By = | o e @in) = o [ @@y = S5 (24)

Embora a notag o sugere que 1 € um ponto no espago paramétrico de interesse, isto N0
é necess#rio. hy pode ser qualquer funggo integravel ngo-negativa tal que, para qualquer
9 € 0, se hy(xr) =0 entgo hy(x) = 0 exceto, talvez, para z em um conjunto nulo que
deve depender de 9. Dada uma amostra Xi,..., X, de P, gerada pelo algoritmo de
Metropolis-Hastings, a aproximag_o natural de Monte Carlo da log-verossimilhanga é

In(9) = log(ZZ) — log <Em7¢ ZZ((f())) (2.44)

onde E,, , denota a esperanga empirica com respeito a Py d& nida por

Emng(X) = — 3 g(X). (>4)

Se a cadeia de Markov Xi, Xs,... (amostra) gerada pelo algoritmo de Metropolis-
Hastings ¢ irredutivel, entg o, Ey, »g(X) converge quase certamente para Ey(X) para
qualquer fungio g integravel. Em particular, [, () converge quase certamente para [(9),
para qualquer 9¥ xo. O ‘quase certamente’ aqui sign¥ ca para quase todos os caminhos

amostrais da simulaggo de Monte Carlo; a observaggo x é consideradaX xa.
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Fazendo-se 9 ser o maximizador de [ e fazendo 9, ser um maximizador de [,,,, Geyer
LN . . , . .
e Thompson ( "992) mostraram que, se a familia normalizada é uma famlia exponencial,

ento 9., converge para 9 quase certamente.

2.8 Validacao e selecao de modelos

Segundo Paulino et al. (2005) uma analise cuidadosa de dados deve encarar sempre
o problema da determinagg o do modelo, isto ¢, o problema da avaliagzo e escolha do
modelo que melhor represente a situag,0 em estudo. Essa é uma analise complexa e nesse
capitulo s o dadas algumas abordagens, do ponto de vista Bayesiano, que procuram

responder questoes tais como,
(a) O modelo em consideraggo é adequado?
(b) Dada uma colegzo de modelos, qual é o melhor modelo?

Virias metodologias para abordar esta quest o tém sido sugeridas na j& vasta lite-
ratura dedicada a esta tematica. A abordagem inicial sugere a utilizagzo de fatores de
Bayes para a comparagg o de modelos. Assim, se se tiver, por exemplo, dois modelos
paramétricos em competigo, My e Ma, para os dados z, com parametros 9; e 92 e
distribuigoes a priori hq(91) e ha(92), respectivamente, as distribuigoes marginais de

s,0 dadas por

plailM) = [ £(al9 Mopi(9)d.i = 1.2, (2.46)
sendo o fator de Bayes a favor de M; dado por B = zgiﬁg

Um problema sério com o fator de Bayes é que, para muitos modelos de interesse,
pelo menos parte da especk cay,0 a priori € vaga de modo que a distribuiggo a priori p(9)
¢ impropria. Assim, mesmo que a distribuig o a posteriori seja propria, a distribuiggo a
priori (distribuig o marginal dos dados) usada no calculo do fator de Bayes ¢ impropria.
Para superar essa dX culdade varias modX cagoes ao fator de Bayes foram propostas,
sendo ainda a sua utilizagg o e aceitag;o um ponto bastante controverso. Para além
da quest o de uma d& nig 0 adequada de fator de Bayes, ha a subsequente dX culdade
da sua computaggo. Os métodos MCMC podem ser {Jeis no calculo de p(x|M;), e
consequentemente no calculo do fator de Bayes, mas, em geral o método de Monte

Carlo tende a ser instavel quando usado no calculo de p(z|M;) e portanto os resultados
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N0 S0 colk aveis. Alternativamente, pode-se fazer o estudo da adequabilidade e seleg 0

de modelos usando distribuigoes preditivas a posteriori.

2.8.1 Medidas de diagnoéstico - medida de adequabilidade de um mo-
delo

Seja © = (z1,...,Ty) & amostra observada, isto é, a amostra usada para construir, &
custa do modelo em considerago, a distribuiggo a posteriori p(9|z). Suponha que se
tem y = (y1, ..., Yn) Uma amostra de validaggo, isto ¢, uma amostra independente de z

usada para validar o modelo em estudo. A correspondente distribuiggo preditiva de y ¢

plwla) = [ F09pk)ds. (24)

Esta distribuiggo preditiva permite uma avaliaggo do modelo no sentido em que se os
dados y ngio estiverem de acordo com p(y|z), a qual é calculada & custa do modelo
usando z, ent o, ng o é de se esperar que o modelo seja adequado. O valor médio e a

variancia preditiva de cada componente de y,

E(il) = [ wpyla)dysvar(Vila) = [ (- BQla)Ppyla)dy — (245)

) . . . .
840 teis para dd nir os residuos Bayesianos padronizados,

yi — E(Yi|z)

=2t 2.49
d Vvar(Yi|x) (2.49)

Estes residuos podem ser usados, & semelhanga do que é feito na inferéncia classica, para
averiguar informalmente a validade do modelo. Por exemplo, um gr& co destes residuos
contra os valores preditos (valores médios preditos) pode revelar a inadequabilidade do
modelo, assim como um gr& co contra a ordem das observagoes pode revelar falta de

independéncia.

Esta discussgo assume a existéncia de uma amostra de observagoes independentes,

0 que n o acontece com frequéncia na pratica. Claro que se a amostra inicial for de

dimens_o elevada, ha sempre a possibilidade de a particionar em duas de modo que uma

parte sirva de amostra observada para construir a distribuig o a posteriori e a outra de

amostra de validag o para obter a distribuigg o preditiva. Njo sendo visvel particionar a
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amostra para fazer validag o cruzada, pode-se optar por um tipo de Jackknife (leave one
out). Assim, se se designar por x(_;y = (Z1,...; Ti—1, Ti41, .-, Tn), O Vetor constituido
por todas as observagoes a excessg o de z; pode-se obter as distribuigoes preditivas

condicionais p(z;|r_;),

bt = oo 5 = [ i acohidinco)io (6)

e os consequentes residuos Bayesianos de eliminagg o padronizados

i — B (Xl
ot Xilze) 1 (20"
var(Xilz_s)

onde os valores médios e variancias sgo calculados, obviamente, & custa das corres-
pondentes distribuigoes preditivas condicionais. Pode-se proceder novamente a uma
validag o informal do modelo & custa destes residuos. Por outro lado, os valores ob-
servados de p(wi\x(,i)), comumente designados por ordenadas preditivas condicionais
(CPO), podem ainda ser usados num diagnostico informal. Com efeito, estes valores
s,0 um indicador de verossimilhanga de cada observag o, dadas todas as outras ob-
servagoes e, portanto, valores baixos de CPO devem corresponder a observagoes mal

ajustadas.

Outras medidas de diagnostico podem ser consideradas para além dos residuos d& -
nidos. De um modo geral, pode d& nir-se uma medida de diagnostico através do valor
esperado preditivo de uma funggo de avaliaggo, g(zi; Tiobs), que mega a discrepancia
entre um valor x; observavel e o valor x; .55 realmente observado. S‘To exemplos dessas

fungoes (Gelfand,]996) e correspondentes medidas de diagnostico:

o 91(Ti; Tiobs) = Tiobs — iy d1i = Tjops — E(X;|x—;), correspondendo ao residuo de

eliminagg o Bayesiano n o padronizado.

o 92(Ti Tiobs) = L(—o0 s ps] (x;); do; = P(X; < x;.0ps|T—;). Este residuo é um indi-
cativo da localizaggo do valor realmente observado de x;, (a que aqui se chamou,
para ngo dar lugar a confusoes, Tjobs) €M relaggo a distribuggo de X, sob o
modelo em consideraggo. Valores de dy; proximo de (6 ou ], s,0 indicadores de

observagoes mal ajustadas pelo modelo.

Uma vantagem em usar as distribuigoes preditivas p(x;|z(_;)), est# no fato destas exis-
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tirem mesmo que p(x) no seja¥ nita (no caso de a distribuiggo a priori ser impropria).
Além disso, ¢ de notar que estas distribuigoes n o sgo mais do que distribuigoes con-
dicionais completas e, como tal, determinam univocamente p(z), no caso em que esta

distribuigzo esta bem d& nida.

2.8.2 Comparacao de modelos

Como ja& se referiu, a comparagg o de modelos via fator de Bayes, sendo o método de
eleig o para um Bayesiano purista, n o é contudo, do ponto de vista pratico, um método
em geral muito adequado dadas as dX culdades a este método associada. Ha assim a
necessidade de procurar solugoes alternativas para a selegg o de modelos. Tal como para

a adequabilidade do modelo pode-se optar por métodos informais e gr& cos. Vai-se

mencionar aqui os métodos mais utilizados.

Existem alguns critérios baseados em aproximagoes ao fator de Bayes (BF) entre
dois modelos M; e Ms, nomeadamente o critério AIC (Akaike Information Criterion),
e o critério BIC (Bayesian Information Criterion). Estes critérios tém como objetivo
incluir a complexidade do modelo no critério de seleg 0. Sgo critérios que ‘penalizam’

a verossimilhanga e sgo introduzidos a seguir.

' Critério AIC

supn, f (2|91, My))
SupMQf(x’027 MQ))

AAIC = —21n —2(p1 — p2), (2502)

. L] s
onde p;, ¢ = 1,2 representa o n mero de parametros de cada modelo. Este critério
¢ baseado em consideragoes frequencistas de & ciéncia assintotica, mas se aproxima
—2In BF se a informag o contida na distribuig o a priori aumentar na mesma razg o

que a informag‘.ro contida na verossimilhanga.

2. Critério BIC

Sulef(fE|01, Ml))

ABIC = —2In
supnr, f (2|92, Ma))

= 2(p1 — p2)in(n), (2235)

. . oM. v
onde n ¢ a dimensgo da amostra e p;, i .2 ¢ o n mero de parametros de cada caso.

Para amostras de dimensgo elevada, pode-se mostrar que ABIC é uma boa aproximaggo

de —2In(BF). De modo a facilitar o calculo de maximos por simulag o sugere-se uma



2.8. VALIDA gAO E SELE A0 DE MODELOS b

mod¥ cag,0 neste critério calculando para cada caso M; em competig o
BIC; = 2E[In(L(9)|z, M;)] — piln(n) (2504)

e escolhendo o modelo que apresenta maior valor de BI Ci. O problema na utilizaggo
deste critério reside em uma d& nig o adequada de n, (dimenszo da amostra) e de p;,

L]
o n mero de parametros do modelo M;.

2.8.3 Selecao de modelos via métodos MCMC

Apenas em casos simples ¢ possivel implementar as técnicas de diagnostico e seleggo de
modelos sem o recurso a métodos computacionais. O objetivo desta seggo ¢ o de mostrar
como & que os métodos de simulaggo descritos no presente e anterior cap:tulos podem ser
usados para o calculo das quantidades envolvidas na avaliag o de adequabilidade e na
seleg o de modelos. Suponha-se que, por métodos de simulaggo, obteve-se uma amostra
%77 =1,...,m da distribuiggo a posteriori p(9|z). Um calculo efetivo das medidas de

diagnostico d& nidas anteriormente passa pela resolug o dos seguintes problemas:
(a) Como estimar a densidade preditiva de interesse;

(b) Como calcular o valor esperado da fungzo de avaliaggo g(;;T;0bs) SOb esta

densidade;

(c) Como amostrar da densidade preditiva.

Estimagao da densidade preditiva a posteriori

Segundo Achcar et al. (206¢ ), utilizando o método de particionar a amostra, Jackknife,
descrito anteriormente a densidade preditiva para z; dado T(;) = (21, ..., Ti—1, Tit1, -+, Tn)
é

c; = f(zi]Z) /f x| I (917 (;))dd (25%0)

onde™ (9]Z(;)) ¢ a densidade a posteriori para o vetor de parametros dado Z(;). Usando
o amostrador de Gibbs ou Metropolis-Hastings, (2j€) pode ser aproximada por seu

estimador de Monte Carlo,

Z f(x:]9%) (256)
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onde os 9; s 0 os gerados pelo método Metropolis-Hastings, j = 1,2,...,m e m cor-
responde ao tamanho da cadeia gerada. Pode-se utilizar ¢; = f (:zi|5?(,-)) na seleggo de
modelos, fazendo o produterio P, =[]/, ¢;(I) (onde ! indica o modelo) e depois veri-
K cando qual é o maior valor entre os P;. Pode-se ainda, como critério de escolha de
modelo, considerar a verossimilhang¢a marginal de um grupo de dados D para o modelo

M; dado por
P(DIM) = [ L(Dig My (1M, ()
1

onde D s o os dados, M; é o modelo especk cado, 9; é o vetor de parametros em M,
L(D,3, M;) & a fungzo de verossimilhanga, e™ (9;|M;) é a priori. O critério de fator de
Bayes indica que o modelo M; é melhor que Mj se P(D|Ms) < P(D|M;). Um estimador

de Monte Carlo para a verossimilhanga marginal P(D|M;) é dado por

1 m
P(D|M,;) = Ez L(D]3Y | M) (258)

onde ol(j), J=1,2,...,ms,o gerados pelos métodos MCMC. Outro caminho para estimar
a verossimilhanga marginal P(D|M;) é dado da seguinte forma. Considerando uma

amostra da distribuig o & posteriori, tem-se,

P(D|M;) = ( i;

-1
(D9, M)>

Neste caso, a funggo de importancia é a distribuiggo a posteriori.

Faixas de valores para o fator de Bayes

Fazendo By, = (D‘Ml)))

P(D,
de faixas de valores para a escolha do modelo, segundo Raftery (]930).

onde [ e k representam os modelos, tem-se a seguinte sugest o

Quando By, > 1 os dados favorecem M; & M. E quando By, < 1 ocorre o contrario.
O uso do fator de Bayes para comparar teorias cientX cas, foi primeiro proposto por
Je eys (]95!3) que em ]96] propos a seguinte regra de dominios para interpretar Big.
Quando 1 < By, < 3, ha evidéncia para M, mas esta ‘ngo é mais do que uma mera

referéncia’, quando 3 < By, < 10 a evidéncia é positiva, quando 10 < By, < 100 é forte

e quando By > 100 é decisiva.



Capitulo 3

Modelos para populacoes de

plantas daninhas

3.1 DModelo de regressao nao-linear

Considere o modelo de regress o ngo-linear

xi:f(yz‘
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3.2 Densidade a priori para os parametros

Segundo Favoretti (]9%) antes de analisar estatisticamente os dados de um particular
modelo, deve-se incorporar o nosso conhecimento prévio a respeito de seus parametros.
Uma maneira conveniente de se fazer isto é formular uma densidade de probabilidade
para os parametros 4. Essa densidade de probabilidade para o parametro 9 é identi-
¥ cada como densidade a priori e ¢ denotada por p(9). Quando ngo se tem nenhuma
informag,o a respeito de 9, deve-se formular uma priori, tal que toda informaggo acerca
do parametro seja exclusivamente dos dados, ou seja, deve-se considerar uma priori
n o-informativa. Varias regras para a formulaggo de uma priori ngo-informativa estg o
dd nidas, entre as quais pode-se destacar a regra de Je geys (]96 ]). Neste trabalho,

destaca-se o uso da densidade a priori ngo-informativa de Je gqeys.

Seja (%) o logaritmo da funggo de verossimilhanga para o parametro 9 de um modelo;

a densidade a priori de Je geys para 7 é dada por

1/2
p(?) x {Det(l(@))} (5.4)
onde I(9) ¢ a matriz de informaggo esperada (Fisher), dada por

o[ o)

Quando 9 = (o, ") e supondo independéncia a priori, isto ¢, p(a, 3) = p1(a)pa(fB),
para obter p1(a) e p2() separadamente, a regra de Je geys trata os outros parametros

como conhecidos. Por exemplo,

1/2
p1(a) {Det([l(a))} (5.6)

21«
onde [[1(a)]ys = E { - %cigabﬁs)]

Aplica-se, agora, essa idéia ao modelo (5.]) para obter a priori (Jegeys) dos para-

metros. Para isso considera-se, primeiramente, a fungg o de verossimilhanga,

_13(9)}
L(9,0%|z,y) = (2~ a2>—”/2e{ (5¢)
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onde S(9) = ||z — f(y:,9)|)?, e o seu logaritmo é dado por

1
1(9,0|z,y) = —nlno — T"QS(’).

(5.8)

Expandindo S(9) diretamente por uma expans,go quadratica em série de Taylor, pode-se
obter

2 /
L) = %;E[’:‘:;‘(;)} _ %F/(o)F(a) ~ F (0)F(2) (5.9)

onde F(9) = [(ggz)], i = 1,...,n (numero de dados z;) e j
J
parametros). Tem-se ainda que

1,..,p (n Thero de

h(o) = 5 + ZEISQ)

-

]

Finalmente, tem-se que se , = (9',v)', onde v = 02, ent o, de (5.8) e (5.9), a matriz de
informag o de Fisher ¢ dada por

1 %8 021 /
E{ el } %QE{aeae’} -k aeau} | =F@F@) 0 6.
CTAAT] T 021 921 / 7
) - |:81/(90/:| 2 azﬂ} 0 o

204
Assim, uma priori ngo-informativa para

(9,0), parametros do modelo (5.]), onde 9 e o
¥

.0 considerados independentes a priori é dada por

1/2

p(3,0) ocDet(F’(a)F(a)) o1

Para maiores detalhes ver Favoretti (]930).

3.3 Densidades a posteriori para os parametros

Uma vez d& nidos o modelo para os dados e a distribuigzo a priori, deve-se combinar
a informag_o prévia sobre o parametro 4 com a informa

0 contida nos dados, obtendo
assim uma distribuiggo a posteriori para 2.

Se p(9, o) representa a distribuiggo a priori dos parametros desconhecidos e p(y[?, )

¢ a funggo de verossimilhanga, frequentemente, escrita como L(9,0|x,y), pode-se obter
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as distribuigoes a posteriori conjuntas e marginais para os parametros. Considerando

o modelo ngo-linear dado na forma de regressgo (5.'), onde cada s tem distribuiggo

normal N(0,0?), a funggo densidade a posteriori para 9 e o, pela formula de Bayes

(2.]), é dada por

, _ L(3,0|x,y)p(9,0)
P 0l00) = T T ol y)p(@, 0)dddo ©.5)

em que L(9,0%|z,y) j& foi d& niodo e © & o espago paramétrico.

. . . . c e A "
Combinando a informag,o dos dados (5#) com a informaggo prévia (5. "2), obtém-se

a densidade a posteriori conjunta para (9,c) dada por
/ 1/2 1 |
p(9,0lx,y) x Det(F (4)F(0)> a(”H)ewp( - 223(0)). (5.'4)
o

em que F'(9) j& foi d& nido.

Integrando (5.]4) com respeito a o tem-se a densidade a posteriori para 9, dada por

/ 1/2
p(3,y)  Det (F (a)p(a)) S(9)-"/2 5.%)
1/2
ou p(9,y) = K 'Det (F/ (0)F(0)> S(9)~"/2, onde

K:/@S(a)*"ﬂda (5.%)

representa a constante normalizadora e pode ser calculada através de métodos numeéri-
cos. O resultado acima também é valido para o caso discreto substituindo-se a integral

em (5.]6) por uma soma.

A distribuigzo a posteriori (Slib) pode ser usada para estimaggo pontual (por exem-
plo a média a posteriori F(9|y) pode ser usada como estimativa de 9) e para a construggo

de intervalos e regioes a posteriori.

Uma estimativa Bayesiana por intervalo pode ser obtida, através dos intervalos de
credibilidade Bayesianos aproximados, onde utiliza-se métodos numéricos encontrando
as sreas aproximadas abaixo da curva p(9|x,y), ou seja, determina-se numéricamente

os pontos (9x,9*), tais que P(9, <9 <9*) =1 — «. Assim, poderia-se ter,

[ bt s = sz [~ pafe, s = a2 6.%)

— 00
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onde p(d|y) é a densidade a posteriori unimodal de 9 e (9.,9*) representa o intervalo

Bayesiano que contém o verdadeiro valor de 9 com probabilidade (1 — «).

Nas segoes seguintes, ir o ser obtidas inferéncias sobre os parametros do modelo
, . . LI} . .
através de uma anasilse Bayesiana para o modelo (. 0 ), considerando uma densidade a

o : . ) - . T o
priori ngo-informativa, explorando o método numérico de Simpson (Barroso et al., "985).

3.4 Distribuicao a posteriori do modelo de 2 parametros

3.4.1 Uma densidade a priori nao-informativa para 0 = (s,a) e o

A partir do momento em que se observa os dados, toda a informag o sobre os parame-
tros esta contida na funggo de verossimilhanga. A funggo de verossimilhanga para os
parametros s ,a e 02 do modelo (5.2), considerando uma amostra aleatoria do tamanho

n é dada por

L(s,a,0%|z,y) = (2 02)_"/2636]0{ _ b i(m L )2} 6 ]8)
s Yy ’ 20_2 P [ 1 + ay; . .
Uma densidade a priori para 9 = (s,a) e o, assumindo 9  independente de ¢ é dada
por
- N
p(s,a,0) = p(s,a)p(o). (5.79)

Considerando que o pesquisador ngo tenha informaggo prévia a respeito dos parametros,

ser# utilizada a regra multiparamétrica de Je geys, para obtengg o de uma priori ngo-

informativa para s e a, e considerar uma densidade a priori ngo-informativa para o

proporcional a o~ !. Assim, uma densidade a priori conjunta para os parametros (ver

-

0.12) ¢ dada por
) 1/2
p(s,a,0) oca_l{Det(F (Q)F(ﬂ))} ,0<a<l,s<o0;0>0 (5.20)

onde Det(F'(9)F(9)) = s%g(a), e
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Portanto, para o modelo (]. ]() ), a densidade a priori de Je geys para s, a e o é dada por

p(s,a,0) x so Hg(a)]?,0 <a < 1,5 < o0;0 > 0. (5.22)

3.4.2 Densidade a posteriori conjunta para 6 e o

A densidade a posteriori conjunta para s, a e o, considerando a priori (5.22) e represen-

tando o vetor (z,y) por ‘dados’, é dada por
p(s,a,oldados) x p(s,a,o)L(s,a,c?) (5.25)

onde L(s,a,0?) é a funggo de verossimilhanga (5. 8) e p(s,a, o) representa a densidade
a priori (5.22). A densidade conjunta para os parametros do modelo (5.2), substituindo

(5.22) e (5.]8) em (5.25) é dada por

~( 4D g ()] /2 . SYi 2} <5
p(s,a,oldados) x so [9(a)] exp{ 5,7 Zz:l “1x ayi) . (5.24)

Integra-se (5.24) em relag o a o, obtendo a densidade conjunta para s e a, dada por
(s, aldados) « s[g(a)]"/?[s(s, a)] /2. (5.%)

onde 0 <a<1,s<ooeg(a)édada por (S.Zl).

3.4.3 Densidades a posteriori marginais para s e a

As densidades a posteriori marginais para s e a s;o obtidas integrando-se a densidade

a posteriori conjunta (5.%) com relag‘ro aos parametros a e s, respectivamente, isto é,

o¢] o
p(sldados) / p(s, aldados)da = 3/ 9(a)/25(s,a) /% da, (5.26)
0 0

p(aldados) oc/ p(s, aldados)ds :g(a)1/2/ sS(s,a) "™ ?ds. 6.%)
0 0

Como tem-se d¥ culdade na resoluggo analitica das integrais (5.% ) e (5.26), sera utili-

zado o método numérico de Simpsom. Os detalhes do programa utilizado ser o expli-

cados no capitulo seguinte.
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3.5 Distribuicao a posteriori do modelo de 3 parametros

3.5.1 Uma densidade a priori nao-informativa para 6 = (s,a,b) e o
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3.5.2 Densidade a posteriori conjunta para 6(s,a,b) e ¢

A densidade a posteriori conjunta para s, a, b e o, considerando a priori (5.52) e

representando o vetor (z,y) por ‘dados’, é dada por
p(s,a,b,oldados) o p(s,a,b,o)L(s,a,c?) (5.55)

onde L(s,a,b,0?) é a fungo de verossimilhanga (5.28) e p(s, a,b, o) representa a den-
sidade a priori (5.52). A densidade conjunta para os parametros do modelo (5.5),

substituindo (5.52) e (5.28) em (5.55) é dada por
(n+1) 1/2 ’ y
p(s,a,b, o|dados) x o g(s,a,b) eacp{ 257 Z( 1+ay)> } (5.54)
Integra-se (5.54) em relag 0 a o, obtendo a densidade conjunta para s,a e b dada por
p(s, a,b|dados) x g(s,a,b)/?[S(s,a,b)] /> (5.5m)
onde 0 <a<1,b<oo,s<ooeg(s,a,b)édada por (6.5]).

3.5.3 Densidades a posteriori marginais para s,a e b

As densidades a posteriori marginais para s,a e b sgo obtidas integrando-se a densi-
dade a posteriori conjunta (5.5s) com relag o aos parametros ‘a e b, 'se b’ e s e a’

respectivamente, isto é,

p(s|dados) oc/ / p(s, a, bldados)dadb, (5.56)
0 0

p(a|dados)o</ / p(s, a,bldados)dsdb, (5.5%)
o Jo

p(bldados) oc/ / p(s, a, bldados)dsda. (5.58)
0 0

E novamente utiliza-se o método numérico de Simpson para calcular essas integrais.
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3.6 MCMC para os parametros e selecao dos modelos

De acordo com os algoritmos j& decritos na Seggo 2.6 (Metropolis-Hastings e Amostrador
de Gibbs) as cadeias de Markov do espago paramétrico foram geradas a partir das

densidades condicionais para 2 e 5 parametros como segue.

Condicionais para 2 parametros

p(s|a, dados) o s[s(s,a)] /2 (5.59)

para gerar s, através do algoritmo de Metropolis-Hastings
plals, dados) o< [g(a)]"/*[s(s, a)] /> (5.40)

para gerar a, também através do algoritmo de Metropolis-Hastings e

1 & i
p(o|s, a,dados) x U("H)ea:p{%‘2 ; (x; — 1 jyayi)2} (5.4])

para gerar o, através do Amostrador de Gibbs, onde n é o tamanho da amostra (x;, y;)
que referiu-se como ’dados’ nas condicionais acima. Nas duas primeiras condicionais
(559) e (5.40) ngo temos um n teo dd nido que venha a sugerir uma distribuig o
conhecida para gerar a cadeia, enquanto na terceira condicional (3.4]), tem-se um o

l’i . .
n cleo de uma gama invertida para o.

Condicionais para 3 parametros

(s, a,b|dados) x g(s,a,b)/?[S(s,a,b)] /2 (5.42)

para gerar s, a e b através do algoritmo de Metropolis-Hastings e

p(ols, a,b,dados) x a(”H)exp{ 253 Z ( ch))z} (5.45)

para gerar o, através do Amostrador de Gibbs. Nas condicionais para s, a e b (5.42) (que

no caso s;0 iguais) n,o tem um n tleo d& nido que venha a sugerir uma distribuig o
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. . .. . v
conhecida para gerar a cadeia, enquanto que na condicional (5.45), tem-se um o n tleo

de uma gama invertida para o.

3.6.1 Algoritmo MCMC

Para gerar a cadeia de parametros foi utilizado o método de Metropolis-Hastings, cu-
jos passos de iterag o s o dados pela seguinte sequéncia, considerando o modelo de 2

parametros

]) Inicializa-se o contador em ¢ = 0, fazendo 9° = (s°,a").

2) Gera-se um valor s’ da distribuigg o ¢(s) (chamada distribuigzo proposta).

1 p(s’|a,Dados)
’ p(sla,Dados)

5) Com a = a', calcula-se a probabilidade de aceitagzo a(s’,s) = min[
gera-se um valor u da distribuigzo uniforme U(0, 1).

t+1

4) Casou < « ent,o aceita-se s', ou seja faz-se s’ = 5. Caso contrario faz-se st t

= S

») Gera-se um valor a’ da distribuigio q(a).

1 p(a’|s,Dados):|

6) Com s = s'*1  calcula-se a probabilidade de aceitagg o ald,a) = mm[ » p(als,Dados)

e gera-se um valor u da distribuigzo uniforme U(0, 1).

4) Caso u < « ent o aceita-se o/, ou seja faz-se a't! = a/. Caso contrario faz-se

#) Incrementa-se ¢ para ¢t + 1 e retorna-se ao passo 2.

Obs 5.2: A fungdes propostas g(a) e q(s) sz0 normais centradas em médias que foram

obtidas pelo método numérico de Simpson.

Obs 5.5: Para o caso de 5 parametros acrescenta-se um passo a mais para a geraggo
do parametro b e o procedimento é analogo ao descrito anteriormente, com uma funggo

proposta q(b) com as caracteristicas citadas na Obs 3.].

3.6.2 Densidades preditivas ordenadas (DPO)

Para fazer a seleg o de modelos foram utilizadas as seguintes fungoes f(z;9) presentes

em (2%e) ¢ (256) para o calculo das densidades preditivas como segue.
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Funcgao para a DPO do modelo de 2 parametros

SYi

exp{(xi — (Ha‘%))T (5.44)

202

f(xi|2) =

1
V2o
Funcao para a DPO do modelo de 3 parametros

1 (@i — ey’ .
V2 06$p|: 202 } ' (5-4)
Assim, para obter-se a aproximag,o de Monte Carlo da equaggo ¢; = f(xi|Z;)) =
[ flai|or (5!E(i))d0 (ver 24s), considera-se a equaggo f(wzﬁ(l)) = ﬁzjj\il fa;]99)

(ver 256) onde os parametros 5,0 gerados pelas densidades condicionais & posteriori,

f(xi9) =

descritos na segg o anterior.

3.6.3 Meétodos de selecao AIC e BIC

Foram usados ainda, para critérios de comparaggo, os métodos AIC e BIC (d& nidos na
Subseg, o 2.8.2) para selecionar modelos. E algumas aproximagoes foram consideradas

segundo Barreto e Andrade (2660), para que isto fosse realizado. Desse modo tem-se:

Para o caso AIC

AIC = In(0?) + %p (5.46)
Para o caso BIC
2 pln(n) _—
BIC =In(o%) + — 5.4)

, L ]] . ,
onde p é o n mero de parametros mais o o e n é o tamanho da amostra. E o valor para

o nas expressoes acima é a média dos ¢’s gerados na cadeia de Markov.
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3.6.4 MCMC em estimador de maxima verossimilhanga

Tendo as funydes de verossimilhanga dadas em (5.]8) e (5.28), tem-se as seguintes
fungoes de hg, hy e Py, descritas na Seggo 24, obtidas com base nos artigos Geyer

(]994) e Hugpr e Wu (]998).
Para 2 parametros

ho(dados) = (2 o)™ eap| — L3 ( — Y2 5.48
odados) = (20 Peap| — 53 (o= ) (5.45)

1

o
(2
e para obter hy, foi tomado v; = E(9;|dados) , (i ],2,5), para cada cadeia de 9; gerada,
como uma valor inicial para 1. Desse modo para a geraggo dos X , X 2 X", onde

m é o tamanho da cadeia e ¢ varia de ate n (amostra). Tem-se, ent o, m cadeias de

n amostras e a fungg o PyX ca sendo, para cada X,

1 1 yiobs.S* O
. B x, _ _ Yiobs.5" 5.49
¢( i) N erp 25%2 (X 1+ a*yiops. o)

onde Y;ops € 0 i-ésimo y observado e ¢ = (s*,a*, 0*) = (E(s|dados), E(aldados), E(c|dados))

Para 3 parametros

hg = (2~ J)"/Qexp{ — 12%1 )2 (5%0)

(1+ ayl)
e para obter hy foi tomado v; = E(9;|dados) , (i ,2,5,4), para cada cadeia de 9;
gerada, como um valor inicial para . Desse modo, para a geragg o dos XA X2 X!

a funggo PyX ca sendo, para cada X,

1 1 yiobs.S* |
P (X)) = _ X, Jiobs®
w(Xi) NP 5072 (X (1+a*y¢ob&)b*) e’

onde ¢ = (s*,a*,b*,0*) = (E(s|dados), E(aldados), E(b|dados), E(c|dados)).



Capitulo 4

Resultados

Foram escolhidas as seguintes espécies de plantas daninhas para inferéncia estat.stica:
Digitaria Ciliares (Capim Colchgo) e Panicum mazimum (Capim Guiné) de ‘folha es-
treita’ e Euphorbia heterophylla (Capim Leiteiro) de ‘folha larga’. Apresentam-se resul-
tados para 2 casos considerando-se os modelos de regress o (5.2)(Caso ]) e (5.5)(Caso
2) com base no modelo de produggo de sementes (]9) com taxa de crescimento (].8).
Os conjuntos de dados utilizados s o apresentados na Tabela 4.] e foram obtidos a
partir de um experimento conduzido em campo!, em cultura de milho por plantio di-
reto, na srea experimental da Embrapa Milho e Sorgo, Sete Lagoas, MG. A Tabela 4%

apresenta as estimativas Bayesianas (Lopes et al., 2006 ) para os parametros do Caso 1

. . . L]
e suas respectivas densidades estg o representadas na Figura 47 com

sY;

L]
(14 aY;) (47

/ (lev S, a) =
¢ a Tabela 4.6 apresenta as estimativas Bayesianas para os parametros do Caso 2 e suas

respectivas densidades est o representadas na Figura 4.2 com

sY;

Thav) (4.2)

f(Yi,s,0) =

ParaX ns de comparaggo, ¢ apresentado a Tabela 4> que faz referéncia a resultados

classicos obtidos a partir do aplicativo R2. Para este caso a base de dados foi a mesma

'EMBRAPA Projeto 55.2004.509.00: Rede de Conhecimento em Agricultura de Preciséo para Con-
digoes do Serrado e dos Campos Gerais
http:/ /www.r-project.org/
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fornecida pela Tabela 4. ]. Nesse caso foi considerado para o modelo de regressg o, o

teste de signK cancia de seus parametros. Assim, o teste da hipotese

Hp:9=0 (45)

pode ser feito por meio da estatistica t-Student, rejeitando-se Hy a um nivel de signX -
cancia desejado a ( 0.0) e, concluindo-se que os parametros testados sgo signk’ cativos
se t > tg, onde tg & o valor critico da distribuigzo t-Student, com (n-p) graus de liber-
dade. Sendo assim, observa-se, da Tabela 4.2 que somente o valor do parametro a do
Leiteiro ngo foi signX cativo. Para ver maiores detalhes dos resultados classicos consulte

Vismara (2066).

4.1 Inferéncia Bayesiana via método de Simpson

Para obter os resultados das Tabelas 4% e 4.6 foi feito um programa em linguagem
FORTRAN (ver pseudo-codigo no Apéndice B), estando dividido da seguinte forma.
Um programa principal que entra com os dados (x,%y) da Tabela 4. ], intervalos de
integrag, o e retorna os parametros estimados, mediana, desvio padrgo e I.C. (Intervalo
de Credibilidade). E programas secundarios que 8,0 fungoes e subrotinas que fazem o

calculo de integrais (pelo método de Simpson).

4.2 Inferéncia Bayesiana via método MCMC

Para obter os resultados das Tabelas 44 e 4.8 foram feitos programas em Matlab (ver
(Lopes e Oliveira, 2066 )). As Tabelas 4¢ e 4.8 apresentam as estimativas da esperanga,
mediana, desvio padrgo e o intervalo de credibilidade dos parametros, calculados a
partir da gerag o da cadeia de Markov. Esse programa também fornece resultados
referentes as taxas de aceitaggo e rejeig o para os parametros s a e b calculados através
do algoritmo de Metropolis-Hastings (para esse caso, até GG de rejeig 0, tomou-se
como visvel (Besag, 2000)) e fornece informagoes & respeito da convergéncia da cadeia

de Markov, que ser& explicado & seguir.
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Na analise da convergéncia da cadeia foi utilizado o critério de Geweke, para uma
gica cadeia, comentado anteriormente. E para avaliar através desse critério foi utilizada
uma funggo (j& pronta) que contém a descriggo do funcionamento do algoritmo e que
sugere que para valores menores que 2 a convergéncia da cadeia é aceita. A Tabela
4.9 fornece os resultados para as taxas de rejeig,o (que também podem ser visualizadas

através das Figuras 4% e 4.6) e para a convergéncia das cadeias.

4.3 Inferéncia classica via método de maxima verossimi-

lhanca usando MCMC

Foram elaborados programas (ver (Lopes e Oliveira, 200¢)) que fornecem estimativas
da funggo de mexima verossimilhanga, segundo a aproximag,o de uma razgo da log-
verossimilhanga que permite estimar os parametros utilizando os métodos MCMC. Ver

as Tabelas 4.5 ¢ 4.4

4.4 Discussao dos resultados

Dos resultados classicos mostrados na Tabela (4.2), obtidos pelo método dos minimos
quadrados (Vismara, 2666), observa-se que os intervalos de coiX anga contemplam o
zero. O que quer dizer, em outras palavras, que abrangem valores negativos. Isso
ocorre no parametro a que biologicamente tem o sign¥ cado de relacionar a mortalidade
das plantas com a depéndencia da densidade. Portanto, surge ai,-uma inconsisténcia,
do ponto de vista biologico em termos dos resultados. Essa inconsisténcia é contor-
nada através da inferéncia Bayesiana com o auxilio de técnicas para resolug,o numérica
de integrais (método de Simpson) e o uso dos métodos MCMC, como pode ser visto
nas Tabelas 44 e 4.8 que apresentam intervalos de credibilidade com faixas de valores

maiores do que zero.

4.4.1 Método numérico de Simpson

ravé mé integrag,0 numéri impson foram i ungo r
Através do método de integrag o érica de Simpson foram obtidas funyoes para as
. . . , - |
posterioris, nos dois casos considerados. Obeservou-se através dos gr& cos 4. e 4.3

que estas fungoes apresentaram comportamento de densidades vistos que decaiam para
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zero. Pode-se notar também através destes gr& cos, que algumas posterioris possuem

comportamentos parecidos com as fungoes gama e normal.

4.4.2 Taxas de rejeigao e convergéncia das cadeias

Das taxas de rejeicao

As taxas de rejeig o dgo informaggo de quanto a distribuigzo da cadeia gerada se apro-
xima da real” distribuiggo em quest o, que no caso ¢ a densidade & posteriori obtida
através da combinag o da verossimilhanga com a priori Je geys. Sendo assim, X ca evi-
denciado, através das Tabelas 4.9 e 4. ](1 que foram obtidos valores satisfatorios para os
parametros gerados pelo algoritmo de Metropolis-Hastings, visto que o maior valor de
taxa de rejeiggo foi de G #2. Como a distribuiggo condicional de ¢ tem um n gjleo de

uma gama invertida, esse parametro foi gerado do algoritmo de Gibbs (que tem taxa de
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tem-se que o fator de Bayes dado pela relag o entre a DPO do Caso ' e a DPO do
Caso 2 é 2.5 e 2.59 para o Capim Guiné e Leiteiro, respectivamente. J& para o caso do
Capim Colchyo pela proximidade de L n‘.fof ca caracterizada a evidéncia de um caso ser

preterido ao outro. Nesse caso, qualquer um pode servir para o ajuste dos dados.

BIC e AIC

Valores baixos selecionados por estes critérios, signk cam melhor ajuste. Com isso
verK ca-se pela Tabela 4." que ¥ caram evidenciados valores menores para o Caso

para os conjuntos de dados do Capim Guiné e Leiteiro. J& para o ajuste do Capim
Colcho os valores ngo indicam satisfatoriamente qual caso é melhor. Tem-se, entgo,

uma concordancia entre os critérios adotados

4.4.4 Estimador de maxima verossimilhanga usando o MCMC

Para o obter os resultados do estimador de maxima verossimilhanga foram geradas
’amostras’ de uma cadeia de ](l()ﬁ() elementos, com um burn-in de 2600 e um espaga-
mento de ]()() (para cada conjunto de amostras, ou seja, de cada espécie). O vetor
de valores iniciais, 1 (média gerada pelo algoritmo de Metropolis-Hastings), para as

fungoes hy e Py (Ver Subseggo 5.6.4) est 0 especK cadas nas Tabelas 4.5 ¢ 4.4,
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Tabela 4.1: Conjunto de dados para as populacdes.

Capim Colch o  Capim Guiné Capim Leiteiro

Y X Y Xi Y X;

' 58 5 w9 9 26

YoM Y i 4 64

9 569 > 8 mw |3

' LT 4 5992 Yo

5 436 LS %

24 242 S G 5 ]?6

Yoo s M opms ! 8

6% 5 9% > 5%

6 956 2 2068

LY 949

RN

9 S4e

9 846

9 !

Tabela 4.2: Resumo dos resultados via abordagem classica (Usando o aplicativo R).
Parametros Estimativa  Erro padrao  Intervalo de confianca (95%) t to
Capim colchao
s 209.57 94.86 [2.88; 416.25] 221 0.047
a 0.058 0.062 [-0.077; 0.19] 0.94 0.36
Capim guiné
s 994.56 283.60 [323.94; 1665.18] 3.51 0.01
a 0.056 0.045 [-0.051; 0.16] 1.24  0.25
Leiteiro

s 13.93 5.22 [1.15; 26.71] 2.66  0.037
a 0.01 0.04 [-0.09; 0.11] 0.25 0.81

Tabela 4.3: Resumo dos resultados de MCMC em EMV, para o caso 1.

Parametros 1 inicial ~ Estimativas

Capim colchao
S 243.17 240.00
a 0.081 0.10
o 473.1 475.0

Capim guiné
S 1015.8 1013.0
a 0.061 0.040
o 906.5 904.0

Leiteiro

S 17.25 15.00
a 0.034 0.050
o 22.94 19.00
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Tabela 4.4: Resumo dos resultados de MCMC em EMV, para o caso 2.

Parametros 1 inicial ~ Estimativas
Capim colchao
S 200.42 198.00
a 0.19 0.21
b 0.48 0.48
o 473.50 475.00
Capim guiné
S 1389.40 1391.00
a 0.18 0.20
b 0.86 0.86
o 984.4 986.0
Leiteiro
S 25.50 27.00
a 0.21 0.19
b 0.67 0.67
o 25 27

Tabela 4.5: Resumo dos resultados via abordagem Bayesiana para o caso 1.

Priori Jeffreys Parametros
Capim colchao s a
Média 281.63 0.11
Mediana 218.00 0.063
Erro padrao 194.51 0.14
IC (95%) [113.0 ; 880.5]  [0.0020 ;0.56]
Capim guiné s a
Meédia 1076.4 0.073
Mediana 1016.5 0.056
Erro padrao 345.8 0.064
IC (95%) [620.5 ;1908] [0.0011 ;0.23]
Capim leiteiro s a
Meédia 19.61 0.061
Mediana 17.00 0.034
Erro padrao 9.24 0.091
IC (95%) [11 ; 43.50] [0.0002 ; 0.31]

onde IC é o intervalo de credibilidade Bayesiano.
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Tabela 4.6: Resumo dos resultados via abordagem Bayesiana para o caso 2.

Priori Jeffreys Parametros
Capim colchao S a b
Meédia 143.84 0.24 0.41
Mediana 136.43 0.15 0.29
Erro padrao 38.34 0.23 0.45
IC (95%) [102.95 ; 285.86]  [0.0002 ;0.9]  [0.049 ;2.34]
Capim guiné s a b
Meédia 1300.18 0.22 1.21
Mediana 1244.29 0.14 0.87
Erro padrao 400.23 0.22 1.00
IC (95%) [754.38 ;2634.60]  [0.019 ;0.92]  [0.22 ; 4.64]
Capim leiteiro s a b
Meédia 29.62 0.27 1.06
Mediana 24.62 0.17 0.78
Erro padrao 17.51 0.24 0.93
IC (95%) [13.96 ;104.24] [0.019 ; 0.94] [0.14 ; 4.49]

onde IC ¢ o intervalo de credibilidade Bayesiano.

Tabela 4.7: Resumo dos resultados usando MCMC para o caso 1.

Priori Jeffreys Parametros
Capim colchao s a T
Meédia 243.17 0.081 4.46e-6
Mediana 240.00 0.071 4.32e-6
Erro padrao 65.38 0.041 1.63e-6
IC (95%) [193.33 ; 380.55] [0.051 ;0.168| [3.28 ;8.23]*e-6
Capim guiné s a
Meédia 1015.8 0.061 1.22e-6
Mediana 1017.0 0.060 1.10e-6
Erro padrao 177.92 0.026 5.34e-6
IC (95%) [896.24 ;1390.1] [0.040 ;0.12] [0.84 ;2.45]*e-6
Capim leiteiro s a
Meédia 17.25 0.034 0.0019
Mediana 16.95 0.033 0.0018
Erro padrao 3.02 0.018 9.07e-4
IC (95%) [15.24 ;23.92] [0.021 ; 0.0691]  [0.0013 ;0.0038]

onde IC é o intervalo de credibilidade Bayesiano e 7 = 1/0>.



44 DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Tabela 4.8: Resumo dos resultados usando MCMC para o caso 2.

Priori Jeffreys Parametros
Capim colchao s a b tau
Meédia 200.42 0.19 0.48 4.46e-6
Mediana 38.34 0.18 0.45 4.25e-6
Erro padrao 34.87 0.071 0.12 1.72e-6
IC (95%) [172.68; 273.62]  [0.15 ;0.35] [0.33 ;0.65] [3.44 ;8.72]*e-6
Capim guiné S a b tau
Meédia 1389.40 0.18 0.86 1.03e-6
Mediana 1352.00 0.17 0.76 0.95e-6
Erro padrao 313.69 0.085 0.31 4.82e-7
IC (95%) [1178.6 ;2106.0]  [0.11 ;0.36]  [0.63 ; 1.73] [0.68 ;2.12]*e-6
Capim leiteiro s a b tau
Meédia 25.50 0.21 0.67 0.0016
Mediana 26.10 0.21 0.69 0.0014
Erro padrao 7.73 0.073 0.35 8.24e-4
IC (95%) [19.81 ;44.72] [0.16 ; 0.36] [0.43 ; 1.48] [0.00093 ; 0.0036]

onde IC ¢ o intervalo de credibilidade Bayesiano e 7 = 1/02.

Tabela 4.9: Convergéncia e taxas de rejeicdo para o caso 1.

Parametros Taxa de rejeicao ~ Convergéncia

Capim colchao
s 0.71 0.062
a 0.68 0.041
o 0 0,053

Capim guiné
s 0.70 0.21
a 0.56 0.17
o 0 0.020

Leiteiro

s 0.42 0.066
a 0.71 0.061
o 0 0.039
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Tabela 4.10: Convergéncia e taxas de rejei¢do para o caso 2.

Parametros Taxa de rejeicao ~ Convergéncia
Capim colchao
s 0.72 0.092
a 0.41 0.10
b 0.71 0.18
o 0 0.018
Capim guiné
s 0.71 0.051
a 0.62 0.091
b 0.67 0.14
o 0 0.046
Leiteiro
s 0.70 0.011
a 0.47 0.018
b 0.40 0.019
o 0 0.00072

Tabela 4.11: Selecdo de modelos

Critérios

Leiteiro DPO BIC AIC
2 Parametros 7.22e-13 7.035 7.006
3 Parametros 3.009e-13 7.48 7.44
Capim Guiné DPO BIC AIC
2 Parametros 7.74e-29 14.35 14.28
3 Parametros 3.36e-29 14.76  14.67
Capim Colchao DPO BIC AIC
2 Parametros 3.20e-40 12.88 12.74

3 Parametros 3.30e-40 13.02 12.84




Capitulo 5

Conclusao

O presente trabalho aborda o problema de estimar parametros do modelo de produggo
de sementes de plantas daninhas. A partir da observag o de amostras extradas des-
tas populagoes em um experimento conduzido em campo obtiveram-se estimativas dos

parametros do modelo via a inferéncia Bayesiana.

Destaca-se a técnica MCMC que constitue uma poderosa ferramenta na resolug,o de
problemas formulados do ponto de vista Bayesiano. Esta técnica possibilitou resolver o
problema de estimagg o de parametros de populagoes de plantas daninhas em um tempo
computacional relativamente menor, além de ser de facil implementag o. Por outro lado
o outro método considerado, o método de Simpson, n o foi de fécil implementag o para
modelos de mais de 2 parametros, tendo em vista a complexidade para a obtenggo das

posterioris.

Na seleggo de modelosX caram caracterizados, através dos critérios adotados, que o
conjunto de dados do Capim Guiné e do LeiteiroX caram melhores ajustados ao modelo
de 2 parametros. J& para o Capim Colch‘rol" cou inconclusivo, ou seja, qualquer modelo

poderia servir para ajustar os dados.

EX nalmente, para a sequéncia do trabalho destacam-se alguns pontos como, consi-
derar um modelo de produggo de sementes mais complexo, que possa vir a conter mais
informagoes, como por exemplo, incorporar a i& uéncia de outras espécies de plantas
daninhas (multi-espécies de plantas daninhas competindo com a cultura), considerar
também um modelo dinamico para a produggo de sementes e investigar o signk cado

biologico da inclusgo do parametro b considerando cada espécie.



Apéndice A

Nocoes de probabilidade

A.1 Eventos

Em Meyer ( 1995) sy0 apresentadas alguns topicos importantes a serem considerados
em um estudo introdutorio & probabilidade. E um deles é o conceito de eventos. Um
evento A (relativo a um particular espago amostral S, associado a um experimento 1)
¢é simplesmente um conjunto de resultados possiveis. Na terminologia dos conjuntos,
um evento ¢ um subconjunto de um espago amostral S. E isso signk ca que o proprio
conjunto S constitui um evento, bem como o é o conjunto vazio ©@. Qualquer resultado

individual pode também ser tomado como um evento. Alguns exemplos de eventos s o

dados a seguir, onde A; representa o evento e E; o experimento:
E;: Langamento de um dado
A1: Umn n %ero par ocorre, isto ¢, A; = {2,4,6}
FE»: Langamento de uma moeda
Ay: Duas caras ocorrem Ag = {2}
FE5: Teste de lampadas boas para o uso

As: A lampada queima em menos de 5 horas Ag = {t|t < 3}

v
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A.2 Frequéncia relativa

Considere-se o seguinte procedimento: Suponha-se a repetig o de n vezes o experimento
v ¢ sejam A e B dois eventos associados a « Admite-se que sejam, respectivamente,

L] .
ngeny o n mero de vezes que o evento A e o evento B ocorram nas n repetigoes.

Definigao A.2.1 f, = ny/n € denominada frequéncia relativa do evento A nas n re-
peticoes de s A frequéncia relativa f, apresenta as sequintes propriedades, de fdcil

verificac@o:
(1) 0< fo < 1.
(2) fo =1 se, e somente se, A ocorrer em todas as n repetigoes.

(3) fo =0 se, e somente se, A nunca ocorrer nas n repetigoes.
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(4) Se A1, Aa, ..., Ap, ... forem, dois a dois, eventos mutuamentes excludentes, entao,

P(UZ A;) = P(A1) + P(As) + ...+ P(A,) +

Observe-se que da propriedade (5), decorre imediatamente que, para qualquer n

¥ nito, P(UiL; 4i) = >in; P(A).

A propriedade (4) n o se seguir#, no entanto, quando for considerado o espayo
amostral idealizado, esta propriedade sers& imposta e, por isso, foi includa aqui. A
escolha das propriedades da probabilidade acima relacionadas é, obviamente, sugerida
pelas correspondentes caracteristicas da frequéncia relativa. B possivel mostrar que os
n Teros P(A) e fa sgo proximos um do outro (em determinado sentido), se fa for

baseado em um grande numero de repetigoes. B este fato a que se da a justY cativa de

P(A) para se avaliar qugo verossimil é a ocorréncia de A.

N, o0 é mencionado como calcular P(A) e para maiores detalhes ver Meyer (]995).
S0 colocadas apenas algumas propriedades gerais que P(A) possui. A seguir sers
enunciada e demonstrada varias consequéncias relacionadas a P(A), que decorrem das

condigdes acima e que njo dependem da maneira pelo qual foi calculado P(A).

Teorema A.1 Se @ for o espago vazio, entao P(®) = 0.

Prova: Para qualquer evento A, pode-se escrever A = AU @. Uma
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A.3 Probabilidade condicionada e eventos independentes

Segundo Costa Neto (ISP 4) muitas vezes, o fato deX car sabendo que certo evento
ocorreu faz com que se modX que a probabilidade atribuida a outro evento. Denotar-se-
& por P(E|F) a probabilidade do evento E sabendo-se que F' ocorreu ou, simplesmente,

probabilidade de E dado F'.

Pode-se mostrar a coérencia da relaggo, segundo a qual

P(E|F) = P(I]f(;)m, P(F) #0. (A5)
Analogamente
P(F|E) = P(lf(g)m, P(E) # 0. (A.4)

Das expressoes acima resulta a regra do produto, que refere-se ao calculo da probabili-

dade do evento de intersecg,o0,
P(ENF)=P(E)P(F|E)= P(E)P(E|F). (Ap)

Note-se que a ordem do condicionamento pode ser invertida. Para trés eventos pode-se,

por exemplo, escrever
P(ENFNG)=P(E)P(F|IE)P(G|IENF). (A.6)

De forma semelhante a expressg o poderia ser generalizada para diversos eventos. Dois

importantes teoremas sgo os seguintes

(a) Teorema da probabilidade total. Seja Ei, Ea, ..., B, uma partiggo de F' um

evento qualquer de S. Entgo

n
P(F) =) _P(E;)P(F|E;). (AF)
i=1
Esse resultado pode ser demonstrado considerando-se o evento F' sub-dividido em suas

intersec¢oes com os eventos F; e aplicando-se as propriedades anteriores.
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(b) Teorema de Bayes. Nas mesmas condigoes do teorema anterior:

P(E;)P(F|Ej) =1,..,n. (A.8)

P(E:\F) = ,7=1,..,
ElE) = S Pl PRI

Esse resultado consegue-se facilmente do resultado anterior e demais propriedades.

Os dois teoremas acima s o particularmente {Jeis no estudo de situagoes que se
processam em duas etapas, a primeira das quais corresponde & ocorréncia de um (e
somente um, devido & sua natureza) dos eventos da familia F; dizendo o evento F
respeito & segunda etapa. O primeiro teorema ensina como calcular a propriedade
incondicional do evento F, isto ¢, ngo importando qual dos eventos da familia E; possa
ter ocorrido. O teorema de Bayes por sua vez, mostra como calcular a probabilidade

de que tenha sido o particular evento £; da familia E; aquele que ocorreu, isto face a

informaggo de que o evento F' ocorreu.

A.3.1 Eventos independentes

Se P(E|F) = P(E|F) = P(E), o evento E & dito estatisticamente independente do
evento F'. Isso implica que o evento F' ser& estatisticamente independente do evento F,

o que é facil provar.

Nas condigoes de independéncia os calculos se simplX cam, pois n,0 mais ¢ preciso

se preocupar com probabilidades condicionadas.

Sendo independentes os eventos, a regra do produtoX ca
P(ENF)=P(E)P(F). (A.9)
sendo de imediata a generalizagg o a varios eventos, ou seja:

P(ENFN..NK) = P(E)P(F)..P(K). (A.



Apéndice B

Algoritmo para o calculo das
posterioris pelo método de

Simpson

A seguir, s o apresentados alguns dos pseudo-codigos utilizados para resolver as inte-
grais das posterioris pelo método de Simpson. Cosiderar-se-& a obtengg o da posteriori
p(a|Dados) (para o modelo de 2 parametros). Inicialmente, é exibido as fungbes e

sub-rotinas. Logo a seguir é exibida a rotina principal.

B.1 Modelo de 2 parametros

B.1.1 Parametro a

R Esta funggo retorna a funggo g(a) descrita em 5.3 1 Frrrr
fung;o FUNCAO(va, vs, 7, y)

Declaraggo de varisveis

(va,vs): Parametros a e s respectivamente

S], G, S4, Y», S6, FUNCAO: Variaveis auxiliares

z,y: Dados (Ver a Tabela 4. ])

Chama a subrotina SOMAS(va, vs, S], S4, ., S6, z, )

9
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G — 54% 55— 56 %56
FUNCAO — va * VG * exp(—4.0 * In(S1))
¥'m da fungzo
fung o f(x,vs,2,9)
Declaraggo de varisveis
x, f: Varisveis auxiliares
vs: Parametro a ser integrado
z,y: Dados
f — FUNCAO(z,vs, z,y)
¥'m da fungzo
R A fungio Simpsonl explicada a seguir, retorna valores para a posteriori p(a| Dados).
fungo Simpson](a,b,n7teta27z,y)
Declaraggo de varisveis
a,b,x, h,intl,d, e, i,n,Simpson ]: Varisveis auxiliares

vs, z,y: Parametro s e Dados

B — Ga)

intl — f(a,vs, z,y) + f(b,vs, z,y)
T —a

Faga i = 1 até (n-])

x—z+h

d—1i/2.0

e — int(d)

Se (d = e) entgo

intl — intl + 2 x f(x,teta2, z,y)
Sengo

intl — intl + 4 x f(x, teta2, z,y)
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Fim se
Fim faga
Simpsonl — int]*h/?)
¥'m da fungzo
% A funggo Simpson2 normaliza a p(a|Dados) * ¥k
fungg o Simpson2(a,b,cont,pa)
Declaragg o de varisveis
a,b,n,z, h,intl, d, e, Simpson2, i, cont: Varigveis auxiliares
pa: Posteriori de a
h — (b—a)/cont
intl — pa(1l) + pa(cont)
T —a
Faga i =1 até (cont—])
x—x+h
d— /2.0
e — inteiro(d)
Se (e = d) entgo
intl — intl + 2 x pa(7)
Sengo
intl — intl + 4 x pa(7)
Fim se
Fim faga
Simpson2 = intl x h/3
¥'m da fungzo
kokokok

e A funggo Simpson5 retorna a estimativa do parametro a

fung o Simpsond (a,b,cont,pa)
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82

Declaraggo de varisveis

a,b,n,x, h,intl, d, e, Simpson3, i, cont: Varisveis auxiliares

pa: Posteriori de a.

h — (b—a)/cont

intl — a* pa(l) + b pa(cont)

T —a

Faga i = 1 até (cont- ])

r—z+h

d—1i/2.0

e — inteiro(d)

Se (d = e) entgo

intl — intl + 2 % x * pa(i)

Sen,o

intl — intl + 4 % x * pa(i)

Fim se

Fim faga

Simpson3 — intl * h/3
¥'m da fungzo

et A fungo Simpson4 retorna o erro padro ¥
funggo Simpson4(a,b,cont,pa)

Declaragg o de varisveis

a,b,n,x, h,intl,d, e, Simpsond, i, cont: Varisveis auxiliares

pa: Posteriori de a

h — (b—a)/cont

intl — (a?) * pa(1) + (b%) * pa(cont)

Tr — a
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Faga i =1 até (cont-])

r—x+h

d—1i/2.0

e — inteiro(d)

Se (d = e) entgo

intl — intl + 2 (22) * pa(i)

Sengo

intl — intl + 4 % (22) * pa(i)

Fim se

Fim faga

Simpsond — intl x h/3
¥'m da funggo

% A funggo Simpsorge retorna a variancia e o intervalo de credibilidade (I.C) ****
funggo Simpsom(a,b,cont,pa])

Declaraggo de varisveis

a,b,n,x, h,intl, d, e, Simpsonb, t1,12,intmedia, i, cont: Varisveis auxiliares.

med, m2, ml, tetall, tetal2, teta2l, teta22: Intervalos para a mediana e o 1.C.

pal: Posteriori de a.

"Entrada dos valores m1 e m2’ Para encontrar a mediana

'Entrada dos valores tetall e tetal2’ (Para encontrar o valor de a que corresponde

a 25% dos valores de p(a|Dados))

"Entrada dos valores teta2l e teta22’ (Para encontrar o valor de a que corresponde

a 95% dos valores de p(a|Dados))
h — (b—a)/cont
intl — pal(l) 4+ pal(cont)
T —a

Faga i =1 até (cont—])
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r—x+h

d—1i/2.0

e — int(d)

Se (e = d) entgo

intl — intl + 2 % pal(i)
Sen,o

intl — intl + 4 % pal(i)

Fim se

intmedia — intl x h/3

Se (intmedia < m2) entgo
Se (intmedia > m1) entgo
med — x

Fim se

Fim se

Se (intmedia < tetal2) ent o
Se (intmedia > tetall) entgo
tl —x

Fim se

Fim se

Se (intmedia < teta22) entgo
Se (intmedia > teta2l) entg o
12—z

Fim se

Fim se

Fim faga

Simpsond — intl x h/3
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Escreve o intervalo de coiX anga t1,¢2 e a mediana med.
¥'m da funggo
K Esta subrotina auxilia no csculo da g(a)*F#+*
Subrotina SOMAS(teta],tetaZ,S],Sf,S’n,SG,Z,y)
Declaraggo de varisveis
auxl, aux2, auxr3, auxd, auxrdd, i, j, S1,54, 55, 56: Varigveis auxiliares
z,y: Dados
va, vs: Parametros
S1—0;,54—0;5,—0;56—0
Faga i =1 até 8
auxl — (y(i) —va * 2(7) /(1 4+ vs * 2(i)))
auz2 — z(i)?/((1 + 2(i) * vs)?)
auxd — (i) /(1 + vs * z(i))
aurdd — (1 + z(i) * vs)3
auxd = 2(i)3
S1 = 51+ auxl?
S4 = S4 + aux2?
S5 = S5 + aux3?
S6 = S6 + auzrd/auzrdd
Fim faga
¥ m da subrotina

O programa principal, a seguir, entra com os dados, chama as fungoes acima e re-
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infl, supl,inf2, sup2, H2,nl, cont,l, j,t, k: Varigveis auxiliares

pa, pal: Posteriori ngo-normalizada e normalizada

v8: parametro s

2,9y, Ea, Erro,retorno: Dados, estimativa, erro padrgo, mediana e I.C.

"Leitura dos Dados’

Faga j =1,8

Ler (e armazenar) z(j),y(j)

Fim faga

% Intervalos para a o método de integragg o de Simpson ****
"Ler limites inferior e superior de a’, inf2 e sup2
"Ler incrementos para a’, H2

"Ler limites inferior e superior de s’, inf1 e supl
'Ler o n thero de divisdes para as integrais (em s)’, n'
H1 — (supl —infl)/nl

teta2 — inf2; cont — 0

% Se (teta2 < sup2) entgo

t — teta2

pa — Simpsonl(infl, supl,nl,teta2, z,y)
pal(cont + 1) — pa

teta2 — teta2 + H2

cont — cont + 1

Volta para a linha ]()

Fim se

wHERR Rk Normalizaggo FFFRHRRERx

k — Simpson2(inf2, sup2, cont, pal)

t—inf2
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Faga (I = 1) até cont

pal(l) — pal(l)/k

"Escrever (arquivo)’ pa](l), t

t—t+ H2

Fim faga

kel Estimativa, Erro Padrgo, Variancia e 1.C ook
Ea — Simpson3(inf2, sup2, cont, pal)

Erro — Simpsond(inf2, sup2, cont,pal) — Ea * *2

retorno — Simpsonb(inf2, sup2, cont, pal)

"Escrever saidas’, Ea, Erro

Fim programa principal
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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