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Resumo

Neste trabalho estudamos alguns resultados do artigo de Ferapontov, E.V., Sur-
faces with flat normal bundle: an explicit construction, [10], onde é apresentada uma
construcao explicita de superficies com fibrado normal plano na esfera unitaria S™ em
termos de solucoes de um sistema de equacoes diferenciais. Uma construcao similar é
proposta para subvariedades de R™ com fibrado normal plano.

No caso particular de superficies em S3, usando a projecao estereografica de S® em
R3, as superficies obtidas sao localmente transformadas de Ribaucour de um subcon-

junto do plano.



Abstract

In this work we study some results Ferapontov s paper, Surfaces with flat normal
bundle: an explicit construction, [10], where is presented an explicit construction of
surfaces with flat normal bundle in the unit sphere S™ in terms of solutions of a system
of differential equations. A similar construction is proposed for submanifolds of R"”
with flat normal bundle.

In the particular case of surfaces in S3, using the stereographic projection of S® in

R3, the surfaces obtained are locally transformation of Ribaucour of a flat subset.



Introducao

Propomos a construcao direta de superficies M? C S™t c R™2 com fibrado

normal plano em termos de uma matriz W de ordem (m + 2) x m satisfazendo a

equacao
W'W = I,
que depende de m solugoes arbitrarias (k') s'),..., (k™,s™) do sistema linear
k,a = tanps,
k., = —cotps,z,

onde ¢ é uma funcao arbitraria de u!, u?. Cada coluna da matriz W pode ser consi-
derada como uma parametrizagao da superficie com fibrado normal plano. As colunas
restantes sao as m — 1 normais que sao paralelas no fibrado normal. A matriz W é dada
de tal forma que W,,: é de posto um, implicando que as coordenadas u’ sao coordenadas
de linhas de curvatura. Provaremos que uma superficie qualquer com fibrado normal
plano pode ser obtida localmente usando esta construgao.

Generalizamos de forma andloga uma construcao de subvariedades M™ holonomicas,

com fibrado normal plano em S™*"~! em termos de uma matriz W de ordem

3



(m +n) x m satisfazendo a equacao

W'W =1,

que depende de m sistemas de coordenadas de R". Cada coluna da matriz W pode
ser considerada como a parametrizacao da subvariedade com fibrado normal plano. As
colunas restantes sao as m — 1 normais que sao paralelas no fibrado normal. A matriz
W é dada de tal forma que W, é de posto um, implicando que as coordenadas u’ sao
coordenadas de linhas de curvatura.

A construgao feita no trabalho de Ferapontov, E. V., [10] é baseada no artigo de
Liu, Q. P., Manas, M., [14].

Apresentamos a teoria de transformada de Ribaucour entre superficies de R?. Prova-
mos que a projecao estereografica de S® em R? leva uma superficie de S? obtida pela
construcao acima em uma superficie de R® a qual é localmente a transformada de
Ribaucour de um subconjunto do plano.

No Capitulo 1 apresentamos alguns tépicos de Variedades Riemannianas e pro-
priedades de matrizes, que serao usados ao longo do trabalho. Depois introduzimos
subvariedades com fibrado normal plano e a teoria de transformada de Ribaucour entre
superficies de R®. No Capitulo 2 apresentamos a construcao de superficies com fibrado
normal plano na esfera S™, aplicamos para um caso particular de superficies em R? e
fazemos a construcao de subvariedades M"™ holonomicas com fibrado normal plano na

esfera ™1,



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Variedades Riemannianas

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos e resultados de geometria Riemanni-

ana que serao utilizados neste trabalho.

Definicao 1.1. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma
familia de aplicagoes biunivocas x, : U, C R* — M, de abertos U, de R™ em M,

a €I, I um conjunto de indices, tais que:
1. Uazo(Uy) = M.

2. Para todo par o, com x,(U,) Nxz5(Ug) = W # 0, os conjuntos z*(W) e

xEI(W) sao abertos em R™ e as aplicagoes mgl oz, sao diferencidveis.
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O par (Uy,,z,) (ou a aplicacdo z,), com p € z,(U,), é dito parametrizagdo (ou
sistema de coordenadas) de M em p; z,(U,) é uma vizinhanga coordenada em p. Uma

familia (U,, z,) satisfazendo 1 e 2 da defini¢do acima é uma estrutura diferencidvel em

M.

Definicao 1.2. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Uma aplicagao p : M —
N € diferencidvel em p € M se dada uma parametrizacaio y : V C R* — N em
©(p)existe uma parametrizagio x : U C R™ — M em p tal que p(z(U)) C y(V) e a
aplicagao

yltopor:UCR™ — R"
¢ diferencidvel em 71 (p).

Decorre da condigao (2) da Definigao 1.1, que a Definigdo 1.2 nao depende da

escolha das parametrizagoes.

Definicao 1.3. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplica¢ao diferencidavel o :
(—€,€) = M € chamada uma curva (diferencidvel) em M. Suponha que a(0) =p € M,
e seja D(M) o conjunto das funcoes de M diferencidveis em p. O vetor tangente a

curva o, em t = 0, € a fungdo o' (0) : D(M) — R dada por

/ :d(foa)

o'(0) = 2 o, 1 € D)

Um vetor tangente em p € o vetor tangente em t = 0 de alguma curva o : (—€,€) — M

com a(0) = p. O congunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T,M.

Se escolhermos uma parametrizacdo x : U — M™ em p € M, o vetor o’ (0) poderd

ser expresso nesta parametrizacao por

0 =340 (), (L)
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onde (%)0 é o vetor tangente em p a curva coordenada x; — X (0, ..., 2, ..., 0).
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Definigao 1.5. Seja M"™ uma variedade diferencidvel e seja TM = {(p,v) : p €
M ev € T,M}. Pode-se introduzir em TM uma estrutura diferencidvel (de dimensao

2n); com tal estrutura TM serd chamado fibrado tangente de M.

Definicao 1.6. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M € uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. Em termos de
aplicagcao, X € uma aplicacao de M no fibrado tangente TM. O campo € diferencidvel

se a aplicagao X : M — T M ¢€ diferencidvel.

Considerando uma parametrizacao x : U C R™ — M ¢é possivel escrever

= 0
X(p) = _ai(p)5— (1.2)
=1
onde cada a; : U — R é uma funcao em U e {%} é a base associada a x, i=1,....n. O
T
campo X é diferenciavel se, e somente se, as fungoes a; sao diferenciaveis para alguma
parametrizacao. As vezes é conveniente pensar em um campo de vetores como uma

aplicacao X : D(M) — F(M) do conjunto D(M) da fungdes diferencidveis em M no

conjunto §(M) das fungoes em M, definida do seguinte modo

(XF)(p) = zamg—;@» (1.3)

(2

A funcao X f, definida acima, nao depende da escolha da parametrizacao x.
Se X e Y sao campos diferenciaveis de vetores em uma variedade diferenciavel M.

Entao, [X,Y] = XY — Y X é um campo vetorial chamado o colchete de X e Y.

Definicao 1.7. Uma métrica Riemanniana
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¢ um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1,T2,...x,) = q € x(U)

e 8‘21_(q) = dxzg(0,...,1,...,0), entdo (%(q),%(q»q = gij(z1,22,...x,) € uma fungdo

diferencidvel em U.

Uma variedade diferenciavel com uma métrica Riemanniana é chamada variedade

Riemanniana.

Definicao 1.8. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M —
N (isto €, f € uma bijecao diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamado uma

isometria se
(u,v), = (dfp(u),df,(v)) sy paratodop € M,u,v e T,M.

Seja entdo, f : M™ — N™"* uma imersdo. Se N tem uma estrutura Riemanniana,

f induz uma estrutura Riemanniana em M por

(u, v)p = (dfp(w), dfp(v)) f ), u,v € T, M.

A métrica de M é chamada entao a métrica induzida por f, e f é uma imersdo isométrica.
No que se segue, X'(M) denotard o conjunto de campos de vetores de classe C* em

M.
Definicao 1.9. Uma conexdo afimV em uma variedade diferencidvel M é uma aplica¢ao
V:X(M)xX(M)— X(M)
que se indica por (X,Y) — VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:
1. VixigvZ = fVxZ +9gVyvZ

2. V(Y +2)=VxY +VxZ
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3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X,Y,Z € X(M) e f, g€ D(M).

Dizemos que uma conexao afim V em uma variedade Riemanniana M é compativel

com a métrica se,
X <Y, Z>=<VxY,Z>+<Y VxZ >,

e simétrica quando

VxY = VyX = [Xa Y]v

onde X, Y, Z € X(M).
Em um sistema de coordenadas (U, z), o fato da conexao ser simétrica implica que

para todo 7,5 =1,...,n,

0

Vi X; -V, X; = [X;, X;] =0, X, (1.4)

Teorema 1.1 (Levi Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma unica

conexao afim NV em M satisfazendo as condicoes:
1. V ¢é simétrica;
2. V é compativel com a métrica Riemanniana.

Observagao 1.1. A conezao V dada pelo Teorema (1.1) é denominada conexdo Rie-

manniana de M ou conexdo de Levi Civita, e caracterizada pela Férmula de Koszul,

(Z,VyX) = %{X(Y,Z>+Y<Z,X)—Z<X,Y}+

<[X’ Z]>Y> - <[Yv Z]’X> - <[X’ YLZ>}
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Escolhendo um sistema de coordenadas (U, X') em torno de p, escrevendo Vy, X, =
>k F%Xk 0s Ffj sao chamados os simbolos de Christoffel da conexao, temos pela

Formula de Koszul que

1 8 0 0
ergm 5 g]k + a_xjgki - a—xkgij 5

onde g;; =< X;, X; >, 1,5,k=1,...n

Como a matriz (gr,) admite uma inversa (g"™)

1 0 0 0
I = i e g 1.5
Z{a gjk+a Iki — &Ekgj}g (1.5)
Em seguida definiremos a curvatura em uma variedade Riemanniana M.

Definicao 1.10. A curvatura R, de uma variedade Riemanniana M é uma corres-
pondéncia que associa a cada par X, Y € X(M) uma aplica¢ao

R(X,)Y): X(M)— X (M) dada por
R(X,Y)Z =VyNxZ —VxVyZ + VixvZ, Z € X (M),
onde V € a conexao Riemanniana de M.

Observe que se M = R", entao R(X,Y)Z =0, V X,Y,Z € R"™.

Em um sistema de coordenadas (U, x) em torno de p € M, denotamos
R(X;, X;) Z RL,X,

temos que os R! ;5 Se expressam em termos dos simbolos de Christoffell F por

S S S a S
e = Zrlr Zrkrlﬁ r,k &Uirjk. (1.6)

Relacionada com o operador R, estd a curvatura seccional que serd definida a seguir.
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Definicao 1.11. Dado um ponto p € M e um subespaco bidimensional o C T,M, o

numero real
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No que se segue, M serd uma variedade Riemanniana munida de sua conexao Rie-
manniana. Seja f: M" — M wma imersao. Entao, para cada p € M, existe a
vizinhanca U C M de p, tal que f(U) C M é uma subvariedade de M. Isto quer dizer
que existe uma vizinhanca U C M de f(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V C R* em
um aberto V' do R¥, tais que ¢ aplica difeomorficamente f(U) N U em um aberto do
subespaco R™ C R*. Para simplificar a notacao, identificaremos U com f(U) e cada

vetor veT,M, q € U, com dfy(v) € Ty M.

Para cada p € M, o produto interno em 7, pM decompoe T, pM na soma direta
TPM =T,M® (TpM)L7

onde (7,M)* é o complemento ortogonal de T, M em T, M.
A conexao Riemanniana de M sera indicada por V. Se X e Y sao campos locais
de vetores em M, e X,Y sao extensoes locais a M, a conexao Riemanniana relativa a

métrica induzida de M é dada por,
VY = (VP

Vamos definir a segunda forma fundamental da imersao f : M — M. Indicaremos
por X(U)* o conjunto dos campos diferencidveis em U de vetores normais a f(U) ~ U.

Sejam X e Y campos locais em M. A aplicacio B : X(U) x X(U) — X(U)* dada por
B(X,Y)=VgY —VxY = (VgV)V

¢ uma forma bilinear e simétrica chamada a segunda forma fundamental de f. Expri-

mindo B em um sistema de coordenadas concluimos que o valor de B(X,Y")(,) depende

apenas de X (p) e Y (p). Sejap € M en € (T,M)*. A aplicacio bilinear B fica associada

uma aplicacao linear auto-adjunta S, : T,M — T,M dada por

(Sy(@),y) = (B(x,y),n)-
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A proposicao seguinte nos d4 uma expressao da aplicagao linear associada a segunda

forma fundamental em termos da derivada covariante.

Proposicao 1.2. Sejap € M, x € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensao local de

1 normal a M. Entao

Relacionaremos agora a curvatura de M com a curvatura de M e as segundas formas
fundamentais. Se z,y € T,M C T,,M, sao linearmente independentes, indicaremos por
K(z,y) e K(x,y) as curvaturas seccionais de M em M, respectivamente, no plano

gerado por x e .

Teorema 1.2 (Gauss). Sejam p € M e x,y vetores ortonormais de T,M. Entao

K(z,y) — K(z,y) = (B(z,2), B(y,y)) — |B(z,y)*.

Em seguida apresentaremos as equacoes fundamentais de uma imersao isométrica.
Seja f : M" — M uma imersio isométrica. Localmente, a parte do fibrado tangente
TM que se projeta sobre M se decompde em um fibrado tangente 7'M e em um fibrado
normal T'M+. No que se segue, usaremos sistematicamente as letras latinas X, Y, Z,
etc., para indicar os campos diferenciaveis de vetores tangentes e as letras gregas &, n, ¢,
etc., para indicar os campos diferenciaveis de vetores normais.

Dados X e 7, ji vimos que a componente tangente de Vxn é dada por (V1) =
—5,(X). Passaremos agora a estudar a componente normal de V x7, que serd chamada

a conexdo normal V+ da imersao. Explicitamente,
Vxn = (Vxn)™ = Vxn— (Vxn)" = Vxn+ 5,(X).

Verifica-se que a conexao normal V+ possui as propriedades usuais de uma conexo.
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De maneira analoga ao caso do fibrado tangente, introduz-se a partir de V+ uma
notacao de curvatura no fibrado normal que é chamada curvatura normal R+ da imersao

e definida por

RY(X,Y)n = VyVxn = Vi Vi + Vi yn.
Proposicao 1.3. As sequintes equagoes se verificam:

1. Equagao de Gauss

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W)— (B(Y,W),B(X,Z2))

+(B(X,W),B(Y,Z)).

2. Fquagao de Ricci

(RIX,Y)n,¢) = (RH(X,Y)n, Q) = ([, S X, Y),

onde [S,, S¢] indica o operador S, oS¢ — S¢ o S,

A segunda forma fundamental da imersao pode entao ser considerada como um

tensor

B:X(M)x X(M)x X(M)* - D(M)

definido por
B(X,Y,n) = (B(X,Y),n).

A definicao de derivada covariante se estende a esse tipo de tensor de maneira natural:

(VxB)(Y,Zn) = X(B(Y.Zn)) - B(VxY,Zn)

Proposicao 1.4 (Equagao de Codazzi). Com a notagdo acima,

<R(X7 Y),Z, 77> = (?yB)(X, Za 77) - (vXB)(Yu Za 77)



1.2 Propriedades de matrizes 16

Observacgao 1.2. Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante, a equacao

de Codazzi se reduz a
(VxB)(Y. Z,n) = (VyB)(X, Z,n).
Se, além disso, a codimensdo da imersio é 1, Vxn =0, donde,

va(Y, Z, 7]) - X<S77(Y>7Z> - <S77<VXY)7Z> - <S?7(Y)7VXZ>

= (Vx(5,(Y)), 2) — (5y(VxY), Z).
Portanto, neste caso, a equacao de Codazzi se escreve da forma
Vx (5 (Y)) = Vy (5,(X)) = Sy ([X, Y]).

A importancia das equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci é que,
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Demonstracao. Considere o subespaco
Ry ={z; Az = A\z}.

Queremos mostrar que se x € R,, entao Bx € R,, isto é, ABx = ABxz. Como
AB = BA, temos

ABr = BAx = BA\r = \Bux,

que prova o lema.

O

Lema 1.2. Quaisquer duas transformacoes lineares que comutam tém em comum um

autovetor.

Demonstracao. Seja AB = BA e seja A um autovalor de A. Pelo Lema 1.1 R, ¢é
invariante por B. Assim R, contém um vetor xy que é um autovetor de B. Mas x

também é um autovetor de A, pois todos vetores de Ry sao autovetores de A. O

Proposigao 1.6. Sejam A e B duas transformagoes auto-adjuntas definidas em um
espaco vetorial n-dimensional R. Uma condicdo necessdria e suficiente para a existéncia
de uma base ortogonal em R relativa a qual as transformacoes A e B sdo representadas

por matrizes diagonais € que A e B comutam.

Demonstracao. Suponha que AB = BA. Entao, pelo Lema 1.2, existe um vetor e; que

é um autovetor de A e B, isto é,
Ae; = \e1, Bey = pey.

Vamos mostrar que o subespago (n-1)-dimensional R; ortogonal a e; é invariante por
Ae B. Seja x € Ry

(Az,e1) = (x, Aer) = M (x,e1) =0
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assim Az € Ry, portanto R; é invariante por A. De maneira analoga mostra-se que R,
é invariante por B. Agora considere A e B somente em R;. Pelo Lema 1.2, existe um

vetor e; em R; que é um autovetor de A e B,
A€2 = )\262, B€2 = U2€3.

Todos vetores de R; que sao ortogonais a es formam um subespago (n-2)-dimensional
invariante por A e B. Procedendo desta maneira encontramos n autovetores ortogonais
€1,€2,...,€Ep:

Aei = )\,-ei, Bei = Wi€q, 1= 1, .o, N

Relativa a base {¢;} as matrizes de A e B sao diagonais.
Assuma que as matrizes de A e B sao diagonais relativa a alguma base ortogonal.

Segue que estas matrizes comutam. Mas entao as transformagoes também comutam.

0l

1.3 Subvariedades de R" com fibrado normal plano

Vamos definir subvariedades com fibrado normal plano e em seguida encontrar as
equacoes de Gauss e Codazzi para subvariedades de R™. Considere M"™ uma subvarie-

dade de R*"™™ e X : U C R® — M um sistema de coordenadas de M.

Definicao 1.15. Dizemos que M tem fibrado normal plano se existe uma base ortonor-

mal de TM*, {N*} 1 < a <m, para a qual
dN* € T M, para todo a.

Os campos N sao chamados campos paralelos na conexdo normal plana.
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Observacao 1.3. Admita que o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante.

Entao, a equagao de Ricci se escreve
<RJ_(X7 Y)n7 C> = _<[ST]7 SC]XJ Y>
Decorre dai que R+ = 0 se, e somente se, [S,,S¢] =0 para todo n, .

Proposicao 1.7. M™ C R™™™ tem fibrado normal plano se,e somente se, existe, { N*},

1 <a<m, base de TM* e {w;}, 1 <i <mn, base de TM, tal que
AN (w;) = Aw;, 1<i<n, 1<a<m.
Neste caso 0s w; sao chamados de direcoes principais e \* sao as curvaturas principais.

Demonstracao. Suponha que M tem fibrado normal plano, entao existe uma base,

{N“}, do fibrado normal tal que dN® € T'M. Assim,
RY(X;, X, )N*=0, 1<i, j<n, 1<a<m,

onde {X;}, 1 <i < n, é uma base de TM. Portanto, R+ = 0, pela Observagio 1.3
temos que [S,,S:] = 0. Usando a Proposicao 1.6 existe uma base {w;} de T'M que

diagonaliza simultaneamente todos S, n € X*+(M). Temos,
SNa(wi) = —(dNO‘(wZ))T = —dNO‘(wZ) = —)\O"'wi.
Reciprocamente, se dN*(w;) = A\*w;, entao dN® € TM. O

Definicao 1.16. Uma subvariedade com fibrado normal plano é chamada holonémica se

localmente admite parametrizacoes cujas curvas coordenadas sao linhas de curvatura.

Vamos considerar M"™ C R™ holonémicae X : U C R"” — R"™ uma parametrizacao

cujas curvas coordenadas sao linhas de curvatura ortogonais. Assim podemos escrever

AN*(X,;) =X, 1<i<n, 1<a<m,
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onde X ; = 0X/0u'. Seja g;; = (X ;, X ;) a métrica de M.

Observagao 1.4. Seja X : U C R™ — R™™ wuma subvariedade cujas curvas coorde-

nadas sao ortogonais. Entao, por (1.5), temos

Ly = 0, i#j#k

. = L 0gi 1, 7 qualquer
j 1 g i - .
Fiz = J :_g_rzjv 27&]7

29,5 Ouw’ 9jj

onde, 1 <1, j, k <n.

Introduza as fungoes
H; = \/9i,
Bi; dada pela férmula
O H; = BijH;, i#j

e HY satisfazendo
H*
A = —
H;

Usando que H; = /g, os simbolos de Christoffel sao dados por

A 1
i HZ
i H;
Iy = FZﬁjia (1.7)
, H,
Ui = —4 i

j
Usando as notagoes introduzidas acima vamos escrever as equacoes de Gauss e

Codazzi de M.

Proposicao 1.8. Seja X : U C R™ — R""™ uma subvariedade com fibrado normal

plano cujas curvas coordenadas sao linhas de curvatura ortogonais. Entdao as equacoes
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de Gauss e Codazzi sao dadas por

O:H = BiH, (1.8)

akﬁij = ﬁikﬁkja k%%]? (19>

0% + 03B+ Y Biby+ > HIHY =0, (1.10)
k+#i,j a=1

onde (H;)? =< X ;, X,; >, H* = H;\* e \* sdo as curvaturas principais.

Demonstragao. Temos que X ;; C TM, de fato, derivando (X ;, N®) = 0 em relagao a

u? # u' ficamos com

<X,ij,Na> —_ <X7i,8jNa> — <X7Z‘,)\O‘jX7j> — 0,

para todo o =1, ..., m. Assim podemos escrever
Xi = Y TEXi+> HN, (1.11)
k=1 a=1
Xi = Y ThXy i#7, (1.12)
k=1
onde os T’ f] e b¢ sdo fungoes de n varidveis u',..., u™ definidas em U e Ffj sao 0s

simbolos de Christoffel. Como M C R"*™, a condicao de compatibilidade implica que
0;X ;; = 0;X 45, substituindo (1.11) e (1.12)

S OTEX )+ ThX ) + > (BN + 029N = S (OTEX o+ TEX 1),
a=1

k=1 k=1

n

Usando novamente (1.11), (1.12) e que dN*(X ;) = A% X ; a equagdo acima fica

n

>[0T = Oy + T = Ty + (T = T + Y (DEL; = THT)IX +

W= jj
=1 k#i,j

D UEAYX 4 Y (Db — TLbY + 9;5¢)N* = 0. (1.13)
a=1 a=1



1.4 Transformada de Ribaucour entre superficies de R? 22

Os vetores {X;,N°}, i =1,...,nea=1,...,m, formam uma base de R""™. E
como Ffj =0, se @ # j # k, tomando os coeficientes de X ;, X;, | # 7,5 e N, na

equagao (1.13) temos as seguintes equagoes respectivamente

OjTl; = Ol + (T3 = Ti)Th + (Tj; = TYTY + Y Tl + ) 0 =0

k#i,j
o, + T4, — T0.T, + TLL}, =0,
120y — 008 + ;b5 = 0.
Derivando (X ;, N%) = 0 em relagdo a u’ temos
b = — (X3, iN®) = =A"gy, (1.14)

usando nas equagoes acima, temos

T = Ths+ (T = T)TL + (T = THTY, + > TED,, =) - A% A% g, (1.15)

11,5 5,0
k#i,j a=1
l l il I i
L+ 40t — T T, + T =0, (1.16)
A% = (A% — \o)T (1.17)

As equagoes (1.15) e (1.16) sao as equagoes de Gauss e a equacgao (1.17) é a equagao

de Codazzi.

Usando que A% = }5 e os simbolos de Christoffel (1.7), a equacdo de Codazzi
(1.17) pode ser escrita na forma (1.8) e das equagoes de Gauss (1.15), (1.16) obtemos

(1.10) e (1.9) respectivamente. O

1.4 Transformada de Ribaucour entre superficies

de R?

Nesta secao, introduziremos a teoria de transformada de Ribaucour de superficies. Para

mais detalhes, ver [1], [4] e [5].
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Uma congruéncia de esferas em R3 é uma familia a 2-pardmetros de esferas, com uma
funcao raio diferenciavel, cujos centros encontram-se em uma superficie My contida em
R3. Uma involuta de uma congruéncia de esferas é uma superficie M de R3 tal que, em
cada ponto, M é tangente a uma esfera da congruéncia de esferas. Duas superficies M e
M sio associadas por uma congruéncia de esferas se tem um difeomorfismo U : M — M
tal que, para pontos correspondentes p e W(p), as superficies sdo tangentes a mesma
esfera da congruéncia de esferas. Segue desta definicao que as retas normais em pontos
correspondentes interceptam em um ponto equidistante na superficie dos centros Mj.

Um caso especial importante ocorre quando ¥ preserva diregoes principais.

Definicao 1.17. Seja M? superficie em R3. Suponha que ezista ey, es campos de ve-
)

tores principais ortonormais definidos em M. Uma superficie M? C R? € associada a

M por uma transformada de Ribaucour, com relacdo a e1, ey se existe um difeomor-

fismo 1 : M — M e uma funcdo diferencidvel h : M — R, tal que
a) ¢+ h(q)N(q) = ¢(q) + h(g)N(¥(q)), Vg € M
b) o subconjunto ¢ + h(q)N(q), ¢ € M é 2-dimensional

c) diy(e;) sao diregoes principais ortogonais em M,
onde N e N sdao as aplicacoes normais de Gauss associadas a M e M,

respectivamente.
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Nos resultados seguintes vamos considerar M? C R?® que localmente admite uma
parametrizacao X : U C R? — R3, cujas curvas coordenadas sio linhas de curvatura
ortogonais, N a aplicacao normal de Gauss associada a M e A, A\? as curvaturas
principais de M. Considere também M C R?® superficie com parametrizacio X : U C
R? — R? e aplicacdo normal N. Sejam X, = X Xp=2 u=(u',u?)eUese fé

uma funcao qualquer de u!, u?, f,; = % e fo= %.

Lema 1.3. Sejam X : U C R? — R? uma superficie cujas curvas coordenadas sdo
linhas de curvatura ortogonais, N a aplicagdo normal de Gauss associada a X, a? =<
XX, >, 1<i<2e{NY2, as curvaturas principais de X. X ¢ transformada de
Ribaucour de X com relagio a X 1/a1, Xo/as se, e somente se, existe uma fungao

h:U C R? — R tal que X ¢ dado por

X = X+h(N-N), (1.18)

2
N = > WX, 46N, (1.19)

k=1
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onde
b= ;Zﬁ‘h@), <i<2, (1.20)
b= 271, (1.21)
A~ S e (1.22)

k=1

e as sequintes relacoes sao satisfeitas

(14+hN) < X,;,Ni>+h,;< N,N,;>=0

<N,i,N >:O,

T (1.23)
<N,7;,N,j>:0,
<X,i,X,j>: 0,

para 1 <i,7 <2, i j.

Demonstragio. Vamos tomar X(U) = (X (U)). Suponha que X é transformada de

Ribaucour de X, entéio (1.18) é satisfeita. N pode ser escrita na forma (1.19), tal que

<N,,N> = 0, (1.24)

e1<i,j<2 i
Derivando (1.18), temos

X=X, +h; (N = N)+h(N,;,-N,)
usando que, N,; = \*X,;, obtemos
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Substituindo (1.19) e (1.25) na segunda equagao de (1.24), temos

entdo (1.20) é satisfeita. Substituindo (1.19) na primeira equagao de (1.24), con-

seguimos
fazendo

e usando (1.20) chegamos que b® satisfaz a equagao
(1+A)(B%)? —2A0° + (A —1) = 0.

Resolvendo a equacao acima, obtemos

b3_Ai1
A+

entdo b® = 1, de onde segue que X = X, ou (1.21) é satisfeita. A quarta equacio de
(1.24) é equivalente a primeira equagao de (1.23).

Segue diretamente das condigoes (1.18) — (1.23) que a reciproca é verdadeira. [

Lema 1.4. Sejam X : U C R? — R? uma superficie cujas curvas coordenadas sao
linhas de curvatura, N a aplicacio normal de X, a? =< X ;, X; >, 1<i<2 e {\}2,
as curvaturas principais. Considere X a transformada de Ribaucour de X com relagao

a X,1/ay, X9 /as e N a aplica¢ao normal de X . Entdo temos que:

N= 3 CIX, 4N, (1.26)
J
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onde

2
Ci = b,§+ZbZF§i+b3)\i

¢/ = o) +bT” + 617, (1.27)
gi =< X,;, X,;> e F’“ sao os simbolos de Cristoffel de X.
Demonstragdo. Derivando (1.19) com relagao a u’
2
Nyi= (05 Xp A6 X i)+ 0° N+ BN, | (1.28)
k=1
Usando (1.11), (1.12) e (1.14), temos
Xai = DX 413X, —gaN'N
X i I X, +TX
Substituindo estas relagoes e N,; = A\'X; em (1.28) obtemos os resultados. O

Teorema 1.3. Sejam X : U C R? — R3 superficie cujas curvas coordenadas sao linhas
de curvatura, N a aplica¢io normal de X e X (u*,u?) = X (u*, u?)+h(u', u?) (N (u!, u?)—
N(u',u?)) onde N € a aplicagio normal de X dada por (1.19) — (1.22). Entio X ¢
transformacao de Ribaucour de X com relagcdo a X,1 /a1 X, Jay se, e somente se, h

satisfaz

AN QRN [ XY
AT Ve TR Y L A 5 T ) VR DY

h,i h,j: 0 (129)

Demonstrag¢ao. Substituindo (1.26) chegamos que a primeira equacao de (1.23) é equi-
valente a equacao

(14 hX)g;;C) + h,; C2 = 0. (1.30)
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Esta equagao é equivalente a equacao (1.29), de fato, usando (1.27) ficamos com
(1+ hM)gy; (b +6T% + T + by (b7 —b'Ngi;) = 0.

Substituindo (1.20), sua derivada e usando a equacao de Codazzi A= (N — X')I'};,
temos

: ihh, (N=XMT9hh, (1 NS
iz _2F§'ihaj —)\ g o — ( ) jilthsg | (L+ hX)D5h.i gj5

1+ h\ 1+ hN (1 + hAi)gs
, hoh.: N\
i il A sy
+h,; T T h (1-05°)=0

usando que TV, = —9ii/9;;1'}; obtemos a equagao (1.29).
Suponha que X é transformagao de Ribaucour de X com relacao a X1 /a; X5 /aq,
logo pelo Lema (1.3), temos que o sistema (1.23) é satisfeito, entao vale (1.29).
Reciprocamente, suponha que (1.29) é satisfeito, esta equagao é equivalente a (1.30),
usando esta equagao verificamos que as condigoes suficientes do Lema (1.3) sao satisfei-
tas. De fato, a primeira equacao de (1.23) é satisfeita, entao < N, ,X,j >=(, também
temos que < N,;, N >= 0, além disso usando ( 1.25), (1.20) e (1.30) obtemos

<X, X,;> = <(A+h\)X,;+h;(N—=N)—hN,,X,;>
= (1+h\N)< X, X,;>+h; <N, X; >
= (1+hN) < X,;,(1+hN)X,; +h,; (N —N) —hN ;>
+hy< N, (1+hN)X,; +h,; (N — N) —hN ;>
= —(1+hX)gub'h,; —(1 + hX)giCih + hyih,; (1= b%) — C3hh,,
= —hyh; (1 =%+ hyhy (1= %) — h((1+ hN)g:Ch + C?h,; ) = 0.
O resultado segue do Lema (1.3). O

Lema 1.5. Se h € solugio de (1.29), entdo ¥ = Z?:1 Aldut, A' = (H};—;\Z)h, € uma

forma fechada.
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Demonstragdo. 1 é uma forma fechada se, e somente se, AL, = A%. Derivando A,

temos

Al . h712 _ h71h72 _ h71h72>\1 . h,l/\}g
2T A+ rA)E I+ RADRE T (T+RhA)2R (14 A2

usando (1.29) e a Equagao de Codazzi (1.17), obtemos

h
= F%Q +

AL h. ) hihs
2 (1 +hAY)R

T2 —
(1+hA)A 2 (14 hA)(1 4 hA2)R2

logo A, = A%, de onde segue o resultado. O

Teorema 1.4. Se h € uma solugao de (1.29), que nao se anula em um dominio sim-

plesmente conexo, entao h = %, onde Q) e W sao funcoes nao nulas que satisfazem
. VY da;
O = ——L iy
22 ai auZ Y # .]7
Q: = ), (1.31)
VV, 1 = —)\iaiQi,

onde a? = g;. Reciprocamente, suponha (1.31) satisfeito e W(W + QN') # 0, entdo

h =i satisfaz (1.29).

Demonstragao. Suponha que h é solugdo de (1.29). Como ¥ é uma forma fechada
existe Q tal que d(logQ) = . Defina Q' = Q;/a; e W = Q/h, onde a? = g;. A
segunda equagao de (1.31) esta satisfeita e

a; QZ
W2

hi= Q1+ \NQ/W)/W = (W + X'Q). (1.32)

Derivando W obtemos a terceira equacao de (1.31), de fato

h7iQ . azQ’W _ CLZQZW

- 5 g (L XNQW) = —a,0'X.

Qi
W, = —*t_
’ h
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Derivando (1.32) com relagao a u?, temos
iy = [(ai i + a; Q) (W + NQ) + a; 0 (=W + ALQ + Na; /W2 — 2W ;0,0 QN] /W2,
Usando a terceira equagao de (1.31) e (1.17), obtemos
hij = [(ai;Q + a2 (W 4+ XQ) + a;a; XY (X + V) + a; QN — X)) /W
+2[a;a; QL VQNN] /W3,
Logo a equacgao (1.29) é equivalente a
[a;,; Q0 + ;% — a; VT, — ;YT (W + XN'Q) /W2 =0,
usando a; ; = Fﬁjai, concluimos
aiij — aMQj =0.

Portanto, (1.29) é equivalente a primeira equagao de (1.31).
Reciprocamente se (1.31) é satisfeito, considerando h; = Q;(1 + X'Q/W)/W con-

cluimos que (1.29) é satisfeito. O

Segue da prova acima que

a;§) 4
h,i=——(1+\NQ/W A=
’Z W ( + / )7

¥,
W2

(1.33)

Dai h,; # 0 se, e somente se Q' # 0. As transformacoes de Ribaucour de uma superficie

sao dadas em termos das solugoes do sistema (1.31).

Teorema 1.5. Sejam X : U C R? — R?® wma superficie cujas curvas coordenadas
sdo linhas de curvatura, N a aplicagio normal de X, a? =< X;, X; >, 1 <i<2e¢

{NY2_, as curvaturas principais de X. A superficie X é transformagdio de Ribaucour



1.4 Transformada de Ribaucour entre superficies de R? 31

de X com relagao a X 1/ay, Xafas se, e somente se, existem fungoes diferencidveis

W,0Q,Q:V CcU — R, que satisfazem o sistema (1.31) e X ¢ dada por

X=X-— (Z Qi WN> (1.34)
onde
S=> () + W

Além disso, a aplicacdo normal de X € dada por

N=N+ ﬂ (Z Qi _ WN) (1.35)

e a curvatura principal de X, para todo 1 <1 < 2, é dada por

S WTI N
o WI XS

= - 1.
S _ QTZ Y ( 36)
onde
. Q, o
T =2 —+ —I‘Z — \'W (1.37)
a;, aj
Demonstragao. Usando (1.33) temos que (1.20) e (1.21) sao dados por
22 .2
b =1- b= 1.38
S ’ (ZZ'S ’ ( )

entdao, (1.19) e (1.18) ficam da forma (1.35) e (1.34) respectivamente. Usando que

N,,=NX, em (1.25), temos

(1+hM)X ;= (1+hAN)X,; + h(N — N) (1.39)
fazendo produto com N, obtemos
(14+hX) < X,; N >=h,; (1—b).

Usando novamente (1.25), concluimos que

(1+ hX)(hy(1 — b%) — hC?) = hy; (1 — bP).
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Se ' # 0, temos
O3

N = .
hyi (1— %) — hC?

Usando (1.27), (1.38) e (1.31), obtemos

CAWW,  2S,WP 20WNa,  2W

C: Tt g S o (S + aXi50)
e
2W A
hi(1 =) = hCP = (@50 = QS,).

Derivando S, usando (1.31) e a;; = I'};a;, temos

Si =200 + Y+ W) = 20,0 (—Z + 1% - AZW) :

a; a;

Fazendo

, Q. .

T"=2—+—T4, =AW,
a; 7

concluimos que (1.36) é satisfeito.

Se Q' = 0, o produto de (1.39) com X ; ¢ dado por
(14 h\) < X;, X, >= (1 + hA)a2,
usando (1.25), temos

- Ci
T 1t+a(N—CY)

Usando que Q' =0, (1.27), (1.38) e (1.37), obtemos

. 1 Q. . . 1 . .
= — 2 I =\ NS ==(WT"+ X\
Ct S{W((}j i W>+ S] S( + A'S)
(&
A . 1 .
1+h(AZ—C;):§(S—QT’),

portanto, (1.36) é satisfeito. O



Capitulo 2

2.1 Construcao de superficies com fibrado normal

plano na esfera S™

Propomos a construcao de superficies M? C S™*! ¢ R™2 com fibrado normal
plano construindo uma matriz W, satisfazendo W!'W = I,,,, em termos das solucoes
de um sistema linear. Além disso, uma superficie arbitraria M? com fibrado normal

plano pode ser obtida localmente por esta construcao.

Teorema 2.1. Seja M uma superficie com fibrado normal plano em S™H c R™*+2,
Entao existem funcoes @, s, k' : U C R? = R, 1 <1i < m, satisfazendo
k' =tanp s
R 2.1)

S12+ @atangp sy —picotp s, =0, (2.2)

onde u = (u*,u?) € U, k‘l] denota % e matrizes de funcoes U de ordem 2 x m, V de

ordem m x m e W de ordem (m + 2) x m, definidas por

Kt k™

st g™

U:

33
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dVeP = kdkP + s%ds®, 1 <a, f<m, (2.4)
Uyt
W= : (2.5)
V-1,

onde |V| # 0 e I,, é a matriz identidade de ordem m x m. Nestas condi¢oes, M é
localmente parametrizada por uma coluna da matriz W e as colunas restantes sao as
m — 1 normais que sao paralelas no fibrado normal.

Reciprocamente, dados @, s', k', U, V e W, satisfazendo (2.1) — (2.5) e |V| # 0,
cada coluna da matriz W pode ser considerada como a parametrizacao de uma superficie
M? c S™L com fibrado normal plano, parametrizada por coordenadas u', u? de linhas
de curvatura. As colunas restantes sao as m — 1 normais que sao paralelas no fibrado

normal. A métrica e a sequnda forma fundamental da superficie M? sao dadas por

dWtaw = (VH tautdauv 1. (2.6)

Demonstracao. Sejam py, um ponto nao-umbilico de M? c S™* c R™"2, w! uma

parametrizacao na vizinhanca de py onde as curvas coordenadas sao linhas de cur-
vatura e w®, a = 1,...,m, o conjunto dos campos paralelos da conexao normal. Tome

wh, ..., w™ as colunas de uma matriz W de ordem (m +2) x m, que satisfaz a equacao

W'W = I, (2.7)

em vista da ortonormalidade de w!, ..., w™. Além disso, podemos mudar as coorde-

nadas no espago ambiente de tal modo que, no ponto py a matriz W é da forma

0
I

W:

Em uma vizinhanga de py a matriz W pode ser representada como (2.5),

vv-t
v-l—1,
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onde U e V sao matrizes de ordens 2 X m e m X m, respectivamente. No ponto py nos
temos U = 0, V! = 2I,,,, de modo que, V ¢ de fato invertivel em uma vizinhanca de
po- A condigao (2.7) implica

V+Vi=UU + I, (2.8)
de fato,

wW'w = (VH'U'uv -t (VH T = L) (VT = 1)
= (VHyUUvTt+ (V)yTV T (V)T =V 4 O,
= (VHNUU+ 1, -V — (VOHV T + I,

usando a equagao (2.7) segue o resultado. Como u', u? sdo coordenadas de linhas de

curvatura as matrizes W e Wy sao de posto um. Derivando W com respeito a u'

resulta em

U, — UV‘IV,l .
W, = v
—V_1V,1

Usando a Proposigao 1.5 temos que V; é de posto um e portanto pode ser representada

na forma
ay

vi=| : (o0 ... om),
A,

vista como um produto de matrizes m X 1 e 1 x m. Pela mesma razao,

U, = Z; (60 ... 0m)

Derivando (2.8) com respeito a u! temos
(Vi=UU,)+ (V1 = U'U,)" =0,

implicando que V; — U'U; é anti-simétrica. Por um lado, ela é de posto um ou nula.

Visto que o posto de matriz anti-simétrica é necessariamente par, nés concluimos que
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V= U'U,. Similarmente, Vy = U'U 5, deste modo
dV = U'dU. (2.9)

Podemos representar U ; na forma

Uy = 21 (B0 ... gt )= A (¢ o)
Similarmente,
U,2 = ) ( 771 oo™ >

A condicao de compatibilidade U1, = U é dada por

pan’ + puny = A28 + A, (2.10)

M =& (2.11)

Usando (2.11), temos que existem funcdes s*, k%, 1 <14 < m, tal que &' = s}, ' = s,

e
k! k™
U= ,
st ... g™
onde
ki = \s',,
(2.12)

A condigao de compatibilidade V1o = V)31 do sistema (2.9) ¢ dada por ULU; = U4 U,

mas um (a, §)-elemento das matriz U4U,; — U4 U, é da forma
AUssy + s%sﬁ — (A\usfsy + sﬁsg) = (A\n+ 1)(3%3?1 - soisg)

Tomando A\ = tany e u = — cot , a condicao de compatibilidade é satisfeita. Além
disso, o sistema (2.12) é dado por (2.1) e a equagao (2.10) é equivalente a (2.2). Esta

equagao ¢ a equagao de compatibilidade do sistema (2.1).
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Reciprocamente, suponha que ¢, s', ki, U, V e W satisfazem (2.1)-(2.5). A

condicao de compatibilidade do sistema (2.4) é dada por (2.1), de fato
Vel = koK + 508,
Vel = koK) + 5750,
assim,
Viy = Vi = Kok = KikG + shsl — sfis,

usando (2.1), concluimos que Vf‘ﬁ = V;"f , de modo que os elementos V*? estdao bem

definidos a menos de constantes. Restringindo estas constantes temos

poo _ K7+ é‘ga)Q sy (2.13)

Vel 4 VP = pekP 40P a4 8. (2.14)

Em forma matricial as condigoes (2.4), (2.13) e (2.14) podem ser reescritas como segue:
dV = U'dU,

V 4+ Vt=UU + I,,.

Usando (2.1), temos

tan ¢
U, = (sh oooosm ),
1 b k)
—cot
U, = (s .o 53 ),
1 b b

onde o lado direito é o produto de matrizes de ordens 2 x 1 e 1 x m. Conseqiientemente,
U, e U, sdo matrizes de posto 1. Seja a matriz W de ordem (m + 2) x m definida por

vv-t
v-l—1,
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que consiste da submatriz superior UV ~! de ordem 2 xm e a submatriz inferior V- —1I,,
de ordem m x m, onde |V| # 0. A matriz W satisfaz a equagdo W' W = I, de fato

usando (2.8), temos

wwo= (VO)TUUVT (V)T = L) (VT - L)

= (VH'N(VHVE— L)WV (VY= L)V~ 1)

= I,.
Sejam w?, ..., w™ as m colunas da matriz W
) Y
<whw'> ... <whwm>
W'W =
<w™w!> ... <w™w™ >
Assim w!, ... w™ sao vetores unitdrios e ortogonais de R™2. Escolha, por exemplo,

w! como a parametrizacao de uma superficie M? que, por construcao, estd na esfera

unitaria S™+1
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dw® € TM?, entao a superficie M? tem fibrado normal plano. Além disso, u! e u?

sdo coordenadas de linhas de curvatura. A métrica < dw', dw' > e a segunda forma
fundamental < dw!, dw® > da superficie sdo elementos da matriz dW!dW
dUV=t+UdvV—!

dv-1
= @VH M NdV VT (V + (VY = L)dV !+ aV ] 4+ (V) dutduv

AWHW = ((dV)~U' + (V) ~dUt (avh) )

+ (VHTaviav Tt = (@vh) TV v 4 @V T Vay T+ (dvh) vyt
+ (VY tavtavt + (v dutdu v !
segue de VV™1 = [, e (VH7W! = I, que dVV™! = —VdV~! e d(V)"V! =
—(VH~1dV?, entdao equacao (2.6) é satisfeita. O
( .
Visto que um («, ()-elemento de dU'dU é da forma
dk*dkP 4 ds“ds’ = (tan ¢ sGdu' — cot ¢ s4du®)(tan ¢ sﬁdu1 — cot séduQ)

+(s%du’ + s%duz)(sﬁdul + sgdu2) = tan® ¢ 9 s (du')? 4 cot? ¢ s?ésé(duQ)Q

)

—_

—I—sf’is’i(dul)Q + s%sé(duQ)Q = s?{s’ﬂl

a matriz dW'dW nao contem termos misturados du' du?.

2.2 Caso particular: superficies em R’

Aqui nés damos uma construcao direta de superficies M? C R?® em termos de duas
solugoes do sistema linear (2.1), usando os resultados da segao anterior e a projecao

estereogréfica 7 : S — R3. Dada por

( ) T i) T3
T\L1,T9,T3,T4) =
Lo 72058, 4 1+ZE4’1+I’4’1+I4 ’
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onde (z1, 79,3, 74) € S3.Considere {ey, es,e3} a base canonica de R3.

Proposicao 2.1. A projecao estereogrifica © : S — R? leva uma parametrizacao de

uma superficie obtida no Teorema 2.1 em X :U c R?2 - R3? dada por

A
X = (k2a8270) - E(k17817 1)7 (215)

onde A e B sao funcoes de U C R? em R, definidas por

dA = k'dk® + s'ds?, (2.16)
1\2 1\2
1
g ) 4‘53 iy (2.17)

k', s' sao fungoes que satisfazem (2.1), (2.2) e

Neste caso X € uma superficie cujas curvas coordenadas sao linhas de curvatura or-

togonais. A aplicacdo normal de Gauss é

- 1
N:_@+Ewﬁuy (2.19)

Demonstragdo. Sejam k', s', 1 < i < 2, fungoes satisfazendo (2.1) e (2.2). Definimos
as funcoes A e B pelas férmulas (2.16) e (2.17). Pelo Teorema 2.1 a matriz U ¢ dada

por

k' k2
U =

stos?

e utilizando (2.4) e (2.13), temos que V e V™! sdao dadas por

B A 1 V2 A
V = Vvl =
V222 ’ det(V) \ _y2n p
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a matriz W é dada por

V2R - V22 AR 4 BR?

1 V2281—V2182 —A51+B82
det(V) | 22 _ get(v) ~A
—y2 B — det(V)

iy (—Ak! + BE?)

—As! + Bs?
Wy = det(V)( B )
det(V)
B
det(V) 1

¢ a parametrizacao de uma superficie de S3. Aplicando a projecao estereogréfica a w,

temos a parametrizagao X de uma superficie em R?® dada por (2.15)

A
X = 7(wy) = (k?,5*,0) — E(kl,sl, 1)

Os vetores tangentes sao

k2 — kYA/B — k'A,/B + k'AB,/ B2

X s5—s;A/B—s'A;/B+s'AB;/B* [, 1<i<2
—A;/B+ AB;/B?
Segue que
k'/B
XixX,=0| s'/B ;
1/B -1
onde

A A?
0 = kish — ks + E(lsgs? + kash — ksl — ksh) + T —(klsh — khsh).
Usando (2.1), temos
t t
9 —= (tan SO;CO %) [B?s? 5% — AB(s4s% + s5s1) + B*s)ys5)
(tanp + cot ¢) .

5 [1 -5 A][s B—s S Al
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Assim a condicao de regularidade da superficie parametrizada X é dada por (2.18).

Xyl XXyg
|X,1 ><X72|

A aplicacdo normal de Gauss N =

. 1
N =—e;+—(k',s"1).

B
Dai,
k./B - k'B,/B?
N,=| st/B—s'B;/B* |, i=1, 2.
—B,;/B?

Pelo sistema (2.1) chegamos que, k% = k}s% /s’ resultando nas equagdes de Weingarten
X,=p'N; i=1,2 (2.20)
onde p!, p? sao raios de curvatura principais da superficie M?
p'=€¢B—A;

2

aqui € = 3,21'/5,117 i =1, 2. A férmula (2.20) implica que u', u? sdo coordenadas de

linhas de curvatura. ]

Vamos relacionar esta construcao com a transformada de Ribaucour de superficies.

Proposicao 2.2. Seja X : U C R? — R? uma parametrizacao local do plano dada por
X(u'u?) = (B (u',u?), s*(u', u?), 0), (2.21)

onde as fungoes k* s> : U C R? — R satisfazem (2.1) e (2.2). Entdo, as curvas
coordenadas de X sdo ortogonais e a transformada de Ribaucour, X, de X com relacdo
a X;/a;, onde (a;)* =< X;, X; > € dada pela expressio (2.15)

~ A
X = (1,50 - (k4 1),

onde k*, s sao funcoes que satisfazem (2.1), (2.2) e A e B sao dadas por (2.16) e

(2.17).
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Demonstragao. Derivando (2.21) e usando (2.1), temos

le = (k?lvs?lao) = (tangp 8,21787217())7

Xo = (k?273,2270) = (—cotyp 5,227 3,2270)7
entao,

(a1) = g1 =< X1, X1 >=((tanp)® +1)(s7)?,
2 o X X _ 2 2\2
(a2)® = goo =< X, X >= ((cot )™ +1)(s%)",

g2 = < X1, Xz >=(—cotptany + 1)s3s5 =0,

logo as curvas coordenadas de X sao ortogonais.
Considere N = —e3 a aplicacao normal de X. Pelo Teorema 1.5, temos que X
é transformada de Ribaucour de X com relagao a X ;/a; se existem fungoes W, Q, Q'

satisfazendo o sistema (1.31), que neste caso pode ser dado por

, VY Oa;
Q i Y g . .
7] a/z aul7 ? # j
Qvi = a’iin
w = 1.

Além disso, X é dada por (1.34) e a aplicagdo normal de Gauss de X, N, é dada por

(1.35). Neste caso, temos

oy (Qlﬁﬂﬂéjteg), (2.22)
S aq (05}
~ 2 X X
N=—e;+= (Ql—71 22y €3> , (2.23)
S aq a9

onde

S = (0 + (2*) + 1.
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Substituindo X ; em (2.22) e (2.23), obtemos

oy X (utmesh  peotesh (151 2%
S ay as ’ a as ’ !
- 2 tan ¢ s> cot ¢ 52 52 52
N:—e3+—(§21¢ 02 ® 72’91_,1+92_,271)
Fazendo
1  tanp 4 ,Cot 5%
k — Q 2 — Q ) ,
ay a9
2 2
sho= syl
aq a2
e usando (2.1), temos
2022 9 o 0/ 219
N e Lo (tan@)?(s%) | o tan @ cot o 5% 5% oo (€Ot ©)(5%)
<k>+(3) = (Q)T—QQQ . <Q>W
+(Ql)2 (8»21>2 + 29192 57218,22 + (Q2>2(8,22)2
(a1)? a1as (az)?
@yt 9)” + D(sh)* ((cobp)? + 1)(s3)?

dA = Kk +s'ds® = (Qltaw ol s

’ > (K3 du® + k%du®)
2
+< —2) (s%du' + s%du?)
ay a
+1)(s

£0)2 + 1)(s3)?
2 Ut DR g ity 0t — a
aq )

as

portanto, S = 2B e 2 = A. De modo que, (2.22) e (2.23) sao dados por (2.15) e (2.19).
Além disso,

Ay =k'K3 +s'sh = (tanp k' + s')s%,

Ay = klk?g + 313?2 = (—cotp k' + s')s%,
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entao,

A1y =secp QO’leS?l + (tan ¢ L+ 31)5?12,

Aoy = cscp pik'sh 4 (—cotp k' + s1)s%,.
Da condigao de compatibilidade, A 15 = A 91, segue

5,212 +tan g 90,23,21 —cotyp 90,13,22 =0.

2.3 Construcao de subvariedades holonémicas com

fibrado normal plano

O caso de subvariedades M"™ de dimensao n requer certas modificagoes na construcao

da Secao 2.1. Comecaremos com um operador de Dirac

onde os coeficientes H; e (3;; sdo fungoes de n varidveis u’, 9; = 0,:. Queremos que a

métrica
> (Hi)du',
i=1

satisfaga a condigao de curvatura zero

! (2.25)
0iBij + 0iBji + D _ksi j Bribrj = 0, i # J.
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Temos por (1.6), (1.9) e (1.10) que os coeficientes R;;;, da curvatura R sao nulos

e = 0, 1#Fj#Fk s=1,...,n

Rl = Ol% —oTL + (1Y, — D)% + (T — TL)TL + Z AT,
k#i,j

= 8151] + 8jﬁji + Z ﬁkzﬂk] = 07 { 7&]

ki,j
Rsz = a FS +Fizrj] - F;L]Ffz +Ffzrzj = Sﬁij - ﬁisﬁsﬁ &) 7é [ #]7 s = 1?' -,

assim, a condigdo (2.25) implica que a curvatura é zero.

Sejam n vetores ortonormais X; = (Xy,, ..., X,,;) satisfazendo as equagoes
0X, = X,
’ Y (2.26)
0:X; = — Zk;ﬁi Bri Xk

A condigao de compatibilidade é satisfeita, de fato
Ok Xi — Oki Xi = BirBrej Xj + BijBin Xu — BijBinXn. — BB X5 =0, 1 # 5 # k,
se © = k ficamos com

0;;X;—0;;X; = @iﬁinj+ﬁijﬁjiXi+ajﬁjin+Z BriBrj X; = (aiﬂij“‘ajﬁji“‘z Brilrj) X

ki, ki, j

onde usamos (2.26) e por (2.25) temos que 0;X; = 0;;X; e a n X n matriz (X;) é

ortogonal.
Teorema 2.2. Sdo dadas as fungoes vetoriais H* = (HY, ..., HY), s* = (s},...,5%), 1 <
a < m, os vetores ortonormais X; = (Xu, ..., Xni), as fungoes HY, s, (i, X : U C

R" =R, 1 <1, 7 <n, satisfazendo

aiquzﬂiniaa Z7£37

OBij = BikBrj, 1t # J # K,
0iBij + 05Bji + D psi ; Brilrj = 0, i # j,
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0;Xi = Bii X,

9iX; = —Zz¢iﬂkiXk>

ds? = Xy Hpdu (2.27)
k=1

e as matrizes de fung¢oes U de ordem n x m, V de ordem m x m, |V| # 0 e W de

ordem (m +n) x m, definidas por

51 51
ool ] (225)

sbo...osm
AV =< % ds’ >= Zsf‘ds?, 1<a, B<m, (2.29)

i—1
UV

W= . (2.30)

vV-t—1,

Entao, cada coluna da matriz W pode ser considerada como a parametrizacao de uma
subvariedade M"™ em S™"~1 C R™™ com fibrado normal plano, as colunas restantes
sio as m — 1 normais que sao paralelas no fibrado normal. Além disso, u' sdo as

coordenadas das linhas de curvatura.
Demonstragao. Segue de (2.27) que 0;sf' = X;; HS', assim
aij? — 8@'8? = 8kX”H]O‘ + X”é?kHJO‘ — @Xlng — Xlk8jH;:

= BuXuHj + BejXijHy — B XigHy — BjH; X, = 0,

entao a condi¢ao de compatibilidade é satisfeita, nestes calculos usamos (2.24) e (2.26).
A condigao de compatibilidade dos elementos da matriz (2.29) é satisfeita em vista

de (2.27), de modo que, os elementos V*? estao bem definidos a menos de constantes.
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Restringindo estas constantes temos

<s%st >+l 3 (s)P 1
2 - 2 ’

Ve — (2.31)

[ 2

=1

Em forma matricial as condiges (2.29), (2.31) e (2.32) podem ser reescritas como
segue:

dV = U'dU, (2.33)
V4V =UU+ 1,. (2.34)

Por consequéncia de (2.27) a matriz 9;U é dada por

XH ... XuH"
X HY . X, H™
assim as m colunas da matriz 9;U sao X;H},..., X;H", portanto esta matriz é de

posto um. Seja a matriz W, de ordem (m + n) x m, (2.30)

Uv-1
vlo1,

Y

que consiste da submatriz superior UV ~! de ordem nxm e a submatriz inferior V-1—1,,

de ordem m x m. Segue de (2.33) e (2.34) que
W'W = I,

e O;W tem posto um. Assim, as m colunas w!,...,w™ da matriz W sao vetores
unitarios e ortogonais de R™". Escolha algum deles (por exemplo w') como a parametrizagao
de uma subvariedade M™ C 8™ C R™"" os vetores restantes w®, o = 2,...,m, sao
ortogonais a M™ e sao paralelos no fibrado normal. Além disso, u* sdo as coordenadas

das linhas de curvatura. A prova é analoga a feita no Teorema 2.1. O
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Levando em conta a ortonormalidade de Xj;

> s = > (Z(Xik)Z(H,g‘“)Q(dukf + > XikX,;ngH]?“dukduj>

i=1 i=1 \k=1 k=1

=D, (Z(Xik)2> (HE?(dub)? + Y (Z XikXZ-j> Hp H dudu
k=1 \i=l kj=1 \i=1

= SR,

implicando que s* = (s7,...,s%) é um sistema de coordenadas de curvatura nula com

a métrica diagonal
n

> (H)(du)?.

=1

E importante enfatizar que para n > 2 esta construgao requer solucao do sistema

(2.25) nao linear. No caso de superficie a equagao (2.24) é da forma
O Hy = —OapHy, OxHy = 01pHo,

onde 13 = —dap, (21 = 01, como uma conseqiiéncia de (2.25). Segue de (2.26) que

81X1 = _521X2 82X2 = _512X1

X1 = [i2Xo 01Xy = [PuXy,
entao

X7 = (cosp, —sinp), Xy = (sin,cosp).
Assim, a equagao (2.27) assume a forma

ds; = cosgp Hdu' + sin ¢ Hydu?,

dsy = —sing Hydu' + cos o Hodu?,
implicando que sy, sy satisfazem o sistema linear

Js1 = tany 089,

0181 = —cotp 08,
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que coincide com (2.1). Assim, no caso n = 2, esta construgao se reduz a da segao 2.1.



Conclusao

Fazemos a construcao de superficies com fibrado normal plano em R™ (esfera unitaria
S™) definindo uma matriz W em funcao de outras matrizes U, V dadas em termos das
solugoes de um sistema equacoes diferenciais. As matrizes U e V satisfazem certas
equacoes que sao equivalentes a W satisfazer a equacao W'W = I, e ter derivadas
parciais de posto um. Para subvariedades de dimensao n qualquer as matrizes U, V
sao dadas em termos de sistemas de coordenadas com curvatura zero. Quando n = 2,
esta construcao reduz a anterior para superficies.

Relacionamos as superficies de R? dadas por essa construcao com a teoria de trans-
formacoes de Ribaucour de superficies e concluimos que elas podem ser vistas como
transformadas de Ribaucour de um subconjunto do plano. Calculamos a condi¢ao de
regularidade para essas superficies parametrizadas de R?. Os resultados apresentados
de transformacao de Ribaucour estudamos nos trabalhos de Corro, A. V., Tenenblat,
K., (6], [7], [8]

O trabalho de Dajczer, M., Florit, L. A. e Tojeiro, R., [9], faz uma conexao entre os

artigos, [10] e [14] e apresenta uma extensao dos resultados obtidos nestes trabalhos.

o1
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