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Resumo

Neste trabalho estudamos alguns resultados do artigo de Ferapontov, E.V., Sur-

faces with flat normal bundle: an explicit construction, [10], onde é apresentada uma

construção expĺıcita de superf́ıcies com fibrado normal plano na esfera unitária Sn em

termos de soluções de um sistema de equações diferenciais. Uma construção similar é

proposta para subvariedades de R
n com fibrado normal plano.

No caso particular de superf́ıcies em S3, usando a projeção estereográfica de S3 em

R
3, as superf́ıcies obtidas são localmente transformadas de Ribaucour de um subcon-

junto do plano.
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Abstract

In this work we study some results Ferapontov´s paper, Surfaces with flat normal

bundle: an explicit construction, [10], where is presented an explicit construction of

surfaces with flat normal bundle in the unit sphere Sn in terms of solutions of a system

of differential equations. A similar construction is proposed for submanifolds of R
n

with flat normal bundle.

In the particular case of surfaces in S3, using the stereographic projection of S3 in

R
3, the surfaces obtained are locally transformation of Ribaucour of a flat subset.
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Introdução

Propomos a construção direta de superf́ıcies M2 ⊂ Sm+1 ⊂ R
m+2 com fibrado

normal plano em termos de uma matriz W de ordem (m + 2) × m satisfazendo a

equação

W tW = Im,

que depende de m soluções arbitrárias (k1, s1), . . . , (km, sm) do sistema linear

ku1 = tanϕsu1

ku2 = − cotϕsu2 ,

onde ϕ é uma função arbitrária de u1, u2. Cada coluna da matriz W pode ser consi-

derada como uma parametrização da superf́ıcie com fibrado normal plano. As colunas

restantes são as m−1 normais que são paralelas no fibrado normal. A matriz W é dada

de tal forma que Wui é de posto um, implicando que as coordenadas ui são coordenadas

de linhas de curvatura. Provaremos que uma superf́ıcie qualquer com fibrado normal

plano pode ser obtida localmente usando esta construção.

Generalizamos de forma análoga uma construção de subvariedadesMn holonômicas,

com fibrado normal plano em Sm+n−1, em termos de uma matriz W de ordem
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4

(m+ n) ×m satisfazendo a equação

W tW = Im,

que depende de m sistemas de coordenadas de R
n. Cada coluna da matriz W pode

ser considerada como a parametrização da subvariedade com fibrado normal plano. As

colunas restantes são as m− 1 normais que são paralelas no fibrado normal. A matriz

W é dada de tal forma que Wui é de posto um, implicando que as coordenadas ui são

coordenadas de linhas de curvatura.

A construção feita no trabalho de Ferapontov, E. V., [10] é baseada no artigo de

Liu, Q. P., Manas, M., [14].

Apresentamos a teoria de transformada de Ribaucour entre superf́ıcies de R
3. Prova-

mos que a projeção estereográfica de S3 em R
3 leva uma superf́ıcie de S3 obtida pela

construção acima em uma superf́ıcie de R
3 a qual é localmente a transformada de

Ribaucour de um subconjunto do plano.

No Caṕıtulo 1 apresentamos alguns tópicos de Variedades Riemannianas e pro-

priedades de matrizes, que serão usados ao longo do trabalho. Depois introduzimos

subvariedades com fibrado normal plano e a teoria de transformada de Ribaucour entre

superf́ıcies de R
3. No Caṕıtulo 2 apresentamos a construção de superf́ıcies com fibrado

normal plano na esfera Sm, aplicamos para um caso particular de superf́ıcies em R
3 e

fazemos a construção de subvariedades Mn holonômicas com fibrado normal plano na

esfera Sm+n−1.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Variedades Riemannianas

Nesta seção apresentaremos alguns conceitos e resultados de geometria Riemanni-

ana que serão utilizados neste trabalho.

Definição 1.1. Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M e uma

famı́lia de aplicações biuńıvocas xα : Uα ⊂ R
n → M , de abertos Uα de R

n em M ,

α ∈ I, I um conjunto de ı́ndices, tais que:

1. ∪αxα(Uα) = M .

2. Para todo par α, β com xα(Uα) ∩ xβ(Uβ) = W 6= ∅, os conjuntos x−1
α (W ) e

x−1
β (W ) são abertos em R

n e as aplicações x−1
β ◦ xα são diferenciáveis.

5



1.1 Variedades Riemannianas 6

O par (Uα, xα) (ou a aplicação xα), com p ∈ xα(Uα), é dito parametrização (ou

sistema de coordenadas) de M em p; xα(Uα) é uma vizinhança coordenada em p. Uma

famı́lia (Uα, xα) satisfazendo 1 e 2 da definição acima é uma estrutura diferenciável em

M .

Definição 1.2. Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Uma aplicação ϕ : M −→

N é diferenciável em p ∈ M se dada uma parametrização y : V ⊂ R
n −→ N em

ϕ(p)existe uma parametrização x : U ⊂ R
m −→ M em p tal que ϕ(x(U)) ⊂ y(V ) e a

aplicação

y−1 ◦ ϕ ◦ x : U ⊂ R
m −→ R

n

é diferenciável em x−1(p).

Decorre da condição (2) da Definição 1.1, que a Definição 1.2 não depende da

escolha das parametrizações.

Definição 1.3. Seja M uma variedade diferenciável. Uma aplicação diferenciável α :

(−ε, ε) →M é chamada uma curva (diferenciável) em M . Suponha que α(0) = p ∈M ,

e seja D(M) o conjunto das funções de M diferenciáveis em p. O vetor tangente à

curva α, em t = 0, é a função α
′

(0) : D(M) → R dada por

α
′

(0) =
d(f ◦ α)

dt
|t=0, f ∈ D(M).

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t = 0 de alguma curva α : (−ε, ε) →M

com α(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p será indicado por TpM .

Se escolhermos uma parametrização x : U → Mn em p ∈ M , o vetor α
′

(0) poderá

ser expresso nesta parametrização por

α
′

(0) =
n
∑

i=1

x
′

i(0)
(

∂
∂xi

)

0
, (1.1)



1.1 Variedades Riemannianas 7

onde ( ∂
∂xi

)0 é o vetor tangente em p à curva coordenada xi 7→ X(0, ..., xi, ..., 0).
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Definição 1.5. Seja Mn uma variedade diferenciável e seja TM = {(p, v) : p ∈

M e v ∈ TpM}. Pode-se introduzir em TM uma estrutura diferenciável (de dimensão

2n); com tal estrutura TM será chamado fibrado tangente de M .

Definição 1.6. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciável M é uma

correspondência que a cada ponto p ∈M associa um vetor X(p) ∈ TpM. Em termos de

aplicação, X é uma aplicação de M no fibrado tangente TM . O campo é diferenciável

se a aplicação X : M → TM é diferenciável.

Considerando uma parametrização x : U ⊂ R
n →M é posśıvel escrever

X(p) =
n
∑

i=1

ai(p)
∂

∂xi

, (1.2)

onde cada ai : U → R é uma função em U e { ∂
∂xi

} é a base associada a x, i=1,...,n. O

campo X é diferenciável se, e somente se, as funções ai são diferenciáveis para alguma

parametrização. Às vezes é conveniente pensar em um campo de vetores como uma

aplicação X : D(M) → F(M) do conjunto D(M) da funções diferenciáveis em M no

conjunto F(M) das funções em M , definida do seguinte modo

(Xf)(p) =
∑

i

ai(p)
∂f

∂xi

(p). (1.3)

A função Xf , definida acima, não depende da escolha da parametrização x.

Se X e Y são campos diferenciáveis de vetores em uma variedade diferenciável M .

Então, [X,Y ] = XY − Y X é um campo vetorial chamado o colchete de X e Y .

Definição 1.7. Uma métrica Riemanniana
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é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1, x2, ...xn) = q ∈ x(U)

e ∂
∂xi

(q) = dxq(0, ..., 1, ..., 0), então 〈 ∂
∂xi

(q), ∂
∂xj

(q)〉q = gij(x1, x2, ...xn) é uma função

diferenciável em U .

Uma variedade diferenciável com uma métrica Riemanniana é chamada variedade

Riemanniana.

Definição 1.8. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M →

N (isto é, f é uma bijeção diferenciável com inversa diferenciável) é chamado uma

isometria se

〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p) para todo p ∈M,u, v ∈ TpM.

Seja então, f : Mn → Nn+k uma imersão. Se N tem uma estrutura Riemanniana,

f induz uma estrutura Riemanniana em M por

〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p), u, v ∈ TpM.

A métrica deM é chamada então a métrica induzida por f , e f é uma imersão isométrica.

No que se segue, X (M) denotará o conjunto de campos de vetores de classe C∞ em

M.

Definição 1.9. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X (M) ×X (M) → X (M)

que se indica por (X,Y ) 7→ ∇XY e que satisfaz as seguintes propriedades:

1. ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ

2. ∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ
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3. ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y ,

onde X, Y , Z ∈ X (M) e f , g ∈ D(M).

Dizemos que uma conexão afim ∇ em uma variedade Riemanniana M é compat́ıvel

com a métrica se,

X < Y,Z >=< ∇XY, Z > + < Y,∇XZ >,

e simétrica quando

∇XY −∇YX = [X,Y ],

onde X, Y, Z ∈ X (M).

Em um sistema de coordenadas (U, x), o fato da conexão ser simétrica implica que

para todo i, j = 1, ..., n,

∇Xi
Xj −∇Xj

Xi = [Xi, Xj] = 0, Xi =
∂

∂xi

. (1.4)

Teorema 1.1 (Levi Civita). Dada uma variedade Riemanniana M , existe uma única

conexão afim ∇ em M satisfazendo as condições:

1. ∇ é simétrica;

2. ∇ é compat́ıvel com a métrica Riemanniana.

Observação 1.1. A conexão ∇ dada pelo Teorema (1.1) é denominada conexão Rie-

manniana de M ou conexão de Levi Civita, e caracterizada pela Fórmula de Koszul,

〈Z,∇YX〉 =
1

2
{X〈Y, Z〉 + Y 〈Z,X〉 − Z〈X,Y 〉 +

〈[X,Z], Y 〉 − 〈[Y, Z], X〉 − 〈[X,Y ], Z〉}.
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Escolhendo um sistema de coordenadas (U,X) em torno de p, escrevendo ∇Xi
Xj =

∑

k Γk
ijXk os Γk

ij são chamados os śımbolos de Christoffel da conexão, temos pela

Fórmula de Koszul que

∑

l

Γl
ijglk =

1

2

{

∂

∂xi

gjk +
∂

∂xj

gki −
∂

∂xk

gij

}

,

onde gij =< Xi, Xj >, i, j, k = 1, ..., n.

Como a matriz (gkm) admite uma inversa (gkm),

Γm
ij =

1

2

∑

k

{

∂

∂xi

gjk +
∂

∂xj

gki −
∂

∂xk

gij

}

gkm. (1.5)

Em seguida definiremos a curvatura em uma variedade Riemanniana M .

Definição 1.10. A curvatura R, de uma variedade Riemanniana M é uma corres-

pondência que associa a cada par X, Y ∈ X (M) uma aplicação

R(X,Y ) : X (M) → X (M) dada por

R(X,Y )Z = ∇Y ∇XZ −∇X∇YZ + ∇[X,Y ]Z, Z ∈ X (M),

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M .

Observe que se M = R
n, então R(X,Y )Z = 0, ∀ X,Y, Z ∈ R

n.

Em um sistema de coordenadas (U, x) em torno de p ∈M , denotamos

R(Xi, Xj)Xk =
∑

l

Rl
ijkXl,

temos que os Rl
ijk se expressam em termos dos śımbolos de Christoffell Γk

ij por

Rs
ijk =

∑

l

Γl
ikΓ

s
jl −

∑

l

Γl
jkΓ

s
il +

∂

∂xj

Γs
ik −

∂

∂xi

Γs
jk. (1.6)

Relacionada com o operador R, está a curvatura seccional que será definida a seguir.
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Definição 1.11. Dado um ponto p ∈ M
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No que se segue, M será uma variedade Riemanniana munida de sua conexão Rie-

manniana. Seja f : Mn → M
n+m=k

uma imersão. Então, para cada p ∈ M , existe a

vizinhança U ⊂M de p, tal que f(U) ⊂M é uma subvariedade de M . Isto quer dizer

que existe uma vizinhança U ⊂ M de f(p) e um difeomorfismo ϕ : U → V ⊂ R
k em

um aberto V do R
k, tais que ϕ aplica difeomorficamente f(U) ∩ U em um aberto do

subespaço R
n ⊂ R

k. Para simplificar a notação, identificaremos U com f(U) e cada

vetor v∈TqM, q ∈ U , com dfq(v) ∈ Tf(q)M̄ .

Para cada p ∈M , o produto interno em TpM decompõe TpM na soma direta

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM̄ .

A conexão Riemanniana de M̄ será indicada por ∇̄. Se X e Y são campos locais

de vetores em M, e X̄, Ȳ são extensões locais a M̄ , a conexão Riemanniana relativa à

métrica induzida de M é dada por,

∇XY = (∇̄X̄ Ȳ )T .

Vamos definir a segunda forma fundamental da imersão f : M → M̄ . Indicaremos

por X (U)⊥ o conjunto dos campos diferenciáveis em U de vetores normais a f(U) ≈ U .

Sejam X e Y campos locais em M . A aplicação B : X (U)×X (U) → X (U)⊥ dada por

B(X,Y ) = ∇̄X̄ Ȳ −∇XY = (∇̄X̄ Ȳ )N

é uma forma bilinear e simétrica chamada a segunda forma fundamental de f. Expri-

mindo B em um sistema de coordenadas conclúımos que o valor de B(X,Y )(p) depende

apenas deX(p) e Y (p). Seja p ∈M e η ∈ (TpM)⊥. À aplicação bilinear B fica associada

uma aplicação linear auto-adjunta Sη : TpM → TpM dada por

〈Sη(x), y〉 = 〈B(x, y), η〉.
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A proposição seguinte nos dá uma expressão da aplicação linear associada à segunda

forma fundamental em termos da derivada covariante.

Proposição 1.2. Seja p ∈M, x ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥. Seja N uma extensão local de

η normal a M . Então

Sη(x) = −(∇xN)T .

Relacionaremos agora a curvatura deM com a curvatura deM e as segundas formas

fundamentais. Se x, y ∈ TpM ⊂ TpM , são linearmente independentes, indicaremos por

K(x, y) e K(x, y) as curvaturas seccionais de M em M , respectivamente, no plano

gerado por x e y.

Teorema 1.2 (Gauss). Sejam p ∈M e x, y vetores ortonormais de TpM . Então

K(x, y) −K(x, y) = 〈B(x, x), B(y, y)〉 − |B(x, y)|2.

Em seguida apresentaremos as equações fundamentais de uma imersão isométrica.

Seja f : Mn →M
n+m

uma imersão isométrica. Localmente, a parte do fibrado tangente

TM̄ que se projeta sobre M se decompõe em um fibrado tangente TM e em um fibrado

normal TM⊥. No que se segue, usaremos sistematicamente as letras latinas X, Y , Z,

etc., para indicar os campos diferenciáveis de vetores tangentes e as letras gregas ξ, η, ζ,

etc., para indicar os campos diferenciáveis de vetores normais.

Dados X e η, já vimos que a componente tangente de ∇̄Xη é dada por (∇̄Xη)
T =

−Sη(X). Passaremos agora a estudar a componente normal de ∇̄Xη, que será chamada

a conexão normal ∇⊥ da imersão. Explicitamente,

∇⊥
Xη = (∇̄Xη)

N = ∇̄Xη − (∇̄Xη)
T = ∇̄Xη + Sη(X).

Verifica-se que a conexão normal ∇⊥ possui as propriedades usuais de uma conexão.



1.1 Variedades Riemannianas 15

De maneira análoga ao caso do fibrado tangente, introduz-se a partir de ∇⊥ uma

notação de curvatura no fibrado normal que é chamada curvatura normal R⊥ da imersão

e definida por

R⊥(X,Y )η = ∇⊥
Y ∇⊥

Xη −∇⊥
X∇⊥

Y η + ∇⊥
[X,Y ]η.

Proposição 1.3. As seguintes equações se verificam:

1. Equação de Gauss

〈R̄(X,Y )Z,W 〉 = 〈R(X,Y )Z,W 〉 − 〈B(Y,W ), B(X,Z)〉

+〈B(X,W ), B(Y, Z)〉.

2. Equação de Ricci

〈R̄(X,Y )η, ζ〉 − 〈R⊥(X,Y )η, ζ〉 = 〈[Sη, Sζ ]X,Y 〉,

onde [Sη, Sζ ] indica o operador Sη ◦ Sζ − Sζ ◦ Sη.

A segunda forma fundamental da imersão pode então ser considerada como um

tensor

B : X (M) ×X (M) ×X (M)⊥ → D(M)

definido por

B(X,Y, η) = 〈B(X,Y ), η〉.

A definição de derivada covariante se estende a esse tipo de tensor de maneira natural:

(∇̄XB)(Y, Z, η) = X(B(Y, Z, η)) −B(∇XY, Z, η)

−B(Y,∇XZ, η) −B(Y, Z,∇⊥
Xη).

Proposição 1.4 (Equação de Codazzi). Com a notação acima,

〈R̄(X,Y ), Z, η〉 = (∇̄YB)(X,Z, η) − (∇̄XB)(Y, Z, η).
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Observação 1.2. Se o espaço ambiente M̄ tem curvatura seccional constante, a equação

de Codazzi se reduz a

(∇̄XB)(Y, Z, η) = (∇̄YB)(X,Z, η).

Se, além disso, a codimensão da imersão é 1, ∇⊥
Xη = 0, donde,

∇̄XB(Y, Z, η) = X〈Sη(Y ), Z〉 − 〈Sη(∇XY ), Z〉 − 〈Sη(Y ),∇XZ〉

= 〈∇X(Sη(Y )), Z〉 − 〈Sη(∇XY ), Z〉.

Portanto, neste caso, a equação de Codazzi se escreve da forma

∇X(Sη(Y )) −∇Y (Sη(X)) = Sη([X,Y ]).

A importância das equações de Gauss, Codazzi e Ricci é que,
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Demonstração. Considere o subespaço

Rλ = {x; Ax = λx}.

Queremos mostrar que se x ∈ Rλ, então Bx ∈ Rλ, isto é, ABx = λBx. Como

AB = BA, temos

ABx = BAx = Bλx = λBx,

que prova o lema.

Lema 1.2. Quaisquer duas transformações lineares que comutam têm em comum um

autovetor.

Demonstração. Seja AB = BA e seja λ um autovalor de A. Pelo Lema 1.1 Rλ é

invariante por B. Assim Rλ contém um vetor x0 que é um autovetor de B. Mas x0

também é um autovetor de A, pois todos vetores de Rλ são autovetores de A.

Proposição 1.6. Sejam A e B duas transformações auto-adjuntas definidas em um

espaço vetorial n-dimensional R. Uma condição necessária e suficiente para a existência

de uma base ortogonal em R relativa a qual as transformações A e B são representadas

por matrizes diagonais é que A e B comutam.

Demonstração. Suponha que AB = BA. Então, pelo Lema 1.2, existe um vetor e1 que

é um autovetor de A e B, isto é,

Ae1 = λ1e1, Be1 = µ1e1.

Vamos mostrar que o subespaço (n-1)-dimensional R1 ortogonal a e1 é invariante por

A e B. Seja x ∈ R1

〈Ax, e1〉 = 〈x,Ae1〉 = λ1 〈x, e1〉 = 0
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assim Ax ∈ R1, portanto R1 é invariante por A. De maneira análoga mostra-se que R1

é invariante por B. Agora considere A e B somente em R1. Pelo Lema 1.2, existe um

vetor e2 em R1 que é um autovetor de A e B,

Ae2 = λ2e2, Be2 = µ2e2.

Todos vetores de R1 que são ortogonais a e2 formam um subespaço (n-2)-dimensional

invariante por A e B. Procedendo desta maneira encontramos n autovetores ortogonais

e1, e2, . . . , en:

Aei = λiei, Bei = µiei, i = 1, . . . , n.

Relativa a base {ei} as matrizes de A e B são diagonais.

Assuma que as matrizes de A e B são diagonais relativa a alguma base ortogonal.

Segue que estas matrizes comutam. Mas então as transformações também comutam.

1.3 Subvariedades de Rn com fibrado normal plano

Vamos definir subvariedades com fibrado normal plano e em seguida encontrar as

equações de Gauss e Codazzi para subvariedades de R
n. Considere Mn uma subvarie-

dade de R
n+m e X : U ⊂ R

n →M um sistema de coordenadas de M.

Definição 1.15. Dizemos que M tem fibrado normal plano se existe uma base ortonor-

mal de TM⊥, {Nα} 1 ≤ α ≤ m, para a qual

dNα ∈ TM, para todo α.

Os campos Nα são chamados campos paralelos na conexão normal plana.



1.3 Subvariedades de Rn com fibrado normal plano 19

Observação 1.3. Admita que o espaço ambiente M̄ tem curvatura seccional constante.

Então, a equação de Ricci se escreve

〈R⊥(X,Y )η, ζ〉 = −〈[Sη, Sζ ]X,Y 〉.

Decorre dáı que R⊥ = 0 se, e somente se, [Sη, Sζ ] = 0 para todo η, ζ.

Proposição 1.7. Mn ⊂ R
n+m tem fibrado normal plano se,e somente se, existe, {Nα},

1 ≤ α ≤ m, base de TM⊥ e {wi}, 1 ≤ i ≤ n, base de TM , tal que

dNα(wi) = λαiwi, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ α ≤ m.

Neste caso os wi são chamados de direções principais e λαi são as curvaturas principais.

Demonstração. Suponha que M tem fibrado normal plano, então existe uma base,

{Nα}, do fibrado normal tal que dNα ∈ TM . Assim,

R⊥(X,i, X,j)N
α = 0, 1 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ α ≤ m,

onde {X,i}, 1 ≤ i ≤ n, é uma base de TM . Portanto, R⊥ = 0, pela Observação 1.3

temos que [Sη, Sζ ] = 0. Usando a Proposição 1.6 existe uma base {wi} de TM que

diagonaliza simultaneamente todos Sη, η ∈ X⊥(M). Temos,

SNα(wi) = −(dNα(wi))
> = −dNα(wi) = −λαiwi.

Reciprocamente, se dNα(wi) = λαiwi, então dNα ∈ TM.

Definição 1.16. Uma subvariedade com fibrado normal plano é chamada holonômica se

localmente admite parametrizações cujas curvas coordenadas são linhas de curvatura.

Vamos considerarMn ⊂ R
n+m holonômica eX : U ⊂ R

n → R
n+m uma parametrização

cujas curvas coordenadas são linhas de curvatura ortogonais. Assim podemos escrever

dNα(X,i) = λαiX,i, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ α ≤ m,
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onde X,i = ∂X/∂ui. Seja gij = 〈X,i, X,j〉 a métrica de M.

Observação 1.4. Seja X : U ⊂ R
n → R

n+m uma subvariedade cujas curvas coorde-

nadas são ortogonais. Então, por (1.5), temos

Γk
ij = 0, i 6= j 6= k,

Γi
ij =

1

2gii

∂gii

∂uj
, i, j qualquer,

Γj
ii = − 1

2gjj

∂gii

∂uj
= − gii

gjj

Γi
ij, i 6= j,

onde, 1 ≤ i, j, k ≤ n.

Introduza as funções

Hi =
√
gii,

βij dada pela fórmula

∂iHj = βijHi, i 6= j

e Hα
i satisfazendo

λαi =
Hα

i

Hi

.

Usando que Hi =
√
gii, os śımbolos de Christoffel são dados por

Γi
ii =

1

Hi

∂iHi,

Γi
ij =

Hj

Hi

βji, (1.7)

Γj
ii = −Hi

Hj

βji.

Usando as notações introduzidas acima vamos escrever as equações de Gauss e

Codazzi de M.

Proposição 1.8. Seja X : U ⊂ R
n → R

n+m uma subvariedade com fibrado normal

plano cujas curvas coordenadas são linhas de curvatura ortogonais. Então as equações
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de Gauss e Codazzi são dadas por

∂iH
α
j = βijH

α
i , (1.8)

∂kβij = βikβkj, k 6= i, j, (1.9)

∂iβij + ∂jβji +
∑

k 6=i,j

βkiβkj +
m
∑

α=1

Hα
i H

α
j = 0, (1.10)

onde (Hi)
2 =< X,i, X,i >, H

α
i = Hiλ

αi e λαi são as curvaturas principais.

Demonstração. Temos que X,ij ⊂ TM , de fato, derivando 〈X,i, N
α〉 = 0 em relação a

uj 6= ui ficamos com

〈X,ij, N
α〉 = −〈X,i, ∂jN

α〉 = 〈X,i, λ
αjX,j〉 = 0,

para todo α = 1, . . . ,m. Assim podemos escrever

X,ii =
n
∑

k=1

Γk
iiX,k +

m
∑

α=1

bαi N
α, (1.11)

X,ij =
n
∑

k=1

Γk
ijX,k, i 6= j, (1.12)

onde os Γk
ij e bαi são funções de n variáveis u1, . . . , un definidas em U e Γk

ij são os

śımbolos de Christoffel. Como M ⊂ R
n+m, a condição de compatibilidade implica que

∂jX,ii = ∂iX,ij, substituindo (1.11) e (1.12)

n
∑

k=1

(∂jΓ
k
iiX,k + Γk

iiX,kj) +
n
∑

α=1

(∂jb
α
i N

α + bαi ∂jN
α) =

n
∑

k=1

(∂iΓ
k
ijX,k + Γk

ijX,ki).

Usando novamente (1.11), (1.12) e que dNα(X,i) = λαiX,i a equação acima fica

n
∑

l=1

[∂jΓ
l
ii − ∂iΓ

l
ij + Γj

iiΓ
l
jj − Γi

ijΓ
l
ii + (Γi

ii − Γj
ij)Γ

l
ij +

∑

k 6=i,j

(Γk
iiΓ

l
kj − Γk

ijΓ
l
ki)]X,l +

n
∑

α=1

bαi λ
αjX,j +

n
∑

α=1

(Γj
iib

α
j − Γi

ijb
α
i + ∂jb

α
i )Nα = 0. (1.13)



1.4 Transformada de Ribaucour entre superf́ıcies de R3 22

Os vetores {X,i, N
α}, i = 1, . . . , n e α = 1, . . . ,m, formam uma base de R

n+m. E

como Γk
ij = 0, se i 6= j 6= k, tomando os coeficientes de X,j, X,l, l 6= i, j e Nα, na

equação (1.13) temos as seguintes equações respectivamente

∂jΓ
j
ii − ∂iΓ

j
ij + (Γj

jj − Γi
ij)Γ

j
ii + (Γi

ii − Γj
ij)Γ

j
ij +

∑

k 6=i,j

Γk
iiΓ

j
kj +

n
∑

α=1

bαi λ
αj = 0,

∂jΓ
l
ii + Γj

iiΓ
l
jj − Γi

ijΓ
l
ii + Γl

iiΓ
l
lj = 0,

Γj
iib

α
j − Γi

ijb
α
i + ∂jb

α
i = 0.

Derivando 〈X,i, N
α〉 = 0 em relação a ui temos

bαi = −〈X,i, ∂iN
α〉 = −λαigii, (1.14)

usando nas equações acima, temos

Γj
ii,j − Γj

ij,i + (Γj
jj − Γi

ij)Γ
j
ii + (Γi

ii − Γj
ij)Γ

j
ij +

∑

k 6=i,j

Γk
iiΓ

j
kj =

n
∑

α=1

λαiλαjgii,(1.15)

Γl
ii,j + Γj

iiΓ
l
jj − Γi

ijΓ
l
ii + Γl

iiΓ
l
lj = 0, (1.16)

λαi

,j = (λαj − λαi)Γi
ij. (1.17)

As equações (1.15) e (1.16) são as equações de Gauss e a equação (1.17) é a equação

de Codazzi.

Usando que λαi =
Hα

i

Hi
e os śımbolos de Christoffel (1.7), a equação de Codazzi

(1.17) pode ser escrita na forma (1.8) e das equações de Gauss (1.15), (1.16) obtemos

(1.10) e (1.9) respectivamente.

1.4 Transformada de Ribaucour entre superf́ıcies

de R3

Nesta seção, introduziremos a teoria de transformada de Ribaucour de superf́ıcies. Para

mais detalhes, ver [1], [4] e [5].
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Uma congruência de esferas em R
3 é uma famı́lia a 2-parâmetros de esferas, com uma

função raio diferenciável, cujos centros encontram-se em uma superf́ıcie M0 contida em

R
3. Uma involuta de uma congruência de esferas é uma superf́ıcie M de R

3 tal que, em

cada ponto, M é tangente a uma esfera da congruência de esferas. Duas superf́ıcies M e

M̃ são associadas por uma congruência de esferas se tem um difeomorfismo Ψ : M → M̃

tal que, para pontos correspondentes p e Ψ(p), as superf́ıcies são tangentes à mesma

esfera da congruência de esferas. Segue desta definição que as retas normais em pontos

correspondentes interceptam em um ponto equidistante na superf́ıcie dos centros M0.

Um caso especial importante ocorre quando Ψ preserva direções principais.

Definição 1.17. Seja M2 superf́ıcie em R
3. Suponha que exista e1, e2 campos de ve-

tores principais ortonormais definidos em M . Uma superf́ıcie M̃2 ⊂ R
3 é associada a

M por uma transformada de Ribaucour, com relação a e1, e2 se existe um difeomor-

fismo ψ : M → M̃ e uma função diferenciável h : M → R, tal que

a) q + h(q)N(q) = ψ(q) + h(q)Ñ(ψ(q)), ∀q ∈M

b) o subconjunto q + h(q)N(q), q ∈M é 2-dimensional

c) dψ(ei) são direções principais ortogonais em M̃,

onde N e Ñ são as aplicações normais de Gauss associadas a M e M̃ ,

respectivamente.
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Nos resultados seguintes vamos considerar M2 ⊂ R
3 que localmente admite uma

parametrização X : U ⊂ R
2 → R

3, cujas curvas coordenadas são linhas de curvatura

ortogonais, N a aplicação normal de Gauss associada a M e λ1, λ2 as curvaturas

principais de M. Considere também M̃ ⊂ R
3 superf́ıcie com parametrização X̃ : U ⊂

R
2 → R

3 e aplicação normal Ñ . Sejam X,1 = ∂X
∂u1 , X,2 = ∂X

∂u2 , u = (u1, u2) ∈ U e se f é

uma função qualquer de u1, u2, f,1 = ∂f

∂u1 e f,2 = ∂f

∂u2 .

Lema 1.3. Sejam X : U ⊂ R
2 → R

3 uma superf́ıcie cujas curvas coordenadas são

linhas de curvatura ortogonais, N a aplicação normal de Gauss associada a X, a2
i =<

X,i, X,i >, 1 ≤ i ≤ 2 e {λi}2
i=1 as curvaturas principais de X. X̃ é transformada de

Ribaucour de X com relação a X,1/a1, X,2/a2 se, e somente se, existe uma função

h : U ⊂ R2 → R tal que X̃ é dado por

X̃ = X + h(N − Ñ), (1.18)

Ñ =
2
∑

k=1

bkX,k +b3N, (1.19)
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onde

bi =
h,i (1 − b3)

gii(1 + hλi)
, 1 ≤ i ≤ 2, (1.20)

b3 =
∆ − 1

∆ + 1
, (1.21)

∆ =
2
∑

k=1

(h,k )2

gkk(1 + hλk)2
(1.22)

e as seguintes relações são satisfeitas

(1 + hλj) < X,j , N,i> +h,j < N, Ñ,i>= 0

< Ñ,i , Ñ >= 0,

< Ñ,i , Ñ ,j >= 0,

< X̃,i , X̃,j >= 0,

(1.23)

para 1 ≤ i, j ≤ 2, i 6= j.

Demonstração. Vamos tomar X̃(U) = ψ(X(U)). Suponha que X̃ é transformada de

Ribaucour de X, então (1.18) é satisfeita. Ñ pode ser escrita na forma (1.19), tal que

< Ñ, Ñ > = 1,

< Ñ, X̃,i> = 0,

< Ñ,i , Ñ > = 0, (1.24)

< Ñ,i , X̃,j > = 0,

< X̃,i , X̃,j > = 0,

e 1 ≤ i, j ≤ 2, i 6= j.

Derivando (1.18), temos

X̃,i = X,i +h,i (N − Ñ) + h(N,i −Ñ ,i )

usando que, N,i = λiX,i, obtemos

X̃,i = (1 + hλi)X,i +h,i (N − Ñ) − hÑ,i . (1.25)
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Substituindo (1.19) e (1.25) na segunda equação de (1.24), temos

(1 + hλi)giib
i − (1 − b3)h,i = 0,

então (1.20) é satisfeita. Substituindo (1.19) na primeira equação de (1.24), con-

seguimos
2
∑

k=1

(bk)2gkk + (b3)2 = 1,

fazendo

∆ =
2
∑

k=1

(h,k )2

gkk(1 + hλk)2

e usando (1.20) chegamos que b3 satisfaz a equação

(1 + ∆)(b3)2 − 2∆b3 + (∆ − 1) = 0.

Resolvendo a equação acima, obtemos

b3 =
∆ ± 1

∆ + 1
,

então b3 = 1, de onde segue que X = X̃, ou (1.21) é satisfeita. A quarta equação de

(1.24) é equivalente à primeira equação de (1.23).

Segue diretamente das condições (1.18) − (1.23) que a rećıproca é verdadeira.

Lema 1.4. Sejam X : U ⊂ R
2 → R

3 uma superf́ıcie cujas curvas coordenadas são

linhas de curvatura, N a aplicacão normal de X, a2
i =< X,i, X,i >, 1 ≤ i ≤ 2 e {λi}2

i=1

as curvaturas principais. Considere X̃ a transformada de Ribaucour de X com relação

a X,1 /a1, X,2 /a2 e Ñ a aplicação normal de X̃. Então temos que:

Ñ ,i =
∑

j

Cj
iX,j +C3

i N, (1.26)
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onde

Ci
i = b,ii +

2
∑

l=1

blΓi
li + b3λi

Cj
i = b,ji +biΓj

ii + bjΓj
ji, (1.27)

C3
i = b,3i −biλigii,

gii =< X,i , X,i> e Γk
ij são os śımbolos de Cristoffel de X.

Demonstração. Derivando (1.19) com relação a ui

Ñ ,i =
2
∑

k=1

(bk,iX,k +bkX,ki ) + b3,iN + b3N,i , (1.28)

Usando (1.11), (1.12) e (1.14), temos

X,ii = Γi
iiX,i +Γj

iiX,j −giiλ
iN

X,ji = Γi
jiX,i +Γj

jiX,j .

Substituindo estas relações e N,i = λiX,i em (1.28) obtemos os resultados.

Teorema 1.3. Sejam X : U ⊂ R
2 → R

3 superf́ıcie cujas curvas coordenadas são linhas

de curvatura, N a aplicação normal de X e X̃(u1, u2) = X(u1, u2)+h(u1, u2)(N(u1, u2)−

Ñ(u1, u2)) onde Ñ é a aplicação normal de X̃ dada por (1.19) − (1.22). Então X̃ é

transformação de Ribaucour de X com relação a X,1 /a1 X,2 /a2 se, e somente se, h

satisfaz

h,ij −
(1 + hλj)

1 + hλi
Γi

ijh,i −
(1 + hλi)

1 + hλj
Γj

jih,j −
[

λi

1 + hλi
+

λj

1 + hλj

]

h,i h,j = 0 (1.29)

Demonstração. Substituindo (1.26) chegamos que a primeira equação de (1.23) é equi-

valente a equação

(1 + hλj)gjjC
j
i + h,j C

3
i = 0. (1.30)
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Esta equação é equivalente a equação (1.29), de fato, usando (1.27) ficamos com

(1 + hλj)gjj(b,
j
i +biΓj

ii + bjΓj
ji) + h,j (b,3i −biλigii) = 0.

Substituindo (1.20), sua derivada e usando a equação de Codazzi λ,ij = (λj − λi)Γi
ij,

temos
[

h,ij −2Γj
jih,j −

λjh,j h,i
1 + hλj

−
(λi − λj)Γj

jihh,j

1 + hλj
+

(1 + hλj)Γj
iih,i gjj

(1 + hλi)gii

+h,j Γj
ji −

h,i h,j λ
i

1 + hλi

]

(1 − b3) = 0

usando que Γj
ii = −gii/gjjΓ

i
ij obtemos a equação (1.29).

Suponha que X̃ é transformação de Ribaucour de X com relação a X,1 /a1 X,2 /a2,

logo pelo Lema (1.3), temos que o sistema (1.23) é satisfeito, então vale (1.29).

Reciprocamente, suponha que (1.29) é satisfeito, esta equação é equivalente a (1.30),

usando esta equação verificamos que as condições suficientes do Lema (1.3) são satisfei-

tas. De fato, a primeira equação de (1.23) é satisfeita, então < Ñ,i , X̃,j >= 0, também

temos que < Ñ,i , Ñ >= 0, além disso usando ( 1.25), (1.20) e (1.30) obtemos

< X̃,i , X̃,j > = < (1 + hλi)X,i +h,i (N − Ñ) − hÑ,i , X̃,j >

= (1 + hλi) < X,i , X̃,j > +h,i< N, X̃j >

= (1 + hλi) < X,i , (1 + hλj)X,j +h,j (N − Ñ) − hÑ,j >

+h,i< N, (1 + hλj)X,j +h,j (N − Ñ) − hÑ,j >

= −(1 + hλi)giib
ih,j −(1 + hλi)giiC

i
jh+ h,i h,j (1 − b3) − C3

j hh,i

= −h,j h,i (1 − b3) + h,j h,i (1 − b3) − h((1 + hλi)giiC
i
j + C3

j h,i ) = 0.

O resultado segue do Lema (1.3).

Lema 1.5. Se h é solução de (1.29), então ψ =
∑2

i=1A
idui, Ai = h,i

(1+hλi)h
, é uma

forma fechada.
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Demonstração. ψ é uma forma fechada se, e somente se, A1
,2 = A2

,1. Derivando A1,

temos

A1
,2 =

h,12

(1 + hλ1)h
− h,1h,2

(1 + hλ1)h2
− h,1h,2λ

1

(1 + hλ1)2h
− h,1λ

1
,2

(1 + hλ1)2
,

usando (1.29) e a Equação de Codazzi (1.17), obtemos

A1
,2 =

h,1

(1 + hλ1)h
Γ1

12 +
h,2

(1 + hλ2)h
Γ2

12 −
h,1h,2

(1 + hλ1)(1 + hλ2)h2
,

logo A1
,2 = A2

,1, de onde segue o resultado.

Teorema 1.4. Se h é uma solução de (1.29), que não se anula em um domı́nio sim-

plesmente conexo, então h = Ω
W

, onde Ω e W são funções não nulas que satisfazem

Ω,ij =
Ωj

ai

∂aj

∂ui

, i 6= j,

Ω,i = aiΩ
i, (1.31)

W, i = −λiaiΩ
i,

onde a2
i = gii. Reciprocamente, suponha (1.31) satisfeito e W (W + Ωλi) 6= 0, então

h = Ω
W

satisfaz (1.29).

Demonstração. Suponha que h é solução de (1.29). Como ψ é uma forma fechada

existe Ω tal que d(log Ω) = ψ. Defina Ωi = Ω,i/ai e W = Ω/h, onde a2
i = gii. A

segunda equação de (1.31) está satisfeita e

h,i = Ω,i(1 + λiΩ/W )/W =
aiΩ

i

W 2
(W + λiΩ). (1.32)

Derivando W obtemos a terceira equação de (1.31), de fato

W,i =
Ω,i

h
− h,iΩ

h2
=
aiΩ

iW

Ω
− aiΩ

iW

Ω
(1 + λiΩ/W ) = −aiΩ

iλi.
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Derivando (1.32) com relação a uj, temos

h,ij = [(ai,jΩ
i + aiΩ

i
,j)(W + λiΩ) + aiΩ

i(−W,j + λi
,jΩ + λiajΩ

j]/W 2 − [2W,jaiΩ
iΩλi]/W 3.

Usando a terceira equação de (1.31) e (1.17), obtemos

h,ij = [(ai,jΩ
i + aiΩ

i
,j)(W + λiΩ) + aiajΩ

iΩj(λi + λj) + aiΩ
iΩ(λj − λi)Γi

ij]/W
2

+2[aiajΩ
iΩjΩλiλj]/W 3.

Logo a equação (1.29) é equivalente a

[ai,jΩ
i + aiΩ

i
,j − aiΩ

iΓi
ij − ajΩ

jΓj
ij](W + λiΩ)/W 2 = 0,

usando ai,j = Γi
ijai, conclúımos

aiΩ
i
,j − aj,iΩ

j = 0.

Portanto, (1.29) é equivalente à primeira equação de (1.31).

Reciprocamente se (1.31) é satisfeito, considerando h,i = Ω,i(1 + λiΩ/W )/W con-

clúımos que (1.29) é satisfeito.

Segue da prova acima que

h, i =
aiΩ

i

W
(1 + λiΩ/W ), ∆ =

∑

j(Ω
j)2

W 2
(1.33)

Dáı h,i 6= 0 se, e somente se Ωi 6= 0. As transformações de Ribaucour de uma superf́ıcie

são dadas em termos das soluções do sistema (1.31).

Teorema 1.5. Sejam X : U ⊂ R
2 → R

3 uma superf́ıcie cujas curvas coordenadas

são linhas de curvatura, N a aplicação normal de X, a2
i =< X,i, X,i >, 1 ≤ i ≤ 2 e

{λi}2
i=1 as curvaturas principais de X. A superf́ıcie X̃ é transformação de Ribaucour
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de X com relação a X,1/a1, X,2/a2 se, e somente se, existem funções diferenciáveis

W,Ω,Ωi : V ⊂ U → R, que satisfazem o sistema (1.31) e X̃ é dada por

X̃ = X − 2Ω

S

(

∑

i

ΩiX,i
ai

−WN

)

, (1.34)

onde

S =
∑

i

(Ωi)2 +W 2.

Além disso, a aplicação normal de X̃ é dada por

Ñ = N +
2W

S

(

∑

i

ΩiX,i
ai

−WN

)

(1.35)

e a curvatura principal de X̃, para todo 1 ≤ i ≤ 2, é dada por

λ̃i =
WT i + λiS

S − ΩT i
, (1.36)

onde

T i = 2

(

Ωi
,i

ai

+
Ωj

aj

Γi
ij − λiW

)

. (1.37)

Demonstração. Usando (1.33) temos que (1.20) e (1.21) são dados por

b3 = 1 − 2W 2

S
, bi =

2WΩi

aiS
, (1.38)

então, (1.19) e (1.18) ficam da forma (1.35) e (1.34) respectivamente. Usando que

Ñ ,i = λ̃iX̃,i em (1.25), temos

(1 + hλ̃i)X̃,i = (1 + hλi)X,i + h,i(N − Ñ) (1.39)

fazendo produto com N , obtemos

(1 + hλ̃i) < X̃,i , N >= h,i (1 − b3).

Usando novamente (1.25), conclúımos que

(1 + hλ̃i)(h,i(1 − b3) − hC3
i ) = h,i (1 − b3).
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Se Ωi 6= 0, temos

λ̃i =
C3

i

h,i (1 − b3) − hC3
i

.

Usando (1.27), (1.38) e (1.31), obtemos

C3
i = −4WW,i

S
+

2S,iW
2

S2
− 2ΩiWλiai

S
=

2W

S2
(S,iW + aiλ

iSΩi)

e

h,i(1 − b3) − hC3
i =

2W

S2
(aiSΩi − ΩS,i ).

Derivando S, usando (1.31) e ai,j = Γi
ijai, temos

S,i = 2(ΩiΩi
,i + ΩjΩj

,i +WW,i) = 2aiΩ
i

(

Ωi
,i

ai

+
Ωj

aj

Γi
ij − λiW

)

.

Fazendo

T i = 2

(

Ωi
,i

ai

+
Ωj

aj

Γi
ij − λiW

)

,

conclúımos que (1.36) é satisfeito.

Se Ωi = 0, o produto de (1.39) com X,i é dado por

(1 + hλ̃i) < X̃,i, X,i >= (1 + hλi)a2
i ,

usando (1.25), temos

λ̃i =
Ci

i

1 + h(λi − Ci
i)
.

Usando que Ωi = 0, (1.27), (1.38) e (1.37), obtemos

Ci
i =

1

S

[

2W

(

Ωj

aj

Γi
ij − λiW

)

+ λiS

]

=
1

S
(WT i + λiS)

e

1 + h(λi − Ci
i) =

1

S
(S − ΩT i),

portanto, (1.36) é satisfeito.



Caṕıtulo 2

2.1 Construção de superf́ıcies com fibrado normal

plano na esfera Sm

Propomos a construção de superf́ıcies M2 ⊂ Sm+1 ⊂ R
m+2 com fibrado normal

plano construindo uma matriz W , satisfazendo W tW = Im, em termos das soluções

de um sistema linear. Além disso, uma superf́ıcie arbitrária M2 com fibrado normal

plano pode ser obtida localmente por esta construção.

Teorema 2.1. Seja M uma superf́ıcie com fibrado normal plano em Sm+1 ⊂ R
m+2.

Então existem funções ϕ, si, ki : U ⊂ R
2 → R, 1 ≤ i ≤ m, satisfazendo

ki
,1 = tanϕ si

,1

ki
,2 = − cotϕ si

,2,
(2.1)

s,12 + ϕ,2 tanϕ s,1 − ϕ,1 cotϕ s,2 = 0, (2.2)

onde u = (u1, u2) ∈ U , ki
,j denota ∂ki

∂uj e matrizes de funções U de ordem 2 ×m, V de

ordem m×m e W de ordem (m+ 2) ×m, definidas por

U =





k1 . . . km

s1 . . . sm



 , (2.3)

33
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dV αβ = kαdkβ + sαdsβ, 1 ≤ α, β ≤ m, (2.4)

W =





UV −1

V −1 − Im



 , (2.5)

onde |V | 6= 0 e Im é a matriz identidade de ordem m × m. Nestas condições, M é

localmente parametrizada por uma coluna da matriz W e as colunas restantes são as

m− 1 normais que são paralelas no fibrado normal.

Reciprocamente, dados ϕ, si, ki, U, V e W , satisfazendo (2.1) − (2.5) e |V | 6= 0,

cada coluna da matriz W pode ser considerada como a parametrização de uma superf́ıcie

M2 ⊂ Sm+1 com fibrado normal plano, parametrizada por coordenadas u1, u2 de linhas

de curvatura. As colunas restantes são as m− 1 normais que são paralelas no fibrado

normal. A métrica e a segunda forma fundamental da superf́ıcie M2 são dadas por

dW tdW = (V t)−1dU tdUV −1. (2.6)

Demonstração. Sejam p0 um ponto não-umb́ılico de M2 ⊂ Sm+1 ⊂ R
m+2, w1 uma

parametrização na vizinhança de p0 onde as curvas coordenadas são linhas de cur-

vatura e wα, α = 1, . . . ,m, o conjunto dos campos paralelos da conexão normal. Tome

w1, . . . , wm as colunas de uma matriz W de ordem (m+2)×m, que satisfaz a equação

W tW = Im, (2.7)

em vista da ortonormalidade de w1, . . . , wm. Além disso, podemos mudar as coorde-

nadas no espaço ambiente de tal modo que, no ponto p0 a matriz W é da forma

W =





0

Im



 .

Em uma vizinhança de p0 a matriz W pode ser representada como (2.5),

W =





UV −1

V −1 − Im



 ,
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onde U e V são matrizes de ordens 2×m e m×m, respectivamente. No ponto p0 nós

temos U = 0, V −1 = 2Im, de modo que, V é de fato invert́ıvel em uma vizinhança de

p0. A condição (2.7) implica

V + V t = U tU + Im, (2.8)

de fato,

W tW = (V t)−1U tUV −1 + ((V t)−1 − Im)(V −1 − Im)

= (V t)−1U tUV −1 + (V t)−1V −1 − (V t)−1 − V −1 + Im

= (V t)−1[U tU + Im − V − (V t)]V −1 + Im,

usando a equação (2.7) segue o resultado. Como u1, u2 são coordenadas de linhas de

curvatura as matrizes W,1 e W,2 são de posto um. Derivando W com respeito a u1

resulta em

W,1 =





U,1 − UV −1V,1

−V −1V,1



V −1.

Usando a Proposição 1.5 temos que V,1 é de posto um e portanto pode ser representada

na forma

V,1 =











a1

...

am











(

θ1 . . . θm

)

,

vista como um produto de matrizes m× 1 e 1 ×m. Pela mesma razão,

U,1 =





β1

β2





(

θ1 . . . θm

)

.

Derivando (2.8) com respeito a u1 temos

(V,1 − U tU,1) + (V,1 − U tU,1)
t = 0,

implicando que V,1 − U tU,1 é anti-simétrica. Por um lado, ela é de posto um ou nula.

Visto que o posto de matriz anti-simétrica é necessariamente par, nós conclúımos que
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V,1 = U tU,1. Similarmente, V,2 = U tU,2, deste modo

dV = U tdU. (2.9)

Podemos representar U,1 na forma

U,1 =





β1

β2

1





(

β2θ
1 . . . β2θ

m

)

=





λ

1





(

ξ1 . . . ξm

)

.

Similarmente,

U,2 =





µ

1





(

η1 . . . ηm

)

.

A condição de compatibilidade U,12 = U,21 é dada por

µ,1η
i + µηi

,1 = λ,2ξ
i + λξi

,2, (2.10)

ηi
,1 = ξi

,2. (2.11)

Usando (2.11), temos que existem funções si, ki, 1 ≤ i ≤ m, tal que ξi = si
,1, η

i = si
,2

e

U =





k1 . . . km

s1 . . . sm



 ,

onde

ki
,1 = λsi

,1,

ki
,2 = µsi

,2.
(2.12)

A condição de compatibilidade V,12 = V,21 do sistema (2.9) é dada por U t
,2U,1 = U t

,1U,2,

mas um (α, β)-elemento das matriz U t
,2U,1 − U t

,1U,2 é da forma

λµsα
,2s

β
,1 + sα

,2s
β
,1 − (λµsα

,1s
β
,2 + sα

,1s
β
,2) = (λµ+ 1)(sα

,2s
β
,1 − sα

,1s
β
,2).

Tomando λ = tanϕ e µ = − cotϕ, a condição de compatibilidade é satisfeita. Além

disso, o sistema (2.12) é dado por (2.1) e a equação (2.10) é equivalente a (2.2). Esta

equação é a equação de compatibilidade do sistema (2.1).
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Reciprocamente, suponha que ϕ, si, ki, U, V e W satisfazem (2.1)-(2.5). A

condição de compatibilidade do sistema (2.4) é dada por (2.1), de fato

V αβ
,1 = kαkβ

,1 + sαsβ
,1,

V αβ
,2 = kαkβ

,2 + sαsβ
,2,

assim,

V αβ
,12 − V αβ

,21 = kα
,2k

β
,1 − kα

,1k
β
,2 + sα

,2s
β
,1 − sα

,1s
β
,2,

usando (2.1), conclúımos que V αβ
,12 = V αβ

,21 , de modo que os elementos V αβ estão bem

definidos a menos de constantes. Restringindo estas constantes temos

V αα =
(kα)2 + (sα)2 + 1

2
, (2.13)

V αβ + V βα = kαkβ + sαsβ, α 6= β. (2.14)

Em forma matricial as condições (2.4), (2.13) e (2.14) podem ser reescritas como segue:

dV = U tdU,

V + V t = U tU + Im.

Usando (2.1), temos

U,1 =





tanϕ

1





(

s1
,1 . . . sm

,1

)

,

U,2 =





− cotϕ

1





(

s1
,2 . . . sm

,2

)

,

onde o lado direito é o produto de matrizes de ordens 2×1 e 1×m. Conseqüentemente,

U,1 e U,2 são matrizes de posto 1. Seja a matriz W de ordem (m+ 2)×m definida por

W =





UV −1

V −1 − Im



 ,
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que consiste da submatriz superior UV −1 de ordem 2×m e a submatriz inferior V −1−Im

de ordem m ×m, onde |V | 6= 0. A matriz W satisfaz a equação W t W = Im, de fato

usando (2.8), temos

W tW = (V t)−1U tUV −1 + ((V t)−1 − Im)(V −1 − Im)

= (V t)−1(V + V t − Im)V −1 + ((V t)−1 − Im)(V −1 − Im)

= Im.

Sejam w1, . . . , wm as m colunas da matriz W

W tW =











< w1, w1 > . . . < w1, wm >
...

...

< wm, w1 > . . . < wm, wm >











.

Assim w1, . . . , wm são vetores unitários e ortogonais de R
m+2. Escolha, por exemplo,

w1 como a parametrização de uma superf́ıcie M2 que, por construção, está na esfera

unitária Sm+1 ⊂ R
m+2. Os vetores restantes wα, α = 2, . . . ,m,
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dwα ∈ TM2, então a superf́ıcie M2 tem fibrado normal plano. Além disso, u1 e u2

são coordenadas de linhas de curvatura. A métrica < dw1, dw1 > e a segunda forma

fundamental < dw1, dwα > da superf́ıcie são elementos da matriz dW tdW

dW tdW = ((dV t)−1U t + (V t)−1dU t ... (dV t)−1)





dUV −1 + UdV −1

dV −1





= (dV t)−1[dV V −1 + (V + (V t) − Im)dV −1 + dV −1] + (V t)−1dU tdUV −1

+ (V t)−1dV tdV −1 = (dV t)−1dV V −1 + (dV t)−1V dV −1 + (dV t)−1V tdV −1

+ (V t)−1dV tdV −1 + (V t)−1dU tdUV −1

segue de V V −1 = Im e (V t)−1V t = Im, que dV V −1 = −V dV −1 e d(V t)−1V t =

−(V t)−1dV t, então equação (2.6) é satisfeita.

Visto que um (α, β)-elemento de dU tdU é da forma

dkαdkβ + dsαdsβ = (tanϕ sα
,1du

1 − cotϕ sα
,2du

2)(tanϕ sβ
,1du

1 − cotϕ sβ
,2du

2)

+(sα
,1du

1 + sα
,2du

2)(sβ
,1du

1 + sβ
,2du

2) = tan2 ϕ sα
,1s

β
,1(du

1)2 + cot2 ϕ sα
,2s

β
,2(du

2)2

+sα
,1s

β
,1(du

1)2 + sα
,2s

β
,2(du

2)2 = sα
,1s

β
,1

(du1)2

cos2 ϕ
+ sα

,2s
β
,2

(du2)2

sin2 ϕ

a matriz dW tdW não contem termos misturados du1 du2.

2.2 Caso particular: superf́ıcies em R3

Aqui nós damos uma construção direta de superf́ıcies M2 ⊂ R
3 em termos de duas

soluções do sistema linear (2.1), usando os resultados da seção anterior e a projeção

estereográfica π : S3 → R
3. Dada por

π(x1, x2, x3, x4) =

(

x1

1 + x4

,
x2

1 + x4

,
x3

1 + x4

)

,
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onde (x1, x2, x3, x4) ∈ S3.Considere {e1, e2, e3} a base canônica de R
3.

Proposição 2.1. A projeção estereográfica π : S3 → R
3 leva uma parametrização de

uma superf́ıcie obtida no Teorema 2.1 em X̃ : U ⊂ R
2 → R

3 dada por

X̃ = (k2, s2, 0) − A

B
(k1, s1, 1), (2.15)

onde A e B são funções de U ⊂ R
2 em R, definidas por

dA = k1dk2 + s1ds2, (2.16)

B =
(k1)2 + (s1)2 + 1

2
, (2.17)

ki, si são funções que satisfazem (2.1), (2.2) e

(s2
,1B − s1

,1A)(s2
,2B − s1

,2A) 6= 0 (2.18)

Neste caso X̃ é uma superf́ıcie cujas curvas coordenadas são linhas de curvatura or-

togonais. A aplicação normal de Gauss é

Ñ = −e3 +
1

B
(k1, s1, 1). (2.19)

Demonstração. Sejam ki, si, 1 ≤ i ≤ 2, funções satisfazendo (2.1) e (2.2). Definimos

as funções A e B pelas fórmulas (2.16) e (2.17). Pelo Teorema 2.1 a matriz U é dada

por

U =





k1 k2

s1 s2





e utilizando (2.4) e (2.13), temos que V e V −1 são dadas por

V =





B A

V 21 V 22



 , V −1 =
1

det(V )





V 22 −A
−V 21 B



 ,
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a matriz W é dada por

W =
1

det(V )

















V 22k1 − V 21k2 −Ak1 +Bk2

V 22s1 − V 21s2 −As1 +Bs2

V 22 − det(V ) −A
−V 21 B − det(V )

















e

w2 =

















1
det(V )

(−Ak1 +Bk2)

1
det(V )

(−As1 +Bs2)

−A
det(V )

B
det(V )

− 1

















é a parametrização de uma superf́ıcie de S3. Aplicando a projeção estereográfica a w2

temos a parametrização X̃ de uma superf́ıcie em R
3 dada por (2.15)

X̃ = π(w2) = (k2, s2, 0) − A

B
(k1, s1, 1)

Os vetores tangentes são

X̃,i =











k2
,i − k1

,iA/B − k1A,i/B + k1AB,i/B
2

s2
,i − s1

,iA/B − s1A,i/B + s1AB,i/B
2

−A,i/B + AB,i/B
2











, 1 ≤ i ≤ 2.

Segue que

X̃,1 × X̃,2 = θ











k1/B

s1/B

1/B − 1











,

onde

θ = k2
,1s

2
,2 − k2

,2s
2
,1 +

A

B
(k1

,2s
2
,1 + k2

,2s
1
,1 − k2

,1s
1
,2 − k1

,1s
2
,2) +

A2

B2
(k1

,1s
1
,2 − k1

,2s
1
,1).

Usando (2.1), temos

θ =
(tanϕ+ cotϕ)

B2
[B2s2

,1s
2
,2 − AB(s1

,2s
2
,1 + s2

,2s
1
,1) +B2s1

,1s
1
,2]

=
(tanϕ+ cotϕ)

B2
[s2

,1B − s1
,1A][s2

,2B − s1
,2A].
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Assim a condição de regularidade da superf́ıcie parametrizada X̃ é dada por (2.18).

A aplicação normal de Gauss Ñ = X̃,1×X̃,2

|X̃,1×X̃,2|
é

Ñ = −e3 +
1

B
(k1, s1, 1).

Dáı,

Ñ,i =











k1
,i/B − k1B,i/B

2

s1
,i/B − s1B,i/B

2

−B,i/B
2











, i = 1, 2.

Pelo sistema (2.1) chegamos que, k2
,i = k1

,is
2
,i/s

1
,i, resultando nas equações de Weingarten

X̃,i = ρiÑ,i, i = 1, 2, (2.20)

onde ρ1, ρ2 são raios de curvatura principais da superf́ıcie M2

ρi = εiB − A ;

aqui εi = s2
,i/s

1
,i, i = 1, 2. A fórmula (2.20) implica que u1, u2 são coordenadas de

linhas de curvatura.

Vamos relacionar esta construção com a transformada de Ribaucour de superf́ıcies.

Proposição 2.2. Seja X : U ⊂ R
2 → R

3 uma parametrização local do plano dada por

X(u1, u2) = (k2(u1, u2), s2(u1, u2), 0), (2.21)

onde as funções k2, s2 : U ⊂ R
2 → R satisfazem (2.1) e (2.2). Então, as curvas

coordenadas de X são ortogonais e a transformada de Ribaucour, X̃, de X com relação

a X,i/ai, onde (ai)
2 =< X,i, X,i > é dada pela expressão (2.15)

X̃ = (k2, s2, 0) − A

B
(k1, s1, 1),

onde k1, s1 são funções que satisfazem (2.1), (2.2) e A e B são dadas por (2.16) e

(2.17).
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Demonstração. Derivando (2.21) e usando (2.1), temos

X,1 = (k2
,1, s

2
,1, 0) = (tanϕ s2

,1, s
2
,1, 0),

X,2 = (k2
,2, s

2
,2, 0) = (− cotϕ s2

,2, s
2
,2, 0),

então,

(a1)
2 = g11 =< X,1, X,1 >= ((tanϕ)2 + 1)(s2

,1)
2,

(a2)
2 = g22 =< X,2, X,2 >= ((cotϕ)2 + 1)(s2

,2)
2,

g12 = < X,1, X,2 >= (− cotϕ tanϕ+ 1)s2
,1s

2
,2 = 0,

logo as curvas coordenadas de X são ortogonais.

Considere N = −e3 a aplicação normal de X. Pelo Teorema 1.5, temos que X̃

é transformada de Ribaucour de X com relação a X,i/ai se existem funções W,Ω,Ωi

satisfazendo o sistema (1.31), que neste caso pode ser dado por

Ω,ij =
Ωj

ai

∂aj

∂ui

, i 6= j

Ω,i = aiΩ
i,

W = 1.

Além disso, X̃ é dada por (1.34) e a aplicação normal de Gauss de X̃, Ñ , é dada por

(1.35). Neste caso, temos

X̃ = X − 2Ω

S

(

Ω1X,1

a1

+ Ω2X,2

a2

+ e3

)

, (2.22)

Ñ = −e3 +
2

S

(

Ω1X,1

a1

+ Ω2X,2

a2

+ e3

)

, (2.23)

onde

S = (Ω1)2 + (Ω2)2 + 1.
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Substituindo X,i em (2.22) e (2.23), obtemos

X̃ = X − 2Ω

S

(

Ω1
tanϕ s2

,1

a1

− Ω2
cotϕ s2

,2

a2

,Ω1
s2

,1

a1

+ Ω2
s2

,2

a2

, 1

)

,

Ñ = −e3 +
2

S

(

Ω1
tanϕ s2

,1

a1

− Ω2
cotϕ s2

,2

a2

,Ω1
s2

,1

a1

+ Ω2
s2

,2

a2

, 1

)

.

Fazendo

k1 = Ω1
tanϕ s2

,1

a1

− Ω2
cotϕ s2

,2

a2

,

s1 = Ω1
s2

,1

a1

+ Ω2
s2

,2

a2

e usando (2.1), temos

(k1)2 + (s1)2 = (Ω1)2
(tanϕ)2(s2

,1)
2

(a1)2
− 2Ω1Ω2

tanϕ cotϕ s2
,1s

2
,2

a1a2

+ (Ω2)2
(cotϕ)2(s2

,2)
2

(a2)2

+(Ω1)2
(s2

,1)
2

(a1)2
+ 2Ω1Ω2

s2
,1s

2
,2

a1a2

+ (Ω2)2
(s2

,2)
2

(a2)2

= (Ω1)2
((tanϕ)2 + 1)(s2

,1)
2

(a1)2
+ (Ω2)2

((cotϕ)2 + 1)(s2
,2)

2

(a2)2
= (Ω1)2 + (Ω2)2

e

dA = k1dk2 + s1ds2 =

(

Ω1
tanϕ s2

,1

a1

− Ω2
cotϕ s2

,2

a2

)

(k2
,1du

1 + k2
,2du

2)

+

(

Ω1
s2

,1

a1

+ Ω2
s2

,2

a2

)

(s2
,1du

1 + s2
,2du

2)

= Ω1
((tanϕ)2 + 1)(s2

,1)
2

a1

+ Ω2
((cotϕ)2 + 1)(s2

,2)
2

a2

= Ω,1du
1 + Ω,2du

2 = dΩ,

portanto, S = 2B e Ω = A. De modo que, (2.22) e (2.23) são dados por (2.15) e (2.19).

Além disso,

A,1 = k1k2
,1 + s1s2

,1 = (tanϕ k1 + s1)s2
,1,

A,2 = k1k2
,2 + s1s2

,2 = (− cotϕ k1 + s1)s2
,2,
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então,

A,12 = secϕ ϕ,2k
1s2

,1 + (tanϕ k1 + s1)s2
,12,

A,21 = cscϕ ϕ,1k
1s2

,2 + (− cotϕ k1 + s1)s2
,21.

Da condição de compatibilidade, A,12 = A,21, segue

s2
,12 + tanϕ ϕ,2s

2
,1 − cotϕ ϕ,1s

2
,2 = 0.

2.3 Construção de subvariedades holonômicas com

fibrado normal plano

O caso de subvariedadesMn de dimensão n requer certas modificações na construção

da Seção 2.1. Começaremos com um operador de Dirac

∂iHj = βijHi, 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j, (2.24)

onde os coeficientes Hi e βij são funções de n variáveis ui, ∂i = ∂ui . Queremos que a

métrica
n
∑

i=1

(Hi)
2dui,

satisfaça a condição de curvatura zero

∂kβij = βikβkj, i 6= j 6= k,

∂iβij + ∂jβji +
∑n

k 6=i,j βkiβkj = 0, i 6= j.
(2.25)
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Temos por (1.6), (1.9) e (1.10) que os coeficientes Rs
ijk da curvatura R são nulos

Rs
ijk = 0, i 6= j 6= k, s = 1, . . . , n

Rj
iji = ∂jΓ

j
ii − ∂iΓ

j
ij + (Γj

jj − Γi
ij)Γ

j
ii + (Γi

ii − Γj
ij)Γ

j
ij +

∑

k 6=i,j

Γk
iiΓ

j
kj

= ∂iβij + ∂jβji +
n
∑

k 6=i,j

βkiβkj = 0, i 6= j

Rs
iji = ∂jΓ

s
ii + Γj

iiΓ
s
jj − Γi

ijΓ
s
ii + Γs

iiΓ
s
sj = ∂sβij − βisβsj, s 6= i 6= j, s = 1, . . . , n

assim, a condição (2.25) implica que a curvatura é zero.

Sejam n vetores ortonormais Xi = (X1i, . . . , Xni) satisfazendo as equações

∂jXi = βijXj,

∂iXi = −∑n

k 6=i βkiXk.
(2.26)

A condição de compatibilidade é satisfeita, de fato

∂jkXi − ∂kjXi = βikβkjXj + βijβjkXk − βijβjkXk − βikβjkXj = 0, i 6= j 6= k,

se i = k ficamos com

∂jiXi−∂ijXi = ∂iβijXj+βijβjiXi+∂jβjiXj+
n
∑

k 6=i,j

βkiβkjXj = (∂iβij+∂jβji+
n
∑

k 6=i,j

βkiβkj)Xj

onde usamos (2.26) e por (2.25) temos que ∂jiXi = ∂ijXi e a n × n matriz (Xji) é

ortogonal.

Teorema 2.2. São dadas as funções vetoriais Hα = (Hα
1 , . . . , H

α
n ), sα = (sα

1 , . . . , s
α
n), 1 ≤

α ≤ m, os vetores ortonormais Xi = (X1i, . . . , Xni), as funções Hα
i , s

α
i , βij, Xij : U ⊂

R
n → R, 1 ≤ i, j ≤ n, satisfazendo

∂iH
α
j = βijH

α
i , i 6= j,

∂kβij = βikβkj, i 6= j 6= k,

∂iβij + ∂jβji +
∑n

k 6=i,j βkiβkj = 0, i 6= j,
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∂jXi = βijXj,

∂iXi = −∑n

k 6=i βkiXk,

dsα
i =

n
∑

k=1

XikH
α
k du

k (2.27)

e as matrizes de funções U de ordem n × m, V de ordem m × m, |V | 6= 0 e W de

ordem (m+ n) ×m, definidas por

U =











s1
1 . . . sm

1

...
...

s1
n . . . sm

n











, (2.28)

dV αβ =< sα, dsβ >=
n
∑

i=1

sα
i ds

β
i , 1 ≤ α, β ≤ m, (2.29)

W =





UV −1

V −1 − Im



 . (2.30)

Então, cada coluna da matriz W pode ser considerada como a parametrização de uma

subvariedade Mn em Sm+n−1 ⊂ R
m+n, com fibrado normal plano, as colunas restantes

são as m − 1 normais que são paralelas no fibrado normal. Além disso, ui são as

coordenadas das linhas de curvatura.

Demonstração. Segue de (2.27) que ∂js
α
i = XijH

α
j , assim

∂jks
α
i − ∂kjs

α
i = ∂kXijH

α
j +Xij∂kH

α
j − ∂jXikH

α
k −Xik∂jH

α
k

= βjkXikH
α
j + βkjXijH

α
k − βkjXijH

α
k − βjkH

α
j Xik = 0,

então a condição de compatibilidade é satisfeita, nestes cálculos usamos (2.24) e (2.26).

A condição de compatibilidade dos elementos da matriz (2.29) é satisfeita em vista

de (2.27), de modo que, os elementos V αβ estão bem definidos a menos de constantes.



2.3 Construção de subvariedades holonômicas com fibrado normal plano 48

Restringindo estas constantes temos

V αα =
< sα, sα > +1

2
=

∑n

i=1(s
α
i )2 + 1

2
, (2.31)

V αβ + V βα =< sα, sβ >=
n
∑

i=1

sα
i s

β
i , α 6= β. (2.32)

Em forma matricial as condições (2.29), (2.31) e (2.32) podem ser reescritas como

segue:

dV = U tdU, (2.33)

V + V t = U tU + Im. (2.34)

Por consequência de (2.27) a matriz ∂iU é dada por

∂iU =











X1iH
1
i . . . X1iH

m
i

...
...

XniH
1
i . . . XniH

m
i











,

assim as m colunas da matriz ∂iU são XiH
1
i , . . . , XiH

m
i , portanto esta matriz é de

posto um. Seja a matriz W , de ordem (m+ n) ×m, (2.30)

W =





UV −1

V −1 − Im



 ,

que consiste da submatriz superior UV −1 de ordem n×m e a submatriz inferior V −1−Im

de ordem m×m. Segue de (2.33) e (2.34) que

W tW = Im

e ∂iW tem posto um. Assim, as m colunas w1, . . . , wm da matriz W são vetores

unitários e ortogonais de R
m+n. Escolha algum deles (por exemplo w1) como a parametrização

de uma subvariedade Mn ⊂ Sm+1 ⊂ R
m+n, os vetores restantes wα, α = 2, . . . ,m, são

ortogonais a Mn e são paralelos no fibrado normal. Além disso, ui são as coordenadas

das linhas de curvatura. A prova é análoga a feita no Teorema 2.1.



2.3 Construção de subvariedades holonômicas com fibrado normal plano 49

Levando em conta a ortonormalidade de Xji

n
∑

i=1

(dsα
i )2 =

n
∑

i=1

(

n
∑

k=1

(Xik)
2(Hα

k )2(duk)2 +
n
∑

k,j=1

XikXijH
α
kH

α
j du

kduj

)

=
n
∑

k=1

(

n
∑

i=1

(Xik)
2

)

(Hα
k )2(duk)2 +

n
∑

k,j=1

(

n
∑

i=1

XikXij

)

Hα
kH

α
j du

kduj

=
n
∑

k=1

(Hα
k )2(duk)2,

implicando que sα = (sα
1 , . . . , s

α
n) é um sistema de coordenadas de curvatura nula com

a métrica diagonal
n
∑

i=1

(Hα
i )2(dui)2.

É importante enfatizar que para n > 2 esta construção requer solução do sistema

(2.25) não linear. No caso de superf́ıcie a equação (2.24) é da forma

∂1H2 = −∂2ϕH1, ∂2H1 = ∂1ϕH2,

onde β12 = −∂2ϕ, β21 = ∂1ϕ, como uma conseqüência de (2.25). Segue de (2.26) que

∂1X1 = −β21X2

∂2X1 = β12X2

,
∂2X2 = −β12X1

∂1X2 = β21X1,

então

X1 = (cosϕ,− sinϕ), X2 = (sinϕ, cosϕ).

Assim, a equação (2.27) assume a forma

ds1 = cosϕ H1du
1 + sinϕ H2du

2,

ds2 = − sinϕ H1du
1 + cosϕ H2du

2,

implicando que s1, s2 satisfazem o sistema linear

∂2s1 = tanϕ ∂2s2,

∂1s1 = − cotϕ ∂1s2,
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que coincide com (2.1). Assim, no caso n = 2, esta construção se reduz à da seção 2.1.



Conclusão

Fazemos a construção de superf́ıcies com fibrado normal plano em R
n (esfera unitária

Sn) definindo uma matriz W em função de outras matrizes U, V dadas em termos das

soluções de um sistema equações diferenciais. As matrizes U e V satisfazem certas

equações que são equivalentes a W satisfazer a equação W tW = Im e ter derivadas

parciais de posto um. Para subvariedades de dimensão n qualquer as matrizes U, V

são dadas em termos de sistemas de coordenadas com curvatura zero. Quando n = 2,

esta construção reduz a anterior para superf́ıcies.

Relacionamos as superf́ıcies de R
3 dadas por essa construção com a teoria de trans-

formações de Ribaucour de superf́ıcies e conclúımos que elas podem ser vistas como

transformadas de Ribaucour de um subconjunto do plano. Calculamos a condição de

regularidade para essas superf́ıcies parametrizadas de R
3. Os resultados apresentados

de transformação de Ribaucour estudamos nos trabalhos de Corro, A. V., Tenenblat,

K., [6], [7], [8].

O trabalho de Dajczer, M., Florit, L. A. e Tojeiro, R., [9], faz uma conexão entre os

artigos, [10] e [14] e apresenta uma extensão dos resultados obtidos nestes trabalhos.
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