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Resumo

Nesta dissertação, estudamos o Problema da Navegação de Zermelo em Variedades

Riemannianas, este assunto foi retirado de um artigo dos autores David Bao, Collen

Robles e Zhongmin Shen, do Journal of Differential Geometry. O objetivo de Zermelo

era encontrar as curvas que minimizam o tempo de viagem no ambiente Riemanniano

(M,h), com a influência de uma corrente de ar (brisa) que é representado pelo campo

de vetores W em M , com comprimento |W | :=
√

h(W,W ) < 1. Mostraremos que as

curvas são geodésicas na métrica de Finsler F do tipo Randers. F é não-Riemanniana

a menos que W seja Nulo.



Abstract

In this dissertation, we study Zermelo’s Navigation Problem in Riemannian Man-

ifolds. This material was extracted from an article by David Bao, Collen Robles and

Zhongmin Shen, published in the Journal of Differential Geometry. The main goal is

to find the curves which minimize travelling time in a Riemannian structure (M,h),

disturbed by an air flow (breeze), represented by the vector field W in M , with length

|W | :=
√

h(W,W ) < 1. We show that the curves are geodesics in the Finsler metric

F of Randers type such that F is non-Riemannian unless W vanishes.



Introdução

Nesta dissertação, estudaremos o Problema da Navegação de Zermelo em Variedades

Riemannianas, [2]. O objetivo de Zermelo era encontrar as curvas que minimizam o

tempo de viagem no ambiente Riemanniano (M,h), com a influência de uma corrente

de ar (brisa) que é representado pelo campo de vetores W em M , com comprimento

|W | :=
√

h(W,W ) < 1. Mostraremos que as curvas são geodésicas na métrica de

Finsler F do tipo Randers. F é não-Riemanniana a menos que W seja Nulo.

Para R
2, este fenômeno foi tratado por Carathéodory [Ca]. Z. Shen mostra alguns

exemplos em variedades Riemannianas em todas dimensões.

Métrica de Randers são interessantes não só na solução do Problema da Navegação

de Zermelo, pois elas formam uma classe onipresente de métricas com uma forte pre-

sença em teorias e aplicações na geometria de Finsler. Um interesse particular são as

métricas de Randers com curvatura Flag constante, este é um invariante análogo à cur-

vatura Seccional na Geometria Riemanniana. Em [2] os autores resolveram o problema

da classificação das métricas de Randers com curvatura flag constante via Navegação

de Zermelo.

Nas preliminares apresentaremos os conceitos e resultados que serão úteis no decor-

rer desta dissertação.

No Capítulo 1 encontraremos uma nova forma de calcular a métrica de Randers

através da métrica dada. Conseqüentemente, mostraremos construtivamente que toda

métrica de Randers fortemente convexa surge como solução do Problema da Navegação
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de Zermelo em algum ambiente riemanniano (M,h) sob a influência de uma brisa

adequada W em M , com |W | < 1. Este é o conteúdo da Proposição 1.1 da Seção 1.3.

Finalmente no Capítulo 2 descreveremos a métrica de Randers fortemente convexa

de curvatura Flag constante via Navegação de Zermelo.



Preliminares

Definição 1. Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto não vazio M

e uma família de aplicações biunívocas xα : Uα ⊂ R
n →M de abertos Uα de R

n em M

tais que:

(1)
⋃

α xα(Uα) = M.

(2) Para todo par α, β, com xα(Uα)
⋂

xβ(Uβ) = W 6= 0, com os conjuntos x−1
α (W ) e

x−1
β (W ) são abertos em R

n e as aplicações x−1
β ◦ xα são diferenciáveis.

(3) A Família {(Uα, xα)} é máxima relativamente às condições (1) e (2).

Definição 2. (M,F) é chamado um espaço de Finsler se o comprimento lF (α) da curva

diferenciável por partes

α : [a, b] →M

t 7→ x(t)

é dado pela integral

lF (α) :=

∫ b

a

F (x, y)dt,

onde (x, y) tem coordenadas (xi, yi), com yi = dxi

dt
, e F : TM → [0,∞) é uma função

que satisfaz as seguintes propriedades:

(1) F é estritamente positiva para todo y 6= 0, e se anula, se e somente se, quando

yi = 0, para todo i;

(2) F é C∞ sobre TM \ {0};

(3) F é positiva homogênea de grau um em y, isto é, F (x, λy) = λF (x, y), para todo
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λ > 0;

(4) A matriz Hessiana n× n

gij(y) := (
1

2
F 2)yiyj(y)

é positiva definida em todo TM \ {0}.

A função assim definida é chamado métrica de Finsler.

Veremos alguns exemplos importantes de espaços de Finsler.

Exemplos. A restrição de uma estrutura de Finsler F a um espaço tangente específico

TxM , x ∈ M , é o que chamamos de norma de Minkowski. Portanto, uma estrutura

de Finsler (M,F ) pode ser vista como uma família de normas de Minkowski variando

diferencialmente em TM .

Todo espaço vetorial n-dimensional é linearmente isomórfico a R
n, cujos elementos

tem a forma (y1, ..., yn). Assim, não há perda de generalidade em restringirmos nossa

discussão a normas de Minkowski em R
n.

Definição 3. Uma norma de Minkowski é uma função não negativa definida em um

espaco vetorial V , F : V → [0,∞) a qual tem as seguintes propriedades:

(1) F é C∞ sobre V \ {0};

(2) F (λy) = λF (y), para todo λ > 0 e y ∈ V ;

(3) Para todo y ∈ V \ {0}, a forma bilinear simétrica (gij) sobre V é definida positiva,

onde

gij(y) := (
1

2
F 2)yiyj(y).

O par (F, V ) é chamado um espaço de Minkowski.

Uma norma de Minkowski F em R
n é dita euclidiana se provém de um produto

interno 〈 , 〉, através de F (y) =
√

〈y, y〉.
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Exemplos. Seja M uma variedade diferenciável n-dimensional. Uma métrica Rie-

manniana diferenciável g em M é uma família {gx}x∈M de produtos internos, em cada

espaço tangente TxM , tal que as funções gij(x) := gx(
∂

∂xi ,
∂

∂xj ) são C∞. Como cada gx

é um produto interno, a matriz (gij) é positiva definida para todo x ∈ M . Podemos

então escrever

g = gij(x)dx
i ⊗ dxj

e definir uma estrutura de Finsler simétrica F em TM pelo mecanismo

F (x, y) :=
√

gx(y, y).

Uma estrutura de Finsler é dita Riemanniana se vem de uma métrica Riemanniana g

como descrita acima. Assim, espaços Riemannianos são espaços de Finsler onde

F (x1, ..., xn; y1, ..., yn) =
√

gij(x)yiyj,

isto é, a função de Finsler tem uma restrição quadrática em y, e as funções gij = gij(x)

não dependem de y.

Exemplos. Uma estrutura de Finsler F em TM é chamada métrica de Randers se

tem a forma

F (x, y) = α(x, y) + β(x, y),

com

α(x, y) :=
√

aij(x)yiyj

e

β(x, y) := bi(x)y
i,

onde os a′ijs são componentes de uma métrica Riemanniana e os b′is são componentes

de uma 1-forma.
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Definição 4. Sejam M uma variedade Riemanniana e X ∈ χ(M). X é chamado um

campo de Killing se e somente se

〈∇YX,Z〉 + 〈∇ZX,Y 〉 = 0

para todo Y, Z ∈ χ(M). A equação acima é chamada equação de Killing.

Comecemos com a noção de uma flag (bandeira, em inglês) na variedade diferen-

ciável M. Para instalarmos uma flag em x ∈M , precisamos de um vetor y ∈ TxM , não

nulo, que servirá de flagpole. Tal flag se descreve por um lado (por exemplo a secção

distinta l) ao longo do flagpole e outro lado transverso, digamos V := V i ∂
∂xi , como

mostra a figura 1. A curvatura flag não depende do "comprimento"do lado ao longo

do flagpole, como veremos a seguir.

Agora que temos uma flag, podemos associar a ela um número K(y, V ).

x

TxM

V

flagpole y

“flag”
l

Figura 1: Curvatura flag

Definição 5. O número K(y, V ) :=
V i(yjRijkly

l)V k

g(y,y)g(V,V )−[g(y,V )]2
é obtido realizando os seguintes

cálculos no ponto (x, y) ∈ TM \ {0}, e considerando y e V como secções do fibrado

tangente pulled-back π∗TM .

Considere a métrica de Randers F = α+ β, na variedade M , onde
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α(y) =
√

aij(x)yiyj é a métrica Riemanniana e β(y) = bi(x)y
i é a 1-forma. Os coefi-

cientes geodésicos de α são expressos na seguinte forma

Ḡi(y) =
1

2
Γ̄i

jk(x)y
iyk,

onde Γ̄i
jk(x) = Γ̄i

kj(x) são funções locais de x ∈M . Defina bi|j por

bi|jdx
j := dbi − bjΓ̄

i
jkdx

k,

onde

Γ̄i
jk := gis 1

2
(
∂gsj

∂xk
− ∂gjk

∂xs
+
∂gks

∂xj
).

Proposição 6. Seja F = α+β a métrica de Randers, onde β é Killing de comprimento

constante. F tem curvatura flag constante λ se, e somente se, α e β satisfazem

(1)bp|kbp|l = λ(‖β‖2δkl − bkbl) e

(2)R̄i
k = λ{[(1−‖β‖2)α2+β2]δij+α

2bibk−(1−‖β‖2)yiyk−β(bky
i+biy

k)}−3(bi|py
p)(bk|qy

q).

Neste caso, λ > 0 ou λ = 0 (aqui α é flat e β é paralelo). α é flat se R = 0 e β é

paralelo se bi|j = 0.



Capítulo 1

Navegação de Zermelo

1.1 Métrica Riemanniana Perturbada por Campos de

Vetores

1.1.1 Métrica conhecida e Campos vetoriais Perturbados

Nesta Seção apresentaremos um exemplo de como se dá a perturbação através de campo

de vetores. Primeiro tomemos uma métrica Riemanniana e perturbemos através da

mudança de curso dos vetores.

Dada qualquer métrica Riemanniana h de uma variedade diferenciável M , denota-

mos o quadrado da norma do vetor tangente y ∈ TxM por:

|y|2 := hijy
iyj = h(y, y).
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como vetor velocidade espacial no ambiente Riemanniano (M,h).

Consideremos o conjunto W agindo em uma viagem da base ao extremo de qualquer

u, tomando 1 unidade de tempo, digamos 1 segundo. O efeito da brisa causa uma

mudança de curso, ou simplesmente sair do objetivo se u é colinear a W . Dentro do

mesmo 1 segundo, não atravessamos u mas sim a resultante v = u+W no lugar.

Por exemplo, suponha que |W | = 1
2
. Se u está posicionado ao longo de W , isto é,

u = 2W , então W = 1
2
u, assim v = u+ 1

2
u = 3

2
u. Alternativamente se está posicionado

opostamente a W , a saber, u = −2W , neste caso W = −1
2
u, assim v = u − 1

2
u = 1

2
u.

Nestes dois casos, |v| é igual a 3
2

e 1
2

em vez de 1. Assim essa brisa presente não conserva

o tempo de viagem ao longo dos vetores. Isso induz a introdução de uma função F

no fibrado tangente TM na condição de conservar o tempo de viagem necessária para

atravessar o vetor tangente y sobre as condições ventosas.

Para todas as resultantes mencionadas anteriormente v = u + W temos F (v) =

1. Em outras palavras, dentro de cada espaço tangente TxM , a esfera unitária de

F é simplesmente a esfera unitária de h transladada por W . Como esta translação

dada por W não está simetricamente centralizada ao longo do tempo, F pode não ser

Riemanniana.

1.1.2 Fórmula para nova norma de Minkowski F

Nesta Seção através da métrica Riemanniana e da perturbação W , encontraremos a

nova métrica, ou seja a métrica de Randers.

Começamos com o fato de |u| = 1, equivalentemente h(u, u) = 1. Substituímos

u = v −W e

h(v,W ) = |v||W | cos θ.

Definimos

λ := 1 − |W |2,
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temos que

|u|2 = |v −W |2,

logo

|u|2 = |v|2 − 2h(v,W ) + |W |2,

daí temos

1 = |v|2 − 2(|W | cos θ)|v| + 1 − λ,

ou seja

|v|2 − 2(|W | cos θ)|v| − λ = 0.

Como |W | < 1, a resultante nunca é nula, conseqüentemente |v| > 0. Isto conduz a

|v| =
2(|W | cos θ) +

√

4|W |2 cos2 θ + 4λ

2
,

ou seja

|v| = |W | cos θ +
√

|W |2 cos2 θ + λ,

consideremos

p = |W | cos θ

e

q =
√

|W |2 cos2 θ + λ.

Como F (v) = 1, vemos que

F (v) = |v| 1

p+ q
= |v| q − p

q2 − p2
=

|v|
√

|W |2 cos2 θ + λ− |v||W | cos θ

|W |2 cos2 θ + λ− |W |2 cos2 θ
,

daí

F (v) =

√

|v|2|W |2 cos2 θ + |v|2λ
λ

− h(v,W )

λ
.

Portanto para um y ∈ TM arbitrário, temos:

F (y) =

√

h(y,W )2 + |y|2λ
λ

− h(y,W )

λ
.
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Agora é óbvio que em geral F (y) 6= F (−y), de fato,

F (−y) =

√

h(−y,W )2 + | − y|2λ
λ

−h(−y,W )

λ
6=
√

h(y,W )2 + |y|2λ
λ

−h(y,W )

λ
= F (y).

Por hipótese |W | < 1, disto segue que λ > 0. Vemos da fórmula de F (y) que esta é

positiva sempre que y 6= 0. Também, F (0) = 0 como esperávamos.

Mostraremos que F é uma métrica de Randers.

Para mostrarmos isso, denotemos yi = hijy
j.

Seja y = yjzj onde zj é uma base ortonormal, em relação a h.

Assim, yi = h(zi, y) = h(zi, zj)y
j = hijy

j.

Portanto,

√
h(y,W )2+|y|2λ

λ
=

√

h(y,W )2+|y|2λ

λ2

=
√

(hijW iyj)2

λ2 +
hijyiyj

λ

=
√

(hijW iyj)

λ

(hijW jyi)

λ
+

hijyiyj

λ

=
√

(Wjyj)

λ

(Wiyi)
λ

+
hijyiyj

λ

=
√

((
Wj

λ
)(Wi

λ
) + (

hij

λ
))yiyj

=
√

aijyiyj

=: α(x, y).

Temos que

−h(y,W )
λ

= − (hijW i)yj

λ

=
Wj

λ
yj

=: bjy
j

=: β(x, y).

Daí obtemos a nova fórmula de F = α+ β como veremos a seguir.
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1.2 Métrica de Randers

Nesta Seção apresentamos a fórmula de Randers através da perturbação, o tensor fun-

damental e mostraremos a condição da métrica de Randers ser fortemente convexa.

A fórmula de F tem duas partes.

O primeiro termo é a norma de y com respeito a nova métrica Riemanniana

aij =
hij

λ
+
Wi

λ

Wj

λ
, onde Wi = hijW

j e λ = 1 −W iWi.

O segundo termo é o valor em y da 1-forma

bi =
−Wi

λ
.

Uma métrica F derivada da perturbação W tem uma forma simples F := α + β,

onde

α(x, y) :=
√

aij(x)yiyj, β(x, y) := bi(x)y
i.

Esta é a definição da métrica de Randers, a qual foi introduzida por Randers em

1941 em um contexto mais geral, e mais tarde nomeada por Ingarden.

A função F é positiva na variedade TM cujos pontos são da forma (x, y), com

0 6= y ∈ TxM. gij := 1
2
(F 2)yiyj é a forma canônica, bilinear simétrica definida nas fibras

de π∗TM . Os subscritos yi, yj em F 2 significam diferenciação parcial, e a matriz (gij)

é conhecida como tensor fundamental. A métrica de Finsler é dita fortemente convexa

se a forma bilinear é positiva definida.

A métrica de Randers é fortemente convexa se, e somente se, temos

‖b‖ :=
√
bibi < 1, onde bi := aijbj.
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De fato,

Primeiramente mostraremos que aij = λ(hij −W iW j).

Para isso, consideremos
(

Ajs

)

=
(

aji

)(

ais

)

,

onde

Ajs =
n
∑

i=1

ajia
is.

Então,

Ajs =
∑n

i=1(
hji

λ
+

WjWi

λ2 )(λ(his −W iW s))

=
∑n

i=1(hji +
WjWi

λ
)(his −W iW s)

=
∑n

i=1 hjih
is − hjiW

iW j + his WjWi

λ
− WjWiW

iW s

λ
.

Assim,

1
λ

∑n

i=1 h
isWjWi = 1

λ

∑n

i=1 h
is(
∑n

k=1 hjkW
k)(
∑n

k=1 hjkW
k)

= 1
λ

∑n

k=1 hjkW
k(
∑n

i=1(
∑n

k=1 h
ishikW

k))

= 1
λ

∑n

k=1 hjkW
kW s, pois

∑n

k=1 h
ishik = 1 se s = k ou 0 se s 6= k.

1
λ

∑n

i=1WjWiW
iW s = 1

λ

∑n

i=1(
∑n

k=1 hjkW
k)(
∑n

k=1 hjkW
k)W iW s

= 1
λ

∑n

k=1 hjkW
kW s

∑n

i=1 hikW
kW i

= |W |2
λ

∑n

k=1 hjkW
kW s.

Portanto,

Ajs =
n
∑

i=1

(hjih
is − hjiW

iW j +
1

λ

n
∑

k=1

hjkW
kW s − |W |2

λ

n
∑

k=1

hjkW
kW s)

Ajs =
n
∑

i=1

hjih
is + (

1 − λ− |W |2
λ

)
n
∑

k=1

hjkW
kW s =

n
∑

i=1

hjih
is.

Portanto A= identidade.

Mostraremos agora que bi = −λW i.
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bi := aijbj = λ(hij −W iW j)(
−hijW

i

λ
) = −hijhijW

i +W iW j(hijW
i)

bi = (−hijhij +W iW jhij)W
i = (−1 + |W |2)W i = −λW i.

Logo,

|b|2 = aijbibj = bibi = (−λW i)(
−Wi

λ
) = WiW

i = hijW
jW i = |W |2 < 1.

Por essa razão, escrevemos a perturbação da métrica Riemanniana h pelo campo de

vetores W , com |W | < 1, produzindo sempre métricas de Randers fortemente convexas.

1.3 Um problema inverso

Uma questão surge naturalmente: Toda métrica de Randers fortemente convexa realiza

satisfatoriamente a perturbação de alguma métrica Riemanniana h por algum campo

de vetores W satisfazendo |W | < 1? Felizmente, a resposta a esta questão é sim.

Vejamos a proposição a seguir.

Proposição 7. Uma métrica de Finsler F fortemente convexa é do tipo Randers se,

e somente se, ela resolve o Problema da navegação de Zermelo em uma variedade

Riemanniana (M,h), com a influência de uma brisa W , que satisfaz h(W,W ) < 1.

Além disso F é Riemanniana se, e somente se, W = 0.

Demonstração. ⇒)

Dada F = a + b uma métrica de Randers, onde a é a métrica Riemanniana e b é

a 1-forma diferenciável, tal que |b|2 = aijbibj < 1, por definição bi := aijbj e defina

ε = 1 − |b|2, considere hij = ε(aij − bibj) e W i = − bi

ε
. Assim,

Wi := hijW
j = −ε(aij−bibj)

bi

ε
= −aijb

j +bibjb
j = −aija

jkbk+bibja
jkbk = −(aija

jk)bk+

(ajkbjbk)bi = −bi + |b|2bi = −(1 − |b|2)bi = −εbi.

Logo,
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|W |2 = hijW
iW j = ε(aij − bibj)(− bi

ε
)(− bj

ε
) = (aij − bibj)(a

ikbk)(
ajkbk

ε
) = (aija

jk −

aikbibkbj)(
aikbk

ε
) = 1

ε
(bj − |b|2bj)a

jkbk = 1
ε
(1 − |b|2)ajkbjbk = 1

ε
ε|b|2 = |b|2 < 1.

Logo, ε = λ.

Portanto, hij = ε(aij − bibj) o que implica

aij =
hij

ε
+ bibj =

hij

λ
+

WiWj

λ2 e bi = −Wi

λ
.

Desta forma F soluciona o Problema da Navegação de Zermelo.

⇐)

Temos que encontrar o valor de α e β, dado W .

Defina ε = 1 − |b|2 =: λ, onde |b|2 = |W |2.

Sabemos que, bi = −Wi

λ
como ε = λ então Wi = −εbi.

Assim, aij =
hij

λ
+

WiWj

λ2 , então hij = λaij − λ
WiWj

λ2 = εaij − ε
(−εbi)(−εbj)

ε2
= ε(aij − bibj).

Logo, bi = −λW i, como ε = λ então, W i = bi

ε
.

F é Riemanniana ⇔ W = 0.

F = α + β Riemanniana ⇔ β = biy
i = 0 ⇔ bi = 0 ∀i = 1, ..., n ⇔ W i = − bi

ε
=

−aijbj

ε
= 0 ∀i = 1, ..., n⇔ W = 0.



Capítulo 2

Navegação de Zermelo nas Formas

Espaciais

Nesta seção ilustraremos a variação da perturbação em dimensão 3 nas formas espa-

ciais. Em cada exemplo, com excessão da perturbação radial na métrica euclidiana,

W é uma isometria infinitesimal de h. Em todos os resultados a métrica de Randers

fortemente convexa possui curvatura Flag constante (será denotada por K). O conceito

de curvatura Flag é uma extensão natural da curvatura Riemanniana Seccional para o

domínio Finsleriano.

Todos os nossos exemplos são em dimensão três, sejam (x, y, z) coordenadas posi-

tivas, e u∂x + v∂y + w∂z um vetor tangente arbitrário. Expressamos a norma como

α :=
√

a(x, y) em vez de aij porque a anterior é mais compacta. A métrica Rie-

manniana é vista como aij = (1
2
α2)yiyj

. Seja x = (x, y, z) o ponto e y = (u, v, w) o

vetor.

18
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2.1 Curvatura Flag constante positiva

2.1.1 Perturbação rotacional de S3

Seja S3 a esfera unitária em R
4, isto é, S3 = {(x, y, z, w) : α(x, y, z, w) = 1}. Usando

o espaço tangente dos pólos leste e oeste, parametrizamos a esfera por

(x, y, z) 7→ 1
√

1 + x2 + y2 + z2
(s, x, y, z);

onde, s = ±1, respectivamente para o hemisfério leste e oeste. Note que o equador

corresponde à assíntota infinita do espaço tangente acima.

Fixe uma constante 0 < τ < 1 e perturbe por rotação infinitesimal

.(X,Y )

Figura 2.1: Correspondência assintótica do espaço tangente.

W (x, y, z) = τ(y,−x, 0).

Vamos calcular a norma de W .

Primeiramente vamos calcular a métrica Riemanniana da esfera

hij = 〈 ∂
∂xi

,
∂

∂xj

〉.
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Primeiro temos

∂

∂x
=

(

−sx
(1 + x2 + y2 + z2)

3

2

,
1 + y2 + z2

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

,
−xy

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

,
−xz

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

)

∂

∂y
=

(

−sy
(1 + x2 + y2 + z2)

3

2

,
−xy

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

,
1 + x2 + z2

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

,
−yz

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

)

∂

∂z
=

(

−sz
(1 + x2 + y2 + z2)

3

2

,
−xz

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

,
−yz

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

,
1 + x2 + y2

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

)

.

Logo,

h11 =
s2x2 + (1 + y2 + z2)2 + x2y2 + x2z2

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
x2(1 + y2 + z2) + (1 + y2 + z2)2

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
(1 + y2 + z2)(1 + x2 + y2 + z2)

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
(1 + y2 + z2)

(1 + x2 + y2 + z2)2
,

h22 =
s2y2 + x2y2 + (1 + x2 + z2)2 + y2z2

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
y2(1 + x2 + z2) + (1 + x2 + z2)2

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
(1 + x2 + z2)(1 + x2 + y2 + z2)

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
(1 + x2 + z2)

(1 + x2 + y2 + z2)2
,

h33 =
s2z2 + x2z2 + y2z2 + (1 + x2 + y2)2

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
z2(1 + x2 + y2) + (1 + x2 + y2)2

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
(1 + x2 + y2)(1 + x2 + y2 + z2)

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
(1 + x2 + y2)

(1 + x2 + y2 + z2)2
,
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h12 =
s2xy − xy(1 + y2 + z2) − xy(1 + x2 + z2) + xyz2

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
xy(1 − 1 − y2 − z2 − 1 − x2 − z2 + z2)

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
−xy(1 + x2 + y2 + z2)

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
−xy

(1 + x2 + y2 + z2)2

h13 =
s2xz − xz(1 + y2 + z2) + xy2z − xz(1 + x2 + y2)

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
xz(1 − 1 − y2 − z2 + y2 − 1 − x2 − y2)

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
−xz(1 + x2 + y2 + z2)

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
−xz

(1 + x2 + y2 + z2)2
,

h23 =
s2yz + x2yz − yz(1 + x2 + z2) − yz(1 + x2 + y2)

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
yz(1 + x2 − 1 − x2 − z2 − 1 − x2 − y2)

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
−yz(1 + x2 + y2 + z2)

(1 + x2 + y2 + z2)3

=
−yz

(1 + x2 + y2 + z2)2
.

Considere ρ := 1 + x2 + y2 + z2. Assim de, |W |2 = hijW
iW j
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Portanto

|W |2 =
τ 2(y2(1 + y2 + z2) + x2y2 + x2y2 + x2(1 + x2 + z2))

ρ2

=
τ 2(y2((1 + y2 + z2) + x2) + x2(y2 + (1 + x2 + z2)))

ρ2

=
τ 2(y2 + x2)(1x2 + y2 + z2)

ρ2

= τ

√

x2 + y2

ρ
.

Note que,

|W | = τ

√

x2 + y2

ρ
< 1.

O intervalo de τ é devido à condição |W | < 1 globalmente em S3.

Agora calcularemos a métrica de Randers F = α+ β.

Primeiramente encontraremos o valor de β.

Sabemos que,

β(x,y) = bi(x)y
i e bi(x) =

−Wi

λ
, onde

Wi = hijW
j e λ = 1 −W iWi = 1 −W ihijW

j.

Assim,

(

Wi

)

=
(

hijW
j

)

=
1

ρ2











1 + y2 + z2 −xy −xz

−xy 1 + x2 + z2 −yz

−xz −yz 1 + x2 + y2





















τy

−τx

0











=
1

ρ2











τ(y(1 + y2 + z2) + x2)

τ(−x(y2 + (1 + x2 + z2)))

0











.
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Logo,

hijW
j =

1

ρ











τy

−τx

0











.

Assim,

(

W i

)(

Wi

)

=
1

ρ

(

τy −τx 0
)











τy

−τx

0











(

W i

)(

Wi

)

=
τ 2(x2 + y2)

ρ
.

Daí,

λ =1 +W iWi

=1 +
τ 2(x2 + y2)

ρ

=
1 + x2 + y2 + z2 + τ 2(x2 + y2)

ρ

=
1 + (1 + τ 2)(x2 + y2) + z2

ρ
.

Consideremos novamente η := 1 + (1 + τ 2)(x2 + y2) + z2.

Portanto, λ = η

ρ
daí,

(

bi(x)
)

= −

(

Wi

)

λ
= −ρ

η

1

ρ











τy

−τx

0











=
τ

η











y

−x

0











.
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Assim,

β(x,y) = bi(x)y
i =

τ

η

(

u v w

)











y

−x

0











.

Portanto,

β(x,y) =
τ(−yu+ xv)

η
.

Agora calcularemos α(x,y).

Temos que,

α(x,y) =
√

aijyiyj e aij =
hij

λ
+
Wi

λ

Wj

λ
.

Assim,

(

hij

λ

)

=
ρ

η

1

ρ2











1 + y2 + z2 −xy −xz

−xy 1 + x2 + z2 −yz

−xz −yz 1 + x2 + y2











,

dai,

(

hij

λ

)

=
1

ρη











1 + y2 + z2 −xy −xz

−xy 1 + x2 + z2 −yz

−xz −yz 1 + x2 + y2











,

portanto,

hij

λ
=
(

u v w

)(

hij

λ

)











u

v

w
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=
1

ρη

(

u v w

)











1 + y2 + z2 −xy −xz

−xy 1 + x2 + z2 −yz

−xz −yz 1 + x2 + y2





















u

v

w











=
1

ρη

(

u v w

)











(1 + y2 + z2)u− xyv − xzw

−xyu+ (1 + x2 + z2)v − yzw

−xzu− yzv + (1 + x2 + y2)w











=
1

ρη
((1 + y2 + z2)u2 + (1 + x2 + z2)v2 + (1 + x2 + y2)w2 − 2xyuv − 2xzuw − yzvw)

e

(

Wi

λ

)(

Wj

λ

)

=
ρ2

η2

1

ρ2











τy

−τx

0











(

τy −τx 0
)

=
τ 2

η2











y2 −xy 0

−xy x2 0

0 0 0











.

Logo,

Wi

λ

Wj

λ
yiyj =

(

u v w

)(

Wi

λ

)(

Wj

λ

)











u

v

w











=
τ 2

η2

(

u v w

)











y2 −xy 0

−xy x2 0

0 0 0





















u

v

w











=
τ 2

η2

(

y2u− xyv −xyu+ x2v 0
)











u

v

w













2.1 Curvatura Flag constante positiva 26

=
τ 2

η2
(y2u2 − xyuv − xyuv + x2v2)

=
τ 2

η2
(−yu+ xv)2.

Portanto,

α2(x,y) = 1
ρη
{(1 + x2 + y2 + z2)u2 − 2xyuv + (1 + x2 + y2 + z2)v2 − 2xzuw

+(1 + x2 + y2)w2} − 1
ρη

2yzvw + τ2

η2 (−yu+ xv)2

= 1
ρη
{(1 + x2 + y2 + z2)u2 − x2u2 + (1 + x2 + y2 + z2)v2 − v2y2 − 2xyuv − 2xzuw}

+ 1
ρη
{(1 + x2 + y2 + z2 − z2)w2 − 2yzvw} + 1

η2{(1 + (x2 + y2)(1 − τ 2) + z2)2}

= 1
ρη
{(1 + x2 + y2 + z2)(u2 + v2) − (xu+ vy)2 − 2zw(xu+ yv) + (ρ− z2)w2}

+ 1
η2{τ 2(−yu+ xv)2}.

Considere xu+ yv = ψ

α2(x,y) = 1
ρη
{(1 + (x2 + y2)(1 − τ 2) + z2)[ρ(u2 + v2) − ψ2 − 2zwψ + (ρ− z2)w2]}

+ 1
ρη
{(1 + (x2 + y2)(1 − τ 2) + z2)[τ 2(−yu+ xv)2ρ]}

= 1
ρη
{ρ(u2 + v2) − ψ2 + (x2 + y2)(1 − τ 2)(1 + y2 + z2)(u2 + v2) − (1 − τ 2)(x2 + y2)ψ2}

+ 1
ρη
{+z2(1 + y2 + z2)(u2 + v2) − z2ψ2 − 2zwψ + (ρ− z2)w2 + τ 2(−yu+ xv)2ρ}

= 1
ρη
{ρ(u2 + v2) − ψ2 + (x2 + y2)(1 + y2 + z2)(u2 + v2) − (x2 + y2)ψ2 + τ 2(x2 + y2)ψ2}

+ 1
ρη
{−τ 2(x2 + y2)(1 + y2 + z2)(u2 + v2) + z2(1 + y2 + z2)(u2 + v2) − z2ψ2 − 2zwψ}

+ 1
ρη
{(ρ− z2)w2 + τ 2(−yu+ xv)2ρ}

= 1
ρη
{ρ(u2 + v2) + ρ(x2 + y2)(u2 + v2) − ψ2 + z2ρ(u2 + v2) − (x2 + y2)ψ2 − z2ψ2}

+ 1
ρη
{−τ 2ρ(x2 + y2)(u2 + v2) + τ 2ψ2(x2 + y2) + τ 2ρ(−yu+ xv)2 − 2zwψ + (ρ− z2)w2}

= 1
ρη
{ρ(u2 + v2) + ρ− ψ2ρ+ τ 2ρ(x2v2 − 2xvyu+ y2u2) − 2zwψ + (ρ− z2)w2}

+ 1
ρη
{τ 2(x2 + y2)(−u2 − x2u2 − y2u2 − z2u2 − v2 − x2v2 − y2v2 − z2v2 + x2u2)}

+ 1
ρη
{τ 2(x2 + y2)(2xuyv + y2v2)}

= 1
ρη
{ρ2(u2 + v2) − ψ2ρ+ τ 2(x2 + y2)(−u2 − x2u2 − y2u2 − z2u2 − v2 − x2v2 − y2v2)}

+ 1
ρη
{τ 2(x2 + y2)(−z2v2 + x2u2 + 2xuyv + y2v2) + τ 2(x2v2 − 2xvyu+ y2u2 + x4v2)}
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+ 1
ρη
{τ 2(−2x3vyu+ y2x2u2 + y2x2v2 − 2xvy3u+ y4u2 + x2z2v2 − 2xvyuz2 + y2z2u2)}

+ 1
ρη
{−2zwψ + (ρ− z2)w2}

= 1
ρη
{ρ2(u2 + v2) − ψ2ρ+ τ 2(x2 + y2)(−u2 − x2u2 − y2u2 − z2u2 − v2 − x2v2 − y2v2)}

+ 1
ρη
{τ 2(x2 + y2)(−z2v2 + x2u2 + 2xuyv + y2v2) + τ 2(x2v2 − 2xvyu+ y2u2 + x4v2)}

+ 1
ρη
{τ 2(−2x3vyu+ y2x2u2 + y2x2v2 − 2xvy3u+ y4u2 + x2z2v2) + τ 2(−2xvyuz2 + y2z2u2)}

+ 1
ρη
{−2zwψ + (ρ− z2)w2}

= 1
ρη
{ρ2(u2 + v2) − ψ2ρ+ τ 2(−x2u2 − x2z2u2 − y2v2 − y2z2v2 − 2xyuv − 2xyuvz2)}

+ 1
ρη
{−2zwψ + (ρ− z2)w2}

= 1
ρη
{ρ2(u2 + v2) − ψ2(1 + x2 + y2 + z2) + τ 2ψ2 + z2ψ2 − 2zwψ + (ρ− z2)w2}

= 1
ρη
{ρ2(u2 + v2) − ψ2ρ+ τ 2(1 + z2)ψ2 − 2zwψ + (ρ− z2)w2}.

Portanto,

α2(x,y) =
1

ρη
{ρ2ψ − [ρ+ τ 2(1 + z2)]ψ2 + η2[(ρ− z2)w2 − 2zwψ}.

Podemos verificar que F = α+ β tem curvatura Flag constante K = 1.

Para isso vamos usar o Teorema de Yasuda Shimada (Proposição 7), primeiro vamos

analisar se W é um campo de Killing.

W é Killing ⇔ 〈∇YW,Z〉 + 〈∇ZW,Y 〉 = 0.

Temos que

W = τ(y, x, 0)

é a perturbação, ou seja,

W = τ(y
∂

∂x
− x

∂

∂y
+ 0

∂

∂z
).

Assim:

W = τ

(1+x2+y2+z2)
3

2

(y(−sx, 1 + y2 + z2,−xy,−xz) − x(−sy,−xy, 1 + x2 + z2,−yz) +

0(−sz,−xz,−yz, 1 + x2 + y2))

= τ

(1+x2+y2+z2)
3

2

(−sxy, y(1 + y2 + z2),−xy2,−xyz) + (sxy, x2y,−x(1 + x2 + z2), xyz)

= τ

(1+x2+y2+z2)
3

2

(0, y(1 + x2 + y2 + z2),−x(1 + x2 + y2 + z2), 0
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= τ√
1+x2+y2+z2

(0, y,−x, 0).

Então:

∂W

∂x
=

τ

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

(0,−xy,−(1 + y2 + z2), 0)

∂W

∂y
=

τ

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

(0, 1 + x2 + z2, xy, 0)

∂W

∂z
=

τ

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

(0,−yz, xz, 0).

Temos que

(x, y, z) 7→ 1
√

1 + x2 + y2 + z2
(s, x, y, z)

é a parametrização da esfera, logo

∂

∂x
=

1

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

(−sx, 1 + y2 + z2,−xy,−xz)

∂

∂y
=

1

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

(−sy,−xy, 1 + x2 + z2,−yz)

∂

∂z
=

1

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

(−sz,−xz,−yz, 1 + x2 + y2).

Portanto:

〈∂W
∂x
, ∂

∂y
〉 + 〈∂W

∂y
, ∂

∂x
〉 =

1
(1+x2+y2+z2)3

(x2y2 − (1 + y2 + z2)(1 + x2 + z2) + (1 + y2 + z2)(1 + x2 + z2)− x2y2) = 0.

〈∂W
∂x
, ∂

∂z
〉 + 〈∂W

∂z
, ∂

∂x
〉 =

1
(1+x2+y2+z2)3

(x2yz + yz(1 + y2 + z2) − yz(1 + y2 + z2) − x2yz) = 0.

〈∂W
∂y
, ∂

∂z
〉 + 〈∂W

∂z
, ∂

∂y
〉 =

1
(1+x2+y2+z2)3

(−xz(1 + x2 + z2) − xy2z + xy2z + xz(1 + x2 + z2)) = 0.

Usando a proposição 7, pode-se verificar que a curvatura flag é K=1.
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2.1.2 Perturbação de um campo de Killing em S3

Agora, começamos com a esfera S3 de R
4, parametrizada como anteriormente. Para

toda constante K > 1, temos que h é 1
K

vezes a norma da métrica Riemanniana in-

duzida em S3. A mudança na escala métrica tem curvatura seccional K.

Perturbe h pelo campo de vetores de Killing

W (x, y, z) =
√
K − 1(−s(1 + x2), z − sxy,−y − sxz),

vamos mostrar que W é um campo de Killing.

W é Killing ⇔ 〈∇YW,Z〉 + 〈∇ZW,Y 〉 = 0.

Temos que

W (x, y, z) =
√
K − 1(−s(1 + x2), z − sxy,−y − sxz),

ou seja,

W (x, y, z) =
√
K − 1(−s(1 + x2)

∂

∂x
+ (z − sxy)

∂

∂y
+ (−y − sxz)

∂

∂z
)

W =
√

K−1

(1+x2+y2+z2)
3

2

(−s(1 + x2)(−sx, 1 + y2 + z2,−xy,−xz) + (z − sxy)(−sy,−xy, 1 +

x2 + z2,−yz) + (−y − sxz)(−sz,−xz,−yz, 1 + x2 + y2))

W =
√

K−1

(1+x2+y2+z2)
3

2

(sx2 + s2x3 − szy+ s2xy2 + syz+ s2xz2,−s(1+ y2 + z2 +x2 +x2y2 +

x2z2)−xyz− sx2y2 +xyz+ sx2z2,−s(xy−x3y) + z+ zx2 + z3 − sxy− sx3y− sxyz2 +

y2z + sxyz2,−s(−xz − x3z)(−yz2 + sxy2z − y,−yx2 − y3 − sx3z − sxz − sxy2z))

W =
√

K−1

(1+x2+y2+z2)
3

2

(x(1 +x2 + y2 + z2),−s(1 +x2 + y2 + z2), z(1 +x2 + y2 + z2),−y(1 +

x2 + y2 + z2))

W =
√

K−1√
1+x2+y2+z2

(x,−s, z,−y).

Logo,
∂W

∂x
=

√
K − 1

√

1 + x2 + y2 + z2
(1 + y2 + z2,−sx,−xz, xy)

∂W

∂y
=

√
K − 1

√

1 + x2 + y2 + z2
(−xy, sy,−yz,−(1 + x2 + z2))
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∂W

∂z
=

√
K − 1

√

1 + x2 + y2 + z2
(−xz, sz, 1 + x2 + y2, yz).

Temos que

(x, y, z) 7→ 1
√

1 + x2 + y2 + z2
(s, x, y, z)

é a parametrização da esfera, logo

∂

∂x
=

1

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

(−sx, 1 + y2 + z2,−xy,−xz)

∂

∂y
=

1

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

(−sy,−xy, 1 + x2 + z2,−yz)

∂

∂z
=

1

(1 + x2 + y2 + z2)
3

2

(−sz,−xz,−yz, 1 + x2 + y2).

Portanto:

〈∂W
∂x
, ∂

∂y
〉 + 〈∂W

∂y
, ∂

∂x
〉 =

√
K−1

(1+x2+y2+z2)2
(−sy(1 + y2 + z2) − sx2y − xz(1 + x2 + z2) − xy2z + sx2y + sy(1 + y2 +

z2) + xy2z + xz(1 + x2 + z2)) = 0.

〈∂W
∂x
, ∂

∂z
〉 + 〈∂W

∂z
, ∂

∂x
〉 =

√
K−1

(1+x2+y2+z2)2
(−sz(1 + y2 + z2) − sx2z + xyz2 + xy(1 + x2 + y2) + sx2z + sz(1 + y2 +

z2) − xy(1 + x2 + y2) − xyz2) = 0.

〈∂W
∂y
, ∂

∂z
〉 + 〈∂W

∂z
, ∂

∂y
〉 =

√
K−1

(1+x2+y2+z2)2
(sxyz− sxyz+ y2z2 − (1 + x2 + y2)(1 + x2 + z2) + sxyz− sxyz+ (1 + x2 +

y2)(1 + x2 + z2) − y2z2) = 0.

Agora encontraremos a norma de W na métrica F .

Tomemos novamnte ρ := 1 + x2 + y2 + z2.

Temos que hij = 1
K
gij, e pelo exemplo anterior
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gij =
1

ρ2











1 + y2 + z2 −xy −xz

−xy 1 + x2 + z2 −yz

−xz −yz 1 + x2 + y2











.

Como |W |2 = hijWW j, segue que

|W |2 =
K − 1

K

1

ρ2

(

−s(1 + x2) z − sxy −y − sxz

)

×










1 + y2 + z2 −xy −xz

−xy 1 + x2 + z2 −yz

−xz −yz 1 + x2 + y2











×











−s(1 + x2)

z − sxy

−y − sxz











.

Sejam

A = −s(1 + x2)(1 + y2 + z2) − xy(z − sxy) + xz(y + sxz)

= −s(1 + y2 + z2 + x2 + x2y2 + x2z2) − xyz + sx2y2 + xyz + sx2z2

= −s(1 + x2 + y2 + z2)

B = sxy(1 + x2) + (1 + x2 + z2)(z − sxy) + yz(y + sxz)

= sxy + sx3y + z − sxy − x2z − sx3y + z3 − sxyz2 + y2z + sxyz2

= z(1 + x2 + y2 + z2)

C = sxz(1 + x2) − yz(z − sxy) − (y + sxz)(1 + x2 + y2)

= sxz + sx3z − yz2 − sxy2z − y − yx2 − y3 − sxz − sx3z − sxy2

= −y(1 + x2 + y2 + z2).

Temos que

|W |2 =
(K − 1)

K

1

ρ2

(

A B C

)











−s(1 + x2)

z − sxy

−y − sxz













2.1 Curvatura Flag constante positiva 32

=
(K − 1)

K

1

ρ

(

−s z −y
)











−s(1 + x2)

z − sxy

−y − sxz











=
(K − 1)

Kρ
(s2(1 + x2) + z2 − sxyz + y2 + sxyz)

=
(K − 1)

Kρ
(1 + x2 + y2 + z2).

Então,

|W | =

√

K − 1

K
.

Encontraremos a métrica de Randers F = α + β. Primeiro encontraremos o valor de

β(x,y).

Temos que

hijW
j =

√
K − 1

Kρ2











1 + y2 + z2 −xy −xz

−xy 1 + x2 + z2 −yz

−xz −yz 1 + x2 + y2





















−s(1 + x2)

z − sxy

−y − sxz











=

√
K − 1

Kρ2











−s(1 + x2)(1 + y2 + z2) − xy(z − sxy) + xz(y + sxz)

sxy(1 + x2) + (1 + x2 + z2)(z − sxy) + yz(y + sxz)

sxz(1 + x2) − yz(z − sxy) − (y + sxz)(1 + x2 + y2)











=

√
K − 1

Kρ2











−s(1 + y2 + z2 + x2y2 + x2z2) − xyz + sx2y2 + xyz + sx2y2

sxy + sx3y) + z + x2z + z3 − sx3y − sxyz2 + y2z + sxyz2

sxz + sx3z − yz2 − sxy2z − y − x2y − y3 − sxy − sx3y − sxy2z











.

Portando,

hijW
j =

√
K − 1

Kρ2











−s(1 + x2 + y2 + z2)

z(1 + x2 + y2z + z2)

−y(1 + x2 + y2 + z2)











=

√
K − 1

Kρ2











−s

z

−y











.
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Assim,

bi = − hijW
j

1 − hijW jW
= −

√
K − 1

ij
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Ou seja

hij

λ
yiyj =

1

ρ2

(

u v w

)











1 + y2 + z2 −xy −xz

−xy 1 + x2 + z2 −yz

−xz −yz 1 + x2 + y2





















u

v

w











.

Daí

hij

λ
yiyj =

1

ρ2
(u2(1+y2+z2)+v2(1+x2+z2)+w2(1+x2+y2)−2uwxz−2uvxy−2vwyz).

A segunda é

W i

λ

W j

λ
=

√
K − 1

Kρ











−s

z

−y











√
K − 1

Kρ

(

−s z −y
)

.

W i

λ

W j

λ
yiyj = K2

(

u v w

)

√
K − 1

Kρ











−s

z

−y











√
K − 1

Kρ

(

−s z −y
)











u

v

w











.

Daí

W i

λ

W j

λ
yiyj =

K − 1

ρ2

(

u v w

)











s2 −sz sy

−sz z2 −yz

sy −yz y2





















u

v

w











.

De onde vem que

W i

λ

W j

λ
yiyj =

K − 1

ρ2
(u2s2

=

K
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Ou seja,

α2(x,y) = (1+y2+z2)u2−2xyuv−2xzuw+(1+x2+z2)v2−2yzvw+(1+x2+y2)w2

ρ2

+ (K−1)(su−zv+yw)2

ρ2

= u2+u2y2+u2z2−2xyuv−2xzuw+v2+v2x2+v2z2−2yzvw+w2+w2x2+w2y2

ρ2

+K(su−zv+yw)2−(su−zv+yw)2

ρ2

= u2+u2y2+u2z2−2xyuv−2xzuw+v2+v2x2+v2z2−2yzvw+w2+w2x2+w2y2

ρ2

+K(su−zv+yw)2−s2u2+z2v2+y2w2−2suzv−2zvyw+2suyw+2xvsw−2xvsw

ρ2 .

Portanto,

α(x,y) =

√

K(su− zv + yw)2 + (zu+ sv − xw)2 + (−xu+ xv + sw)2

ρ
.

Também podemos verificar que a métrica de Randers F resultante tem curvatura

Flag constante K, de fato, como vimos no início que β é killing e verificando as

condições (1) e (2) do Teorema de Yasuda Shimada (Proposição 7), podemos ver que

a curvatura flag é K.

2.2 Curvatura Flag zero

2.2.1 Perturbando R
3 por uma translação

Considere a métrica Riemanniana h como sendo a métrica Euclidiana (δij) de R
3.

Escolha três constantes p, q, r, satisfazendo p2 + q2 + r2 < 1. E perturbe h pelo campo

de vetores W = (p, q, r).

Temos que |W | =
√

p2 + q2 + r2, pois a matriz da norma euclidiana na base

canônica de R
3 é
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P

W

Figura 2.2: Perturbação por uma Translação

(

δij

)

=











1 0 0

0 1 0

0 0 1











.

Assim temos que

|W |2 =
(

p q r

)











1 0 0

0 1 0

0 0 1





















p

q

r











.

Logo,

|W | =
√

p2 + q2 + r2.

Vamos agora calcular a métrica de Randers resultante, para isso calcularemos o valor

de α(x,y) e β(x,y). Primeiramente calcularemos β(x,y). Temos que

bi =
−Wi

λ
=

−hijW
j

1 − hijW iW j

(

bi

)

= −











1 0 0

0 1 0

0 0 1





















p

q

r











1 − (p2 + q2 + r2)
.
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Logo

(

bi

)

= −











−p

−q

−r











1 − (p2 + q2 + r2)
.

O que nos dá

β(x,y) = bi(x)y
i =

1

1 − (p2 + q2 + r2)

(

u v w

)











−p

−q

−r











.

Portanto,

β(x,y) = − (pu+ qv + rw)

1 − (p2 + q2 + r2)
.

Agora vamos obter o valor de α(x,y). Como

aij =
δij

λ
+
Wi

λ

Wj

λ
,

(

δij

λ

)

=











1 0 0

0 1 0

0 0 1











1 − (p2 + q2 + r2)

δij

λ
yiyj =

1

1 − (p2 + q2 + r2)

(

u v w

)











1 0 0

0 1 0

0 0 1





















u

v

w











δij

λ
yiyj =

u2 + v2 + w2

1 − (p2 + q2 + r2)
.

Segue que

α2(x,y) =
(u2 + v2 + w2)

1 − (p2 + q2 + r2)
+

(pu+ qv + rw)2

1 − (p2 + q2 + r2))2
.

Portanto,
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α(x,y) =

√

(pu+ qv + rw)2 + (u2 + v2 + w2)[1 − (p2 + q2 + r2)]

1 − (p2 + q2 + r2)
.

Podemos verificar que F é uma métrica de Minkowski, pois não depende do ponto

p = (x, y, z).

Vamos mostrar que esta métrica F tem curvatura Flag constante K = 0.

Para isso vamos usar o Teorema de Yasuda Shimada (Proposição 7), primeiro vamos

analisar se W é um campo de Killing.

W é Killing ⇔ 〈∇YW,Z〉 + 〈∇ZW,Y 〉 = 0.

Temos que

W = (p, q, r)

é a perturbação. Assim:

∂W
∂x

= 0, ∂W
∂y

= 0, ∂W
∂z

= 0.

∂
∂x

= (1, 0, 0), ∂
∂y

= (0, 1, 0), ∂
∂z

= (0, 0, 1).

Portanto,

〈∂W
∂x
, ∂

∂y
〉 + 〈∂W

∂y
, ∂

∂x
〉 = 0

〈∂W
∂x
, ∂

∂z
〉 + 〈∂W

∂z
, ∂

∂x
〉 = 0

〈∂W
∂y
, ∂

∂z
〉 + 〈∂W

∂z
, ∂

∂y
〉 = 0.

Agora como vale as condições (1) e (2), pois bi|j = 0 (β é paralelo), do Teorema de

Yasuda Shimada (Proposição 7), e como α é flat e β é paralelo, então a curvatura flag

é K = 0.

2.2.2 Perturbação rotacional de R
3

Como antes h denota a métrica Euclidiana de R
3. A perturbação do campo é uma

rotação infinitesimal W (x, y, z) := y∂x− x∂y + 0∂z.

A métrica de Randers obtida pela perturbação de W resolve o seguinte problema:
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(x,y,z)

W

Figura 2.3: Perturbação rotacional.

Dado um tanque cilíndrico aberto, cheio de água com um peixe dentro e com duas

pás giratórias em movimento, se uma pessoa joga o alimento na superfície do tanque,

encontrar a trajetória no qual o peixe consegue chegar a superfície para se alimentar

no menor tempo possível.

Figura 2.4: Cilindro com o peixe dentro.

F é definida em um cilindro aberto x2 + y2 < 1 em R
3, e tem curvatura Flag con-

stante K = 0.

Vamos encontrar a norma de W . Temos que W (x, y, z) = (y,−x, 0) e a norma euclid-

iana é
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(

δij

)

=











1 0 0

0 1 0

0 0 1











.

Assim,

|W | = hijW
iW j =

(

y −x 0
)











1 0 0

0 1 0

0 0 1





















y

−x

0











.

Portanto, |W | =
√

x2 + y2.

Agora,

bi =
−Wi

λ
=

−hijW
j

1 − hijW iW j
.

Logo

(

bi

)

= −











1 0 0

0 1 0

0 0 1





















y

−x

0











1 − (x2 + y2)
=











−y

x

0











1 − x2 − y2
.

β(x, y) =
1

1 − x2 − y2

(

u v w

)











−y

x

0











.

Portanto,

β(x,y) =
−yu+ xv

1 − x2 − y2
.

Temos que

aij =
δij

λ
+
Wi

λ

Wj

λ
.
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Logo

(

δij

λ

)

=











1 0 0

0 1 0

0 0 1











1 − x2 − y2

δij

λ
yiyj =

1

1 − x2 − y2

(

u v w

)











1 0 0

0 1 0

0 0 1





















u

v

w











δij

λ
yiyj =

u2 + v2 + w2

1 − x2 − y2
.

E

(

Wi

λ

)(

Wj

λ

)

=











y

−x

0











1 − x2 − y2

(

y −x 0
)

1 − x2 − y2

Wi

λ

Wj

λ
yiyj =

1

(1 − x2 − y2)2

(

u v w

)











y

−x

0











(

y −x 0
)











u

v

w











=
1

(1 − x2 − y2)2

(

u v w

)











y2 −xy 0

−xy x2 0

0 0 0





















u

v

w











=
1

(1 − x2 − y2)2

(

uy2 − xyv −uxy + vx2 0
)











u

v

w











=
1

(1 − x2 − y2)2
(u2y2 − xyuv − uvxy + v2x2)

=
(−yu+ xv)2

(1 − x2 − y2)2
.
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Logo,

(

aij

)

=











1 0 0

0 1 0

0 0 1











1 − x2 − y2
+

(−yu+ xv)

(1 − x2 − y2)2
.

Portanto,

α(x,y) =

√

(−yu+ xv)2 + (u2 + v2 + w2)(1 − x2 − y2)

1 − x2 − y2
.

Mostraremos que F tem curvatura flag constanteK = 0. Para isso usaremos o Teorema

de Yasuda Shimada (Proposição 7), primeiramente mostraremos que W é um campo

de Killing.

W é Killing ⇔ 〈∇YW,Z〉 + 〈∇ZW,Y 〉 = 0.

Temos que

W = (y,−x, 0)

é a perturbação. Assim:

∂W

∂x
= (0,−1, 0),

∂W

∂y
= (1, 0, 0),

∂W

∂z
= (0, 0, 0).

∂

∂x
= (1, 0, 0),

∂

∂y
= (0, 1, 0),

∂

∂z
= (0, 0, 1).

Portanto,

〈∂W
∂x

,
∂

∂y
〉 + 〈∂W

∂y
,
∂

∂x
〉 = −1 + 1 = 0
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〈∂W
∂x

,
∂

∂z
〉 + 〈∂W

∂z
,
∂

∂x
〉 = 0 + 0 = 0

〈∂W
∂y

,
∂

∂z
〉 + 〈∂W

∂z
,
∂

∂y
〉 = 0 + 0 = 0.

Agora verificando as condições (1) e (2) do Teorema de Yasuda Shimada (Proposição

7), e verificando que α é flat e β é paralelo, então a curvatura flag é K = 0.

2.3 Curvatura Flag constante negativa

2.3.1 Perturbação radial de R
3

Agora, perturbamos a métrica Euclidiana, mas desta vez M é uma bola aberta de

raio R em R
3, centralizada na origem. A perturbação do campo de vetores é radial

W (x, y, z) = τ(x∂x+ y∂y + z∂Z), onde τ é uma constante.

WW

W

W

W

Figura 2.5: Perturbação radial.

Imponha a condição |τ | ≤ 1
R

para assegurar que |W | < 1 em M . A métrica de

Randers resultante F tem curvatura Flag constante K = −1
4
τ 2.

Vamos encontrar a norma de W . Temos que W (x, y, z) = τ(x, y, z) e a norma

euclidiana é
(

δij

)

. Assim,
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|W | = hijW
iW j =











1 0 0

0 1 0

0 0 1





















τx

τy

τz











(

τx τy τz

)

.

Portanto, |W | =
√

τ 2(x2 + y2 + z2).

Agora,

bi =
−Wi

λ
=

−hijW
j

1 − hijW iW j
.

Daí

(

bi

)

= −











1 0 0

0 1 0

0 0 1





















τx

τy

τz











1 − τ 2(x2 + y2 + z2)
=











τx

τy

τz











1 − τ 2(x2 + y2 + z2)
.

Logo,

β(x,y) = − τ

1 − τ 2(x2 + y2 + z2)

(

u v w

)











x

y

z











.

Portanto,

β(x,y) =
−τ(xu+ yv + zw)

1 − τ 2(x2 + y2 + z2)
.

Temos que

aij =
δij

λ
+
Wi

λ

Wj

λ
,

logo

(

δij

λ

)

=











1 0 0

0 1 0

0 0 1











1 − τ 2(x2 + y2 + z2)
.
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Assim

δij

λ
yiyj =

1

1 − τ 2(x2 + y2 + z2)

(

u v w

)











1 0 0

0 1 0

0 0 1





















u

v

w











.

Daí
δij

λ
yiyj =

u2 + v2 + w2

1 − τ 2(x2 + y2 + z2)
,

e

(

Wi

λ

Wj

λ

)

=

(

τx τy τz

)

1 − τ 2(x2 + y2 + z2)











τx

τy

τz











1 − τ 2(x2 + y2 + z2)
.

Portanto

Wi

λ

Wj

λ
yiyj = τ2

(1−τ2(x2+y2+z2))2

(

u v w

)











x

y

z











(

x y z

)











u

v

w











= τ2

(1−τ2(x2+y2+z2))2

(

u v w

)











x2 xy xz

xy y2 yz

xz yz z2





















u

v

w











= τ2

(1−τ2(x2+y2+z2))2

(

u v w

)











x2u+ xyv + xzw

xyu+ y2v + yzw

xzu+ yzv + z2w











= τ2

(1−τ2(x2+y2+z2))2
(x2u2 + 2xyuv + 2xzuw + y2v2 + 2yzvw + z2w2)

= τ2

(1−τ2(x2+y2+z2))2
(xu+ yv + zw)2

.

De onde vem que

α2(x,y) =
u2 + v2 + w2

1 − τ 2(x2 + y2 + z2)
+

τ 2(xu+ yv + zw)2

(1 − τ 2(x2 + y2 + z2))2
.
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Portanto,

α(x,y) =

√

τ 2(xu+ yv + zw)2 + (u2 + v2 + w2)[1 − τ 2(x2 + y2 + z2)]

1 − τ 2(x2 + y2 + z2)
.

Pode-se verificar que F tem curvatura flag constante K = −1
4
.

2.3.2 Perturbação rotacional do espaço Hiperbólico

Considere a métrica de Klein

hij(x, y, z) =
(1 − x2 − y2 − z2)δij + xixj

(1 − x2 − y2 − z2)2

em uma bola unitária B
3 := {(x, y, z) ∈ R

3 : x2 + y2 + z2 < 1}, onde xi := δisx
s.

Perturbando por rotação infinitesimal W = (y,−x, 0).

Encontraremos o valor da métrica de Klein.

h11 =
(1 − x2 − y2 − z2) + x2

(1 − x2 − y2 − z2)2
=

1 − y2 − z2

(1 − x2 − y2 − z2)2

h22 =
(1 − x2 − y2 − z2) + y2

(1 − x2 − y2 − z2)2
=

1 − x2 − z2

(1 − x2 − y2 − z2)2

h33 =
(1 − x2 − y2 − z2) + z2

(1 − x2 − y2 − z2)2
=

1 − x2 − y2

(1 − x2 − y2 − z2)2

h12 =
xy

(1 − x2 − y2 − z2)2

h13 =
xz

(1 − x2 − y2 − z2)2

h23 =
yz

(1 − x2 − y2 − z2)2
.

Daí podemos escrever

(

hij

)

=
1

(1 − x2 − y2 − z2)2











1 − y2 − z2 xy xz

xy 1 − x2 − z2 yz

xz yz 1 − x2 − y2











.
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Donde temos |W |2 = hijW
iW j,

logo

|W |2 =
1
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=











−y

x

0











1 − x2 − y2 − z2 − y2 − x2

=











−y

x

0











1 − 2x2 − 2y2 − z2
.

Assim,

β(x,y) =
1

1 − 2x2 − 2y2 − z2

(

u v w

)











−y

x

0











.

Logo,

β(x,y) =
−yu+ xv

1 − 2x2 − 2y2 − z2
.

Agora calcularemos α(x,y).

Temos que,

α(x,y) =
√

aijyiyj e aij =
hij

λ
+
Wi

λ

Wj

λ
.

Assim,

hij

λ
=

1

(1 − x2 − y2 − z2)(1 − 2x2 − 2y2 − z2)











1 − y2 − z2 xy xz

xy 1 − x2 − z2 yz

xz yz 1 − x2 − y2











,
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consideremos ϕ := 1 − 2x2 − 2y2 − z2.

Daí

hij

λ
yiyj = 1

(1−x2−y2−z2)ϕ

(

u v w

)











1 − y2 − z2 xy xz

xy 1 − x2 − z2 yz

xz yz 1 − x2 − y2





















u

v

w











= 1
(1−x2−y2−z2)ϕ

(

u v w

)











(1 − y2 − z2)u+ xyv + xzw

xyu+ (1 − x2 − z2)v + yzw

xzu+ yzv + (1 − x2 − y2)w











.

Portanto,

hij

λ
yiyj = 1

(1−x2−y2−z2)ϕ
((1 − y2 − z2)u2 + 2xyuv + 2xzuw + (1 − x2 − z2)v2 + 2yzvw

+(1 − x2 − y2)w2)

Wi

λ

Wj

λ
=

1

ϕ











y

−x

0











1

ϕ

(

y −x 0
)

Wi

λ

Wj

λ
yiyj = 1

ϕ2

(

u v w

)











y

−x

0











(

y −x 0
)











y

−x

0











= 1
ϕ2

(

u v w

)











y2 −xy 0

−xy x2 0

0 0 0





















y

−x

0











= 1
ϕ2

(

y2u− xyv −xyu+ x2v 0
)











y

−x

0











Wi

λ

Wj

λ
yiyj = 1

ϕ2 (y
2u2 − 2xyuv + x2v2)

= 1
ϕ2 (yu− xv)2.
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De onde vem que

α2(x,y) = (1−y2−z2)u2+2xyuv+(1−x2−z2)v2+2xzuw+(1−x2−y2)w2+2yzvw

(1−x2−y2−z2)ϕ

+ (−yu+xv)2

ϕ2

= (1−z2)u2−y2u2+2xyuv+(1−z2)v2−x2v2+2zw(xu+yv)+(1−x2−y2)w2

(1−x2−y2−z2)ϕ

+ (−yu+xv)2

ϕ2

= (1−2x2−2y2−z2)[(1−z2)(u2+v2)−(yu−xv)2+2zw(xu+yv)+(1−x2−y2)w2]
(1−x2−y2−z2)ϕ2

+ (1−x2−y2−z2)(−yu+xv)2

(1−x2−y2−z2)ϕ2

= (1−2x2−2y2−z2)[(1−z2)(u2+v2)+(1−x2−y2)w2+2zw(xu+yv)]
(1−x2−y2−z2)ϕ2

+ (−yu+xv)2(1+2x2+2y2+z2+1−x2−y2−z2)
(1−x2−y2−z2)ϕ2 .

Portanto

α2(x,y) = (1−2x2−2y2−z2)[(1−z2)(u2+v2)+(1−x2−y2)w2+2zw(xu+yv)]
(1−x2−y2−z2)ϕ2

+ (−yu+xv)2(x2+y2)
(1−x2−y2−z2)ϕ2 .

Pode-se verificar que F tem curvatura flag constante K = −1.



Conclusão

Estudamos tópicos que em, em geral, não são abordados no curso de graduação. Vi-

mos que métricas de Randers resolvem um problema envolvendo métrica Riemanniana.

Estudamos um assunto atual na pesquisa de Geometria mostrando que a métrica de

Finsler tem implicações importantes. Fizemos o uso de conceitos e resultados que pos-

sibilitam um maior amadurecimento na métrica de Finsler, Randers e sobre curvatura

flag constante. Esperamos que o detalhamento dos resultados possam facilitar a leitura

de pessoas interessadas no assunto, cumprindo o papel proposto para uma dissertação

de mestrado.

51



Referências Bibliográficas

[1] Bao, D., Chern, S.S., Shen, Z., An Introduction to Riemann-Finsler Geometry,

GTM 200 Springer-Verlag,(2000).

[2] Bao, D., Robles, C., Shen, Z., Zermelo Navegation On Riemannian Manifolds, J.

Differential Geometry, 66, (2004) 377 − 435.

[3] do Carmo, M.P., Differential geometry of curves and surfaces, Prentice Hall.

[4] do Carmo, M.P., Geometria Riemanniana, Projeto Euclides.

[5] Yasuda, H., Shimada, H., On Randers spaces of scalar curvature, Rep. on Math.

Phys. 11 (1977), 347-360.

[6] Shen, Z., Lectures on Finsler Geometry, Department of Mathematical Sciences.

[7] Lima, E.L., Análise no Espaço Rn, Projeto Euclides.

[8] Lima, E.L., Variedades Diferenciáveis, Projeto Euclides.

[9] Robles, C., Geodesics in Randers Spaces of Constants Curvature, Department of

Mathematical, Universit of Rochester.

52



Livros Grátis
( http://www.livrosgratis.com.br )

 
Milhares de Livros para Download:
 
Baixar livros de Administração
Baixar livros de Agronomia
Baixar livros de Arquitetura
Baixar livros de Artes
Baixar livros de Astronomia
Baixar livros de Biologia Geral
Baixar livros de Ciência da Computação
Baixar livros de Ciência da Informação
Baixar livros de Ciência Política
Baixar livros de Ciências da Saúde
Baixar livros de Comunicação
Baixar livros do Conselho Nacional de Educação - CNE
Baixar livros de Defesa civil
Baixar livros de Direito
Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia
Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educação
Baixar livros de Educação - Trânsito
Baixar livros de Educação Física
Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmácia
Baixar livros de Filosofia
Baixar livros de Física
Baixar livros de Geociências
Baixar livros de Geografia
Baixar livros de História
Baixar livros de Línguas

http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1


Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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