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Resumo

Desde a criagdo por Walter Thirring, em 1958, do primeiro modelo bidimensional em
Teoria Quantica dos Campos com solugdo exata, nao-perturbativa, resultados
supreendentes e esclarecedores vem sendo obtidos na extensa literatura desenvolvida a
partir de entdo. Nao obstante, a complexidade da matéria (sem duplo sentido) tem causado
certo obscurecimento e alguma confusdo quanto a aplicacdo adequada dos métodos de
analise, levando as vezes a resultados dispares e insatisfatorios. E com o objetivo de langar
uma ténue luz sobre certas areas cinzentas da pesquisa, fundamentando a metodologia com
o maximo possivel de clareza, que apresento aqui um estudo visando preencher algumas
sutis lacunas existentes.

De inicio, usando-se a abordagem pelo método integral funcional e a redugcdo Abeliana da
teoria de Wess-Zumino-Witten (WZW), ¢ feita uma nova apresentacdo do modelo de
Thirring-Wess, mostrando-se e estabelecendo-se o isomorfismo entre a QED2 (QCD?2),
com quebra de simetria operada por uma prescri¢do de regularizagdo, ¢ o modelo de
Thirring-Wess Abeliano (ndo-Abeliano) contendo um campo mesdnico com massa nua
fixada.

No capitulo seguinte, em outra aplicacdo a duas dimensdes da teoria WZW, obtemos a
bosonizagdo, pelo método integral funcional, do modelo bidimensional de férmion com
interagdo entre N espécies diferentes de campos de Fermi. A solugdo de operador para as
equagdes de movimento quanticas € reconstruida a partir da formulagao integral funcional.
Numa extensdo dos tratamentos existentes, obtém-se a funcdo de particdo do sistema
mecanico-estatistico associado com a teoria efetiva bosonizada, e a equagdo de estado,
exata, exibe uma transi¢ao de fase de Kosterlitz-Thouless.

No capitulo final, ¢ estudado o modelo de acoplamento derivativo - e seus avatares - entre
um campo de Fermi com massa e campos de Bose de massa nula, clarificando e
delimitando as caracteristicas da interacdo quartica de Thirring subjacente. De longe, e ab
ovo, este capitulo ¢ o mais polémico, uma vez que seus resultados vém contradizer alguns
outros, antigos e recentes, preexistentes na literatura, como por exemplo uma ha muito
suposta e propalada equivaléncia total entre o0 modelo de Thirring e o modelo de Rothe-

Stamatescu no limite de massa nula (m; =0).






Abstract

Since the seminal work by Walter Thirring, in 1958, when he created the first exactly
solvable, non-perturbative bidimensional model in Quantum Field Theory, amazing and
explicative results have been obtained in the copious literature that followed.
Notwhitstanding that, the complexity of the matter (no double sense here) has also
produced some obscurity and confusion of ideas in respect of the correct applicability of
some methods of analysis, leading sometimes to different and unsatisfactory results. I'm
just presenting here, with the main aim of to cast a tenuous light on these researches’ gray
zones, and concerned to found the methodology upon the most basic clearness, a work that
intents to fill some delicate gaps in that literature.

To begin with, the Thirring-Wess model is newly seen through a functional integral
approach, and using the Abelian reduction of the Wess-Zumino-Witten (WZW) theory, the
isomorphism between the QED, (QCD;), with broken gauge symmetry by a regularization
prescription, and the Abelian (non-Abelian) Thirring-Wess model with a fixed bare mass
for the meson field, is established.

The second part deals with another application of the WZW theory in two dimensions, the
functional integral bosonization of the two-dimensional fermion model with interaction
among N different massive field species is obtained. The operator solution for the
quantum equations of motion is reconstructed from the functional integral formalism.
Through an extension of the existent approaches, the partition function of the statistical
mechanical system associated with the effective bosonized theory is obtained, and the exact
equation of state exhibits a Kosterlitz-Thouless phase transition.

Finally, at the third and fourth parts, the characteristics of the hidden quartic Thirring
interaction underneath the derivative coupling model (and its avatars), in which a massive
Fermi field interacts with massless Bose fields, are clarified and delimited within the
operator formalism. This last topic has had a controversial career ab ovo, seeing that its
results do not confirm those of some old and recent papers, e.g. the long-time supposed and
widespread belief in the full equivalence between the Thirring and the Rothe-Stamatescu

models considered in the m, =0 limit.
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Introducao

a. Algumas palavras iniciais

Serdo analisados neste trabalho varios modelos bidimensionais existentes em Teoria
Quantica dos Campos, alguns com maior detalhe e sob novos enfoques, outros apenas
referidos e delineados em poucos tragos. Dois motivos me sugeriram buscar essa
abrangéncia nesta introducdo — propositalmente com a maior leveza possivel. O
principal foi o de contextualizar os modelos revistos nos Capitulos 2, 3 ¢ 4' no 4mbito
da producdo cientifica, tanto do ponto de vista histérico quanto do heuristico e das
teorias ¢ metodologias ali utilizadas. O secundario foi o de fazer uma abertura em
contraponto com aquelas secdes mais técnicas — e, portanto, mais aridas e de mais
dificil apreensdo -, tentando tornar mais estimulante o assunto, em linhas gerais, a
leitura pelos nao-especialistas. E como o instrumental teorico central do que sera
apresentado a seguir, a bosonizagdo, repousa na exata correspondéncia entre
representagdes de bosons e férmions em duas dimensdes espaco-temporais, vamos ao
inicio.

Em 1932, oito anos apods sua fundadora intuicdo de que as particulas de matéria em
movimento também poderiam apresentar fenomenos como difra¢do e interferéncia, até
entdo restritos aos processos ondulatorios, Louis-Victor-Pierre-Raymond, 7° duc de
Broglie (premiado com o Nobel em 1929), abracou com entusiasmo outro “Ansatz”,
ndo tdo bem sucedido desta vez. Sugeriu um “novo conceito de luz” [L. de Broglie,
“Une nouvelle conception de la lumiere”, Compt. Rend. 195, 536, 862 (1932)], supondo
que os entdo recém-descobertos neutrino e sua antiparticula (ambos férmions, com spin

intrinseco =1/2, e até recentemente - 1994 — tidos como particulas com massa nula)

seriam na verdade os componentes do quantum de luz, identificado por Einstein em
1905, o féton (um bodson, com spin intrinseco = 1). E angariou nada menos que a
adesdo de Pascual Ernst Jordan, juntamente com Paul Adrien Maurice Dirac e outros,

um dos fundadores da Eletrodindmica Quantica (QED) nos anos 20-30, autor e co-

' O Capitulo 2 refere-se ao artigo constante na Ref. [46]; o Capitulo 3, ao artigo apontado na Ref. [47]; o
Capitulo 4 subdivide-se na Se¢do 4.1, correspondente a Ref. [21], e na Segdo 4.2, que corresponde a Ref. [48].
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autor de varios trabalhos, entre 1934 e 1938, sobre o que chamou de “Teoria Neutrinica
da Luz” [P. Jordan, “Zur Neutrinotheorie des Lichtes”, Zeitschrift fiir Physik A, 464
(1934); Z. Physik 93, 464 (1935)]. Ainda que a idéia de de Broglie viesse a se mostrar
erronea — os fotons teriam que ser férmions, € nao bosons, contrariamente a observagao
-, assim como da mesma forma a teoria de Jordan — a criacdo de fotons, neutrinos e
antineutrinos ndo teria simetria rotacional [M. H. L. Pryce, Proc. Roy. Soc. (London)
A165, 247 (1938)], também contradizendo a experimentacdo -, até pelo menos 1965
alguns tentaram seguir suas pegadas [W. A. Perkins, “Neutrino Theory of Photons”,
Phys. Rev. B137, 1291 (1965)]. Em vao. Restou disso, porém, o aparato tedrico
matematico desenvolvido por Jordan que, em uma dimensdo espacial, possibilitou nos
anos cinqiienta, pela primeira vez, a representagdao de correntes de férmions com carga
em termos de campos de bosons livres.

Sin-itiro Tomonaga, que viria a ser agraciado com o prémio Nobel em 1965,
juntamente com Robert Phillips Feynman e Julian Schwinger, por seus trabalhos

anteriores, que contribuiram para estabelecer definitivamente a QED como uma teoria

de resultados precisos e inquestionaveis, usou em 1950 esse legado de Jordan para,
operando a reducdo a uma dimensdo espacial, provar a corre¢do de um trabalho de
Felix Bloch datado de 1934, originariamente referente as propriedades de propagacao
de férmions num condutor tridimensional [S. Tomonaga, Prog. Theor. Phys. 5, 544
(1950); F. Bloch, Helv. Phys. Acta 7, 385 (1934)]. Comeca a se manifestar ai a
aproximagao entre duas areas até entdo distintas, a Teoria Quantica dos Campos (7QC
ou, em inglés, QFT ) e a Fisica da Matéria Condensada (FMC ou, em inglés,
CondMat ) — conhecida esta até os anos setenta como Fisica do Estado Sélido (“Solid
State Physics™).

Dai vieram outras convergéncias e paralelos, e observacdes mais recentes —
supercondutores térmicos, superfluidos planares, correntes em nanotubos de carbono —
tém trazido a luz da investigagdo o grande cabedal tedrico acumulado pelos diversos
modelos bidimensionais que foram sendo desenvolvidos e detalhadamente estudados no
Gltimo meio século. As vezes até com insuspeita duplicidade, como foi o caso do
“modelo de Thirring com massa” da 7QC, conhecido na comunidade FMC como

“modelo de Tomonaga-Luttinger com espalhamento inverso (backward scattering)”.
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Os modelos bidimensionais da 7QC (aqueles referidos no presente trabalho
encontram-se resumidos no Apéndice (Cap. 5)) foram intensivamente empregados nas
décadas de 60 ¢ 70 na busca de clarificagdo do mecanismo de confinamento,
componente necessaria ¢ ainda ndo totalmente explicada do “modelo de quarks”,
proposto por Murray Gell-Mann (Nobel em 1969) e Yuval Ne’eman em 1964,
solidamente alicer¢ado hoje em intimeros resultados experimentais [S. Eidelman et al.,

“Particle data group: quark model”, Phys. Lett. B 592, 1 (2004)].

No Capitulo 2 (ver Ref. [46]) sera desenvolvida uma nova visdo do modelo de
Thirring-Wess (ver Apéndice), usando uma abordagem pelo método de integragdao
funcional — que abreviaremos por “abordagem funcional”. No Capitulo 3 (ver Ref. [47])
nos aproximamos da FMC, ao estudar um modelo de férmions com N espécies, ou
sabores, € o sistema mecanico-estatistico associado, que em certas condi¢cdes vem a ser
um gas planar de particulas carregadas que interagem através de um potencial de
Coulomb (o qual, em duas dimensdes, ¢ representado por uma fungao logaritmica). Nas
duas Secdes (ver Refs. [21] e [48]) do Capitulo 4 sdo dissecados alguns modelos que
apresentam interagdes através de derivadas de campos escalares e pseudo-escalares. Os
resultados obtidos neste Capitulo 4, em particular — mesmo que estejam solidamente
fundamentados na teoria -, prometem ser os mais polémicos, por contradizerem outros
trabalhos recentemente publicados e referidos no texto. Outros trabalhos relacionados
aos aqui apresentados ja foram desenvolvidos, encontrando-se em preparativos para

publicagdo.
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b. Convencoes

As seguintes convengdes de notacdo sao adotadas aqui:

Para um campo escalar livre com massa nula:

5,0=-0,0.

n

O campo de Fermi W ¢ o spinor com duas componentes

vy}
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2. Revisitando o Modelo de Thirring-Wess: uma

Abordagem Funcional

Neste Capitulo (ver Ref. [46]) serd considerada a teoria Wess-Zumino-Witten (WZW) para
se obter a bosonizac¢ao funcional do modelo de Thirring-Wess (TW) com um parametro de
regularizacdo arbitrario. Levando a cabo uma sistematica de decompor a algebra do campo
de Bose em sub-algebras de campo invariante e ndo-invariante de calibre, obtém-se a acao
quantica bosonizada desacoplada local.. As solugdes de operador generalizadas para as
equagdes de movimento sdo reconstituidas por meio do formalismo funcional. E
estabelecido o isomorfismo entre a QFD, (QCD,) com quebra de simetria por uma
prescricdo de regularizagdo e o modelo Thirring-Wess Abeliano (ndo-Abeliano) com a

massa nua do campo mesonico fixa.

2.1. Escopo e Método

O modelo de Thirring-Wess (TW) [1] foi considerado nas Refs. [2, 3, 4, 5, 6, 7] com o fim

de investigar a forma segundo a qual a QED, pode ser entendida como um limite de uma

teoria de méson livre quando a massa nua (m,) do méson tende a zero. O modelo TW

padrdo, no qual ¢ adotada a prescri¢do de regularizagdo invariante de calibre, corresponde a
se quantizar o modelo absorvendo todos os efeitos da destrui¢do da simetria de calibre na
massa nua da teoria do méson. O calculo da corrente vetorial ¢ feito usando-se a
regularizacdo invariante de calibre para o procedimento de limite de point-splitting., o que
corresponde ao pardmetro de regularizacdo a =2. Numa formulacdo em um espago de

Hilbert com métrica positiva-definida, o limite m, — 0 ndo existe para o operador de

campo de Fermi () nem para o operador de campo vetorial (.A#) [7]. O limite de massa

zero ndo ¢ bem definido para as fungdes de Wightman gerais que fornecem uma
representacdo da algebra de campo nao-invariante de calibre correspondente ao modelo TW

padrdo. Entretanto, as fungdes de Wightman invariantes de calibre da QED, sao obtidas
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como o limite de massa zero das fun¢des de Wightman da sub-algebra de campo invariante
de calibre do modelo TW padrao.

Mais recentemente, a QED, com quebra de simetria de calibre, através do uso de

um parametro de regularizagdo arbitrario a, foi estudada na Ref. [9], sendo referida como

modelo de Schwinger “andmalo”. A QED, padrdo corresponderia a regularizagdo

invariante de calibre a =2 . Entretanto, também neste caso, o limite invariante de calibre

a—2 ndo existe para os proprios campos y ¢ A, . O limite a -2 ¢ bem definido

somente para o subconjunto invariante de calibre de fun¢des de Wightman. O problema
estrutural associado com o limite de massa zero das fun¢des de Wightman no modelo TW
padrdo pode ser mapeado sobre o problema correspondente de se passar ao limite @ — 2 na

QED, com quebra de invariancia de calibre.

Um dos objetivos do presente Capitulo ¢ o de preencher uma lacuna na literatura existente,
através da discussdo dos aspectos estruturais do modelo TW sob a otica da formulagao
funcional, e pela extensdo da analise a0 modelo TW geral regularizado por um parametro
arbitrario a. Com este fim, usamos a redugdo abeliana da teoria WZW para considerar a
bosonizagdo funcional do modelo TW generalizado. Visando obter uma visao melhor do
comportamento dos operadores variantes de calibre, adotamos no presente tratamento a
sistematica de decompor, passo a passo, a algebra de campo de Bose em sub-algebras de
calibre invariantes (GI) e ndo-invariantes (GNI), de forma que a acdo quantica bosonizada
efetiva ¢ desacoplada em partes GI e partes GNI. A destruicdo da simetria de calibre ¢
caracterizada pela presenca de um campo de Bose livre, sem massa e ndao-candnico. O

campo vetorial com massa nua m, adquire uma massa dindmica

2
g ::—ﬂ(a+2)+m§.

Obtemos no tratamento aqui adotado uma formulacao em um espago de Hilbert de estados
com métrica indefinida, e a equagdo de Proca ¢ satisfeita na forma fraca. Os operadores de
campo generalizados sdo reconstruidos pelo formalismo de integragdo funcional e escritos
como campos de calibre transformados por uma transformagao de calibre valorada sobre

operadores. Na formulagdo de métrica indefinida o limite GI pode ser levado a cabo, e
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obtemos os operadores de campo correspondentes da QFED, , ja obtidos por Lowenstein-

Swieca [6]. Aplicando uma transformagao canonica, a parte de calibre singular vem a ser a
identidade, e obtemos a solucao generalizada de operador para as equagdes de Dirac-Proca
acopladas. Para a regularizacdo invariante de calibre a =2, recuperamos a solugdo de
operador do modelo TW padrao, ja obtida por Lowenstein-Rothe-Swieca. [6, 7]. Como
neste caso a corrente longitudinal ndo porta nenhuma regra de selecao de carga fermidnica,
auto-comuta e comuta com todos os operadores pertencentes a algebra de campo, ela se
reduz ao operador identidade. Isto conduz a um espaco de Hilbert de estados com métrica
positivo-definida, e as equacdes de Dirac-Proca acopladas sdo satisfeitas na forma forte.
Como neste caso o operador de campo de Fermi é dado em termos do operador de férmion
portador de carga do modelo de Thirring, o limite de massa zero existe apenas para a sub-
algebra de campo GI. Damos assim seqiiéncia a apresentacao das Refs. [6, 7].

Outro proposito deste Capitulo € discutir criticamente o isomorfismo entre a QED,
com quebra de invariancia de calibre local (o modelo vetorial “andmalo” de Schwinger
considerado em [9]) ¢ o modelo TW. Usando a teoria de Wess-Zumino-Witten, mostramos
que a agdo quantica efetiva da QFED, quantizada com uma regularizagdo ndo-invariante

b # 2 ¢é equivalente a agdo quantica do modelo TW com uma massa nua de campo vetorial

2
mg zj—ﬂ(b—a),

onde a <b € o parametro usado na regularizagdo do modelo TW. Deste modo, o limite

invariante de calibre b — 2 paraa QED, com quebra de simetria de calibre ¢ mapeado
sobre o limite m, — 0 para o modelo TW padrdo (a =2). Como ¢ bem conhecido [7, 8], 0
fendmeno de confinamento na QFED, padrdo est4 associada com a auséncia de setores de

carga, Deste modo, a conclusdo da Ref. [9], de acordo com a qual o pardmetro a controla
as propriedades de confinamento e de screening, nada mais ¢ do que afirmar que o modelo

TW exibe um operador de férmion portador de carga, e logo, que nao ha confinamento.
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2.2. Abordagem Funcional: Bosoniza¢ao

O modelo TW ¢ definido [1] a partir da densidade Lagrangiana classica':
r=-Lg T”V+_(' 4o —eytA ) Lza g 2.1)
= v Wiy Ou—er Ay Jy +=myd, 2.

onde o tensor de intensidade de campo F),, ¢ dado por

F, =0,4,-0,4,. (2.2)
A invariancia de calibre local ¢ quebrada pelo termo de massa para o campo
vetorial. No nivel classico, a invariancia de calibre local pode ser restaurada pela

passagem ao limite my; -0 em (2.1). Este limite corresponde a Lagrangiana

classica da eletrodindmica bidimensional. Ao nivel quantico, porém, o limite de
massa zero para o campo vetorial, mesmo para uma prescricdo de regularizagao
invariante de calibre, ¢ bem definido apenas para o subconjunto invariante de

calibre das funcdes de Wightman [7].
2.2.1. Desacoplamento da Acio Quantica

Para obter a acdo quantica desacoplada, consideraremos a redugdo Abeliana da
teoria WZW [11]. Assim, vamos considerar o funcional gerador (no espago de

Minkowski)

z[ﬁ, 3, jﬂ] :<exp[i [a*z(3y + 9+ j, 2" )]> (2.3)

onde a média ¢ tomada com respeito a medida de integracao funcional

= 0 1 0 1
! Nossas convengdes: g =1, & =z, =—&" =1, 7"y’ =&y, :v“awaﬁswa“,v”:v”v’,v”:[z OJ'YI:[ 1 0}

0,=0,%0,, A, = A,+ A,. Paraum campo escalar livre com massa nula: é“(i) =-0,®. O campo de Fermi ¥ € o spinor com duas

componentes ¥ = [W' j

2
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du =j@ﬂ#@y7@wexp[iS(y7,y/,ﬂ# )}, (2.4)

e a densidade Lagrangiana ¢ dada por:

1 y 1
ﬁZ_Z(F/jV(Fﬂ +l//1T(D+ (/’4)1//1 +(//;r@_ (/’4)1//2 +Emgﬁ+ﬂ_, (25)
onde

D, (A)=(i0; —eA,). (2.6)

O campo vetorial pode ser parametrizado em termos dos campos de Bose

(U,V)como se segue [13, 19]:

A, = —1U—1ia+U, (2.7)
e
|

A =—=VioV", (2.8)
e

onde
U= exp(ZiJZu) , (2.9)
V= exp(Zl\/;v), (2.10)

resulta que:

7B (A)y =(rw) (0)(r v )+ (U) (0.)(Uy). @11
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Para desacoplar os campos de Fermi e os campos vetoriais na Lagrangiana (2.1), as

componentes , 0 spinor sdo parametrizadas em os dos campos oS
nentes (y,y, ) d r rametrizadas em termos d mpos de Bose

(U,V), e das componentes ( 7, 7, ) do campo livre de Fermi:

vi=U"% (2.12)

vy, =V, (2.13)

tal que
WPy = 1i0_y+ 1,10, 1.

~

Visando introduzir a sistematica de decomposi¢io da algebra I° do campo de

Bose:

3 =3%{U,r} (2.14)

em sub-dlgebras de campo invariante de calibre (GI) e ndo-invariante de calibre

(GNI), vamos considerar uma classe de transformagoes locais de calibre gcom

acao sobre os campos de Bose (U ,V) , COMO se segue:

g:U— U =Ug (2.15)
g VoW=¢ly (2.16)

onde
g(x)=exp(2iV7A(x)). 2.17)

Logo,

Ug = exp(2i\/;u)exp(2i\/;/\(x)) = exp[2i\/;(u + A)} :

22



da mesma forma
g V= exp(—2i\/;A(x))exp(2i\/;v) = exp[2i\/;(v—/\)] )

Sob transformagdes do tipo g (transformacgdes- g ) os campos (u,v) se transformam

como

g:u—>u+A(x) (2.18)

g:v—)v—A(x) (2.19)

A combinagdo (u +v)é GI, e a combinagao (u —v) ¢ GNI. Os campos vetorial e de

Fermi se transformam sob g das seguintes formas:

| PR
gﬂﬂ:ﬁﬂ+;g18ﬂg " (2.20)
-1 3
7 :(gU) Hn=& 1‘/’1: (2.21)
Yo = (V)2 =¢ ' (2.22)

Vamos introduzir o campo de Bose G invariante de calibre sob a transformacgao- g
G=UV =exp| 2i7 (u+v) | (2.23)

tal que

8G=8U%V =Ugg 'V =UV=G (2.24)

Em termos do campo G o tensor de campo eletromagnético ¢ dado por

, =%(a_ﬂ+ ~0,1)= —i[a_ (u™o,U)-a, (Va_V—l)]

2e
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Por outro lado,

0.G=0_(UV)=Vo.Uu+Ua_V

~Glo.g=uv!r(eu)+u(er)|=UleUu+vor

_2%6* (670.6)= —Zie[a (uTa.v)+a. (V—la_V)] .
Mas
o, (V—la_V) =-0, (V@_V‘l) :
€
o_(uTeUu)=ouTo,U+UT0.0,U =
=(-0U)(-o,u™)+UTDU=0,U 0 U+UT0,0.U =0, (UT0U),

logo

For =—Fo = —i&r (G_lia_G) = —i&r {G_liexp[Zi\/;(u + v)] 2iN7o. (u+ v)}

:—i&r [—2\/;6_(u+v)] =g 0,0_(u +v)=g O(u+v),

ou seja,

1 (o
Fy=5(0.4,~0,4)=-7-0,(G lia_G):g O(u+v) (229

e a agdo de Maxwell pode ser escrita como:

Sw[U.V]=8,[G]=[d*zc,, = —%Idzz((Fozl +¢1§)) -

é [a*=[a, (G@_G_I)T -

1 1
:gjd22[167rm(u+v)m(u+v)]:%J‘Cﬂz(”_’_v)mz(”_’_v), (2.26)

onde definimos:
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2= (2.27)

Vamos retornar a integragdo funcional no funcional gerador. Introduzindo as

identidades

1=[oU[deto, (U)]5(ea, ~U™i0,U) (2.28)

1=[ov[deto_(V)]s(ea ~viov™'), (2.29)
a mudanga de variaveis { A, jél_} —>{U ,V}é realizada pela integracdo sobre as

componentes do campo vetorial A.. Fazendo as rotagdes (2.12) e (2.13) do campo
de Fermi, e tomando o devido cuidado com os Jacobianos ao efetuarmos a alteracao
da medida de integracdo no funcional gerador, obtemos a medida de integragdo
efetiva [13, 14, 15]

d i = DgDyoUDVe SV T2 S UV ), (2.30)

onde

S[U.V. 7. x)= [ d*=7id + S, [UV], (2.31)

e S'(U , V,a,mo) ¢ a contribuicdo GNI, a qual é dada em termos dos funcionais
Wess-Zumino-Witten (WZW) [20] T[U],T'[V],

! (agg +m ) [d*z(U™0,U)(vor™).

S’(U,V,a,mo)=—F[U]—F[V]—g

(2.32)

O termo que carrega o parametro regularizador a corresponde a acdo de Jackiw-

Rajaraman.

S :% f [d*z 4.4, (2.33)

25



que em um modelo andmalo, tal como o QFED, quiral, caracteriza a ambigiiidade de

quantizagdo [10]. O valor a =2 corresponde a regularizagdo GI. Os funcionais
WZW entram em (2.32) com nivel negativo [11]. No caso Abeliano, o funcional

WZW se reduz a acdo de um campo escalar livre de massa nula:
L -1
F[h]—gj'd z(aﬂh)(a“h ) (2.34)
Usando a redugao Abeliana da identidade de Polyakov-Wiegman (PW) [12],
_ L ¢ 2 -
F[gh]—F[g]+F[h]+E.[d z(g'0,g)(ho_n™) (2.35)

ou

Cov]=r[ulsrv]s (U a.)(rar):

A agdo quantica efetiva total pode ser escrita como

S[U.V.Z.2)=S¢[7.2.UV]+SUV] (2.36)
onde
S[7. 2.0 V]=817. 2]+ S, [UV]. (2.37)

S'[U,V]=—2—;Oz{ﬂ§a+m§}r[UV]+ﬁ{ ~g(a—2)erg}(r[V]+r[U]).

(2.38)

O modelo TW padrao corresponde a a =2, e no limite m, — 0 a invariancia de calibre ¢

restaurada:
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S'[U,V]—)S'[G], (2.39)
tal que a agdo (2.36) se reduz a agdo da QED, usual,

S[UV.Z. 2] Soep |G- 7. ] (2.40)

Para uma regularizagdo nio-invariante de calibre, no limite m, — 0, obtemos a ag¢do para a

QED, com quebra de simetria de calibre,

S'[U.V.5,0],,, = —%F[UV]+%(b—2)(F[V]+F[U]), (2.41)

onde b ¢ o parametro de regularizagdo correspondente. As agdes (2.38) e (2.41) sdo

equivalentes,

S'[U.V,b,0]=S"[U.V,a,m], (2.42)

desde que se tenha b>a ¢
mg = jig (b—a). (2.43)
Isto implica que a QED, quantizada com uma regularizacdo GNI onde b # 2 (QED, com

quebra de simetria de calibre) ¢ isomorfa ao modelo TW com um parametro de

regularizacdo a e com uma massa nua para o campo vetorial dada por (2.43).

Dando seqiiéncia a decomposi¢do da algebra de campo de Bose Jj {U ,V} nas sub-
algebras de campo GI e GNI, vamos introduzir o campo pseudo-escalar invariante de
calibre ¢ :

5%(” +v), (2.44)

e o campo escalar ndo-invariante de calibre ¢
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gi%(u—v). (2.45)

Os campos de Bose (U ,V) definidos por (2.9) - (2.10) podem ser decompostos, em termos

do campo invariante de calibre g [5 ] e do campo ndo-invariante de calibre h [g], em

U=gh (2.46)
V=gh, (2.47)
onde
g =exp(2i7g), (2.48)
h=exp(2i/rg). (2.49)

O campo invariante de calibre G pode ser reescrito como
G=UV =g> =exp(4iﬁ¢5). (2.50)

O campo vetorial pode ser decomposto na forma padrdo em termos das contribui¢des

Gl e GNI,

Jz

A, =7{éﬂ¢5+aﬂ¢}, (2.51)

e a acdo de Maxwell (2.26) serd dada agora por

Sl =2—;gjdzz(m¢3)2. (2.52)

A algebra de campo de Bose pode ser decomposta em
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SE{U V=38 {g} @ 3ay {h}, (2.53)

e a acdo quantica efetiva S [U N2 ;(] pode ser reescrita em termos dos campos g e do

campo nado-invariante de calibre / :

S[U.V.Z.x)=S[g.h. 7. x]=S[g. 7 2]+ "[g. 1], (2.54)
onde

Srle.7.2]= 57, 2]+ Su [ 2] (2.55)
S'[g.h] == {u§a+m§}F[g2]+2—ﬂz{ﬁ§(0—2)+m3}{F[gh_l]+T[gh]},

0 0
(2.56)

onde a acdo de Maxwell agora ¢ dada por
_ 1 2 N

Sy [g]— 87[[13 J.d Z[8+(g18_g )] . (2.57)

Usando a identidade P-W [12],
_ 1 2 (-1 1
F[gh]_F[g]+F[h]+ETrJ'd z (g0, g)(h o)

e o fato de que, no caso Abeliano, F[ gz] = 4F[ g] , podemos calcular:

r[gn |- F[g]+F[h]+$J.dzz(g_18+g)(h_la_h);

Clen=rlel+ [+ [d*=(0,2) (o7
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temos entdo que
r[gh*}F[gh] =2{r[g]+T[A]},

logo

s[g,h]:-ﬂLoz{[gg(ﬁz)mg]r[g]-[gg(a-z)-mg]r[h]}.

A agdo GNI § [ g, h] dada por (2.56) ¢ desacoplada em

~2 ~2
S[g.h]=S[g]+S[h]=-"5T[g]+ 22T ] (2.58)
Ho Ho
onde
= [y (a+2)+mg, (2.59)
g = iy (a—2)+mg. (2.60)

Os campos g[¢] , h[g] sdo desacoplados na agdo (2.58) e o campo GNI h[g] ¢ um campo
escalar ndo-candnico livre de massa nula. A fun¢do de particdo total ¢ fatorada como se
segue:

7 (J‘Dheis[h])(J'DgDZDXeiS[g]HS[gJ?,Z]): ZyxZ5,, (2.61)

A func¢do de parti¢do Z, caracteriza a destruigdo da simetria de calibre local. Embora a

funcdo de particdo possa ser fatorada, o funcional gerador, e, em decorréncia disso,

também o espaco de estados de Hilbert A , ndo admitem fatoracao:

H+H;,,®H, (2.62)

O legitimo modelo invariante de calibre corresponde a condigdo m, =0, que ¢ obtida
fazendo-se m, =0 e a regularizac¢do invariante de calibre a =2. O comutador (2.85) e

o Hamiltoniano correspondente a acdo quantica efetiva bosonizada sdo singulares para
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m, = 0. Neste ponto critico muda a estrutura de vinculos do modelo. Para esses valores

criticos dos parametros a agdo GNI desaparece,

S[h] :n:q—él”[h] —0, (2.63)
Ho

¢ desaparece da agdo quéntica efetiva (2.58) toda e qualquer referéncia ao campo %[¢],
uma vez que a agdo passa a ser dada em termos do campo invariante de calibre g. O
campo ¢ ndo ¢ portanto um grau de liberdade dinamico, e corresponde a uma pura
excitacdo de calibre c-number (um multiplo do operador identidade). A acdo total
efetiva (2.58) torna-se invariante de calibre, € os campos ¢ ¢ h[g] nao satisfazem a
essa nova estrutura de vinculo, implicando que para m, =0 a invariancia de calibre ¢
formalmente restaurada, e os campos ¢ ¢ h[¢]| ndo sdo graus dindmicos de liberdade.

Logo, no limite invariante de calibre m, —0 o campo s passa a ser uma pura

excitacdo de calibre, e a funcdo de particdo correspondente se reduz a um volume de

calibre,

lim Z, > [Dh =7V,

auge
mo -0 g

(2.64),

representando uma constante infinita que pode ser eliminada por absor¢ao na constante

de normalizagdo da fun¢ao de parti¢ao total.

O “modelo vetorial de Schwinger anomalo” considerado na Ref. [9] ¢ obtido fazendo-se

my=0 e b#2.A agdo GNI ¢ dada entdo por
S'[g.h]=—(b+2)T[g]+(p—2)T[A], (2.65)

e corresponde ao modelo TW com a massa nua do campo vetorial dada por (2.43).
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2.2.2. Acao Local

A agdo de Maxwell (2.57) ¢ ndo-local devido a auto-interagdo quartica do campo g.

Com a finalidade de eliminar a dependéncia quartica da acdo do campo invariante de

calibre g, consideraremos a integracdo funcional sobre o campo g na funcdo de

parti¢do Z3 , . Vamos introduzir inicialmente um campo invariante de calibre auxiliar

Q, de forma que

j@g expijdzz{8 1~2 [6+ (gi@_g_1 )T —ginj—zfig&_g_l}

Tty T Ho

1 1

= I@Q@g exp ijdzz{—EQZ + 2\/;[10 Q[@_ (g_li&rg)} —é—

Efetuando a mudanca de variaveis

0.Q= (a)i&_a)_l ) ,
podemos escrever

Q=0" (a)ia_a)_l) .

Reescalonando o campo exponencial @:

Nrpy
m

2

i0,0=a"i0

obtemos de (2.66), depois de integrar por partes:

(2.67)

(2.68)

(2.69)
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[oang expif a? {—é%[azl (aﬁia_av—l)f +$%[(g_li6+g ~a"i0,a)(gi0_g" ~@i0.a™') |-
0 0
—é”?—j(@—lia@)(@ia_@—l )} (2.70)
Ho

Definindo um novo campo invariante de calibre & tal que

07'i0,0=g'io,g— oo, o, 2.71)
0io_07" = gio_g ' —wio_a, (2.72)

o campo g pode ser fatorado como
g =0o. (2.73)

A agdo efetiva total pode ser reescrita agora em termos dos campos invariantes de calibre

0, o, do campo nao-invariante de calibre /, e do campo livre de Fermi . Com o fim de

obter a acdo bosonizada completa, introduzimos agora a forma bosonizada da ag¢do do

campo livre de Fermi

1
s = r(s,]= 3 [az0,00%p (2.74)
onde

1, =exp(2i70), (2.75)

e a representagdo de Mandelstam para o campo livre de Fermi de massa nula bosonizado

2(x)= (ﬂjz exp(—i%}/sj i [ p(x)+ [0 x".')

(2.76)
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onde x;, € uma escala arbitraria de massa finita. A acdo local total é dada, na forma

bosonizada, por

s[f.g.n]=5[1.0.0.0]=T[ £, ]-T[0]+T o]+ p F[h ———Idz (o' (ai0.0) .
(2.77)

onde o campo € estd quantizado com métrica negativa. Introduzindo os campos 6 e @

com a parametrizagdo

H(x) zexp[2i\/;ﬁ(x)}, (2.78)

o(x)= exp[2i\/; ’Lf—gi(x)}, (2.79)
m
escalonando os campos
> £, (2.80)
m
¥ m, (2.81)

e eliminando os sinais de primo, ou linha () para aliviar a notagdo, obtemos para o campo

invariante de calibre ¢ :

§=2(55+3) (2.82)
m

g=00= exp[Zl\/_ o (7 z)} (2.83)

A densidade Lagrangiana efetiva total bosonizada serd dada entdo por
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2 1
_(aﬂn)2+§’g—o‘;(aﬂg)2 (2.84)

O campo 77 estd quantizado com métrica negativa.. O campo nado-invariante ¢ € um campo

desacoplado nao-candnico, livre, de massa nula:

[s(x).s(»)] =g—§ A(x=30) (2.85)

Mesmo que para campos de Fermi de massa nula a fung¢ao de parti¢do total seja fatoravel

em fungdes de particdo de campos livres

o funcional gerador ndo o sera.

2.3. Operadores de Campo e Espaco de Hilbert
Os campos de Bose(U,V) sao dados por

U= exp(ziﬁﬁ)h [s]= exp(2i\/; %(n + i))h‘l [s]. (2.87)

V= exp(2i\/;¢;)h_1 [¢]= exp(Zi\/;%(ﬁ + i)] hs] (2.88)

A forma bosonizada do operador de campo de Fermi ¢ dada em termos do campo livre de

Fermi por
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W(x):&exp(_igysjzexp{zi@%f[ﬁ(x)@(x)]};x

2
X1 exp {i\/; [y5¢(x)+ I:@O(])(xo,xl)dxl}} '], (2.89)

e o campo vetorial ¢ dado por

4 =

L =—0,(E+ ﬁ)+lhi6ﬂh_l. (2.90)

e

S

O termo em h[g] (note-se que o comutador (2.85) diverge para m, — 0) tem a forma de

um termo de calibre. As expressoes bosonizadas para os campos (2.89) e (2.90)
correspondem aquelas do modelo de Schwinger com um calibre dado por uma

transformacdo de operador de calibre que diverge quando m, — 0.

A corrente vetorial € calculada através do procedimento padrao de se¢do pontual ( point-

splitting),

xX+&

J, (%)= (x)r,w(x)i= z! (8){1/7(x+8)}/# exp{iaﬂo I 4, (z)a’z“}//(x)—V.E.V}.

X

(2.91)

Em termos das combinag¢des dos campos GI e GNI (u + v), a corrente vetorial ¢ dada por

(u +v)—%(a—2)aﬂ (u-v), (2.92)

Ju =gy uxi=——=0,p. (2.93)
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A forma bosonizada da corrente vetorial ¢ dada por

~ 2
g'],u = _2;&05;1@_'_@5# (i+ ﬁ)_ﬁo (’/hg _mg )8yg'

A corrente conservada que atua como a fonte de 3, ¢ dada por

~2 ~2
) e, . e. m x m;
Kﬂ—mOAﬂ—EJ#——E]#+2—%8#(u+v)+%8ﬂ(u—\/),
que pode ser escrito como
Ky:;%8#2+Lﬂ,

com o potencial L dado por
2
L =215+ i +—"¢.
Ho

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

A corrente longitudinal L, comuta com si mesma, ¢ logo gera estados de norma zero a

partir do vacuo:

(WolL, (x) L, (¥)[Wo)=0.

Devido a presenca da corrente longitudinal L, , a equagdo de Proca ndo ¢ satisfeita

enquanto uma identidade de operadores,

e
8, F" +mgA* —Eﬂ‘ =L,

(2.99)

(2.100)
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Os campos fundamentais {1/7,1//, jélﬂ} geram uma algebra local de campo J. Estes

operadores de campo constituem a descrigdo matematica intrinseca do modelo definido
pelas suas proprias fungdes de Wightman. A algebra de campo I ¢ representada no espago

de Hilbert # de estados com métrica indefinida:
H=T|¥,) (2.101)

Em um modelo invariante de calibre o campo ¢ nao ¢ um grau de liberdade dinamico. Na

formulacdo métrica indefinida, a lei de Gauss € satisfeita na forma fraca,
o, F" —eJ" =1V, (2.102)

onde L, ¢ a porgdo longitudinal de norma nula da corrente vetorial que atua como a fonte

na lei de Gauss. As transformagoes de calibre local dos campos intrinsecos {1/7, v, Ay} sao
implementadas pela corrente longitudinal L,. A algebra de campo fisico invariante de

calibre 3 ¢ uma sub-algebra da algebra de campo intrinseco 3 que comuta com a

phys
corrente longitudinal,
3

s © 3, (2.103)

I
e

[ Spiso L | (2.104)

O espaco de Hilbert fisico
H e =3 s [ Wo) (2.105)

¢ um subespago do espaco de Hilbert H = S| ‘P0> ,
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H, cH. (2.106)

phys

Em um modelo com quebra de simetria de calibre, o campo ¢ ¢ um grau de

liberdade dindmico. 4 dlgebra de campo intrinseco comuta com a corrente longitudinal,

(3.2, ]=0. (2.107)

Isto implica que os campos {1/7, v, A #} sdo singletos sob transformagdes de calibre geradas

pela corrente longitudinal, e logo sdo operadores fisicos. A dlgebra de campo intrinseco é

ela mesma a algebra de campo fisico:

]
1
A

Pphys* (2.108)

2.3.1. O limite QED,

Serd instrutivo tecer alguns comentarios acerca do limite invariante de calibre m; — 0. A
partir da Lagrangiana (2.84), escrita em termos do campo nao-candnico ¢, obtemos no
limite de massa nula a relacao

L0 =L omp- (2.109)

m

Nesta formulagdo num espaco de Hilbert com métrica indefinida, o limite GI pode ser
realizado na algebra de operador de campo escrita em termos do campo livre ndo candnico

¢ . A solugdo de operador da QED, , tal como foi obtida por Lowenstein-Swieca [6], pode

ser obtida formalmente de (2.89), (2.90), (2.95) e (2.96). No limite invariante de calibre, o

campo ¢ ¢ desacoplado da acdo quantica correspondente a Lagrangiana (2.84), e logo nao

sera um grau de liberdade dinamico. O campo ¢ vem a ser um numero cléssico (segundo a

nomenclatura de Dirac, um ¢ —number ), comutativo, ¢ (x) — A(x), e temos que
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v (x) = exp{iNry*[71(x)+ £(x) ]| 2 (x)exp{-ivmA (x)},

(2.110)
A4, :78# (Z+77)+78#A(x), (2.111)
J,=L5%
u=—7=0,2+L,, (2.112)
T
onde L, ¢a corrente longitudinal de norma nula,
e
Lﬂ:—ﬁ8#(¢)+n). (2.113)
Levando isso em conta, obtemos para o funcional gerador
z[ 8.9, jﬂlﬁo_)() ~Z[8.9.j, ] om- (2.114)

Deve ser enfatizado que este limite invariante de calibre somente pode ser formalmente
obtido neste nivel. O mesmo ndo pode ser realizado sobre as fun¢des de Wightman gerais,
em resultado da relacdo de comutacdo singular existente para o campo ¢ . Esse limite ¢ bem
definido apenas para o subconjunto daquelas fungdes de Wightman que sdao independentes

do campo ¢. Considerando-se a a¢do quantica e os operadores de campo escritos em
termos do campo ndo-candnico ¢, tomar o limite m, — 0. ¢ equivalente a considerar desde

o primeiro momento o méson vetorial comapresentando sua massa nua igual a zero. Na
verdade, nessa formulacdo num espago de Hilbert com métrica indefinida, o limite GI pode
ser formalmente calculado como acima, uma vez que o operador de campo de Fermi esta
escrito em termos do campo livre de Fermi, e ndo em termos do operador de campo de

Fermi com carga como no modelo de Thirring. A algebra de campo intrinseco I ¢ a
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algebra de campo fisico, o qual ¢ um singleto sob transformacdes de calibre geradas pela

corrente longitudinal.

24. A Formulac¢ido de Métrica Positivo-Definida

A bosoniza¢ao na formulagdo de métrica indefinida introduz uma algebra de Bose maior
35, que contém mais graus de liberdade do que aqueles necessarios para a descri¢do do
modelo, 3 < 3. Para possibilitar a extragdo dos graus de liberdade redundantes, e também

para obtermos a solu¢do das equacdes de movimento enquanto identidades de operadores

em um espaco de Hilbert de estados com métrica positivo-definida, introduziremos dois

campos livres de Bose (CI),E) , através da transformacao canonica

Lo —Jrpr Nz tos, 2.115)

2 m

gézzﬁ“—?mzﬁﬁ. 2.116)
m

A quantizagdo com métrica negativa do campo 7 assegura que os campos ® e = sdo

graus de liberdade independentes:

[®(x).E(»)]=0,Vx,. (2.117)

ﬂ_zzﬁ(%_g]>o, (2.118)

[1]r

e o campo = ¢ quantizado com métrica negativa. Definindo o campo livre canonico
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5:@; (2.119)

Ho

o campo de Fermi e os operadores de campos vetoriais (2.89), (2.90) podem ser reescritos

como “campos de calibre transformados”

W =yp, (2.120)
A, =4 +1pio, p!
=4, +;pz uP - (2.121)
Aqui, o operador p ¢ uma excitagao pura de calibre dada por
o= exp[ziﬁ@(a —E)j ; (2.122)
my
e
= exp(—Zi;/S\/; “—j)ij W, (2.123)
m
. 1~ (= 0 ~
A,=-—-8, [z-z@q)j. (2.124)
m 1,

Aqui, ¥ ¢ o operador de campo de Fermi portador de carga do modelo de Thirring, dado

segundo a representagdo de Mandelstam:

¥ (x)= (&)2 eXp(—i%VSJ : exp{—iﬂfsgcf)(x)—i%rﬁwaoé(xo,zl)dzl}:.

(2.125)

A corrente vetorial J,,, dada por (2.94), pode ser reescrita como
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~J, = (m2 tmg)éﬂi+ 21‘:‘0”35
m mym
e a corrente K, agora ¢ dada por
K,=md,S+L,,
onde agora a corrente longitudinal ¢ dada por
i

¢, =8ﬂL=n~106#(E—§)=

NI

0,®, (2.126)
(2.127)
po,p . (2.128)

A corrente longitudinal ndo carrega nenhuma regra de selecdo de férmion, uma vez que ¢

independente da corrente vetorial do modelo de Thirring

~ 9
g2 5 g,

1
Para a regularizagdo GI a =2 obtemos
£ _m
4z & ’
" md
V4
Jn=b 5 &

(2.129)

(2.130)

(2.131)

e os operadores de campo dados por (2.120) - (2.121) correspondem aqueles operadores

obtidos por Lowenstein-Rothe-Swieca [6, 7], com calibre resultante de uma transformagao

de calibre singular.
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O campo p tem dimensdo de escala nula, auto-comuta, e conseqiientemente gera

infinitos estados ndo-localizados que conduzem a fungdes de Wightman constantes

(ol P* (x1)~--/0* (xn)P()ﬁ)---P(yn)‘ Vo) =1. (2.132)

O operador espurio p ndo ¢ portador de qualquer regra de sele¢do de carga fermidnica, e,

desde que comuta com todos os operadores pertencentes a algebra de campo §, ele se reduz

ao operador identidade em #.. A independéncia de posi¢do do estado p(x) Y, pode ser

verificada calculando-se as fungdes gerais de Wightman que envolvem o operador p e todos

os operadores pertencentes a algebra local de campo §. Assim, para qualquer operador
O(fy)= IO(Z) f(z)d*ze 3, polinomial nos campos “suavizados” (smeared fields)

{1/7, v, ,flﬂ} , a independéncia de posi¢cdo do operador p pode ser expressa na forma fraca

como sendo

(Fos 2 (30)p (3) (1) (9) O(fors fon ) W) =

W(21seees 2, ) =Y s O(fotoos S ) Po)s YO(Sf) €EST, (2.133)

onde W (zi,...,z,) ¢ uma distribuicdo independente das coordenadas do espago-tempo (Xi,

Yj)-
Dentro do tratamento de integragdo funcional, o espaco de Hilbert de estados ¢

construido a partir do funcional gerador (2.3), que pode ser reescrito como

Z[g,S,j”} = (exp ijdzz{§y7p+ vp 9+ j* (glﬂ +lp_1i8ﬂpj}),
e

(2.134)

onde a média ¢ tomada com respeito a medida funcional
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du=[oE, @gexp{r;s(") [E,g]}j@cﬁ@i explis[£.0], @139

e as acoes que aparecem em (2.135) sdo dadas em termos das densidades Lagrangianas

bosonizadas correspondentes

10 = —%(aﬂa)2 +%(aﬂ§)2, (2.136)
L :%(a#oin)2 +%(a#i)2 —’%222. (2.137)

Devido ao fato dos campos livres de massa nula = e & estarem desacoplados na acao

quantica, a fungdo de parti¢do ¢ fatoravel:
z2=20707297). (2.138)

Ao se proceder ao calculo das fungdes gerais de correlacdo a partir do funcional gerador
(2.134), devido a quantizagdo com métricas opostas, as contribuigdes no espago-tempo da

integracao funcional sobre o campo & cancelam as contribuigdes resultantes da integragao
sobre o campo = . Deste modo, o campo p vem a ser o operador identidade com respeito a

integracao funcional, e obtemos as identidades

A

y=y, A,=4, (2.139)

O espago de Hilbert com métrica positivo-definida H ¢ construido a partir do funcional

gerador
2[5,19,]'”] EZ[@,Q,]‘”}:<expi_[d22(§t/7+t/7l9+j”21ﬂ)>,

(2.140)
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onde a média ¢ tomada com respeito a medida funcional
@:jDéDiexp{iS[i,cb]}. (2.141)
O espaco de Hilbert H corresponde ao espaco quociente

-t (2.142)
HO

onde H, ¢ o espaco de norma nula. Os campos (2.120) - (2.121) fornecem a solugdo de

operador para as equagdes de Dirac-Proca acopladas

iy*0 p(x)+er” : A, (x)y(x)=0, (2.143)
0, F™ +mlA* —%J” = 0. (2.144)

Para a regularizagdo invariante de calibre a=2 e m, #0, recuperamos de (2.139) a

solug¢do de operador para o0 modelo TW obtido por Lowenstein-Rothe-Swieca [6, 7]. Para

m, =0 e aregulariza¢do nio-invariante de calibre a # 2 obtemos a solu¢do de operador da
QED, com quebra de simetria de calibre.
Na formulacdo no espago de Hilbert com métrica positiva, o limite QED, ndo existe

para o campo de Fermi ou para os proprios campos vetoriais. Neste caso, as equagdes de
movimento sdo satisfeitas como identidades de operadores, ¢ o campo de Fermi é um

operador portador de carga,

[0 (x),9(2)] o, =—e225(x' =2 (2). (2.145)
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Como ¢ apontado na Ref. [7], se esse limite existisse, obteriamos para a QED, um

operador de campo de Fermi local e portador de carga, o que ¢ incompativel com a equagao
de Maxwell, quando a mesma ¢ satisfeita na forma forte. Por outro lado, esse mesmo limite

¢ bem definido para a sub-algebra invariante de calibre, como por exemplo

1 ~ =

Jy eﬁﬁﬂz, (2.146)
e ~

F =&, ﬁz. (2.147)

2.4.1. Férmions com Massa

A introdu¢ao de um termo de massa para o campo de Fermi contribui para a agdo com
_ -1
M =My =M {2 12 (U )+ 24 (UV) | =

=-M, {Zf 1,8+ Z;)ﬁg_z}- (2.148)

Utilizando agora a decomposi¢do para o campo GI g, a forma bosonizada e a densidade

quiral bosonizada para o campo livre de Fermi,
* K,
NxX = (—0] : exp(2i\/;g0) h (2.149)
2r

temos entao

M :%{exp[%\/;@(@e)ﬂ+eXp[_2i\/;¢(CD9)_2J} -

T
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MoKy cos{Z\/;(])+4x/;ﬂ—f’(ﬁ+i)}. (2.150)
T m

Efetuando a transformagao canonica (2.115) - (2.116), o termo de massa pode ser escrito

como

=~

M :—MOKO cos{2ﬁ b +ar

T

0 z}

§z|

(2.151)

Note-se que, mesmo no caso de um campo fermidnico com massa, 0 campo g(§ ) ¢ um

campo livre. Os campos ® e ¥ sdo acoplados pela interagio de sine-Gordon, e a

densidade Lagrangiana total agora sera dada por

~2 -
—’"722 _ Mok cos{2ﬂ N o z} (2.152)
T

Para a =2 recuperamos a partir de (2.152) a densidade Lagrangiana bosonizada para o

modelo TW com massa, tal como obtida por Rothe-Swieca [7].

2.5. Um Passar de Olhos sobre o Modelo Nao-Abeliano

A densidade Lagrangiana classica que define o modelo TW ndo-Abeliano ¢ dada por

. 1
L=Ly + 1//(1}/”8# —e]/”Aﬂ)l// +Em§ Trd, 4, (2.153)
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onde a Lagrangiana de Yang-Mills ¢ dada por

1 LV
Loy ==5 TrF F*. (2.154)

Apliquemos a teoria de Wess-Zumino-Witten para obter a a¢do efetiva bosonica. Para isto,

vamos considerar as mudangas de varidveis (2.7), (2.8), (2.12), (2.13), em termos dos

campos de Bose (U , V) valorados numa algebra de Lie. A fungdo de parti¢do pode ser

fatorada como [13, 14]:

z=2'x2\)xZ, (2.155)

onde Zl(po) ¢ a fungdo de parti¢do de férmions livres

z =D ;(D;?exp[ij.dzz;?iﬁ;d, (2.156)

0) , ~ .~ . . ., .
Zéh) ¢ a funcdo de particao dos ghosts livres associados com as mudangas de variaveis

(2.7)-(2.8),
Zg,i) = J.DbJ(rO)DcSO) exp [zj d*z tr bio)ié_cgo) } .[ b D) exp [zj d*z tr 8o +c(_O) } )

(2.157)

7 :jD U DV exp{iSyy, [U,V]}exp[—i{CVF[UV]+F[U_l}+F[V]}‘

2%{ fga+m | [d*z Tr[(U‘la+U)(Va_V‘1)ﬂ (2.158)
e

com a agdo de Yang-Mills dada por
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2
Sy [UV] =ﬁjd2ﬂr%[a+ (Gio_G)] . (2.159)

No caso ndo-Abeliano, o funcional WZW ¢ dado por [11, 16]
T[g]=Spou [2]+ Sz (2], (2.160)

onde Sp [ g] ¢ a a¢do de Wess-Zumino

SWZ[g]=é [ @x el (e70,2)(¢70,8)(¢'a,2) | 61)
Sp

Usando a identidade de PW, a func¢do total de parti¢do pode ser reescrita como

2=22) [ DUDV exp(iSy, [UV ]} x

A U R U ) -
xexp{—zz—ﬁg[yg(a+2CV)+m§]r[UV]++12—[l§[y§(a—2)+m§]r[V]—zr[U 1]+

. 1 ~2 2
— r\uvi;. 2.162
+12[l§[,uoa+m0J [ ]} (2.162)

2.6. Observacoes Conclusivas sobre o Capitulo 2

Realizamos aqui uma nova andlise do modelo TW, a partir do tratamento funcional e

utilizando a teoria de Wess-Zumino-Witten, propondo uma facil visualizagdo da

equivaléncia entre a QFED, (QCD,) com quebra de simetria € 0 modelo TW (modelo TW

nao-Abeliano).
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Na formulagdo de métrica indefinida, os campos {l/7,l//, Aﬂ} sdo singletos sob

transformacdes de calibre geradas pela corrente longitudinal. Isto implica que a algebra de
campo ¢ por si sO a algebra de campo fisica. O limite GI pode ser levado a cabo nos

operadores de campo escritos em termos do campo livre ndo-candnico ¢, conduzindo a
solucdo de Lowenstein-Rothe-Swieca para a QED, .

A formulacdo de métrica positivo-definida ¢ obtida realizando-se uma
transformacao candnica que mapeia os graus de liberdade de Bose redundantes sobre uma
excitacao de calibre com norma nula. O operador de campo de férmion passa a ser escrito
em termos do campo fermidnico, dotado de carga, do modelo de Thirring. Neste caso, o

limite QED, esté definido apenas para a sub-algebra de campo GI.

O modelo vetorial de Shwinger “andmalo” considerado na Ref. [9] nada mais ¢ do
que o modelo de Thirring-Wess. De fato, o aspecto fisico estrutural subjacente a conclusao
dada na Ref. [9], segundo a qual aparentemente o pardmetro a controla as propriedades de
screening ¢ de confinamento no modelo vetorial de Schwinger “andémalo”, € que o espago
de estados de Hilbert do modelo de Thirring exibe setores de carga, e, logo, resultaria nao

existir confinamento.
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3. Uma Abordagem Funcional do Modelo Bidimensional de

Férmions com Interaciao Quartica entre Espécies Diferentes

Usando a reducdo Abeliana da teoria de Wess-Zumino-Witten, obtemos a seguir a
bosonizagdo funcional do modelo bidimensional de férmions com interacdo entre N
espécies diferentes de campos de Fermi. A solugdo de operador para as equagdes de
movimento quanticas € reconstruida a partir da formulacao funcional. As correspondéncias
entre férmions e bdsons, mostradas anteriormente por Halpern, sdo generalizadas para o
caso da interagdo quartica entre diferentes espécies de campos de Fermi. Sdo apresentadas
desta forma, para o modelo de massa nula, as fun¢des generalizadas de Wightman para o
campo de Fermi. Sdo calculadas a fun¢do de particdo e a equacgdo de estado do sistema
mecanico estatistico associado com a teoria efetiva bosonizada, e é discutido o mecanismo
de blindagem de carga (charge screening) proprio ao modelo de Thirring, considerando-se

a simetria de calibre local do modelo. Este Capitulo se reporta a Ref. [47].

3.1. Escopo e Método

Os aspectos estruturais da bosonizac¢ao funcional de modelos Abelianos bidimensionais
foram analisados na Ref. [15]. Considerando-se a redugdo Abeliana da teoria de Wess-
Zumino-Witten e usando a abordagem funcional, ¢ reconstruida, no espago de Hilbert
dos estados, a prova de Coleman do mapeamento férmion-bdson entre as teorias de
Thirring com massa e de sine-Gordon.

A bosonizagdo funcional do modelo bidimensional de férmion com interagdo
quartica entre espécies diferentes de campos de Fermi foi discutida nas Refs. [17, 18,
19]. Na Ref. [19] discute-se a estrutura bosonica do modelo com interacdo entre dois
diferentes campos de Fermi com massa. Usando a redugdo Abeliana da teoria de Wess-
Zumino-Witten (WZW) [20], obtém-se o funcional gerador bosonizado do modelo e ¢
estabelecido o mapeamento férmions-bosons no espaco de estados de Hilbert. As
correspondéncias entre férmions e bdsons, anteriormente obtidas por Halpern [28], sdo

generalizadas para uma interagao entre duas espécies diferentes de férmions.
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O objetivo deste Capitulo (ver Ref. [47]) ¢ apresentar um estudo detalhado do
modelo bidimensional de férmions com interagdo quartica entre diferentes espécies de
férmions, preenchendo uma lacuna na literatura e clarificando algumas questdes
estruturais que permanecem obscuras. Para isto, serd empregada a bosonizagio
funcional, tal como apresentada nas Refs. [15, 19, 21]. O capitulo estd organizado desta
forma: na Se¢do 3.2 apresentam-se aspectos gerais do modelo. Na Secdo 3.3, usamos a
reducdo Abeliana da teoria WZW [20] para obter o funcional gerador em termos da
Lagrangiana efetiva bosonizada. Na Secdo 3.4 ¢ obtida a solucdo de operador para as
equagdes de movimento quanticas, e discute-se a estrutura do espaco de Hilbert. As
correspondéncias entre férmions e bosons, obtidas anteriormente no trabalho de
Halpern [28], sdo generalizadas para o caso de uma interacdo entre N espécies
diferentes de campos de Fermi. As fungdes fermionicas de Wightman gerais sdo
obtidas, para o caso de campos de Fermi com massa nula. Na secdo 3.5, obtemos a
funcdo de particdo que descreve o sistema mecanico-estatistico associado e a
correspondente equagdo de estado. Na se¢do 3.6 ¢ discutido o modelo com simetria de
calibre local, isto ¢, a QED, com N campos de Fermi com massa com a presenca de
sabores e auto-interacdo quartica entre as diferentes espécies. A carga e a quiralidade do

campo de Fermi sdo blindadas, e o contetido fisico do modelo ¢ descrito por N —1

campos de sine-Gordon acoplados a um campo de sine-Gordon com massa

As observagoes finais e a discussao dos resultados serdo apresentadas na se¢ao 3.7.
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3.2. Aspectos Gerais

O modelo ¢ definido pela Lagrangiana classica’:

£(5)= 27, ()"0, =) (34”3077, (3) 7 ()70 ()

j<k

(3.1)
onde j ¢ k assinalam as espécies fermionicas. Definindo as correntes vetoriais
Ho_ ol
Ty =vy"v;, (3-2)

a interacdo corrente-corrente entre as espécies diferentes de férmions na Lagrangiana

(3.1) pode ser escrita como

Jj=

1 2 ul U i 1 2 u Y7 2
Ll:Eg ZJJ _Eg Z(jj ) 5 (33)
Jj=l1

—_

onde a corrente U (1) ¢ dada por

1 N
TJ=—=>TJ". (3.4

O primeiro termo na Lagrangiana de interacdo (3.1) corresponde a uma auto-interagao

quartica repulsiva para a corrente U (1) , € 0 segundo termo corresponde a N interagdes

2 ~ ~
As convengoes usadas sdo:

. , 01 0 1 o
(0.8) =0,60"¢; y°=£1 0], 71{_1 o]’ Y =rr =€y, g% =—¢", g,=€"=1
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de Thirring atrativas e independentes para cada espécie de corrente J ]” As equacdes

classicas de movimento sao dadas por

N
iy o, w;=-g° (Z T Jm/j +g’ Ty, —my ;. (3.5)
k=1

Em duas dimensdes uma corrente conservada pode ser sempre escrita em termos de um

potencial pseudo-escalar como
H_ MV 5 &
J; =€ 0,0;. (3.6)

Introduzindo a decomposigao [23, 16]

Loy Z}L’Ddb , (3.7)

ID_l

%\

onde A sdo os (N-1) geradores mutuamente comutéveis de SU(N), a corrente

pode ser escrita como

T =_jﬂ+z/1’ij@jig, (3.8)

lD =1
e a equacao classica de movimento (3.5) ¢ dada por

N-1
iy“@;,w,-(X)}gz(W)J( )7 (x)+g Z/WJ“ X)y v —mgw;(x)

lDl

3.9)
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Nas subsecdes seguintes a bosonizacdo funcional sera usada com o fim de obter a
solugdo de operador para a versao quantica da equacao de movimento cléssica (3.9).

Para N =2 o modelo exibe simetria quanto a permutacdo de particulas y, <>y, .

Neste caso podemos definir as correntes

——(j“+J“) (3.10)

Ql

e a Lagrangiana de interagdo (3.3) pode ser reescrita como

L %52(55)2—%(42(]_“)2. (3.11)

A operagdo de simetria y; <>y, corresponde a J{ <>+ J{'. Como é mostrado na Ref.
[19] esta simetria ¢ exibida pela teoria quantica na faixa de valores da constante de
acoplamento para a qual gz <.

A algebra de campo do modelo de Thirring de massa nula (m, =0) ¢ isomorfa a

algebra do campo escalar com massa nula. Para campos de Fermi com massa nula , o
modelo descrito pela Lagrangiana (3.1) € uma teoria invariante de escala com dimensao
de escala andmala. Da mesma forma que no modelo de Thirring padrao, para que a
teoria descrita pela Lagrangiana (3.1) admita com ponto fixo a curta distancia o modelo
de férmions com massa nula, a dimensao de escala do operador de massa deve ser [§]

D<2. (3.12)

A seguir, o termo de massa deve ser entendido como uma perturbacdo no modelo

invariante de escala.
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3.3. Bosonizacao Funcional

Com o objetivo de obter, pelo método funcional, a bosonizacdo do modelo,

consideraremos o funcional gerador e as seguintes identidades entre integrais funcionais

2
selonal] o gel et
ifdzx{_égzzil(ﬂ]z} N (LGRS S CWI RV S
. J J EJ.]]:Il:(Dbﬂje {2 J=I\"HJ j=1"J ﬂ]}.
(3.14)

Este procedimento expande a algebra de campos original pela introdu¢do de dois
campos vetoriais auxiliares, e o funcional gerador ¢ dado em termos da medida de

integracao funcional

N N N
[Tov,ov; a[H@Wj@ij@aﬂ (H@byjj. (3.15)

Jj=1 Jj=1 =1
A Lagrangiana efetiva ¢ dada por

2 2

ul — (. g 2 2 u H g - 2 2N u
[,ef=z j(lﬂ’ 5#—’"0)‘/@'—7(“#) tga, ij +7Z(bﬂj) tg Z;bjjﬂf
=

j:] j=

j=

—
—_

(3.15)

Definindo os N novos campos vetoriais

BY =a" -b" (3.16)
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obtemos de (3.16)

L =27 (70,4 47 Byy=maur, + L (B ) 2

J=1 J=1

2

N—1>(aﬂ)2—g2ay[§6f}

J=1

(3.18)

Perfazendo a integragdo funcional sobre o campo g, , obtemos

2

N [ ) e 2 N 2
[,eﬂ»=2y/j(i7‘8ﬂ+g 7’B]—m0) +72( ) (N_l)[ZBj’J

j=1 =

—_

Definindo as combinagdes das componentes do campo vetorial

B =B)+BY, (3.20)

J

a parcela fermidnica da Lagrangiana pode ser escrita em termos das duas componentes

espinoriais V(a)j (a = 1,2) como se segue

N N .
LF=Z{1//(T1)J.(1'8_+52B_/) Vi, +1//() (za +5231) ()]—mo(l//a)jl//(z)j+l//(Tz)jl//(1)j)}

j=

(3.21)

Visando agora desacoplar os campos de Fermi e os campos vetoriais auxiliares na

Lagrangiana efetiva (3.9), introduzimos a seguinte parametriza¢do dos campos lS’ji em

termos dos campos de Bose (U ],V]) que assumem valores no grupo U(1) :
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B/ = %U;%@U I (3.22)

g
S
B’ =?ij8_le (3.23)

de forma a que se verifique
iy 10+ 8B ) +v o (10 + B! wiey =
(w7 )T i@ (7w )+ (v U )T i0, (Uw(a)) (3.24)
O desacoplamento ¢ efetuado pelas rotagdes quirais dos férmions
Vi =V W) (3.25)
Viay; =U7'v(), (3.26)

0) ., ~ . . . . , . .
onde l//ﬁ- ) ¢a solucdo da teoria livre de Fermi massiva com N espécies. Definindo a

seguir as derivadas covariantes
D, (B7)=(id. +4°B!) (3.27)
e introduzindo na integral funcional as 2N identidades

1=[DU,|detD, (U,)]6(4°B! -U;i0.U;), (3.28)
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1=[Dy,[detD_(7,)]6(4°B. -V,iov; "), (3.29)

a troca de varidveis de (Bj ,B_j) para (U j,Vj) ¢ efetuada integrando-se sobre as

componentes B/ dos campos vetoriais. Realizando agora as rotagdes quirais dos

férmions (3.13) e (3.14), e levando em consideracdo a alteracdo correspondente na

medida de integragdo [15, 14], obtemos

e o) oo oo o

J J J

(3.29)

com

w[u V]=;HUJ}+F[VJ}I’M2XB£BX}

J VA

, (3.31)

onde b ¢ um parametro de regularizacdo e I [GJ} ¢ o funcional de Wess-Zumino-

Witten (WZW) [20, 15], que entra em (3.19) com peso negativo. No caso Abeliano o
funcional WZW ¢ dado por

r(¢]=r[¢™] =$ [a*z0,670"G. (332)

Por conta da auséncia de invariancia de calibre na teoria efetiva total, o ultimo termo

em (3.19) foi acrescentado aproveitando-se a liberdade de regularizacdo no codmputo

dos Jacobianos. Porém, como a Lagrangiana fermidnica efetiva ¢ invariante sob
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transformacdes locais de calibre, usaremos a regularizagdo “invariante de calibre” dada

3
por

Usando a identidade de Polyakov-Wiegman [12]
ruv]=rul+rrl; de (uTa,u)(rorT),

obtemos

W, - e—iF[U Vil .

O campo vetorial pode ser decomposto em duas dimensdes como

B = ! (ewa 3 +a*‘g)
g

que corresponde a parametrizagdo dos campos de Bose (U V. ) a seguir

VM)

U. = e_i((/;j+§j)
j

v = #))

e os campos de Fermi sdo dados por

do intervalo fisico de valores para a constante de acoplamento g [15, 19].

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

3 . . ~ . . R n . .
Uma escolha diversa de regularizagdo implica uma redefinigdo do parametro [ da teoria de sine-Gordon e

61



v (x)=e ' . w;’ (x). (3.39)

Reunindo tudo isso, a Lagrangiana efetiva total sera dada por

X (o). ~2ig; 2if;
=S o m e vt )

1 2 1 2 11 N A7 ’
- _(H?J(aﬂ ) 27 (8ﬂgj) ;- EW{Z(E 09 +0 Q)J

25 Jj=1
(3.40)
Vamos introduzir agora as expressoes de bosonizagao de campos livres [16]
: 1 TS ( 0 1) 1
242 _; 7155 (x) + [20y #,(x0.2 dz}
(0) Ho e 4”}/ e { ’ SR : 3.41
v (x)= L . - ; (3.41)
A0 g 0 1.5 532
vy 6ﬂ1//1 2.(8#¢j) " (3.42)
O (0) _ Mo . 20N7h;
Vi V() = e " (3.43)

-1
onde :(0): indica a ordenacdo normal com respeito ao propagador livre (D+ ,ug ) no

limite 4, >0, e d ¢ a dimensdo de escala do operador de campo de Fermi (a

. - N , 4 .
dimensdo candnica é d =1/2)". Definindo os campos

* Para uma discussio detalhada do significado de : (0) : em uma teoria interativa sugerimos a leitura das
Refs. [8, 16]
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~ N ~
¢=—\/%Z ) (3.44)
=
1 N
JZWZU]-, (3.45)

o funcional gerador ¢ dado em termos da Lagrangiana efetiva bosonizada

N 2
L, = Z{l(aﬂ@. )2 _T}[Hg_](aﬂqzj )2 +L(aygj )2 —m} cos(2\/;¢~)j +2¢, )}+

‘a 2 2g

1 N ~2 1 N 2
+—2—_)(8ﬂ¢) - Em(aﬂﬁj) , (346)

onde m'y = uymy /7 . Introduzindo agora a decomposigdo [23, 16]

1 - N-1
S /1’D, , (3.47)
;= \szl 2%, (3.48)
ID_
1
== ( > AP 3.49
¢ \/ﬁé 1DZ—:1 in (3.49)

onde A” sio os N—1 mutuamente comutaveis geradores de SU (N) com

normalizagao

Tr( A 470 ) =7, (3.50)
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D ip _ _i
Zz A7 ( N]. (3.51)

lD—l

a Lagrangiana efetiva bosonizada total pode ser reescrita como

{ ) 1N—1 i 1 1 2 B 1 2 \N-1 ~
,Cef :E(a;ﬁ”)z +E Z (aﬂwiD )2 +g(ﬁ_5_J(aﬂ¢)2 __2£1+5_J Z (a”¢iD )2 B

iD:l

1 N-1

1 1 2
—gm(%’) (0,61,) -

lD_l

—m', ZCOS{ \F i d+ Z Al (2\/;¢[D +24, )} (3.52)

lD_l

Note-se que o intervalo de valores para a constante de acoplamento gz em (3.52)

determina o sinal da métrica do campo ¢ .Tal como no modelo de Thirring usual,

devemos considerar
0<g” <m/(N-1). (3.53)

Para tornarmos os campos canonicos, efetuamos agora os escalonamentos de campos

b-—L—9g. (3.54)
g
N-1 =«
4, =—=2 =4, (3.55)
1+4
v
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§=g\J(N-1)¢", (3.56)

$ip =451, » (3.57)

e a Lagrangiana pode ser escrita como

1, o ¥ RN =D NERRE! '
Loy :E(aﬂ(p) 3 Zl(aﬂ(plp) (8 ¢) 2 zl(aﬂ¢fD) _5(8"4) i Zl(aﬂgiD
ip= ip= Ip=

N - .
—mj Y cos 2\/7 2 _gvN-l ¢+Zﬁ’.@ 2\/7(4 +2
=1

=4,
\/_\/ ip=1 7 1+£;
(3.58)

!

Observe-se que 0s campos ¢

Y " estdo quantizados com métrica negativa. Os

campos ((ﬁ,ﬁ’) agem como pseudopotenciais para a corrente J, em U (1), e os
campos (([),-D,ﬁi’D) agem como pseudopotenciais para a corrente jlg Levando em

consideragdo a combinagdo entre os campos @ ¢ ¢’ , assim como a combinagdo entre 0s

7

campos ¢, ¢ ¢, que aparecem no termo de massa em (3.58), ¢ seguindo o

procedimento apresentado nas Refs. [5, 3], realizaremos agora as transformacdes

candnicas correspondentes. Para os campos ¢ e ¢', ambos quantizados com métrica

positiva, introduzimos a transformagao

13

N-1 ,

5o |Fs. 2 g
,B®—2\/;(p+\/ﬁ\/l_[g2(]v_l)/ﬂ]¢, (3.59)
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B éE= P-2,|—4', (3.60)

com

) Arm 1
B =— . 3.61
N 1—[52(N—1)/7z} G61

!

Ambos os campos @ e & possuem métrica positiva. Para os campos @i, © ¢1D , que
possuem métricas de quantizagdo opostas, introduzimos a transformagao
~ - g ~
y®, =2\Nnp, +2—=9—4¢ | (3.62)
P o1+ g "
~ g ~ ~’
7 iy =20 +2\/;¢i ) (3.63)
com
y? = 4”2 : (3.64)
1+Z4

e os campos @, e §iD tém agora métricas opostas. A Lagrangiana efetiva bosonizada

(3.58) sera entdao dada por

L, =5L, +£[ci>,d>,b], (3.65)

(4

onde 0L, ¢ a por¢do da Lagrangiana referente aos campos escalares livres com massa

nula e métrica de quantizagao oposta,
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1 N L2 1E 2 ] - 2
550:_5(8ﬂ§) +§(8#§) +§Z (au iD) _EZ(aﬂéD) ’ (3.66)
ip=l1 ip=1
e
. 1 2 1N—1 N 2 N 5 N1
L[GD,CDI.D]:E((S#CD) +EZI(8”CD"D) —m(')z;cos B D+y Zl/ij’.fq)il) .
Ip= J= Ip=
(3.67)
A dimensao de escala do operador de massa em (3.58) ¢ dada por
Ll 2 (NV-1)
D—4ﬂ£ﬂ +y N j (3.68)

Deve ser notado que os N campos ((I),cf)iD), que descrevem o conteudo fisico da

teoria efetiva bosonizada, possuem métrica positiva, € a unitariedade nao ¢ destruida.

Por outro lado, deve ser enfatizado também que, embora os campos ¢', & e §iD se

desacoplem na Lagrangiana, o mesmo desacoplamento ndo ocorre no funcional gerador.
Na verdade, estes campos quantizados com métrica oposta sdo graus de liberdade
bosonicos redundantes introduzidos pelo uso de campos vetoriais auxiliares [15]. Como
veremos, somente estdo presentes no funcional gerador combinagdes com norma zero
desses operadores, que ndo contribuem para as fungdes de Wightman do operador de
campo de Fermi. Conforme estd mostrado na Ref. [15], a fatoracdo da fungdo de
particdo conduz, em geral, a conclusdes incorretas a respeito do conteudo fisico do

modelo.

Para g =0, f° = 4z/N, »? =47 , e definindo-se os N campos bosonicos

- 1 - &
b, =—=d+) 1PD, | (3.69)

ip=I1

2
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a Lagrangiana (3.67) pode ser reescrita como

A0

N |~

>(0,8,) —m6§005(25®j) , (3.70)
J=1 j=1

e corresponde a Lagrangiana bosonizada de N campos de Fermi livres e com massa.
O termo de massa de Fermi bosonizado na Lagrangiana (3.67) ¢ a generalizagao,
para o caso de interacdo entre diferentes espécies fermidnicas, do operador de massa

bosonizado obtido por Halpern [28] para o caso especifico de uma “interacdo corrente-

v 2
corrente por niimero bariénico” g° (Z J J"} )
J=1

Para N=2, definindo os campos @, =® e ®_=®, , a Lagrangiana (3.67) pode ser

iD’

reescrita como

L]0, ]=(0,8.) +(8,8_) ~mi cos( 4D, )oos 5.
(3.71)
onde
pr= (3.72)
1-4
B2 = 2”2. (3.73)
1+

Na teoria bosonizada, a simetria implicita na permutacdo de particulas y, <>y,

corresponde a @, — +®, . Os campos P, sdo campos de sine-Gordon para todos os

valores das constantes de acoplamento que satisfazem a relagado
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2

7<=,
V2

(3.74)

para os quais ¢ verdade que D <2, e o modelo ¢ bem definido enquanto uma teoria

perturbativa em torno do ponto invariante de escala.

34. Solucao de Operador e Espaco de Hilbert

Agora nos encontramos em condi¢des de reconstruir, a partir da bosonizagdo funcional,
a solucdo de operador para as equacdes de movimento quanticas. Comecemos pelos

campos vetoriais (3.36), que podem ser escritos como

Bf =B+ APBL . (3.75)
‘D

Da mesma forma que no caso do modelo de Thirring padrao [15], os campos vetoriais
auxiliares estdo relacionados com as correntes vetoriais. Efetuando os escalonamentos

de campos (3.54) — (3.57) e as transformagdes candnicas (3.59) — (3.60), obtemos

B* =—(N-1)J* +(*, (3.76)
u_ qu u
Bl =gk + 0, (3.77)

onde as correntes sdo dadas por

J" = —% e 0,®, (3.78)
T = _é e 0,®, . (3.79)
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Devido a métrica oposta para os campos livres com massa nula, as correntes

1 [N-1

== =" (n' - 3.80
Ay o =), (3.80)
|

0 =;8‘ (m, +¢,)- (3.81)

sdo correntes longitudinais com norma nula
<0|€” (x)é"(y)|0>:0 V(x,y), (3.82)
(ofe (x), (»)]0)=0 V(x,») (3.83)

Continuando com o mesmo procedimento, os operadores de Fermi (3.39) podem ser

escritos em termos de operadores de Mandelstam [24] da forma

wj<x>=(w<x>ﬁwzp (x>J[w<x>ﬁw;‘-D <x>], 3.80)

ip=1 ip=1
onde

1
1 (85 27 00 &0 1)1
2d \3 1[7 D(x) + =—]7 0P| x° 2 dzj
lP(x)=(ﬂo } el w0 3 (3.85)
2
_ i,liD[175ci>i (x)+2—ﬂﬁaod)i xz! le]
Wi (x) e &7 0l iRl (3.86)
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a)(x)z :e. . (3.87)

(3.88)

Os operadores de campo (3.85) e (3.86) generalizam aquelas expressdes obtidas por
Halpern na Ref. [28, Eq. 5.6], para o caso da interacdo corrente-corrente por numero
barionico quando N =2.

Na formulacdo funcional o espaco de Hilbert de estados ¢ construido a partir do

funcional gerador

Z[@lj...,gNﬁl,...,gN]:J'ﬁp%p% l,[d z{£+z ( v+ 1///9/)}

=1

(3.89)

Apo6s a bosonizagdao obtemos

2[91,...,9]\/,51,.._,51\,]: zde{ jlﬁj(W(x)H,D D HIDQ)I/D j+hc} |

(3.90)
onde a média ¢ tomada com respeito a medida funcional
_E iS(O)( 3 n' zS EID '7!D) (d) Ci)D)
du="D¢e HD l-De HD?]I DQDH Dq) e
ID_l ID_l lD_l
(3.91)

A partir do funcional gerador (3.89) obtemos as func¢des gerais de 2n pontos, como por

exemplo
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<'/71(x1)""/7j(xn)‘/’j(yl)""/’j (x")>:

(O] (x) [T () ® (s ) TT (5) % ()L T¥ (1) ()T T#% (3,)]0)

D p 1))

(0] ()T (v)0 (5) [T (5 )0 () [ 1o (3)-a(r)[ToP (3)]0),

D

(3.92)

onde a notagao <0| 0|0> significa que a média ¢ tomada com respeito as teorias de sine-
Gordon com acoplamento, e <0|0|O>0 significa que a média ¢ tomada em relagao as

teorias livres de massa nula. Devido a quantizagdo com métrica oposta para 0s campos

livres com massa nula, os operadores @ e a);-D geram fungdes de Wightman constantes
(Ol (x)0 (x,)0(3)-o(y,)]0), =1 (3.93)

(0|@" (x,)+ &P (x,) 0 (x)@P (3)+ &P (v.)|0), =1 (3.94)

A propriedade de decomposi¢ao de aglomerados (cluster decomposition property) nao ¢é
violada, j4 que os operadores @ e a)j-D ndo obedecem a regras de selegdo de carga

fermionica nem de quiralidade, ¢ se reduzem a identidade no espago de estados de
Hilbert. Seguindo a Ref. [19], os estados no espaco de Hilbert provido de norma

positiva semi-definida H podem ser entendidos como classes equivalentes - moduli
, |O> e E’E |0> -, de tal maneira que o espac¢o de Hilbert H' do modelo é um sub-

espago proprio de ‘H , dado pelo coset, ou espago quociente,

H =t (3.95)
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onde /1, € o sub-espago de Hilbert de norma zero gerado pelas correntes longitudinais
ip
t,eln.
O campo de Fermi (3.84) satisfaz a versdo quantica da equacdo de movimento

classica (3.5)

N .
i y"o, l//j(x):—gz(N—l)fj# 7”y/j(x)f+g22/ljjpzjf 7w (x)i-My;(x)

ip=I

(3.96)

onde 5(0)3 assinala um produto normal adequadamente definido pelo limite simétrico

LA(x) B(x)i = lim = {A(x+ ) B(x) + A(x—e) B(x)}. (3.83)

02

e as correntes sdo dadas por

T, = _5 €, 0D, (3.97)
g =—T ¢ ' (3.98)
Lo M ' '

Em (3.96), M ¢ uma constante que pode ser infinita, finita, ou zero, dependendo da
dimensdo de escala do operador de massa (3.58) ser maior, igual ou menor que a
unidade [7, 16]. Para g =0 obtemos o valor canonico D =1.

Parag=0, e usando (3.69), as solugdes de operador (3.84) correspondem aos
operadores de soliton de Mandelstam que descrevem N campos livres de Fermi com

massa

: :821\/;[}/5&) j(x)+ [ 0@ j(xo,zl)dzlj (399
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3.4.1 Modelo com Massa Nula

Para férmions com massa nula (m, =0) o modelo ¢ uma teoria invariante de escala

com dimensao de escala andmala, descrita por N campos livres com massa nula

@, Cf)iD . Para o computo das fun¢des de Wightman gerais para os campos de Fermi

com massa nula, vamos introduzir as variaveis de cone de luz

u=x" +x",v=x" - x". (3.100)

Em termos dessas variaveis os campos pseudo-escalar e escalar podem ser escritos,

respectivamente, como

O (x)=D(v)-@(u), (3.101)

Q(x)=D(v)+D(u), (3.102)
com

" 0,0=0"D. (3.103)

Neste caso, a solucdo de operador (3.84) ¢ escrita em termos dos campos da

seguinte forma

*

‘I’(x) = [’U—MJ; :ei{i]i} ’ 75@@(")} : ei{f]]z i J’SQCD(“)} : (3.104)
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(3.105)
As fungdes de Wightman gerais para as mesmas componentes espinoriais sao dadas

por

(Ow; (x)-v, (x)v; () w; (%,)]0) =

(ij lll[[[i(v[ ) i) J x

XH([ wow)] [(»@—nk)]d-ﬂx

i<k

"H([ vi=v) ] = [i(u[—ﬁk)]_d+;y5} (3.106)

onde a dimensao de escala d do campo de Fermi ¢ dada por

(B, = ) W=Dy
_[167Z'+N2ﬂzj+ N [167z+;/2 . (3.107)

Para g=0, d=1/2, recuperamos de (3.106) as fungdes de Wightman para

N campos de Fermi livres com massa nula.
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3.5. Descricao Mecanico-Estatistica

Nesta secao consideraremos, no espaco Euclidiano bidimensional, o sistema mecanico-
estatistico associado a teoria bosonizada efetiva. A fun¢do de particdo ¢ dada (por

implicito, o “til” sera omitido na notacao) por:

| —mé-[dzzzylcos[ﬁ (I)(z)#—yZiZ)CE[D (z)]
Z=Z)jdyo e D : (3.108)

onde du, ¢ amedida de probabilidade gaussiana para um campo livre

50 (@) V=L 5o,
du,=Dve* V] D0, e » (%) (3.109)
ip=l1

os $' sio as acoes Euclidianas de campo livre correspondentes, D® ¢ a medida de

Lebesgue formal e
ZO:J.d,uO. (3.110)

Expandindo a exponencial da ag¢do de interacdo na formula de Gell Mann-Low (3.108)

em uma série de poténcias da massa nua my, o termo de interacdo pode ser tratado

como uma perturbacdo nas teorias de campo livre correspondentes, definidas pelas

acoes S(O) .
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3.5.1. Funcao de Particao
Vamos partir da seguinte definicdo

E(z)= +7/z/1’DCD (x). (3.111)

Seguindo o procedimento de hébito [26, 27], expandindo as exponenciais em

poténcias de mj, e usando a expansdo multinomial, obtemos

:i(’"(’))n Z (n!)gn’mﬁmﬁmmNN(J.dzzcosEj(z))mj
gy MMy b

0 r\" )
:Z(mo') Z (l’l) n,my+my+-- +mN J’Hd Zk cosE. (Zk )
Jj=1

n=0 - my,my - my m !mZ e
(3.112)
onde a soma z utiliza todos os valores inteiros positivos de m; para os
my,my ., my
quais
N
dom;=n (3.113)

—_

Jj=

Em termos da exponencial de Z; a expanséo (3.112) pode ser escrita como

N
exp{—méZJ’dzzcosEj (2)} =
=
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mj

mj
i ap . Eilzp .
)2 kj f( k/)

m;
k=1
Hdzzke /
J
kj=1

1o,

:i(m('))n z (n) ",m1+m2+"'+""N E 1 Z{akj}

| ! l... m;
n=0 my,my -,y mymy My j=1 27

mj

onde ¢, ==1, e Z soma sobre todas as possibilidades existentes no
/ {“@}

"j

conjunto {al 5 Oy, } . Desta maneira, a funcao de parti¢ao resulta ser

1 & _m(l) " (n!)é‘n,m my -+ +m N e
Z:zzu Z |y gj’l_[ld%ka{akj}m X

n(a | l... |
n=0 2 (l’l) my,my -,y myny My kj= j

22 ) ip 2);, (z
jD@e S(O)((D) _[d zJ(z)fl)(z)J‘ﬁDch e_ 1(D0)( lD)e'[d kj %J ( )CDD( ),
ip= P
(3.114)

onde

N [ M 5
J(2)=ifY| > e 8 )(Z—ij) : (3.115)

. N[ m .
I (2) =iy | Yoy aps (22, ) |. (3.116)

Efetuando agora a integragio funcional sobre os campos @ e Cf)l.D , obtemos
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N

1 —My ! n! §iz,m my+--+m )
Z:ZZ( m ) Z ( ) |+ ey HIHdszjZ{ak,} %
0 j=l k=1 ) m

(i 1 e om !
o0 2 (n.)ml,mz’,,_,mN myimy---my ! ;

J J
7/2 N-1 N m; mjy ) )
xepi-L Y 3y akakj,z];mjg,z)o(zk/—zkj,) : (3.117)
lD=1 j’=1 kj=lkj'=1
onde
Dy(z)= lim A(z;y)z—iln{—ﬂz (|z|2+,92)} (3.118)
u-—0 4

¢ a funcao de Green de massa nula, regularizada no ultravioleta e no infravermelho,

correspondente ao operador Laplaciano bidimensional. Faremos os calculos na

presenca de u*, passando no final ao limite ,u2 — 0. As contribuigdes do cut-off

4% no infravermelho na Eq. (3.117) podem ser fatoradas, e serdo dadas por

BN «m; 2 P N-l [N ) ip )
( z)gﬂ(zjlzkjllakf) (,Uz)&rziDl[z ‘:lzkjj:lakf}“jjp)

f(12)=(n (3.119)

No limite ,uz — 0, as contribui¢des nao-nulas a fung¢do de parti¢ao (3.117) sdo

aquelas com m; par que podem satisfazer a regra de selegéo

> o, =0. (3.120)
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Na Eq. (3.117), para j=j" e kj=l?j, os termos dependentes de &, que

correspondem a auto-energia das cargas no gas, podem ser fatorados:

2m; (N-1) 2n( 2. 2(N-1)
e - )
H(|g|2) 87 { N =(|g|2)8” N (3.121)
j=1
e removidos pela renormalizacao da “fugacidade”
1( 2 2(N—1)]
' — /3 + yr—
z="o (|g|2)8”[ N (3.122)
2
A funcdo de particdo corresponde a expansao de um multigas, e ¢ dada por
o n!)o oo [N
z :L 22” ( ) n,2m+2my+-+2my HJ‘ dZZk_Z{a } %
2y =0 2my,2my - 2my 2my 12my 1 2my | j=1" k=1 ! kj 2m;
2 N 2m; 2
1 P4 (N —1) Y 2
X eXpy— +— a, o In| |z, —z- | +|¢ X
P Sﬁ(ﬂ N ;k;j %, ) |7, = 75|+l
1 ) 7/2 N 2m; 2mp 2 s
X exp g[ﬁ _WJ ZZ_: Z_: a0, ln(zkj —z,| +lel j : (3.123)
J#J] k]—lkj'—l

O primeiro termo na exponencial em (3.123) corresponde a energia de interacao
entre as cargas no gas associadas a mesma espécie de campo de Fermi. O tltimo
termo na exponencial em (3.123) ¢ devido a energia de interagdo entre as cargas no

gas associadas a espécies de campo de Fermi diferentes. Para
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4=0 ( ﬂ2 = 47[/ N, 7/2 = 47[) este ultimo campo desaparece e a funcao de particao

¢ fatordvel em um produto de N fungdes de particio que descrevem o sistema

mecanico-estatistico de N teorias de campos de Fermi independentes, livres e com

massa:
z :L - ZZn Z (Vl') 511,2m1+2m2+~~-+2mN ﬁZ(Zm_/—) (3.124)
20020 amamyneomy 2 2myle2my
onde

2 2
+|5|J . (3.125)

Z, —Z7
kj “k;
ki #k

(2m;) ) 1
Z =Ikl_[1d 2, z exp 5 Z o, In
J= ]

3.5.2. Equacao de Estado

Seguindo o procedimento padrdo [19, 26], para obtermos a equagdo de estado do

sistema mecanico estatistico descrito pela fungcdo de particio (3.123),

consideraremos o sistema confinado em um volume finito V=7zR*. O limite
termodinamico serd calculado ao final. Para eliminar a dependéncia do volume na

funcdo de parti¢do, faremos a mudanca de varidveis z, —2Z, =z, / R. Usando a
J J J

regra de selecdo (3.120) e o vinculo (3.113), a fungao de parti¢do (3.123) pode agora

ser escrita como

N-1)

15 oyt ]
0

X
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2my,2my - 2my

(n!)én,2m1+2m2+~--+2mN / 2
2m,12m, -+ 2my, Hj,ﬂd Z"fz{“fv}zmj "

_Z,

1 2
X exp{g(ﬂ N J;k% . o ln(

N 2m 2m
X exp ( Jz 5 Zak . ln[ 5 ézj . (3.126)
87 % k=l =1 g
Se definirmos o potencial
Q=—KTInZ, (3.127)
a pressdo sera dada por
P=- X KT oz (3.128)
0z zZ\ oy

A variagdo de (3.5.19) em relacdo ao volume conduz a seguinte equacao de estado

Pvz(l——jQ\f)KT, (3.129)

onde D ¢ a dimensdo de escala do operador de massa (3.68) e <N > ¢ 0 numero

esperado de particulas
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N ij

!§n my+2my+--+2m
e [T 5,

2m 12mo -+ 2my ! ,
1 2 N j=1 k=l ;

2my,2my - 2my

2 N 2m; 2
1 4 (N—l) { R R 2
X exp{— P a, ar In| |z, =z | +|&[ |px
1 7/2 N 2m; 2mp 5
x expi—| B2 +1— > Z,Z a of, ln[ékj—ék', +|€ j . (3.130)
87 N )izi ki ! /

J J

A equacdo de estado (3.129) mostra uma transicao de fase de Kosterlitz-Thouless
(K-T) [22, 27] no valor critico
D.=2, (3.131)

ou seja,
2
(ﬂz +MJ=87I. (3.132)

A equagdo de estado (3.129) descreve o comportamento do sistema mecanico-
estatistico definido pela fungdo de particdo (3.126), que estd associada a teoria
bosonica definida pela Lagrangiana (3.67). Entretanto, pode-se dizer com seguranca
que a Lagrangiana (3.67) somente corresponde a versdo bosonizada do modelo
fermionico para operadores de massa com dimensdao D <2 [8], de forma que, para
curtas distancias, a perturba¢do de massa se torna desprezivel. Na regido critica da
equacdo de estado, a desigualdade (3.74) ¢ violada, significando que, para curtas
distancias, o modelo principia a ser afastado do ponto fixo, € portanto ndo pode ser
considerado como uma perturbagdo do modelo fermidnico de massa nula, que ¢
invariante de escala. O sistema mecanico-estatistico associado com a teoria

bosonizada efetiva que descreve o modelo fermidnico original esté restrito a regido
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D <2, e o ponto critico para a transi¢ao de fase K-T reside fora do dominio onde o
mapeamento férmion-boson pode ser realizado’.

Para N =2 aequacdo de estado (3.129) se reduz aquela obtida na Ref. [19].
Para g=0 aequacgdo de estado (3.129) ¢ dada por

(N)KT (3.133)

e corresponde a equagdo de estado do gas de Coulomb padrao [27]

3.6. Simetria de Calibre Local

Consideraremos neste capitulo a QED, com N sabores de campos de Fermi com auto-

interagdo quartica entre diferentes espécies de férmions, que ¢ definida pela Lagrangiana

L(x) =—i(]—"ﬂv)2 +éy7j (x)(i}/"@# +ey”g, —mo)l//j (x)+

g Z(‘/’J x) 7w () (7 () 7,0 (%) (3.134)

j<k
onde o tensor de intensidade de campo ¢ dado por
Fu=0,9,-0,9, . (3.135)

Seguindo o mesmo procedimento usado na sec¢do 3.3, apos desacoplar a auto-interagdao

quartica, a Lagrangiana pode ser escrita como

> A teoria de sine-Gordon padrio exibe uma transi¢io de fase K-T para ﬂz =87 . A correspondéncia
estabelecida por Coleman [44, 8] entre a teoria de sine-Gordon ¢ o modelo de Thirring padrdo vigora apenas

para B <87 (D<2).
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14 ig# 2 (3.136)
2(N-1)\ T '

Para forgarmos o desacoplamento dos campos de Fermi e dos campos vetoriais Aﬂ eg,

na Lagrangiana efetiva, introduzimos a parametrizagao

B! =i2U;1 i0,U; (3.137)

g
. 1 ] 1

B ==V oV, (3.138)
g

A, =1U; io,U,, (3.139)
e

A :1Vg iov;". (3.140).
e

(O subscrito g ¢ usado aqui para caracterizar os campos associados com os graus de

liberdade de calibre.) O desacoplamento € obtido pelas rotacdes fermidnicas simultaneas

v =V, y/((lo)) (3.141)

vy =U;'U vy (3.142)
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Definindo
D, (B, A)=(io, + 4Bl +eA.) (3.143)
e introduzindo na integral funcional as 2N identidades

1=[DU;DU, [det D, (U, )]5( g°Bl +eA, ~U;'U i0,UuU,), (3.144)
1=[Dv,DV, | detD_(V,1,)|6(4°B) +eA -vy, iov; v, ), (3.145)

a troca de variaveis de (Bif ,Ai) para (U U g,Vng) ¢ realizada pela integracdo sobre as

componentes dos campos vetoriais B{ e.A, . Procedendo as rotagdes quirais fermionicas

(3.141) e (3.142), levando em consideracdo a alteragdo correspondente na medida de

integragao [15], e usando uma regularizacdo invariante de calibre, obtemos que

[HDWjDV/jJLHDBgJDAi = (HDl/7§.°)7>z//§°)J(HDUjDI/jJDUgDVgHJj luyuy,]
J J J J J

(3.146)
com
=IT[U ¥ Ugly| il G iG]
Jluyuy,]=e =e (3.147)
onde G; e G, sdo campos invariantes de calibre definidos por
G, =UV,; (3.148)
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G =UV,. (3.149)

Usando a decomposicdo (3.36) para o campo vetorial auxiliar B,, e decompondo o

campo de calibre como

L oy o -
A*‘:Z( “ av¢g+aﬂ§g), (3.150)

os campos de Bose (Uj,Vj,Ug,Vg) sao dados por

U =c" (9 +<1) (3.151)
-i (4 -¢j)

v, =e (3.152)
-ild7+¢)

U, =e (3.153)
-i(9j+¢)

U =e . (3.154)

A Lagrangiana de Maxwell ¢ dada por
1 ) )2 1 ~\2
L, =g{a+ (G, i0.G; )} :E(D%) . (3.155)

Usando a decomposicao (3.47) — (3.49), a Lagrangiana efetiva bosonizada pode ser

escrita como
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N .
—my Y cos 2\/7¢+2\/7¢+ ¢+Z/1[f 2\/;¢,~D+2 g P, |1
Jj=1 Nl ip=l 1+ﬁ
7Z' T
(3.156)
onde
2
N-1
a2=gz—), (3.157)
I_H(N_l)

os campos ¢', 5!'0 , ¢ e g”,.’D sd0 definidos por (3.54) — (3.57), ¢

5 =\/;Zg. (3.158)

O campo ¢, ¢ uma excitagdo pura de calibre, e ndo aparece na Lagrangiana invariante de

calibre bosonizada. Vamos considerar o seguinte termo na Lagrangiana (3.156)

£(d-0)=57=(08) -5 (0.4 +5(2.8) + =90, G159

Os campos ¢’ ¢ 5; podem ser desacoplados pela introdugao do novo campo

/ (3.160)

%

=9
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e obtemos
£(3,:0)=£(5.6)=5(0,9) +—=(0F) 5 (2,4 (3.161)

onde definimos

. 2(N=1)) 2
¢;=£1—MJ ;. (3.162)

mf=[ezN](1—gz(N_l)J_l. (3.163)

Para 4> =0 obtemos a massa do campo de calibre da QED, com N campos de Fermi

[23].

Com a finalidade de eliminar a relagdo quartica na Lagrangiana para o campo ¢; em

(3.161), consideraremos as seguintes identidades entre integrais funcionais

J.D% exp[ij.dzz{znlq*z (D@')z +¢Z;D¢~;’}J: (3.164)
Jr= Dﬁﬁexp(iIdZZ{‘ 5 (08 %Z’Dl’;}} (3.165)
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2> D&;exp[ij.dzZ{— %mﬁiz + (OZ)g) + %Z’D ~;}]:

(3.166)
& N g o lia o 282
[ DS Dij exp| i[d Z{—?]D?} - —(zmz + m2S )} , (3.167)
2 2
onde, para passarmos de (3.166) para (3.167) definimos o campo
- 1 =
X=— &, (3.168)
m=

e para irmos de (3.166) para (3.167), o desacoplamento dos campos 2 e ggé’]’ ¢ obtido pela

defini¢do do novo campo
A=¢"-%. (3.169)

A Lagrangiana bosonizada sera entao escrita como

£=5(00) +3(08) 3 (0, ) (06T +5 20061 )

ip ip

o) +5(0,5) i

N N-1
—my cos {2, | Zp+ 22— 3+ L |4 (E+7)+ Y AP | 2Nz, +2—2

i I D RN R PR s
(3.170)
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Para obter a teoria bosonizada em termos dos graus de liberdade bosdnicos reais, vamos

empregar agora as transformagdes candnicas

= /ﬂ
BO=2,|—p+2
N(P

7
852\/_ \Fé

g,
T

com
4 1
2 _
A
1—7(N—1)
e
~ _ _ g ~,
Y cDiD —2\/;(/71'[, +2 > ¢iD ,
1+
T
v &, =22 =0, +2Vnd +
1+‘L
T
com
4
y =—

A Lagrangiana efetiva bosonizada sera entdo dada finalmente por

(3.171)

(3.172)

(3.173)

(3.174)

(3.175)

(3.176)

91



L, =0L,+L, (3.177)

onde

1 ' 2 1 2 1 N-1 2 1 N-1 )
5‘60 =_5(6#§ ) +E(6ﬂ§) +Ei§1(a”§lb) _Eilé (8ﬂ§i0) ’ (3178)
e
| 21 P I = T | 1 5~
£=_5( H ) E(ﬁﬂq)) Eilél(@ﬂ ID) 5(6#2)2_2 2
N N-1
—m'y Y cos| BE+B(D+7)+y Y. APD, |. (3.179)
j=1 ip=1

3.6.1. Solucdo de Operador, Algebra de Campo Invariante
de Calibre e Espaco de Hilbert

Seguindo o mesmo procedimento observado na se¢do 3.4, o campo vetorial auxiliar BJ’.‘

(3.36) e 0 campo de calibre A, (3.150) podem ser escritos como

v S i v 4 T} ip*
B :(N—l)ge% avz+£2ﬂbj§> e 0,0, +If +£ﬂ+Z£]D , (3.180)
p p
1 e
A, = T (E+7). (3.181)

onde as correntes longitudinais de norma zero sao
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L :(N—l)ﬁew 0" (7+d), (3.182)

1 /N—l ,
gﬂ:; Tﬁ”(&r;)’ (3.183)
i 1 i '
g/ll)j =;/7‘jjpa# (giD +é/iD)' (3.184)

O operador de Fermi ¢ dado por
i 58 (547) N-1 N-1
y,=e 2 Y()[]YP(x) || e(x)[JeP (x)]- (3.185)

O espago de Hilbert H, ndo-invariante de calibre e com métrica indefinida, contém
estados de norma zero gerados pelas correntes £, E’},’j e L,. O subespaco de Hilbert

H", com norma positiva, € 0 espago quociente

H'=—" | (3.186)

H
. ip
onde H, ¢ o subespago com norma zero gerado pelas correntes £, {0, e L.

A sub-dlgebra de campos invariante de calibre ¢ gerada pelo conjunto de operadores

locais {BJ” =J J” , ]-"W} e pelos operadores bilocais definidos formalmente como

—i e_[; Aﬂdz”

D;(x,y)~yi(x)e vi(v). (3.187)
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Usando a independéncia de escolha do caminho de integragdo (a menos de uma fase
representada por um c-number) para a exponencial [45, 8, 23], os operadores bilocais sdo

dados (a menos de um fator constante de normaliza¢ao) por:

803 st st e s

(NH_IZ‘P’}D* (x)¥? (v) :JU* (x)o(»), (3.188)

onde

(3.189)

O operador (3.189) ¢ a generalizacao dos “operadores unitarios constantes” obtidos por

Lowenstein e Swieca [6] para a QED, . Assim como na QED, padrido [6, 23], a

decomposi¢ao de aglomerados (cluster decomposition) ¢ violada, uma vez que o operador

O (a) (a=1,2 refere-se ao indice do spinor) gera uma quantidade infinita de vacuos

dotados com a carga e a quiralidade do campo fermionico de Thirring ¥ (3.85),
oo 0 =[n.m). (3.190)

A decomposicdo de aglomerados ¢ restaurada se introduzimos uma superposi¢ao coerente

[6]

16,,0,) = i e AT %y ), (3.191)

ny,ny =0
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de forma tal que

O(o)|61,602) = €% [6,,0,). (3.192)
Em cada um dos setores irredutiveis teremos

oo =e 2, (3.193)

e a algebra de campos ¢é isomorfa a algebra dos campos de sine-Gordon % e d~)iD . Dentro

da abordagem funcional, o gerador funcional das fungdes de Wightman invariantes de

calibre ¢ dado em termos da teoria bosonizada definida pela Lagrangiana (6 =6, -6,):

18 - 2 a2 1 e N C R
Eef=52(6ﬂ®,b) +5(6ﬂ2) —Em*Z —mozlcos ﬂ2+yz/1jj D, +0|.
J:

ip=1 ip=1

(3.194)

Para g°> =0 obtemos de (3.194) a Lagrangiana bosonizada da QED, com N campos de

Fermi com sabor, ja discutida nas Refs. [23, 16]
3.7. Observacoes Conclusivas sobre o Capitulo 3

Com o emprego da reducdo Abeliana da teoria WZW, foi analisada aqui a bosonizagao
funcional do modelo bidimensional de férmions com interacdo de Thirring entre
espécies, ou sabores, diferentes. Da mesma forma que na abordagem de operadores
desenvolvida na Ref [28], na presente abordagem funcional s6 necessitamos conhecer
as correspondéncias férmion-boson para campos livres, para que se proceda a
bosonizagdo da teoria de interagdo. O uso de campos vetoriais auxiliares introduz graus
de liberdade bosonicos redundantes que ndo sdo campos intrinsecos que descrevam o

conteudo fisico do modelo. O modelo bosonizado resultante estd definido em um
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espaco de Hilbert de métrica positiva, e corresponde a N campos de sine-Gordon

acoplados {CID,GBZ-D} . A solugdo de operador para as equagdes de movimento quanticas €

construida através da abordagem funcional, e ¢ dada em termos de operadores de

soliton de Mandelstam generalizados. As correspondéncias férmion-bdson obtidas por

Halpern [28] para a interacdo corrente-corrente com simetria U (1) sdo generalizadas

para o caso da interacdo de Thirring entre espécies diferentes de férmions. Chegou-se a
descricdo mecanico-estatistica da teoria bosonizada efetiva através da obtencdo da
funcdo de particdo correspondente e respectiva equacdo de estado. Foi discutida a

extensao do modelo para uma simetria de calibre local, apresentando-se naturalmente ai

o mecanismo de blindagem de carga (charge screening), com simetria U (1) , proprio ao

campo de Thirring, como generalizacdo dos resultados apresentados nas Refs. [19, 16,
23]

Dentro da presente abordagem funcional, necessita-se somente saber, para reconstruir a
solu¢do de operador para as equacdes de movimento quanticas, as correspondéncias

férmion-bdson para campos livres.

Para concluir este capitulo, ¢ importante apresentar algumas ressalvas relacionadas
aos problemas de regularizacdo e fatoragdo da fun¢do de particdo. Na Ref. [17] foi

discutida, dentro do formalismo funcional, a estrutura bosonica do modelo com

interacdao entre duas (N = 2) espécies diferentes de campos de férmions com massa.

Nessa mesma Ref. [17] foi obtida a funcdo de particdo especifica, ¢ a conclusdo

principal foi que “para um valor especifico da constante de acoplamento

( g2 =27/3, B =0) , um dos campos de béson (®_ em nossa notagido) torna-se um

campo livre com métrica negativa (um campo fantasma — ghost field ), ao passo que o

outro ((D ) ¢ um campo de sine-Gordon, e o modelo se revela equivalente ao modelo

+
de sine-Gordon usual., com um unico campo de boson. A “equivaléncia”, tal como
proposta na Ref. [17], foi estabelecida entre as fungdes de parti¢do, € ndo entre os
funcionais geradores, e portanto ndo ¢ conclusiva sobre o isomorfismo entre os

correspondentes espagos de estados de Hilbert. Campos escalares livres ¢ com massa
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nula resultam desacoplados na func¢do de parti¢do, mas o mesmo desacoplamento ndo
ocorre no funcional gerador. Do ponto de vista aqui adotado, esta “equivaléncia” ¢ uma
conclusdo erronea, conseqiiéncia apenas da fatoragdo da func¢do de particdio e do
descarte do campo livre com massa nula ¢’; (¢ o campo y; na notacdo da Ref. [17]), e
nao pode ser considerada como uma propriedade intrinseca do modelo no caso em
que N=2. O uso de uma prescricdo de regularizagdo que quebra a invaridncia de
calibre local da porcao fermidnica da Lagrangiana efetiva (3.21) conduz ao surgimento
de uma constante de acoplamento efetiva que depende do parametro de regularizagao.
Neste caso, o0 modelo apresenta regides “fisica” e “fantasma” distintas. Na Ref. [19], a
estrutura bosonica do modelo com N =2 foi analisada usando-se um parametro de
regularizacdo arbitrario a, o qual estd relacionado ao parametro de regularizagdo b

empregado na Eq. (3.31) pela condicao

izi—%. (3.195)
2n 4rx g
O modelo mostra intervalos de validade distintos para a relagdo entre a constante de

acoplamento gz e o parametro de regularizagdoa. Na Ref. [19] o modelo foi

considerado para 0 <a <1 e no intervalo

2
0<g <2, 22 1. (3.19)
a T

Este intervalo, que inclui a teoria livre como limite, ¢ fisico: o modelo ndo contém
campos de sine-Gordon fantasmas. Os dois campos de Bose fisicos @, possuem
métrica de quantizacdo positiva e a unitariedade ndao ¢ destruida. O valor

2 N T
a=0 (bz g /47r) corresponde a uma regularizagdo que preserva a invariancia de

calibre local da por¢do fermionica da Lagrangiana efetiva (3.21)° .

% Neste caso os intervalos em que ocorrem fantasmas sio gza >27 e gz > 27[/ (1 — a) [19].
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Para discutir agora a conclusdo da Ref. [17], vamos considerar a bosoniza¢do do

modelo com um pardmetro de regularizagdoa < 1. Neste caso a Lagrangiana bosonizada

correspondente a (3.52) ¢ dada por (¢7 = ¢7+, ¢?\1D =4, etc.):

—-m, cos(\/g@r +\/§¢?+ )cos(x/ggb_ +\/5¢Z_) . (3.197)

Vamos agora considerar a regido na qual

dZ 1. (3.198)
T

A condicao (3.198) assegura que nesta regido as métricas para os campos d e -

estdo fixadas. Apos realizarmos os escalonamentos de campos e as transformacdes

canodnicas, de forma similar a (3.59)-(3.63), os pardmetros de sine-Gordon S, serdo

dados por

_ 27 + 27rgza

2
ﬂ*_nigZ(a_l)'

(3.199)

Os parametros de sine-Gordon usados na Ref. [17] s@o obtidos de (3.199) fazendo-se
94 / 2 e tomando-se o pardmetro de regularizagioa =3. O valor g°a = 7, para o
qual, numa conclusdo superficial e ingénua, £_=0, tornando portanto o campo ®_ em
um “provavel” campo livre (como estd proposto na Ref. [17] na andlise com base na
fungdo de partigdo), viola a condi¢do (3.192), e o campo ¢, em (3.197) ndo é mais um

grau de liberdade dinamico. Em outras palavras, se se considera a principio
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que gZa =, a algebra de campos de Bose ¢ desvirtuada, e o mapeamento férmion-
boson perde o sentido. Neste caso, os campos livres com massa nula §_ e &,

contribuem para as fungdes de Wightman fermidnicas. O operador de massa ¢ dado

agora por
m! cos 3, D, cos 2\/;((/3_ + ¢l) .(3.200)

Devido a métrica de quantizagdo oposta dos campos @_ e ¢’ , a combinagdo de campos
((ﬁ_ +¢l) ¢ um campo de norma zero. O espago de Hilbert resultante contém novas

contribuicdes, oriundas da algebra redundante de campos de Bose livres € com massa
nula, as quais ndo estdo presentes no modelo fermidnico original. Isto também pode ser
confirmado facilmente no modelo de férmions com massa nula para o qual as fungdes
de Wightman exatas podem ser calculadas. Parag’a =7, a dimensio de escala do

operador de massa ¢ dada por

B a
D=i== P (3.201)

Os valores de a para os quais D <2 situam-se em @ < 2/3, e, portanto, ocorrem fora

do intervalo considerado a >1".

7 0 mesmo problema ocorre na bosonizagio do modelo de Thirring com massa padrio, quando se usa um
pardmetro de regularizacdo arbitrario [15]. A escolha de uma regularizag@o de calibre ndo-invariante implica

uma redefini¢do do pardmetro [ da teoria de sine-Gordon, e, por conseqiiéncia, da regido de valores para a
constante de acoplamento que apresente significado fisico. Usando um paradmetro de regularizacdo arbitrario
a > 1, como o definido pela Eq. (3.195), a Lagrangiana bosonizada é dada por

c —L(l—EJ(ayg)z +(0,5) —— (1—9—2@—1)}(5#5)2 — i cos( 75 +24).

REYel R Ry e

Para gza <7me gz (a - l) < 7 , o parametro de sine-Gordon ¢ dado por

~ 47z(7z—gza)

2
/ x-g(1-a)’
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Conclui-se entdo que, para alcangar os objetivos de exercer controle sobre o efeito dos
campos de Bose redundantes, introduzidos quando se utilizam campos vetoriais
auxiliares, e de obter o mapeamento férmion-bdson no espago de estados de Hilbert, a
bosonizagdo funcional deve sempre ser realizada sobre o funcional gerador
correspondente ao modelo, e ndo sobre a fung¢do de partigdo do sistema mecanico-
estatistico associado a0 mesmo. Embora, ¢ mesmo que os campos de Bose com massa
nula ndo gerem contribuigdes fisicas para as fungdes de Wightman, o método mais
apropriado para tratar o problema ¢ o de proceder a bosonizac¢ao funcional do funcional
gerador da teoria, a partir do qual é construido o espaco de Hilbert do modelo, sem
desconsiderar, ao longo dos passos intermediarios, o papel desempenhado pelos campos

de Bose com massa nula “desacoplados”.

~ . . 2 . -
A mesma conclusdo errénea pode resultar quando se considera o valor g“@ = 7, o qual viola a condigdo

(3.196), e para o qual 2 = 0. Considerando de inicio que gza =7, 0campo { ndo é um grau de liberdade
dindmico, e a Lagrangiana ¢ dada por

L :%(6#(]))2 —%(Olﬁ)z —m, cosZ\/;(¢+¢;),

para a qual a dimensdo de escala do operador de massa é D =0, devido a métrica oposta para Qe .
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4. Revisao de alguns Modelos de Acoplamento Derivativo

(DC)

Dentre os modelos bidimensionais em TQC, aqueles que apresentam em sua densidade
Lagrangiana classica acoplamentos entre correntes fermidnicas vetoriais ou axiais e
derivadas de campos escalares ou pseudo-escalares - também chamados de
acoplamentos derivativos (derivative couplings) - tém sido analisados de forma
incompleta na literatura. Em particular, as equivaléncias entre alguns modelos
conhecidos foram conjeturadas, ou mostradas de forma fraca, sem que houvesse uma
clara delimitacdo de sua validade através das correspondéncias entre os espagos de
estados pertinentes a cada modelo. Significativamente, vem sendo héa alguns anos
suposta, mostrada de forma fraca e amplamente difundida uma equivaléncia entre o
modelo de Thirring e o modelo de Rothe-Stamatescu, exposto pelos autores pela
primeira vez em 1975.

Utilizando-se a técnica de bosonizagao, entre outras, busca-se apresentar na Secao 4.1.
uma clarificacdo definitiva do teor dessa equivaléncia entre ambos os modelos, e se
mostra de forma compacta a natureza da interacdo quartica de Thirring subjacente as
interagdes resultantes dos acoplamentos derivativos. A titulo de confirmacdo dos
resultados, recuperam-se as densidades Lagrangianas a partir das solugdes de
operadores, usando-se as expansdes dos produtos de operadores (OPE) em curta
distancia, segundo Kenneth Wilson, para construir os operadores compostos
bosonizados que compdem a densidade Hamiltoniana quéantica e obter assim as
variaveis canonicas correspondentes.

Para desenvolver na Se¢ao 4.1. uma demonstraciao de “como” e de “quanto” a interagao

de Thirring esta presente e oculta no modelo DC, sera empregado o seguinte roteiro:
- Considera-se a principio o modelo bidimensional de um campo pseudo-escalar de

massa nula que interage, via DC, com um campo de Fermi com massa. Este modelo,

adiante referido como MRS, corresponde a modificagdo do modelo RS, no limite de
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massa zero para o campo de Bose, de forma a incluir um termo de massa para o
campo de Fermi;

- Analisando-se 0 modelo MRS através do formalismo de operadores, mostra-se que
0 mesmo ¢ equivalente ao modelo de Thirring com uma interagdo adicional entre a
corrente vetorial e a derivada do campo escalar. A esta extensdo do modelo de
Thirring serd dada a designagao de modelo de Schroer-Thirring (ST);

- A solugdo de operador para as equagdes de movimento quanticas ¢ dada em termos
do operador de Mandelstam para o campo de Fermi do modelo de Thirring, quando

este interage, via DC, com um campo escalar.

Na Secao final 4.2. ¢ dado um passo adiante, no sentido de que o modelo estudado através
do formalismo de operadores serd aquele correspondente a interacao entre um campo de
Fermi com massa e dois campos de Bose, sendo um deles escalar e o outro pseudo-escalar.
Serd visto que este modelo apresenta trés graus de liberdade, relacionados com dois campos
de massa nula, um escalar, e outro pseudo-escalar, e o campo de Thirring, de forma que,
introduzindo-se métricas opostas de quantizacao para os dois campos de Bose, podemos em
principio extrair a seguinte conclusdo: o fendmeno que estd subjacente a equivaléncia fraca
entre o modelo de Thirring e o setor fermidnico do modelo DC com dois acoplamentos ¢ a
propriedade, intrinseca a0 modelo MRS, de ser equivalente ao caso particular do modelo
ST em que os pardmetros do acoplamento de Thirring e do acoplamento derivativo tém
ambos 0 mesmo valor.

O roteiro de apresentagdo da Se¢do 4.2. terd os seguintes passos:

- Usando-se o formalismo de operadores, sera revisado o modelo bidimensional que
descreve a interagdo entre um campo de Fermi com massa ¢ dois campos de Bose
de massa nula, um escalar e o outro pseudo-escalar, via acoplamentos derivativos.

- O operador de campo de Fermi serd escrito em termos do operador de séliton de
Mandelstam, apds uma transformacao canonica na algebra de campo de Bose;

- O modelo de acoplamento derivativo (DC) ¢ mapeado entdo sobre o modelo de
Thirring com massa e com duas interagdes entre a corrente vetorial e as derivadas

dos escalares (modelo de Schroer-Thirring (ST));
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- O modelo DC no caso do férmion de massa nula pode ser mapeado sobre o modelo
RS com massa nula, quando se acrescenta a este uma interagao de Thirring (modelo
de Rothe-Stamatescu-Thirring com massa nula).;

- Finalmente, ¢ mostrada de forma sucinta e clara a equivaléncia fraca — no sentido de
que somente se revela para uma determinada relagdo entre os pardmetros de
acoplamento de ambos os modelos - entre o setor fermionico do modelo DC e o

modelo de Thirring com massa.
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4.1. A Interacido de Thirring existente no Modelo
Bidimensional com Acoplamento Derivativo entre a Corrente

Axial e um Campo Pseudo-escalar

Reexaminamos aqui o modelo bidimensional onde férmions dotados de massa interagem
com um campo pseudoescalar de massa nula via um acoplamento derivativo com a corrente
axial. Através de uma transformacao de campo canonica sobre a algebra de campo de Bose,
¢ mostrada de forma sumaria a interagdo de Thirring oculta no modelo de acoplamento
derivativo-axial, o qual ¢ entdo mapeado sobre o modelo de Thirring dotado de uma
interacdo adicional [corrente vetorial]«<>[derivada escalar] (modelo de Schroer-Thirring). O
operador de Fermi ¢ redefinido e reescrito em termos do operador de soliton de
Mandelstam acoplado a um campo escalar livre de massa nula. E apresentada a versio
bosonizada completa do modelo derivativo-axial, e seus setores de carga sdo mapeados
sobre os setores de carga do modelo de Thirring com massa. Os operadores compostos
bosonizados do Hamiltoniano quantico sdo obtidos como os operadores dominantes obtidos

na expansao de Wilson a curta distancia. Este Capitulo diz respeito a Ref. [21].

4.1.1. Escopo e Método

Os modelos bidimensionais com acoplamentos entre espinores e derivadas de escalares tém
sido objeto de variadas investigacdes, sob diferentes abordagens [29, 30, 31, 32, 33, 34, 35,
36, 37].

Nas Refs. [34, 35, 36] foi proposta a equivaléncia entre o0 modelo de Thirring e um modelo
que descreve a interagdo via acoplamento derivativo entre um campo de Fermi de massa
nula e dois campos de Bose de massa nula, sendo um escalar e o outro pseudo-escalar. Para
uma certa escolha dos parametros de acoplamento, a equivaléncia entre o setor fermionico
do modelo de acoplamento derivativo (DC) e o modelo de Thirring pode ser estabelecida de
forma fraca entre as fungdes de Green fermidnicas dos modelos correspondentes.

Entretanto, a equivaléncia fraca s6 ocorre as custas de se introduzir uma quantizagdo de
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métricas opostas para os campos bosonicos [35, 36], ou considerando-se um termo de
interagdo derivativa com parametro de acoplamento imaginario [34]. Na verdade, estas sao
as Unicas maneiras de forcar artificialmente a igualdade entre os graus de liberdade dos dois
modelos. Visando estabelecer o isomorfismo entre as fun¢des de Green fermidnicas dos
dois modelos , na Ref. [35] os campos de Bose sdo tomados com métricas opostas, ¢
introduz-se uma combinagao especial de #rés graus bosonicos de liberdade para definir dois
novos campos bosonicos. Deste modo, a solucdo de operador € reescrita em termos de um
campo “espurio” e do operador de campo de Thirring. Este campo “espurio” gera fungdes
de Wightman constantes, e o setor fermidnico do modelo DC ¢ mapeado sobre o setor
fermionico do modelo de Thirring. Na Ref. [36], usando-se a mesma relagdo entre os
parametros de acoplamento utilizada na Ref. [35], a equivaléncia fraca entre os dois

modelos de massa nula ¢ estabelecida na abordagem funcional.

Na Ref. [37] o modelo que descreve a interacdo com férmions, via acoplamento derivativo,
de um campo pseudo-escalar de massa nula (modelo de Rothe-Stamatescu com massa nula)
foi estudado usando-se a abordagem de bosonizagdo suave (smooth bosonization), e €
sugerida a similaridade entre o modelo de Rothe-Stamatescu no limite de massa nula e o
modelo de Thirring. Dentro desta abordagem, a dita similaridade entre os dois modelos
provém do fato de que a Lagrangiana do modelo de Thirring — apds ser modificada pela
introducdo de um campo vetorial auxiliar — torna-se “quase” a Lagrangiana do modelo de
Rothe-Stamatescu no limite de massa nula, a menos da existéncia de um campo escalar
com métrica indefinida. Contudo, esta conclusdo ¢ simplista, ¢ ndo implica nem a
equivaléncia entre os dois modelos, nem a presenga da interacdo de Thirring no modelo de
Rothe-Stamatescu no limite de massa nula. Os aspectos estruturais da bosoniza¢do do
modelo de Thirring com a utilizagdo de um campo vetorial auxiliar sdo discutidos na Ref.
[15]. A utilizagdo de um campo vetorial auxiliar para reduzir a agdo do modelo de Thirring
a uma acao quadratica nos campos de Fermi introduz uma dalgebra de campo de Bose
redundante, que contém mais graus de liberdade do que aqueles necessarios a descrigdo do
modelo. E” mostrado na Ref. [15] que o unico efeito dos campos de Bose redundantes
desacoplados ¢ o de gerar contribuigdes constantes as fungdes de Wightman no espaco de

Hilbert de estados [15].
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Porém, até o momento, a relagdo entre o modelo de Thirring e o0 modelo de acoplamento
derivativo ndo foi suficientemente esclarecida, devido ao entendimento incompleto do
verdadeiro papel desempenhado pela auto-interagdo quartica fermionica no modelo DC. A
abordagem adotada a esse respeito na literatura existente ndo pde a mostra as reais
propriedades fisicas do espago de Hilbert completo do modelo DC bidimensional. Uma
demonstracdo clara, ao nivel de operadores, do papel desempenhado pela interagdo de
Thirring subjacente ao modelo DC ainda estd ausente da literatura. O principal proposito da
presente se¢dao ¢ preencher essa lacuna, ao apresentar uma demonstracdo da presenca da
interacdao de Thirring no modelo DC, procurando delimitar essa prsenca com mais clareza.
Para este fim, consideraremos o modelo bidimensional de um campo pseudo-escalar de
massa nula que interage, via acoplamento derivativo, com um campo de Fermi com massa.
Este modelo corresponde ao modelo de Rothe-Stamatescu [30] no limite de massa zero
para o campo de Bose, modificado para a inclusdo de um termo de massa para o campo de
Fermi. Este modelo de Rothe-Stamatescu modificado sera referido ao longo deste capitulo
como modelo MRS. Analisamos o modelo MRS usando a formulagdo de operadores, para
mostrar explicitamente que o modelo MRS ¢ equivalente ao modelo de Thirring com uma
interacdo derivativa adicional corrente-vetorial-escalar. Chamamos este novo modelo de
modelo de Schroer-Thirring. A interagdo de Thirring oculta no modelo MRS ¢ mostrada
compactamente pela realizacdo de uma transformacao candnica sobre os campos de Bose.
A solugdo de operador para as equagdes de movimento quanticas € entdo escrita em termos
do operador de Mandelstam para o campo de Fermi do modelo de Thirring, que interage,
via acoplamento derivativo, com um campo escalar. Os setores de carga do modelo MRS
sdo mapeados sobre os setores de carga do modelo de Thirring com massa.

A Secao (ver Ref. [49] ) estd organizada desta forma:

- na subse¢do 4.1.2. apresentamos a formulagdo de operador para exibir a interagao
de Thirring no modelo MRS, e fica estabelecida, ao nivel de operadores, a
equivaléncia entre o modelo MRS e o modelo de Schroer-Thirring (ST).

- na subsecdo 4.1.3. ¢ apresentada a versdo bosonizada completa do modelo. Os

operadores bosonizados compostos do Hamiltoniano quantico sao calculados como

106



os operadores dominantes na expansao de Wilson a curta distdncia para os
operadores em um mesmo ponto.

- Na subsecdo 4.1.4. sdo apresentadas as conclusdes desta Secao.

4.1.2. Mapeamento entre os Modelos MRS e de Schroer-
Thirring (ST)

O modelo bidimensional que descreve um campo de Fermi com massa interagindo com um
campo pseudo-escalar de massa nula via um acoplamento derivativo com a corrente axial ¢

definido pela densidade Lagrangiana cléssica

A Lagrangiana (4.1) descreve o modelo de Rothe-Stamatescu no limite de massa nula para
o campo pseudo-escalar, modificado pela inclusdo de um termo de massa para o campo de

Fermi (modelo MRS). A teoria quantica ¢ definida pelas seguintes equacdes de movimento

(i}/“ﬁﬂ —mo)t//(x) = gy“yjN[l//(x)ﬁﬂt,iﬁ(x)J , 4.2)

Dﬁ(x)z—g@uE(W(x)y”yjl//(x))i. 4.3)

Os pontinhos na Eq. (4.3) significam que a corrente ¢ calculada como o operador
dominante na expansdao de Wilson para curta distancia. ¢ o produto normal em (4.2) ¢é

definido pelo limite simétrico [30, 24]

Ny (x)0,6(x)]=lim 28,6 (x+ )y (x)+8,6 (x— )y (x)}. (4.4)

£0 2
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Como conseqiiéncia da interagdo corrente axial — derivada pseudo-escalar, no caso de

férmions com massa (m, #0) o campo ¢ ndo se mantém livre, devido & ndo conservagio

da corrente axial * na Eq. (4.3),
0 (x) =igm, (7 (x)y v (x)): 4.5)

Para campos de Fermi de massa nula, o modelo quantico descrito pela Lagrangiana (4.1)
(modelo de Rothe-Stamatescu com massa nula) ¢ uma teoria invariante de escala, com
dimensdo de escala andmala [30]. Assim como ocorre no modelo de Thirring usual [16],
para que a teoria descrita pela Lagrangiana (4.1) apresente no respectivo modelo um
férmion de massa nula como o ponto fixo a curta distancia, a dimensdo de escala do

operador de massa deve ser

D, <2. (4.6)

No que se segue, o termo de massa devera ser compreendido como uma perturbagdo no

modelo invariante de escala.

A solucdo de operador para as equagdes de movimento ¢ dada em termos de exponenciais

ordenadas segundo Wick [30, 35, 24],
1 5+
i X 0
y/(x)=ZW2:e”¢():t//()(x), 4.7)

onde Z, ¢ uma constante de renormaliza¢do de fungdo de onda [30, 24], e l//(o) ¢ o

campo de Fermi com massa e livre

* No modelo de Schroer [29], que descreve um campo de Fermi com massa interagindo com um campo
escalar via um acoplamento derivativo campo escalar - corrente vetorial, o campo escalar permanece livre

devido a conservagio da corrente vetorial Wy “y .
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(i;/”ay —mo)l//(o) (x)=0. (4.8)

A expressao bosonizada para o operador de campo de Fermi livre l//(o) ¢ dada pelo

operador de campo de Mandelstam [38]

y/(o)(x)=(i]1/2 i ia :exp[i\/;{ysqﬁ(x) N fj 2 ¢(x0321)d21}]:

(4.9)

onde & ¢ um regulador no infravermelho remanescente da teoria livre com massa nula.

Para m, =0 , 0o campo ¢ ¢ livre e tem massa nula, de modo que podemos escrever
€, 0"P(x)=0,p(x). (4.10)

O significado da notagdo :(0): para os operadores de campo ¢ que o ordenamento de Wick

¢ realizado por um limite de point-splitting no qual as singularidades subtraidas sdo aquelas
da teoria livre. Desta forma, as expansoes de Wilson para curtas distancias sao realizadas

usando-se a fun¢do de dois pontos do campo livre de massa nula
(09 (x),00(0)| - —lln{—y2 (w2 +i2x”)} @.11)

Com o fim de preservar a simetria de calibre global cléssica, a corrente vetorial ¢ calculada

pelo procedimento de limite do point-splitting regularizado [30, 24]

7% (x) =37 (x) " (x): = lim {,,;(Hg) P exp(-ighk e,y 0 4(x)deH )w(x)—V.E.V.}

b

(4.12)
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com a constante de renormalizagdo de fungéo de onda Z, dada por [30, 24]

Z,(x)=e : (4.13)

A corrente vetorial ¢ dada por [30, 24]

T (x) = j4 (x)-L " 8,4(x) (4.14)

T

onde j# (x) ¢a corrente de férmion livre

7 () =17 (x) 70 () ) = —ﬁ e 8,¢(x), (4.15)

€ a corrente axial é

T =6 T (1) =0, =0 (x) 400 @19

Com a expressao (4.16) para a corrente axial, podemos escrever a equagdo de movimento

quantica (4.3) na forma bosonizada
2 ~
1-4-| 0 (x) =L Op(x). (4.17)
Para evitar a quantizagdo com métricas opostas para os campos gz; e, consideraremos o

modelo definido para g° no dominio
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4 1 (4.18)
O operador de massa bosonizado toma a forma
f(W(x)w(x))f:-%:cos(Z\/; P(x)+2g4 gz;(x)):, (4.19)

e o termo originado do termo de massa, € que quebra a invaridncia em relagdo a 7/5 , € dado

por
s(w(x)ysy/(x))s:ifzsm(zﬁ p(x)+24 §()):. (4.20)

A partir do operador de massa bosonizado (4.19) e da equacdo de movimento (4.17)

podemos ver que, para m, #0 os campos ¢ e ¢ sdo campos do tipo Sine-Gordon. Para

my =0 os campos ¢ e ¢ sdo campos livres com massa nula e a corrente axial (4.16) ¢

conservada na equac¢do de movimento (4.3). No modelo original de Rothe-Stamatescu

(my=0), o campo pseudo-escalar ¢ tem massa e a corrente axial possui uma anomalia.

Neste caso, o campo ¢ mantém-se livre na presenca da interacdo entre as correntes axial e

vetorial e a derivada pseudo-escalar, mesmo com massa finita e renormalizagdo de fungdo

de onda [30].

Com o objetivo de obtermos uma relagdo de comutagdo canOnica para o campo ¢,

procedemos ao escalonamento do campo

-1-L] 4 o). a1y
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Apo6s o escalonamento de campo (4.21), o operador de massa (4.19), a corrente vetorial

(4.14) e a equagao de movimento (4.17) podem ser rescritos como

(7 () ()=~ 05| 24x () + zi _§(+):, 4.22)
1-9-
j},(x)z—%ew 0" | N P(x)+ g = ¢7’(x) , (4.23)
1.9
O Vr §(x)-—Z=p(x) |=0. (4.24)
1-4

a

A dimensao de escala do operador de massa ¢ dada por

,32
D. =+, 425
vy 47 ( )
com
2 . 4
pr=—. (4.26)

Em virtude de (4.6) e (4.25), a curta distancia a perturbagcdo de massa se torna cada vez
mais desprezivel para g° <z/2. Note-se que a dimensdo de escala do operador de massa é

a mesma que a do modelo de Thirring com massa e com parametro de acoplamento g. Em

termos do campo ¢’ o operador de campo de Fermi pode ser reescrito como
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t//(x)=ZV:1/2:expi g 8 (x) v (x). (4.27)

Para m, # 0, a combinagdo entre 0s campos @ € ¢Z ' que aparece nas Eq. (4.22) e (4.23)

corresponde a um campo de Sine-Gordon, enquanto que a combinagdo que aparece na Eq.
(4.24) corresponde a um campo livre de massa nula. Levando isto em conta, vamos fazer a

seguinte transformac¢do canodnica de campo

8b(x) =7 ¢(x)+—ZL=¢'(x), (4.28)

SE(x)=—2—=p(x)—7 #(x). (4.29)

O valor do parametro o6 ¢ fixado impondo-se relagdes de comutacdo candnicas para os

campos @ e &,

5 pr 1
Y ) 4.30
T Ar .4 (4.30)
Os campos ¢;' e @ podem ser escritos, em termos dos novos campos (Cf),f ) , COMOo
_ PN =
=—=0Q(x)——— , 431
§ ()= (x) - TE () @31)
e gs
p(x)=—D - . 4.32
(x) = b(x)+ L E(x) 432)

A equagdo de movimento (4.24) ¢ agora
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0¢ (x) =0, (4.33)

e a corrente vetorial (4.23) do modelo MRS pode ser mapeada sobre a corrente do modelo
de Thirring

Jﬂ(x)zjgh (x)=—£ €y 0" ®(x). (4.34)

O operador de massa (4.22) ¢ identificado com o operador de massa do modelo de Thirring

(P (x) ¥ (x))i= _5 :cos B D(x):. (4.35)

(7 (¥ (%)

A interagdo de Thirring oculta no modelo MRS ¢ compactamente mostrada em nossa

abordagem por operadores. Usando o fato de que & ¢ um campo livre e sem massa,

e, 0"E(x)=0,&(x), (4.36)

o operador de campo de Fermi (4.7) pode ser reescrito em termos da exponencial do campo

escalar & ordenada segundo Wick

1
w(x)=2, 27w (x), (4.37)

onde ¥ ¢ o operador de campo de Fermi do modelo com massa de Thirring dado pelo

operador de soliton de Mandelstam

(4.38)
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Como veremos, o operador de campo (4.37) corresponde ao campo de Fermi do modelo de

Thirring, que interage com o campo escalar & por intermédio de um acoplamento derivada

escalar - corrente vetorial, que aqui chamaremos de modelo de Schroer-Thirring. A

equagdo de movimento (4.2) para o campo de Fermi pode ser reescrita como
(iy“@# —mo)l//(x) = gZN[j/”l//(x)j/fh (x)] +g N[;f”l//(x)éﬂf(x)] . (4.39)

Vamos apresentar agora o modelo de Schroer-Thirring (ST), que ¢ definido pela densidade

Lagrangiana cléssica

L(x)= 1/7(x)(i}/”8ﬂ —mo)l//(x)+%6ﬂ§(x)8"§(x)+

() v ()T W () s v ). @)

A teoria quantica ¢ definida pelas equagdes de movimento

(70, =mo ) (x) = G2y (x)(7 (x) 7,0 (x) )i+ g7 Ny (x)8,£ (x) .
(4.41)

O£ (x) == 8,,/i(7(x) 7"y (x))i=0. (4.42)

A solu¢do de operador para as equacdes de movimento quanticas ¢ dada pela Eq. (4.37)

com

(4.43)

O modelo de Schroer [29] é obtido fazendo-se > =47 (G=0).

A partir das equagdes de movimento (4.39) e (4.41) podemos observar a equivaléncia entre

o modelo MRS com um férmion com massa ¢ o modelo ST. A equagdo de movimento
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(4.39) corresponde a um caso particular do modelo ST, no qual o parametro de
acoplamento de Thirring e o parametro de acoplamento derivativo sdo os mesmos. Neste
caso, a interacdo de Thirring ndo pode ser “desligada” para que se obtenha o modelo de
Schroer [29]. A equivaléncia (4.34) implica que o sub-espaco de Hilbert do modelo MRS

que ¢ gerado pelas fungdes de correlagdo da corrente vetorial 7, ¢ isomorfo ao sub-espago
de Hilbert do modelo de Thirring, que € por sua vez gerado pelas fungdes de correlagdo da

corrente vetorial J Zh . As funcdes de Wightman do operador de campo y/(x) sdo as

mesmas do campo de Fermi lI’(x) do modelo de Thirring, agora envoltas pela nuvem

originada das contribui¢des do campo livre de massa nula &,

Ol (). (x,)7 (1) (3,)[0) =

n

O T 7 [ Tse™ 1 000 (). ¥ (5,) P (0)- T ()0). 4

Em vista da Eq. (4.34), a carga O e a pseudo-carga O’ associadas ao campo de Fermi i
do modelo MRS sdo mapeadas sobre as cargas Oy, e O, associadas ao campo de Thirring
¥(x):

[0.w (x)]=—w(x)=[0p. ¥ (x) | =-¥(x). (4.45)

I
1
L.
<
—_
=
~—
| —
Il
|
<
Wi
=
)
g
—_
=
~

(0w (x)]="| =5 v (%) (4:46)

4
T

Os setores de carga do modelo MRS sdo mapeados sobre os setores de carga do modelo de

Thirring com massa. O espago de Hilbert H do modelo MRS ¢ um produto direto

com as regras de selecao

116



OH; #0,  Q°H;#0, (4.48)

OH )20, OH () #0, (4.49)
v 4

e ¢ isomorfo ao espaco de Hilbert

H=H: ®Hy (4.50)

com as regras de selecao
OH.=0, QM. =0, (4.51)
OHy 20,  O’Hy %0, (4.52)

Deve-se notar que a corrente de Thirring (4.34) corresponde a corrente vetorial do modelo
de Schroer-Thirring, uma vez que esta seja definida com uma prescri¢cao de regularizagao

de calibre na qual a contribuicio do campo escalar £ ¢ eliminada. Aplicando a

transformacao (4.28) - (4.29) sobre a defini¢ao da corrente (4.12) obtém-se

s . . _ —igzﬁ_[;+ge Vava)(z)dz” +ig-[;+gé’ f(z)dz”
{7 (x) 7w (%) )ns Zlg%{w(x%)y”e e g

w(x)- V.E.V}

.2 B opx+e v u
. — —ig~ €,y 0 D(z)dz
- hm{‘P()H—g))/”e 2l 7B

>0

¥ (x)- V.E.V} = (¥ (x) 7 (x))im -
(4.53)
A partir de (4.53) podemos observar a prescri¢ao de regularizacao apropriada para o calculo

da corrente vetorial do modelo de Thirring. Uma prescricdo geral para a definicdo de

corrente do modelo de Schroer-Thirring ¢ dada por
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E(W(X)V#V/(x))zsr =

—iGzﬁ e 0 ®(2)dzH — ia e 0" E(z)dzH
= 1im{y7(x+g)}/”e 2l w70 ol 7 e ") l//(x)—V.E.V},
&0
(4.54)
onde a € um parametro arbitrario e y/(x) ¢ dado por (4.37) fazendo-se
pr=—2" (4.55)
G2

Levando-se em conta o fato de que o modelo ¢ invariante de escala a pequenas distancias, a
localidade da teoria assegura a independéncia de percurso da integral de linha na férmula

de Mandelstam, a qual pode ser escrita como uma integral de linha sobre uma corrente

conservada
() =0, (x). (4.56)
com
S (x) == d(x), (4.57)
e obtemos
T (x),, = —£ e 0,B(x) - (a+1)0"(x). (4.58)

A corrente de Thirring ¢ obtida fazendo-se a =—1. E recupera-se a corrente correspondente

ao modelo de Schroer fazendo-se a=1 ¢ S =4r.
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4.1.3. A Densidade Hamiltoniana Quéantica Bosonizada

Apresentaremos neste capitulo a Lagrangiana bosonizada completa do modelo MRS. Tal
como no caso da teoria de férmion livre com massa nula [24], consideraremos antes a
Hamiltoniana quéntica bosonizada. Os operadores compostos bosonizados da Hamiltoniana
quantica sdo obtidos como os operadores dominantes na expansdo de Wilson a curta

distancia para os produtos de operadores no mesmo ponto [39].

A partir da Lagrangiana (4.1), o momento canonico classico 7 conjugado ao campo ¢ &

dado formalmente pela expressao
; (x)=8"(x)+g w(x)y"w(x). (4.59)
Para m, =0, a densidade Hamiltoniana quéntica do modelo invariante de escala ¢ obtida da

Hamiltoniana classica, substituindo-se os campos classicos por seus respectivos operadores

quanticos, ¢ ¢ dada em termos dos produtos de operadores normalmente ordenados

(2)) =57 ()7 0w () )i (7 ()77 v (x)) 0 ():

(4.60)

com a corrente axial dada pela Eq. (4.16). Em termos das componentes espinoriais
v, (azl, 2), o termo cinético do campo de Fermi na Hamiltoniana (4.60) pode ser

escrito como

h(x)==ii(7 (x) 7' o (x))i= i(-l) hy (x) (4.61)
onde
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h, (x)= iyl (x)ow, (x): (4.62)

Calcularemos agora o operador composto /, (x) como o termo dominante na expansao de

Wilson a curta distancia para o produto de operadores num mesmo ponto, utilizando a
mesma regularizacdo que foi empregada no calculo da corrente fermiodnica. Iniciando,

consideremos o limite de point-splitting (ver defini¢do em Apéndice iii)

h

(01

(x)=lim{h, (x;6)+hc.—V.EV. (4.63)

>0

onde 4, (x;€) ¢ definido pelo produto a curta distancia de operadores

hy(x;6)= é( vl (x+ g)e_[gj*“’ S 093} :j(: eigj*weﬂvavq;(z)dﬂa1'//a (x) 3) (4.64)

Com a solucdo de operador (4.7), o produto de operadores (4.64) pode ser escrito em

termos das exponenciais do campo ¢ , ordenadas segundo Wick, como

Onde ht(zo) (x;¢) € a contribui¢do do termo cinético do campo de Fermi livre
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W (x;¢) =§Wg°>* (x+&)ow (x) (4.66)
No calculo de (4.65) usaremos que
(]/20{6‘#(3# +&fe,, 8")5(x) =F&0,4(x), a=12, (4.67)

e que, se [ B, 4] =nlmero classico, comutavel (¢ —number ),

e ’A=4e? -[B,A]e”, (4.68)

onde

P (x)=| o) (x),00) (0) |. (4.70)

Procedendo a ordenagdo normal das exponenciais do campo ¢Z , podemos decompor (4.65)

COmo S¢€ seguc

hy (x;6)= hg) (x;)+ h(g”) (x;6)+ hgn) (x;¢), 4.71)

onde
hél) (x;6) =™ ()., h(go) (x;¢), (4.72)
W (xi6) = _g(wf;m (x+)y” (x)) 19 905, 3 (x):, (4.73)
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h(glll) (x6)= i%)’iaFa (5)(‘/4(10)T (x+&) y/((zo) (x)) o8 & 0:(x) . (4.74)

¢ onde a fungdo singular F, (&) ¢ dada pelo comutador

1
2ret

(4.75)

F, (&)= [(7§a5(+) (x+e) +Imew 0" g") (z)dz'u), 0, (x)} S

Vamos considerar o termo 4"). Para calcular a contribui¢ao de campo livre % (x) , dada

pela Eq. (4.66), faremos uso das seguintes relagdes

£0,9(x), (4.76)

0@ ,(x)= —%%@(x), (4.77)

correspondendo, respectivamente, a @ =1,2 . Usando (4.68) e fazendo a ordenagdo normal

das exponenciais do campo ¢, as contribui¢des de férmion livre sdo dadas por [24]

A0 (x:6) = — [ piln st 2:90)5_5(x):
Gy (%)
1 + - +ir &t LP(x
+£g—ij[(ﬂ§,3(“«9),016021()6)}16‘( %0) (4.78)
onde
. : +1
[(p,?,z(ﬁg)a@l(ﬂé,)f(x)} e (4.79)

Expandindo a primeira exponencial em (4.78) em poténcias de ¢ até a primeira ordem e a

segunda exponencial até a segunda ordem, obtemos
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H(0.(x)) 1 t+———5+0(s). (4.80)

Introduzindo (4.80) em (4.72), para que calculemos o operador dominante na expansao em

I : . .
& de n) (x;€), precisamos reter termos até a segunda ordem em & nas exponenciais

W (x) =) (x;8)+he.~V.EV.=

(0.6(x)) ;J—rl(g_zJ;(aiqZ(x))z g (4.81)

Combinando as contribui¢des das duas componentes espinoriais, o operador dominante

) (x) ¢ dado por

:5{:(80¢(x))2 -+ (0, (x)) ;}—E(Lz]{;(aoﬁ(x))z +:(06(x)) } (4.82)

O primeiro termo em (4.82) corresponde a Hamiltoniana bosonizada do campo de Fermi

livre de massa nula. O termo proporcional a gz em (4.82) ¢ a correcdo quantica a parte
livre da Lagrangiana do campo ¢Z .
Vamos agora considerar o segundo termo A1) Precisamos calcular o produto de

operadores do campo fermionico livre que aparece na Eq. (4.73). Usando (4.76) e aplicando

a ordenagdo normal a exponencial, obtém-se

(4.83)

Introduzindo o potencial pseudo-escalar J,
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F()=—=(x)+

T

é(x), (4.84)

N =

de forma que a corrente axial possa ser escrita como
Ti(x)=-0,J (x), (4.85)

e usando (4.83), podemos escrever (4.73) como

o)=L o a0 (459
T &

i (x)= 0" (xe)+ he.—V EV.=2L:(0,.F (x)0,4(x)):+O(&). (4.87)
T

O operador dominante na segunda contribuigio 4!"") (x)=h (x)—hgﬂ) (x) ¢ dado entdo

por

W (x)==g:0'F (x)08 (x) = g: (7 (x)1'7°w (x)) 8 (x): (4.88)

Como era esperado a partir da solucdo de operador (4.7), a contribuicao (4.88) cancela o

termo correspondente na Hamiltoniana (4.60).

Finalmente, vamos considerar o termo A" Usando (4.83), (4.84) ¢ (4.75), podemos

escrever (4.74) como se segue

pl) (x;6)= i(ij L. tim 0. J(x) (4.89)
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Expandindo a exponencial em poténcias de ¢ até a segunda ordem, resulta que

Obtém-se entdo
(24

2
ht(zm) (x) _ h(111) (x;g)Jrh.c__V.E.V,:;%:(&_,j(x))z L

O termo dominante 4"/ (x) ¢ dado entdo por

(4.90)

(4.91)

(4.92)

e corresponde a contribuicdo da interacdo de Thirring a Hamiltoniana quantica. Coletando

todos os termos (4.82)-(4.88)-(4.92), a forma bosonizada do termo fermidnico cinético ¢

dada por

(4.93)

Introduzindo a perturba¢ao de massa, a Hamiltoniana quantica bosonizada total (4.60) ¢é

dada por
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H () =5 (@08 ()" +: (26 (x)) }%{ —f[—ZJ{(aoé(x))z + (alﬁ(x))Z}
_%2{ (80j(x))2 + (61j(x))2 :}+m0' :cos(2\/; P(x)+2g &(x)) (4.94)

onde mO' = umy/7 . A densidade Lagrangiana bosonizada correspondente é

c, (x):%:8”¢(x)6#¢(x):+%(1—g—zj:(8"5(x)6ﬂ5 (x)):

T

_%aﬂj(x)aﬂj(x);_mo’ 1os(2V7 ¢(x)+29 $(x)):,  (499)

onde J ¢ dado por (4.84). Na teoria bosonizada, o novo momento linear Il J conjugado ao

campo ¢ & dado por

1 (x) =(1—g—2Jao¢(x)—(ijg—;aoj (x), (4.96)

M, (x)= 80¢(x)—(ﬁj%6oj(x). (4.97)

Assim, tem-se que

111 (x) 0@ (x): +: 11 (x) 0o (x) :=:(80g5(x))2 :+[1—5_J:(805(x))2 :—‘g—:(éoj(x))2 :
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A partir da Lagrangiana bosonizada obtemos as seguintes equagdes de movimento

acopladas

O (—(ﬁ(x)Jr%ﬁ(x)J:Z\/; my :sin(Z\/; P(x)+2g ¢3(x))

N

(4.99)
]f 0 (%(ﬁ(x)—i—%ﬁ(x)}zlg my :sin(27 ¢(x)+2g ¢(x)):
(4.100)

Em concordancia com a equagao de movimento bosonizada (4.17). Reescalonando o campo
¢; por (4.21) e aplicando a transformagdo canodnica (4.28)-(4.29), a densidade Lagrangiana

bosonizada (4.95) pode ser reescrita como

Lo (%) =—:8”(§(x)8ﬂ§(x):+%:8”(i)(x)8ﬂ(l)(x):

2 ~ ~ r ~
+ %(% € 8V(D(x)j(£ et apCD(x)j:—mo 1cos f ®(x):. (4.101)

A Lagrangiana (4.101) corresponde a Lagrangiana do modelo de Thirring ¢ a um campo
livre de massa nula ‘“desacoplado”. Embora o campo 92 se desacople na Lagrangiana

bosonizada, e, logo, a func¢ao de particdo resulte fatoravel

o campo & ndo pode ser desacoplado no funcional gerador, e portanto contribui para as

funcdes de Wightman do campo de Fermi (4.44).
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4.1.4. Observacoes Conclusivas sobre a Secao 4.1

Utilizando a formulagao de operadores, analisamos o modelo de Rothe-Stamatescu com
um campo pseudo-escalar de massa nula que interage com um campo de Fermi com
massa. A interacao de Thirring oculta no modelo MRS ¢ compactamente exibida pela
aplicacdo de uma transformacdo canénica na algebra de campo de Bose. A presente
abordagem torna féacil exteriorizar a equivaléncia entre o modelo MRS e o modelo de
Schroer-Thirring, i.e., 0 modelo de Thirring com uma interagdo adicional corrente
vetorial — derivada escalar. Desta forma, fica estabelecido o isomorfismo para um caso
particular do modelo de Schroer-Thirring para o qual o parametro de acoplamento de
Thirring e o parametro de acoplamento derivativo sdo 0os mesmos (G2 =4° ) Os setores
de carga do modelo MRS s3o mapeados sobre os setores de carga do modelo de
Thirring. A Hamiltoniana quantica bosonizada ¢ obtida como o operador dominante na
expansdo em ¢ para os produtos de operadores no mesmo ponto.

Conforme ressaltado na Ref. [29], férmions acoplados a particulas com massa de
repouso nula ndo podem ser auto-estados do operador de massa. O conceito de
“infraparticulas” foi introduzido por Schroer na Ref. [29], para descrever uma particula
que interage com um campo escalar de massa nula e que perde seu espectro de massa

discreto por conseqiiéncia da radiagdao no infravermelho. No modelo de Schroer padrao

[29] a solugo de operadores é dada por (4.37), tomando-se 3% =47 :
l .
w(x)= ZV/A 95 y/(o) (x). (4.102)

Seguindo a abordagem de Schroer [29], os campos y(x) e l//(o)(x) nio podem ser

representados no mesmo espaco de Hilbert com métrica positivo-definida. Com base na

positividade do espago de Hilbert, o modelo ndo admite um espectro de massa discreto.

0 campo y*) (x) ndo é o campo assintdtico correspondente a (x). E mais, de acordo
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com a Ref. [40], a invariancia de fase ¢ quebrada espontaneamente no modelo de

Schroer. A corrente vetorial ¢ dada por

O campo escalar de massa nula & (x) ndo comuta com a carga
Q=g[Jy(2)dz' = Q (0 + e
que atua como o gerador de transformagoes de fase, e logo
QH:#0.

Temos as seguintes relagdes de comutagao

[iQ, 18 ¢() :} = —ii 19 €(¥) :

T

10, v (x) | =-igy (x).

[iQ, w(x)]= —{1 +g—2}//(x) :

T

Porém, como

2

(2 ¢(x)]=-Z,

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

conclui-se que a invariancia global de calibre ¢ quebrada espontaneamente, e §(x) ¢o

boson de Nambu-Goldstone correspondente a essa quebra [40]. De (4.107) e (4.108)
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resulta que os campos t//(x) e l//(o) (x) transformam-se de forma diversa, ¢ o campo

t//(o) (x) ndo pode ser identificado como o campo assintotico de y (x). De acordo com
a abordagem alternativa introduzida na referéncia [40], usando-se uma formulagdo de

métrica indefinida é possivel introduzir formalmente um operador composto e ¢ 51//

) . s (0
que exibe um espectro de massa e cujo campo assintotico ¢ l//( ) . Neste caso

[ ey ]= [Q, y/((’)} . (4.110)

Contudo, o procedimento adotado na Ref. [40] para contornar o problema da
infraparticula no modelo de Schroer tem implicagdes no problema, matematica e

estruturalmente delicado, de como seria possivel definir no setor de carga da algebra de

campo intrinseca o operador composto e 4 51// , uma vez que a carga Q§ ¢ trivializada

[41, 43] quando ¢ feita a restricdo do espago H para o espago H (0)
74

QgH * 0, QgHL//(O) =0. (41 1 1)

No caso especial do modelo ST que estd sendo considerado — que € equivalente ao
modelo MRS -, o problema ¢ bem diferente, uma vez que nao existem férmions livres e
com massa envolvidos. A solu¢do de operadores ¢ dada em termos de um campo

escalar livre de massa nula e do campo de Thirring
w(x)=eé" §) W (x), (4.112)
e a corrente vetorial ¢ dada por

T (%)=L e 0,0 (x). (4.113)

2

Temos entao
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[Q. &(x)]=0, (4.114)

[Q. w(x)]|=[Q ¥(x)]. (4.115)
Os setores de carga sao os mesmos do campo de Thirring
Q= Oy, (4.116)

e 0 campo (S(x) comuta com o gerador das transformagdes globais de calibre. Tendo

em vista as regras de sele¢ao
QH,=0=0"H, (4.117)

QH= QH,, (4.118)

Pode-se definir o campo de Thirring com carga pela transformagao
P(x)= ey (x):. (4.119)

Pelo menos neste caso particular do modelo ST o espectro de massa corresponde ao do
modelo de Thirring com massa. Esta ¢ uma das razdes fisicamente justificaveis pelas
quais o modelo de Schroer padrao ndo pode ser recuperado a partir deste caso particular
do modelo ST.

Finalizando esta Se¢do, faremos algumas observacdes sobre o modelo de um campo de
Fermi com massa que interage, via um acoplamento derivativo, com dois campos de
Bose, sendo um escalar ¢ o outro um pseudo-escalar. Este modelo corresponde ao
modelo MRS, definido pela Lagrangiana (4.1), com uma interagdo adicional corrente

vetorial — derivada escalar (interagdo de Schroer):
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E'=E+g'(t/7 7/”1//)8#77. (4.120)

Devido a natureza vetorial do acoplamento 4', o campo escalar 77 permanece livre e

sem massa. Na visdo da presente abordagem por operadores, o modelo exibe trés graus
de liberdade: dois campos escalares com massa nula e o campo de Thirring. Ao
introduzir a quantizagdo com métricas opostas para os dois campos escalares, podemos
concluir que a propriedade intrinseca do modelo MRS, segundo a qual o mesmo ¢
equivalente ao caso especial, analisado acima, do modelo de Schroer-Thirring, ¢ o
fenomeno subjacente que permite que se estabeleca a equivaléncia fraca entre o modelo
de Thirring e o setor fermidnico do modelo de acoplamento derivativo com duas
interacdes de acoplamento derivativo, como ¢ proposto nas Refs. [34, 35, 36].
Entretanto, ao nivel de operadores, diversos aspectos estruturais e algébricos da
equivaléncia fraca entre os dois modelos, como se obtém nas Refs. [35, 36]
permaneceram ainda obscuros. A clarificagdo desses aspectos serd objeto da secdo

seguinte, conforme ja foi antecipado.
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4.2. Revisitando o Modelo Bidimensional de Acoplamento

Derivativo com Dois Campos de Bose

Usando a abordagem por operadores, reexaminamos o modelo bidimensional que descreve
um campo de Fermi com massa que interage, via acoplamentos derivativos, com dois
campos de Bose — um deles escalar, o outro pseudo-escalar -, ambos com massa nula (ver
Ref. [48]). Aplicando uma transformagdo candnica sobre a dlgebra de campo de Bose, o
operador de campo de Fermi ¢ escrito em termos do operador de séliton de Mandelstam, ¢
o modelo de acoplamento derivativo (DC) ¢ mapeado sobre o modelo de Thirring com
massa e com duas interacdes entre corrente vetorial e derivada (pseudo-) escalar (modelo
de Schroer-Thirring). O modelo DC com férmion de massa nula pode ser mapeado sobre o
modelo Rothe-Stamatescu com massa nula e com uma interagdo de Thirring (modelo
Rothe-Stamatescu-Thirring com massa nula). Nesta abordagem ¢ exibida de maneira
compacta a equivaléncia entre o setor fermionico do modelo DC e o modelo de Thirring

com massa.

4.2.1. Escopo e Método

A equivaléncia entre o modelo de Thirring com massa nula e o modelo DC que
descreve as interagdo entre férmions e dois campos de Bose de massa nula, um deles
escalar e o outro pseudo-escalar, via acoplamentos derivativos, foi discutido nas Refs.
[34, 35, 36]. Fica estabelecida naqueles trabalhos, de forma fraca e para uma certa
escolha dos parametros de acoplamento, a equivaléncia entre o setor fermionico do
modelo DC e o modelo de Thirring, através das fungdes de Green dos modelos
correspondentes. Esta equivaléncia fraca s6 se opera as expensas de, ou se introduzir
uma quantiza¢ao de métrica oposta para os campos bosonicos [35, 36], ou se considerar
um termo do acoplamento derivativo apresentando parametro de acoplamento
imaginario [34]. Fazendo-se essas escolhas, as fungdes de Green do modelo DC sao
mapeadas sobre aquelas do modelo de Thirring que sdo obtidas nas solucdes de Klaiber

e de Johnson [42]. Na verdade — devemos enfatizar mais uma vez -, somente dessa
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forma se consegue obter, embora artificialmente, a igualdade entre os graus de
liberdade dos dois modelos.

Na Ref, [35] a conexdo entre os dois modelos ¢ analisada usando-se o formalismo
de operadores para comparar as solugdes de operador correspondentes. Com o
proposito de estabelecer uma correspondéncia entre as solucdes de operadores dos
modelos DC e de Thirring com massa nula, consideram-se os campos de Bose como
possuindo métrica oposta. Assim — como ja foi assinalado acima, na Sec¢do 4.1 -,
introduz-se uma combinagdo dos trés graus de liberdade originais para definir dois
novos campos bosonicos. Apds essa redefini¢do dos campos de Bose, a solucdo de
operador ¢ dada em termos de um campo “espurio” e do operador de campo de
Thirring. Entretanto, o artificio empregado na Ref. [35], de se introduzir uma
redefinicdo de campos de Bose para se obter a redugdo dos graus de liberdade, ndo faz
sentido no caso do modelo DC de férmions com massa, uma vez que pressupde que os
campos bosonicos sejam livres e de massa nula. Para férmions com massa, a algebra de
Bose contém dois campos do tipo sine-Gordon, pseudo-escalares, € um outro escalar de
massa nula. A redefinicdo de campos usada na Ref. [35] combina esses trés graus de
liberdade para definir o campo de soliton de sine-Gordon, eliminando portanto o
operador de massa.

Na Ref. [36] o modelo DC com férmions de massa nula foi analisado usando-se a
abordagem funcional. Estabelece-se entdo a equivaléncia entre as fungdes de dois
pontos fermionicas do modelo DC e do modelo de Thirring, por uma relagao apropriada
entre os parametros de acoplamento dos dois modelos. Através da imposi¢do de
quantizagdo de métrica oposta para os campos de Bose e dessa relagdo entre os
pardmetros de acoplamento constroi-se entdo um mapeamento um-para-um entre as
solugdes de operadores dos dois modelos. Entretanto, a equivaléncia estabelecida na
Ref. [36] somente opera para férmions de massa nula. Na Ref. [34], a equivaléncia entre
o modelo de Thirring ¢ o modelo DC ¢ utilizada para investigar as divergéncias
ultravioletas e a renormalizabilidade da perturbacdo de massa no modelo de Thirring.

Recentemente, com o fim de se obter um claro entendimento sobre o papel real
desempenhado pela interacdo fermidnica quartica nos modelos DC, foi discutido na

Ref. [21], no formalismo de operadores, o modelo que descreve um campo pseudo-
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escalar de massa nula que interage com férmions com massa via um acoplamento entre
a corrente axial e a derivada pseudo-escalar. Este modelo corresponde ao modelo de
Rothe-Stamatescu [30] no limite de massa zero para o campo pseudo-escalar,
modificado com a inclusdo de um termo de massa para o campo de Fermi (modelo de
Rothe-Stamatescu modificado — MRS). Mostrou-se que a presenca da interagdo de
Thirring ¢ uma propriedade intrinseca do modelo MRS. Esta interacdo foi exibida de
forma compacta pela aplicacdo de uma transformagdo candnica nos campos de Bose. A
solucdo de operador para as equagdes de movimento quanticas foi escrita em termos do
operador de campo de Fermi, na forma dada por Mandelstam, que interage com um
campo escalar via um acoplamento entre a corrente vetorial e a derivada escalar
(modelo de Schroer-Thirring). A corrente vetorial ¢ mapeada sobre a corrente de
Thirring, de forma tal que os setores de carga do modelo MRS sdo mapeados sobre os
setores de carga do modelo de Thirring. Deste modo, o operador bosonizado de massa
do modelo DC ¢ mapeado sobre o operador de massa do modelo de Thirring. A
bosonizagdo completa do modelo ¢ realizada calculando-se os operadores compostos na
densidade Hamiltoniana bosonizada como sendo os operadores de ordem dominante nas
expansdes de Wilson a curta distancia [21].

Nao obstante os resultados obtidos de equivaléncia fraca entre o modelo DC e o
modelo de Thirring, do nosso ponto de vista varios aspectos algébricos e estruturais
desta equivaléncia, conforme proposta nas Refs. [34, 35, 36], permanecem ainda
obscuros, e a propriedade subjacente ao modelo DC que propicia a dita correspondéncia
nunca foi claramente exposta dentro do formalismo de operadores. Uma demonstragdo
ao nivel de operador que exiba compactamente a interagdo de Thirring que ha por tras
do modelo DC nunca foi apresentada, e um claro entendimento desta equivaléncia fraca
no formalismo de operadores continua ausente da literatura. Um dos objetivos deste
capitulo do trabalho € preencher essa lacuna.

Nesta Secdo, portanto, iremos generalizar os resultados da Se¢do 4.1 (ver Refs. [21,
49]) e reanalisar o0 modelo DC empregando a abordagem por operadores. O modelo DC
aqui apresentado corresponde a generalizacdo do modelo considerado na Secdo 4.1, na
medida em que ¢ incluido um novo grau de liberdade do campo escalar de massa nula

que interage com o campo de Fermi com massa via uma interagdo da corrente vetorial
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com a derivada escalar. Mostra-se que o modelo DC ¢ equivalente ao modelo de
Thirring com massa e com dois acoplamentos derivativos com a corrente vetorial
(Schroer-Thirring model). A equivaléncia entre o modelo DC e o modelo Schroer-
Thirring fica assim estabelecida ao nivel de operadores sem que se imponham
condigoes, de um lado, sobre a natureza dos campos bosonicos, e de outro, sobre os
parametros de acoplamento. Seguindo uma abordagem diferente daquelas seguidas nas
Refs. [35, 36], a interacdo de Thirring oculta no modelo DC ¢ exposta pela aplicacao de
uma transformacao candnica sobre a dlgebra de campo de Bose. A solugdo de operador
para as equagdes de movimento quanticas do modelo DC corresponde ao operador de
campo de Fermi do modelo de Thirring, na forma dada por Mandelstam, interagindo
com dois campos bosoOnicos escalares livres via acoplamentos entre a corrente vetorial e
as derivadas escalares. A interacdo de Thirring ndo ¢ afetada pela introdugdo do
acoplamento entre a corrente vetorial e a derivada escalar correspondente ao modelo de
Schroer [29], e ¢ uma propriedade intrinseca ao modelo RS com massa nula [21]. O
limite para pardmetro de acoplamento zero ¢ bem definido e o modelo de Schroer [29],
assim como o modelo de Rothe-Stamatescu [30], sdo recuperados corretamente. A
equivaléncia fraca entre o setor fermionico do modelo DC e o modelo de Thirring fica
estabelecida para certos valores dos parametros de acoplamento. Dentro da presente
abordagem, a equivaléncia fraca entre os dois modelos ¢ mostrada de forma compacta,
sem a reducdo artificial do nimero de graus de liberdade bosonicos.

A Secdo estd organizada da seguinte maneira: na subsecdao 4.2.2 apresentamos a
formulacdo de operadores para o modelo DC e se estabelece a equivaléncia com o
modelo de Schroer-Thirring. Na subsegdo 4.2.3 discute-se a equivaléncia fraca entre o
modelo DC e o modelo de Thirring com massa. Contrariamente ao que ¢ feito na Ref.
[35], a correspondéncia entre as fungdes de Wightman fermidnicas dos dois modelos ¢
feita sem que se reduza o niimero de graus de liberdade, e ¢ consistente com a
introdu¢do do termo de massa para o campo de Fermi. Na subse¢do 4.2.4 discute-se o
modelo DC com férmions de massa nula e sua conexdo com o modelo de Rothe-
Stamatescu com massa nula que contém uma interacao de Thirring (modelo de Rothe-

Stamatescu-Thirring com massa nula). A conclusdo ¢ apresentada na subsecao 4.2.5.
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4.2.2. Solucao de Operador em termos do Campo de

Thirring

A densidade Lagrangiana clédssica que define o modelo bidimensional de um campo de
Fermi com massa que interage por meio de acoplamento derivativo com dois campos de

Bose de massa nula ¢ dada por [34, 35, 36]1

+g(l/7(x)7/"l//(x))6ﬂ77(x)+§(l/7(x)}/”}/51//(x))6ﬂ¢(x) (4.121)

onde 77(x) é um campo escalar e $(x) é um campo pseudo-escalar. Exceto pela
presenca de um campo bosonico de massa nula desacoplado, para g=0 este modelo
corresponde ao modelo de Rothe-Stamatescu (RS) [30] no limite de massa zero do
campo pseudo-escalar ¢, além disso modificado pela inclusdo de um termo de massa
para o campo fermionico (modelo MRS [21]); e para g=0 o mesmo modelo

corresponde ao modelo de Schroer [29]. As equagdes de movimento que definem a

teoria quantica sao

(740, —mq )y (x) = gV | 7w (x)0,m(x) |+ 3N 77w (x)2,6(x) |

(4.122)

On(x)==g 8,,i(# (x) 7"y (x)):=0, (4.123)

~ - 01 0 1
! As convengdes usadas aqui sdo: yoz[l 0],#:[ 1 0], PO =y,

f0= g, e =10
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O (x)=-7 2, E(W(x)y”ysl//(x))f. (4.124)

A notagdo ()i nas Eqgs. (4.123) e (4.124) traduz o fato de que a corrente ¢ calculada

como o termo de ordem dominante na expansao de Wilson a curta distancia [38], e os

produtos normais em (4.122) sao definidos pelo limite simétrico [30, 16]

Ny (x)2,9(x)]= lim—{0,®(x+2)y (x)+ 0,0 (x—&)y (x)} .

£—02

(4.125)

Resulta da conservagdo da corrente vetorial na Eq. (4.123) que o campo escalar 77 ¢
livre e de massa nula. E como conseqiiéncia da interacdo da corrente axial com a

derivada pseudo-escalar, no caso de férmions com massa (m0 #* 0) , 0 campo pseudo-

escalar ¢ ndo pode mais ser livre devido a ndo conservagdo da corrente axial na Eq.

(4.124):

Od(x)=ij mof(l/7(x)7/51//(x))f (4.126)

Para campos de Fermi de massa nula o modelo descrito pela Lagrangiana (4.121) ¢ uma
teoria invariante de escala com dimensao de escala andmala [30]. Tal como no modelo
de Thirring padrao [8], para que a teoria descrita pela Lagrangiana (4.121) tenha como
ponto fixo em curta distdncia o0 modelo com férmion de massa nula, a dimensdo de
escala do operador de massa devera ser

Dy, <2. (4.127)

Deste ponto em diante o termo de massa deve ser entendido como uma perturbacao no
modelo invariante de escala [21].
A solugdo de operador para as equagdes de movimento quanticas ¢ dada em termos

das exponenciais ordenadas segundo Wick [30, 35, 16]
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1 )
v (x)=2, 2 cexpilg n(x)+3 ¢ (x)} 9 (), (4.128)

onde Z, ¢ uma constante de renormaliza¢do de fungdo de onda [30, 16], e l//(o) (x) éo

campo de Fermi livre com massa, solugdo da equagao
. 0
(i, —mo)y/( J(x)=0. (4.129)

A expressao bosonizada para o campo de Fermi livre com massa ¢ dada pelo operador

de campo de Mandelstam

2z

l/,(O) (x)ziijl/z e_i%s :exp[i\/;{ys(z)(x) N j; % (Z)(xo,zl)dzl}j:,

(4.130)

onde u ¢ um regulador no infravermelho remanescente da teoria livre de massa nula.

Para m, =0 pode-se usar o resultado, valido em duas dimensoes,

€, 0'P=0,0 (4.131)

A notagao :(0): utilizada nos operadores de campo significa que a ordenacao de Wick

¢ realizada por um procedimento limite de point-splitting em que as singularidades
subtraidas sdo as da teoria livre. Desta forma, as expansdes de Wilson a curta distancia

sdo realizadas usando-se as fungdes de dois pontos do campo escalar livre com massa

[16]

(09 (x),00(0)| - —iln{—ﬂz (i) @132
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Os problemas no infravermelho do campo bidimensional escalar livre de massa nula
serdao ignorados, uma vez que as regras de selecdo presentes nas exponenciais de Wick
garantem a constru¢do de um sub-espaco de Hilbert com métrica positiva [8, 43] para o
setor fermidnico do modelo.

A corrente vetorial € calculada pelo procedimento regularizado de limite de point-

splitting

J# (x) = lim f(g){lﬁ(x+g)y" oo -1 70 77 <, 0)

&0

+ 7 €0y avé(z)}dz”)y/(x)—V.E.V}

(4.133)

com a constante de renormalizacdo de fungdo de onda dada por

2, (2)=exn{72[ 37 (x+2).00 (1) |+ 7 [ 1) (w4.2).1 ) () ]}

(4.134)

e onde f (8) ¢ uma constante de renormalizagdo apropriada. A corrente vetorial ¢ dada

por

J* (x) =Jj¥ (x)—%@”n(x)—% =i 8V¢;(x) , (4.135)

onde j4 (x) ¢ a corrente fermionica livre

Jj (x) === 0,0 (x). (4.136)

€ a corrente axial é

T ()= () == 2,5 (x) 2 0n() - £ 0,6(x).
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(4.137)

A forma bosonizada das equag¢des de movimento quanticas (4.123) e (4.124) ¢é

(1—5] On(x)=0, (4.138)
~2 . ~
(1-%}@5(@ :%ng(x) (4.139)

O operador de massa bosonizado assume a forma

f(y7(x)t//(x))§:—%:cos(Zx/;(B(x)+2§ $(x)): (4.140)

e o termo que se origina da massa do férmion, e ¢ invariante sob a aplicacao do fator

quiral ;/5 , ¢ dado por

s(y7(x)y5y/(x))5=i§:sin(zﬁ(z)(x)+2g §(x)): (4141)

Para m, =0 a corrente axial ¢ conservada. Neste caso, os campos pseudo-escalares ¢ e

¢ sdo ambos livres e de massa nula. Note-se que o campo escalar 7 ¢ um campo
escalar livre de massa nula mesmo quandom, #0. A partir do operador de massa

bosonizado (4.140) e da equacdo de movimento (4.139) percebemos que, para m, # 0,

os campos @ e ¢ sdo campos do tipo sine-Gordon. O operador de massa ¢
independente do campo escalar livre 77 associado com o parametro de acoplamento g

da interacdo corrente vetorial - derivada escalar (modelo de Schroer) na Lagrangiana
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(4.121). Desta forma o operador de massa comuta trivialmente com a carga O, definida

por
0, =—%jao n(x)dx . (4.142)

Para assegurarmos relagdes de comutagdo candnicas entre os campos ¢ en, definimos

o escalonamento dos campos

~2 _1/2

¢Z(x)=(1—g—j #(x), (4.143)
T
o \12

n(X)=(1—g—J 7'(x), (4.144)
T

com gz <re gz <7 [21]. O operador de massa (4.140), a corrente vetorial (4.135) e

as equagoes de movimento (4.138) - (4.139) podem ser reescritos como

i : - 23 0|
:(y/(x)t//(x)):z—ﬁ:cos(26¢(x)+f‘;/ﬁ¢ (x)J.,

(4.145)

J, (x)= —i—aﬂn(x)—— €, 0" {x/;@(x)Jrﬁﬁ’(x)J ,

(4.146)
On'(x)=0, (4.147)
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O | Vo (x)-——Z—p(x) | =0. (4.148)

\/1—5}2/7{ Y

A dimensao de escala do operador de massa ¢ dada por

P
Dy, = (4.149)
com f3* definido por
B ﬁf—’j. (4.150)
-4 /7[

A consisténcia com (4.127) exige também que j> <7z/2. A dimensdo de escala do
operador de massa ¢ a mesma que no caso do modelo de Thirring com massa e com
parametro de acoplamento gz . Como se mostra na Ref. [21], isto € conseqiiéncia do fato
de que a existéncia da interagdo de Thirring € uma propriedade intrinseca do modelo
MRS. Em termos dos campos reescalonados ﬁ’ e n', o operador de campo de Fermi

pode ser reescrito como

1//(x):Z_1/2 cexpi y/(o)(x).

9 y(x)+
ng//]()

(4.151)

Para m, #0 os campos ¢ e ¢ ndo sdo livres, enquanto que o campo 77 € livre e de

massa nula. Observando-se a expressao bosonizada para o operador de massa (4.145),

nota-se que o campo de soliton de sine-Gordon seria uma combinagdo dos campos @ e

¢ . Assim, por conta das combinag¢des entre os campos pseudo-escalares @ e ¢’ que

143



aparecem nas Eqs. (4.145), (4.146), (4.148), e seguindo o mesmo procedimento

introduzido na Ref. [21], definimos as transformagdes candnicas de campo

B Cf)(x):\/;gb(x)+ﬁ¢?’(x), (4.152)
5 E(x) =L p(x) N7 (x). (4.153)
-4 /7r

Impondo relagdes da comutagdo candnicas para os campos @ eé , resulta o parametro

S ser determinado pela condigio
72
b (4.154)

A transformacdo de campo (4.152) — (4.153) ¢ consistente com a introdu¢do da

perturbacdo de massa, uma vez que nao associa 0 campo 77 com os campos ¢ e¢ . Os

campos N’, %) podem ser escritos em termos dos novos campos (@, £) como
p Q| p p

E(x), (4.155)

E(x). (4.156)

O&(x)=0. (4.157)

A corrente vetorial (4.146) pode ser reescrita como
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J,(x)=n,(x)+T] (x), (4.158)

onde

m,(x)=—L— 0, n(x). (4.159)

TN (x) - P 0"®(x). (4.160)

Como ocorre no caso do modelo MRS [21], o campo £ ndo contribui para a corrente

fermionica. Usando o fato de que o campo & ¢ livre e de massa nula,

e,, 0"E(x)=0,¢(x), (4.161)
e usando (4.155) — (4.156), o campo de Fermi (4.128) pode ser reescrito como
w(x)= Zl;l/z :exp z[ﬁ n’(x)+§§(x)] W(x), (4.162)
l-g° /7

onde ¥ ¢ o operador de campo de Fermi do modelo de Thirring com massa dado pelo

operador de Mandelstam [24]

‘P(x):(ijl/z e_i Zys 'exp(i{ysé(i)(x) + 27 ﬁ_ljoo 0 (iD(xO zl)dzl}]'
o ' 2 170 ’ "

(4.163)
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O operador de massa bosonizado (4.145) ¢ dado agora por

(P ()W (x))i=—Ercos[ f B(x)]:.  (4.164)

T

(7 (¥ (%)

A interac¢do de Thirring ndo ¢ afetada pela introdug¢do do acoplamento corrente vetorial

— derivada escalar correspondente a0 modelo de Schroer (acoplamento por g), o que

implica ser a interacdo de Thirring uma propriedade intrinseca do modelo RS com
massa nula. A equacdo de movimento (4.122) para o campo de Fermi pode ser reescrita

como

(iyf‘@# —mo)y/(x) = gzN[y”y/(x)Jih (x)] + N[}/“l//(x){yﬁﬂg(x)qL gﬁﬂn(x)}] )

(4.165)

A equagdo (4.165) ¢ a equagdo de movimento para o modelo de Thirring com massa e
com dois acoplamentos corrente vetorial — derivada escalar, ou seja, o modelo aqui

chamdo de modelo de Schroer-Thirring [21].

As fungdes de Wightman do operador de campo de Fermi y/(x) s30 as mesmas do

campo de Fermi ‘I’(x) do modelo de Thirring, estas envoltas agora pelas contribui¢des

dos campos livres 1" e &

(Oly () -y (x,)7 (n) 7 (1,)]0) =

W (X153 Xy Vs 2 )} (O] (37 ) ¥ (3, ) ¥ (1) (3,)]0))
(4.166)

onde

W(xl,...,xn,yl,...,yn):
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x[ - exp 4 n'(ve) +§ <) |:]0) (4.167)

Para g=0 obtemos a partir de (4.166) as fungdes de Wightman do campo de Fermi do
modelo MRS [21], e para g=0 ( Vin =47r) as funcdes de Wightman do modelo de

Schroer [29] sdo totalmente recuperadas.

4.2.3. Equivaléncia Fraca do Modelo DC com o Modelo de
Thirring

Tendo em vista a Eq. (4.166), pode ser estabelecido um mapeamento um-para-um entre
as fungdes de Wightman fermidnicas do modelo DC e as do modelo de Thirring com
massa, pela imposi¢ao de que a exponencial ordenada segundo Wick da combinacao de

campos de Bose livres
Q(x)=gn(x)+7z&(x), (4.168)
produza estados infinitamente ndo-localizados

W(xl,...,xn,yl,...,yn):l. (4.169)

O conjunto de campos {5,77,;//} constitui a estrutura matematica intrinseca do

modelo, e gera a algebra de campo local intrinseca § que define o modelo. A
quantizagdo da métrica para esses campos deve emergir como uma conseqiiéncia de
uma condicdo algébrica estrutural intrinseca ao modelo. E possivel, por um “tour de

force”, obter-se a equivaléncia fraca entre o modelo DC e o modelo de Thirring,

147



empregando-se o artificio de impor quantizagdo com métrica oposta para os campos 77

e &. Isto quer dizer claramente que se assume desde o comego que o termo cinético

para o campo 77 na Lagrangiana (4.121) possui sinal negativo. Neste caso a equacao de

movimento (4.138) resulta substituida por

T

L]0,

Obtém-se 0 campo candnico 77" apds se escalonar 0 campo como

n’<x>={1+g—2jﬁn<x>,

de tal forma que

(07" (x) ' ()] 0) ==(0[£ (x)& ()]0}

O operador de campo de Fermi (4.162) pode ser reescrito como

onde

Assim, o operador Q(x) comutaria com si mesmo:

[2(x).Q(»)]=0, V(x.»),

(4.170)

(4.171)

(4.172)

(4.173)

(4.174)

(4.175)
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desde que os pardmetros g € g ndo sejam independentes, e exibam a relagdo

~2 2
(1—5—J(1+5—J=1. (4.176)
T T

A relagdo (4.129) entre os parametros de acoplamento ¢ similar a uma das relagdes

obtidas na Ref. [35]%. A condigo (4.129) implica

2 2
LRy ay (4.177)
T Ar

Sob estas hipoteses o operador exponencial a)(x), por si mesmo, gera fungdes de

Wightamn constantes. Uma vez que o operador a)(x) comuta consigo mesmo e

também com o campo de Thirring ‘P(x) , as fungdes de Wightman genéricas geradas

pelo campo de Fermi (4.126) sdo isomorfas aquelas geradas pelo campo de Thirring.
O espago de Hilbert do modelo DC padrdo, conforme definido pela Lagrangiana

(4.121), ¢ uma representacdo da algebra de campo local §, gerada pelos campos
{Cf),n,.f} , Ou seja,

H=§l0). (4.178)

intrinsecos {5, ny, l//}

No modelo modificado, em que atribuimos quantizagdo com métrica negativa ao campo

n, o espago de Hilbert de estados é uma representagdo da algebra de campos §',

e, H' =g

O>. O operador a)(x) ndo comuta com a corrente vetorial J* € §', dada

? Uma expressdo similar para o campo de Fermi em termos do operador de Mandelstam foi obtida na Ref.
[35]. Neste caso o campo “espurio” o que gera fungdes de Wightman constantes é definido em termos de

uma combinagdo dos trés campos @, @ e 77. Contudo, como no modelo com férmions com massas os

campos @ e ¢ sdo campos de sine-Gordon e 77 permanece livre € de massa nula, a redefinigdo de campos

usada na Ref. [35] mostra-se desprovida de sentido. A relacdo (4.176) entre os parametros de acoplamento ¢

obtida na Ref. [35] com o campo ¢ quantizado com métrica negativa e para a condigio [ *<Ar.
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por (4.158), e resulta ser o portador da carga O, . Isto implica que o operador a)(x)

ndo se reduz a identidade em todo o espago de Hilbert H', mas apenas ao operador

identidade em um sub-espago proprio de estados 7H;;,, definido pelo conjunto de
fun¢des de Wightman do operador de campo de Fermi y . No sub-espaco de Hilbert
Hy, a independéncia da posigdo do operador a)(x) pode ser expressa na forma fraca

(0l@(x)-a(x)o(x) o (xt)y(n) -y ()7 (z)¥(z,)|0)=
(O|¥ ()Y (¥,)P(z)P(z,)]0). (4.179)

Como os campos de Bose 77 e £ pertencem a algebra de campo §', pode-se definir em

H' o campo de Thirring

¥(x)=y(x)o (x), (4.180)

e a corrente de Thirring
Th (x)=J*(x)-n"(x), (4.181)

de tal forma que o sub-espaco de Hilbert Hy, seja gerado a partir da sub-algebra de
campo $p, {‘I’,Jﬁ,} < §'{w.n,£}. No modelo DC padrdo, definido pela Lagrangiana

(4.121), a equivaléncia fraca com o modelo de Thirring ndo pode ser estabelecido em

termos dos operadores de campo que definem a algebra de campo local intrinseca § .
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4.2.4. O Modelo DC com Férmions de Massa Nula:

Equivaléncia com o0 Modelo Rothe-Stamatescu com Massa Nula

Consideraremos neste capitulo a relagao entre o modelo DC com férmion de massa nula

e o modelo de Thirring com massa nula e parametro de acoplamento g. Usaremos uma

abordagem alternativa, que consiste em introduzir uma transformacdo de campo

candnica que s6 se aplica ao modelo DC com férmions de massa nula. Iniciamos

considerando a solugdo de operador (4.128) para m, = 0. Neste caso, o campo ¢ ¢ livre

e de massa nula, e usando que
o(x)= jfaogb(x‘),zl)dzl : (4.182)

podemos escrever o campo de Fermi como

27 v

i|—=L— y(x)+ 5. § F(x )
V/(X) - (ijl/z e [\/1_572/” T l_gz/ﬂ ( )} :: ei J;[ysw(x) " (o(x)} .
(4.183)

e a corrente vetorial (4.135) pode ser reescrita como

J#(x):@,(x)—%aﬂ Jro(x)+—2—y(x)|.  @.184)

\ll—gz/ﬂ' !

onde

(4.185)

151



Aplicaremos agora uma transformag@o canodnica sobre os campos escalares de massa

nula 77" e, com dependéncia do parametro de acoplamento g4

o Z(x) = \/;(p(x)

Ly (x), 4.186
mn (x) ( )
8 ¢ (x)=—=E——0(x) -7 (x), (4.187)

yll—gz/ﬂ

com

T

5 =—".
1—52/7[

(4.188)

O operador de campo de Fermi (4.183) pode ser reescrito como

w(x)=exp| iy’ {gf(x)Jrﬁﬁ’(x)] W (x), (4.189)

onde ¥ (x) ¢ o operador de campo de Fermi do modelo de Thirring com massa nula

‘P(x)=:exp(i§ysi(x) + 1 %Z(x)j: (4.190)
com
4 1
ﬁ_’zzl_gz/ﬂ_ (4.191)

J(x)=¢,(x)+ ] (x), (4.192)
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onde a corrente de Thirring ¢

) (x)===¢,, 8%(x). (4.193)

O campo & (x) ndo contribui para a corrente fermionica. Para g =0, o campo de Fermi

(4.183) corresponde a solugdo de operador do modelo de Rothe-Stamatescu com uma
interagcdo de Thirring (modelo de Rothe-Stamatescu com massa nula). A equagdo de

movimento (4.122) agora ¢ dada por

i7" 0, ()= N7y ()71 () [+ N 777w ()9 0, (x)+ 5 0,4 (x)} ]

(4.194)

Deve ser enfatizado aqui que a transformagao definida pelas Egs. (4.186) - (4.187)
somente pode ser implementadas no modelo com férmions de massa nula, desde que na

Eq. (4.184) usou-se o fato de que o campo ¢ ¢é um campo livre de massa nula. Para
m, =0, em conseqiiéncia das conservagdes das correntes tanto vetorial quanto axial, os
campos7, @ € ¢ sdo livres e de massa nula. Para férmions com massa o campo ¢ ¢
um campo do tipo sine-Gordon, enquanto que o campo 77 permanece livre e de massa

nula. Neste caso a transformacao (4.186) - (4.187) ndo se aplica, uma vez que combina
um campo livre com um campo interagente. Na verdade, a transformacao (4.186) -
(4.187) elimina o operador de massa. Para férmions de massa nula pode-se reescrever a
transformacao (4.186) - (4.187) em termos dos campos pseudo-escalares

correspondentes, € o termo de massa pode ser escrito como

008 (207 (x)+27 §(x)) = cos( B E(x)+24 £ (x)+7 0,4 (x)).
(4.195)
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Isto explica porque a redefinicio de campo introduzida na Ref. [35] resulta sem

significado para férmions com massa.

4.2.4.1. Equivaléncia Fraca com o Modelo de Thirring com

Massa Nula

A equivaléncia fraca com o modelo de Thirring com massa nula pode ser estabelecida

considerando-se o campo ¢ quantizado com métrica negativa de forma que

13

(4.196)

ASN
Il
—
+

N =

O operador de campo de Fermi ¢ dado em termos da exponencial de Wick da combinagao

de campos

0(x)= g (x) L= (x). @197)
1+4
T
da forma seguinte
y(x)= 700 . ¥(x). (4.198)

A exponencial do campo 0 (x) na ordenacdo de Wick gera fungdes de Wightman

constantes, desde que obriguemos as constantes de acoplamento a estarem relacionadas de

(1+5J(1—g—2j:1. (4.199)
T w

acordo com a expressao

154



3
acarretando que

~2
g = %—1. (4.200)
T

Neste caso as fungdes de Wightman do campo de Fermi (4.128) sdo isomorfas aquelas do

modelo de Thirring com massa nula e constante de acoplamento 4.

4.2.5. Observacoes Conclusivas sobre a Secao 4.2

A presenca no modelo DC de uma interagdo de Thirring “oculta” ¢ uma propriedade
intrinseca ao modelo, e independente de qualquer relagdo entre os parametros de

acoplamento g e g. O modelo DC ¢ isomorfo ao modelo de Schroer acrescido de uma

intera¢dao de Thirring (modelo de Schroer-Thirring). Pode-se estabelecer a equivaléncia
fraca entre este modelo e o modelo de Thirring sem a necessidade de reduzir o nimero
de graus de liberdade. Consegue-se este resultado partindo de um modelo DC
modificado, no qual os campos bosdnicos entram com métrica oposta. Neste modelo, as
fungdes de Wightman genéricas do operador de campo de Fermi sdo isomorfas aquelas
encontradas no modelo de Thirring. Portanto, para férmions de massa nula, o modelo

DC pode ser mapeado sobre o modelo de Rothe-Stamatescu-Thirring de massa nula.

3 A relagio (4.8) entre as constantes de acoplamento foi obtida na Ref. [35] com o campo n quantizado com

o . s a2
métrica negativa, com a condi¢do B~ > 4.
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5. APENDICE

Alguns Modelos Soluveis em Duas Dimensoes

(Obs.: Os textos entre aspas sdao tradugoes diretas de trechos dos trabalhos

citados)

1. Walter E. Thirring, Ann. Phys., 3, 91 (1958):
“A Soluble Relativistic Field Theory”

- “Todos os exemplos teodricos que poderiam ser analisados em detalhe
(N.B.:em 7958) sdo essencialmente nao-relativistas. Esses modelos soluveis
sd0: a teoria escalar neutra estatica, a teoria de par independente de spin
isotopico, o modelo de Lee, e variagdes. no presente trabalho, nos
propusemos resolver um modelo de uma teoria de campos relativista,
descrevendo um campo espinorial auto-interagente em uma dimensao
espacial e uma temporal”

- “fomos levados a esse modelo unicamente pela intengdo de encontrar o
modelo mais simples de campos relativisticos interagentes. E, como a

reducdo da quantidade de campos ndo simplifica o problema suficientemente
— a teoria A¢* ndo & soluvel — tivemos que recorrer & redugio da

dimensionalidade do problema”.

- “sucede também que campos de Fermi sdo fundamentalmente mais simples
que campos de Bose: mesmo para um espaco de dimensdo nula - a teoria
Ap* (e.g. o oscilador anarménico) ndo pode ser resolvida em termos de
fungdes conhecidas, ao passo que o problema correspondente, no caso dos
campos de Fermi, € trivial”.

- “Assim, o caso nao trivial mais simples parece ser o de um campo de Fermi
unidimensional com uma interacdo Awywwy , que, apesar de consideravel

complexidade, vem a ser soluvel”.
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- “a teoria em uma dimensdo (espacial) certamente serda completamente
diferente desta mesma teoria em trés dimensoes, tal como foi tratada por

Heisenberg (Z. Naturforsch. 9A, 292 (1954) «.

LAGRANGIANA DE THIRRING:

y | - 2
Ly = t//(lﬁ‘)l//+§g(w”w)
A equagdo de movimento se escreve

iy“o,w+gj" v w=0,

onde

J(x) = (%) (x).
A quantizagdo do problema foi cabalmente resolvida por Klaiber [Boulder Lectures on
Theoretical Physics, 1967 (ed. Gordon and Breach, N.Y., 1968], usando o método de

operadores.

A representagdo do operador fermidnico apresentada na andlise realizada por Swieca

[Fortschritte der Physik 25, 303 (1977)] ¢

w(x)= \/g rexpi{ap(x)+ fysp(x)}: @

com as relagdes

— v =.
aﬂ(” - gyva (03
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Ju =—ﬁaﬂ¢,
Lp=0;
a-p-—1F.

sendo o pardmetro x a massa reguladora no infravermelho, associada com ¢ .

O spin s — numero quantico de estados que se transformam em duas dimensdes

analogamente a espinores — toma valores continuos

b

- s
2z
logo, no caso de um férmion candnico com spin s =1/2 obtém-se

Ju ()=, (5
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il. Julian Schwinger, Phys. Rev. 128, 2425 (1962):

Theory and Mass II” (1962) — QED,

“Gauge

- “A invariancia de calibre de um campo vetorial ndo requer necessariamente

a existéncia de uma particula fisica sem massa”.

- “Apresentaremos neste trabalho um modelo especifico para o qual uma

solugdo exata afirma essa possibilidade logica: ¢ a situagdo fisica, embora

nao encontravel na natureza, da eletrodindmica em uma dimensdo espacial,

na qual o campo de Dirac dotado de carga ndo possui uma constante de

massa associada”.

LAGRANGIANA DO MODELO VETORIAL DE SCHWINGER:
L = —iFﬂVF"V + (i +edr Ay
As equacdes de movimento quanticas sao
ir"0,p (x)+eN| y* A, (x)y (x)]|=0;
0,F*" +eJ" =0,

(a segunda é a equagdo de Maxwell com conservag¢io da corrente vetorial J*),

onde

FH =0" 4" - 0" 4"
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J =Ny |

onde N [0] representa o produto normal adequadamente definido por Schwinger.

A corrente vetorial axial tem sua divergéncia dada pela anomalia de Adler-Bell-Jackiw [S.

L. Adler, Phys. Ver. 177, 2426 (1969); J. S. Bell and R. Jackiw, Nuovo Cimento A, 60, 47

(1969)]:

Ho_ € uv
ast —ESIWF .

No calibre de Lorentz 0 ﬂA” =0, e usando o Ansatz

Jrz

A}l :—7(8/124'8#77) ,
onde
8ﬂ:gﬂvév,
o tensor de campo sera
NN -
F,, =-~—(0,0,-0,0,)2="~¢, 0%,

As correntes vetorial e axial serdo, respectivamente,

160



J* =gyty =——=0"D

_ 1
J =gyt yy =——=0"D.
Jr

As equacdes de Maxwell podem ser escritas entdo na forma seguinte:

2 2
lo+&5-r =0,
) Nm

onde

Como

% pode ser, em geral, uma combina¢do entre um campo com massa € um campo sem

massa, logo, podemos considerar, sem perda de generalidade, que
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Isto ¢, considerar que ~ ¢ um campo livre com massa e/ N7

Desta forma, o campo de calibre adquiriu massa, sem perder a invariancia de calibre, por

um mecanismo de Higgs dindmico.

Algumas observacges:

- Os campos de Bose 1 e 77 possuem métrica indefinida, portanto, ndo estdo

associados a estados de energia ou momento linear, ¢ ndo possuem

significado fisico;

- A invariancia de calibre ¢ dada em termos de ¥ e (77 + (/3) ;

- O campo de Bose £ define o espectro fisico do Hamiltoniano como sendo o
espago de Fock dos mésons livres pseudo-escalares com massa e/ \/;,
resultantes da “absorcdo” dos bosons de Goldstone ¢ pelo campo de
calibre 4, , através do mecanismo de Higgs;

- O vacuo ¢ infinitamente degenerado, e o valor esperado no vacuo (V.E.V.)

de yw ¢ ndo-nulo, o que configura uma quebra espontinea de simetria
U (1) xU (1) Que aqui ¢ permitida, apesar do teorema de Coleman-Mermin-

Wagner, devido a massa nula dos férmions;

- Os campos fisicos sdo 4,,,y,y , e nenhum mais.
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1il. Walter E. Thirring, Julius E. Wess, Ann. Phys., 27, 331-337 (1964):

“Solution of a Field Theoretical Model in One Space-One Time Dimension”

- “Investigaremos a seguir uma teoria de férmions com massa nula
interagindo com uma particula vetorial com massa, em duas dimensdes.
Estando a particula vetorial acoplada a uma corrente conservada, ndo ¢
necessério exigir a condi¢do de Lorentz. E bem conhecido que, neste caso,
os quanta de energia negativa sdo efetivamente desacoplados, e podem ser
descartados”.

- “Esta teoria tem as seguintes vantagens:

a) Todas as componentes do campo vetorial sdo quantidades
canodnicas. Logo, as equacdes para o gerador das fungdes de Green
podem ser deduzidas diretamente;

b) Todas as funcdes de Green sdo funcdes finitas do espaco e do
tempo, e nunca lidaremos com quantidades infinitas;”

- “Os resultados da teoria dependem do processo de limite que define a
corrente. Adotaremos o que, em particular, foi adotado por Schwinger

(point-splitting) no trabalho anteriormente referido, que ¢
Ju(x)= egli)rriloz//T (x+ E/2)aﬂy/(x—f/2)exp(ieAp (x)E, ) ,

onde £ ¢ um vetor que se aproxima de zero por um sentido e pelo sentido
oposto, assegurando-se com esta definicdo a Hermiticidade da corrente. Todos
os termos invariantes de calibre e de Lorentz sdo absorvidos na polarizagao do
vacuo, € ndo precisardo ser subtraidos por regularizagdo. Em duas dimensoes,
isto leva naturalmente a renormalizagdo da massa do bdoson vetorial.”

“O conteudo da teoria esta implicito no funcional gerador

(') =T {0lexp{if v 4" (1), (»)+n' (»)w (¥)+w (v)n(») J}|0)”
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- “O espaco de Hilbert fisico ¢ gerado pela aplicagao de poténcias de A,y, l//T

sobre o vacuo.”

LAGRANGIANA DO MODELO DE THIRRING-WESS:
1 —. 1
Lry = _ZFvaW +y(if —ed )y +Em§AyA”

Ao nivel classico o modelo ¢ definido pelas equacdes de movimento (equagdes

acopladas de Dirac-Proca):
0, F" +mgd” +el* =0,
(i & +ed ) v=0
onde, como de costume,
F*" =0"4"-0" 4",
J =ty .
Usando para o campo de férmion o Ansatz

1

W (x)= (%jz eXp[—i %724 rexp|i®, (x)]:,

onde

i

7%
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(y=0,5772... é a constante de Euler-Mascheroni), :e: representa o produto normal —

ordenado segundo Wick -, e
D, (x) =75, [ aZ(x)+ 'B¢(x)]+%_[:dy150¢(xo,yl),

O Hamiltoniano bosonizado correspondente ao modelo sera

H %j;ﬂg w72 +(02) +m?S? +(0,) )

. . 62 2
contendo um campo livre de massa nula ¢ e um campo livre £ com massa m = ,|—+m;
V4

dada pela equagao

2

DZ(x)wL(mnge—jZ(x):O.

Vs
Foi mostrado por Lowenstein e Swieca [4nn. Phys. 68, 172 (1971)] como este modelo, no

limite m, — 0 , e calculado de forma apropriada, resulta no modelo de Schwinger para a

QED, .

1v. Roman W. Jackiw, Ramamurti Rajaraman, Phys. Rev. Lett., 53, 1219
(1984): “Vector-Meson Mass Generation by Chiral Anomalies” (a; >1)
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- “Mostramos que o modelo de Schwinger quiral em 1+1 dimensdes, que ¢
andmalo, resulta numa teoria consistente e unitaria, embora ndo invariante
de calibre. O modelo ¢ exatamente soluvel e contém um boson livre com
massa, além de excitacdes harmonicas”.

- “Exploramos o fato de que o determinante fermionico, assim como a
anomalia, possuem alguma arbitrariedade associada a regularizagdo das
contribui¢des de radiagdo fermidnicas”;

- “Neste modelo simples, a presenca da anomalia, em conjunto com a
demanda por uma teoria unitaria consistente que permita a interpretacdo de
particula, forca a quebra espontanea de simetria de calibre, através da

geracdo de massa para o boson de calibre”.

LAGRANGIANA DO MODELO DE SCHWINGER QUIRAL:
1 _
'CSq = _ZF/JVF/UV +l//|:lﬁ+€\/;/4(l+l]/5):|l// ’

onde

ys =i’y

A acdo efetiva se escreve, no caso Abeliano, como

A=t = [ o) 1, g o),

Passaremos adiante a considerar a QED, (Abeliana) como um caso particular da
QCD, , para resumir todas as potencialidades do modelo de Schwinger quiral e do

pardmetro de Jackiw-Rajaraman a .
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- Anomalias

a) Julius Wess, Bruno Zumino, Phys. Lett. 37B, 95 (1971) —

“Consequences of Anomalous Ward Identities”

b) Edward Witten, Nucl. Phys. B223, 422 (1983): “Global Aspects of
Current Algebra”; Comm. Math. Phys. 92, 455 (1984): “Non-

Abelian Bosonization in Two Dimensions”

c) Alexander M. Polyakov, Paul B. Wiegmann, Phys. Lett. 141B, 223
(1984): “Goldstone Fields in Two Dimensions with Multivalued

Actions”

A idéia de se representar férmions em termos de exponenciais de campos bosonicos tem um
papel fundamental na busca de agdes efetivas que possibilitem uma descrigdo
fenomenologica da interagdo de férmions com um potencial confinante. Partindo de um
Ansatz quadridimensional e do trabalho de Wess-Zumino (1971), Witten considerou, em
duas dimensdes, para o caso de férmions de massa nula, a seguinte acdo (acdo de Wess-

Zumino-Witten (WZW)):
Swzw =NSpey + 1Sy -

ou

Swazw = ”F[H] >

onde

Sz = iﬁ dr[d’xe" Te[ 4,0,4,470,4, |
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¢ o termo de Wess-Zumino, €
1 2 y7
SPO'M =§J‘d xTro g 6/15

¢ a a¢do do modelo sigma principal.

Polyakov e Wiegman obtiveram a partir dai a identidade
_ I ¢ - -
r[4B]= F[A]+F[B]+E.|.d x(g"" +&" ) Tr(47'0,4)(Bo,B™"),

que, na redugdo ao caso abeliano, ¢ simplesmente

T[4B]= F[A]+F[B]+i.|.d2x(A‘16+A)(Bﬁ_B‘l).
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