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Resumo

Nesta dissertagao estudamos a relagao projetiva ponto a ponto das métricas de Einstein
(tendo as mesmas geodésicas como conjunto de pontos). Mostraremos que pontual-
mente as métricas de Einstein projetivamente relacionadas satisfazem uma equagao
simples ao longo de geodésicas. Em particular, mostramos que se duas métricas de
Einstein projetivamante relacionadas pontualmente sao completas, com constante de

Einstein negativa, entao uma é multipla da outra.



Abstract

In this dissertation we study pointwise projectively related Einstein metrics (having
the same geodesics as point sets). We show that pointwise projetively related Einstein
metrics satisfy a simple equation along geodesics. In particular, we show that if two
pointwise projectively related Einstein metrics are complete with negative Einstein

constants, then one is a multiple of another.



Introducao

S.S. Chern dizia o seguinte: A geometria de Finsler é exatamente a geometria
Riemanniana sem a restrigcdo quadrdtica (3.
Em 1854, Riemann introduziu uma estrutura métrica em um espaco geral baseado no
elemento de arco ds = F(x!,..., 2" dx!, ..., dz"). Aqui, F(z,y) é uma funcao positiva
para y # 0 no fibrado tangente T'M, e é homogénea de grau um em y.

Um caso especial importante é quando

F(z,dz) = Z i (v)dz'dx?, (0.1)

ij=1
neste caso dizemos que F' é Riemanniana (a restrigdo quadrética).

Em 1918, Paul Finsler estudou espacos métricos mais gerais, hoje chamados espagos
Riemann-Finsler ou simplesmente espacos de Finsler. O problema de caracterizagao
e estudo das métricas projetivas é conhecido como o quarto problema de Hilbert.
Em 1900 num congresso em Paris, Hilbert enunciou 24 problemas, sendo que o quarto
problema refere-se ao estudo da métricas projetivas. O problema 23 é dedicado ao
calculo de variagoes da integral e seus significados geométricos.

H& alguns desenvolvimentos na geometria de Finsler, nos anos recentes, que mere-
cem atencao. Eles tém mostrado que a geometria diferencial moderna fornece os con-
ceitos e as ferramentas para efetuar um tratamento da geometria de Riemann, sem a

limitagao quadratica, de uma maneira direta e elegante com resultados locais e globais.
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Isto nao d4 somente uma compreensao melhor da geometria mas abre um visao com-
paravel aos desenvolvimentos da geometria algébrica das quédricas para variedades
algébricas gerais.

Nosso trabalho foi baseado nos seguintes artigos de Zhongmin Shen: On projectively re-
lated Einstein metrics in Riemann-Finsler geometry [9], o qual trabalhamos no capitulo
2 e Funk Metrics and R-Flat Sprays [8], o qual trabalhamos no capitulo 3.

No Capitulo 1, apresentaremos alguns conceitos e resultados de Geometria Rieman-
niana e apresentaremos também conceitos e resultados da Geometria de Finsler, resul-
tados estes que foram de suma importancia para o desenvolvimento deste trabalho.
No Capitulo 2, estudaremos as métricas de Einstein projetivamente relacionadas
pontualmente cujas constantes de Einstein sao: A =0, A = -1, A= 1.

No Capitulo 3, trataremos das métricas de Funk e de Klein. Estudaremos o seguinte
problema: Dada uma métrica de Finsler F sobre Q vamos determinar um spray G, tal
que, G seja induzido por F. Veremos também o problema inverso: Dado um spray é,
vamos determinar uma métrica de Finsler F, projetivamente pontualmente flat a uma
métrica de Funk definida em Q, tal que, G seja induzido por F.

Vejamos, abaixo, alguns problemas os quais iremos tratar no decorrer do nosso tra-

balho:

Problema 0.1. Um problema natural é determinar todas métricas projetivas de cur-

vatura constante num dado subconjunto A aberto de R™.

Problema 0.2. Mais geral, dada uma métrica numa variedade M, gostariamos de

determinar todas as métricas de Finsler projetivas pontualmente uma a outra.

Problema 0.3. Estudar as métricas de Einstein projetivamente relacionadas pontual-

mente, numa variedade M.



Nesta dissertacao trataremos também do seguinte problema:
Dada uma métrica de Einstein, descreva todas as métricas de Einstein que sao pon-
tualmente projetiva a métrica dada.
F ¢é dita completa positiva (resp. completa negativa ), se toda geodésica definida
no intervalo aberto (a,b) pode ser estendida para o intervalo (a,o0), (resp.(—oo,b)).
F' ¢é dita completa se é completa positiva e negativa. Existem métricas de Finsler que
sdo completas positivas, mas ndo sdo completas (ver (2.4)).
Se uma métrica projetiva de Finsler for uma métrica de Einstein, entao ela deve ser
de curvatura constante. Vejamos alguns exemplos de métricas projetivas que sao, real-
mente, de curvatura constante. Provaremos isto posteriormente .
A métrica esférica F; definida no R™ é uma métrica projetiva Riemanniana incom-

pleta com curvatura constante igual a 1, definida da seguinte forma

VP (PP = @)
1+ |z]?

Fi(y) :

.y eT,R" (0.2)

A métrica de Hilbert Fy na bola unitaria B™ C R™ é uma métrica projetiva Rie-

manniana completa com curvatura constante igual a —1, definida da seguinte forma

_ VP = (=Plyl” — (=, 9)%)

1= [af? ’

Fu(y) : yeT,B"=R" (0.3)

Abaixo estao nossos principais teoremas.

Teorema 0.1. Sejam F e F métricas de Einstein numa variedade M™, com

Ric= (n—1)F%  Ric= (n— 1)\F™

Entao para toda geodésica unitaria c(t) de F),

Fi(t) = —— & )
(a? — poi b?) cos(2t) + 2absin(2t) + (a® + Pl b?)

onde a >0 eb#0.



(i) Se X =1, entdo ao longo de qualquer geodésica c(t) de F' com velocidade unitdria,

1
VC? —Tsin(0 £ 2t) + C’

|. Assim, para toda geodésica unitdria c(t) de F, com

0ndeC>169€[—g,

bo| 3

F—comprimento Lp(c) =, o F—comprimento Lz(c) = T.

(ii) Se X =0, entdo ao longo da geodésica c(t) de F,

- 1
Fet) = cmarm t o

onde C >0 ef € [—g, g] Assim, toda geodésica c(t) de F' tem comprimento

finito.

(iii) Se A = —1 ao longo da geodésica c(t) de F,

F(c(t)) 1
c(t)) = ,
VCO? + 1sin(f £2t) + C
onde C' € uma constante e 0 € [—g, g] Assim, toda geodésica c(t) de F tem

comprimento finito.

Teorema 0.2. Sejam F e F métricas de Einstein numa variedade M", com Ric =0 e
Ric = (n— 1):\}3’2. Suponha que F e F sejam projetivamente relacionadas pontualmente
em M. Entao para toda geodésica unitdria c(t) de F,

- 1

F(c(t) = 3 (0.5)
(a + bt)2 + 5\(3)

a

(i) Se A =1, entdo ao longo de toda geodésica c(t) de F,

. B 1
e = (a4 b2+ (3)2'

a

Assim para toda geodésica c(t) de F, o F-comprimento Lz(c) <.

A igualdade ocorre quando F € completa.



(ii) Se A =0, entdo ao longo de toda geodésica unitdria c(t) de F,

~ 1

FE) = e (0.6)

(a) Se a geodésica unitdria ¢ de F € definida de (—00,00), entao

(b) Se a geodésica unitdria ¢ de F' € definida em [0,00), entdo ela tem compri-

mento F finito, a menos que

(c) Se a geodésica unitdria ¢ de F' € definida de (—o0, 0], entdo ela tem compri-

mento I finito, a menos que

Portanto, F é completa se, e somente se, F ¢ completa. Neste caso, ao longo de

toda geodésica c

—— = constante.

(iii) Se A = —1 entdo, ao longo de toda geodésica unitdria c(t) de F,

L B 1
F(é(t)) = o () (0.7)

a

Assim nenhuma geodésica de F' estd definida no intervalo (—oo, 00).

(a) Se a geodésica unitdria ¢ de F € definida de [0,00), entao ela tem compri-

mento F finito, a menos que

(0.8)



(b) Se a geodésica unitdria ¢ de F' é definida de (—o0,0], entao ela tem compri-
mento F finito, a menos que

F@m:ﬁi%. 0.9)

Teorema 0.3. Sejam F e F métricas de Einstein numa variedade M™, com

Ric=—(n—1)F%  Ric= (n—1)AF2

Assuma que F e F sio projetivamente relacionadas pontualmente. Entio para toda
geodésica c(t) de F,

N 1

Flew) = (a? + a% + b2) cosh(2t) + 2absinh(2t) — (— a® + a% + b?) ' (0.10)

(i) Se X\ = 1,entdo neste caso, toda geodésica de F tem comprimento finito. Assim

F nio é completa positiva nem completa negativa.

(ii) Se X = 0, entdo neste caso as geodésica de F ndo estio definidas no intervalo

I = (—00,00).

(iia) Se uma geodésica unitdria ¢ de F' estd definida no intervalo [0,00), entdo

F-comprimento finito, a menos que

F(e(t)) = (=) (0.11)

ot
a
(1ib) Se uma geodésica unitdria c de F estd definida no intervalo (—oo, 0], entdo
F—comprimento finito, a menos que
F(e(t) = (—)*. (0.12)

(11i) Se ) = —1. Neste caso, se ambas F' e F sio completas, entdo

F=F



(i1ia) Se uma geodésica unitdria ¢ de F' estd definida no intervalo [0,00), entdo

esta tem F'-comprimento finito, a menos que

~ 1

FE) = a1

(a>1). (0.13)

(iiib) Se uma geodésica unitdria ¢ de F estd definida no intervalo (—oo, 0], entao

esta tem F'-comprimento finito, a menos que

~ 1

F) = g7 @21 (0.14)




Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados da Geometria Riemanni-
ana e apresentaremos também conceitos e resultados da Geometria de Finsler, resulta-

dos estes que foram de suma importancia para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Variedades Diferenciaveis: Espacos Riemanni-

anos.

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos e resultados da Geometria Riemanniana

os quais serao utilizados neste trabalho.

Definigao 1.1. Seja M™ uma variedade diferencidvel e seja TM = {(p,v) : p €
MeveT,M}. O conjunto TM de uma estrutura diferencidvel (de dimensao 2n);

serd chamado fibrado tangente de M .

Definicao 1.2. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M € uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. Em termos de
aplicagcao, X € uma aplicacao de M no fibrado tangente TM. O campo € diferencidvel

se a aplicagao X : M — T M ¢€ diferencidvel.

10



1.1 Variedades Diferenciaveis: Espacos Riemannianos. 11

Defini¢ao 1.3. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma var-
tedade diferencidvel M € uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um
produto interno (,), (isto €, uma forma bilinear, simétrica, positiva definida) no espago
tangente T,M, que varia diferenciavelmente no sequinte sentido: Se x : U C R" — M

¢ um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1, s, ...2,) = q € z(U)

e a‘zi(q) = dz,(0,...,1,...,0), entdo (a‘zi(q),a%j(q»q = g;j(x1, g, ...xy) € uma fungao

diferencidvel em U.

No que se segue, X (M) denotard o conjunto de campos de vetores de classe C* em

M e D(M) o conjunto das fungoes reais de classe C* definidas em M.

Definicao 1.4. Uma aplicacao diferencidvel ¢ : I — M de um intervalo aberto I C R

em uma variedade diferencidvel M chama-se uma curva (parametrizada).
Definicao 1.5. Uma conexdo afimV em uma variedade diferencidvel M € uma aplica¢ao
V:X(M)xX(M)— X(M)
que se indica por (X,Y) — VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:
1. VixigvZ = fVxZ +9gVyZ
2. Vx(Y+2)=VxY +VxZ
3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X, Y, Z € X(M) e f, geDM).

Definicao 1.6. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Um
campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M é chamado paralelo quando a

deriwada covariante de V' ao longo de ¢ é nula, isto €, % =0,Vtel.
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Definicao 1.7. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conezxao afim V e uma
uma métrica Riemanniana {,). A conexdo € dita compativel com a métrica (,), quando
para toda curva diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P’

ao longo de c, tivermos (P, P")= constante.

A Definigao 1.7 é justificada pela proposi¢ao seguinte que mostra que se V é com-
pativel com (,), entdo podemos diferenciar o produto interno pela regra do produto

usual.

Proposicao 1.1. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao V em M é
compativel com a métrica se, e somente se, para todo par Ve W de campos de vetores

ao longo da curva diferencidavel ¢ : I — M tem-se

d DV DW
- =< - I 1.1
dt<V’W> < dt’W>+<V’ o > tel, (1.1)

onde % ¢ um campo vetorial ao longo da curva c, denominado derivada covariante de

- _ DV _ dvi -
V' ao longo de ¢, que em um sistema de coordenadas locais € dado por =~ = Zj Xt

S WiV X, se V = > VX ec(t) = (21(t), ..., za(t)).

ij dt
Definigao 1.8. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica,

quando

VxY — Vy X = [X, Y],

para todo X,Y € X (M).

Observagao 1.1. Em um sistema de coordenadas (U, X), o fato da conexdo ser simétrica

implica que para todo 1,7 =1,...,n,

Vx X = Vi Xi= X, X)) =0, Xi= - (1.2)
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Teorema 1.1. (Levi Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tunica

conexao afim V em M satisfazendo as condi¢oes:
1. V é simétrica;
2. V € compativel com a métrica Riemanniana.

Observacao 1.2. A conezdo V dada pelo Teorema (1.1) é denominada conexao Rie-
manniana de M ou conexdo de Levi Civita, e caracterizada pela, conhecida Férmula de

Koszul,

(Z,VyX) = ;XQﬂQ+Y@J3—ﬂXﬂﬁ+

<[X7 Z]7Y> - <[Y7 Z]7X> - <[X7 YLZ>}'

Escolhendo um sistema de coordenadas (U, X) em torno de p, escrevendo X; =

o i _ _ k ko ox ’
305 ¢ =1,...,n efazendo Vx, X; = 37, I'; X} (os I'j; sdo chamados os simbolos de

Christoffel da conexao), temos que pela Férmula de Koszul que

E:F o 0 o
Uglk 8 gjk 8 gkl 8xk91j 5

onde g;; =< X;, X, >, 4,5,k = 1,...,n, é a expressao da métrica nas coordenadas
locais.

Como a matriz (gr,) admite uma inversa (g"™)

L 0 9 0 o
i =5 ; {a—%gjk + a_xjgki - a_xkgij} g (1.3)

Em seguida definiremos a curvatura em uma variedade Riemanniana M.

, teremos que

Definicao 1.9. A curvatura R, de uma wvariedade Riemanniana M ¢é uma corre-
spondéncia que associa a cada par X, Y € X (M) uma aplicagdo

R(X,Y): X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z =VvVxZ -VxVyZ + V[_}Qy]Z, Z € X(M),
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onde V € a conexao Riemanniana de M.

Observe que se M = R" entao R(X,Y)Z =0, V X,Y,Z € R". Em um sistema

de coordenadas (U, X) em torno de p € M, denotamos
R(X;, X)X, = > R X,
1

temos que os R ik S€ expressam em termos de F por

S a S
ik = ZF ZF Ll + e~ oz, (1.4)

Relacionada com o operador R, estd a curvatura seccional que serd definida a seguir.

Definicao 1.10. Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional o C T,M, o

numero real
< R(u,v)u,v >
VIuPoPE— < u,v >2

K(o) = K(u,v) =

onde {u,v} € uma base qualquer de o, € dito a curvatura seccional de o em p.

Para (M, F') um espago de Finsler, veremos o invariante equivalente que é chamado
curvatura flag. Uma variedade Riemanniana (M, g) é chamada um espago de Ein-
stein (e, neste caso g é referida como uma métrica de Einstein) se o tensor de Ricci

for um multiplo da métrica g:
Ricg (X,Y) = Ag (X,Y),

para todo X,Y € T,M, onde A é uma funcao A : M — R. Neste caso, temos que
K =nA\.

Além da curvatura seccional ter interessantes interpretagoes geométricas, sua im-
portancia provém do fato que o conhecimento de K (o) para todo o, determina com-

pletamente a curvatura R.
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Seja v = e, um vetor unitario em 7, M, tomemos uma base ortonormal {eq, ..., e,_1}

do hiperplano de T, M ortogonal a v, consideremos as seguintes expressoes:
1 n—1
Ricy(v) = — Zl < R(v,e;)v,e; >
1=

I . 1 "
K(p) = n ;R@Cp(ej) = m Z < R(ej,ei)ej, e; > .

ij=1

As expressoes acima nao dependem das bases ortonormais (ver [5]) e sdo chamadas de

Curvatura de Ricci na diregao de v e Curvatura escalar em p, respectivamente.

Definicao 1.11. Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica em ty € [

se %(2—;’) = 0 no ponto ty; se v € geodésica em t, para todo t € I, dizemos que vy €
uma geodésica. Se [a,b] C I e~ : 1 — M ¢é uma geodésica, a restricio de v a [a,b] €

chamada (segmento de) geodésica ligando ~y(a) a v(b).

Definigao 1.12. Uma variedade Riemanniana M € (geodesicamente) completa se, para
todo p € M, a aplicagcao exponencial, exp,, estd definida para todo v € T,M, isto é, se
as geodésicas y(t) que partem de p estao definidas para todos os valores do pardametro

teR.

Observacgao 1.3. As wvariedades completas com curvatura seccional constantes sao

chamadas formas espaciais.

1.2 Espacos de Finsler

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos e resultados de Geometria de Finsler que
serao utilizados neste trabalho.

Em todo esse trabalho, usaremos a notacao da convencao de Einstein, isto é, pares de
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indices repetidos, um em cima e outro em baixo, indicam somatorio.

Por exemplo, ZZI yif)_xi’ ou simplesmente yZ%

Defini¢ao 1.13. Seja F': TM — [0,00), satisfazendo as sequintes propriedades:
(i) F é C* sobre TM — {0};
(i) F(x,\y) = AF(z,y), A >0, F € positiva homogénea de grau 1 em y;

(iii) > e'gije? >0, T = (g') #£0, Y(x,y) € TM — {0}, onde

ij=1

1

gij(x,y) = (§F2)y¢y]’ (x,y).

F é chamada Métrica de Finsler. O par (M™, F) € dito Espag¢o de Finsler.
Vamos mostrar que a métrica Fs(y) em R", dada em (0.2) ¢ uma métrica de Finsler:

(i) Fs(y) € C* em TR™ — {0}, pois s6 nao o seria se y = 0, o que daria uma
indeterminacao;
Fs(y) > 0, pois pela desigualdade de Cauchy Schwarz |z||y| > (z,y),
logo
|z[*ly[* > (2,)?,
o que resulta que o radicando da equacgao é positivo, portanto a métrica esférica

é nao negativa;

(ii) Fs(y) é homogénea de grau um, pois para A > 0 e y € T,R"

VAP A+ (2P Ay = (2, Ay)?)
= T+ [a]? = AFs(y);

FS()\y) .




1.2 Espagos de Finsler 17

(i)

(F_2> o <|y|2+(|x\2|y\2—<x,y>2)> |

2 2(1 + |=|?)
2y + 2y'|z| — 222, y)
2(1 + |x|?
y' +y'lz| — 2z, y)
(1 + |2)?
F? B y' (z,y)a’
<7>yiyj B (1 22 (1 \x|2)2>yj
O xlad

L+ 22 (1+ |2]2)2
9i5(x),

logo g¢;j(x) é uma métrica Riemanniana, pois depende apenas de x, restando apenas
n

mostrar que a forma quadratica E g'gi;e’ > 0, é positiva definida. Para provar basta
ij=1
usar o processo de inducao em n . De modo andlogo, podemos concluir que a métrica

de Hilbert na bola B™ dada por (0.3), é uma métrica de Finsler.

Definicao 1.14. Dois espacos métricos requlares My e My sdo ditos projetivamente
relacionadas se existe um difeomorfismo entre eles tal que a pull back leva métrica
projetiva pontualmente uma na outra. Duas métricas sao ditas projetivamente rela-

citonadas pontualmente se elas tém as mesmas geodésicas como conjunto de pontos.

Definicao 1.15. Um dominio 2 num espago vetorial V' é dito fortemente convexo

se existe um ponto xg € ) e uma norma de Minkowski ¢ sobre V| tal que,
N —zo={2€V/p(z) =1} = ¢ '(1).

Definicao 1.16. As métricas de um subconjunto fortemente convero 2 C R™, as
quais sao projetivamente relacionadas pontualmente com a métrica Fuclidiana serao

chamadas simplesmente de Métricas Projetivas.
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Veremos a seguir um teorema que caracteriza fungdes homogeéneas, o qual serd

utilizado no decorrer do nosso trabalho.

Teorema 1.2. Seja A um subconjunto aberto de R™, tal que, sey € A et > 0, entdo
ty € A eseja F: A — R uma funcao diferencidvel. Entdo para k € R, F é homogénea

de grau k (F(ty) = t*F(y)) se, e somente se,

" (y) = kF .
yayl(y) kF(y),Vy € U

Demonstracao. (=) Sejam y = (Y1, ..., Yn) € ty = (ty1, .o, tyYn) = (U1, .ovy Up).

Derivando F(ty) = t*F(y) com respeito a t obtemos

WETRG) = S IF()

0
— a[F’(ul, ...,Ul)]

= F,ul+ ...+ F,u,
= Z Fui(ty)
i=1
= Z Ftyiyi(ty)'
i=1
Se tomarmos t = 1 obtemos
> Fuuily) = kF(y) © y'Fu(y) = kF(y). (1.5)
i=1

(<) Vamos supor que vale a igualdade (1.5). Fixe y e considere F(ty) com ¢t > 0, dai

2 17(t) = v Fytty) = P ) = £y,
logo
9 1R = R (16
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Como F € R™ — 0, dai
0 1 0 1 k k
—log F(ty)] = ———=—|F(ty)] = ———-F(ty) = —
5108 F(ty)] F i) gL (tY)] Fliy) 1 (ty) = 7,
mas
E 0 0
~ = —[klog F(t)] = =[logt"].
s = 5 kg F(1)] = o [log ¢"]
Portanto
0 0 &
E[log F(ty)] = &[log(t) ],
logo
log F(ty) = logt" 4 ¢,
dai
F(ty) = ct*, (1.7)
onde ¢ é constante. Se tomarmos ¢t = 1, obtemos
c=F(y), (1.8)
substituindo em (1.7), obtemos
F(ty) = t"F(y).
O
Em particular, se F' for positiva homogeénea de grau k = 1, teremos
F(ty) = tF(y), (1.9)
logo
y'Fyi(y) = Fy), (1.10)
equivalente a
YFiy) =1 (1.11)
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Vamos mostrar que para fungoes homogéneas de grau um em R”, valem as seguintes

propriedades:

(a) Y/ F,i,i(y) =0, Vi.

(b) y*F:

yiyiyk

( ) = _Fyiyj@)a VZ,j
(C) FZJ tydykyl (y) 2Fy iyl yk ( )7 VZ,j,k

De fato,

(a) Derivando (1.10) em relagio a g/ obtemos

8yF +yiF,, =F,,

oy’ v
dai
0ij Fyi + 'Fyiyf = Fy,
logo
ijy iy = Fyi — Fy5, Vi
portanto
Y Fyiyi = 0.

(b) Derivando (1.12) em relacao a y* obtemos

yj
a—kuyiyj + Y Fy igd gk = 0,

dai
Oy + Fy iyigk = 0, Vi, j

logo

y"F,; Eii

yiylyk = T Lyly

(1.12)

(1.13)
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(¢) Derivando (1.13) em relacio a y' obtemos

oy

8_ysziyfyk + kuyiyfykyl = _Fyiyjy’“v
dai
O Fyigogh + Y Fyiyigrg = —Fyiyiyp, Vi, j, k
logo
Y Fyigyey = —2Fyiyip (1.14)
O

Exemplo 1.1. (Espago de Minkowski). Seja V™ um espago vetorial de dimensao n.

F(x,y) = F(y), Ve € V eVy € T,V, definimos,
y— Fu(y) = Vyy =/ 95(2)y'y" = ey'y'.

Para todo y € T, M — {0}, a matriz hessiana (g;;(y)) induz um produto interno g,

em 1T, M, por

%

gy(uav) = gij(ZU)Uiv .

Se g é uma métrica Riemanniana, entao

F(y) == Va(y,y),

¢ uma métrica de Finsler, de fato

Se g é uma métrica Riemanniana ((y,y))|. = g(vy,y), entdo podemos definir

F(y) == vg,y).
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Logo F(y) := \/(y,y) = aij(x)y'yl, Yy # 0 pois (g) = (a;j(x)) é positiva definida

para y # 0y =y’ 2.

Lag(x)2y’  aij(x)2y

22/ (y.y) 2/ (v, )

(i) Fyi (y) =
TR™ \ 0;

é continua Vy # 0, portanto F' € C* em

(il) FOw) =/, Ay) = VA2, m) = IV W, y) = AWy y) = AF(y); A > 0;

F? 2y’ . i ' :
5 )yi = =y e (T)yiyj = a;j(z), temos Zy a;;y’ > 0, pois

(iii) (
gij(x,y) = y(ag(x)y" > 0 V(z,y) # 0.

Portanto g;;(x,y) = a;j(x) é positiva definida, Vy # 0. Logo F(y) := \/9(y,y), é uma

métrica de Finsler.
Exemplo 1.2. Métrica Euclidiana no R™ : F (y) := |y
(i) F € C® em TR" — {0};
(ir) F(hy) = Myl = [Ally] = Ayl = AF(y); YA >0
2

P P () )
(ZZZ)TZT:T:ZZ:; 5 , logo

ZgiéijEj = Z(Si)Q > 0.
Logo (9i;(y))nxn € positiva definida. Portanto F(y) := |y| € uma métrica de Finsler.

Definicao 1.17. Um spray sobre uma variedade M é um campo de vetores globalmente

definido sobre TM o qual é expresso num sistema padrao de coordenadas locais (z°, ")
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por
.0
G - — ZGZ e
y (y) e
onde G'(x,y) sao fungoes C™, definidas localmente sobre TM — {0} satisfazendo
G'(x, \y) = NG (z,y), A > 0.
Toda métrica de Finsler induz um Spray G em M
0
G=y—2G" A
y (y) o
ou
.0 0
G=y'— —2G"(y)— 1.15
o — 26 ) (1.15)
onde
iy L OP(F?) o O(F%)

Em coordenadas locais, a curva c(t) é uma geodésica se, e somente se, as coordenadas

(z'(t)) satisfazem
&4 2G(¢) =0,

Vi=1,2,...,n.

(1.17)

Observacao 1.4. Como V"™, um Espaco de Minkowski, é um espaco vetorial de di-

mensdo n e F(x,y) = F(y), seque que F é constante em x, entdio G* = 0, pois envolve

deriwadas de F' na varidavel x, portanto

0

0:)5" T

G(z,y) =y =y.

Substituindo G* = 0 em (1.17), obtemos & = 0, logo (¢') = (b), portanto

(c") = (a+ bt).

Concluimos entao que as geodésicas do Espaco de Minkowski sao retas.
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A nocao de curvatura de Riemann para métricas Riemannianas pode ser estendida

para métricas/spray de Finsler.

Defini¢ao 1.18. Para cada vetor y € T,M - {0}, a Curvatura Riemanniana

R, T, M — T, M ¢ definida por

Ry(u) = 7ic(y)uk

onde

L e e e ¥ e

L(y) =2 — ) +2 - :
Ri(y) oxk c‘%ﬂﬁyky 206 oyioyk Oyl Oyk

(1.18)

Tome um plano arbitrario P C T, M e um vetor nao nulo y € P (flag pdlo), a

curvatura flag K(P,y) é definida por

9y(Ry(v),v)
9y (W, ¥)gy(v,v) — gy (v, 9)gy (v, y)’

K(Py) = (1.19)

onde v é um vetor arbitrario em P tal que P = [y,v] (gerado). Vide Figura 1.

Figura 1

Observacao 1.5. No caso de F' ser Riemanniana esta € a curvatura seccional K (o).

Definicao 1.19. Dizemos que F' é curvatura escalar se para todo vetor nao nulo
y € T,M e alguma flag P C T,M, x € M, comy € P, K(P,y) = Ay) independe de
P, ou equivalente,

Ry () = X)) F*(y){I — gy(y. )y},



1.2 Espagos de Finsler 25

yel, M,z e M, onde I : T,M — T, M denota a aplicagao identidade e

1 i
gy(y,.) = §[F2}yidx )

Definigao 1.20. F € dita ser de curvatura constante \ se K(P,y) = A, para flag P
comy € P. Para a métrica Riemanniana F de curvatura escalar K(y), K(y) = K(z)

independe de y € T, M.
Definicao 1.21. O traco da curvatura de Riemann R, é uma funcao escalar em T M
Ric(y) := trago(Ry). (1.20)

Ric € chamada a curvatura de Ricci. Normalize Ric e faca R := Ric. R é

n—1
chamado o escalar de Riccs.

Definicao 1.22. Uma métrica de Finsler € chamada uma métrica de Einstein com

constante de Einstein \ se
Ric(y) = (n — D)AF?(y). (1.21)

Neste caso, R(y) = AN (y).



Capitulo 2
Meétricas de Einstein Projetivas

Neste capitulo estudaremos as relagoes projetivas ponto a ponto das métricas de Ein-
stein (métricas as quais tém as mesmas geodésicas como conjunto de pontos). Mostraremos
que pontualmente a relacao projetiva das métricas de Einstein satisfaz uma equagao
simples ao longo de geodésicas.

Dadas duas métricas de Finsler F' e F em uma variedade M, n-dimensional. Sejam

G e G os sprays induzidos por F e F, respectivamente. Temos que

Gi=qi4 2R i Z g2k e B 2.1
Yt g[aly 4], (2.1)

onde Fk denota a derivada covariante de F sobre (M, F), a saber

s oOF  OG'OF
kT ok a—yka—yp (2:2)
. OF,,
Fp, === 2.
RS (2.3)

A identidade (2.1) foi estabelecida primeiramente por [6]. Por (2.1), Rapcsak provou

o seguinte lema importante. Ver demonstracao em [6].

Lema 2.1. (Rapcsdk) Seja (M, F) um espago de Finsler. Uma métrica de Finsler F

26
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¢ pontualmente projetivas a F se, e somente se

St = Fi=0, (24)
Neste caso,
G' =G+ Py, (2.5)
com
pP= Z’f;k (2.6)

Veremos a prova, para um caso particular, deste lema no Capitulo 3.
Pelo Lema de Rapcsak, concluimos que uma métrica de Finsler F' em um subconjunto

aberto 2 C R™ é uma métrica projetiva se, e somente se,

oF . OF
—y — — =0. 2.7
8xk8yly Ox! 27)
De fato, da igualdade (2.4), obtemos
r roT k n s I
O = a—yl(ka — Gkuyr)y — (le — Gyles)

= ykﬁxkyl — ykG;kylﬁyr — ykG;kﬁyryl — Fxl + G;les7

oF OF
pelo Teorema de Euler, concluimos que ———¢* — — = 0, segue a igualdade (2.7).
oxkoyt ox!
Podemos verificar, no capitulo 3 deste trabalho, que as métricas de Klein F}, definidas
em (3.15) e a métrica de Funk F+ definida em (3.9), satisfazem (2.7). Estas s@o
métricas projetivas.
Sejam F e F métrica de Finsler em uma variedade M de dimensdo n . Supor que
[ é pontualmente projetiva a F, isto é, satisfaz (2.4). Substituindo (2.5) em (1.18)

obtemos,

éy(u) = R, (u) + ZE(y)u + 7, (u)y, (2.8)
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Ric(y) = Ric(y) + (n — 1)E(y), (2.9)
onde
S(y) == P! — Py, (2.10)
19[P?] 0=

onde Py, denota a derivada covariante de P sobre (M, F') como definido em (2.2) para
F. Usando-se (2.6), podemos expressar Z(y) e 7, em termos de F e suas derivadas
covariante sobre (M, F'). Estas formulas sdo provadas por [4]. Obtemos imediatamente

a seguinte proposicao.

Proposicao 2.1. Seja (M, F) um espago de Finsler de dimensdo n e F uma outra

métrica de Finsler em M a qual € pontualmente projetiva a F.
(i) Suponhamos que Ric = (n — 1)AF2. Entio Ric = (n — 1)AEF? se, e somente se,

== \F2? — \F? (2.12)

(ii) Suponhamos que K = X . Entdo K = X se, e somente se vale (2.12).

Demonstracao. (i) (=) Temos por hiptese que Ric = (n—1)AF? e Ric = (n—1)\F2,
substituindo em (2.9) obtemos

(n—1DAF?2 = (n—1AF?+ (n—1)Z(y)
AF2 = A\F? 4+ Z(y)
E(y) = AF?2—\F2
(<) Temos por hipétese que Ric = (n — 1)AF? ¢ & = AEF2 — A\F?, substituindo em

(2.9) obtemos

Ric(y) = (n—DAF?+ (n— DAF? — (n — 1)A\F?
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Ric(y) = (n—1)AF2

(ii) Uma prova para este item encontramos em [4].
Existe uma simples condicao suficiente para que F' seja de curvatura constante negativa

e pontualmente projetiva a F'.

Proposicao 2.2. Seja (M, F) um espaco de Finsler de dimensdo n e F uma outra

métrica de Finsler em M. Suponha que

o
P, (2.13)

onde |1 € uma constante. Entao F ¢ pontualmente projetiva a F e

Ry(u) = Ry(u) — i’ [F2(y)u — g, (y. u)y), (2.14)
Ric(y) = Ric(y) — (n — 1) F?(y), (2.15)
onde
Gy(y,u) = %88[];:] (y)u".
Dai,

(i) se F for Ricci-flat (Ric = 0), entdo F serd wma métrica de Einstein com
Ric = (n — 1)p2F?;
2

(i) se F é R-flat (K = 0), entio F € de curvatura constante com K = —p2.

Demonstracao. Diferenciando (2.13) com respeito a 3, obtemos

OF,  O*[F?
== . 2.16
oy Maykayl (2.16)
Multiplicando y*, usando (2.13) novamente e pelo Teorema de Euler, obtemos
F. 2[F2 F? F? -
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Portanto

Pelo Lema 2.1, concluimos que F' é pontualmente projetiva a F. Aplicando y* em (2.13)

obtemos

Usando (2.10), (2.18) e (2.19), obtemos
E(y) = i°F? — pFyy* = 1P F? = 20°F? = — ) F*
portanto
E(y) = - F*.
Substituindo (2.19) em (2.11), produzimos

ny(u) = 3(Pp—

(2.18)

(2.19)

(2.20)

logo, pela definigdo no enunciado obtemos 7,(u) =: p?g,(y, u). Portanto, substituindo

E(y) em (2.9), obtemos

Ric(y) = Ric(y) + (n — 1)(—u*F*(y))
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equivalente a

Ric(y) = Ric(y) — (n — 1)p* F2(y).
Portanto, por (i) temos que se F' é Ricci-flat, isto é, Ric(y) = 0, entdo F' é uma métrica
de Finsler com
Ric(y) = —(n = )i F2(y).
Dali,
Ry(u) = Ry(u) + (—1* F?)u + 123, (y, u)y

Ry(u) = Ry(u) — 1*(F*(y)u — gy(y, u)y).

Em (ii) temos que F é R-flat, isto é, K = 0, segue que F' tem curvatura constante com
K = —u?, de fato por hipétese temos que Ric = 0 e pelo item (i7) da Proposigao 2.1,

obtemos K = A =0 e K = ), portanto substituindo (2.20) em (2.12), obtemos
2 = AF? AP,

logo

|

=
[N}

Il
>

Il
=h

portanto

=
I
|
=
o

Isto prova a proposicgao. ]

A métrica de Funk F1 num dominio fortemente convexo 2 C R" satisfaz

oF,  10[F?]

Oxk 2 Oyk

(2.21)

Dessa forma F. sao de curvatura constante —1/4 pela Proposigao 2.2. Desde que F_

e F, sao métricas pontualmente projetivas, assim também o serd Fy = %(F, + Fy).
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Segue de (2.21) que o fator projetivo P de Fy é dado por

Fulwy® 1
P=—2 = _(F_4+F

== P? — Puyf = —[Fy]*

)

Por isto a métrica de Hilbert Fly tem curvatura constante —1. Veremos estas provas

no Capitulo 3.

2.1 Meétricas de Einstein Projetivas

Nesta secao encontraremos uma equacao diferencial ordinaria para a métrica de Einsten
F', ao longo das geodésicas ¢(t) de F' com velocidade unitéria.
Suponhamos que F' e F' sao métricas de Einstein projetivamente relacionadas pon-

tualmente com,
Ric(y) = (n — 1)AF(y),

Ric(y) = (n — 1)AF*(y).

O Lema de Rapcsak (2.4) e (2.12) estao satisfeitas. Vamos escrever (2.12) como segue

NE? — AF? 4 §(F1kyk)2 _ Faay™y!

: 2.22
4% F 2F (2.22)

De fato,



2.1 Meétricas de Einstein Projetivas 33

De (2.9) e (2.10), obtemos

A2 = \F? + (P? — Pyy")

Btfye [0 g L Fardh
2F)  (2F)?
1 aG® ijy’%ﬁys] l
(2F)  0y'  (2F)?
Y’ a(Ekyk) 2F, - k,l
— o (2]5)21%3/ Yy +
190G 0 - ;2 = 0GR

+——  — (Fu/ — —F,.—F .
oF ayl ays( kY )y (2F)2 Y 8yl kY'Y

k
= o (B

De onde, obtemos

S\FQ — )\FQ + §(ﬁ:]iyk)2 . ﬁ;kﬂ?{kyl
40 F oF

provando (2.22).

Seja ¢(t) uma geodésica de velocidade unitaria em (M, F) e

Observe que
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Fi(t) = Fg(é(t)i*(t) = Fr(y)y*, de fato

B(t) = SR, é40)

d. -~ .
= S [F))]
OF dc*(t)  OF dé*(t)

oxk dt * oyk  dt
OF OF
@yk + a—ykck (t)

Como
& 4 2G*: = 0,
segue que
&= —2G%¢.
Dai
Fr(t) = %y’“ - g—; G*(y)

OF . OF ,0G*
7Y T ALY
oxk dys” Oy

L OF  OF 0G*

= 22

oxk  Oys Oyk

g 0F R oG

N oxk Oy’ Oyk
= Fa(e(t)i" ()

e F'(t) = Fa(&(t))#*(1)#'(t) = Fa(y)y*y'. De fato,

Frit) = Ry

OF, dd(t) ,  OF,dd(t) ,

ozl dt oyt dt

OFx |+ OFp ., . .
- - t
AR ayZC()y
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Como
d4+2Ge =0,
segue que
&= —2G'.
Dai
a aﬁk 1,k 8ﬁk 1,k
Fr't) = : - —=2G
(t) ol VY T gy 20
_ OF l k_aF;kGr k1
Ox! oy” 8yly

k l[aﬁk _ 8F~:k aGr]
Oxt dyr oyt

= Fra(y)y™y'

Substituindo estas expressoes em (2.22), obtemos

BP0, P’

AF? — AF? — = — = 0.
4 7 2F
Equivalentemente,
- . Fr(t)? -
QAP (t) — 2AF?(t)F — 3 ~< ) Fr(t) = 0.
2 F(t)
Como ¢(t) é uma geodésica de velocidade unitaria, temos
F2(t) = F*(c(t) = 1
dai
e BEW?
Fr'(t) — ——= —2\F(t) + 2AF*°(t) = 0.
0= 5 g ~PFO +2Ew)
Seja
1
f(t) =




2.1 Meétricas de Einstein Projetivas 36

Logo,
- 1

F(t) = 70

derivando a equacao anterior até a segunda ordem, obtemos

N . 2F@F@)  27()
(i) F'(t)=— 7 - f3(t) ’

(i) Fr(y=— 2 DS +f§£/)(t)3f (1))

Portanto

2SO LTS 3, SOSW 3 L L

Jot) 2 fot) fo(t) f2(t)

que é equivalente a

—2f"(1)f2(8) + 67 (1) L2 (1) — 62 () () + 20 — 2Af4(D)

=0.
fo(t)
Dividindo por (—2f3(t)), obtemos
A
f'(t) — == + A\f(t) = 0.
()= oz + M)
Ou seja
A
")+ Af(t) = ) (2.23)
A equagao (2.23) é soluvel. Vamos resolvé-la:
Por simplicidade, seja
Lo, A 2
d
Faga s = f(t), derivando em t, obtemos f'(t) = d—j = p, derivando novamente em ¢,
d*>s dpds dp
" I T e o
temos J'U) = Tz = Go @t ~ as”
Assim
A
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logo
dp A
L is=2
pds A s3’
ou ainda
dp A
— ==\ —.
pds S 53

Separando as variaveis, temos

53
logo
P 5
——)\/S_3d8—)\/8d8,
dai
2 2 2
P 5\
7 = A 5 )\2 + C,
ou ainda

o que nos da

ds A
(%)2 = _8_2 — )\82 —+ 20,
logo
ds . —\— st + 2052
dt 52
Portanto
d
_© — +dt,
—\— st 2052
52
dai
5 ds = +dt.

\/—5\ — st 4+ 2C's?
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Logo a solugao de (2.23) com

f0)=a>0,f(0)=b#0

é dada por

@) <
/ _ds = +t + O}, (2.24)
o V=Xt +20s2 — X

onde o sinal £+ em (2.24) é o mesmo de f’(0) = b. A solugao com

f(0)=a>0,f(0)=0

pode ser obtida fazendo b — 0.
Tomemos o radicando da equagao (2.24) e facamos s = a, obtemos
4 2 3 4 2l y o A 2 3
—Xa"+2Ca” =\ = —Xa"+ 2a [5(/\a + = +07)] = A
a
= —Xa* 4+ xat + X+ (ab)? — A
= (ab)* >0,

portanto
—Xa* +2Ca? — X = (ab)? > 0. (2.25)

Logo completando os quadrados em (2.25) obtemos
CQ N 2
~ A= (ab)* >0, se X #0. (2.26)

O integrando da equacao (2.24) é definido para uma vizinhanca s de a, e a solugao

maximal f(¢) > 0 existe num intervalo I contendo s = 0.

2.2 0O casoem que A =1

Novamente fazendo

1 2 A 2
C::i(a +¥+b)
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temos que

C? =X =(a® = O)* + (ab)?,

de fato, tomemos a equagao (2.25) e fagamos A = 1, logo
—a* +20a* — X = (ab)®> > 0

Completando os quadrados, obtemos —(a2 — C')2 + C% — X = (ab)?, entao
C? =X = (a® = C)? + (ab)?.

Dada a equagao (2.24)

ds = *+t,
/ \/ st 4+ 2052 —
temos
Vst 42052 — )\ = \/—(32—6’)2—1—02—5\.
fazendo
kK =C%— )
obtemos
/ s ds — 1/ du
J-2-cprcr-i P VE-w
onde
u:82—07 d—u:SdS.
2
Logo

kcos0

l/d_“ _/
2) VR —u? 2 \/k2(1 — sin 9
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onde u = ksin®, du = kcosfdf e 0 = arcsen(}).

Portanto

/ s ds — l/k‘cos@d(g
V—st+20s2 — X ~ 2) kcost

1
e

1 U
= —arcsen—

2 k

gorcsen(
= —arcsen
2

s2—C

Consequentemente (2.24) fica da forma,

+t = %[arcsen(fz(t)T_O> - arcsen(a2 ; O)} :
Dai

+2t = arcsen(fz(t)T_C> — arcsen(aQ ; C),
logo

arcsen(fQ(t)T_C> = arcsen(a ; C) + 2t.

Aplicando a funcao seno em ambos os lados, temos

WT_C = sin <arcsen<a2 ; C) + 2t>7

ou seja

204 _ 2 _
r-c _ - ¢ cos(2t) = sin(2t) cos (arcsen(

>+Cl.

a’> —C

))
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De onde obtemos

f2(t) = (a® = O)cos(2t) £ ksin(2t) cos <arcsen(a ; o)) o
= (a* — C)cos(2t) £ ksin(2t) cos(#;) + C
= (a® — C)cos(2t) + ksin(2t) VR = (a2 - ) +C

k
= (a* — C)cos(2t) £sin(2t)y/(a% — C)2 + (ab)? — (a2 — C)2 + C

= (a* — C)cos(2t) £ sin(2t)(ab) + C,

logo

f(t) =+/(a? — C) cos(2t) £ absin(2t) + C. (2.27)

Usando a equagao (2.26) reescrevemos (2.27) da seguinte forma

) = ¢ V= Rin s (=) 2 (229)
De fato
0 - Wﬁ{ (=2
_ \/ vz -3 w% cos(2t)  sin(2t) cos (‘sin”! (%))] +C
- ¢ (o2 ) on(t) i)V €7 — s (s (=)

= \/(a2 — C) cos(2t) £ Sin(2t)mcos(01) +C
= \/(a2 — C) cos(2t) + Sjn(Qt)\/m\/(GQ — )2+ (ab)?2 — (a2 — O)2 Lo

C2— A\

— \/(a2 — C’) cos(2t) £ sin(2t)ab + C,

onde o sinal £+ em (2.28) é o mesmo de f/(0) = b, onde b # 0. Alids, o sinal pode ser

escolhido arbitrariamente.
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Caso 1: A = 1. Neste caso,
Loy 1 2 2 2
C’:zﬁ(a —|—?+b)>1, C* —1=(a*—C)?+ (ab)?,
& > 1.
c?—-1
Entao
a? —C
t) = \/\/02 — 1sin [sin™! (ﬁ) +2t] + C. (2.29)
Assim f(t) é definida no intervalo I = (—o00, 00) e para algum r,
T+ 1
dt = .
[ s
Caso 2: A = 0. Neste caso,
1
C:= §(a2 +b%) >0, C*=(a*—-C)*+ (ab)*.
Entao
a?> —C
= x/E\/sin [sin™" ( G ) £2t] +1. (2.30)
Assim f(t) é definida no intervalo limitado I = (=4§,7) e
=00 =
/5 f(t) / f(t)
Caso 3: A = —1. Neste caso,
1 1 2 2 2 2 2
C = 2(a —$+b) C*+1=(a®*—C)*+ (ab)?,
|—m < 1.
Vot
Entao
a?—C
= \/\/02 + 1sin [sin™' (———=) £ 2t] + C. (2.31)

VC?2 41

Assim f(t) é definida no intervalo limitado I = (=4,7) e

fbé?zmzﬂvéﬁ

A partir dos argumentos acima, obtemos o seguinte teorema.
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Teorema 2.1. Sejam F e F métricas de Einstein numa variedade M™, com

Ric= (n—1)F%  Ric= (n— 1)\F™

Entao para toda geodésica unitdria c(t) de F,

Flé(t)) = : 2 —, (2.32)
(a® — o b?) cos(2t) + 2absin(2t) + (a? + 2 +v?)

onde a >0 eb#0.

(i) Se A =1, entdo ao longo de qualquer geodésica c(t) de F' com velocidade unitdria,

1
VC? —Tsin(0 £ 2t) + C’

T
onde C' > 1eb c [—5, |. Assim, para toda geodésica unitdria c(t) de F, com

ro| 3

F—comprimento Lp(c) =, o F—comprimento Lz(c) = .

(ii) Se A =0, entdo ao longo da geodésica c(t) de F,

- 1
Fe) = campzoan 1o

onde C'>0ef € [—g, g] Assim, toda geodésica c(t) de F' tem comprimento

finito.

(iii) Se A= —1 ao longo da geodésica c(t) de F,

- 1
F(et) = VCZ 1 1sin(0+2t) + C

onde C € uma constante e 6 € [—g, g] Assim, toda geodésica c(t) de F' tem

comprimento finito.
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Demonstracdo. Temos que F e F sao métricas de Einstein projetivamente rela-

cionadas, definimos como anteriormente

£() = ——.
F(t)
logo,
N 1
FO = 1

dai pela equagdo (2.27), obtemos

~ 1
F(e(t) =
((®)) (a? — C)cos(2t) + absin(2t) + C
1
(a? — 1(a2 + i + b%)) cos(2t) + absin(2t) + 1(a2 + i + b%)
2 a? 2 a?
1
20t —at — X — a2b? . a* + X + a2b?
( 57 ) cos(2t) + absin(2t) + —aa
B 1
(a* — X — a?b?) cos(2t) + 2aabsin(2t) + a* + X + a2b?’
2a?
logo
- 2
(a® — i b?) cos(2t) + 2absin(2t) + (a* + 2t b?)

onde a > 0eb#0.

(i) Se A = 1, entdo ao longo de qualquer geodésica c(t) de F' com velocidade unitéria,

o 1
) = VC? —T1sin(@ +2t) + C
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(i)

De fato, para A = 1, a equacao (2.32) se torna

o 2

F(e(t)) = 1 i (2.33)
(a? — = — b?) cos(2t) + 2absin(2t) + (a® + — + b?)
a a
Lo b0 2 2 2
TemosC’::é(a +—2+b)>1,0 1= (a?—C)" + (ab)?, logo
a
1 1 a> 1,1 1 1
o 2 teo Loy o @ Lol oy Lo L 4o /
a*—C=ua 2(@ +a2+b) a 5 2(a2+b) 2((1 e b),dal
1
(a* — poie b?) = 2(a® — C). Substituindo estas expressoes em (2.33), obtemos
Fe() = 2
~ 2(a% — C) cos(2t) + 2absin(2t) + 2C
1
(a2 — C)cos(2t) + absin(2t) + C
1
A0
Portanto de (2.29), obtemos
F(e(t) 1 (2.349)
é(t)) = : :
VC? —1sin (6 £2t) + C
2
.y ,a=C T
onde 6 = sin (ﬁ),0>169€[—§,§]

Assim, para toda geodésica unitéria c(t) de F, com F'— comprimento Lg(c) = m,

o F— comprimento Lj(c) = .

Se A = 0, entdo ao longo da geodésica c(t) de F,

L 1
Fet) = camprmro

De fato,
para A = 0, a equagao (2.32) se torna

F(e(t)) = 2 : (2.35)

1
(a? — b%) cos(2t) + 2absin(2t) + (a? + o+ b?)
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(i)

1
Temos C' := §(a2 +b%) >0, dai C? = (a® — C)? + (ab)?,

logo

QQ_C:ag_a_Q_f:MQ—a?—bz:a2—b2’
2 2 2 2

daf (a® — b?) = 2(a® — C). Temos ainda

Cl

— > 1.
c?2—1

Substituindo estas expressoes em (2.35), obtemos

. 2
PO = 32 =) cos(@t) + 2absin(2) + 20
1
- (a? — C)cos(2t) + absin(2t) + C
1

R0
Portanto de (2.30), obtemos

Fe(t) ! (2.36)

T Csin(0£2t) +C

a’>—C

),C>0efe [—g, g] Assim, toda geodésica c(t) de F’

onde f = sin™! (

tem comprimento finito.

Se A = —1 ao longo da geodésica c(t) de F,

R(e(r)) = 1
VO Isin(0+2t) +C
De fato,
para A = —1, a equacio (2.32) se torna
o 2
F(e(t)) = (2.37)

1 1
(a® + e b?) cos(2t) + 2absin(2t) + (a® — = +v?)
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1 1
temos C' := §(a2 b v’), e C?+ 1= (a®— C)%+ (ab)?, logo

1 1
2 2 2 2
a“—C = a —§(a —ﬁ—l—b)
2
2 @ 1 2
= ——=+-—=-0
“ T3 e
2" —a'+1—a??
B 2a?
Loy 1 2
- E(a + ? —b )7
1
daf (a? + i b*) = 2(a® — C). Temos ainda
|—CY’ < 1.
VC?+1
Substituindo estas expressoes em (2.37), obtemos
Fe(t) = -
AT (@ = O) cos(2t) + 2absin(2t) + 2C
1
~ (a% — C)cos(2t) + absin(2t) + C
1
IEO)
Portanto de (2.31), obtemos
F(é(t)) ! (2.38)
é(t)) = , :
VC? + 1sin (f £2t) + C
a*—C

onde 0 = sin_l( ), C é uma constante e 0 € [—g,g] Assim, toda

VvVO2 +1

geodésica c(t) de F' tem comprimento finito.

2.3 O caso em que A\ =0

Nesta segao, iremos estudar a equagao (2.24) onde A = 0. De (2.24) obtemos

£(t) = \/(a + bt)2 + X<2>2. (2.39)
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De fato, tomemos a equagao (2.24), fazendo A = 0 obtemos

I s
a vV 2Cs?2 — A

ds = +t, (2.40)

COo1mo

1 2 )\ 2
C’::§(Aa —’—g—f—b),

para A = 0 teremos

1, A
C=—=(=+1b%). 2.41
(5 + 1) (241)
Temos de (2.25)
—Xa* +2Ca? — X = (ab)? > 0, (2.42)
logo para A = 0 obtemos
2Ca? — \ = (ab)? > 0. (2.43)

d
Agora facamos u = 2¢s?, du = 4csds, logo 4_u = sds, substituindo em (2.40)
c

obtemos
du
[
devVu — A
dai
wt— 2 [u—3)td
=— [ (u— u
4c ’
logo
b= Lo(u— A
" 4e Y
Portanto
u—\
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o que nos da

4y V282 — A [f®)
a 2c a ’
logo
L \/2e(f(1)2 = X — V/2ca? — N
N 2c ’
Dai
(£2ct + V 2ca? — 5\)2 = (\/2c(f(t))? — 5\)2),
logo

2¢(f(1))* — X = (£2ct + V2ca? — N)?,

onde obtemos

4%t + \/2ca? — A+ 2ca? — X+ )
2c

= 2ct* £ 2t\/(ab)? + a?

1/ A
= 2= (— + b2>t2 + 2tab + a*
2\ qa?

A
= —2152 + b%t? + 2tab + >
a

2

= (a£bt)? —i—)l(é) :

portanto

£(t) = \/ (a=£bt)? + X(E)Q. (2.44)

Caso 1: A = 1. Neste caso, temos

ft) = \/(a + bt)? + <2>2, para b > 0. (2.45)

Assim f(t) é definida no intervalo I = (—o0, 00) e

©
/_Oo f<t)2dt:7r. (2.46)
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De fato
o 1 o 1
dt :/ dt
/ 2% oo 1+ (ab)? a’b ’
< (q + bt)2 + (= 00 t 2 E
o ()T e R
onde
(a+bt)? + (f)Q = a®+2 bt+(bt)2—|——2
a . = a a "
1+ (ab)?
2 2
= t <T> +2abt+a
1 2 3 4p2
_ + (ab) )t + a’b 2 a'b L
a? 1+ (ab)? ((ab)?2 +1)
e
 —a'? L —a't® + a*(1+ (ab)?)  —a'd*+a*+ a'd?
~ ((ab)2 +1) B 1+ (ab)? 1+ (ab)?
Logo
2
a
=———>0.
(ab)2+1 —
. . a’b
Para resolvermos a integral acima tomemos, ©v =t + ————,
1+ (ab)?
logo du = dt, donde
/OO L du = ———— lim / d
_oo(1+<ab)2) 2+E ‘= CLbQR—WO u
—u
a? 1 + (ab)

a? 1 I
——— — lim
1+ (ab)? E t—oo

—<t(1

a? p
1+ (abQRE%o/Ru2+E2 “

t(1 + a*b?®) + a®b
|

]

arctan

+ a?b?) + a3b>

— arctan [

(3+3)

.

|
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o1

Caso 2: A = 0. Neste caso,

(i) Se b =0, entao

Assim f(t) é definida no intervalo I = (—o00, 00).

(ii) Se b # 0, entdo
f(t) = (a+0bt).

Neste caso b > 0, [ = (=6, 00)

E |
/_5 i =

De fato

0 1 a )
——dt = —d
/_5 (a+ bt)? /a—ab oo
@ 1
= —/ —du
a—&b U

= —In|ul

a—ab

= — [ln|a| —In|a — 6b|}
a

a — ob

a -1

a — 5b‘

a— (5b’

a

- —zn)

= ln‘

= ln‘

= o0

(2.47)
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<1

De fato,

T A S ( —! )rg I ( -1 ) <
1m T at = lim | =lm(—+—) = — .
Ao Jo (@t 0tz A \b(a+0t)/lo ~ R \b(a+bR) | ab)  ab -

O caso onde b < 0 sera similar, logo é omitido.

Caso 3: A = —1. Neste caso,

s =y (azer) (5" 2.9

(i) Se ab =1, logo b > 0 entao

t2
flt) = y\fa?+ 2abt + 0282 — —
B a* + 2aba’t + a?b*t? — t2
— -
a* + 2a’t
= Va?®+ 2t.

Neste caso, [ = (—d,00) e

/5 == L it

De fato



2.3 O casoem que A =0 53

<1 < 1
dt = ———dt
Ao =

= —lInlu|

a2

— N =

= — lim In|u|

2 R—oo a?

—_

= 3 dim [l = |

o0

lim In ‘
R—oo

N — DN

i

I
8

O caso onde ab = —1 é similar. Neste caso b < 0.

(ii) Se —1 < ab < 1, entdo f(t) é definida na fronteira do intervalo (—d,7) e clara-

mente,

01 1

(iii) Se ab > 1, logo b > 0 entao f(t) estd definida no intervalo (—d,00) e

0 1 > 1
/_5 f<t)2dt:ooe/0 f<t)2dt<oo.

O caso em que ab < —1 é similar, entao sera omitido.

Teorema 2.2. Sejam F e F métricas de Einstein numa variedade M™, com Ric =0 e
Ric = (n— 1)5\152. Suponha que F e F sejam projetivamente relacionadas pontualmente
em M. Entao para toda geodésica unitdria c(t) de F,

- 1

Fet)) = . (2.49)
(a + bt)2 + A(é)

(i) Se A =1, entdo ao longo de toda geodésica c(t) de F,

s 1
O e ()

a
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Assim para toda geodésica c(t) de F, o F-comprimento Lz(c) <.

A igualdade ocorre quando F € completa.

(ii) Se A =0, entio ao longo de toda geodésica unitdria c(t) de F,

s 1

F) = e (2.50)

(a) Se a geodésica unitdria ¢ de F é definida de (—o0, 00), entdo

(b) Se a geodésica unitdria ¢ de F' € definida em [0,00), entdo ela tem compri-

mento F finito, a menos que

(c) Se a geodésica unitdria ¢ de F' é definida de (—o0, 0], entdo ela tem compri-

mento F finito, a menos que

Portanto, F é completa se, e somente se, F é completa. Neste caso, ao longo de

toda geodésica c

—— = constante.

(iii) Se A = —1 entdo, ao longo de toda geodésica unitdria c(t) de F,

F(¢(t)) = ! 1 (2.51)

(a+bt)? — (—)2

a

Assim nenhuma geodésica de F' estd definida no intervalo (—oo, 00).
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(a) Se a geodésica unitdria ¢ de F' € definida de [0,00), entdo ela tem compri-

mento F finito, a menos que

. 1

Pelt) = 5 (2.52)

(b) Se a geodésica unitdria ¢ de F' € definida de (—o0, 0], entdo ela tem compri-

mento I finito, a menos que

F@@»ZQQi%. (2.53)

Demonstragao. Temos que F' e F' métricas de Einstein projetivamente relacionadas,

logo definimos anteriormente que

f) = } :
F(t)
dai,
- 1
FO=

dai pela equacao (2.39), obtemos

F(e(t) = .
~IN2
2 Z
(a+ bt) +A<a)
(i) Se A = 1, entéo ao longo de toda geodésica c(t) de F,

- B 1
FEU»_(a+mV+(ff'

a

(2.54)

Assim para toda geodésica c(t) de F, o F-comprimento Lz(c) < 7. A igualdade

ocorre quando F' é completa. Basta verificar o caso 1.
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(ii) Se A = 0, entdo ao longo de toda geodésica unitéria c(t) de F,

(a)

L 1

FE) = e (2.55)

Se a geodésica unitaria ¢ de F' é definida de (—o0, 00), entao

De fato, ver caso 2 item (i). Basta fazer b = 0 em (2.47) logo obtemos

- 1
f(t) = a, dai substituindo em F'(t) := IZ0) obtemos
. 1

Se a geodésica unitéria ¢ de F é definida em [0, 00), entdo F' tem compri-
1

mento F finito, a menos que F(é(t)) = —-
a

De fato, de acordo com o caso 2 (ii) para b > 0, vimos que

/m LI
. (@rop® S

~ 1
E a integral da fungao F(¢(t)) = — definida no intervalo (—o0,00) nao ¢
a

finita.

Se a geodésica unitéria ¢ de F' é definida de (—o0, 0], entao F tem compri-
1

mento F' finito, a menos que F(é(t)) = —.
a

De fato, de acordo com o caso 2 (ii) para b < 0, sendo f(t) = (a — bt), temos

’ _ dt
A gt <

~ 1
E a integral da fungao F(¢(t)) = — definida no intervalo (—o0,00) nao é
a

finita.
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Portanto, F' é completa se, e somente se, F' é completa. Neste caso, ao longo de

toda geodésica c

= constante.

. 1
Fe(t) = 5,
logo
Few) 1,
Fletyy L7
a2
portanto é constante.
(iii) Se A = —1 entao, ao longo de toda geodésica unitdria c(t) de F,
o 1
F(e(t) = E
(a+bt)? — (_>
a

Assim nao existe geodésica de F' definida no intervalo (—oo, 00).

(2.56)

(a) Se a geodésica unitaria ¢ de F' é definida de [0, 00), entao ela tem compri-

mento F finito, a menos que

F(e(t)) = ﬁ

De fato, de acordo com o caso 3 (iii) para ab > 1, vimos que

dt < oo.

[
0 (at bR~ (5)

E a integral da funcio, caso 3 (i), onde ab =1 e F(&(t)) = T o
a

no intervalo (—4,00), nao ¢ finita.

(2.57)

definida
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(b) Se a geodésica unitaria ¢ de F' é definida de (—o0, 0], entao ela tem compri-

mento F finito, a menos que

Fe(t)) = ﬁ (2.58)

De fato, de acordo com o caso 3 (iii) para ab < —1, a integral

R 1
/ 7 dt < 0.
O

a

definida

E a integral da funcéo, caso 3 (i), onde ab = —1 e F(¢(t)) = 5
a/ —

no intervalo (—oo, d), nao é finita.
O
A métrica esférica Fy, abaixo tem curvatura constante positiva K = 1 e é pontualmente
projetiva com a métrica flat padrao Fg(y) = |y| no R™. Uma prova disto estd no capitulo

3 deste trabalho. Tome uma geodésica arbitraria c(t) = x + ty em (R", Fg).

VIR 4 (Jz + tyPly]2 — (z + ty, v)?)

F(e) = 1+ |z + ty]?
_ 1
(0-+ b2+ (57

VITRE (@)
o+ (Pl = ()] I RP (ol + (ool = (.)?)

onde a =

N
N

Podemos concluir que a métrica esférica F, é projetiva com a métrica euclidiana
Fgr em R” e suas geodésicas sao linhas retas em R”. Verificando assim que F(é(t)) é

do tipo (2.54).
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2.4 O caso em que \ = —1

Nesta segao, iremos estudar a equagao (2.24) onde A = —1. De (2.24) obtemos

f(t) = v/(a% 4 C) cosh(2t) + absinh(2t) — C. (2.59)

De fato, tomemos a equagao (2.24), fazendo A = —1 obtemos

ds = +t,

/f(t) S
a Vst +20s2 — )

como
Lo A 2

C .= 5(Aa +$+b ),

para A = —1 teremos
1 A .
C = 5(—a2 + 5+ e (a®+C)? = (ab)* + A+ C°.

a

Temos
—Xat +2Ca* — X = (ab)? > 0,

logo para A = —1 obtemos

a* 4 20a* — X = (ab)? > 0. (2.60)

Dada a equagao (2.24)

—ds = +t,

/f(t) s
a \/84 +2Cs% — A\

temos

\/54—1—2052—5\:\/(82+C)2—C2—5\,
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logo
/ s p 1 / du
s=z T
\/(32+C)2—02—5\ 2) Vur =k
onde
u=s>+C, d?u:sds
fazendo
k= C? + ),
obtemos
/f“) 5 g 1/ du
o Vst420s2— ) S 2) Vi
Portanto
s 1 U
ds = —=(cosh™'(-)+C
[yt = s(earea)
1 24+ C @)
= §<cosh*1(8 ) —i—C'l)
_ 1 a2 ffH+C 1
= §<cosh (T) — cosh™(
Consequentemente
2 t 2
+2t = coshl(m%c) - coshfl(a Z O).
Dai
2 t 2
coshl(m%o) = coshfl(a i C) + 2t.

Aplicando a funcao cosh em ambos os lados, temos

]%%O = cosh (cosh_1 (CLQ Z C) + 215),

a’>+C
k
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ou seja

2 2 :
f2@t)+C _a+ C cosh(2t) + sinh(Qt)senh<Cosh—1 <a ZC>>

De onde obtemos

f2(t) = (a*+ C)cosh(2t) + ksinh(2¢) sinh <cosh’1 (az i C)) - C

k
= a?*+C
= (a®>+4 C)cosh(2t) + vV C? + Asinh(cosh™' (—=——==))sinh(2t) — C
(\/ C? + )\)
< a’+C a’+C 2
= (a®>+ C)cosh(2t) & V2 + Asinh |In( ———= + (| (—=)" — 1) |.
[ <\/CQ—|—)\ (\/02—1—)\) >]
.sinh(2t) — C
_ 2 Vazb?
= (a®+ C)cosh(2t) & C’2—i-)\1 ((a ~+ C) + Vait?) -
21V 2+ N(a? + C) + Va2p?]
— 02+ ) sinh(2t) — C
(a2 + C) + Va2b?

(@2 +C)+ab V21
NI (a®>4+C)+ab
[a! + 242C + 2(a* 4+ C)ab+ C? N

V2 + X[(aZ +C)+ ab]

sinh(2t) — C

= (a* + C)cosh(2t) £ VC? + ~% sinh(2t) — C

= (a* + C)cosh(2t) £ VC? + 5\%

(24 C)2 = (C2+\) — (C2+ )
VC2+ ) [(aQ +0)+ ab]

= (a®+4 C)cosh(2t) =V C? + 5\%

at +2a*C + C?* — 2(C* + 5\)
\/0274—5\[(&2 +C) + ab]
(a? + C)? 4+ 2(a* + C)ab
\/(12774[(@2 +C) + \/(a2 +0)2 - (C? + X)]

_|_

sinh(2t) — C
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(a® + C) cosh(2t)

C? + a®b* + X+ 2(a® + O)ab

+ \/C2+5\%

at —at + X+ a2? + C? — 20% — 2\
C’2+/~\[(a2+0)+ab}

C

VO2 + A [(aQ +C)+ ab]

[ 02p2
(a® + C) cosh(2t) & ¢

(a® 4+ C) cosh(2t) & V C2 + 5\%

+ (a® + C)ab

sinh(2t) —
2a20? + 2(a* + C)ab
C2+ ) [(aQ +C)+ ab}

sinh(2t) — C

C

(a®?+C)+ab

[ (ab)((ab) +

sinh(2t) —

(a*+C))

(a® + C) cosh(2t) &

(a® 4 C) cosh(2t) &

Logo para b > 0, temos

i (ab) +
(ab) sinh(2t) — C.

sinh(2t) — C

(a®2+C)

ft) =

Usaremos (2.25) para reescrevermos (2.

/(a2 4 C) cosh(2t) + absinh(2t) —

C. (2.61)

59) da seguinte forma

(I

\/\/ C? + X cosh [cosh (
Ve a2+ ) - €,

02

+C)j:2t} C*+A>0

A

C,

se

C24+ X =0

Sse

\/\/ —C? — \sinh [sinh_1 (
\

a’+C

=) + 2t] C2+ X <0.

—CO2 — )\

-0,

Se

(2.62)
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De fato, tomemos C2 + X > 0, daf

(f(1)*

2
vV C? + X cosh [cosh*1 (Lci) + 2t] -C
C?+ A
2 2
VO2 4 ) e cosh(2t) = sinh(cosh™! e )sinh(2t)| — C
[\/02+5\ ( 02+5\) ]
a®*+C

(a® + C) cosh(2t) £ vV C? + Asinh(cosh™! ( )) sinh(2t) — C

V2 + )

a® + ) cosh(2t) &+ vV O2 + Asinh |In —_— _—
e e vers:

(sinh(2t)) — C

2 S <1 ((a® 4+ C) + Va2b?)
(a® 4 C)cosh(2t) £ VC? + /\5 @10 Ve _
VO2 4 ) _
@ o)+ m] smh(21) = C

1 -(a2—|—C')—|—ab_ V2 + )

2 h(2t) +£ V2 + A=
(a® + C) cosh(2t) C? + 2| o (@1 0)+ab

.sinh(2t) — C
[t + 2a2C + 2(a? + C)ab + C?

VvV C? —1—:\[(@2 +C) +ab}

sinh(2t) — C

=1
(a® 4+ C) cosh(2t) £ V C? + )\5

(24 C)2 = (C2+X) — (C2+ )
VC?+ /~\[(a2 +C) +ab}

-1
(a® 4 C) cosh(2t) + VvV C2 + )\5

a* 4 202C + C? —2(C? + \)
V21X (@ + C) + ad|
(a*+ C)? +2(a* + C)ab
\/CTM[W +C) + \/(a2 +C)2—(C2+ X)}
at —a* + N+ a?b? + 02 — 2C% — 2\

+

sinh(2t) — C

~1

(a® 4+ C) cosh(2t) = V C? + /\5

VO2 + ) [(a2 +C) + ab]

2 212 | 2
C*+a*b> + A+ 2(a —I—C’)ab] sinh(21) — C

VO2 + ) [(cﬂ +C)+ ab]

a’+C a’+C )2_1>]
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_ 272 2
= (@4 C)cosh(2t) £ V7 4 ok | 2eHACHCNab oo — ¢
V2 + )\[(cﬂ +C) + ab}
[ 2792 2
— (a®+C)cosh(2t) + | E’a2++(cé)++?b“b sinh(2t) — C

(ab)((ab) + (a* 4+ C))
@)@ 0)
= (a* + C) cosh(2t) £ (ab) sinh(2t) — C.

= (a* + O)cosh(2t) + sinh(2t) — C

Para o caso C2 + A = 0, temos
(a>+C)? = (ab)> + A+ 2, logo  (a®+C)* = (ab)?, dai (a®+ C) = +ab, tomemos a

fungao (2.62), logo

ft) = V/(a?+ C)cosh(2t) £ absinh(2t) — C

— /=%abcosh(2t) + absinh(2t) — C

— \/=%ab(cosh(2t) + sinh(2t)) — C

= \/:l:Tab [(6215 + 6_2t) + (€2t . e—Qt)} —C

= VZEabet? — (.

Logo f(t) = v/(a® + C)er? — C.
E por dltimo, seja €2 + A < 0, usaremos a definicdo de sinh(u) e sinh™"(u), cujos
calculos sao feitos de maneira andloga ao caso C? + A > 0.
O sinal + em (2.62) é o mesmo de f'(0) = b # 0. Dividiremos este caso em diversos
casos.
Caso 1: ) = 1. Neste caso,
C = %(—a2 - % +0%), (> +C)?=C?+1+ (ab)?,

¢
V% +1

< 1.
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Entéao, por (2.62) obtemos

2
f(t) = \/\/02 + 1cosh [cosh™" (%) +2t] - C. (2.63)
Assim f(t) é definida no intervalo I = (—o0, 00) e
<1
dt < oo.
/—oo ft)?

Caso 2: \ = 0. Neste caso,

1
C = 5(—@2 +b%),  (a*+C)* = C* + (ab)*.

Entao
(
V/2|C| cosh [4 cosh™" (% —1) £, se C <0,
f(t) = { V/2|C[sinh [ cosh™ (% +1) £1¢], se O >0, (2.64)
ae*! se C=0.

\

(i) Se C' < 0, usaremos a definicdo de cosh(u) e cosh™*(u), cujos célculos sdo feitos
de maneira andloga ao caso C' > 0. f(t) esta definida no intervalo I = (—o0, 00)

e

>~ 1
dt < oo.
/.7
De fato,

/OO Lt = /Oo ! dt
o f@2 ) 2|C] cosh? [Lcosh™! (% —1) 1]

- | . it
" J_se 2|C| cosh? 6 +¢]

_ LT e
= 20 /Oosech [Qit}dt
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1 2
onde 0 = 3 cosh™ (|a_C'| — 1) fazendo u = 0 £ t, du = %dt temos
1 * 2 Lo f 2
i—2|0| sec h*(u)du +—— lim sec h*udu

2|Cf ~—oo | g

1
+—— lim tghu

R
2|C| R—oo ‘—R

1 re* —e ¥R
bl (2]
2|C oo Lew 1 e
- R _ R o~R _ R
2|C| R—oo _[eR + e—R} B [e—R + eR]]
reff —e R _ =R 4 e‘R]
efl e R
1 2(eR — ¢ R
+—— lim w
2|C| r—oo (eft 4 e~ F)

1 o 2eft —2e7R

-R

1 (2 a QR)
4+ e
2IC] REEO( 1
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1 a? a? a®+|C]
(ii) Se C >0, tome # = —cosh™' (= +1)ex = — + 1=
2 gt er =gt =T

f(t) = +/2|C|sinh [% cosh™! (’a—;‘ +1) +¢]

= \/msinh [1n(x + \/m)é :I:t]
B \/ml [eln(“m)%ﬂ - eln(ffh/ﬁ)’%ﬁ}
2

= \/M% [e*(z + Va2 = 1)z — eF(z + \/35-27—1)*%]

B 1 _eﬂ(x + V22 —1) — Tt
— \/QIC\Q_ \/(3:+ =)
@+ C (a2 +O)2 - C? -
(e ] >€]
— /210>
| ‘2_ 2+C. @+ C)P-C
1_eit(a2+0+ab>_e¢t
e —c |

I la?> + C + ab
C

1 —eﬂ(\/ a2+ C + ab) ot
— /92101= _
|0‘2 C Vvaz+ C+ab

Elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos

) (\/m%)2[eit [(a? 4+ C + ab) _ethm]z

C
s [eﬂt(a2 +C+ab) 2 e T2 }
2 C? C  (a®+C +ab)
C? re*?(a® + C + ab) e
_ 2 N |-
2 C? (a? 4 C + ab)
Cre**(a® + C + ab) CeF2t
_ N |-
2 C (a2 + C + ab)
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Logo

C re**(a* + C + ab) CeF2
[ - o ab)} - C. (2.65)

Por outro lado, para A = 0, temos

a’+C
‘/02

= V(2 cosh :cos.hf1 <m + 1) + 24 -C

2 \/2—
— V2 cosh 1n<|%|+1+ (e |+C(f )ﬂt]
\/ CL

In (\%*1* %) +2t —m <%+1+ Te ) T2t

F2(t) = VC2cosh :cos.h’1 < ) + Qt] —_C

e +e

Ve

(a2 +C+ ab)eﬁt N (a2 +C + ab)71€¢2t
2

-C
] ]

>+ C+aby i C
( |C| ) +(a2~|—0+ab)
*(a® + C + ab) Ce™2
- + o |-
C (a —|—C+ab)

6:|:2t

-C

¢
2
are
2

Logo
C (a? 4+ C + ab)
Portanto, de (2.65) e (2.66) concluimos que

} ) (2.66)

2

f(t) = v/2|C|sinh [% cosh™ (|_C| +1) £1¢].

Sendo que f(t) é definida em ambos os intervalos I = (—d,00) ou I = (—o0, 7).

Assuma que [ = (=6, 00). Entao
/0 = —ooe/ooLdt<oo
5 J(t)? o [ft)? '

O caso onde I = (—o0, 7) ¢ similar, sendo assim omitido.
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(ili) Se C' =0, temos
0=21(—a®+0%),logo a®>="0? dal a==b, e (a*)? = (ab)?, logo

a* =0b* dai a = +b. Tomemos a fungao (2.32),

logo

ft) = +/(a®+ C)cosh(2t) + absinh(2t) — C

= \/a?cosh(2t) & a?sinh(2t)

= y/a2(cosh(2t) + sinh(2t))

a? 2t ot 2t ot
= 5(6 +et(e*—e )
a

2

— 5(26:‘:%)

— Va2e*2t

Portanto,

f(t) = ae*.

Temos que b # 0, (para b =0 f(t) ndo estd bem definida) mas f(t) estd definida
no intervalo I = (—o0, 00).

Assuma que b > 0. Entao
S| ]
——dt = 00 e/ ——dt < o00.
/oo f(t)? o [(t)?

De fato
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0 0
1 1 1
/_OO a262tdt = ? Oogdt
—2t
= Jim(G+ol,
. _e0 2R
= (5 + 58)
. 1 2R
= Jim 5z (- 1+€)
= o
e
<1 1 [1
/0 a262tdt T oa @dt
—2t
= fm e+ 0)
. _e2R 0
- 1%1—{20 ( 2a? * 2_612>
— lim (_1 1)
T Ao 202 \@2R
1
T 22 =
O caso onde b < 0 ¢ similar, sendo assim omitido.
Caso 3: A = —1. Neste caso,
1 2 1 2 2 2 2 2
C’:zé(—a—ﬁ—i-b), (a4 C)* =C* =1+ (ab)”.
(i) C? > 1. Neste caso,
c?—-1
Entao, de (2.62) temos
1 a? + C
f(t) =4[V C?—1cosh [cosh™ (——=—==) £2t] — C. (2.67)
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(ia) Se C' > 1, entao f(t) estd definida no intervalo I = (—4,00) e

0 1 > 1

(ib) Se C' < —1, entao f(t) esté definida no intervalo I = (—o00,00) e

* 1
/_OOWdt<oo.

(i) Se C? < 1. Entao, de (2.62) temos

V1-C?

Neste caso, f(t) estd definida em ambos os intervalos I = (—d,00) ou I =

f(t) = \/\/1 — C?sinh [sinh™! (M) +2t] - C. (2.68)

(—00, 7). Assuma que I = (=4, 00). Entao

0 1 © 1
/_5f(t)2dt_oo e/o Wdt<oo.

O caso onde [ = (—o0, 7), é similar sendo assim omitido.

(iii) C2? = 1.

(iia) Se C' =1, Entao, de (2.62) temos

ft) =+e2(a2+1) — 1, (2.69)

Assim f(t) estd definida em ambos os intervalos I = (—§,00) ou I =

(—00, 7). Assuma que I = (=4, 00). Entao

01 > 1
/_6Wdtooe/0 Wdt<00

De fato, tomemos b > 0

& 1
dt
/0 e(a2+1)—1"
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seja
du du
= 1)—1, du=2e*(a®+1)dt e dt= =
u=e*(a*+1)—1, du=2e*(a*+1)dte 2@ 1) a1
o 1 <1 1
dt — d
/0 e?t(a®+1)—1 /a2 u2(u +1) “

1 R 1

= — lim / ( )du
2 R—oo a2 u + 1
1 .. R

— 51%1—> (In|ul — ln|u—{—1|)‘a2
1 R

= — lim <ln‘ al |>
2 R—x u+1 a?
1. R a

N §I%I—>oo(ln‘R—|—1| _1H‘a2+1‘>

1 2
B _§ln‘a2+1‘ =
O caso onde [ = (—o0, 7), é similar sendo assim omitido.
(iiib) Se C'= —1. Entao, de (2.62) temos
t) = ex2(a2 — 1) + 1. (2.70)

Se a > 1, entdao b # 0 e f(t) estd definida no intervalo I = (—o0, 00).

Assuma que b > 0, entao f(¢) \/62t — 1)+ 1. Logo

/(; f(1t)2 - e/ooo f<1t>2

O caso onde b < 0 é similar, sendo assim omitido.

Se 0 < a <1, entdo f(t) é definida em ambos os intervalos I = (—d,00) ou I =

(—o0,7). Assuma que I = (—0,00). Entdo para b < 0, temos \/e~2t(a2 — 1) + 1.

/Z f(i)"’ - e/ooo f<1t>2

O caso onde b > 0, é similar sendo assim omitido.
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Se a = 1, entdo b = 0. De fato, como C := L(—a? — & +b%), logo —2 + b* = -2,
dai b* = 0, logo b = 0. Entao f(t) = 1. Neste caso, f(t) estd definida no intervalo

I = (—00,0).

Teorema 2.3. Sejam F e F métricas de Einstein numa variedade M™, com

Ric= —(n—1)F%  Ric= (n—1)AF>.

Assuma que F e F sio projetivamente relacionadas pontualmente. Entdo para toda
geodésica c(t) de F,

. 1
Fle) = (a? + aig + b) cosh(2t) + 2absinh(2t) — ( — a? + aig + b?) ' 271)

(i) Se A= 1,entao neste caso, toda geodésica de F tem comprimento finito. Assim

F ndo é completa positiva nem completa negativa.

(ii) Se X = 0, entdo neste caso as geodésica de F ndo estio definidas no intervalo

I = (—00,0).

(iia) Se uma geodésica unitdria ¢ de F estd definida no intervalo [0,00), entdo

F—compm'mento finito, a menos que
Fe(t) = (S)2 (2.72)

(1ib) Se uma geodésica unitdria ¢ de F estd definida no intervalo (—oo, 0], entdo

F-compm’mento finito, a menos que
F(c(t) = (—)% (2.73)
(11i) Se A = —1. Neste caso, se ambas F' e F sio completas, entdo

F=F.
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(i1ia) Se uma geodésica unitdria ¢ de F' estd definida no intervalo [0,00), entdo

esta tem F'-comprimento finito, a menos que

F(elt) = — L S (2.74)

(i1ib) Se uma geodésica unitdria ¢ de F estd definida no intervalo (—oo, 0], entao

esta tem F'-comprimento finito, a menos que

F(e(t)) = e _1 T (a>1). (2.75)

Demonstragdo. Temos que F e F sdo métricas de Einstein projetivamente rela-

cionadas, definimos como anteriormente

O pe—
F(t)
logo,
. 1
FO=

~ 1
F(e(t) =
(e(t)) (a? 4+ C) cosh(2t) + absinh(2t) — C
1
@ b A ) cosh(an) 1 absinn(an) — Lat 4 X 1)
2 a? 2 @
B 1
T o N+ a2 4\ — a2
( @’ -otAte ) cosh(2t) 4+ absinh(2t) + L a7

2a2 2a2

1
(a* + X\ + a2b?) cosh(2t) 4 2a2absinh(2t) + a* — X — a2b?’
2a?
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logo

- 2
Fe) = —— —
(a® + = + b%) cosh(2t) + 2absinh(2t) — (—a® + 2 + b%)

onde a > 0e b # 0.

(i) Se A = 1, entfio neste caso, toda geodésica de F tem comprimento finito. Assim

F néo é completa positiva nem completa negativa.

(ii) Se A = 0, entdo neste caso as geodésica de F ndo estdo definidas no intervalo

I = (—00,00).

(iia) Se uma geodésica unitéria ¢ de F estd definida no intervalo [0, 00), entdo F-

comprimento finito, a menos que

E(e(t) = ()% (2.76)

et
a

55t < oo (ver caso 2 (iii)) e
a’e
1 e,
= (—)*, cujo comprimento é infinito,
a

o0
De fato, pois para b > 0, /
0
para b < 0, teremos F(¢(t)) = P
quando t — oo.
(iib) Se uma geodésica unitaria ¢ de F estd definida no intervalo (—oo, 0], entao
F—comprimento finito, a menos que

F(e(t) = (—)> (2.77)

0
1
De fato, pois para b < 0, / ———5;dt < oo (ver caso 2 (iii)) e
oo G2

- 1 et . .
para b > 0, teremos F(¢(t)) = —— = (—)?, cujo comprimento ¢ infinito,
e’ta a
quando t — —o0 .
(iii) Se A = —1. Neste caso, se ambas F e F sdo completas, entdo

F=F.
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De fato,

como a geodésica ¢ de F' é unitaria, entao F(t) = F(¢(t)) =1 e F(é(t)) = 1, (ver

caso 3 (iiib), onde a = 1), logo

Fe)
Fe(t)
portanto
F=F
(iiia) Se uma geodésica unitdria ¢ de F' estd definida no intervalo [0, 00), entao

(iiib)

esta tem [-comprimento finito, a menos que

ﬁ““”:eﬂmﬁin+14“2”' (2.78)

1

a?—1)+1
1

e ?(a?>—-1)+1

De fato, pois para b > 0, / o dt < oo (ver caso 3 (iiib)) e para
0 €

b < 0, teremos F(&(t)) = para (a > 1) cujo comprimento é

infinito, quando t — oo.

Se uma geodésica unitéria ¢ de I estd definida no intervalo (—oo, 0], entao

esta tem [-comprimento finito, a menos que

~ 1

FE) = ma—pop 021, (2.79)

0
1
De fat I b<0
€ Iato, pois para ) /_OO e 2t(a2 —1) +
1
e2(a? —1)+1

mento ¢ infinito, quando ¢t — —o0.

1dt < oo (ver caso 3 (iiib)) e

para b > 0, teremos F(¢(t)) = para (a > 1) cujo compri-
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2.5 Exemplos

A seguir veremos alguns exemplos interessantes.Todas as métricas de Einstein a seguir
sao métricas projetivas de Finsler de curvatura constante em um dominio fortemente

convexo no espago euclideano.

Exemplo 2.1. Seja a métrica padrao superior e inferior da semi-esfera S™ podemos

puzar (pulled back) a métrica esférica do Fs no R™ por um difeomorfismo

x +1 )
VIt 1+ [z

A férmula de F; dada em (0.2) tem curvatura constante positiva K = 1 e é proje-

T pi(z) = (

tiva pontualmente com a métrica flat padrao Fg(y) = |y| no R™. Tome uma geodésica

arbitraria c(t) = x + ty em (R", Fg). Faca ¢(t) = y, substituindo em (0.2) obtemos

_ VP +tyPlyl? — (2 +ty,9)?)

E(c(t
_ VY2 + Ty P(? + 20z, y)t + 2y[?) — (x + ty, y)?
1+ |z|? + 2(z, y)t + 3|y|?
_ VIR A+ 22 +2(z, )t + 2ly1?) — (2,9)® — 26z, 9) (v, ¥) — 2y, v)°
L+ [2f? + 2(x, y)t + £2|y]?
_ VP PP = (@ y)? + 26, y) |y + 2yt — 2t y) [yl — 2y]!
1+ |z)? + 2(z, y)t + t3|y|?
VIYP? + lyPe? — (z,9)?
1+ |z)? + 2(x, y)t + 2|y|*
Logo
Fyly) = VY2 + (zPyP? - (z,9)?) (2.80)
T Lo 4 2wyt + [y '
ou ainda,
1
F(y) == (2.81)
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VIF P L (2, 3)
[yl + (2ol = o)) T+ BRIyl + (gl — (2, 9)2)]

onde a =

=
=

Podemos concluir que a métrica esférica Fj, é projetiva com a métrica euclidiana
Fr em R™ e suas geodésicas sao linhas retas em R™. Verificando assim que F(é(t))

satisfaz o Teorema (2.2) e é da forma (i).

Exemplo 2.2. Deformando a métrica esférica F, produzimos algumas métricas de

Finsler interessantes. Seja

2(1 — e*){z,y)*

lz|* + 2e|z)2+ 17

Be(y) = (|x[*ly[* — (2, 9)*)* + 2e(|al[y[* — (@, 9)")lyl* + [y["

Ac(y) = |zPly|* = (z,y)* +ely|* +

Para 0 < e <1, defina

\/ )+ () V1—e?(z,y)
2(

|m|4—|—25|x|2+1) T 2e + 1

F.(y) ==

y € T,R". (2.82)

F. é uma familia de métricas de Finsler no R™. Note que F; = F}. De fato,

iy = \/ )+ VB lz,y)

]$|4+2|x\2+1) \x!4—|—2]x\2+1

\/le 12 = (o, m)? + Y12 + V/ (2Ply* — (2, 9)2)* + 212y — (@, 9) D)y + [yl*

2(|x)* + 2|z + 1)

\/lezlylz — (@9 + P + V2Pl — (2,9)* + yP)?

2(|x)|* + 2|z]? + 1)

2Pl = ) £ P A+ Py — () + [yl
2(Jz|* + 2|z + 1)

202yl = {zw)* + lyl?)
2(Jz|* + 2|z]2 + 1)
22|yl — (2, )% + |y|?

2(Jz|* + 2|z]2 + 1)
= Fs(y)v
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é justamente a métrica esférica. Usando (2.80), podemos levar F. para S™.

As métricas da pull-back sobre S™ sao realmente classes especiais das métricas de
Bryant sobre S™. Suponha que F. é de curvatura constante K = 1 e pontualmente
projetiva a métrica euclidiana F sobre R™. Entao para toda c(t) = x + ty, existem
constantes a > 0 e —oo < b < 00 tais que

1

(@ onp+ (L)

a

F(e(t)) =

As constantes a e b devem ser dadas por

1 _ y' 0 N
BV N A AL

Exemplo 2.3. A métrica de Klein Fy (3.15) é Riemanniana. Ela é completa com

curvatura constante —1 e projetiva pontualmente com a métrica euclidiana padrao
F. = |y| sobre B™. Tome uma geodésica arbitraria c(t) = = + ty em (B", F.). Entao

VP (PP - (2,9)?)

F(e(t) =
k(c(t)) 1— |22 = 2(z, y)t + |y[*2
B 1
g t 29
2 _ (=
(a -+t~ (%)
onde
VI— TP
a:

Y

N

(VI = (2Pl = (@ 9]
b _ {z,y) _
V1= a2l = (o 2lyf2 = (2, 5)2)]

Assim F(¢(t)) satisfaz o teorema (2.2) e é da forma (2.56).

Exemplo 2.4. (Métricas de Funk). Seja ) um dominio fortemente convero em R™.

Para 0 #y € T,Q ~ R", defina F_(y) >0 e F\(y) >0 por

r— ———=:2_€00, v+

Y
=: 2z, € 02 2.83
F+(y) " ( )
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FF é chamado o par de métricas de Funk sobre Q). Note que Fy(—y) = F_(y), ou

ainda, estas satisfazem
OF,  10[F2]

T 4 .
Oxk 2 Oyk

(2.84)

De acordo com o Proposicao 2.1, F} tem curvatura constante —i e é projetiva

pontualmente com a métrica euclidiana padrao F. = |y| sobre €. Esta prova estd feita
no capitulo 3 deste trabalho. Fixe y € T, e t tais que ¢(t) = x + ty € Q. Da definicao

de F_ e I, temos

N B
STTTER T T Eew)
I A y
YR TP R )
Obtemos
: F_(y)
FL(0) = T (2.85)
za@@):Té%%%z (2.86)
Assim
1 1 , 2
§Fi(c(t)) e onde a” = )

Assim 1Fy(¢(t)) estao na forma (2.48) com ab = F1. Isto é garantido também pelo

teorema 2.2, porque %Fi tem curvatura constante —1.

Exemplo 2.5. Seja Q2 um dominio fortemente convexo em R™. Seja Fy denotando a

métrica de Funk sobre Q, a qual é definida em (2.80). Defina

Fiuly) = 5 (F-(4) + Fi(y). (2.87)

Fy é chamada a métrica de Hilbert sobre 2. A métrica de Hilbert tem curvatura

constante —1 e é projetiva pontualmente a métrica euclidiana padrao Fg = |y| sobre
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Q. Segue do teorema 2.2 que ao longo de toda geodésica c(t) = x + ty de Fg, Fy(é(t))
deve satisfazer (2.48). Deixe-nos verificar diretamente esta condi¢ao necessaria. De

(2.85) e (2.86), obtemos

F_(y) + Fy(y)

Fu(ct)) = 2(1 4 F_(y)t)(1 — Fy(y)t)
1
(a + bt)? — <2)2
onde
N /3 . F_(y) + Fy(y)

T V2VE(y) + Faly)

De fato, por um simples célculo mostramos que Fp(¢(t)) satisfaz (2.48).
Seja F=FyeF = %Fi. Entao ao longo de toda geodésica c(t) de velocidade unitaria
de F, $F;(¢(t)) satisfaz (2.78) e $F_(¢(t)) satisfaz (2.79).

Finalmente, colocamos a seguinte pergunta:

Problema em aberto: Existem métricas Ricci-flat, nao triviais, completas posi-

tivamente/negativamente em um subconjunto aberto Q@ C R™?



Capitulo 3

Métricas de Funk e de Klein

3.1 Problema: Determinar o spray dada a métrica.

Dada uma métrica de Finsler F' sobre ) vamos determinar um spray G, tal que, G

seja induzido por F.

Definicao 3.1. Uma norma de Minkowski sobre um espaco vetorial V, ¢ : V —

[0,00) € uma fun¢do ndao negativa com as sequintes propriedades:

e © ¢ positiva homogénea de grau um, isto €,
P(\y) = Ap(y), A>0, yeV.

e 0 6C® em V — {0} e para todoy € V — {0},

1 02
gy(U,U> = 58381&

[(©*(y + su+tv)][s =t =0,u,v €V

¢ uma forma bilinear, simétrica, positiva definida.

Veremos uma versao do Lema de Rapcsdk[R| para uma métrica de Finsler pontual-

mente projetivamente flat.
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Lema 3.1. (Rapcsdk [R]) Seja F = F(x,y) uma métrica de Finsler num subconjunto
aberto U C R". I é pontualmente projetivamente flat (isto €, as geodésicas sao

linhas retas) se, e somente se, F satisfaz
ka zyk = Fxl, = 1, ceey N (31)

Neste caso, os coeficientes G do spray sio da forma G = Pyt, com

2F

P

Demonstragio. Pelo Lema de Rapcsék - (2.4). Seja F' uma métrica de Finsler. F é

pontualmente projetiva a F' se, e somente se,

OFy, . -
ik _Fy =0 3.2
8yl ) ) ; ( )
G' =G+ Py, (3.3)
F k
p="* (3.4)
OF

Temos por hipétese que F é pontualmente projetivamente flat, isto é, F ¢ pontual-
mente projetiva a uma métrica flat (K = 0), logo as geodésicas de F' sao linhas retas,

daf G = 0, Vi, entao
_OF 9G'oF OF

Fy

Por (3.2) temos
o OF, , OF

5 oV~ =

se, e somente se,

kaylyk - FIz = 0.
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~ . 3 n k
Por (3.3) temos G* = Py" e P = Fg;f’ , como gostariamos de provar. O

Métricas de Funk. Seja {2 um dominio fortemente convexo no R". Por definicao,

existe uma norma de Minkowski ¢ sobre R™ e um ponto x, € €2, tal que
00 — 29 = 1(1).

Seja ' uma métrica de Funk sobre 2. Para todo y € T,2 = R", F

I
A
8
&
@

determinada por

o(x + % —x9) = 1. (3.6)
Sendo F' definida da seguinte forma
F : TQ=0QxR" —[0,00)
(z,y) — F(z,y),
para todo y € T, = R", x € Q) se, e somente se, p(z) =1, z € R™.

Como z =z + 2 — zg, x = (2%), 2= (2") =z + LA Ty com zo = (a'), diferenciando

F F

(3.6) em relagao a 2’ e y’ respectivamente, obtemos
(a) [p(z")],; =1, 10go ¢.i(2)(z)as = 0, portanto (8 — y Foi f )i (2) = 0

(b) [gp(zi)]yj =1, logo ¢.i(z)(z"),; = 0, portanto [(6;;F — y'F,i)F?|¢.i(z) = 0 ou

ainda, [(0;; — y'Fi F~ 1) Fe,i(2) = 0.
Segue-se de (a) e (b) que
(~y' Fu P+ y Fu F %) pui(2) = 0,

ou seja

(ijF_l - ij)F_lyigozi(z) = 0.
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Logo
(Foi — Fij)%y"sozi(Z) = 0.
Dai
(Foi — FFy)y'0.i(z) = 0.
Observe que v = (v') € T,R" é tangente a I se, e somente se, ¢,:(z)v" = 0. Assim
¢.:(2)y" # 0, portanto
F, — FF, =0. (3.7)

A métrica de Funk F' numa bola unitaria B™ C R"™ é dada por:

_ VP — =Pyl + (2, 9)° + (2,9)

F 3.8
De fato, temos que (r + 4,2+ %) = 1,
entao
1
2490, Ly 4 — =1
of? + 200, L)+ lol? = 1.
logo

2 1
‘33’2 + F<x>y> + ﬁ’y‘z = 17

de onde segue que
Fla|* +2F(z,y) + |[y[* = F* = 0.
Dai

F* (|| — 1) + 2F(z,y) + [y[> = 0,

usando Bhaskara, obtemos

—2(z,y) £ 4z, y)? — 4Jy[*(|2[* - 1)
2(|lz[* = 1) ’

F =

que ¢é equivalente a

/(@ y)? + [yl — [2[y* — (z,y)

F =
2> =1
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Portanto

—V{@,9)? + Yl — |=Plyl” + (z,9)

F =
' 1— |zf?

Vi y)? + Iyl — 2Pyl + (2 y)

F =
’ 1— |zf?

, para|z| < 1.

logo obtemos,
o par de métricas de Funk F. na bola unitaria B" C R" as quais sao métricas
projetivas Riemanniana completas com curvatura constante igual a —1, definida da

seguinte forma

_ VP = (2Plyl? = (=, 9)?) + (@, y)

F :

yeT,B"=R" (3.9)
O lema abaixo nos permitira calcular a curvatura constante K, das métricas projetivas.

Lema 3.2. Se um espaco de Finsler é projetivamente flat, ou G* = Py’, entdo ele é
de curvatura escalar, e
1

K = %(Pxiyi - P?). (3.10)

Uma prova para este lema serd dada por [5].
Vamos mostrar que a métrica de Funk F' é projetiva, isto é satisfaz a equagao (3.1).
De fato, por definicao a métrica de Funk F' num dominio fortemente convexo 2 C R”,
implica que

F,, = FF,,. (3.11)
Diferenciando (3.11) em relagao a ' e aplicando 37, obtemos
ijylyj = (Fij)ylyj = (Fylej + Fijyl)yj = FFyl = F,.

Portanto F,y’ = Fju, com [ =1,...,n.

Logo, F' é pontualmente projetivamente flat. Assim as geodésicas de F' sao linhas retas
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em B" CR" com G'=Py' e P = Fgﬁ/], aplicando 3/ em (3.11) temos

ijyj:Fijyj:FQa

dai
=F
F )
logo
F o Fhy
— =L =P
2 2F
Portanto
F
P = 3 (3.12)

é o fator projetivo da métrica de Funk F. Logo os coeficientes geodésicos do spray de
I sao dados por

G' = %F(y)yi. (3.13)
As métricas de Funk F sdo de curvatura constante —1/4.

F
De fato, substituindo P = 5 em (3.10) obtemos

1 F . F

K = —ﬁ[(g)xiyz—(gﬂ

1.1 2

Portanto

K=—-. (3.14)
Temos ainda a métrica de Klein Fi que é justamente a métrica de Hilbert

1
Fy = §(F_ + F) na bola B" C R",
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a qual é uma métrica projetiva Riemanniana completa com curvatura constante igual

a —1, definida da seguinte forma

yl* = (=Plyl* = (=, 9)?) S
Fr(y) == v P , yeTl,B"=R" (3.15)

Vamos agora mostrar que a métrica de Klein F}, é projetiva, isto é satisfaz a equacao
(3.1).
De fato, Iy = %(F_ + F), como F_ e F, sao métricas de Funk, logo vale F,; = F'F;,
portanto obtemos

(F)as = (F) (), (3.16)
dai

(F)aayy? = [(F2)y (F2) o + (FL)(F2 )y ly?
como F' é positiva, homogénea de grau 1, logo pela relacao de Euler (1.2), temos
(F)aryy’ = (FU)(FL)y,

por (3.16), obtemos

(F ) = (F ), (3.17)
temos ainda

(F4)es = (F+)(F+)yi,
dai

(F)aiyit’ = [(F)yi (Fy )y + (F)(F)yiily’ = (F) (Fy)yiy

logo de maneira andloga ao anterior, obtemos

(F'4)aiyiy’ = (Fi )i (3.18)

Consequentemente de (3.17) e (3.18) temos

(Fi)aigy’ = (Fir) - (3.19)
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Logo, concluimos que Fly é pontualmente projetivamente flat. Assim as geodésicas de
Fy sdo linhas retas em B™ C R™. Sendo P = L(F_ + F,) = Fy o fator projetivo da

métrica de Hilbert F. Logo os coeficientes geodésicos do spray de Fg sao dados por
i1 i

A métrica de Hilbert Fy tem curvatura constante —1.

(FL + Fy)

De fato, substituindo P = em (3.10) obtemos

(F)ai + (F)ws ; (Fo 4+ Fy)y2
o By (£
72 2 - (5)
171 ;1 2
= gz [pF- EO(F )y + () = 3 (F+ 7]
4 1 1
- [(F 4+ F)?—(F +F)
(F_+F+)2 [2( + +) 4( + +)}
_—
Portanto
K=—1. (3.20)
Vamos agora mostrar que = = —[Fy|?. Pela equagao (3.10) temos
K = — (Pt~ P?)
[P '
Dai
K=—")
[Ful?
logo por (3.20), temos
== —[Ful

Se encontrarmos um spray R-flat, obteremos uma métrica de Finsler F' com curvatura

constante k = 0.
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Teorema 3.1. Seja Q um dominio fortemente convexo em R™ e F uma métrica de

Funk em ). Entao o sequinte spray é R-flat

-9 9
=yl — 2Fy . 21
G=ya Yoy (3.21)

Demonstragao. Tomemos G'(z,y) = Fy' e F,; = F'F,;, dai

(a) 9 = Fuy' = FEuy

oaF

(b) g—g: wY + Foig;

(c)

e 0 i
Y owog — Vigpvy)]

= yj[(Fkuyk + FFykyj)yi + FFykélk]

= YFuFEpy + ¢ FEpruy +y' FFuidy,
= YEiFpy +y FpFy' +y'Fi Fog

= FFuy' + F?6y;

v ex 0 ,0G"
J _ vl i
“ dyI Oy* ¢ [3y’“(0yj )
9 ‘
= Gl (Fyy' + Foy)]

oy*
= Y [ijykyi + ijéz-k + Fykéij]
= ij [ijykyi + ij(sik + Fyk(;ij]
= ijijykyi + ijij(sik + ij Fykéij]

= F?0u +y' FFEp.
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Como

: 0G" - 92GY - 92GY oG 0G7
oxk 0xI QyF oyioyk Oyl Oyk

= 2FFuy' — FEuy' — F26u, + 2F Fpy’ + 2F26, — (Fyy' + Foi) (Fyey’ + Féji)

+2G

= FFpy + F*. +2FFpy — y'y FuFy — y' Fy Foy — FoyEpy’ — F25,,
= FFuy' +2FFuy' —y'FEi — y'FFEx — y'FFy
= 3yY'FFu —3y'FF,

= 0,

portanto R; = 0, daf

Entao a curvatura flag é

gy(Ry(u), u)

K(Py) = 9y (s y) gy (u, w) — gy (y, u)gy(y, w)

=0,

onde u € P C TpM e y € P — {0}, logo F é R-flat, concluimos entdo que G é R-
flat, pois uma métrica tem curvatura constante K = 0, se e somente se, seu spray é

R-flat. O

3.2 Problema Inverso: Determinar a métrica dado

O spray.

Dado um spray G, vamos determinar uma métrica de Finsler F' sobre Q, tal que, G

seja induzido por F.

Lema 3.3. Seja F' uma métrica de Funk sobre dominio fortemente convexo 2 C R" e

G =1y a?ci —2Fy! 821-. Entdo uma métrica de Finsler F sobre Q induz G se, e somente




3.2 Problema Inverso: Determinar a métrica dado o spray. 92

se, F' satisfaz

Ey = (FF)., k=1,..n. (3.22)

yks

Demonstracao. (=-)Supondo que F induz G, isto &, os coeficientes geodésicos de F
sao dados por
G'=F Yy’
Visto que G é pontualmente projetivemante flat, entdao F' também o é.
Pelo Lema (3.1) temos kaylyk = Fi e os coeficientes geodésicos do spray de F' sio da

forma G = Py’, logo

P=F
como
p_k I’“;yk,
2F
obtemos
QPF = kayk,
portanto
QFF = kayk

20FF)y = (Fuy")y
= (Fuyh)y
= kaylyk+ﬁ1xk5kl
= kayzyk—i-ﬁ’xz
_ g

= 2F,.

xT
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Portanto
(FF)yl =F., [=1,..n. (3.23)

(<) Supondo que F é uma métrica de Finsler em § a qual satisfaz (3.23), diferenciando-

a com respeito a y* temos

multiplicando y', obtemos

dai,
Fupy' = (FpF + FEp)y
= [FupF + FuFp + FpFp + FFuuly
= FFEu+FpF
— (PP,
= Fu.
Portanto
Py = P

entao pelo Lema (3.1), F & pontualmente projetivamente flat com G = Py'. Vamos
determinar o fator projetivo P.
Multiplicando ' em

= (FF),

Yy

obtemos
szyl = (Fyzﬁ—l-FFyz)yl
= FF+FF

= 2FF.
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Portanto
_ Fayt

F =
2F

P,

logo G = Fy'. & saber o spray de F' é justamente G, pois

~ 0 0 0

A o A 9
=y 2Gy =y
G Y oz y@yl Y oz

oyt

— 2Fy! (3.24)

[
Se uma métrica de Finsler F induz G sobre um subconjunto aberto de €2, entdo ela é

pontualmente projetivamente flat com curvatura constante K = 0.

Teorema 3.2. Seja F' = F(x,y) wma métrica de Funk num dominio fortemente con-
vero 0 C R™. Para um ponto arbitrdrio a = (a') € 2, defina a fungdo F = F(x,y)

sobre TQ = Q x R™ por

F = F(x,y) + F(z,y) (2" — a*).
F ¢ wma métrica de Finsler pontualmente projetivamente flat com K = 0.

Demonstracao. Por (3.11) temos

F = F(z,y) + FF(z,y) (2" — a*). (3.25)

Devemos mostrar que F induz G. E suficiente provar que F satisfaz (3.22).

De (3.11) temos

Fpe = Fyo+ (EpFy+ FEpp) (2! — a') + FE,by,

= Fp+ FuFu(a' —a') + FEuy(2' — d') + FF

= FFp+ FEuFy(a' —a') 4+ FFu(z' —a') + FFp

= 2FF, + FExF,(2' —a') + F(FF),(z' — a')

= 2FF, + FEuF,i(z' —a') + F(FiFp + FFp,) (2" — a')

= 2FF, + 2FF Fu(z' —a') + F?Fyie (2 — ab).
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Portanto

Fp = 2FFy + 2FFp Fyi(a' — a') + F2Fi (2’ — a'). (3.26)

Por outro lado, temos

p = [F(F—FFFyi(CEi—ai))}yk

= [F?+ F°F,(s' — ai))}yk
. : : . oxt
= ZFFyk -+ 21f7FylcFyi(SL’z — al) -+ F2Fyiyk (xl — a‘) + Fszia—xk
Y
= 2FF +2FFF,(2' — a') + F*Fyi(z' — d').

Portanto

(FF) = 2FFp + 2FFFi(a' — a') + F*F i (2' — o) (3.27)

Concluimos entao de (3.26) e (3.27) que F induz G e pelo Lema 3.3 que F' é pontual-
mente projetivamente flat, pelo Teorema 3.1 concluimos que K = 0. O que conclui a

prova. ]



Conclusao

Vimos que para se obter informacoes sobre duas métricas, tendo mesmas geodésicas,
impomos a condicao de estas serem de Einstein e usamos as relacoes entre seus sprays.
O estudo da Geometria de Finsler é bastante trabalhoso devido as contas serem mais
dificeis, por exemplo as componentes da métrica dependem do ponto e de uma direcao
escolhida, aumentando assim as contas. O estudo de uma geometria mais geral que

Riemanniana serve para um melhor entendimento da prépria geometria Riemanniana.
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