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RESUMO

Um nimero crescente de trabalhos tedricos e experimentais tem investigado variados
aspectos da formacao de padrdes de interface em fluidos confinados na célula de Hele-Shaw
girante. Entretanto, apenas uma pequena parte desses trabalhos considera a influéncia da forca
de Coriolis. Estudos que incluem o efeito da forca de Coriolis estdo em sua maioria restritos
ao limite de alto contraste de viscosidade (fluido viscoso em contato com fluido de viscosidade
desprezivel), restringindo-se a aspectos puramente lineares (estudo analitico), ou a estdgios
extremante avangados da dindmica (por meio de complicadas simulagdes numéricas). Neste
trabalho, abordamos o problema analiticamente, através de uma teoria de modos acoplados.
Usamos uma lei de Darcy modificada, onde o efeito Coriolis € introduzido em sua forma ex-
ata na equacgdo de Navier-Stokes. Sem impor nenhuma restri¢do ao contraste de viscosidade
A (diferenca de viscosidade adimensional), vamos além do estdgio puramente linear, e exam-
inamos a acdo de efeitos ndo-lineares na formacdo dos padrdes de interface. Os resultados
indicam que quando o efeito Coriolis é levado em conta, surge uma interessante relacdo entre
o nimero de Reynolds Re e o contraste de viscosidade A. Tal inter-relagdo proporciona im-
portantes mudancas na estabilidade e nas caracteristicas morfoldgicas dos padrdes formados.
Finalmente, comparamos nossa abordagem de modos acoplados com outros modelos tedricos

J& propostos na literatura.

Palavras-chave: Formacdo de padrdes, for¢ca de Coriolis, célula de Hele-Shaw girante.
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ABSTRACT

A growing number of experimental and theoretical works has been addressing various
aspects of the viscous fingering formation in rotating Hele-Shaw cells. However, only a few of
them consider the influence of Coriolis forces. The studies including Coriolis effects are mostly
restricted to the high viscosity contrast limit, and rely either on purely linear stability analyses
or intensive numerical simulations. We approach the problem analytically, and use a modified
Darcy’s law including the exact form of the Coriolis effects to execute a mode-coupling analysis
of the system. By imposing no restrictions on the viscosity contrast A (dimensionless viscosity
difference) we go beyond linear stages, and examine the onset of nonlinearities. Our results
indicate that when Coriolis effects are taken into account, an interesting interplay between
the Reynolds number Re and A arises. This leads to important changes in the stability and
morphological features of the emerging interfacial patterns. We contrast our mode coupling

approach with previous theoretical models proposed in the literature.

Keywords: Pattern formation, Coriolis force, rotating Hele-Shaw cell.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 O PROBLEMA DE SAFFMAN-TAYLOR

Naio € dificil saber por que a natureza promove curiosidade e fascinio em cientistas e leigos.
Com grande exuberancia em suas formas e cores, 0 mundo natural gera ricos padroes geométri-
cos de extrema complexidade e de grande importancia em aplicagdes tecnoldgicas [1, 2, 3]. No
nivel prético, existem diversas aplica¢des que vao da extracdo de petréleo em pocos, ao cresci-
mento de superficies e agregacao de particulas coloidais. Neste contexto, focalizaremos 0 nosso
estudo num problema muito peculiar da hidrodindmica: o problema de Saffman-Taylor.

A anadlise do fluxo de um fluido viscoso em trés dimensoes € bastante dificil, e em muitos
casos, impossivel de se tratar analiticamente. O movimento de um fluido viscoso € extrema-
mente complexo e uma visao precisa do que ocorre em seu interior € ainda um tanto obscura.
Entretanto, pouco antes da virada do século XX o engenheiro naval inglés Henry S. Hele-Shaw
criou uma maneira de simplificar o fluxo tridimensional, confinando o fluido em uma fina ca-
mada, a chamada célula de Hele-Shaw [4, 5]. A célula de Hele-Shaw consiste de duas placas
de vidro planas e paralelas, separadas por um espago estreito entre elas, permitindo que o flu-
ido escoe no seu interior (veja Fig 1.1(a)). Hele-Shaw estava interessado em estudar o fluxo
de dgua ao redor do casco de navios, e através de seu dispositivo foi possivel abordar mais
quantitativamente tal problema de mecanica de fluidos.

Até a metade do século passado, o dispositivo era meramente usado como uma forma con-
veniente de observar o fluxo de um fluido confinado espacialmente. Foi entdo que, por volta
de 1956, Sir Geoffrey Taylor, renomado fisico britanico por seus trabalhos em dinidmica de
fluidos, e Philip G. Saffman, da Universidade de Cambridge, reconheceram que a célula de
Hele-Shaw poderia ser usada para modelar um importante problema de fluxo na inddstria de
extragdo de petréleo. E comum em regides petroliferas o 6leo ficar preso em materiais porosos,
impedindo o bombeamento direto do 6leo para fora, como ¢ feito normalmente em um poco de
petréleo. Uma solugdo é bombear d4gua no meio poroso para forcar o 6leo a formar um pogo,
para entdo, recuperar o petréleo bombeando-o diretamente. Em pouco tempo descobriram

que esta solu¢do podia ser um pouco frustrante quando a dgua se propagava de maneira nio-
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trivial, deixando grande quantidade de petrdleo para tras. Este problema tornava a recuperagao
do petrdleo bastante ineficiente. Saffman e Taylor visualizaram o problema de uma maneira
mais geral, perguntando-se como dois fluidos se comportariam quando um deles (como a dgua)
com baixa viscosidade “empurra” outro de viscosidade elevada (como 6leo). Em sua anélise,
Saffman e Taylor encontraram que a interface entre os fluidos pode se tornar instavel, formando

os chamados dedos viscosos (veja Fig 1.1(b)).

Menos viscoso

G
2

(b)

Figura 1.1 Diagrama esquematico da célula de Hele-Shaw em (a) e da instabilidade de Saffman-Taylor
em (b).

Os primeiros experimentos realizados por Saffman e Taylor em 1958 foram realizados numa
célula de Hele-Shaw muito estreita, assemelhando-se a um canal (ver Figs. 1.2), preenchida de
um lado com o fluido de baixa viscosidade e do outro lado com o fluido de viscosidade muito
mais elevada. Quando o fluido menos viscoso era lentamente for¢cado contra o fluido mais
viscoso, a interface ndo perturbada (linha reta) entre eles se movia lentamente e permanecia
inalterada. Entretanto, quando a velocidade da interface excedia um certo valor critico, a in-
terface tornava-se instdvel, quebrando-se em forma de “dedos” que se tornavam cada vez mais
acentuados com o tempo. A interface logo se assemelha a uma luva: dedos do fluido menos
viscoso invadindo o fluido mais viscoso. A instabilidade da interface e o crescimento dos de-
dos se originam da diferenca entre as viscosidades dos dois fluidos, que neste experimento era
maxima. Por outro lado, a tensdo superficial se opde a instabilidade, pois tenta reduzir a drea da
superficie entre os fluidos. Mesmo assim, os dedos serdo formados se a interface propagar-se
répida o suficiente. Exemplos tipicos de dedos sdo mostrados nas Figs. 1.2 .

Saffman e Taylor também verificaram a aparéncia dos dedos formados em canal estreito

vertical sob a acdo da gravidade. Usando o ar como o fluido menos viscoso e glicerina como
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0 mais viscoso, eles injetaram ar no topo da célula contra a glicerina que estava em baixo na
célula. A velocidade da interface entre o ar e a glicerina era suficiente para a superficie entre
os fluidos se tornasse instavel, gerando “dedos viscosos” de ar que penetravam na glicerina.
Surpreendentemente, apenas um dedo dominava a dindmica, enquanto os outros eram deixados
para tras, definindo um estado estaciondrio para o problema. Nao menos surpreendente, tam-
bém verificou-se que a largura do dedo dominante eventualmente era a metade da largura do

estreito canal.

(a) (b) (c)

Figura 1.2 A elevada diferenca de viscosidade entre os fluidos e a largura estreita do canal fazem com
que apenas trés dedos compitam entre si, até que um sé exista. Partes (a), (b) e (c) representam tempos
sucessivos do mesmo experimento.

Quando a natureza instdvel da interface foi finalmente verificada por Saffman e Taylor, o
fluxo na célula de Hele-Shaw tornou-se popular e atraiu muita aten¢do de pesquisadores para
este novo problema. Analisando grande variedade de fluidos, estudiosos descobriram que a in-
terface instdvel dd origem a vdrias formas surpreendentes. Atualmente a célula de Hele-Shaw é
vista como um dispositivo elegante para estudar formagdo de padrdes na interface, como a ger-
ada pela instabilidade de Saffman-Taylor. Experimentos e teoria focalizaram majoritariamente
em dois tipos basicos de geometria da célula de Hele-Shaw: a retangular [6] e a radial [7].
Outras geometrias também foram analisadas recentemente como as células esférica, cilindrica
e cOnica por Miranda e colaboradores [8, 9, 10, 11, 12].

Atualmente, a célula de Hele-Shaw retangular € usada com larguras maiores do que aque-
las usadas por Saffman-Taylor, e fluido menos viscoso € injetado contra o mais viscoso. A
evolucdo inicial da interface na célula retangular segue as predi¢des tedricas da estabilidade
linear [6, 13, 14]. Por outro lado, quando surgem as primeiras deformagdes na superficie entre
os fluidos, os modos instaveis crescem e se tornam acoplados no regime fracamente nao-linear
da evolucao temporal. E finalmente, quando o sistema se encontra em estdgios mais avangados
e complicados da dindmica, caracterizado pela estrutura de dedos, os efeitos ndo-lineares sdao

dominantes. Na instabilidade de Saffman-Taylor, inicialmente ocorre a formacao na interface
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Figura 1.3 Trés momentos da evolugdo tipica da interface entre ar (em branco) e 6leo (em cinza) na
célula de Hele-Shaw retangular. Simulagd@o proporcionada por E. Pauné, M Siegel e J. Casademunt

de uma pequena ondulagdo, provocando um aumento do gradiente de pressdo e da velocidade
local na interface. Como a velocidade de um ponto na interface € proporcional ao gradiente
de pressdo local (veremos isso mais adiante), os dedos dominantes (‘“fastest growing mode”)
crescem mais rapido do que os outros, suprimindo o crescimento dos dedos menores na sua
vizinhanca, dando origem a uma competicdo entre eles. Por outro lado, o efeito da tensdo su-
perficial tende a reduzir a pressdo nas regides muito curvadas da interface, e entdo os dedos
menores e mais finos sdo forcados para trds. O resultado € a formacdo de estrutura de dedos
como mostrados nas Fig. 1.3. Entretanto, quando a diferenca entre as viscosidades dos fluidos
¢ maxima e a célula de Hele-Shaw muito estreita (canal fino), a competicao entre os dedos vis-
cosos gera a estrutura de apenas um dedo, chegando, entdo, ao estdgio estaciondrio da dindmica
(Fig. 1.2).

1.2 EQUACOES BASICAS

O objetivo principal desta secdo € apresentar a lei de Darcy e discutir as condi¢bes de
contorno usuais para a célula de Hele-Shaw. A lei de Darcy € a peca principal desta dissertacao,
e estaremos mais tarde introduzindo importantes modifica¢des nesta lei, obtendo assim uma lei
de Darcy generalizada. Portanto, para nossa andlise fracamente ndo-linear, a lei de Darcy
sempre € o principal ponto de partida.

Em 1856, Henry Darcy investigou o fluxo de dgua em filtros de areia verticais e homogé-
neos usados para filtrar a 4gua nas fontes publicas da cidade de Dijon, Franca [15]. A lei de
Darcy foi primeiro apresentada como uma relagdo empirica baseada nos experimentos de fluxos

estdveis em coluna vertical de areia. Foi descoberto empiricamente que a velocidade do fluxo
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era proporcional aos gradientes de pressdo aos quais o fluido estava submetido. A versao efe-
tivamente bidimensional do problema original de Darcy parece ser particularmente acessivel e
pode ser estudada experimentalmente usando a célula de Hele-Shaw. Curiosamente, a célula
de Hele-Shaw tem um comportamento que pode ser descrito pelo mesmo conjunto de equagdes

que descrevem o fluxo bidimensional no meio poroso [13, 14].

1.2.1 A lei de Darcy

Considere o movimento de dois fluidos imisciveis no espaco estreito b na célula de Hele-
Shaw retangular, como mostrado na Fig 1.4. Vamos assumir que b € o menor comprimento
existente e, portanto, o sistema pode ser considerado efetivamente bidimensional. A pressao é
aplicada nas extremidades, empurrando o fluido 1 (menos viscoso) no fluido 2 (mais viscoso).

A célula tem uma largura L e o fluxo efetivamente bidimensional acontece no plano x — y.

Z

y Fluido 2

Fluido 1

Figura 1.4 Representacio esquemadtica da interface fluido-fluido na célula de Hele-Shaw horizontal.
A conservacao de massa dos fluidos € expressa pela equacao da continuidade [17]

8 .
ait’+V-(p,-uj):0, (1.1)

onde u; denota a velocidade tridimensional e p; a densidade para os fluidos j = 1,2. Vamos
considerar que fluidos sdo incompressiveis, ou seja, p; ndo varia na posi¢do nem no tempo.

Neste caso, a equagdo da continuidade implica em
V.u;=0. (1.2)

O movimento dos dois fluidos e também da interface entre eles € descrito pela equacgdo de

Navier-Stokes [16, 17], que nada mais € do que a segunda lei de Newton aplicada aos fluidos.
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Se representarmos du ;/dt como a aceleragio de um elemento de fluido que se move no espago,
a lei de Newton torna-se
du;
J_
ij—fpj—Fij, (1.3)
onde f,; e f,; representam respectivamente as forcas provenientes da pressdo hidrodinamica
e estresses viscosos normalizadas pela unidade de volume. A forca que atua em um dado

elemento de superficie ds, exercida pela pressdo pj, € dada por p;n ds. Desta forma, a forca

total proveniente da pressao hidrodindmica é [16]

—/pjﬁds:—/ijdv, (1.4)
S Vv

onde usamos o teorema da divergéncia para uma funcdo escalar (o sinal negativo surge por
conta de # apontar para fora de S). Temos, assim, que a contribui¢do da pressdo, normal-
izada pela unidade de volume, que atua no fluido € f,, = —Vp;. Por outro lado, as forgas
viscosas sdo conseqiiéncia de uma "fric¢do interna"devida a resisténcia a deformagdo do flu-
ido em movimento. Tal for¢a depende do tensor de estresses viscosos T j, sendo dada por
f,, = V.T; [16, 17]. Os estresses viscosos estdo relacionados com a velocidade do fluido

através da relacdo constitutiva, que para fluidos incompressiveis € [17]
T;=mn;[Vu;+(Vu,)"], (1.5)

onde 1; representa a viscosidade do fluido j = 1,2. Reescrevendo a aceleragio na Eq. (1.3) e

calculando o divergente da Eq. (1.5), obtemos

du;
Pj {a—t] + (“j'V)uJ} ==V



1.2 EQUACOES BASICAS 7

para fluxos em que os valores para a velocidade do fluxo sejam pequenos, os termos inerciais
[du;/dt + (u;-V)u;] podem ser desprezados. Para este fluxo, como o fluido ¢ incompressivel
€ 0 espago entre as placas € muito pequeno, assumimos que na Eq. (1.6), u; varia mais intensa-
mente com z do que x e y, considerando ainda que a pressao € aproximadamente constante na
direcdo 2. Sob estas condi¢des, obtemos a equacdo de Navier-Stokes para as componentes da

velocidade u jy € ujy:

82qu apj
T2 = o (17
) 92 d
dTuy  opj
771 azz - ay 9 (18)

onde uj, = 0, pois p; € independente de z.

Para resolvermos as Egs. (1.7) e (1.8), assumimos a condicao de nao deslizamento do flu-
ido nas paredes das placas (“no-slip boundary condition”), ou seja, o liquido fica “preso” nas
paredes solidas e entdo a velocidade se anula nas placas: u; =0em z=0e z=b. Entlo, a

solugdo para as Eqgs. (1.7) e (1.8) pode ser escrita numa forma mais compacta

1
n;u;(x,y,2) =§Z(Z—b)VPj(x,y)- (1.9)

Como agora a velocidade é quadratica em z, o perfil de velocidade € denominado “parabdlico”.

Calculando a média transversal da Eq. (1.9) com relacdo a coordenada z, definida por

1 rb
Vi) =5 [ wenad (110)

obtemos a equacdo para velocidade média (efetivamente bidimensional) dos fluidos

b2

Yi= T,

Vpj, (1.11)
a chamada lei de Darcy. Note que v; = v;(x,y) e p; = p;j(x,y) sdo respectivamente as médias
da velocidade e da pressao com relacdo a z.

Nesta dissertagdo, vamos apenas considerar fluxos irrotacionais, ou seja, o0 movimento dos
fluidos estdo totalmente livres da vorticidade. Entretanto, em dindmica de fluidos um fluxo pode
ser considerado irrotacional, mas ainda apresentar pequena vorticidade ndo nula em regides
finitas e localizadas. O dominio rotacional é de baixa dimensionalidade e muitas vezes restrito

apenas a uma “folha de vorticidade” (ou, “vortex-sheet”). Para o fluxo na célula de Hele-Shaw,
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a regido de vorticidade nao nula surge da descontinuidade da velocidade tangencial entre os
fluidos, existindo apenas na fina interface entre os fluidos. Veremos mais adiante (capitulo 3)
que este € o ponto de partida para o método “vortex-sheet”. Portanto, como aqui nosso fluxo é

irrotacional, temos que

Vxvj=0. (1.12)

Podemos agora escrever a velocidade como o gradiente de um potencial escalar, dado por
v, =-Vo¢,, (1.13)

onde ¢; representa o potencial de velocidade para cada fluido.
Substituindo a equacao (1.13) na (1.11) e integrando, obtemos a lei de Darcy para os poten-
ciais de velocidade 2
¢j:Tij~ (1.14)
Usando ainda a condicdo de incompressibilidade para os dois fluidos dada pela Eq. (1.2), con-

cluimos que o potencial de velocidade satisfaz a equagdo de Laplace
V2¢; =0. (1.15)

A primeira vista, solucionar a equacio de Laplace (1.15) parece ser muito simples. Entretanto,
este ndo € bem o caso para o problema em questdo. A dificuldade de resolver a equacdo de
Laplace esta na existéncia de uma interface que se move com o tempo, e envolve uma forma
funcional desconhecida. Este é o chamado “free boundary problem” que, em geral, ndo é
possivel resolver analiticamente para uma forma fechada. O problema € especificado por duas
condic¢des de contorno na interface, e serd o tema da proxima se¢ao.

Podemos agora usar a lei de Darcy (1.11) para melhor compreender a origem fisica da insta-
bilidade de Saffman-Taylor. Para simplificar a discussdo vamos nos concentrar na situacdo em
que a diferenca de viscosidade entre os dois fluidos é muito grande (1, > 1n1). Ao injetarmos o
fluido 1 (menos viscoso) no fluido 2 (mais viscoso) a interface torna-se instdvel. Porém, se in-
vertermos o sentido do fluxo, ou seja, se injetarmos o fluido mais viscoso contra o fluido menos
viscoso, obteremos uma situagdo estdvel para a instabilidade de Saffman-Taylor. A primeira
vista, tal situacdo pode causar um certo espanto, visto que a Unica diferenca entre estes dois

casos descritos € o sentido do fluxo. Analisando de maneira cuidadosa a lei de Darcy (1.11) e
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lembrando que os fluidos sdo incompressiveis, podemos concluir que o campo de pressdo tam-
bém obedece a equacdo de Laplace. Desta forma, o fluxo da origem a um gradiente de pressao
intenso no fluido mais viscoso (fluido 2), enquanto que o gradiente de pressao no fluido menos
viscoso (fluido 1) € muito menos intenso. Na verdade, o campo de pressdao no fluido menos
viscoso pode ser considerado como aproximadamente constante (note que na Eq. (1.11) Vp; é
proporcional a 17;). Conseqiientemente, quando o fluido mais viscoso desloca 0 menos viscoso,
uma dada perturbacio na interface tende a aumentar (ja que no fluido mais viscoso o gradiente
de pressdo aumenta), levando a instabilidade da interface. Por outro lado, quando o fluido mais
viscoso empurra o fluido menos viscoso, a perturbagcdo encontra uma espécie de “barreira” que
se opde a instabilidade. Tal oposi¢do a instabilidade € provocada pela auséncia de um gradi-
ente de pressdo (pressdo constante) no fluido menos viscoso, resultando assim numa situacio

estavel para o problema de Saffman-Taylor.

1.2.2 Condicoes de contorno na interface

Para completar a descricdo da lei de Darcy, € necessdrio obter as condi¢cdes de contorno na

interface entre dois fluidos imisciveis [19, 20]:
(i) A condi¢do de contorno para diferenca de pressao.

A descontinuidade da pressdo hidrodindmica entre dois fluidos imisciveis € provocada pela
tensdo superficial entre os fluidos e pela forma nao-trivial da interface. A tensdo superficial
reflete as forcas microscopicas entre os atomos € moléculas na interface [18]. No equilibrio, a
pressdo no sistema € uniforme, mas a existéncia de gradientes de pressdo indica que o sistema
ndo estd em equilibrio. Deste modo, para o avango da interface deve existir uma diferenca de
pressdo entre os fluidos. Esta diferenca de pressao na interface é devido a tensdo superficial ¢

e a curvatura da superficie entre os fluidos «x:

(p1—p2) = 0ok (1.16)
A Eq. (1.16) expressa a condic@o de contorno para pressao na interface fluido-fluido.

(i) A condic¢do de contorno cinemética

O movimento da interface € acoplado com o movimento dos fluidos como um todo. Este
acoplamento € expresso pelo fato de que a derivada temporal da posicao da interface € equi-

valente as velocidades dos fluidos na interface, definindo assim a condi¢do de contorno ci-
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nemdtica. Ou seja, a condicdo cinemdtica nada mais é do que a continuidade da componente

normal da velocidade através da interface
ﬁ'Vlzﬁ'Vz, (1.17)
onde v; € dado pela Lei de Darcy Eq. (1.11) e i denota o vetor normal unitdrio a interface.

1.3 A GEOMETRIA RADIAL

A célula de Hele-Shaw radial é um dispositivo formado por duas placas planas e paralelas
com um espacamento b entre elas, mas diferentemente da célula retangular que se injeta o
fluido na direcdo das placas, na célula radial o fluido € injetado por um pequeno orificio na
placa de cima como mostrado na Fig. 1.5. Desta forma, o fluido 1 menos viscoso € introduzido
no centro da célula, que foi previamente preenchida com o fluido 2 mais viscoso. Tal inje¢ao é
realizada a uma taxa constante Q (unidade de area por tempo) [7]. Inicialmente, a interface é
circular, mas quando a “bolha” se desenvolve, a interface comeca a ficar ondulada e os “dedos
viscosos” crescem. Enquanto o tamanho da interface inicialmente circular aumenta, os dedos
viscosos se espalham e suas extremidades ficam mais rombudas, assemelhando-se a forma de
um‘‘ventilador”. Posteriormente, os dedos comecam a se dividir na ponta, de tal forma que os
dedos maiores “inibem” os menores e o padrdo se desenvolve assimetricamente, gerando uma

competicdo entre os dedos de comprimentos diferentes (veja Fig. 1.6).
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tece quando um dedo se divide em dois e continua este processo em regimes nao-lineares da
dindmica. Ja na competi¢cdo, como visto anteriormente, ocorre uma variabilidade do compri-
mento dos dedos com o tempo, iniciando-se uma “disputa” entre eles. Em contraste ao que
acontece na célula retangular (em que apenas existe a competi¢dao), na geometria radial os de-
dos competem e bifurcam, sendo a instabilidade ainda provocada pela diferen¢a de viscosidade.
Vale a pena salientar que a diferenca entre a célula retangular e a célula radial é primordial-
mente de natureza geométrica (propriedades de simetria do fluxo), o que € suficiente para o
surgimento de novos efeitos na formacgdo de padrdes de dedos viscosos: (i) a interface € sempre
assimétrica por conta da distin¢d@o entre a drea de dentro (fluido 1 interno a interface) e de fora
(fluido 2 externo a interface ), (ii) o fluxo radial apresenta multiplos estdgios de instabilidade
que nunca alcancam regimes estaciondrios. Fica facil perceber que uma simples variagdao do
problema retangular acarretou em novos e importantes efeitos nao-lineares na célula radial. E
ao contrdrio das expectativas, os padroes sao notadamente distintos apesar de terem a mesma

origem: a diferencga de viscosidade.

Figura 1.6 Série temporal e estagio final do padrio tipico de dedos formados na célula de Hele-Shaw
radial. O fluido menos viscoso € injetado contra o fluido mais viscoso, de um pequeno orificio no centro
da célula, na dire¢do perpendicular ao plano da pégina.

1.4 FORGAS NO REFERENCIAL NAO-INERCIAL

Uma modificacdo bastante peculiar da célula de Hele-Shaw radial € obtida se, ao invés de

injetarmos o fluido menos viscoso no mais viscoso através de um orificio, girarmos a célula
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com velocidade constante { em torno do seu eixo axial e perpendicular as placas: a chamada
célula de Hele-Shaw girante [19, 20, 21, 22]. Neste novo dispositivo os fluidos experimentaram
as forgas inerciais que surgem no referencial girante, provocando, deste modo, deslocamentos
nos fluidos. Por exemplo, os fluidos sofrerdo a influéncia da forca centrifuga que serd mais
intensa para os fluidos de densidades mais elevadas. Portanto, colocamos no centro da célula
girante o fluido mais denso que estard cercado por um fluido menos denso. Ao girar a célula,
o fluido de maior densidade “empurra” o de menor densidade deformando a interface entre
eles. E importante salientar que o sistema agora é regido pela diferenca de densidade entre
os fluidos, uma mudanca fundamental nos sistemas radiais anteriores vistos na se¢do 1.3, em
que os padrdes se formavam apenas pela diferenca de viscosidade. Neste sentido, a célula
de Hele-Shaw girante pode ser vista como o andlogo radial para a célula retangular quando
a instabilidade é provocada pela gravidade (o fluido mais denso € colocado no topo da célula
retangular), com uma importante diferenca: agora temos uma “gravidade varidvel” na direcao
radial, ajustada pela velocidade angular Q.

Para sabermos o que acontece na célula de Hele-Shaw girante, temos que entender bem o
papel das forgas inerciais que aparecem neste referencial. A relacdo entre qualquer vetor, LL
que varia no tempo em um sistema de coordenadas fixo (f), € um sistema (g) que gira com

velocidade angular constante Q é [17, 23]

dL dL

Em particular, podemos aplicar a Eq. (1.18) ao vetor u; (velocidade de cada fluido j = 1,2),

obtendo assim a acelerag@o a dos fluidos no sistema (f):

dllj dllj
—J) =g=(- Q . 1.1
(dt)f a (dt)g+ o (1.19)

Derivando com relacdo ao tempo a Eq. (1.18) para a posicdo, e substituindo recursivamente a

Eq. (1.19), chegamos na expressao para a acelerac@o absoluta,
a=2a,+Qx(Qxr)+2Qx uj, (1.20)

onde, para um observador girante, € composta pela acelera¢ao observada ag; a aceleracdo cen-
trifuga Q x (Q x r) que depende da posigdo; e a aceleracdo de Coriolis 2Q x u; que depende

da velocidade dos fluidos. Portanto, a equacdo de Navier-Stokes (1.6) serd agora modifica pela
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interface € influenciada por estes efeitos. Serd que as propriedades puramente viscosas de cada
fluido sdo ainda determinantes como foram para a célula retangular e a radial? Quais serdo os
mecanismos para o processo de crescimento das perturbacdes na interface entre os fluidos? E
finalmente, como os fluidos serdo afetados pelas forcas centrifuga e de Coriolis? Estas e outras
questdes serdo gradativamente respondidas no decorrer desta dissertacao.

Veremos que a adicao dos novos termos inerciais (1.21) na equagdo de Navier-Stokes (1.6)
trardo modificacdes muito mais complexas na lei de Darcy (1.11), principalmente quando o
efeito Coriolis for levado em conta. E neste caso, ndo poderemos mais escrever a lei de Darcy
em termos de um potencial de velocidade, como mostrado na Eq. (1.14), mas sim, em termos
de um potencial de pressdo reduzida. A lei de Darcy (1.11) modificada pela rotagdo, a diferenca
de pressdo (1.16) e a condi¢@o cinemética (1.17) fornecerdo as ferramentas necessdrias para o
desenvolvimento de nossa investigacao fracamente ndo-linear para a instabilidade de Saffman-

Taylor na célula de Hele-Shaw girante.

1.5 ROTEIRO DA DISSERTACAO

Neste capitulo introdutdrio, discutimos qualitativamente o processo de formacgao de padroes
na célula de Hele-Shaw. Os aspectos gerais da instabilidade de Saffman-Taylor foram apresen-
tados e a lei de Darcy que rege o fluxo na célula retangular foi obtida. Os principais mecanis-
mos de crescimento dos dedos viscosos foram introduzidos: a competi¢do e a bifurcacgdo, e as
diferencas de padrdes formados na célula retangular e na radial foram expostas. Através desta
discussdo percebemos como as viscosidades de cada fluido, assim como a geometria de cada
célula, influenciam os padrdes gerados. Entretanto, quando a célula € colocada para girar, as-
pectos mecanicos fundamentais surgem, introduzindo o efeito das for¢as inerciais no sistema.
Esta é a grande motivacdo do presente trabalho, e nos capitulos restantes, vamos focalizar no
estudo da instabilidade de Saffman-Taylor para a célula de Hele-Shaw girante.

Nosso principal objetivo € fazer uma andlise fracamente ndo-linear para os estigios inter-
medidrios da evolucdo na célula girante, a fim de ganhar um melhor entendimento sobre o
complicado processo dindmico da formagdo de dedos viscosos quando as forgas inerciais estdo
presentes. No capitulo 2, vamos nos concentrar em sistemas girantes em que a for¢ca de Cori-
olis é desprezivel, analisando as contribui¢des provindas do efeito puramente centrifugo. Sera
apresentada uma breve revisao da literatura sobre a célula girante, assim como as nossas prin-
cipais predicdes analiticas para o regime fracamente ndo-linear da dinamica [24]. E por fim,

apresentamos os resultados de Miranda e Alvarez-Lacalle [25] que testaram numericamente
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nossas previsoes tedricas apresentadas na Ref. [24].

Apd6s entendermos como a forga centrifuga atua na formagdo dos padrdes na célula gi-
rante, estaremos prontos para atacar sistemas em que a forca de Coriolis nao é desprezivel.
Portanto, no capitulo 3, apresentaremos um estudo detalhado sobre a influéncia da forca de
Coriolis na dinamica dos dedos viscosos, fazendo ainda comparacdes com os resultados obti-
dos previamente quando a for¢a de Coriolis foi negligenciada. Discutiremos nossos resulta-
dos lineares, bem como os fracamente nio-lineares através da equacdo diferencial de modos
acoplados. Além disso, uma comparagdo entre nossas descobertas fracamente nao-lineares, uti-
lizando a abordagem de modos acoplados, com aquelas utilizando o formalismo “vortex-sheet”,
serd feita. Finalmente, um paralelo entre o nosso modelo e o obtido usando a abordagem de
Schwartz [19] serd executado. O cdlculo detalhado da lei de Darcy generalizada, quando o
efeito da forca de Coriolis € significativo, € apresentado no apéndice A desta dissertagao.

O capitulo 4 € destinado para sumariar nossos principais resultados, salientando o seu im-
pacto na literatura atual. As perspectivas para futuras anélises de novas questdes que surgiram,
bem como as que ainda estdo em aberto, também serdo discutidas. O estudo aqui realizado
deu origem a duas publicacdes no Physical Review E [24, 26], e podem ser encontradas nos

apéndices C e D desta dissertagdo.



CAPITULO 2

A CELULA DE HELE-SHAW GIRANTE

2.1 DESCRICAO FiSICA E BREVE REVISAO DA LITERATURA

Para células em repouso, sabemos que quando o fluido de baixa viscosidade € injetado
contra outro de viscosidade mais elevada, a interface entre eles se torna instdvel (Fig.1.1) dando
origem aos chamados "dedos viscosos" [13, 14]. A interface inicialmente ndo perturbada entre
os fluidos pode ser desestabilizada pelos gradientes de pressao (diferenca de viscosidade entre

os fluidos) ou pela gravidade (diferenca de densidade entre os fluidos).

Figura 2.1 Diagrama esquemdtico da célula de Hele-Shaw girante.

Entretanto, estamos interessados em modificagdo bastante interessante deste problema que
¢ obtida ao girarmos a célula de Hele-Shaw com velocidade angular constante € em torno
do seu eixo z, que € perpendicular e coaxial as placas da célula, obtendo a chamada célula
de Hele-Shaw girante [19, 20, 21, 22] (veja Fig. 2.1). No caso da célula girante, dois fluidos
viscosos (de viscosidades 7, com j = 1,2) sdo colocados em um espago estreito b entre dois
discos de vidro, planos e paralelos. O fluido de maior densidade (p1) € colocado no interior
da célula, que ao girar desloca o fluido externo de menor densidade (p>). A interface que
separa os fluidos tem uma tensdo superficial . O deslocamento dos fluidos € agora devido

as forcas centrifugas que deformam a interface inicialmente circular de raio R que separa os

16
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fluidos, resultando na formacgdo de uma grande variedade de padrdes. Vejamos que nesse novo
problema as perturbagdes na interface { ndo sdo mais provocadas pela diferenga de viscosidade
entre os fluidos, mas sim causadas pela diferenca de densidade. Neste capitulo, vamos focalizar
os sistemas em que sdo regidos pelos efeitos puramente centrifugos, no qual a viscosidade
cinemitica (p;/n;) < 1 para os dois fluidos (j = 1,2), ou seja, os efeitos da forga de Coriolis

sdo despreziveis.
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Figura 2.2 Fotos de experimentos da evolugéo

temporal, em segundos, da formacao de padroes
no limite de baixo contraste de viscosidade [22]
na célula de Hele-Shaw girante.

Figura 2.3 Seqiiéncia de fotos para experi-
mento com baixo contraste de viscosidade [22]
na célula de Hele-Shaw girante.

Durante os ultimos anos, houve muito interesse na instabilidade morfolégica da célula de
Hele-Shaw girante, no qual se explorou uma grande variedade de questdes tedricas [19, 20,
21, 22, 27, 28, 29, 30, 31, 32] e experimentais [20, 22, 33, 34]. No que se refere ao estudo
analitico, pesquisadores executaram a andlise da estabilidade linear [19, 20, 24] e fracamente
nao-linear [21, 24]. Outros grupos estudaram as familias particulares de solugdes exatas para
as gotas girantes [27, 28] e anéis de fluido [29]. Além disso, complexas simulacdes numéricas
foram empregadas para examinar o limite de baixo contraste de viscosidade [22], e o caso em
que os fluidos envolvidos sdao misciveis (tensdo superficial desprezivel) [30]. Aforaisso, o com-
portamento do fluxo de gotas de ferrofluido (fluido magnético) em células girantes sujeitas a
campos magnéticos externos, foi estudado pela andlise da estabilidade linear [31] e simulacdes
numéricas [32]. A respeito das investigacdes experimentais, os trabalhos pioneiros de Ortin,
Casademunt, e colaboradores forneceram uma série de resultados muito interessantes na célula

girante, envolvendo altos [20] e baixos [22] contrastes de viscosidade entre os fluidos, e ainda
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o deslocamento radial de um anel de fluido girante, nos regimes estaveis [33] e instdveis [34].
Uma caracteristica comum das Refs. [19, 20, 21, 22, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34] € que os
padrdes da interface obtidos na célula girante sao marcadamente distintos daqueles observados
no problema usual de Saffman-Taylor na geometria radial. Mais especificamente, descobriu-se
que padrdes girantes ndo sdo instaveis com relagcdo a bifurcagcdo dos dedos (veja Fig. 2.2), mas
revelam que os dedos esticam (Fig. 2.3) e podem competir (Figs. 2.2 - 2.5). Neste sentido,
os padrdes girantes sdo certamente mais relacionados com as estruturas obtidas na geometria
retangular (célula em repouso). As experiéncias para o contraste de viscosidade A elevado, no
limite de alta tensdo superficial o [20] e com as placas da célula girante inicialmente secas,
mostraram o desenvolvimento de varios “dedos”, de forma que o fluido central joga para fora
pequenas gotas de fluido, e a partir delas mesmas formam novos dedos ou gotas. Neste sistema
fica evidente uma dinamica de competi¢do entre os dedos que entram no fluido central, exibindo
uma grande variabilidade dos comprimentos dos dedos que estdo entrando no fluido 1, como

mostrado nas Figs. 2.4 e 2.5 .
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Figura 2.4 Seqiiéncias temporais digital- Figura 2.5 Padriao experimental tipico for-
izadas da interface [20]: (a) Rp=81mm, mado no limite de elevada tensdo superficial
b=0.8lmm e Q=60rpm; (b) Rp=83mm, na célula de Hele-Shaw girante. Oleo é o flu-
b=0.5mm e Q=60rpm. ido interno € o ar € o externo [20].

Por outro lado, experiéncias recentes (Figs. 2.2 e 2.3) e simula¢des numéricas (Fig. 2.6)
para o limite de baixo contraste de viscosidade A, valores muito pequenos de o (tipicamente
uma ordem menor da magnitude usada na Ref. [20]) e com as placas da célula girante pré-
molhadas [22], mostram que quase nenhuma competicao entre os dedos € encontrada (veja
Fig. 2.6). Estes resultados da célula girante parecem indicar que, similarmente ao que acon-
tece na geometria retangular em repouso, o contraste de viscosidade também tem um papel
crucial na célula girante. Outra descoberta interessante da Ref. [22], € que, além do contraste

de viscosidade e da tensdo de superficial, o espagcamento b da célula também atua de forma
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Figura 2.6 Simulacdo numérica para evolucio temporal da interface quando A = —0.4 (baixo contraste
de viscosidade) de uma gota inicialmente circular na célula de Hele-Shaw girante [22]. Note a incrivel
semelhanca deste resultado numérico com os padrdes obtidos pelo experimento na Fig. 2.2.

decisiva no regime linear. Isto introduz um terceiro pardmetro relevante ao problema, definido
pela relacdo entre b e raio inicial da gota. Na Ref. [22] o pardmetro de espacamento da célula
¢ introduzido com uma modificacdo da condicdo de Young-Laplace para a descontinuidade da
pressao hidrodindmica. Note ainda a incrivel semelhanca das simulagdes numéricas (Fig. 2.6),
executadas por Alvarez-Lacalle e colaboradores [22] (utilizando o formalismo “vortex-sheet”),
com os padrdes obtidos pelo experimento real mostrado na Fig. 2.2.

Apesar dos resultados da estabilidade linear, das experiéncias, e simulagdes numéricas das
Refs. [20, 22] estarem relacionados a um conjunto de valores especificos para o contraste da
viscosidade e tensdo superficial (A e ¢ muito elevados na Ref. [20], e muito pequenos na
Ref. [22]), ha um forte indicio de que os parametros A, B, e b também serdo importantes na
caracterizacao dos padrdes da morfologia e da dindmica de competicdo entre os dedos na célula
de Hele-Shaw girante. Entretanto, o papel do contraste de viscosidade na formacgao de padroes
da célula girante foi amplamente ignorado nos estudos das Ref. [19, 20, 21, 22], bem como um
estudo analitico sistemético incluindo a influéncia combinada de todos estes parametros (cada
um deles variando em todos os valores possiveis fisicamente) no inicio dos efeitos ndo-lineares.
Tal analise foi recentemente realizada por Gadélha e Miranda [24], e seus principais resultados

serdo discutidos na préxima secao.
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2.2 DINAMICA DA COMPETICAO DOS DEDOS NA CELULA DE HELE-SHAW GIRANTE
2.2.1 A abordagem fracamente nao-linear

Grande parte dos estudos tedricos e experimentais [19, 20, 21, 22] restringiram-se a cer-
tos valores extremos para os parametros de controle (valores excessivamente altos / baixos),
dificultando o entendimento global do sistema. Portanto, vamos apresentar nesta se¢do as
principais descobertas da Ref. [24] sobre a competicao entre os dedos viscosos, abordando
todo o universo de parametros envolvidos no problema, através de uma abordagem de mo-
dos acoplados, examinando importantes caracteristicas morfoldgicas na interface fluido-fluido
para o regime fracamente ndo-linear. O impacto dos estresses viscosos na direcdo normal a
interface foram levados em conta, acarretando numa modificacdo da condi¢do de contorno de
pressdo usual [22]. E finalmente, a evolucdo da interface foi obtida em termos dos pardmetros
(adimensionais) de controle: contraste de viscosidade A, tensdo superficial B e espagamento
entre as placas b.

Para o estudo analitico do sistema, consideramos a célula de Hele-Shaw girante com espaca-
mento b entre as placas de vidro contendo dois fluidos viscosos, imisciveis e incompressiveis
(veja Fig. 2.1). Os efeitos centrifugos do movimento foram induzidos fazendo p; > p», mas
ainda permitindo que o fluido de dentro seja ou mais ou menos viscoso que o fluido de fora.
A interface perturbada é descrita como #(0,t) = R+ £(6,t), onde R é o raio ndo perturbado
inicialmente circular, e {(0,7) representa a perturbacdo na interface. Considerando que os
fluidos sdo irrotacionais, escrevemos a velocidade de cada fluido como o gradiente de um po-
tencial, v; = —V¢;, onde ¢; representa o potencial de velocidade para os fluidos j = 1,2. A
lei de Darcy [6, 13] pode entdo ser reescrita em termos dos potenciais de velocidade como
visto no capitulo 1, mas para obtermos a evolu¢@o temporal da interface fluido-fluido, calcu-
lamos a equagdo de movimento para os dois fluidos propriamente acrescentada da contribuicao

centrifuga [31, 32]

02+ 0 =01\ b?
(50 (5"

onde o parametro adimensional A = (1> —n1)/(N2 + N1) € o contraste de viscosidade, p; re-

1
E(pl —p)Q* P —(p1—p2)|, (2.1

presenta a pressao hidrodinamica, e r denota a distancia radial do eixo de rotacao.

Temos que expressar (¢ + @) e (p; — p2) em termos da amplitude de perturbagdo §(¢) de-

~+o0

a0 Gn(t) exp (inB). Paraisso, utilizamos condi¢do

composta em modos de Fourier £(60,¢) =
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de contorno para pressao na interface, mas desta vez modificada pelo efeito dos estresses entre
os fluidos na dire¢ao normal a interface (equagao de Young-Laplace modificada) [22, 24]

02 92
p1—p2=0Kk—20 m%—nz% , (2.2)

onde o segundo termo do lado direito da Eq. 2.2 tem origem nos gradientes da velocidade na
direcdo normal e ndo sdo nulos na geometria radial. O pardmetro é [§ =1 (6 = 0) se os
estresses normais (ndo) sao considerados] é usado para identificarmos as contribui¢des vindas
deste novo termo na Eq. (2.2) para andlise de modos acoplados.

Prosseguimos adaptando a aproximacao fracamente ndo-linear originalmente desenvolvida
por Miranda e Widom [39, 46] e usando a expansdo de Fourier para o potencial de velocidade
que obedece a equacdo de Laplace [Eq. (1.15)]. A partir dai, os potenciais ¢; sdo expressos
em termos da amplitude de perturbagio (, considerando a condig¢do de contorno cinemadtica
[Eq. (1.17)], que se refere a continuidade da velocidade normal através da interface. Substi-
tuindo estas relagdes, e a condi¢do de contorno para pressao Eq. (2.2) na Eq. (2.1), e calculando

a transformada de Fourier obtemos a equacio adimensional de modos acoplados (para n # 0)

Cn = 2’(”) Cn + Z [F(mn/)Cn’ Cn—n’ + G(”an/)én’ Cn—n’] ) (2.3)
n'#£0
onde
A(n) = % [1—B(n*—1)] (2.4)

denota a taxa de crescimento linear com

J(n) = {1 | glnllnl+A)p7 (2.5)

F(n,n'):)ﬂ{%—B{l—%’Bn'—l—n)] }, (2.6)
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G(n,n') = % A[1—sgn(nn')] —ﬁ
bZ
+ 5? [A[1 — n*sgn(nn) +n"] — |n|[1 +sgn(nn’)] + 3|n|]

(2.7)

representam os termos de acoplamento de segunda-ordem. A fung¢do sgn(nn') pode admitir
os valores +1 ou —1 de acordo com o sinal do argumento. Na Eq. (2.3) comprimentos sdao
adimensionalizados por R, e o tempo por R/U, onde U = [b*R(p; — p2)Q?]/[12(n1 +n2)] é
a velocidade caracteristica. O pardmetro de tensio superficial B = 6 /[R*Q*(p; — p2)] é uma
razdo entre as efeitos de capilaridade e os centrifugos. Note que a Eq. (2.3) estd convenien-
temente escrita em termos de A, B ¢ b, com & indexando os novos termos provenientes dos

estresses normais na interface.

2.2.2 A funcao competicao

A competicdo entre os dedos viscosos € um efeito intrinsecamente ndo-linear, como ja dis-
cutido anteriormente, e conseqiientemente a andlise da estabilidade linear ndo pode ser usada
para descrever tal fendmeno. Portanto, vamos focalizar nossas aten¢des sobre os termos fra-
camente ndo-lineares da Eq. (2.3), visando um ganho analitico no que se refere a dindmica da
competi¢cdo entre os dedos, para que possamos analisar como esta serd afetada pela a¢dao dos
parametros de controle A, B, e b. O estudo completo da estabilidade linear, bem como estagios
fracamente ndo-lineares, podem ser encontrados no apéndice C desta dissertacao [24].

Através da aproximacao de modos acoplados discutida na secdo anterior, a competicao en-
tre os dedos € descrita pela influéncia do modo fundamental n no crescimento de seu modo
sub-hamoénico n/2 [39, 46]. Para simplificar nossa discussdo, reescrevemos a perturbacdo
{(¢) em termos dos modos cosseno e seno, obtendo a equagdo diferencial para os modos sub-

harmonicos, e a partir dai podemos definir a funcao competicao

C(n):%[F (—%,%)er(n/z)c;(g,—gﬂ. 2.8)
Um maior detalhamento sobre a obtencdo da Eq. (2.8) serd apresentada no capitulo 3 e no
apéndice B desta dissertagao.

A fungdo C(n) nos permite acessar a “fisica” da competigao entre os dedos [24, 46]. Basica-

mente, quando C(n) > 0 o crescimento modo sub-harmonico cosseno ¢ favorecido acarretando
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(a) Fluido2 (b) Fluido2

Fluido1 Fluido1 \

Figura 2.7 Ilustracdo esquemdtica do fendmeno da competi¢do entre os dedos: (a) C(n) > 0 e (b)
C(n) <O.

na competi¢do entre os dedos do fluido interno que estdo indo para “fora” [veja Fig. 2.7(a)]. Do
contrdrio, se C(n) < 0 a competicao é maior entre os dedos do fluido externo que tendem a “en-
trar” no interior da célula (desfavorecendo o crescimento do modo cosseno) [veja Fig. 2.7(b)].
Evidentemente, quando C(n) = 0 os dedos ndo competem resultando em padrdes simétricos
para interface (comprimento relativo entre os dedos ndo varia muito).

Para analisar a competi¢do dos dedos, tragcamos na Fig. 2.8 a fun¢do competicdo Eq. (2.8)
em termos do contraste de viscosidade A (variando em todo o universo de valores possiveis
fisicamente, —1 < A < 1) para trés valores diferentes de tensdo superficial B: (a) 2.0 x 10~4
(curva preta), (b) 5.0 x 10~* (curva cinza) e (c