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RESUMO

SCHMIDT, D. Analise Elastoplastica com N&o-Linearidade Geométrica de
Estruturas Através de Elementos Hexaédricos Tri-Lineares com Um Ponto de
Integracdo. 2006. Dissertacdao (Mestrado em Engenharia Civil) — Programa de Pos-
Graduagao em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

As principais motivagdes para este trabalho sdo a formulagdo e aplicacdo de um
algoritmo computacional para analise elastoplastica estdtica de estruturas, incluindo
deslocamentos e rotagdes finitas. Um elemento finito isoparamétrico hexaédrico com
oito nds e um ponto de integragdo ¢ utilizado. Sdo apresentados mecanismos para evitar
os modos espurios assim como travamento volumétrico e de cisalhamento. E empregada
uma formulag@o co-rotacional para tratar da ndo-linearidade geométrica, enquanto que
um algoritmo explicito (baseado no método de Euler) ¢ implementado para a analise
elastoplastica. Os critérios de escoamento aplicados incluem tanto o modelo de Mohr-
Coulomb como o de von Mises com encruamento isotropico. Sdo apresentados
exemplos numéricos com comportamento altamente nao-linear para demonstrar a

aplicabilidade da formulacao.



ABSTRACT

SCHMIDT, D. Analise Elastoplastica com N&o-Linearidade Geométrica de
Estruturas Através de Elementos Hexaédricos Tri-Lineares com Um Ponto de
Integracdo. 2006. Dissertacdao (Mestrado em Engenharia Civil) — Programa de Pos-
Graduagao em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre.

The main purposes of this work are the formulation and application of a
computational algorithm for the elastoplastic static analysis of structures, including
finite displacements and rotations. An hexahedrical isoparametric finite element with
eight nodes and one-point quadrature is used. Mechanisms to avoid hourglass modes as
well as volumetric and shear locking are introduced. A corotational formulation is
employed to deal with the geometrically nonlinear analysis, whereas an explicit
algorithm (based in Euler’s scheme) is implemented for the elastoplastic analysis. The
applied constitutive models include the Mohr-Coulomb as well as the von Mises yield
criterion with isotropic hardening. Numerical examples with highly nonlinear behavior

are presented to demonstrate the range of applicability of the formulation.
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1. INTRODUCAO

1.1 GENERALIDADES

Elementos finitos 3D de baixa ordem de integracao tém provado sua robustez e
eficiéncia em muitos problemas da mecanica dos solidos. Entretanto, apresentam
travamento volumétrico (volumetric locking) para materiais incompressiveis, ou
aproximadamente incompressiveis, ¢ travamento de cisalhamento (shear locking) em
estruturas onde o esforco de flexdo ¢ dominante (placas e cascas) caso nenhum
procedimento especial do elemento for implementada para superar esta deficiéncia.

Entre as idéias para eliminar o travamento de cisalhamento pode-se destacar o
uso de integragdo reduzida (IR). Entretanto, os resultados obtidos através destes
elementos podem ser insatisfatérios ou sem significado fisico, quando modos espurios
(hourglass) sao excitados. Estes modos correspondem a deformacgdes nao constantes no
interior do eclemento ¢ s3o conhecidos como instabilidades de malha, modos
cinematicos ou modos de energia nula, os quais conduzem a singularidade da matriz de
rigidez global. Desta forma, o uso de elementos com integracdo reduzida requer um
eficiente esquema de estabilizagao numérica para suprimir tais modos espurios.

Elementos finitos de baixa ordem, com IR e estabilizagdo dos modos espurios
sdo especialmente atrativos devido a sua eficiéncia computacional. A eficiéncia
numérica alcangada por se trabalhar com um ntimero menor de pontos de Gauss ¢, em
particular, notada quando o custo numérico de uma analise por elementos finitos esta
fortemente ligado ao esfor¢o numeérico a nivel de elemento. Este ¢, por exemplo, o caso
quando algoritmos explicitos sdo executados. Também servem de exemplo codigos de
elementos finitos baseados em relagdes constitutivas altamente complexas.

Na andlise nao-linear fisica por elementos finitos ¢ necessario integrar as
relacdes constitutivas para se obter os incrementos de tensdo. Essas relagdes definem
um conjunto de equagdes diferenciais ordindrias e os métodos para integra-las sdo
usualmente classificados como explicitos ou implicitos. Por serem mais diretos de se
implementar, uma vez que utilizam as relagdes constitutivas padrdo e necessitam apenas
a primeira derivada da fungdo de escoamento e potencial pléstico, serd utilizado no
presente trabalho, um procedimento explicito para a integragdo das relagdes

constitutivas.



Tais métodos sdao melhor empregados em conjunto com uma correcao para
restaurar as tensdes para a superficie de escoamento durante o processo de integracao.
Ao contrario dos métodos implicitos, nos métodos explicitos ¢ necessario encontrar o
ponto de escoamento intermediario caso as tensdes passem de um estado elastico para
um estado plastico.

Neste trabalho serd utilizado um elemento finito hexaédrico linear, com 1 ponto
de integracdo com estabilizacdo dos modos esplrios para a analise ndo-linear de
estruturas. No decorrer do trabalho, serdo apresentadas as teorias referentes ao elemento

utilizado e as analises ndo-linear geométrica e fisica.

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Liu et al. (1994) desenvolveu uma formulagao utilizando 4 pontos de integragao
para o hexaedro de 8 nds. Este método ndo requer parametros definidos pelo usudrio ¢ a
matriz B, a qual independe do material, ¢ dada de forma explicita. Para evitar o
travamento de cisalhamento, o vetor de deformacgdes generalizado ¢ desenvolvido em
um sistema co-rotacional e certos termos ndo constantes nas componentes de
deformacgdo de cisalhamento s3o omitidos. O travamento volumétrico ¢ resolvido
fazendo-se com que a parte dilatacional (esférica) da matriz gradiente seja sub-integrada
¢ avaliada apenas no ponto central do elemento (&77,{). Justifica-se o emprego de 4
pontos de integragdao para melhorar a precisdo com relagao aos elementos, que adotam
apenas um ponto de integragdo e para poder capturar frentes plasticas na malha durante
carga e descarga na andlise elastoplastica. Por outro lado, a vantagem computacional ¢
parcialmente perdida. Demonstra-se que estes elementos fornecem bons resultados em
cascas finas fletidas.

Recentemente, Hu e Nagy (1997) propuseram um elemento hexaédrico com um
ponto de integragdo baseado na formulacdo de Liu et al. (1994). Os vetores de
deformacgdes e tensdes sdo primeiramente expandidos em uma série de Taylor no centro
do elemento até termos bi-lineares. Os termos constantes sao usados para computar o
vetor de forcas internas do elemento e os termos lineares e bi-lineares sdo usados para
formar o vetor de forgas de estabilizacdo dos modos espurios. Um tratamento especial ¢
também aplicado para a matriz gradiente (deformagao-deslocamento), removendo-se de
forma seletiva aqueles modos associados com o travamento volumétrico e de

cisalhamento, sem afetar a estabilidade do elemento (mesmo procedimento utilizado por



Liu et al., 1994). Além disso, adotam-se os vetores gradientes uniformes propostos por
Belytschko e Bindeman (1991) ao invés dos avaliados no ponto central do elemento,
garantindo-se desta forma que o elemento resultante passe no patch test, ou seja,
garantindo que a aproximag¢ao no campo dos deslocamentos seja completa.

Conceitos alternativos mais recentes de integracao reduzida para solidos e cascas
sdo propostos por Liu et al. (1998), Puso (2000) e Reese (2005). Na formulagdo de Liu
et al. (1998), o elemento proposto por Liu et al. (1994) ¢ implementado para analise
elastoplastica com grandes deformagdes. Os autores trabalham com 4 pontos de
integragao.

Para a integracdo das relagdes constitutivas no caso de ndo-linearidade fisica,
Sloan (1987) propds um método explicito com subincrementa¢do, para modelos
elastoplasticos convencionais, onde toda a deformacdo dentro da superficie de
escoamento ¢ elastica linear e o endurecimento ¢ descrito por uma unica variavel. Tal
método foi extendido por Sloan et al. (2001) para cobrir os casos de modelos de estado
critico generalizado, os quais apresentam comportamento nao-linear eldstico dentro da
superficie de escoamento. Foram descritos também algoritmos para o calculo da
intersec¢do com a superficie de escoamento e corre¢do das tensdes, que sdo de uso
geral, robustos e eficientes. O algoritmo de integracdo utiliza o método de Euler
modificado para estimar o erro local nas tensdes computadas e controlar a
subincrementac¢do do incremento de deformagdes aplicado. Mostra-se que o método de
Euler modificado ¢é capaz de controlar o erro de integracdo de forma que ndo ultrapasse
os limites aceitaveis. Esta caracteristica ¢ muito atrativa, pois permite que seja
controlada a magnitude do erro de integrag@o das tensdes no processo global de solugao.

Foi mostrado por Duarte Filho e Awruch (2004) que o elemento hexaédrico de 8
noés proposto por Hu e Nagy (1997) tem um bom desempenho para analise de placas e
cascas com nao-linearidade geométrica. Neste trabalho, este elemento ¢ utilizado para
analise elastoplastica de estruturas com ndo-linearidade geométrica. A formulagao
apresentada por Hu e Nagy (1997) foi inicialmente implementada por Duarte Filho
(2002), onde foi aplicada tanto em analise linear como ndo-linear geométrica, estatica e
dinamica de estruturas. Esta formulagdo foi extendida por Andrade (2005) a materiais
compositos. No presente trabalho, a formulagao implementada por Duarte Filho (2002)
¢ adicionado o método proposto por Sloan et al. (2001) extendendo assim as aplicagdes

a problemas com ndo-linearidade fisica.



1.3 OBJETIVOS

Este trabalho tem como ponto de partida um cdédigo de elementos finitos voltado
para a simulacdo de estruturas com ndo-linearidade geométrica. Tal codigo foi
desenvolvido por Duarte Filho (2002) no Centro de Mecanica Aplicada e
Computacional (CEMACOM) da UFRGS e tem sido aprimorado desde entdo.

O principal objetivo deste trabalho € a elaboracdo de rotinas computacionais para
analise ndo-linear, tanto fisica quanto geométrica, de estruturas através do Método dos
Elementos Finitos, utilizando-se elementos hexaédricos com um ponto de integragao.
Utilizando-se o elemento para analise ndo linear geométrica desenvolvido por Duarte
Filho (2002), neste trabalho sdo adicionadas rotinas referentes a andlise ndo-linear
fisica.

Para se atingir este objetivo, implementa-se um integrador das relagdes
constitutivas de uso geral, permitindo a implementacdo de diferentes modelos
constitutivos de forma mais simples. Sao implementados modelos para plasticidade de
metais (von Mises) e também um modelo para solos (Morh-Coulomb). Posteriormente
demonstra-se a aplicabilidade da formulagdo apresentada através de simulagdes

numéricas de estruturas em geral.



2. FORMULAGAO DO ELEMENTO EMPREGADO
2.1 O PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS (ANALISE LINEAR)

O principio dos trabalhos virtuais, em uma representagao em elementos finitos, ¢

dado por:
OW™ = J'Jutb dv + Jdu‘ﬁ ds, 2.1)
Ve e

na qual o super-indice t indica transposi¢do; du € o vetor que contém as componentes de
deslocamento virtual em um ponto qualquer do elemento “€”; b é o vetor de forgas de

volume atuantes no elemento; p ¢ vetor de cargas aplicadas sobre Sg; Weint ¢ o trabalho

virtual interno do elemento dado por:

oW = Iasto dv, (2.2)
Ve

em que O ¢ um vetor com as componentes do tensor de tensdes do elemento ¢ d€ ¢ um
vetor com as componentes do tensor de deformagdes virtuais devido a du.
Interpolando-se as componentes de deformag¢des em termos do vetor de
deslocamentos nodais do elemento, tem-se:
£=BUY, (2.3)

e entdo, a Eq. 2.2 pode ser escrita como:

é\N;nt — w(e)t'rgto.dv , (24)
VE

em que B ¢ a matriz gradiente, que contém as derivadas das func¢des de forma (N) do

elemento. Retornando a Eq. 2.1 e empregando-se as expressoes:

ou' =J0U®'N' , (2.5)
e a relacdo constitutiva
o0=Ceg, (2.6)
(sendo neste caso C a matriz constitutiva), tem-se a seguinte expressao matricial:
KU=P, (2.7)
na qual:
= B! B 2.8
K= Z v[ B' C B dv, (2.8)



P= ZJ‘Ntde+ZJ’NtEdS, (2.9)

e

sendo K a matriz de rigidez e P o vetor de cargas externas.
2.2 FORMULACAO DO ELEMENTO HEXAEDRICO DE 8 NOS

Considerando-se o elemento hexaédrico tri-linear isoparamétrico indicado na Fig.
2.1, as coordenadas espaciais X; € as componentes de deslocamentos U; sdo aproximados

pela combinacgdo linear entre os valores nodais Xia € Uia, utilizando-se as mesmas fungdes

de interpolagdo N, (f,l;, { ) :

X, = iNaxia , (2.10)
u, = iNana , (2.11)

sendo
N(En.0)= 0+ &8 +na) 1+4.0). @.12)

onde o sub-indice i denota o eixo do sistema coordenado global, X, y, z, variando
portanto de 1 a 3, e o sub-indice a refere-se ao n6 do elemento, variando de 1 a 8. As

coordenadas referenciais ¢ 17e {do n6 a sao denotadas por &, /7; € {3, respectivamente.

n
8 4
5 —6
"4 3
1 2
GEOMETRIA REAL GEOMETRIA NORMALIZADA
(Definigdo das coordenadas) (Integragdo numérica)

FIGURA 2.1 — Elemento hexaédrico de & nos.

Para apresentacdo da formulagcdo empregada para o controle dos modos espurios
deste elemento quando se utiliza integracdo reduzida, define-se os seguintes vetores

para as coordenadas nodais no sistema global e no sistema referencial:



X=X =X, X5 Xy Xy Xs s Xg o Xos X | (2.13)

A 7 AR AR AR AR AR ARA (2.14)
xi=z'= [zl,22,23,24,25,26,27,28], (2.15)
& =[-1L+1,+1,-1,-1L+1+1,-1], (2.16)
n' = [-L-1+1+1,-1,-1,+1,+1], (2.17)
g =[-1,-1,-1,-L+1,+1,+1,+1]. (2.18)

2.3 CONTROLE DOS MODOS ESPURIOS

Com o objetivo de identificar os padrdes dos modos espurios, resultantes de
deformagdes ndo constantes devido ao emprego de integracdo reduzida, define-se as
sub-matrizes gradiente, B,(0), avaliadas no ponto central (= 7= {=0), e os vetores

hq , onde a varia de 1 a 4:

N, (0)
0x b, a
B.(0)= oN. (0) b, = b, ,(@=12,..8), (2.19)
oy
oN,(0) Ps b
0z
ht = [+ 1L,-1L+1,-1L+1,-1,+1,-1], (2.20)
hY =[+1,-1,-1,+1,-1,+1,+1,-1], (2.21)
h! = [+ L+1,-1,-1,-1,-1+1,+1], (2.22)
h! = [-L+1L-L+L+1,-1,+1,-1]. (2.23)

A Fig. 2.2 mostra os 12 modos de energia nula associados ao elemento com
apenas um ponto de integracio e caracterizados por {h;,0,0}, {0, h;,O} e {0,0,hta}, com

adela3.



FIGURA 2.2 — Modos esptrios em 3D. (a) seis modos de flexdo; (b) trés modos de
tor¢ao; (c) trés modos nao-fisicos. FONTE: Zhu e Cescotto, 1996.

A matriz Jacobiana avaliada no ponto central (é= 7= {=0) ¢ dada por:

IE‘X gy &z
Jo)=5 n'x ny nz, (2.24)
¢x Ty Q2
e o determinante (Jacobiano) ¢ dado por:
| Ex &y &z
j, = j(o):det|J(o)|:3 n'x n'y n'z. (2.25)
¢'x 'y Q'z

O determinante da matriz Jacobiana pode também ser escrito como sendo a
oitava parte do volume do elemento:

Jo = %V , (2.26)

em que V ¢ o volume do elemento.



Os vetores gradientes no ponto central ficam definidos por:

bl :{bla}:é[DIIE-I- D12r|+ D13Z]’ (227)
b, = .} [D.& + Dun+ 0.7, .29)
b, =f..}= £ [D,&+ Dan+ D], (2.29)

em que Djj s3o os termos da matriz inversa do Jacobiano.
O uso da quadratura de Gauss (2x2x2) para a integracdo do trabalho virtual

interno resulta em travamento volumétrico. Para evitar este fendmeno, utiliza-se
integracao reduzida seletiva. Entdo, a matriz gradiente §(5,/7, { ) ¢ decomposta na
forma,

B(&.1.)=B(0)+B(&n.9), (2.30)
sendoB(0) a matriz gradiente correspondente & parte dilatacional do vetor de

deformacgdes, avaliada apenas no centro do elemento, ¢ 9(5,17, { ) a matriz gradiente

correspondente a parte desviadora do vetor de deformagdes.

Entdo a expressdo para o trabalho virtual interno (Eq. 2.4) pode ser escrita como,

;" =0u [[B'(0)+ B (&N 0(Emg)av . 2.31)

Expandindo-se o vetor de deformagdes em uma série de Taylor no centro do

elemento até termos bi-lineares, tem-se:
e(¢.n.0)=¢€(0)+e (0)¢ +e,,(0)n+e (0)¢ +
2¢ . (0)én+2¢,,.(0)n¢ +2¢ ., (0)éC

em que o primeiro termo ¢ o vetor de deformagdes constante avaliado no centro do

(2.32)

elemento e os demais sdo termos lineares e bi-lineares. Na Eq. 2.32, as notagdes € , (0)
€€, (0) representam:

0e(0)

s,a(O)ZW © s,a/?(o)

_0%¢(0)

=30 35" (2.33)

Como a parte volumétrica do vetor de deformacdes ¢ avaliada no centro do
elemento (Eq. 2.30), os termos lineares e bi-lineares correspondem apenas a parte

desviadora. Entdo, pode-se escrever:



e(é.n.¢)=€(0)+&,(0)é+¢,(0)n+£,(0)7+

(2.34)
2¢ ,(0)én+2¢,,.(0)ng +2¢ ., (0)éC .

ou
B(7.0)=B(0)+B ,(0)¢+B,(0)+8(0)¢ +

. . . (2.35)
2B, (0)én+28,,.(0)n¢ +2B ., (0)&,

em que, nas primeiras e segundas derivadas da matriz gradiente B no centro do
elemento, os vetores Yy sdao os vetores de estabilizacdo, obtidos por Flanagan e
Belytschko (1981). A retengao destes vetores de estabilizagdo € requerida para suprimir
os modos espurios mostrados na Fig. 2.2. Estes sdo ortogonais ao campo de
deslocamento linear e providenciam uma consistente estabilizagdo do elemento e sdo
dados por:
v, =h, -(hix)b;, o=13. (2.36)
O vetor de tensdes ¢ também aproximado através de uma expansdo em série de

Taylor, como feito para o vetor de deformagdes:
o(¢.n.¢)=0(0)+6,(0)¢ +6,(0)n+6,(0)¢ +
26 ,(0)&n+26,,(0)n¢ +26 ., (0)&¢

Substituindo-se as equacdes (2.35) e (2.37) na (2.31) e integrando-se, tem-se a

(2.37)

expressao para o trabalho interno virtual do elemento:

o =40 B(0)o0)+84(0)6 . 0)+8,0),0)+

(2.38)

§80(0)6.4(0)+ 58.,:(0)6,,:(0)+
em que Ve € o volume do elemento.

O primeiro termo da Eq. 2.38 ¢ o trabalho interno virtual utilizando-se apenas 1

ponto de integracdo. Os outros termos sdo também avaliados no centro do elemento

para providenciar a estabilizacdo do mesmo.
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2.4 MATRIZ DE RIGIDEZ DE ESTABILIZACAO

Como a avalia¢do das tensdes e deformacdes ¢ feita apenas no ponto central, o
vetor de forcas internas do elemento pode ser escrito como:
f¢ =B'(0)o(0)Vv,, (2.39)
e a equagao constitutiva como:
a(0)=Ce(0). (2.40)
O vetor de forgas internas do elemento pode ser também ser escrito como:
f*=KU, (2.41)
sendo K° é a matriz de rigidez do elemento, dada por:
K®=B"'(0)C B(0)V.. (2.42)
O posto (rank) da matriz K® é apenas seis, devido as seis componentes do tensor
de deformagdes avaliado no centro do elemento. Existem seis modos de corpo rigido
possiveis: trés modos de translacao e trés de rotagdo. Esses modos correspondem a um
campo de deformacdes constante e, por isso, sdo necessdrios para um elemento ser
considerado completo. Subtraindo-se o posto da matriz K® (6), assim como o nimero de
modos de corpo rigido (6), do numero de graus de liberdade do hexaedro de 8 nds (24),
obtém-se o valor 12 (24 — 6 — 6 = 12). Este ¢ o niumero de modos espurios
correspondentes a forga interna zero no elemento, avaliado com apenas 1 ponto de
integracao (conforme indicado na Fig. 2.2).
Para eliminar esses modos espurios, adiciona-se forgas resistentes aos mesmos
(f") no vetor de forcas internas do elemento (Hu e Nagy, 1997), entdo:
fin = fC 4+ £, (2.43)
Observando-se as equagdes (2.38), (2.39) e (2.43), pode-se definir f" da

seguinte forma:

f' = -B4(0)6,(0)+-B(0)6,(0)+-B,(0)6,(0)+
(2.44)

1

R . . . 1. .
9 B, (0) ) (0)+— Bl (0) 0 (0)+ 9 B!, (0)6 . (0) V..

Quando a primeira e segunda derivada do vetor de tensdes podem ser obtidas a
partir da equag@o constitutiva do material, pode-se também definir a matriz rigidez de

estabilizacdo do elemento como:

11



fh = Ky, (2.45)
Esta matriz ¢ adicionada a matriz de rigidez do elemento, K®, para compensar a
instabilidade gerada pela adocdo de integracdo reduzida. Entdo, a matriz de rigidez
resultante apresenta posto suficiente e vem dada por:
K=K®+K", (2.46)
Até aqui, considerou-se que os termos das derivadas de tensdes na Eq. 2.44
provém das leis constitutivas do material. Isto providencia uma estabiliza¢ao apropriada
para o elemento, pois todos os vetores de estabilizacdo estdo embutidos na primeira e
segunda derivada da matriz de gradientes. Entretanto, derivar as relagdes entre a
primeira e segunda derivada do vetor de tensdes e o vetor de deslocamentos nodais pode
ser uma tarefa tediosa para alguns materiais. Para aliviar este problema, Hu e Nagy
(1997) propuseram uma outra técnica sistematica para derivar a matriz de estabilizagao.

Considera-se uma “matriz de estabiliza¢do” E, que satisfaz as seguintes relagdes

constitutivas:
6,=-E¢,, 6,=E¢,, 6,=EE_,
. R . (2.47)
O, =E€g.0,=E¢t, .0,=Ety

Com o propdsito de controlar os modos espurios do elemento, E ndo ¢
necessariamente a matriz de elasticidade do material e pode ser escolhida a partir de
o €

matrizes mais simples. Desta forma, prefere-se denominar & £ 6 0., 0,

A1 617 N

G ;, como “vetores tensdo de estabilizagdo” ao invés de derivadas do vetor de tensdo,

pois estes sdo apenas usados para computar o vetor de forgas resistentes aos modos
espurios.
Substituindo-se as equagdes da expressdo 2.47 na Eq. 2.44, obtém-se a matriz

rigidez de estabilizag¢do na seguinte forma:

= 28 (0) E B,(0)+38,(0) E B,(0)+1B%(0) E B(0)+
2.48
- A - A » A (2.48)
5 ,517(0) E B,En (O)+§B,ﬂi (0) E Bﬂ( (0)+§ & (0) E B,ZZ (0) Ve'

Portanto, precisa-se escolher uma matriz E apropriada para que todos os modos espurios
de K® sejam suprimidos, conforme sera discutido na proxima secao.

Segundo Hu e Nagy (1997), o vetor de for¢as internas do elemento desenvolvido
até entdo, utilizando-se apenas 1 ponto de integragdo, nao ¢ adequadamente avaliado se

os elementos sdo bastante distorcidos. Além disso, aqueles modos associados com o
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travamento de cisalhamento em flexdo ndo foram removidos. Para solucionar estes
problemas, Hu e Nagy (1997) utilizaram os mesmos procedimentos apresentados por
Liu et al. (1994), que consiste em adotar um sistema de coordenadas co-rotacional. Para
tal s3o necessarias as seguintes modificagoes:

(a) substituir os vetores gradientes b;, avaliados no centro do elemento (Eq. 2.26-2.28),

por vetores gradientes uniformes Ei , definidos por Flanagan e Belytschko (1981):
b, ZLJ'N-(&? J)av (2.49
i Ve J A \Ss T H . )

entdo, a matriz gradiente passa a ser:

N,,(0 b b,
B,(0)= N,,(0) = b, = b, (2.50)
N.,(0 b, b,

(b) Cada componente de deformagdo de cisalhamento ¢ interpolada linearmente em
apenas uma dire¢do no sistema de coordenadas referencial; desta forma, remove-se

os modos responsaveis pelo travamento de cisalhamento:

e,y (6.n.¢)=¢,(0)+¢,,.(0)<, (2.51)
e, (¢1.0)=¢,(0)+2,.(0)¢, (2.52)
£.(én.0)=¢,(0)+¢,,00)n, (2.53)
0 que implica em:
B,.(0)=B,,(0)=8B,(0)=B,,(0)=8,.(0)=0, (2.54)
B,.,(0)=8,,0)=8,,0)=8,,(0)=8,.,(0)=0, (2.55)
B..e(0)=B((0)=B,4(0)=B,,(0)=B,,(0)=0, (2.56)
em que B,, , B,, e B,, sdo as matrizes gradientes correspondentes as componentes
de deformagdo desviadoras €, ,€ , e €, respectivamente.

Nas Eq. 2.51 a 2.53, cada componente de deformagdo de cisalhamento consiste
em um termo constante € apenas um termo nao constante. Os modos de deformacgao
associados com o travamento de cisalhamento, os quais estdo embutidos nos termos
linear e bi-linear, sdo removidos. Os termos constantes ¢ todos 0os ndo constantes sao

mantidos para as componentes de deformacgao normal. Como ¢ sabido que os vetores de
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estabilizacdo requeridos para suprimir os modos espurios estdo incluidos nestas

matrizes gradiente, a matriz de rigidez do elemento resultante terd posto suficiente.

2.5 A MATRIZ DE ESTABILIZACAO “E”

A performance do elemento, obtido até aqui, depende da matriz de estabilizacao
E, a qual ¢ utilizada para calcular as tensdes resistentes aos modos espurios. A matriz E
desejada, ¢ aquela que preenche os seguintes requerimentos: (a) a matriz de rigidez do
elemento resultante deve ter posto suficiente; (b) o travamento volumétrico ¢ o
travamento de cisalhamento devem ser evitados; (c) ndo devem ser necessarios
parametros especificados pelo usuario.

Entdo, adotando-se E como uma matriz diagonal, dependente apenas da
constante de Lamé Y do material, estes requisitos sdo cumpridos e obtém-se a forma

mais simples possivel para a matriz (Hu e Nagy, 1997):

E _ e3x3 0 2 57
6x6 0 e3x3 s ( . )
sendo
200 0
e= 0 2y 0 . (2.58)
0 0 2u

Como a matriz de estabilizagdo E ndo depende da outra constante de Lamé, A, o
elemento desenvolvido ndo apresentard travamento volumétrico quando o material
torna-se incompressivel.

Entretanto, o comportamento de materiais elastoplasticos ou com dano ¢
caracterizado por uma subita diminui¢ao da rigidez quando um certo limite de tensdo ¢
atingido. Para previnir rigidez excessiva ¢ melhorar o comportamento de materiais

elastoplasticos, Reese (2005) propds o uso de um pardmetro otimizado #* na matriz

opt

de estabilizacdo. O fator ¢/ pode ser visto como o menor pardmetro que proporciona

forga resistente suficiente para inibir os modos expurios. O parametro otimizado pode

ser obtido da seguinte maneira:

u* = p (2.59)

E+H’
sendo E ¢ o modulo de elasticidade e H ¢ o modulo pléstico no inicio do escoamento.
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2.6 A MATRIZ DE ROTACAO

Conforme ja foi mencionado, para cada elemento deve ser definido um sistema

de coordenadas co-rotacional. Para tanto, utiliza-se um tensor R que transforma uma

matriz do sistema global (X, y,z), ao sistema co-rotacional, ()?, 9,2), sendo que os

vetores co-rotacionais de base devem estar alinhados com os eixos de referéncia do
elemento, (E,/], { ) Segundo Belytschko e Bindeman (1993), quando os lados do
elemento ndo permanecem paralelos apds a deformacao, a rotagdo pode ser feita apenas
de forma aproximada.

Definem-se vetores no sistema de coordenadas global, r; e r;, que coincidam
com os ¢ixos de referéncia &e /7 do elemento:

r1i = Etxi

T i3, (2.60)
N =NX;

Adiciona-se um termo de corregdo I'c a I';, de forma que:

r(r, +r.)=0, 2.61)
0 que se consegue quando:
—_ rl r2
r,=-—2r, (2.62)
rl rl

Obtém-se uma base ortogonal fazendo-se o seguinte produto vetorial:
r,=r,x(r,+r,). (2.63)
Normalizando-se os vetores de base, encontra-se os elementos da matriz de
rotacao R:
li

[T
1

r-2i + rci
b
v+

r..
Ry = 2.64
Sy (2:69

R -
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3. ANALISE NAO-LINEAR GEOMETRICA

3.1 INTRODUCAO

No capitulo anteriores, considerou-se deslocamentos infinitesimais. Com esta
hipotese, os deslocamentos U sdo fungdo linear do vetor de cargas aplicadas P:

KU=P. (3.1)

Considerando-se pequenos deslocamentos, as integrais para a avaliagdo da
matriz de rigidez K e o vetor de cargas P sdo desenvolvidas sobre o volume original dos
elementos, ¢ a matriz de gradientes B de cada elemento ¢ assumida ser constante e
independente dos deslocamentos. Desta forma, a simples resolugdo do sistema de
equacdes (3.1) fornece a resposta estatica linear para um determinado carregamento.

Entretanto, quando a andlise envolve ndo-linearidade geométrica, a Eq. 3.1 deve
ser satisfeita para todo o intervalo de tempo através de procedimentos incrementais do
tipo passo-a-passo.

Cabe a observagao de que, em andlises estaticas onde ndo existem efeitos que
variam com o tempo (como a fluéncia), além da defini¢ao do nivel de carga, o tempo ¢
considerado como uma variavel conveniente para denotar diferentes intensidades de
aplicacdo de carga e, consequentemente, diferentes configuragdes.

Entdo, o problema bésico da andlise ndo-linear ¢ encontrar o estado de
equilibrio de um corpo submetido a determinado incremento de carregamento. Para esta
analise incremental, considera-se que a solu¢do para um tempo discreto t é conhecida e
que a solucdo para o tempo discreto t+ At ¢ requerida. Desta forma, a condi¢do de
equilibrio em elementos finitos é dada por (Bathe, 1996):

titp t+Atfim =0, (3.2)

t+Atf
int

em que "™P ¢é o vetor das forgas externas aplicadas em t+ At e . € o vetor de

forcas internas em t + At, que pode ser escrito como:

e fint :tfint + Af (33)

int
sendo Af, ¢ o incremento no vetor de forgas nodais correspondente ao incremento de

deslocamentos e tensoes entre t e t + At. Este vetor pode ser aproximado utilizando-se a
matriz de rigidez K, a qual corresponde as condi¢des geométricas no tempo t,

Af, ='KAU, (3.4)
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em que AU ¢é o vetor incremento de deslocamentos nodais e 'K ¢é a derivada do vetor

de forgas internas 'f_ em relagio ao deslocamentos nodais ‘U :

t

0'f,
‘K= 3.5
U 3.5)
Substituindo-se a Eq. 3.4 € 3.3 em 3.2, obtém-se:
'K AU="YP-'f, (3.6)

int >

e calculando AU, tem-se uma aproximacao para os deslocamentos em t + At

“MU='U+AU. (3.7)

Entretanto esse procedimento ¢ apenas uma aproximagado para os deslocamentos

em t+ At. Tal solugdo estd sujeita a erros significativos e, dependendo do tamanho do

passo de carga, pode até tornar-se instavel. Na pratica, ¢ necessario iterar até que a
solucdo da Eq. 3.2 seja obtida com suficiente precisao.

No presente trabalho, o0 Método do Controle por Deslocamentos Generalizados,

proposto por Yang e Shieh (1990) e descrito na se¢ao 3.6, foi empregado como

algoritmo para o processo de solucdo incremental/iterativo.

3.2 ABORDAGEM CO-ROTACIONAL

Para a eliminacdo do travamento de cisalhamento ¢ necessario trabalhar no
sistema de coordenadas locais do elemento para remover alguns termos nio-constantes
responsaveis pelo travamento. Segundo Liu et al. (1998), o uso de sistema co-rotacional
¢ também eficiente para a analise ndo-linear. Embora a descri¢do Lagrangeana total ou
atualizada fornegam duas formulacdes cinematicas bastante conhecidas para andlise
estrutural com ndo-linearidade geométrica, para problemas com pequenas deformagdes
e grandes deslocamentos, a formulagdo co-rotacional pode ser mais precisa e apresentar
melhor convergéncia.

Teoricamente, 0 movimento de um meio continuo pode sempre ser decomposto
num movimento de corpo rigido seguido por uma deformagdo pura. Sendo a
discretizacdo em elementos finitos adequada para a aproxima¢do do continuo, esta
decomposicdo pode ser realizada a nivel do elemento. Quando o movimento de corpo
rigido ¢ eliminado do campo de deslocamento total, que corresponde a grandes
deslocamentos e rotagdes e pequenas deformagdes, a deformacdo pura serd sempre uma

pequena quantidade em relacdo as dimensdes do elemento.
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O sistema co-rotacional ¢ definido como um sistema de coordenadas cartesianas
que giram com o elemento, logo as tensdes definidas no sistema co-rotacional ndo
mudam com a rotagdo ou translagdo do corpo e, por isso, sdo consideradas objetivas.
Por esta razao, utilizam-se as tensdes de Cauchy no sistema co-rotacional, denominada
tensdes de Cauchy co-rotacionais, como medida de tensdo.

A taxa de deformacdo (ou velocidade de deformagdo), também definida no

sistema co-rotacional, ¢ usada como medida da taxa de deformagao (Liu et al. 1998),

6\7 def 6\7 def
+

|
2 K oK

g=d= : (3.8)

em que V*

¢ a parcela do vetor de velocidades referente a deformacao (descontada a
rotagdo de corpo rigido) no sistema co-rotacional X. Quando a deformagdo inicial

£ (X,O) ¢ dada, o tensor de deformagao pode ser expresso como (Liu et al. 1998):
g(X,t)=&(x,0)+ Ia (X,7)dr. (3.9)

O incremento de deformacao ¢ dado por:

t

n+l
A

t
A& = [ddr =
f[ T

A0 AN
I , (3.10)

1
2 n+l/2 aXn+l/2

def

em que A0 ¢ a parcela de deformagdo do incremento dos deslocamentos no sistema

co-rotacional X, ,, referenciado a configura¢do no ponto médio do intervalo [t .t ,, ].

O incremento de deformacdo em (3.10) ¢ uma aproximacdo de segunda ordem
da integracdo exata do tensor velocidade de deformacdo, dado em (3.8), de t, até ty+1, 0

que significa assumir que a velocidade ¢ constante dentro do intervalo de tempo.
3.3 INCREMENTO DE DEFORMACOES E TENSOES CO-ROTACIONAIS

Para a formulago de tensdes e deformagdes atualizadas, assume-se que todas as
variaveis no passo de tempo anterior t, sao conhecidas. Como as medidas de tensoes e
deformacdes definidas anteriormente sdo objetivas no sistema co-rotacional, necessita-
se calcular apenas o incremento de deformagdo correspondente ao incremento de tempo
[tn,the1].

Todas as variaveis cinematicas devem ser referenciadas na configuragdo do
em t = th+1.

ultimo passo de tempo, Q_, em t = t, e na configuragdo atual, Q

n’ n+l>
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Denotando as coordenadas espaciais destas duas configuragdes como Xp € Xp+1 NO
sistema de coordenadas cartesiano fixo OX, como mostrado na Fig. 3.1, pode-se obter as

coordenadas nos correspondentes sistemas co-rotacionais, OX, e OX.,, , através das

transformacgaoes:
X, =R X,, (3.13)

% . =R..X..., (3.14)

n+l

emque R, e R,,, sdo matrizes ortogonais que rotacionam as coordenadas globais para

os correspondentes sistemas de coordenadas co-rotacionais.

n+l

FIGURA 3.1 — Configuragdes no tempo t =t , t =t ,et=t .

\

Como o incremento de deformagdo estd referenciado a configuragdo em

t=t.,,,,tem-se:
_1
X = (%0 + %) (3.13)

e a transformagao para o sistema co-rotacional associado com esta configuragdo, Q ., ,,

¢ dado por:

)A(n+l/2 = Rn+l/2xn+1/2’ (314)

Segundo Liu et al. (1998), de forma similar a decomposi¢cdo polar, uma

deformagdo incremental pode ser separada em uma parcela de deformag¢do e uma
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parcela de rotagdo pura. Sendo Au o incremento de deslocamentos dentro do

incremento de tempo [t,, th+1], pode-se escrever:

Au = Au®" +Au™, (3.15)

def rot

em que Au®™ e Au™ sdo, respectivamente, a parcela de deformagdo e a parcela de
rotacdo pura do incremento de deslocamentos no sistema de coordenadas global. A
parcela de deformacdo também inclui os deslocamentos que ndo causam deformagdo
(translagdo de corpo rigido).

Para obter a parcela de deformagao referente a configuragdo no tempo t = thiy0,

necessita-se encontrar a rotagdo de corpo rigido de Q_ para Q,,,. Definindo duas

configuragdes virtuais, Q' e Q' ,,, pela rotagdo da configuracao Q, e Q_,, ao sistema

co-rotacional OX,,,,, (ver Fig. 3.2), e denotando como X', e X',,, as coordenadas de

\ \ . . . .
Q' e Q' ,, no sistema co-rotacional OX,,,,,, tem-se:

Xo =X, Ko = X - (3.16)

FIGURA 3.2 — Decomposi¢ao do incremento de deslocamento.

Percebe-se que de Q, para Q' ede Q' ,, para Q,,, o corpo sofre duas rotacdes

n+l

de corpo rigido e os deslocamentos de rotagao sao dados por:
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A A

t — —_ t — t
Auio - X'n _Xn - I:\)n+1/2X'n _Xn - Rn+l/2Xn _Xn’ (317)

Au;m = Xpar ™ X'y = Xy ~ R:1+1/2)A('n+1 = Xpa R;+1/2)A(n+17 (3.18)
Entdo, o incremento de deslocamentos de rotacdo total pode ser expresso como:
Au™ = Auf™ + AU =X =X, - R;+1/2(>A(n+1 B )A(n): Au - R;+1/2()A(n+1 B )A(n)- (3.19)
Logo, a parcela de deformagao referente a configuragdo Q,,,,, é:
Au* = Au-Au™ =R, (%, -%,), (3.20)

e o incremento de deslocamentos de deformagdo no sistema de coordenadas co-

rotacional OX,,,,, ¢ determinado por:

Aadef — Rn+1/2Audef = )A(n+1 _)"(n . (321)

Calculado o incremento de deformacao (3.10), o incremento de tensdo, também

referenciado a configuracdo intermediaria Q,,,,,, pode ser determinado por

A6 =CAE, (3.22)

sendo que a deformacao e tensao total podem ser atualizadas por
€., =€, tAE, (3.23)
6. =6, 1tA0. (3.24)

Observa-se que os tensores de tensdes e deformacgdes estdo referenciados a
configuragdo atual e definidos no sistema de coordenadas co-rotacional. As
componentes de tensdo e deformagdo no sistema global podem ser determinadas por

simples transformacao de tensores.

3.4 EQUACOES CONSTITUTIVAS

TR
O tensor taxa de tensdes de Truesdell (0 ) ¢ dado por:

TR
0 =06-Lo-oL' +0 tr€, (3.25)

sendo L o gradiente espacial de velocidade, que pode ser decomposto em:

L=¢+w, (3.26)
em que € ¢ o tensor velocidade de deformagao (parte simétrica de L) e @ ¢é o tensor
velocidade de rotagdo ou spin (parte simétrica de L). Em forma indicial, a Eq. 3.25 pode
ser escrita como:

Jij :Cijklgkl +Uipwjp +Ujpd)ip +Uik£jk +Ujk£ik _Uijgkk ; (3.27)
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na qual (i,j,k,l =1,2,3), Cju € um tensor de quarta ordem contendo as constantes
elasticas do material e

. _ 1 ov,  0v; _ 1 ov, ovy ..
== —+—L e o=— "1 (i j=123), ,
"2 ox. ox © % 2 ox. Ox ( J ) (3.28)

J [ ] i
sendo que em (3.27) e (3.28) o ponto indica derivacdo em relagdo ao tempo.

Segundo Hughes e Winget (1980), a expressao (3.27) também pode ser escrita

na forma:

dij = (Cijkl + éijkl )gkl +Wijkld)kl (i, Lk, I= 1,2,3), (3.29)
com

A 1

Cijkl = _aija—kl +5(0i|a—jk + a-jla—ik + Uikdu + a-jka-il)ﬂ (3.30)
[

=2 )
Wijkl - E a-ild—jk + a-jla—ik _Uikdjl _Ujka—il > (3.31)

em que os J; sdo deltas de Kroenecker.

Em forma matricial as equagdes constitutivas vém dadas por:
c:(C+C)s+Ww:[(C+C);W] . (3.32)

Deslocando-se o termo 0;é,, da Eq. 3.27, o que significa eliminar o primeiro

termo da Eq. 3.30, a matriz C torna-se simétrica e ¢ expressa por:

20, 0 0 g, 0 g,
20,, 0 o, Oy 0
2033 0 0-23 0-13
é _ Jll + 022 0-13 023 3 33
2 2 2 (3.33)
. g, +0 o
simétrica 22 33 -2
2 2
033 + 0-11
2

e a matriz W ¢ dada por:
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Oy, 0 — 0
-0, O 0
0 — 0y Oy,
0, — 0y Oy Oy
W= —— — -,
_93 0370y gy,
2 2 2
23 O, 0" 03
2 2 2

sendo que estas correspondem ao seguinte ordenamento dos vetores de taxas de

deformagdes ¢ rotacoes:

{et acot}: {5‘11,5‘22 ,533 2€), ,2523 ,2531 200,,,20,, ,262)31}. (3.35)

Neste caso, a Eq. 3.32, com C e W dados pelas Eqgs. 3.33 e 3.34, representa o

L
tensor de taxas de tensdes de Lie (0 ), ou a derivada de Lie do tensor de tensdes de

Kirchhoff. Entdo, o trabalho interno especifico vem dado por:

A 1
(C + C)6x6 _W6x3 Ag
be sat 2 =8 T(o)ae, (3.36)
RS = Aw )
—W'3x6 Ci ox1
9x9
com
0, +0y  _0y  _Oy
2 2 2
— ag,, +0 g
C= =5 =2 . 3.37
2 ) (3.37)
+
simétrica T3 5 ]

A matriz T(O), que relaciona incrementos de tensdes com incrementos de
deformacgdes especificas e rotagdes, pode também ser escrita como:

C6x6 06x3 + —’I‘—(o_)’ (338)

T(o) =
( ) O3x6 03x3

em que T(G ) ¢ a matriz de tensOes iniciais e ¢ dada por:

23



201 0 0 o1s 0 I3 012/2 0 —013/2

205, 0 27 )3 0 40 /2 O)3 /2 0

2033 0 )3 I3 0 053 /2 I3 /2

911t % 913 923 92 91 913 93

2 2 2 4 4 4

99t 933 912 913 933 "9 912
. 2 2 4 4 4

T(o)= Oy3+o Ip 9 9117933 (3.39)

2 4 4 4
. . g1 t0 a a.

simétrica % —% —%

Iyp*dsz I

4 4

933+ 911

4

3.5 MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE E VETOR DE FORCAS INTERNAS

Retornando a Eq. 3.6, pode-se escrever as equagdes de equilibrio no sistema co-

rotacional e na itera¢do j como:
< J=§ =p -f 3.40
K, ,AU=§,=P ~-f |, (3.40)
sendo a matriz de rigidez K i-1 € o vetor de forgas nodais f j-1 séo dados por:

Kj—l :Jgt (C+Tj_1)§dv, (3.41)

A _ =ta
fj—l —\J B Gj—l dV . (342)

A matriz de rigidez tangente e o vetor de forgas desequilibradas na iteragdo J, §;,

sdo transformados para o sistema de coordenadas globais por:
K, =R'K,R,, (3.43)
5;=RjS;, (3.44)

sendo a matriz R ¢ a matriz de rotagdo correspondente.
3.6 PROCEDIMENTO DE SOLUCAO DAS EQUACOES NAO-LINEARES
Entre os métodos mais empregados na literatura técnica para solugao de

equagdes ndo-lineares pode-se citar o Método de Newton-Raphson (Bathe, 1996) e o

Método do Comprimento de Arco (Crisfield, 1991). Entretanto, o Método do Controle
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por Deslocamentos Generalizados (MCDG), proposto por Yang e Shieh (1990), tem se
mostrado bastante eficiente € utilizado na presente formulacao.

O comportamento da estrutura pode ser de amolecimento (softening) ou
enrijecimento (Stiffning), o caminho de equilibrio pode ser estavel ou instavel, ¢ a
estrutura pode estar em carga ou descarga. Todos estes fendmenos sdo identificados
pela ocorréncia de pontos criticos (ver Fig. 3.3), tais como pontos limites e pontos na

curva carga-deflexdo onde a reta tangente ¢ 90° (snap-back).

A o AO, DE: em carga
pontg limite AD: em descarga

carga A
| E
i BJw_pontos
i ‘7snapback
EC

o i D i\ ponto limite

» deslocamento
—— e — p —p

estavel instavel estavel

FIGURA 3.3 - Caracteristicas de um sistema nao-linear.
FONTE: Yang e Shich, 1990

Um método de solug¢do ndo-linear deve satisfazer a trés critérios para transpor os
problemas numéricos associados com cada tipo de comportamento:
a) Deve se auto-adaptar as mudangas da dire¢do do carregamento nos pontos limites.
b) Deve manter estabilidade numérica para as iteragdes em todas as regides, incluindo
aquelas proximas aos pontos criticos.
¢) Ajustes no tamanho dos passos de carga devem ser feitos automaticamente para
refletir o comportamento de enrijecimento ou amolecimento da estrutura.

Em geral, na solucdo incremental/iterativa de problemas estruturais nao-lineares,
o fator de incremento de carga de cada passo iterativo pode ser considerado como uma
incognita adicional. Assim, assumindo-se que o carregamento seja proporcional, ou

seja,
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P()= 7 =24 = AP, (3.45)

pode-se escrever a equagio de equilibrio, no incremento i, na forma:

Ki, AU = DA, P +s! ), (3.46)
em que A/\ij define o incremento do fator de carga na iteragdo j, P~ é o vetor de cargas
nodais de referéncia e sij_1 representa um vetor de for¢as desequilibradas na iteragao j-1,
dado por:

Sij—l = Aij—lp* _f}—l ’ (3.47)
em que /\ij_1 representa o fator de carga na iteragao j, ¢ f}_l ¢ o vetor de forgas internas

na mesma iteracao.
Entdo, o vetor de incremento de deslocamentos pode ser expresso pela soma de

vetores:
i Ay i
AU —A/\julj+u2j, (3.48)
na qual os vetores ulij e u 2ij sdo obtidos como solugdo dos sistemas de equagdes

seguintes:
K\, u)=P, (3.49)
K\ u,=si. (3.50)
Adicionalmente a estas, equagdes especificas sdo estabelecidas pelos diferentes
métodos existentes para o cdlculo da incognita adicional A)lij .
No MCDG, usa-se um parametro referido como “General Stiffness Parameter”

(GSP) para obter o incremento do fator de carga da primeira iteracdo do i-ésimo passo

incremental, o qual ¢ definido por:

oo B2

Rt

sendo que a operagﬁo{. }{} significa produto interno de vetores.

(3.51)

Assim, na primeira iteragdo do passo i, o incremento do fator de carga ¢ dado

por:
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AN =£0A([GsP) 7, (3.52)

na qual AA, representa o incremento inicial do fator de carga (primeiro passo e primeira

iteragdo de calculo). Para as iteragdes subsequentes (j > 1) do mesmo passo, tem-se:

FORD
{ul}:_l {ul}lj ’

sendo que para i=1, {ul}?é feito igual a {u 1}1

AA; = (3.53)

O sinal da Eq. 3.52 ¢ definido de forma simples e automatica pela variagao do
proprio pardmetro GSP, uma vez que este apresenta a peculiaridade de passar de sinal
positivo para negativo em todo ponto limite, permitindo assim que tais pontos sejam
identificados. Cada vez que isto acontece, o sentido do crescimento do carregamento da
estrutura deve ser revertido.

A explicacdo fisica para este comportamento do pardmetro GSP é que, como
este considera o produto interno entre dois vetores tangentes de incrementos
consecutivos, o seu sinal representard o sinal do coseno entre os dois vetores. E, como
pode ser visto na Fig. 3.4, o angulo entre os vetores sera obtuso apenas quando passar

por pontos limites.

carga

<l

t

= {u,}"

—
u
—
v

deslocamento

FIGURA 3.4 - Sinal do coseno entre vetores tangentes de incrementos consecutivos.

Na tabela 3.1 ¢ apresentado o algoritmo usado para resolver sistemas de

equacdes ndo-lineares neste trabalho.
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TABELA 3.1 — Algoritmo de solug¢ao das equagdes nao-lineares (Duarte Filho, 2002).

Célculos iniciais:

1. Leitura de dados referentes ao MCDG (AA , A tol);

max °

2. Inicializar variaveis: /110 =0 ; Aﬂi =AA e i=0.

Anélise incremental / iterativa:

ENQUANTO (A< A )FACA:

max
i=i+1 (contador do nimero de passos de carga);
j=0 (contador do numero de iteragdes);
ENQUANTO (tol_res>tol) FACA:
j=j+1 (contador do niimero de iteragdes);
Montar a matriz de rigidez global K ij_l ;
SE (j=1) ENTAO: (primeira iteragdo)
Calcular: Kij_l Ulij =P e Uzij =0;
SE (i#1) ENTAO:
i _ 1 1/2
A =+ A (|GsP|)
SE (GSP'<0 e GSP "> 0) ENTAO:
A/]ij =- A/\ij (mudar dire¢io do carregamento);
FIM DO SE
FIM DO SE;
SENAO: (casode j # 1)

i-1 i
Calcular: Kij_1 Ulij =P ; K' 1 Uzij = r;—l ¢ A/\ij :_%
u g Wi,

FIM DO SE

Calcular o incremento de deslocamentos: AU, = AA] ul'j + Uzlj ;

Calcular o incremento de deformagdes AS'J- ;
Atualizar as coordenadas;

Calcular o incremento do vetor de forcas internas Af} ;
Atualizar o fator de carga Aij = Aij_l + Aﬂij ;
Calcular o vetor residuo: Sij = /]ij P - f} ;
Calcular: tol_res = || ', | / || AP || .
FIM DO ENQUANTO (continua-se o lago caso tol_res > tol);

FIM DO ENQUANTO (continua-se o lago caso A < A

max )‘

Fim do processo incremental / iterativo.




4. ANALISE NAO-LINEAR FISICA

4.1 INTRODUCAO

De acordo com Liu et al. (1998), com o uso de um sistema co-rotacional, a
integracdo das relacdes constitutivas elastoplasticas com deformacgdes finitas assume
uma forma mais simples, tal qual na teoria das pequenas deformagdes. A integracdo das
relagdes constitutivas ¢ realizada a nivel de elemento no sistema co-rotacional. O
esquema de integracdo proposto por Sloan et al. (2001) ¢ usado neste trabalho para
tratar da ndo-linearidade fisica. Pode-se resumir o esquema de integragao utilizado em
computar um estado teste de tensoes elsticas, encontrar a intersec¢do com a superficie
de escoamento (considerando também o caso de descarregamento elastopléstico),
atualizacao das tensodes e corre¢do das tensdes para a superficie de escoamento.

Neste capitulo sdo apresentados os conceitos relacionados com a plasticidade.
Inicialmente, sdo apresentados conceitos basicos sobre o comportamento de materiais
elastoplasticos. E também apresentada a formulagio do comportamento elastoplastico
para o caso unidimensional, tanto para o modelo elastoplastico perfeito como para o
modelo elastoplastico com encruamento isotropico linear. Faz-se uma revisao sobre os
critérios de plastificagdo utilizados e a formulacao implementada. Na seqiiéncia ¢ feita a
generalizacdo da formulacgdo para o caso de andlise tridimensional via elementos finitos

quando entdo sdo dados detalhes do esquema de integracao acima citado.

4.2 CONCEITOS BASICOS

O comportamento plastico de um material pode ser caracterizado, a nivel
macroscopico, pela ocorréncia de deformacgodes irreversiveis, ou seja, ndo recuperaveis,
observadas em um ciclo de carregamento e descarregamento. Usualmente, o material
apresenta um nivel de tensdo, denominado tensdo de escoamento, que uma vez atingido
pode levar a ocorréncia de deformagdes plasticas.

Materiais elastoplasticos perfeitos sao aqueles nos quais a tensdo jamais excede
a tensdo de escoamento e uma vez que esta seja atingida e mantida arbitrariamente, toda
a deformacdo adicional que passa a ocorrer ¢ exclusivamente de natureza pléstica. E o

que se mostra na Fig. 4.1, no caso de tragdo uniaxial.
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Tensdode | _ >
plast]ﬁcagao S 4 /:

e e

I ’g

| ——
-y

P | N -
» plastica Parcela de deformagao Parcela de deformacéc
eldstica recuperavel

FIGURA 4.1 — Relacao constitutiva elastoplastica perfeita

Materiais cuja tensao pode aumentar além da tensdo de escoamento (usualmente
denominada nesse caso de limite eldstico) apresentam o fendmeno do encruamento

positivo ou endurecimento, como mostrado na Fig. 4.2.

Ko}

Limite elastico
inicial

p c

Parcela de deformacio plastica  Parcela de deformacéo elastica
19 Tegimie de encruamento

FIGURA 4.2 — Relacdo constitutiva elastoplastica com encruamento

Nos materiais em regime elastoplastico, a deformacao total é composta por parcelas
elastica e plastica. No regime elastoplastico ndo ha uma correspondéncia univoca entre
tensdo e deformacdo, sendo necessario o conhecimento da histéria de carregamento,

caracterizada pelo nivel de deformacao plastica acumulada.
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43 COMPORTAMENTO ELASTOPLASTICO UNIDIMENSIONAL.

Admite-se que a deformagdo total (£ ) possa ser desmembrada em duas parcelas,
elastica (£°) e plastica (&), de tal forma que:
=& +¢&P. 4.1)
A relagdo constitutiva para o comportamento elastopldstico unidimensional pode
ser escrita como:
a:Ese:E(E—g"), (4.2)
na qual o ¢ atensdo, ¢ E ¢ o mddulo de elasticidade longitudinal do material.

Pode-se escrever a relagcdo constitutiva em termos de taxas, admitindo-se que a

tensdo e as deformagdes plastica e eldstica sejam func¢des continuas no tempo:

o=E& =E(£-¢°), (4.3)
. _do . _de ., _dé°
sendo 0=—, é=— e &P =——.
dt dt dt

4.3.1 Comportamento elastoplastico perfeito

Em um modelo elastoplastico perfeito, a tensdo nao pode exceder, em valor

absoluto, a tensdo de plastificagdo O, . Pode-se expressar tal condi¢do através do
seguinte critério de plastifica¢do, o qual define o intervalo de tensdes admissiveis:

f(0)=lol-g, <0. (44)

A evolugdo da plastificagdo (£° #0) ocorre apenas se f(J):O, ou seja,

quando |0|:Jy. Para f(0)<0, ou seja para |U|<0y a resposta do material ¢é

exclusivamente elastica (& =£°, &P =0). Usualmente, denomina-se A>0 ao valor do

modulo da taxa de deformacao plastica. Portanto, valem as relagdes:
&P = A, caso =0, 4.5)
&P =-A,caso o= -0,. (4.6)
De modo compacto, pode-se escrever:
£P = Asign(o), 4.7)

sendo sign(og) =+1, para g >0 e sign(o) =-1, para 0<0.
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Pode-se notar claramente uma condi¢do de complementariedade, entre Ae f ,

expressa na seguinte forma:
Af =0. (4.8)

Um estado de tensdo tal que

32



Eh=¢, (4.12)
indicando assim que no escoamento, todo acréscimo de deformacdo ¢ de origem

plastica.
4.3.2 Comportamento elastoplastico com encruamento

Neste caso, o intervalo eldstico inicial ¢ alterado com a evolucdo da superficie
de plastificagdo, seja em tamanho (isotrdpico), posi¢ao (cinemdtico) ou numa
combinac¢do de ambos (misto).

O encruamento ¢ chamado isotropico quando ocorre uma expansdo do intervalo
elastico de modo simétrico ao seu centro, ou seja, uma dilatacdo uniforme da superficie
de plastificacdo. Normalmente, postula-se que o encruamento seja fungdo da
deformacao plastica acumulada (encruamento por deformacao). Caso seja diretamente
proporcional ao modulo de deformacao plastica, o encruamento isotropico € dito linear,
como ilustrado na Fig. 4.4. Para este caso, a funcdo de plastificagdo ¢ expressa da

seguinte maneira:
f(J,K)=|J|—(Jy+HK)SO, (4.13)
sendo H o modulo pléstico de encruamento isotropico € K o pardmetro do encruamento,

neste caso, a deformagao plastica acumulada, definida por:

t
K:ﬂé"‘dt. (4.14)
0
CA -
Gy ____________ _y’tany_E'i‘H
LB tan@=F
\ > £
,,,,, —o,

FIGURA 4.4 — Encruamento isotrdpico linear
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O modulo utilizado na Eq. 4.13 implica que a evolucao da plastificagao tanto na
compressdo como na tracdo produz encruamento, ou seja, um aumento do intervalo
elastico inicial.

De modo analogo as Eq. 4.5 e 4.6, as condigdes sobre £° sdo agora expressas
por:

&P =7, caso 0=(0, +Hk), (4.15)
&P =-A,caso 0=~(0, +HK). (4.16)

Pode-se concluir das Eq. 4.15 e 4.16 que A :‘Sp‘ e da Eq. 4.14 que k:‘a‘p‘
chegando-se a seguinte igualdade:

K=A. (4.17)

Utilizando-se agora a condi¢do de consisténcia (A>0 se f =0 e f =0: carga
plastica; ou A=0 se f <0 ou f =0: regime elastico ou descarga elastica) e as Eq. 4.3,

4.7,4.13 e 4.17, é possivel obter uma expressao para A

. of _of L .
f -£a+£/(-S|gn(a)E(£—/15|gn(a))—HA—0, (4.18)

de onde, isolando-se A , obtém-se:

j= sign(o)E s

4.19
E+H ( )
Combinando-se as Eq. 4.3, 4.7 ¢ 4.19, calcula-se:
) E .
&P = g, (4.20)
E+H
EH .
o= £, 4.21)
E+H

A relagao define o modulo elastoplastico tangente, Et, no trecho de

encruamento, como se vé na Fig. 4.4. Além disso, utilizando-se as Eq. 4.20 ¢ 4.21

chega-se a expressao que da o significado fisico do modulo plastico H:
H=—=—. (4.54)

Portanto, H ¢ a variacdo da tensdo em relagdo a deformagao pléstica.
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4.4 CRITERIOS DE ESCOAMENTO

O critério de escoamento define os limites elasticos de um material sob
combinados estados de tensdes. Sabe-se que o limite elastico em um ensaio de tracdo ¢ a
tensdo de escoamento Oy, enquanto que para um ensaio de cisalhamento € a tensdo de
escoamento 7,. Em geral, o limite elastico ou tensdo de escoamento ¢ uma fung¢do do
estado de tensdes @;. Consequentemente, a condi¢do de escoamento pode ser expressa

usualmente como:

t(0y.k.k,...) =0, (4.23)

onde, Ki, K», ... sdo constantes do material, as quais, assim como &y e T, necessitam ser
determinadas experimentalmente. Para materiais isotropicos, os valores das trés tensdes
principais sao suficientes para descrever o estado de tensdo de forma unica. Portanto
pode-se escrever o critério de escoamento em funciio das tensdes principais. E possivel
expressar as tensoes principais di, 0> € 03, como combinacdo dos trés invariantes de
tensdo |;, J, e J3, onde |; € o primeiro invariante do tensor de tensdes Gjj, € J> € J3 sdo o
segundo e o terceiro invariantes do tensor desviador sjj. Qualquer critério de escoamento
deve ser independente da orientagdo do sistema de coordenadas utilizado, portanto deve
ser fungdo dos trés invariantes de tensoes:
f(1,,3,,9;.k.k,,...) =0, (4.24)
O critério de escoamento dos materiais deve ser determinado experimentalmente
(Chen e Han, 1988). Um importante fato experimental para metais ducteis ¢ que o
escoamento ¢ independente da pressdo hidrostatica. No entanto, o comportamento de
muitos materiais ndo metalicos, tais como solos, rochas e concreto, ¢ caracterizado pela
dependéncia da pressdo hidrostatica. A seguir sdo apresentados os critérios de

plastificagdo de Von Mises e de Mohr-Coulomb.
4.4.1 Criterio de plastificacdo de Von Mises
De acordo com Owen e Hinton (1980), a utilizacao da lei de escoamento de von

Mises, implica em considerar o inicio do escoamento quando a energia de distor¢ao

elastica (recuperavel) atinge um valor critico. Outra interpretagdo sugere que o
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escoamento ocorre quando a tensdo octaédrica de cisalhamento, Ty, alcanca um

determinado valor critico K, de tal forma que:

T, =23, = 2k, (4.25)
podendo ser escrita da seguinte forma:

f(3,)=43,-k=0, (4.26)
na qual k ¢ a tensdo de escoamento para o caso de cisalhamento puro. O limite elastico

sera atingido quando, num teste de tra¢do uniaxial, 0, =0, e 0, = 0, = 0. Substituindo-

se estes valores na Eq. 4.26, chega-se a:

k=—L. (4.27)

NE)

Reescrevendo a Eq. 4.26 em fungdo de J, =3s;s; e da Eq. 4.27, chega-se ao

conceito de tensdo efetiva, ou tensdo equivalente de von Mises (T ):

o= %sijsij =0,. (4.28)

A superficie de escoamento de von Mises pode ser interpretada geometricamente

como sendo um cilindro centrado no eixo hidrostatico (Fig. 4.5), cuja proje¢ao no plano
T, plano perpendicular ao eixo hidrostatico, ¢ um circulo de raio p = \/%Jy , como pode

ser visto na Fig. 4.6.

- Eixo hidrostatico

FIGURA 4.5 — Representacdo geométrica da superficie de von Mises no espago das
tensdes principais.
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Na Fig. 4.6 ¢ mostrada a representagdao bidimensional da superficie de

escoamento de von Mises para o plano Tt e para o plano g, X0, .

FIGURA 4.6 — Representagao do critério de Von Mises

O critério de von Mises ¢ amplamente utilizado para modelagem de metais

ducteis pela sua capacidade de reproduzir dados experimentais.
4.4.2 Critério de plastificacdo de Mohr-Coulomb

O critério de Mohr-Coulomb, e também o critério de Tresca, tem como base o
pressuposto que o Unico parametro determinante da falha do material ¢ a méxima tensao
de cisalhamento. Diferentemente do critério de Tresca, no qual o valor critico para a
tensdo de cisalhamento é considerado constante, o critério de Mohr-Coulomb considera
a tensdo de cisalhamento limitante (7) em um plano como sendo fun¢do da tensdo

normal (0) neste mesmo plano, de tal forma que:

7= 1 (o), (4.29)
em que f (0) ¢ uma funcdo envoltoria determinada experimentalmente. A forma mais
simples para a funcdo envoltoria de Mohr f (J) ¢ uma linha reta, conforme ilustrado na

Fig. 4.7. A equacao para a linha reta envoltoria ¢ conhecida com equacao de Coulomb e

tem a seguinte forma:
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7]=c-otang, (4.30)
na qual ¢ é a coesdo ¢ ¢ ¢ o angulo de atrito interno, ambos constantes do material e
determinados experimentalmente. O critério de falha associado a Eq. 4.30 ¢
referenciado como critério de Mohr-Coulomb. Para o caso especial de materiais sem
atrito interno, para os quais ¢ =0, a Eq. 4.30 se reduz ao critério da maxima tensao
cisalhante de Tresca, T=C, e a coesdo se torna igual a tensdo de escoamento em
cisalhamento puro c =K.

Da Eq. 4.30 e para g, 20, =20,, o critério de Mohr-Coulomb pode ser escrito

como:
1 1 (01_03)
5(01—03)cos¢zc— 5(01 +03)+Tsen¢ tang. (4.31)
T
A
t=c—otang
L3 |
e ffl \\‘ (1: i
SR s_| —
I ™ I

FIGURA 4.7 — Critério de Mohr-Coulomb

Em termos da representagcdo grafica de Mohr do estado de tensdes, a Eq. 4.29
significa que a falha do material ird ocorrer se o raio do maior circulo principal for
tangente a curva envoltdria, como mostrado na Fig. 4.7.

No espago das tensdes principais, a superficie de Mohr-Coulomb assume a
forma de um cone hexagonal irregular, conforme Fig. 4.8. Esta irregularidade se deve
ao fato que a tensdo 0» nao ¢ considerada, como pode ser visto na Eq. 4.31. A forma
conica, ao invés de cilindrica, se deve ao fato que a tensdo hidrostatica influencia no

escoamento. O critério de Mohr-Coulomb ¢ aplicavel a concreto, rochas e solos.
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—Os 4 _-Eixo hidrostatico 34

. i
\‘—G Linha de cisalhamento
1

puro (0=0)

FIGURA 4.8 — Representacao da superficie de plastificagdo de Mohr-Coulomb
4.4.3 Critérios de plastificagdo para aplica¢gdes computacionais

Owen e Hinton (1980) apresentam uma forma muito conveniente, do ponto de
vista computacional, para reescrever as fungdes de escoamento em termos dos
invariantes de tensdo. Essa formulacdo permite a constru¢do de um cddigo
computacional generalizado para a funcdo de escoamento e regra de fluxo, necessitando
apenas a especificacao dos valores de trés constantes para cada critério em particular.

Deve-se reescrever as leis de escoamento em fungdo dos invariantes de tensdo |,
e J,, e também do parametro &. O significado fisico de 8 pode ser visto na Fig. 4.8.

Para o critério de von Mises, ndo ha necessidade de mudancas, j4 que neste caso a

fungdo de escoamento depende unicamente de J,. Substituindo a Eq. 4.27 em 4.26 tem-
se:
V33, -0, =0. (4.32)
J& para o critério de Mohr-Coulomb, a Eq. 4.31 deve ser reescrita, resultando em
(Owen e Hinton, 1980):
1 1
Ellsenqo—\/z cosé’—ﬁsenﬁsenw =Ccosy. (4.33)
Para o célculo da matriz elastoplastica, se faz necessario expressar o vetor de

fluxo a de forma apropriada para aplica¢cdes computacionais. Podemos escrever:
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goof _ofol  of oI, of 98 434
oo ol o0 a\/j 00 0000 '

z,%xy> “yzo tax

sendo O' = {a 0,0,T,,.T r]

Apos algumas operagdes algébricas chega-se a:

a=Ca +Ca,+Ca,, (4.35)
sendo:
al,
a'= a_ ={1,1,1,0,0, 0}, (4.36)
04/J
a, = \/72: 1 1sx,sy,sZ,ZTXy,zryz,zr }
do 2\/I
a;:%: sysz—ry22+£ , sxsz—rxf+‘]—2 , sxsy—rxy2+£ ,
00 3 3 3

yz ¢ xz z%xy xz ¢ xy x“yz Xy ©yz y©xz

2(rr sr) 2(rr sr) 2(TT —sr),
em que S sdo as tensdes desviadoras. As constantes C;, C, e C; s@o encontradas na

tabela 4.1.

TABELA 4.1 — Constantes definindo a superficie de plastificacao.

Critério de Escoamento C C, C;

von Mises 0 \/5 0

Mohr-Coulomb 1 cos@ (1+ tan 6 tan36) (\/gsen¢9+cosﬁsen¢)
onrt-odiom Esew +sen¢(tan36’—tan¢9)/\/§ 2J, cos38

4.5 ANALISE VIA ELEMENTOS FINITOS

Durante um passo ou iteracdo de uma andlise elastopldstica por elementos
finitos, as forcas sdo aplicadas em incrementos e os correspondentes incrementos dos
deslocamentos nodais sdo encontrados a partir das equagdes globais de rigidez. Uma
vez conhecidos os deslocamentos, os incrementos de deformagdo nos pontos de
integragdo dentro de cada elemento sdo determinados utilizando as relagdes

deformagdo-deslocamento. Quando as tensdes associadas com o incremento de
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deformacao imposto causar escoamento plastico, se faz necessario a resolucdo de um

pequeno sistema de equacdes diferenciais ordinarias que pode ser escrito como:
6=C_¢, (4.37)
K=AB, (4.38)

o t I ~ o
emque 0 = {0’ 0,,0,,1,,1 T} eovetortaxadetensao,SZ{ ELEy, Z,yxy,yyz,yzx}

2o fxyo fyzo b ax
¢ o vetor taxa de deformagdo, K¢ a taxa do pardmetro de encruamento, e:

C.ba'C,

C,=C, -, .
® 7 A+a'Chb (4.39)
K+l K-26 K-2G6 0 0 0
3 3 3
K+§G K-2G 0 0 0
C.= K+§G 00 0° (4.40)
G 0
simétrica
alCt 4.41
A+a'Chb (4.41)
of k
A=-T K 4.42
0K A ( )
A
B=- ,
o oK (4.43)
of
a=—, 4.44
% (4.44)
ol
b="2, 4.45
3 (4.45)

Nas Eq. 4.37 a 4.45, C_ ¢ a matriz tensdo-deformagéo elastoplastica, C, ¢ a matriz
tensdo-deformagdo elastica, K ¢ o moédulo de compressibilidade do material, G ¢ o
moédulo de elasticidade transversal, f ¢ a fungdo de escoamento e g ¢é a fungdo
potencial plastica. Quando f =g, temos a chamada a regra de fluxo associada, que é

observada na maioria dos materiais. Em leis constitutivas elastoplasticas convencionais

os modulos K e G, e consequentemente a matriz constitutiva elastica C,, sdo

independentes das tensdes e necessitam ser computados uma tnica vez.
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4.6 INTEGRACAO DAS RELACOES CONSTITUTIVAS ELASTOPLASTICAS

Para integrar numericamente as Eq. 4.37 e 4.38, é conveniente introduzir um

tempo T, definido por:

T =(t-t,)/At, (4.46)
em que t, ¢ o tempo no inicio do incremento de carga, t, + At ¢ o tempo no final do
incremento de carga, e 0<T <1. Desde que dT/dt=1/At, aplicando-se a regra da

diferenciagdo em cadeia, em 0 e K nas Eq. 4.37 ¢ 4.38 tem-se:

do C.ba'C

—=C_NAe= C ———" Ae=NAo. -AACD, 4.4

ar ° A+aCpb ¢ ¢ (447)
9K _ jatB=aAB (4.48)
dT ’ '

sendo,

_ a'Cle _ a'Ao,
A+a'Cb A+a'Ch’

(4.49)

Assume-se que a taxa de deformagéo é constante e igual a Ag/At. As equagdes

4.47 e 4.48 definem um problema cldssico de valor inicial a ser integrado sobre o
pseudo-intervalo de tempo T =0 até T =1. Os valores conhecidos nestas relagdes sao
os incrementos de deformagdo impostos, A€, juntamente com as tensdes € o parametro

de encruamento no inicio de cada incremento de tempo.

47 METODO DE INTEGRACAO EXPLICITO

Os algoritmos de subincrementacdo utilizados para integracdo das leis
constitutivas neste trabalho, foi proposto por Sloan et al. (2001). A integragdo ¢ feita
dividindo-se automaticamente o incremento de deformacdo em um numero de
subpassos. O tamanho apropriado para cada subpasso ¢ encontrado através do uso do
método de Euler modificado, elaborado para fornecer uma estimativa do erro local. O
procedimento de integracdo utilizado neste trabalho pode ser utilizado nos casos de
comportamento eldstico ndo-linear. No algoritmo de integracdo ha subrotinas para o

controle dos casos de descarregamento elastopléstico, para computar a interseccido e
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restaurar as tensoes para a superficie de escoamento. Tais procedimentos serdo vistos

com mais detalhe a seguir.
4.7.1 Interseccdo com a Superficie de Escoamento

Dado um vetor de incrementos de deformagdes impostos A€, pode-se encontrar
um incremento teste de tensoes elasticas Ao, utilizando a lei de Hooke conforme:
Ao, =C Ae. (4.50)
Caso a parte elastica da relagdo constitutiva seja linear, a matriz tensdo-deformagao C,

¢ independente das tensdes e se torna trivial computar o estado teste de tensdes elésticas

0. =0,+A0,, sendo que G, € o estado de tensdes inicial. Para o comportamento nio-

linear eléstico, entretanto, a Eq. 4.50 deve ser integrada para encontrar o valor adequado

de Ao,. Ao contrario do comportamento linear elastico, no qual o incremento teste de
tensoes elasticas Ao, ¢ usado mais adiante no processo de integra¢do, quando tem-se
comportamento ndo-linear elastico, A0, ¢ usado unicamente para verificar se houve

transicao do estado de tensdes, de elastico para plastico. Esta transi¢do ocorre quando
ambas as condi¢des sdo satisfeitas:

f(o,,k,)<0, (4.51)

f(o,+400,,k,)>0, (4.52)

Quando a transi¢do acontece, se faz necessario determinar a fragdo de A€ que

move o estado de tensdes de O, para o estado de tensdes O, , na superficie de

escoamento. Esta situa¢do, mostrada na Fig. 4.9, pode aparecer muitas vezes durante o

andamento de uma analise elastoplastica por elementos finitos, portanto necessita ser

manejada de forma eficiente e precisa. Na analise numérica, a condi¢do exata de

escoamento f(0,k)=0 ¢ substituida pela condigdo aproximada |f(0,K)|S FTOL,

sendo que FTOL ¢ uma pequena tolerancia positiva. Isto admite os efeitos de precisdo
aritmética finita e modifica as condi¢des de escoamento para:

f(o,,k,) <-FTOL, (4.53)

f(o,+A0,,k,)>+FTOL. (4.54)

Sloan et al. (2001) recomendam como adequados para a tolerancia da superficie de

escoamento, valores na faixa de 10™° a 10™.
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Entdo o problema de se encontrar as tensdes na intersec¢do da superficie de

escoamento O, se torna equivalente a encontrar a quantidade escalar a, que satisfaz a
seguinte equacao nao linear:

f(o,+ aC g, k,)=f(0,,,k,)=0, (4.55)

R G.= 06, + Ac,

G:i1|l= G[? + C“CLAE

f=-FIOL f=0 f=+FIOL

—_—

FIGURA 4.9 — Intersec¢do com a superficie de escoamento: transi¢do de estado elastico
para o plastico

Um valor de a =0 indica que A€ causa unicamente deformagdo pléstica,
enquanto um valor de a =1 indica deformacdo unicamente elastica. Deste modo, tem-
se para a transicdo de estado elastico para plastico, 0 <a <1 e a parte elastica do
incremento de tensoes ¢ dada por aC_At.

A Eq. 4.55 define uma unica equacdo nao-linear na varidvel a e pode ser
resolvida por varios métodos numéricos. Dowell e Jarratt (1972) propuseram o
procedimento Pegasus, que ¢ perfeitamente adaptado para resolver o problema da
intersec¢do com a superficie de escoamento definido na Eq. 4.55. Tal procedimento ¢
incondicionalmente convergente, ndo requer o uso de derivadas e converge tipicamente
em 4 ou 5 iteragdes (mesmo quando usado com valores rigorosos de FTOL).

O algoritmo Pegasus tem como dados de entrada a tensdo O,, o pardmetro de
encruamento K, o incremento de deformacdo A€, os valores limites para a intersec¢do
com a superficie de escoamento a, e a,, o nimero maximo de iteracdes MAXITS e a

tolerancia para a fung¢do de escoamento FTOL. O algoritmo para modelos

elastoplésticos convencionais pode ser visto na tabela A.1, localizada no Anexo I.
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4.7.2 Descarregamento elastopléstico

Uma transi¢cdo do estado elastico para o plastico pode ocorrer também se um
ponto de tensdes, que estd inicialmente sobre a superficie de escoamento, for sujeito a
um incremento de tensdo elastoplastico conforme a Fig. 4.10. Esta situa¢do aparece
quando o angulo & entre o gradiente da superficie de escoamento a, e o incremento de
tensdo A0, ¢ maior que 90° ¢ f(0_,k,)>+FTOL. A primeira condi¢do pode ser
escrita da seguinte maneira:
a,Ac,

e, |Aa

2

cosf = >-LTOL, (4.56)

em que @, ¢ avaliado no estado de tensdo inicial 0,, Ao, é computado utilizando o

modulo de elasticidade tangente, ¢ LTOL ¢ uma tolerancia apropriada. Este tipo de

trajetoria de tensdes ocorre proximo a extremidade de uma superficie de falha se Ao, é

grande devido ao uso de incrementos de carga discretos. Devido a parcela da trajetéria
das tensoes dentro da superficie de escoamento ser elastica, podendo entdo ser integrada
de forma exata, as leis constitutivas elastoplasticas necessitam somente ser integradas

numericamente além do Gltimo ponto de intersec¢do com a superficie de escoamento.

f
a =§£ Iff
a ac |l|l,l
{
[
[2 0L ol )
f=-FTOL
\“-. G, =6, + AG,
SRR
i G~ 0, + aC.Ae
— II

FIGURA 4.10 — Intersec¢do com a superficie de escoamento: descarregamento
elastoplastico

O procedimento para encontrar a interseccado com a superficie de escoamento

para descarregamento elastoplastico ¢ o mesmo mostrado na secdo 4.7.1, embora
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diferentes valores iniciais de @ devem ser usados. A situagdo ¢ complicada pelo fato
que o incremento de tensdo pode cruzar a superficie de escoamento duas vezes, como
mostrado na Fig. 4.11. Esta possibilidade é causada pelo uso da tolerancia FTOL, que
permite que as tensdes fiquem, por pouco, fora da superficie de escoamento e devem ser
consideradas apropriadamente. Para assegurar que o algoritmo Pegasus encontre a
intersec¢do correta, € suficiente determinar valores iniciais de @, € @, que satisfagam
as seguintes condigdes:
f(o,+a,C.Ag,k,)<-FTOL, (4.57)
f(o,+a,C.Ag,k,)>FTOL, (4.58)
Essas condi¢des garantem que o valor de a encontrado seja o correspondente a
segunda interseccdo com a superficie de escoamento. Novamente, 0 < a <1, pois é

assumido que f(o,,«)>FTOL.

7
A

G.= 6,+ AG,

f=+FTOL -
o
0 L >

1

f=—-FTOL-

o, = o, aC.Asg

cruzando entre e = .25
ea=1

FIGURA 4.11 — Valores iniciais para a intersec¢do com a superficie de escoamento:
descarregamento elastoplastico
Uma estratégia nao refinada, porém de éxito para encontrar os valores de a, e

a, que envolvam a interseccdo desejada, ¢ a de se dividir o incremento de deformacdo

A€ em um namero menor de subincrementos. O namero de subincrementos utilizado
na busca, NSUB, ¢ tipicamente fixado em 10. Na primeira iteracdo do algoritmo o

tamanho do subincremento ¢ fixado em Ag/NSUB (o que corresponde a

subincrementos em Aa =1/NSUB). E feita entdo uma verificagdo se a intersegdo esta
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contida nos intervalos definidos pelos pares (a,_,,a,), sendo a, =a,_, +nAa, a,=0

n-1>
e n=12,...,NSUB. A intersecdo estd contida no intervalo caso sejam verdadeiras as
seguintes condicoes:

f(o,+a,_C.Ag, k) <-FTOL, (4.59)

f(o,+a,C.Ag, k) > FTOL, (4.60)

Pode-se visualizar uma ilustragdo da procura da interseccdo com 4

subincrementos na Fig. 4.11. Neste exemplo a interseccdo com a superficie de

escoamento estd entre os valores a, =0.75 e a, =1, portanto esses valores limitrofes

serdo utilizados como valores iniciais para o calculo da interseccdo com a superficie de
escoamento pelo algoritmo Pegasus (Dowell e Jarratt, 1972).

Quando o incremento de deslocamento A€ ¢ muito grande, ou se o incremento

de tensdes Ao, ¢ aproximadamente tangente a superficie de escoamento o tamanho do

subincremento inicial pode ndo ser pequeno suficiente para detectar a interseccdo

requerida. Essa situagdo pode ser verificada testando-se para cada intervalo (a,_,, @, ) as
seguintes condicoes:

f(o,+a,_C.Ag, k,)=2-FTOL, (4.61)

f(o,+a,C.Ag, k) > FTOL, (4.62)

Caso sejam verdadeiras as duas condicdes, sabe-se que a interseccao esta contida

no intervalo (0, a,) e a busca deve ser reiniciada utilizando-se um subincremento de
menor tamanho, Aa=a,/NSUB. A estratégia descrita acima, para modelos

elastoplasticos convencionais, pode ser encontrada na tabela A.2.
4.7.3 Correcdo das tensdes para a superficie de escoamento

No final de cada subincremento no processo de integragdo explicito, as tensdes
podem diferir da condi¢do de escoamento tal que |f(0,K)| > FTOL . A amplitude dessa
violagdo, que ¢ conhecida como desvio da superficie de escoamento, depende da
precisao do método de integracdo e da nao-linearidade das relagdes constitutivas. A

corregdo das tensdes para a superficie de escoamento ¢ de fato recomendada,

principalmente para modelos constitutivos mais complexos (Crisfield, 1991). A seguir
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serd descrito o método utilizado neste trabalho para restaurar as tensdes para a
superficie de escoamento, referenciado como Método do Retorno Radial.
Considerando um ponto onde as tensdes ndo-corrigidas e o parametro de

encruamento, definidos por 0, e kK, violam a condi¢do de escoamento tal que
|f(0’O,K0)| > FTOL . Ignorando termos de segunda ordem e superiores, f pode ser

expandida em uma série de Taylor neste ponto de tensdo fornecendo:

f=A, +a§]60+;—/f_/c5H, (4.63)

em qued0 ¢ uma pequena correcdo nas tensdes, 0K € uma pequena corre¢do no
parametro de encruamento, f, = f(0,,k;), e a, ¢ avaliado em 0. Ao retornar o estado
de tensdes para a superficie de escoamento ¢ desejavel que o incremento de deformagdo
total Ag permaneca inalterado. Da Eq. 4.47, temos que o incremento de deformacao
permanece inalterado para a correcdo de tensdes que obedeca a seguinte relagao:

00 =-dAC.b,, (4.64)
na qual 0A ¢ um multiplicador desconhecido ¢ b, ¢ avaliado em @,. Utilizando a Eq.

4.38, a correcdo correspondente ao parametro de encruamento ¢ dada por:

_ _ A
0K =0AB, =-0A ,
" 0 df /dx (4.65)

na qual A, e B, sdo avaliados em 0,. Combinando as equagdes 4.26 a 4.28 e fixando

f =0 obtém-se o valor do multiplicador JA:

fO
T T~ (4.66)
Ah + a‘0 CebO
As corre¢des para as tensdes € para o parametro do encruamento sdo, deste
modo, dados por:

fOCebO

00 = TA+aCbh. (4.67)
K = fO—ItS’O’ (4.68)
A +a,Chb,
e o estado de tensdes aprimorado, que ¢ mais proximo da superficie de escoamento ¢
obtido por:
0=0,+00, (4.69)
K=K, +0K, (4.70)
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Este tipo de procedimento, conhecido como corre¢do consistente, pode ser

aplicado repetidamente até que a condigdo |f(0, K)| < FTOL seja atingida. Em certas

condicdes, como as que ocorrem proximo ao extremo da superficie de escoamento de
Mohr-Coulomb para materiais com uma regra de fluxo ndo-associada, esta técnica pode
ndo convergir. O comportamento ndo-convergente ¢ usualmente verificado quando o
estado de tensdes corrigidas se distancia da superficie de escoamento. Nestas
circunstincias o procedimento de corre¢do consistente pode ser abandonado por uma
iteracdo e substituido por uma correcdo que ¢ normal a superficie de escoamento. Este
ultimo método, chamado de correcdo normal nao preserva o incremento de deformagao
total aplicado, mas € robusto e tem sido usado com sucesso por Owen e Hinton (1980).
Com a correc¢do normal, a Eq. 4.64 ¢ substituida por:

00 = -JAa,, (4.71)
e assume-se que o parametro de encruamento K, permanece inalterado. A corre¢do do

estado de tensdes entdo ¢ dada por:

g = -0 (4.72)

Este tipo de corre¢do também pode ser aplicado iterativamente até que a
condigdo |f(0,K0)| < FTOL seja atingida.
O algoritmo para o retorno das tensdes a superficie de escoamento para um

modelo elastoplastico genérico pode ser encontrado na tabela A.3.
4.7.4 Metodo de Euler modificado

Para um dado incremento de deformagdo Ag, as relagdes constitutivas a serem
integradas em cada ponto de Gauss sdo descritas pelas equacdes 4.47 e 4.48. Estas
equacdes descrevem um sistema de equagdes diferenciais ordinarias com as condigdes

0=0, ¢ K=K, no inicio do incremento onde T =0 e t=t,. Varios métodos de

integracdo explicitos podem ser usados para encontrar as tensdes no final do
incremento, onde T =1. O método utilizado neste trabalho foi proposto por Sloan
(2002). Este método ¢ atrativo para aplicagdes de elementos finitos, pois procura
controlar os erros nas tensdes € no parametro de encruamento originados da integragao

aproximada das relagdes constitutivas. Seguindo uma pratica utilizada largamente para
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resolucao de equacdes diferenciais ordinarias, o controle de erro € alcangado utilizando-
se uma estimativa do erro local para automaticamente subincrementar o incremento de
deformacao imposto Ag. Para cada subincremento, a estimativa do erro local ¢
encontrada como a diferenga entre a solugdo de Euler modificada com precisdo de
segunda ordem e a solucdo de Euler com precisdo de primeira ordem. Uma vez
computado o erro local para um dado passo, o tamanho do proéximo passo ¢ determinado
utilizando uma expressao para o termo de erro dominante. Este tipo de controle de erro
permite que o tamanho de cada subincremento varie ao longo do processo de integracao,
dependendo da ndo-linearidade das relagdes constitutivas.

Considerando um subincremento de tempo nos limites 0<AT <1, onde o

indice n-1 e n denotam quantidades avaliadas nos pseudo-tempos T e

n-1

T,=T,, +AT,. Com o Método Explicito de Euler, os valores para 0 ¢ « no final do

subincremento do AT, sdo encontrados com:

6,=0,,+tAC,, (4.73)
K, =K, tAK, (4.74)
sendo:
Ao, =C,(0,,,K,.)AE,, (4.75)
Ak, = AA(O,_,, K, , A8, )B(O,_,), (4.76)
Ae, = AT Ag. (4.77)

Pode-se encontrar uma estimativa mais precisa das tensoes € do pardmetro de

encruamento no final do subincremento AT utilizando o Método de Euler Modificado,

o que fornece:

. 1

6,=0,_, + E(Acrl +A0,), (4.78)
. 1

Ky =Kt E(Al(l + AKz) > (479)

em que A0, e Ak, sdo computados como no método de Euler, e:
Ao, =C (0, +A0 K, +AK)AE,, (4.80)
Ak, =AA(o,_ +A0,, K, + Ak, Ae )B(0,_, +AT)). (4.81)
Sendo o erro local no método de Euler e no método de Euler modificado

O(AT?) e O(AT?) respectivamente, o erro em G, e K, pode ser estimado com:
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1
E (AO-2 - AO’I )
;- "= . (4.82)

K 1
n n E(AK2 - k)

Utilizando alguma norma conveniente, esta quantidade pode ser usada para

encontrar a medida de erro relativo:

R = Lwax [80:-00] jax —ax] (4.83)
2 | R

n

0,

nas quais as tensdes sdo tratadas separadamente do pardmetro de encruamento para
permitir diferencas de escala. Uma vez computado o erro, o incremento de deformacgao
atual ¢ aceito se R, ndo for maior do que alguma tolerancia prescrita STOL, ou rejeitado
caso contrario. Indiferentemente se o subincremento for aceito ou ndo, o préximo passo
de tempo ¢ encontrado com a seguinte relagao:

AT, = 0AT,, (4.84)
na qual g ¢ escolhido para que R,, satisfaga a restricdo

R, <STOL. (4.85)

J4 que o erro local de truncamento no método de Euler ¢ O(AT ?), segue da Eq.
4.84 que:
R.. =0d’R,, (4.86)

que combinada com a 4.48 fornece:

q<./STOL/R, . (4.87)

O procedimento para determinacao de ( ¢ baseado na expressao para o termo de
erro dominante. Devido a essa aproximagdo poder se tornar imprecisa para
comportamento altamente ndo-linear, ¢ recomendado escolher g de forma conservadora,
para minimizar o numero de subincrementos de deformagdo rejeitados. Experimentos
numéricos em uma grande variedade de problemas da platicidade sugerem que uma

estratégia apropriada para determinacdo de q ¢ fixar:

q<0.9,/STOL/R_, (4.88)

e também limitar o valor de ¢ no intervalo:
0.1sq<l.1, (4.89)

de onde tem-se que:
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0.1AT, , < AT, <1.1AT, . (4.90)

n-1 —

O coeficiente 0.9 age como um coeficiente de segurancga, prevenindo a escolha,
pelo mecanismo de controle de erro, de um subincremento de deformacao que ira falhar
em atingir a tolerancia para o erro local. Restringir o crescimento dos subincrementos
consecutivos em 10% também tem o mesmo efeito. Dois outros controles adicionais
consistem em atribuir um valor minimo absoluto para o subincremento, AT _. , e ndo
permitir que o tamanho do passo cresca imediatamente apos a falha de um
subincremento. A primeira condicdo ¢ adicionada meramente por robustez e sO ¢
utilizada em casos em que as leis constitutivas contiverem singularidades nos
gradientes. A segunda condicao garante que haja pelo menos dois subincrementos de
deformag@o com o mesmo tamanho apds uma falha e € util no caso onde o caminho da
tensdo-deformagdo apresenta mudangas repentinas na curvatura.

O procedimento de integragdo ¢ iniciado aplicando-se as equagdes 4.73 a 4.76

com o incremento de deformagdo A€ conhecido, as tensdes iniciais G, 0 parametro de
encruamento inicial K, e o pseudo-incremento do tempo inicial AT,. Para permitir os

casos onde ndo sdo necessarios subincrementos, fixa-se AT, =1. Caso o erro relativo da

solucdo resultante, como definido na Eq. 4.83, nao for maior que uma tolerancia
especificada STOL, entdo o subincremento atual ¢ aceito e as tensdes e parametro de
encruamento sdo atualizados utilizando as Eq. 4.73 e 4.74 ou 4.78 e 4.79. Na pratica, ¢
melhor empregar a atualizacdo de mais alta ordem em relacdo a de baixa ordem,
considerando que ¢ a mais precisa das duas e ja foi calculada. Apoés um subincremento
bem sucedido, as novas tensdes e o pardmetro de encruamento sdo corrigidos para a
superficie de escoamento utilizando o procedimento descrito na secdo 4.7.3. Se

R, > STOL, tal que a tolerancia especificada ndo ¢ atingida, entdo a solucdo € rejeitada

e um tamanho de passo menor ¢ computado utilizando as Eq. 4.88 e 4.89. Este estagio ¢
repetido, e se necessario, o tamanho do passo ¢ reduzido mais ainda até que o tamanho
do subincremento bem sucedido seja encontrado. Independentemente de o
subincremento atual ser aceito ou ndo, o tamanho do préximo subincremento de
deformacdo ¢ encontrado utilizando-se as Eq. 4.88 ¢ 4.89. Nos passos sucessivos, 0s
subincrementos podem se tornar maiores, menores o permanecerem iguais, dependendo
do erro que ¢ calculado com a Eq. 4.83. O final do procedimento de integragcdo ¢

alcangado quando todo o incremento de deformacao ¢ aplicado, ou seja:
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ZAT =T =1,

4.91)

Na tabela A.4 pode-se encontrar o algoritmo do método explicito de Euler

modificado, com todos os refinamentos comentados, para modelos elastoplasticos

convencionais.

Os valores tipicos para AT . sdo da ordem de 10™, o que implica em no

maximo 10.000 subincrementos usados em cada ponto de Gauss durante o passo de

carga ou iteracdo. Caso se deseje utilizar o método de Euler modificado com um tnico

passo, isto pode ser feito utilizando o algoritmo apresentado, unicamente mudando a

tolerancia STOL para um valor alto.

Na tabela 4.2 tem-se um resumo de todos os parametros de controle do método

de integragdo das relagdes constitutivas elastoplasticas com os valores mais indicados

para 0S mesmaos.

TABELA 4.2 — Parametros de controle da solucao.

. Valor
Nome Significado recomendado
FTOL Tolerancia para a superficie de escoamento 10%a 107
STOL Tolerancia das tensoes 10" a 10
Pegasus 10
MAXITS  Numero maximo de iteragdes Pegasus-Unloading 3
Correction 5a10
Numero de subincrementos para o calculo da intersec¢cdo com
NSUB . 10
a superficie de escoamento
EPS Constante da maquina 107"
AT . Incremento de tempo minimo 10*
LTOL Tolerancia para o calculo do angulo entre o gradiente da 107

superficie de escoamento e o incremento de tensoes eldsticas
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5. APLICACOES NUMERICAS

5.1 INTRODUCAO

Neste capitulo sdo apresentadas aplicagdes numéricas envolvendo estruturas
exibindo comportamento altamente nao-linear para testar e verificar o desempenho do
elemento desenvolvido para andlise elastopldstica de estruturas. Para demonstrar a
validade do elemento estudado no campo ndo-linear fisico e geométrico, os resultados
obtidos neste trabalho foram comparados com resultados publicados por outros autores,
que empregam diferentes tipos de elementos, e também com os resultados encontrados
utilizando-se o software comercial ABAQUS (2004).

O pré e poés-processamento dos exemplos analisados foram realizados através do
software GiD. Para a descricdio da malha adotada, utilizam-se trés parametros
(P1xP2xP3), sendo que os dois primeiros representam o numero de elementos no plano
e o terceiro indica o nimero de elementos na dire¢do da espessura da estrutura.

Foi utilizado o método do controle dos deslocamentos generalizados para
resolug¢do dos exemplos deste capitulo. Portanto, fazem parte dos dados dos problemas

o incremento inicial do fator de carga (AA) e o fator de carga maximo (Amax).

5.2 APLICACOES COM O CRITERIO DE VON MISES

5.2.1 Cubo sob tracao

Neste exemplo, procura-se resolver um caso bastante simples, onde um cubo
com 1 m de aresta ¢ discretizado com um Unico elemento e tracionado axialmente por
uma carga de 26 kN. Na Fig. 5.1 sdo apresentados os dados do material, a configuracdo
geométrica inicial e também as condigdes de contorno utilizadas na analise. Os
resultados obtidos no presente trabalho sdo comparados com a solugdo analitica, para o
caso de analise linear geométrica, e também com os resultados encontrados utilizando-
se o elemento C3D8I do ABAQUS tanto para andlise linear quanto ndo-linear

geométrica.
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E=12x10"kN/m?
Er=1.2 x 10° KN/m’
g, =2.4 x 10" kN/m’
v=0.00

<\HZ/ N >
10 10
N %;E v

FIGURA 5.1 — Cubo sob tragao

Na Fig. 5.2 sdo plotados os resultados de carga vs deslocamento obtidos. Pode-
se perceber que os resultados obtidos no presente trabalho coincidem com os resultados
obtidos analiticamente ¢ com o elemento C3D8I do ABAQUS. Para o caso de se

considerar a ndo-linearidade geométrica, também hé coincidéncia entre os resultados.

25 4

20 4

—_—
w
L

Z
=
<
o
8 10 A ——+—— Presente trabalho
C3D8I
——#—— Solugdo analitica
sd¢ T C3DS8I - NLGeom

- - ©- - Presente trabalho - NLGeom

0 T T T

0 5 10 15 20 25
Deslocamento (mm)

FIGURA 5.2 — Carga vs deslocamento
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5.2.2 Viga elastopléastica engastada

Neste exemplo ¢ mostrado o comportamento de uma viga engastada sujeita a
uma carga transversal de 80 kN aplicada nos nos da extremidade livre de forma
distribuida, de acordo com a area de influéncia de cada n6. Todos os graus de liberdade
da extremidade engastada sdo prescritos. O comprimento da viga ¢ de L = 24.0 m,
enquanto que a largura ¢ B = 1.0 m e a altura ¢ H = 4.0 m. O material apresenta
endurecimento isotropico linear e os parametros do material podem ser vistos na Fig.
5.3.

P =80 kN
T E=1.0x 10" kN/m’
Er=1.0 x 10’ kN/m’

g, = 3.0 x 10° kN/m’
v=0.3

FIGURA 5.3 — Geometria da viga engastada

Com o objetivo de se determinar a sensibilidade do algoritmo implementado
para a ndo-linearidade fisica quanto a variagdo dos parametros de controle utilizados na
analise e também para a calibragdo do modelo, optou-se pela realizagdo de uma série de
analises, com valores fixos de AA= 0.1 e Ansx = 1.0, variando os principais parametros

de controle de acordo com a tabela 5.1.

TABELA 5.1 — Parametros de controle para andlise da sensibilidade.

Nome Caso (a) Caso (b) Caso (c) Caso (d)
FTOL 10° 10° 10° 10°
STOL 10" 10° 10° 107
AT 10 10" 10* 10°

Os resultados obtidos no presente trabalho sdo comparados com os resultados
fornecidos pelo elemento hexaédrico de 8 nés com modos extras de flexdo (chamado

C3D8I) e também com os do elemento hexaédrico de 8 nos com integragao reduzida e
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controle de modos espurios (chamado C3D8R) no ABAQUS. A malha utilizada em
todas as analises tem 48x8x1 (comprimentoxalturaxlargura) elementos.

Pode-se verificar o grafico da carga vs deslocamento para os casos da tabela 5.1
na Fig. 5.4. Os resultados ndo apresentam grandes variagdes e estdo muito proximos do
resultado obtido pelo software ABAQUS. Para o Caso (c), onde ¢é utilizada uma
tolerdncia STOL (erro nas tensdes encontradas pelo integrador das relagdes
constitutivas) mais restritiva que nos Casos (a) e (b) observa-se uma aproximagao ainda
maior nos deslocamentos para a carga final. Para se utilizar uma tolerancia ainda mais
restritiva como no Caso (d), se faz necessario diminuir incremento minimo do tempo de
integracdo (AT . ) para que haja convergéncia. Uma vez que o valor de AT . ndo
influenciou os resultados para o Caso (c), optou-se por se trabalhar com um valor
elevado de STOL (10™"). Um valor elevado de STOL implica na conclusio da integracio

das relacdes constitutivas em um Unico passo, o que ¢ aceitavel ao se trabalhar com um

procedimento incremental/iterativo, portanto o parametro AT,

min

¢ a subincrementagao

ndo sao mais utilizados.

80 -

—e—Caso (a) —=—Caso(b) —a—Caso (¢)

Caso (d) —=—C3DS8I —e— C3D8R

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 2 4 6 8 10 12
Deslocamento (m)

FIGURA 5.4 — Carga vs deslocamento: sensibilidade

Verificou-se também que os resultados ndo sdo alterados ao se diminuir a
tolerancia FTOL para valores inferiores a 10, o que justifica a escolha do valor de
FTOL como 10°. Os demais pardmetros de controle estio ligados a eficiéncia

computacional do algoritmo e ndo alteram significativamente os resultados.
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Nas Fig. 5.5 e 5.6 encontram-se as distribuicdes das tensdes nos pontos de
integracdes na dire¢do X, Syx, obtidas com o uso do software ABAQUS e obtidas no

presente trabalho, plotadas com o auxilio do software GiD, respectivamente.

SRR S
SOSSAIR X< +5.585¢+02
SESIEAR KX +4.654¢+02
+3.723¢+02
+2.792e+02
+1.862¢+02
+9.308¢+01

XX

-1.862¢+02
—2.792e+02
~3.723e+02
—4.654¢+02
—5.585e+02

FIGURA 5.5 — Distribuicao de tensdes obtidas pelo ABAQUS

FIGURA 5.6 — Distribuicdo de tensdes obtidas pelo GiD
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O elemento C3D8R foi utilizado no calculo das tensdes no ABAQUS, uma vez
que este também possui somente 1 ponto de integracdo e fornece resultados muito
proximos ao C3DS8I. Pode-se visualizar a concordincia entre os resultados mostrados
nas Fig. 5.5 ¢ 5.6.

Na Fig. 5.7 é plotada a tensdo Syx no ponto de integragdo dos elementos
localizados na fibra superior ao longo da viga, desde o engaste até o extremo livre.
Pode-se perceber uma boa concordancia entre os resultados, porém no extremo livre
devido a diferen¢a da forma de aplicacdo da carga entre o modelo do ABAQUS e o do

presente trabalho surge uma pequena diferenga nos resultados.

Coordenada X (m)
0 5 10 15 20 25
0

-100 4
“'g -200 4
Z
<
%-300 -
lg
g
= -400 - —e— Presente trabalho: 48 x 8 x 1

-500 —a— C3D8R:: 48 x 8 x 1

-600 -

FIGURA 5.7 — Tensdes na fibra superior ao longo da viga
Em seguida, na Fig. 5.8, podem ser vistos a configuracdo geométrica inicial e a

malha deformada no final da andlise, com a consideracio da nao-linearidade

geométrica.
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FIGURA 5.8 — Geometria inicial e malha deformada

Os deslocamentos na superficie média da viga sao mostrados na Fig. 5.9. Pode-
se observar que os resultados obtidos no presente trabalho estio muito préximos

daqueles obtidos com o elemento C3D8I no ABAQUS.

12 -
—a— Presente trabalho: malha 48 x 8 x 1

10 4 —e—C3D8I

Deslocamento vertical (m)

0 T T T T T 1

0 4 8 12 16 20 24
Coordenada X (m)

FIGURA 5.9 — Deslocamentos na superficie média da viga

Na Fig. 5.10 ¢ apresentada a comparagao da deformagdo plastica equivalente dos

elementos ao longo da fibra superior da viga obtida no presente trabalho e no software
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ABAQUS. Pode-se notar uma grande coincidéncia nos resultados. Em termos de
deformagdes totais observou-se um valor maximo de 0,19 estando assim o exemplo na

faixa de transi¢do entre pequenas e grandes deformagdes.

Coordenada X (m)
0.14

0.12 4

o
=
‘

o

=)

&
\
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=

x
s

—e— Presente trabalho: 48 x 8 x 1

o

o

4;
:

Deformacao Plastica Equivalente

0.02 —a— C3D8R:: 48 x 8 x 1

0 5 10 15 20

FIGURA 5.10 — Deformagao plastica equivalente na fibra superior

Na Fig. 5.11 mostra-se a distribuicao das deformagdes plasticas equivalentes

obtidas no presente trabalho.

; 0.16205
I 0.14404
0.12603

- 0.10803
- 0.09002
- 0.07201
- 0.05401

0.03600
0.01800

0

FIGURA 5.11 — Distribui¢ao da deformacao plastica equivalente
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Na Fig. 5.12 ¢ plotado o grafico da carga pelo deslocamento no extremo livre da
viga. Os resultados da Fig. 5.12 referem-se as analises com duas discretizagdes de
malhas diferentes, sendo a primeira com 24x4x1 e a segunda 48x8x1 elementos. Neste
exemplo pode-se ver claramente que os resultados fornecidos pelo software ABAQUS
para ambas as malhas coincidem entre si € com os resultados obtidos no presente
trabalho para a malha com 48x8x1 elementos. No entanto os resultados obtidos com o
elemento desenvolvido no presente trabalho, para a malha com 24x4x1 elementos, ndo
apresentam uma boa concordancia.

A partir deste fato pode-se concluir que para se realizar uma analise com o
elemento desenvolvido neste trabalho se faz necessaria uma discretizacao mais refinada
da malha de elementos finitos para poder capturar as frentes plasticas com maior
precisdo. Isto ndo se mostra necessario para o elemento C3DS8I, visto que este possui 8

pontos de integragao.

80 -
70 -
60 -
50 4
Z
5)40 | —e— Presente trabalho: 48 x 8 x 1
5 —a— C3D81:: 48 x 8 x 1
30 1 —&— Presente Trabalho: 24 x 4 x 1
20 A —o— C3D8I: 24 x4 x 1
10 4

0 2 4 6 8 10 12
Deslocamento (m)

FIGURA 5.12 — Deslocamento comparativo entre malhas

Os resultados da carga vs deslocamento plotados na Fig. 5.13 demonstram a
influéncia da matriz de estabilizagdo descrita no item 2.5. Pode-se perceber que com a

utilizagdo da matriz de estabilizagdo completa, ou seja, sem o parametro otimizado

L°, a resposta da estrutura é mais rigida se comparada com os resultados obtidos com

o elemento C3D8I. Ao se utilizar na matriz de estabilizagdo o fator ¢* proposto por
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Reese (2005), os resultados obtidos ndo apresentam mais rigidez excessiva sendo entao

muito proximos ao resultado do ABAQUS.

80 -
—e— Presente trabalho: estabilizagdo otimizada
70 4 —a— C3D8I

—e— Presente trabalho: estabilizagdo completa

Carga (kN)
[\®) w N W N
o o () o o

—_
(=]
I

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

0 2 4 6 8 10 12
Deslocamento (m)

FIGURA 5.13 — Deslocamento comparativo entre matrizes de estabilizagao

5.2.3 Placa em balango com carga no extremo

Este exemplo apresenta a resposta elastoplastica de uma placa fina engastada em
uma de suas extremidades sujeita a uma carga concentrada de 6.27 kN de intensidade
aplicada de forma distribuida nos nés do extremo livre, de acordo com a érea de
influéncia de cada n6. O comprimento da placa ¢ de L =10.0 m, a larguraé B=1.0me
a espessura ¢ t = 0.1 m. O material apresenta endurecimento isotropico linear e os
parametros do material estdo descritos na Fig. 5.14. Todos os graus de liberdade dos nos
da extremidade fixa sdo prescritos. O método de solugdo das equacdes nao-lineares €
iniciado com valores de AA = 0.01 e A = 1.0. A configuragdo geométrica inicial e a

malha deformada podem ser vistas na Fig. 5.14.

E =12 x 10" kN/m?
Er=1.2 x 10° kN/m’
g, = 2.4 x 10" kN/m’
v=0.3

FIGURA 5.14 — Geometria inicial e malha deformada
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Os deslocamentos computados na extremidade livre sdo comparados com os
resultados publicados por Masud e Tham (2000), que utilizou elementos hexaédricos
com 8 nos com formulagdo hibrida (Enhanced Assumed Strain), e com os resultados
obtidos através do elemento C3D8I do ABAQUS. A malha usada nas aplicagdes com o
presente elemento e com o elemento C3DS8I tem 48x8%1 (comprimentoxespessurax
largura) elementos.

Observa-se que o elemento estudado apresenta resultados muito proximos
daqueles obtidos com o elemento C3D8I do ABAQUS e daqueles encontrados por
Masud e Tham (2000). O diagrama carga deslocamento na extremidade onde a carga ¢

aplicada ¢ mostrado na Fig. 5.15.

7 5
—o— Presente trabalho: 48 x 8 x 1
6 - —a— Masud and Tham (2000)
—e— C3D8I
5 4
241
=
<
)
583 A
O
21
1 4
0 : : : : ‘
0 0.5 1 1.5 2 2.5
Deslocamento (m)

FIGURA 5.15 — Carga vs deslocamento no ponto de aplicacdo da carga

Na Fig. 5.16 as tensodes (Sxx) no ponto de integracdo dos elementos localizados
na fibra superior da placa sdao plotados em fun¢do da coordenada do ponto de integracao
do engaste até o extremo livre. As tensdes obtidas com o elemento desenvolvido neste
trabalho podem ser comparadas com as tensdes fornecidas pelo software ABAQUS,
com o uso dos elementos C3D8R, onde as tensdes correspondem as tensdes no ponto de

integracdo, e C3D8I, onde as tensdes plotadas sdo interpoladas até o centrdide do

elemento finito em questao.
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Pode-se verificar uma grande coincidéncia entre os resultados do presente
trabalho e os resultados encontrados com o elemento de 1 ponto de integracio C3DS8R,

que tendem a seguir os resultados obtidos com o uso do elemento C3DSI.

5.2.4 Placa quadrada sujeita a carga concentrada

Uma carga concentrada F ¢ aplicada no centro de uma placa quadrada com lado
L =40 m e espessura t = 0.4 m. A solucdo ¢ apresentada para dois materiais diferentes:
caso (a): material elastoplastico perfeito; caso (b): material com endurecimento
isotropico linear. Os dados dos materiais sdo apresentados juntamente com uma
representacdo esquematica do exemplo na Fig. 5.18. A placa possui lados simplesmente
apoiados e devido a simetria somente um quarto da placa ¢ modelada. Para ambos os
casos, a placa ¢ modelada com 10x10x6 elementos (6 elementos sdo usados na
espessura), enquanto que para o caso (b) também sdo usados 24%x24x6 elementos.
Adota-se como incremento do fator de carga inicial o valor AA = 0.001, limitando-se o

fator de carga até A = 1.0.

Caso (a):
E=3.0 x 10’ kKN/m*
g, = 4.0 x 10" kN/m’
v=0.3

Caso (b):
E=3.0 x 10’ kKN/m*
Er=3.0 x 10° kN/m?
g, = 4.0 x 10* kN/m’
v=0.3

FIGURA 5.18 — Placa quadrada sujeita a carga concentrada

No caso (a), o célculo ¢ efetuado até que os elementos encontrados diretamente
abaixo da carga concentrada estiverem todos plastificados e a solu¢ao diverge. O
grafico da carga aplicada pelo deslocamento no ponto central da placa (w) para o caso
(a) estd demonstrado na Fig. 5.19. Analisando os resultados pode-se perceber que a
solugdo encontrada esta proxima da solucdo obtida através do elemento C3D8I do

ABAQUS.
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F (kN)

—e— Presente trabalho: malha 10 x 10 x 6
01 e capst
40 A
30 4
20 -
10 -
0 : : : : . . .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

w (m)

FIGURA 5.19 — Caso (a): carga concentrada Vs deflexdo central

Os resultados para o material com encruamento, caso (b), sio mostrados na Fig.

5.20. Pode-se perceber uma boa concordancia entre os resultados obtidos no presente

trabalho e daqueles obtidos com o uso do software ABAQUS. Percebe-se também que

com o refinamento da malha, ambos os resultados tornam-se ainda mais proximos.

F (kN)

70 -

—o— Presente trabalho: 24 x 24 x 6
60 - —o— (C3D8I: 24 x 24% 6
—=—C3DS8I: 10 x 10 x 6
—=— Presente trabalho: 10 x 10 x 6

(U \ \ \

0 0.5 1 L5
w (m)

FIGURA 5.20 — Caso (b): carga concentrada vs deslocamento central
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5.2.5 Casca cilindrica com bordos livres

Neste exemplo, uma casca cilindrica ¢ submetida a um par de cargas
concentradas, induzindo grandes deslocamentos e rotagdes. Geometricamente, o
cilindro ¢ caracterizado por um comprimento de L = 10.35 m, raio R = 4.953 m e uma
espessura constante t = 0.094 m. O material possui endurecimento isotropico linear e
suas caracteristicas sdo mostradas juntamente com a representacdo esquematica do
problema da na Fig. 5.21. Nao sdo aplicadas condi¢gdes de contorno aos bordos livres da
casca, sendo unicamente responsavel pelo equilibrio do cilindro o par de cargas
aplicado. Devido a simetria, somente um oitavo do cilindro ¢ discretizado com uma
malha contendo 16x8x6 elementos (circunferénciaxcomprimentoxespessura) sendo

aplicadas somente as condi¢des de contorno devido a simetria.

p
A
% E=10.5 x 10> kN/m?
B Er=10.5 x 10> kN/m?
g, = 1.05 x 10> kN/m’
L v=0.3125
p

FIGURA 5.21 — Alongamento da casca cilindrica

Sao computados os deslocamentos em dois pontos distintos da estrutura, ponto A
e ponto B (ver Fig. 5.21). Na Fig. 5.22, sdao plotados os deslocamentos, para ambos os
pontos em fun¢do da intensidade da carga aplicada. A solugdo ¢ comparada com os
resultados publicados na literatura por Masud ¢ Tham (2000) e por Valente et al.
(2004), ambos utilizando elementos hexaédricos com 8 ndés com formulagdo hibrida
(Enhanced Assumed Strain) com parametros internos de deformagao. Pode-se observar
uma boa concordéncia entre a solucdo obtida com o elemento desenvolvido no presente
trabalho ¢ a solug@o obtida por Valente et al. (2004), estando também muito proxima
dos resultados publicados por Masud e Tham (2000).

Pode-se dividir a resposta da estrutura em duas fases: fase inicial caracterizada

por grandes deslocamentos e grandes rotagdes associados com a rigidez a flexdo; fase
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final caracterizada por uma resposta extremamente rigida associada com a rigidez de
membrana da casca. Na transi¢ao entre as duas fases ocorre uma flambagem localizada,
representada pela descontinuidade da curva. O processo de solu¢do do sistema de
equagdes nao-lineares foi iniciado com o incremento do fator de carga fixado em AA =
0.001. Para melhor captar o comportamento da estrutura durante a flambagem, o
incremento do fator de carga ¢ alterado durante o processo (para carga a partir de 12

kN) para AA=0.0001. O fator de carga maximo ¢ mantido em Az = 1.0.

40 ———— Presente trabalho: pt A

35 —a—— Masud e Tham (2000): pt A
—o—— Valente et al. (2004): pt A

10 ---o - --Presente trabalho: pt B

N

[\
(9]
L

Carga aplicada (kN)
a8

10 ~

() aememose por ™ ‘ ‘

Deslocamento (m)
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Na Fig. 5.24 ¢ plotada a distribui¢ao da deformacao plastica equivalente. Pode-
se perceber que nos elementos diretamente sobre os quais foi aplicada a carga surgem
grandes deformagdes plasticas, porém o restante do modelo encontra-se no regime de
pequenas deformacdes. Pode-se entdo caracterizar o modelo pela presenca de grandes
deslocamentos e pequenas deformagdes. Tal fato também foi observado por Masud e

Tham (2000).

&
 0.28199
I 0.25088
- 0.21932
-0.18799
- 0.15666
-0.12533
- 0.09399

0.06266
0.03133
0

pl

FIGURA 5.24 — Distribui¢ao da deformacao plastica equivalente
5.3 APLICACOES COM O CRITERIO DE MOHR-COULOMB
5.3.1 Estabilidade de taludes com modelo de Mohr-Coulomb
Neste exemplo ¢ realizada uma andlise de estabilidade de taludes utilizando-se o
critério de plastificacdo de Mohr-Coulomb. A geometria do talude, as condig¢des de
contorno ¢ as propriedades do material sdo apresentadas na Fig. 5.25. Os graus de

liberdade correspondentes aos deslocamentos fora do plano da Fig. 5.25 sdo prescritos

em todos os nds, de modo que somente sao permitidos deslocamentos no plano.
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- 1.2m -
E=10.5 x 10° KN/m?

o V=03

o y=120.0 kN/m’

T ¢ = 1.0 kN/m’
=N iy P . y ¢: 400

FIGURA 5.25 — Geometria e propriedades do material

O talude ¢ discretizado com uma malha contendo 10x10x1 elementos (1
elemento foi usado na direcdo do comprimento) e adota-se AA=0.001 e A = 1.0. Para
se encontrar o fator de seguranga do talude, a analise ¢ realizada para diferentes fatores
de seguranca (FS) dos parametros do solo variando de 1.00 até 2.65 de tal forma que o

angulo de atrito e a coesao utilizada na analise elastoplastica seja:

_ tan ¢
@; = arctan Fs (5.1)

C
Cy =—<. 5.2
e (52)

O deslocamento maximo encontrado na malha vs o fator de seguranga de cada
analise ¢ plotado na Fig. 5.26. Os resultados plotados sugerem que o fator de seguranga
do talude ¢ em torno de 2.62. Observa-se que os resultados obtidos com o uso da
formulagdo proposta no presente trabalho estdo proximos dos resultados obtidos por
Smith e Griffiths (1997). Bishop e Morgenstern (1960) produziram graficos para
analises de estabilidade de taludes usando técnicas de circulos de deslizamento, € estes
fornecem o fator de seguranca de 2.505 para o talude considerado neste exemplo.
Sugere-se que o afastamento entre os graficos se deve ao fato de se tratar de um
problema de falha estrutural, onde um pequeno aumento no coeficiente de seguranga
causa grandes deslocamentos em situagdes de falha iminente. Deve-se considerar o fato
de que tanto a formulagdo classica apresentada por Bishop e Morgenstern (1960) como

a apresentada por Smith e Griffiths (1997) consideram apenas pequenos deslocamentos.
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Fator de seguranca
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 22 2.4 2.6 2.8

2 | ——=—— Smith e Griffiths (1997)
—o—— Presente trabalho: malha 10 x 10 x 1

— — — — Bishop ¢ Morgenstein (1960)

|
i
L

Deslocamento ., X 107 (m)
5 o

—_ —_ —_
o] =)} e
L | |

FIGURA 5.26 — Deslocamento maximo Vs fator de seguranca

Os deslocamentos normalizados sdo mostrados na Fig. 5.27. Também podem ser
vistos na Fig. 5.27, a malha deformada e a natureza do mecanismo de falha para o

talude estudado.

|Deslocamentos|

17396e-04
15464e-04
13531e-04

- 11598e-04

- 9 GR46e-05
l 7.7317e-05
5.79687e-05
3.B657e-05
1 9326e-0

FIGURA 5.27 — Deslocamentos normalizados

Na Fig. 5.28 pode-se visualizar a distribuicio da deformacdo plastica

equivalente, onde ¢ caracterizada a presen¢a de pequenas deformagdes plasticas.
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FIGURA 5.28 — Deformagao plastica equivalente
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6. CONCLUSOES E SUGESTOES

Este trabalho teve como objetivo a elaboragdo de um co6digo computacional para
analise elastoplastica de estruturas envolvendo também ndo-linearidade geométrica.
Tomou-se como ponto de partida o trabalho realizado por Duarte Filho (2002), onde foi
implementado um elemento hexaédrico de oito ndés com um ponto de integragdo e
controle dos modos espurios. Foi mostrado por Duarte Filho (2002), e também por
Andrade (2005), que o elemento em questdo apresenta bom desempenho para analise de
estruturas com nao-linearidade geométrica.

A esta formulag¢do foram introduzidas rotinas computacionais para o tratamento
do problema da nao-linearidade fisica, que consistem em computar um estado teste de
tensOes elasticas, encontrar a interseccdo com a superficie de escoamento, atualizagao
das tensdes e corre¢ao das tensdes para a superficie de escoamento. Tal procedimento
foi testado através de exemplos e aplicagdes numéricas envolvento os critérios de von
Mises e Mohr-Coulomb.

Nas andlises foram testados problemas que envolviam grandes deslocamentos ¢
grandes rotagcdes e reproduziram-se resultados obtidos por outros autores e também
utilizando-se um software comercial, o que demonstra a aplicabilidade do elemento
tridimensional estudado, inclusive para cascas finas com alta ndo-linearidade. A
concordancia entre os resultados sugere que o esquema para andlise com nao-
linearidade fisica foi adequadamente implementado.

Pode-se verificar a necessidade de modificagdo da matriz de estabiliza¢do para
os elementos que se encontrem plastificados devido a rapida perda de rigidez associada
a plasticidade, uma vez que a matriz de estabilizacdo original induz uma resposta mais
rigida da estrutura.

Uma vez que o elemento desenvolvido tem somente um ponto de integragao, e
consequentemente ao plastificar o ponto de integracdo o elemento inteiro estard em
regime plastico, se faz necessario o uso de mais elementos do que seria necessario ao
utilizar elementos com mais pontos de integragdo, para que as frentes de plastificacao
sejam computadas de forma adequada.

Assim, ¢ possivel afirmar que os objetivos do trabalho foram alcancados,

deixando as seguintes sugestdes para a continuagdo da pesquisa:
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Implementagdo de um modelo constitutivo para solos generalizado (Cam Clay)
para estudos ligados a iteragao solo-estrutura;

Implementacdo de um novo procedimento, unicamente incremental, para
solugdo do sistema de equacgdes, para utilizagdo em conjunto com o
procedimento de subincrementagdo e avaliagdo da eficiéncia computacional de
ambos métodos de solucao;

Implementacdo e elaboracdo de andlise dindmica de estruturas com materiais

elastoplasticos.
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ANEXOI

TABELA A.1 — Algoritmo para encontrar a intersec¢ao com a superficie de escoamento

(Pegasus).

Inicializacéo:
1. Entrada de dados (0, K, , A€ , a,, a,, MAXITS, FTOL);

2. Inicializar variaveis: i =0

Ao, =C At
F, = f(o,+a,00,,k,) e F, = f(o,+al0,,k,)
ENQUANTO (i < MAXITS ) FACA:
i=i+1 (contador do nimero de iteragdes);
a=a,-F( -a,)/(F-F)
F., = f(0,+al0,,k,)

SE | |
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TABELA A.2 — Algoritmo para encontrar a intersec¢ao com a superficie de escoamento

no caso de descarregamento elastoplastico (Pegasus-unloading).

Inicializacéo:
1. Entrada de dados (0,, K,, A€, MAXITS, NSUB, FTOL);

2. Inicializar variaveis: i =0;j=0; a, =0; a, =1

Ao, =C_ At
FO = f(o-O’KO)’ Fsave = FO
ENQUANTO (i < MAXITS ) FACA:
i =i+ 1 (contador do nimero de reinicios de iteragdes)
Aa = (a, - a,)/NSUB
ENQUANTO (j <NSUB ) FACA:
j =] + I(contador do nimero de subincrementos)
a=a,+Aa
0, =0,+alAo,
SE (f(0,,4,) > FTOL) ENTAO:
a =a
SE (F, <-FTOL) ENTAO:
F=1f(0,.kK,)
i = MAXITS + 1; j = NSUB + 1 (valores de @, ¢ @, encontrados)
SENAO:
a,=0; F =Fg.

J = NSUB + 1 (reiniciar a busca com os novos valores de a,, ¢ Q,)

FIM DO SE
SENAO:
a,=a; F =f(0,kK,)
FIM DO SE
FIM DO ENQUANTO
FIM DO ENQUANTO
SE (i = MAXITS ) ENTAO:
Convergéncia nao atingida depois de MAXITS iteragdes, parar execucao do programa.
FIM DO SE

Chamada da rotina Pegasus com os valores de , e @, encontrados.

Saida com o valor de @ encontrado.

O ntmero de subincrementos NSUB ¢ fixado em 10 enquanto que o numero

maximo de reinicios da interacdo MAXITS ¢ fixado em 3.
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TABELA A.3 — Algoritmo para corre¢do das tensdes para a superficie de escoamento.

Inicializac&o:
1. Entrada de dados (0, K, MAXITS, FTOL);

2. Inicializar variaveis: i = 0;

oA= 1, / ( A+ a})CebO) (Método do Retorno Radial)
0=0,-0AC b,
K=K, +0AB,

ENQUANTO ( i < MAXITS ) FACA:

i =i+ 1 (contador do nimero de iteragdes)

SE (| f(o, K)| > | f(a,, K0)|) ENTAO: abandonar a corregio anterior

o= 1,/(aa,)

0=0,-0/Aa,
K =K,
FIM DO SE

SE (| f (0, k)| < FTOL ) ENTAO:
i = MAXITS + 1
FIM DO SE
0,=0; K,=K
FIM DO ENQUANTO
SE (i =MAXITS ) ENTAO:

Convergéncia nao atingida depois de MAXITS iteragdes, parar execuc¢ao do programa.
FIM DO SE

Saida com as tensdes O e o parametro de encruamento /A na superficie de escoamento.

O numero maximo de iteragdes de correcao ¢ usualmente fixado entre 5 ¢ 10. A

tolerancia da funcdo de escoamento FTOL pode ser escolhida entre 10 —107".
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TABELA A.4 — Algoritmo do método de Euler modificado.

Inicializac&o:
1. Entrada de dados (0,, K, A€, STOL);

2. Inicializar variaveis: i = 0;

Ao, = C_Ag (célculo do incremento de tensdo)

0, =0, + A0, (calculo do estado teste de tensdo elastico)

SE ( f(o,,k,)< FTOL) ENTAO: incremento de tensdo puramente elastico
0,=0_; K =K,;

SENAO

SE ( f(0,,k,) <-FTOL e f(0,,k,) > FTOL) ENTAO: transi¢do de elastico para plastico
CHAMA Pegasus: calculo de a
SENAO

SE (|f(0,,k,)|<FTOL e f(0,,k,)> FTOL) ENTAO:
a,Ac,

e, |0

2

cosd =

SE (cos@ = —LTOL ) ENTAO: incremento de tensio puramente plastico
a=0
SENAO: Descarregamento elastico seguido de fluxo plastico
CHAMA Pegasus_unloading: calculo de a
FIM DO SE
SENAO:

Estado de tensdo ilegal, uma vez que esta fora da superficie de escoamento
FIM DO SE

Ao, =(1-a)Aa,
0, =0, + A0, (atualizagdo das tensdes)
T=0;AT =1
ENQUANTO (T <1) FACA:
PARA (i=1,2)FACA:
Ao, = ATAo, -AAC. b,
Ak, = AAB,

Onde as grandezas sao avaliadas em (6’ 0> Ni)

0, =0;; K =Kk;;
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0,=0;; K, =K tAK;
FIM DO PARA

Or.ar =07 +%(A0’1 +A02)

EPS , EPS = constante da maquina

SE (R;,,r > STOL ) ENTAO: (subpasso falhou, encontrar tamanho menor do passo)

q=MAX{.9/STOL/R,.,; 0.1}
AT = MAX{gAT AT}
SENAO (subpasso foi bem sucedido)

O;,a7 =05,475 Kriar = Kpipp (atualizagdo das tensdes e pardmetro de encruamento)
SE (| (0y.,ar+K7.a7)| > FTOL) ENTAO:

CHAMA Correction (corrigir as tensdes para a superficie de escoamento)
FIM DO SE

q=MINY.9/STOL/R,,,, 1.1
SE( passo anterior falhou ) ENTAO:
q= MIN{q 1} (limitar o crescimento do tamanho do passo)
FIM DO SE
AT =qgAT
AT = MAX{AT AT

min} (tamanho minimo do passo ndo menor que AT . )
AT = MIN{AT  1-T} (limitar a integragio até T=1)
FIM DO SE
T=T+AT
FIM DO ENQUANTO

Saida com as tensdes € com o parametro de encruamento no final do incremento com T=1

Para aritmética de dupla precisdao em maquinas de 32-bit, Sloan et al. (2001)

recomendam como apropriados, valores de tolerancia LTOL =107 ¢ EPS =107
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