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Resumo

Denomina-se recuperacao avancada de petréleo (EOR) todo e qualquer processo
caracterizado pela injecdo de materiais normalmente estranhos aos presentes no
reservatério. Com pequenas excecdes, os métodos de recuperacdo avancada de
petréleo (EOR) podem ser classificados em trés categorias: quimicos, solventes ou
térmicos. Entre os quimicos, podemos citar a injecao de polimeros, surfactantes e de
produtos alcalinos. A injecdo de solventes engloba os casos de hidrocarboneto
miscivel, CO, miscivel ou imiscivel, nitrogénio e gas de combustdo (miscivel ou
imiscivel). Os métodos térmicos incluem a injecdo de vapor, agua quente e
combustao in situ. O deslocamento de 6leo e condensado por gases, liquidos
aquecidos ou agentes quimicos envolve complexos processos fisico-quimicos. Os
métodos de recuperacdo avangada de petrdleo provocam transformacdes
termodinamicas e hidrodindmicas nos meios porosos: mudancas de fase néao
isotérmicas e transferéncia de massa. Logo, a composi¢ao do fluido injetado tem um
importante papel nos resultados do processo. Esses fenbmenos sao descritos por
diferentes teorias fisicas, porém, nos processos de recuperacdo avancada de
petréleo eles ocorrem de forma acoplada. Nesse trabalho o problema unidimensional
do deslocamento de 6leo por d4gua contendo quimicos e por solventes é analisado.
O principal resultado obtido é a separagdo das partes hidrodindmica e
termodinamica no modelo matematico do processo de recuperacdo avancada de
petréleo. A introducdo de uma funcdo potencial associada a uma das leis da
conservacao e seu uso como variavel independente reduz o nimero de equacgodes. O
algoritmo para solucdo do problema € composto pela solucdo do sistema auxiliar,
solugéo da equacao hiperbdlica do levantamento e a inversédo da transformacao das
coordenadas. Diversas solugcbes analiticas sdao apresentadas. O sistema auxiliar

reduzido contém somente variaveis termodinamicas e a equacao do levantamento



somente parametros hidrodindmicos, enquanto que o problema original contem
funcbes de ambos os tipos. Desta forma, o problema original de recuperacao
avancada de petroleo foi dividido em dois problemas independentes: um
termodinamico e um hidrodinamico. Pela primeira vez é explicada a independéncia
da pressao minima de miscibilidade das propriedades do meio poroso e das
propriedades de transporte. Da mesma maneira os resultados obtidos mostram a
independéncia da compatibilidade entre as &aguas injetada e da formacdo das
propriedades do reservatorio e do fluido nele contido.

Palavras chave: recuperagdo avancada de petroleo, engenharia de reservatorios,
sistemas de equacdes diferenciais parciais hiperbdlicas, leis da conservagao.
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Abstract

Enhanced Oil Recovery (EOR) methods include injection of different fluids into
reservoirs to improve oil displacement. The EOR methods may be classified into the
following kinds: injection of chemical solutions, injection of solvents and thermal
methods. The chemical fluids most commonly injected are polymers, surfactants,
micellar solutions, etc. The injected solvents are miscible and partly miscible
hydrocarbon gases, carbon dioxide, flue and sour gases. Hot water and steam
injection and in situ combustion are classified as thermal EOR methods.
Displacement of oil by any of these fluids involves complex physico-chemical
processes of interphase mass transfer, phase transitions and transport properties
changes. These processes can be divided into two main categories:
thermodynamical and hydrodynamical ones. They occur simultaneously during the
displacement, and are coupled in the modern mathematical models of EOR. The
model for one-dimensional displacement of oil by different EOR fluids is analyzed in
this thesis. The main result is the splitting of thermodynamical and hydrodynamical
parts in the EOR mathematical model. The introduction of a potential associated with
one of the conservation laws and its use as an independent variable reduces the
number of equations. The algorithm for the solution of the problem is composed by
the solution of the reduced auxiliary system, solution of the derived lifting hyperbolic
equation and inversion of the independent coordinate transformation. Several
analytical solutions are presented. The reduced auxiliary system contains just
thermodynamical variables and the lifting equation contains just hydrodynamical
parameters while the initial EOR model contains both thermodynamical and
hydrodynamical functions. So, the problem of EOR displacement was divided into
two independent problems: one thermodynamical and one hydrodynamical. It is
explained for the first time the independence of the minimum miscibility pressure from

XII



the properties of porous media and from the properties of transport. It also proves the
independence of the compatibility of formation and injected waters from the
properties of the reservoir and from the properties of the oil in place.

Keywords: enhanced oil recovery, reservoir engineering, systems of hyperbolic

partial differentia equations, conservation laws.
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Nomenclatura

Letras minusculas

a indica vetor

a indica escalar equivalente

a indica concentracéao real

a atividade, concentracao na fase sélido

C compressibilidade isotérmica, concentracao na fase aquosa
d densidade

f fugacidade, fluxo fracionario

g fracdo massica ou volumétrica no gas

k permeabilidade

I autovetor a esquerda, fracao massica ou volumétrica no liquido
r autovetor a direita

S saturagao

u velocidade

% velocidade

X fracao molar na fase liquido

y fracao molar na fase vapor

z fator de compressibilidade

Letras maiusculas

indica propriedade molar parcial

[ |

indica propriedade molar extensiva
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A energia livre de Helmholtz molar

B fator volume de formacgéo

C capacidade calorifica, concentracao, concentracao total
CP ponto critico

D velocidade do choque

E fator de expanséao

G energia livre de Gibbs molar

H entalpia molar

J funcao de Leverett

K coeficiente de distribuicao

L liquido, comprimento

N nuamero de moles

P pressao

PM peso molecular

R constante universal dos gases, razao de solubilidade
S entropia, saturacao

T ponto triplo, temperatura, tempo adimensional

U energia interna molar, velocidade total

\" vapor, velocidade do choque, volume molar

X comprimento adimensional

Letras gregas

o variavel geométrica termodinamica

coeficiente de dispersividade

Q
o

variavel geométrica termodinamica

constante de isoterma de adsorcéo

coeficiente de fugacidade, porosidade

coeficiente de atividade

autovalor do sistema auxiliar

autovalor

potencial quimico, viscosidade

olEe] > ¥R 1] &

massa especifica
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c tensao interfacial, velocidade da onda de choque
® fator acéntrico

Q parametro de equacao de estado
Subscritos

0 indica condigdo inicial

o indica fase

b indica ebulicao

c indica propriedade critica

D dispersao

f indica frente de descontinuidade

g gas

[ indica componente, indice do autovalor
j indica componente

L indica condicdo a esquerda

o 6leo

p indica pressao constante

rm relativa a fase ©

R indica condicao a direita

S solucao

sat saturacao

w agua

Sobrescritos

- condicao atras do choque

+ condicao a frente do choque

0 indica condigao de contorno

(m) indica fase

(i) indica i-ésima familia de ondas de rarefagéo ou i-ésimo choque
(e indica i-ésimo estado constante

g indica fase gas
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miscivel ou imiscivel, nitrogénio e gas combustivel (miscivel ou imiscivel). Os

métodos térmicos incluem a injecao de vapor, dgua quente e combustao in situ.

A recuperacdo avancada de petroleo também pode ser considerada como
uma técnica que modifica caracteristicas do meio, alterando as permeabilidades
relativas ou viscosidades das fases e aumentando a recuperacdo de petréleo. A
injecdo de agua contendo polimeros, por exemplo, reduz a mobilidade da fase
aquosa, melhorando a eficiéncia do deslocamento. Os surfactantes alteram a tensao
interfacial entre o 6leo e a agua, reduzindo as forcas capilares e tornando uma
fracdo maior do 6leo mével. Um ponto negativo desse método € que a mobilidade
pode ser alterada de forma desfavoravel ao 6leo. A presengca de compostos
alcalinos na agua altera as forcas capilares 6leo-agua e a molhabilidade da rocha,

porém também pode ter efeito inverso em relagcdo a mobilidade das fases.

A injecao de vapor ou agua quente em reservatérios reduz a viscosidade do
fluido contido na formacdo, aumentando a recuperacdao de 6leo. O método de
combustdo in situ provoca o mesmo fenémeno, além de destilar as fracdes mais
leves dos hidrocarbonetos presentes no meio poroso. A injecdo de solventes pouco
misciveis tem como caracteristica a reducao da viscosidade e o inchamento do éleo,
elevando o fator de recuperacdo do fluido do reservatério. Por outro lado, o
desenvolvimento do deslocamento miscivel através da injecao de determinados
solventes a certas pressbes pode aumentar drasticamente a quantidade de
hidrocarbonetos produzida de um reservatorio.

Além dos métodos citados anteriormente, podemos acrescentar a injecao
alternada de agua e gas (WAG miscivel ou imiscivel), os métodos microbiologicos e

eletromagnéticos.

O deslocamento de 6leo e condensado por gases, liquidos aquecidos ou
agentes quimicos envolve complexos processos fisico-quimicos. Os métodos de
recuperacao avancada de petréleo provocam mudancas de fase ndo isotérmicas e
transferéncia de massa no meio poroso, logo, a composicao do fluido injetado tem
um importante papel nos resultados do processo. Conseqlientemente, os modelos
matematicos envolvidos ganham em complexidade (Bedrikovetsky, 1993). Devido a



essa dificuldade, aliada a natural heterogeneidade dos reservatorios, os problemas
sdo estudados com a utilizacdo de simuladores numéricos composicionais. Na
pratica, porém, os métodos de diferencas finitas convencionais sao tao lentos que a
simulacao tridimensional s6 é factivel se utilizada com discretizacao grosseira da
malha espacial. Os resultados desses calculos, todavia, ndo tém muita utilidade, pois
sao severamente afetados pelos erros de dispersao numérica (Jessen, 2000).

Recentes avancos na aplicacdo dos métodos de linhas de fluxo oferecem
uma alternativa aos simuladores composicionais que utilizam diferencas finitas
(Batycky et al., 1996, Blunt et al., 1995, Thiele et al., 1994a, Thiele et al., 1994b).
Essa técnica mapeia a solugdo unidimensional do problema em linhas de fluxo que
capturam os efeitos das heterogeneidades dos reservatorios. Desta forma, a analise
unidimensional do deslocamento de fluidos em reservatérios por um fluido injetado
torna-se uma das principais ferramentas tedricas para os estudos dos processos de
recuperagao de petroleo. Primariamente, ele se reduz a encontrar as solugbes de
um conjunto de equacdes hiperbdlicas que expressam as leis de conservacao de
massa de cada um dos componentes e levam em consideracdo a natureza bifasica
do fluxo e a transferéncia de massa entre as fases (Entov, 1997). De uma forma
simplificada, pode-se afirmar que o desenvolvimento teérico de modelos para prever
o comportamento do fluxo dos fluidos no meio porosos assenta-se em dois pilares

principais: a teoria do fluxo fracionario e o comportamento de fases (Lake, 1989).

Nesse trabalho o problema unidimensional do deslocamento de 6leo por agua
contendo compostos quimicos e por solventes € analisado. Os dois primeiros
capitulos apresentam uma breve revisdao dos conceitos de termodinamica e dos
modelos matematicos que representam o fluxo unidimensional em meios porosos
envolvidos nesses processos de recuperacdao avangada de petréleo. O Capitulo 3 é
dedicado a injecado de agua com produtos quimicos, enquanto que O seguinte
discute processos misciveis. Em ambos € demonstrado que o sistema de equacdes
que rege esses processos pode ser dividido em duas partes: uma puramente
termodindmica, independente das permeabilidades relativas e viscosidades das

fases, e uma equagdo que contém esses termos.



A estrutura dos capitulos 3 e 4 é bastante semelhante. Inicialmente é
apresentada a demonstracdo da separacao do sistema de equacdes em duas
partes. Como tratamos de sistemas de equacgdes diferenciais parciais hiperbdlicas,
sao deduzidas as relagdes entre as caracteristicas e as ondas elementares dos dois
sistemas. No final do Capitulo 3 sao apresentadas algumas solugcbes para

problemas auto-similares e nao auto-similares.



Capitulo 1 - A Termodinamica na Engenharia de Reservatérios

A correta previsao das propriedades termodinamicas e calculo do equilibrio de
fases constituem-se em pontos fundamentais do projeto de qualquer processo
industrial. A exploracdo e producdo de reservas naturais de hidrocarbonetos néo
fogem a essa regra, com a dificuldade adicional de tratar complexas misturas de
hidrocarbonetos, muitas vezes nao bem caracterizada, além da presenca de
compostos inorganicos, como agua e didxido de carbono, também utilizados em

métodos de recuperacédo avangada de petroleo.

O principal objetivo desse capitulo € apresentar um resumo dos principais
métodos de obtencao e aplicacdes de propriedades termodindmicas na engenharia
de reservatorios. Inicialmente serd descrito de maneira bastante simplificada o
comportamento dos fluidos comumente encontrados em reservatérios: Oleo, gas

seco, gas umido, 6leo volatil e gas condensado.

Em seguida serdo apresentadas as diferentes propriedades necessarias aos
céalculos de balanco de materiais e aos diferentes tipos de simuladores numéricos de
fluxo (black oil, composicional e térmico). Teremos, entdo, os métodos de obtengéo
dessas propriedades: a amostragem e andlise PVT e os métodos semi-empiricos,

baseados em correlacgdes.

A segunda parte inicia-se com uma revisdo dos conceitos basicos da
termodinamica classica. Nessa revisdo serdo apresentados os conceitos de
equilibrio termodindmico e em seguida as principais equagdes de estado utilizadas
na industria quimica e do petréleo. Por ultimo, teremos a formulagdo da isoterma de



Langmuir, cuja principal aplicacdo nesse trabalho é o calculo do equilibrio soélido-
liqguido onde predominam os efeitos de adsorcéo (termodindmica de superficies).

1.1 - Classificagdo dos Fluidos dos Reservatorios

Um sistema homogéneo é aquele com propriedades uniformes, ou seja, uma
propriedade qualquer, como a massa especifica, por exemplo, possui 0 mesmo valor
em todos os pontos do sistema, sob um ponto de vista macroscépico. Uma fase é
um sistema homogéneo (Prausnitz et al., 1969).

Os fluidos encontrados em reservatorios de petroleo sdo complexas misturas
de hidrocarbonetos. O comportamento de fases dessas misturas pode ser

representado através de diagramas de fases.

Inicialmente, vamos ilustrar o comportamento de uma substancia pura.
Imagine um experimento em que um cilindro cheio de etano (C2Hs, uma parafina
bastante leve) na fase vapor seja submetido a um aumento de pressdo mantida a
temperatura do cilindro constante. Havera um valor Unico de pressdao nessa
temperatura (a pressédo de vapor) em que o etano se condensard, ou seja, passara
da fase vapor para a fase liquida. Se esse experimento for repetido a varias
temperaturas, teremos o diagrama pressao-temperatura do etano, conforme

ilustrado na Figura 1.1-1.

A linha que define a pressao de transicdo entre as fases liquida e vapor nas
diversas temperaturas € chamada de curva de pressao de vapor. Essa curva termina
no ponto critico, onde ndo mais é possivel distinguir entre liquido e gas, e as
propriedades intensivas das duas fases sdo idénticas. Define-se propriedade
intensiva como aquela que independe da quantidade de massa da substancia, ou
mistura, presente. Caso contrario, a propriedade € denominada extensiva.
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Figura 1.1-1: Curva de pressao de vapor de uma substancia pura

A Figura 1.1-2 apresenta o diagrama de fases completo de uma substancia
pura. Nele estao representadas as diferentes condicdes sob as quais as diferentes
fases de uma espécie quimica podem ocorrer. O ponto triplo (T) indica a presséo € a
temperatura nas quais coexistem as fases soélido, liquido e vapor em condicdes de

equilibrio.

Sélido
Liquido
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>

Temperatura

Figura 1.1-2: Diagrama pressao-temperatura de uma substancia pura



Uma outra representagdo comumente encontrada na literatura é o diagrama
pressao-volume, onde estdo representados os loci das pressdes de bolha e de
orvalho e, conseqiientemente, a envoltdria de saturacdo de uma substancia pura. E
importante ressaltar que, no caso de uma substancia pura, essas pressées sao
iguais. Dessa forma, a isoterma que une esses dois pontos é paralela ao eixo

horizontal no interior da regido bifasica, conforme mostra a Figura 1.1-3.

Ponto critico

oCOMwLWWLWO® ="

Isoterma

L+V

Volume especifico

Figura 1.1-3: Diagrama pressao-volume de uma substancia pura

No caso de um sistema de dois componentes, por exemplo, 50 % etano e
50% n-heptano (C;His), 0 diagrama pressao-temperatura da mistura apresenta a
forma mostrada na Figura 1.1-4. Nesse sistema, vemos que além de existirem
regides onde o fluido encontra-se totalmente na fase liquida ou na fase vapor, ha
também uma regido onde a fase liquida e a fase vapor coexistem, a chamada regido
de duas fases. A forma e tamanho dessa regiao sdo fungdes da composicdo da
mistura, existindo um diagrama pressao-temperatura diferente para cada uma das
infinitas combinag¢des possiveis. O diagrama pressao-volume de uma determinada
mistura de dois componentes pode ser visto na Figura 1.1-5. Nesse caso, a isoterma

nao € paralela ao eixo horizontal na regido bifasica.
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Figura 1.1-4: Diagrama pressao-temperatura de um sistema com dois componentes

Ponto critico

OCOMWLW W O®= "

Volume especifico

Figura 1.1-5: Diagrama presséo-volume de uma mistura

Conforme ja descrito, a composicdo de uma mistura tem um papel
fundamental no diagrama de fases, ao contrario do que ocorre para substancias
puras. Em funcdo disso, representacées do equilibrio tendo como variaveis a
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temperatura ou pressdo e composicdo tornam-se bastante Uteis para a

representacao de sistemas binarios.

A Figura 1.1-6 mostra um exemplo de diagrama pressao-composicao (a
temperatura constante) para um determinado sistema binario. As linhas que ligam os
pontos de bolha e de orvalho e definem a composicdo das fases em equilibrio sao
conhecidas como linhas de amarracao (tie lines), que serdo sempre horizontais para

sistemas binarios.

P
r
e L
S
s tie line
a
o L+V
Vv
Composicao

Figura 1.1-6: Diagrama pressao-composicao de um sistema binario

Diagramas para misturas com trés componentes devem ser elaborados com o
objetivo de permitir a visualizacdo das composicoes de todas as espécies quimicas
presentes. Tridngulos equilateros sdo convenientes para esse propdsito, e esses

graficos sao conhecidos como diagramas ternarios (McCain Jr., 1990).

A Figura 1.1-7 mostra um diagrama ternario. Nesse exemplo, o componente 1
€ 0 mais leve e 0 3 0 mais pesado. Também nesse caso temos a regido bifasica e as
linhas de amarrag¢do, que ndo sdo mais paralelas a nenhum dos lados do triangulo.
Os vértices representam 100% do componente e os lados mostram as misturas
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binarias entre compostos quimicos. E importante ressaltar que nesse caso a

temperatura e a pressao do sistema sao constantes, variando apenas a composicao.

2

Ponto critico
L

1 3

Figura 1.1-7: Diagrama ternario (pressao e temperatura constantes)

As linhas de amarragdo nao se cruzam na regido bifasica. Além disso,
qualquer mistura cuja composicédo global esteja localizada no interior da curva que
separa as zonas bifasica e monofasica (curva binodal) se dividirA em uma fase
liguida e uma fase vapor, e as composicoes das fases sao determinadas pelos
pontos de intersecdo entre a linha de amarracao correspondente a composicao
global e as curvas de ponto de bolha e de ponto de orvalho (curva binodal).

Os fluidos contidos em reservatérios de petréleo sdo complexas misturas de
inimeros hidrocarbonetos. Apesar disso, muitas vezes seu comportamento de fases
€ estudado através de representacdes ternarias, onde seus componentes sao
agrupados em trés espécies: leves, intermediarias e pesadas. Esse diagrama é
particularmente Util na avaliagdo de processos onde ocorre deslocamento bifasico
miscivel, com transferéncia de massa entre fases. Nesse caso, a temperatura e

pressao do sistema sao constantes, e a composi¢cao varia ao longo do processo.

Outra forma de representar o comportamento de fases de uma mistura de

hidrocarbonetos é através do diagrama pressao-temperatura, mais conveniente para
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avaliar a deplecédo isotérmica de um campo de petréleo, quando ndo ocorrem
mudangas na sua composicdo. Um diagrama tipico para fluidos contidos em
reservatérios pode ser visto na Figura 1.1-8. Note que esse diagrama é valido para
uma determinada composi¢éo global do fluido do reservatorio. A partir daqui teremos
a descricao dos diversos tipos de fluidos que podem ser encontrados em

reservatérios de 6leo e gas natural.

Liguido Gas
Monofdsico Monofdsico

T Ponfo
o crifico Cricondentar
O 1ronto de
S |ooha_~27", | Ponto de
) 7080 \ orvalho
@ /7 \Y
i 4 Z0.40 Regi(]o de
o’ / i
8 £ ,duas fases o Cricondenterma
o # 0.20,
o] e s .
21, s 7/ 0.10
5 -, ’ ‘
al -~ 7 /005

Figura 1.1-8: Diagrama pressao-temperatura de uma mistura de hidrocarbonetos

O primeiro e mais comum é o reservatério de 6leo. Nesses sistemas, a
temperatura critica é bastante superior a temperatura do reservatorio. A expanséo
isotérmica desse fluido leva a formacgéao de gas no ponto de bolha, com o volume de
gas aumentando quase que monotonicamente com o declinio da pressao. As
quantidades de liquido e vapor produzidas em condigdes de superficie vao depender
das condigbes do processo, conforme a Figura 1.1-9.

Os reservatérios de gas seco e umido diferenciam-se apenas na presenca ou
nao de condensado nas condi¢cdes de superficie. O fluido no reservatorio permanece
monofasico durante toda a vida produtiva do campo. Essas diferengas podem ser
visualizadas nas figuras 1.1-10 e 1.1-11.
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Quando o fluido encontra-se na fase liquida nas proximidades do ponto critico
em condigdes de reservatorio temos o caso do 6leo volatil. Na verdade, esta néo é
uma denominacdo muito apropriada, pois todos os 6éleos sao volateis. Alguns
autores preferem chama-lo de 6leo quase-critico (Moses, 1986). Sua ocorréncia na
natureza é rara, e sua identificacao dificil devido ao seu comportamento semelhante

ao de gas condensado em condi¢des de superficie.
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Figura 1.1-9: Diagrama pressao-temperatura do 6leo
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Figura 1.1-10: Diagrama pressao-temperatura do gas seco
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Figura 1.1-11: Diagrama pressao-temperatura do gas umido

Se a temperatura critica do sistema € tal que a temperatura do reservatoério
encontra-se entre ela e a cricondenterma (maxima temperatura onde podem existir
duas fases), temos o sistema de gas condensado (Figura 1.1-12). Nas pressoes
acima da cricondenbar (maxima pressao onde ocorrem duas fases), temos somente
vapor no reservatorio. Durante a deplecao isotérmica, o envelope de fases é
atingido, e forma-se a primeira gota de liquido (ponto de orvalho retrogrado).
Conforme a pressdo € diminuida, teremos a formagdo de quantidades cada vez

maiores de liquido (condensacéao retrégrada).

ido ¢ A

Figura 1.1-12: Diagrama pressao-temperatura do gas condensado
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Porém, a partir de um determinado patamar de presséo, o liquido formado
comega a reevaporar, e caso seja possivel atingir pressdes suficientemente baixas,
todo o liquido voltara a fase vapor, pois sera atingido o ponto de orvalho normal da

mistura.

Finalmente, ha aqueles reservatérios em que os fluidos encontram-se dentro
da regido de duas fases limitadas pelas curvas de bolha e de orvalho. Sao aqueles
reservatérios que apresentam capa de gas ou condensado em suas condicoes

originais de pressao e temperatura.

1.2 - Propriedades Termodinamicas

O balango de materiais € uma das ferramentas basicas de interpretacao e
acompanhamento do desempenho de um campo de petréleo. Consiste
simplesmente de um balanco de volumes que iguala a producao total a diferenca
entre o volume inicial de hidrocarbonetos presentes no reservatério e o volume atual
(Dake, 1978).

Ha uma série de propriedades fisicas necessarias aos calculos de balancgo de
materiais. A relacao entre os volumes produzidos na superficie e os de fundo séo
definidas através das seguintes propriedades, presentes na equacao do balango de

materiais:

B fator volume de formacao do 6leo, € o volume de 6leo em condi¢coes de

reservatério (temperatura e pressao) ocupado por uma unidade de volume de 6leo
em condi¢cdes de tanque mais o gas dissolvido (volume de 6leo mais gas dissolvido

no reservatorio/volume padrao de 6leo),
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B, fator volume de formacao do gas, que é o volume, na temperatura e pressao

do reservatorio, ocupado por uma unidade de volume padrdao de gas na superficie.
Esse volume é ocupado pelo gas livre no reservatério, nao em solugéao (volume de

gas livre no reservatério/volume padrao de gas),

B fator volume de formagdao da agua: volume de agua, nas condicbes de

reservatério, ocupado por uma unidade de volume padrao de agua na superficie
(volume de &gua no reservatorio/volume padrdo de agua),

R, razdo de solubilidade, ou gas-6leo em solugéo, ou dissolvido, que representa

o volume de gas em condicbes padrdao que se dissolverao em uma unidade de
volume de 6leo em condicbes de tanque quando ambos forem levados para as
condicoes de temperatura e pressao do reservatério (volume padréo de gas/volume

padrdo de 6leo).

Além das relacbes entre volumes em condicoes de superficie e de
reservatério, na equacao geral de balanco de materiais ha também a
compressibilidade, definida através da seguinte expressao:

c=—— T (1.2-1)

A compressibilidade isotérmica relaciona a expansdo dos fluidos no
reservatério & diminuicdo da pressdo. E um conceito classico da termodinamica,
sendo utilizado nos calculos da engenharia de reservatérios porque consideramos
que, a medida que os fluidos sao produzidos, o calor removido do reservatério por
conveccao é reposto pelas formacdes adjacentes, que agem como fontes infinitas de
calor mantendo a temperatura do reservatério constante. A compressibilidade
isotérmica é definida como um numero positivo, logo, sua equacao possui um sinal
negativo por convencao, pois a derivada do volume em relacdo a pressao é

negativa.

Da mesma forma que o balango de materiais, a simulagdo numérica de

reservatérios também utiliza propriedades termodinamicas. No caso dos simuladores
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tipo black oil € necessario fornecer tabelas com uma ou varias das seguintes
propriedades, além das ja descritas:

d  densidade. Para o gas, € calculada como a relacédo entre o seu peso molecular

e o do ar (adimensional),

E, fator de expansao do gas: é o inverso do fator volume de formagao do gas

(volume padrao de gas/volume de gas livre no reservatorio),

P,  pressao de saturagdo: € a pressdo em que coexistem duas fases (bolha ou
orvalho),
Z fator de compressibilidade: € o desvio do comportamento de gas ideal

(adimensional),

i viscosidade: mede a resisténcia do fluido ao fluxo,

L massa especifica.

Os simuladores de métodos térmicos de recuperacao avancada de petroleo,
como injecdo de vapor e combustdo in situ também necessitam de tabelas de
propriedades termodinamicas nos arquivos utilizados na simulacdo. Podemos
classificar esses simuladores como pseudo-composicionais, pois nem consideram o
6leo presente no reservatério como sendo formado por um Unico componente (caso
do black oil) nem permitem que seja informada a composicao detalhada do fluido

(componente a componente) como os simuladores composicionais.

Essa classe de simuladores permite a definicdo de uma quantidade maxima
de componentes distribuidos em uma ou mais fases presentes no meio poroso.
Normalmente as fases sédo: agua, 6leo, gas nao-condensavel e componentes sélidos
ou adsorvidos. As principais propriedades termodindmicas que devem ser fornecidas
a esse tipo de simulador séo:



18
C, capacidade calorifica a pressao constante,
H entalpia molar,
K coeficiente de distribuicdo: relaciona as fragdes molares de um determinado
componente em duas fases distintas. Também é chamado de constante de equilibrio

(adimensional),

P pressao critica,

C

PM  peso molecular,

T temperatura critica,

U  energia interna molar,

<

volume molar parcial,

a coeficiente de expanséao térmica,

massa especifica molar parcial.

Y

Os simuladores térmicos também permitem a inclusdo de reagdes quimicas
(processo de combustdo, por exemplo). Nessas opcdes, devem ser incluidos nos
arquivos os dados de entalpia e entropia de reacdo, constante cinética (também
chamada de constante de equilibrio), ordem da reacdo e coeficientes

estequiométricos, entre outros.

Alguns métodos de recuperacdo avancada de petréleo, como a inje¢cdo de
gases misciveis ou diéxido de carbono nos reservatorios, induzem a ocorréncia de
complexos fenébmenos de transferéncia de massa entre as diversas fases presentes
no meio poroso. Esses processos dificiimente sdo modelados adequadamente se
nao forem levadas em consideracao as composi¢des dessas fases. Os simuladores
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que utiizam a composicdo das fases para o0s calculos sdo chamados
composicionais.

Nesses simuladores devem ser informadas as composicoes dos fluidos
presentes e/ou injetados no reservatorio. Além disso, como utilizam equagdes de
estado para os calculos de equilibrio de fases, as seguintes propriedades fisicas

(ainda néo descritas neste texto) dos componentes devem ser fornecidas:

T, temperatura de ebulicdo normal,

V. volume critico,

z,  fator de compressibilidade critico (adimensional),

w fator acéntrico.

Essa classe de simuladores também permite a consideracdo da difusao
molecular dos componentes na fase gas. Nesse caso, também é necessério informar

os coeficientes de difusdo de cada componente.

1.3 - Obtencéo de Dados PVT

Uma vez conhecido o comportamento de fases dos fluidos comumente
encontrados nos reservatorios de petréleo e as principais propriedades
termodinamicas necessarias a engenharia de reservatérios, serdo apresentadas as

formas de aquisi¢ao desses dados.

A operacao de coleta dos fluidos para analise PVT em laboratério € chamada
de amostragem. Ha dois tipos de amostragem PVT: de fundo e de superficie. Como
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o préprio nome indica, na amostragem de fundo o amostrador é descido no pogo
(em fluxo ou fechado) para coleta da amostra. O objetivo desse tipo de amostragem
€ obter uma amostra monofasica do fluido do reservatorio. Na amostragem de
superficie sao coletadas amostras de 6leo e gas no separador de teste, as quais sao

posteriormente recombinadas em laboratorio.

Independente do tipo de amostragem, o ideal € que a coleta dos fluidos
ocorra antes do inicio da producdo comercial do reservatorio, nos pogos
exploratérios, ou no maximo nos estagios iniciais da produgdo do campo. Esse ponto
€ importante porque a simulacdo de reservatorios e o projeto das facilidades de
producédo dependem desses dados. Além disso, a produgéo da jazida pode provocar
a mudanca da fase do fluido do reservatorio.

AplGs a coleta da amostra, os experimentos normalmente executados pelos
laboratérios para o estudo PVT de uma amostra de fluido originaria de um

reservatério de 6leo sdo os seguintes:

e Recombinagdao (no caso de amostragem de superficie) e determinagdo da

composigao global do fluido em condi¢des de reservatorio,

¢ Relacao Pressao-Volume (ou expansao flash): expansao do fluido, mantendo a
composicao constante, desde pressdes elevadas (acima da pressao de bolha) até
pressdes bem abaixo da pressao de saturacdo. Neste experimento determina-se o
volume relativo (volume total/volume na pressao de bolha) e a pressao de saturacao

da amostra na temperatura de reservatorio,

e Liberacao Diferencial : estudo, na temperatura de reservatério, da deplecao do
fluido por reducéo da pressdo com a retirada de todo gas liberado em cada passo do
processo. Desse ensaio sdo determinados, através de balanco de materiais,
volumétricos e calculos diretos, os valores das seguintes propriedades: fator volume
formacao do Oleo, fator volume formacédo do gas, razdo de solubilidade, massa
especifica do fluido, densidade do gas liberado, fator de compressibilidade do gas

liberado e composicao molar do gas liberado em cada passo da liberagao,
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eViscosidade do Fluido: determinacdo da viscosidade, na temperatura de
reservatério a diversas pressoes, desde acima da pressao de bolha até a pressao

atmosférica,

eTeste de Separacao: é a simulagao, no laboratério, do processo de separacao no
campo. Consiste de uma série de expansodes flash de amostras de fluido através de
varias condicoes de separador(es) e tanque. Nesse ensaio sdo determinados o fator
volume de formacédo do 6leo, a razdo de solubilidade e o APl do 6leo em cada uma

das condicbes de separagédo analisadas.

No caso de reservatorios de 6leo quase critico (volatil), a analise PVT
conduzida no laboratério deve ser mais detalhada no que diz respeito a composicao
das fases formadas em cada passo de pressdo. Isso € importante porque o gas
liberado no reservatério imediatamente abaixo da pressdo de bolha é um gas
condensado rico, ou seja, as fracdes intermediarias se condensam com a diminuicao

da pressao.

Quando o fluido presente no reservatério for um gas de condensacao
retrograda, a analise PVT é um pouco diferente da convencional e deve se constituir

dos seguintes ensaios:

e Composicao global do fluido do reservatério apds analise da composicao de cada

fase e recombinacgéo,

e Expansdo a composicdo constante: nesse experimento devem ser medidos o
ponto de orvalho retrogrado, a compressibilidade do fluido acima do ponto de

orvalho e os volumes de gas e liquido abaixo do ponto de orvalho,

e Deplecao Simulada: essa deplegdo consiste de uma série de expansdes e
deslocamentos a pressao constante do fluido do reservatério de tal maneira que o
volume da célula permanece constante ao final de cada deslocamento. Esse
procedimento também é conhecido como deplecdo a volume constante. A cada
deslocamento com pressao constante, a composicao e o volume do gas produzido
sdo medidos. Além disso, o fator de desvio do gas produzido, o fator de desvio das
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duas fases remanescentes na célula e o volume de liquido que permanece na célula
também devem ser determinados a cada passo de pressao. Todos esses dados sédo
entdo utilizados para o calculo da recuperacao de uma unidade de fluido do
reservatério. Os resultados incluem composicées e volumes produzidos em cada
estagio de separagdo e no tanque durante a deplecdo do reservatério. Esses
célculos sao feitos com a consideracado que a fase condensada no reservatério nao

€ médvel, uma aproximagdo vélida para a grande maioria dos casos.

Por Ultimo, temos a andlise PVT para gas. E a mais simples de todas. Basta
carregar um cilindro com n moles de gas do reservatorio e medir a variagdo do
volume com a pressdo, a temperatura constante. Além disso, deve-se analisar a
composicao do gas e medir o volume ocupado pelo mesmo numero de moles nas
condigcbes padrdao. Com esses valores € possivel calcular o fator volume formacao e
fator de desvio do gas. Caso haja condensacao de 6leo nas condigbes padréo,
deve-se converter o volume de 6leo em volume de gas equivalente nas condi¢cdes

padrao.

As demais propriedades termodinamicas citadas anteriormente (propriedades
criticas, entalpia, etc.) sdo comumente utilizadas em métodos avancados de
recuperacao ou simulacdo composicional. Os valores dessas propriedades sao
normalmente tabelados ou calculados diretamente através da termodinamica a partir
de outras propriedades basicas conhecidas, sendo raros 0s casos em que Sao

necessarios experimentos em laboratério para a sua determinacao.

Nos casos em que a obtencdo de amostras representativas de fluidos do
reservatério estd comprometida (estagios avancados de deplecdo) ou quando os
custos ou limitagdes operacionais impedem a coleta e analise de amostras para
PVT, deve-se utilizar as andlises de fluidos de caracteristicas semelhantes
(correlatos). Caso nem esses dados existam, devemos aplicar correlacoes
publicadas na literatura para a estimativa das propriedades termodinamicas do
fluido.

Uma das correlagdes mais conhecidas e aplicadas para as propriedades do
o0leo é a correlacdo de Standing (Standing, 1947). Nesse trabalho foram
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apresentadas equacgdes para o calculo da pressédo de bolha e do fator volume de
formacao do éleo na pressdo de bolha em funcao da temperatura do reservatério,
razdo gas-6leo, densidade do 6leo e do gas em solucdo. Apesar da razoavel
quantidade de dados e da grande amplitude dos valores experimentais utilizados
para gerar a equagao, ela se mostra bastante ineficiente em diversos casos. Isso
ocorre porque os efeitos da composicdo e caracterizacdo (6leos parafinicos,
asfalténicos ou nafténicos) dos fluidos ndo sao levados em consideracao na
determinacao das propriedades.

Para a viscosidade temos a correlacdo de Beggs e Robinson (Beggs e
Robinson, 1975). Eles analisaram os valores de viscosidade de 2533 amostras.

Mais recentemente, Ghetto et al. (1994) apresentaram uma revisao das
principais correlagcbes empiricas publicadas na literatura para o célculo da pressao
de bolha, fator volume de formagcdo do éleo na saturacdo, compressibilidade
isotérmica, viscosidade do 6leo morto, saturado e sub-saturado. Os autores
compararam os resultados das previsdes através das correlacbes com os dados
experimentais das andlises de 195 amostras de 6leo de campos produzidos pela
Agip na Bacia do Mediterraneo, Africa, Golfo Pérsico e Mar do Norte.

As amostras de 6leo foram divididas em classes de acordo com o API. Eles
utilizaram a forma da equacao que apresentou os melhores resultados, tanto na
classe de éleo como para a totalidade das amostras, e correlacionaram os dados
para obter novas constantes para as equacdes com o objetivo de aplicar ndo apenas
nos campos da Agip, mas na industria de petréleo em geral. Além disso,
apresentaram as primeiras correlagbes para previsdo das propriedades de 6bleo
superpesado (com excec¢ao da viscosidade), com API menor que 10.

A viscosidade do gas ndao & medida normalmente nos ensaios PVT em
laboratério nem calculada através de equacdes de estado. Nesse caso devemos
utilizar correlagbes, como por exemplo os graficos apresentados em Katz et al.
(1959), que relacionam a viscosidade de gases naturais com a temperatura, pressao

e densidade.
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Por ultimo, dificilmente teremos andlises de laboratério das propriedades
termodinamicas da agua da formacao que interessam a engenharia de reservatorios.

Nesse caso é necessario obter esses valores através de graficos e dados tabelados.

A viscosidade e densidade da agua pura em fungcédo da temperatura e pressao
¢é facilmente encontrada na literatura (Perry et al., 1984). A correcao dos valores em
funcéo da salinidade, bem como os gréaficos de onde podem ser obtidos os valores
da compressibilidade e fator volume de formacdo em funcdo da temperatura,
pressao, presenca de gas natural em solucdo e salinidade estao disponiveis em
publicacdes dirigidas a engenharia de petroleo (Frick, 1962, Timmerman, 1982).

1.4 - Revisao da Termodindamica Classica

O objeto de um experimento termodindmico é chamado de sistema, e refere-
se a uma regiao bem definida em termos de coordenadas espaciais. A superficie

gue envolve o sistema é conhecida como fronteira, e a regido do espacgo externa ao
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As variaveis que expressam a intensidade do sistema sao de ordem zero em
massa e sado chamadas de propriedades intensivas. Por outro lado, aquelas
relacionadas a extensao do sistema sao de primeira ordem em relacdo a massa e

conhecidas como propriedades extensivas.
A primeira lei da termodinamica para sistemas abertos € dada por:

dU=TdS—PdV+ u;dN, (1.4-1)

1

Da expressao acima, temos as seguintes relagoes:

W _r (1.4-2)
as ,

W  __p (1.4-3)
vV .

U

oL =, (1.4-4)
N, S.V.Nji

Utilizando as transformacdes de Legendre, € possivel obter diferentes

representacdes da Equacao Fundamental. A energia livre de Gibbs é dada por:

G=U-TS—-(-PV) (1.4-5)

ou, em sua forma diferencial:

dG=-SdT+VdP+ u, adN, (1.4-6)

i=1

A energia livre de Helmholtz é expressa através de:
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dA=—SdT-PdV+ u, dN, (1.4-7)

i=1

O estado de equilibrio de um sistema é chamado de estavel caso
perturbacdes nao alterem as condicdes do sistema, ou seja, ele retorna a condicao
original. Ele é considerado meta-estavel caso retorne ao estado original quando
submetido a pequenas perturbagdes, porém perturbacdées maiores podem leva-lo a

uma nova condicédo de equilibrio onde sua energia é menor.

E sabido que, para qualquer sistema isolado, a variagdo de entropia em
qualquer processo adiabatico € ndo negativa. O equivalente matematico ao principio
de entropia maxima é:

AS <0 (1.4-8)

Se S for uma funcdo suave da variavel que introduz a perturbacédo, a condicao

necessaria e suficiente para um ponto de maximo é:

55=0 (1.4-9)
e
5" 5<0 (1.4-10)

onde 0§ é a variacao de primeira ordem de S e 6"S € a variacado de menor ordem
de S nao nula. A equacao (1.4-9) é o critério de equilibrio e a equacgao (1.4-10) é o

critério de estabilidade na representagcao da entropia.

A principal utilidade dos conceitos apresentados acima na engenharia de
reservatérios é sua aplicacdao no equilibrio de fases. Um sistema com mais de uma
fase pode ser considerado como composto de varias fases simples separadas por
membranas mdéveis, diatérmicas e permeaveis a todos os componentes. E possivel,
entdo, deduzir a condi¢cdo de equilibrio para um sistema constituido de & fases e n

componentes:
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TV =1%=_=17" (1.4-11)

pV=p® = =p= (1.4-12)

As igualdades de pressao, temperatura e potencial quimico entre todas as
fases sao validas para todos os sistemas simples multifasicos, ou seja, aqueles que
ndo estdo sob efeito de forgas externas e sem barreiras internas que impegam
interacdes de calor, trabalho ou de massa. Dessa forma, para o calculo do equilibrio,

€ necessario determinar os potenciais quimicos de cada componente em cada fase.

Entretanto, ha trés obstaculos para os calculos desses potenciais. Primeiro, o
valor numérico de qualquer potencial quimico somente pode ser determinado a partir
de uma constante arbitraria, relacionada a entropia de referéncia. Segundo, o
potencial quimico torna-se infinito (negativamente) quando a pressdo do sistema
aproxima-se de zero. Por ultimo, o potencial quimico de um componente em uma
mistura também tende para infinito (negativamente) quando a concentracdo desse

componente se aproxima de zero.

Em funcdo dessas limitagcdes surge o conceito de fugacidade, uma funcgao
bem comportada a baixas pressdes e/ou a baixas concentragdes:

Gi=4,=RTIn f, (1.4-14)

onde f, representa a fugacidade de um componente em uma mistura, fungdo da

temperatura, pressao e composicao.

Com a fungéo de partida da energia livre de Helmholtz, em conjunto com a
sua relagdo com o potencial quimico e a definicdo de fugacidade apresentada
acima, é possivel chegar a uma expressao para a determinacdo do coeficiente de

fugacidade de um componente em uma mistura:
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RTIng,=RTIn L/ _RT dV —RTIn(z) (1.4-15)
y, P = N |4

i TV.N -

Para os casos de equilibrio liquido-liquido, normalmente é necessario
trabalhar com uma abordagem alternativa, através de coeficientes de atividade. A
atividade de um componente em uma mistura € definida como a diferenca entre a
energia de Gibbs parcial molar no estado real e num estado de referéncia.
Considerando o estado de referéncia como o0 componente puro a mesma

temperatura, presséo e estado de agregacéao da mistura, temos:
RTIna, =5i_Gi (1.4-16)

Para uma solucao ideal, a atividade é igual a fracdo molar do componente na
mistura. Definimos entdo o coeficiente de atividade como a relacdo entre a atividade

do componente na solugao real e na solucao ideal:

y =4 (1.4-17)
X,

i

1.5 - Modelagem Numeérica

Conforme pode ser observado a partir do que ja foi exposto, a obtencao de
valores numéricos das propriedades termodinamicas e o calculo do equilibrio de
fases necessitam de relacbes entre algumas propriedades basicas, P-V-T-N. As
relacdes normalmente utilizadas para esses célculos sdo as chamadas equacoes de
estado.
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A equacédo de Peng-Robinson (Peng e Robinson, 1976) € a equacao de
estado cubica mais conhecida e utilizada na industria do petréleo. Além dela, a
equacao de Soave-Redlich-Kwong (Soave, 1972) também apresenta boa aceitacao,

especialmente na industria quimica.
Uma equacéo de estado cubica tem a seguinte forma geral:

RT a
P= -
V-b (V+6b)V+6,b)

(1.5-1)

onde
26, =(1+c)— (1+c) +4c (1.5-2)
51 52 =—C (1 5'3)

Para componentes puros, os parametros a e b sdo expressos em funcao das

propriedades criticas e do fator acéntrico:
Ja=\Ja, a (1.5-4)

9, (RT.) ]
\/Z_T (1.5-5)

Ja=1+x 1- | L (1.5-6)
S RT, (1.5-7)
P

Definindo
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(RT)’ (1.5-8)
e
p=2L (1.5-9)
RT
- PV
o fator de compressibilidade Z:ﬁ pode ser expresso por:
=22 (1—cB)+z|A-B(1+¢)-B* (1+2¢)|-[aAB-c(B* - B?)| (1.5-10)

Para misturas, os parametros a e b sdo definidos através das seguintes

regras:

a= xS (1.5-11)

S,=va, x,(1-d,)Ja; (1.5-12)
J

b= xb, (1.5-13)

onde d;; é um coeficiente de interagdo binaria determinado empiricamente.

A partir da definicao apresentada anteriormente, chegamos a expressao do

coeficiente de fugacidade:

(1.5-14)

1n¢,.=%(z—1)—1n(z—3)— =25 T

As equacgdes acima necessitam do conhecimento de Q. Qp e x. Os

parametros Q, e Q, sao obtidos da condigdo critica. No ponto critico, o fator de
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compressibilidade tera trés raizes reais idénticas (Martin, 1979). O valor de « é
obtido através de correlacbes empiricas, normalmente a partir de dados de pressao
de vapor. Por exemplo, para a equacao de Peng-Robinson, ele é calculado através
de:

k=0,37464+1,54226 ®—0,26992 @’ (1.5-15)

A limitacdo da aplicagao das equacdes de estado nos calculos do equilibrio
de fases reside no calculo da fugacidade. A expressédo que determina a fugacidade
integra uma derivada da equacao de estado de um volume molar infinito (condicéo
de gas ideal) até o volume molar na temperatura e pressao do sistema. Dificilmente
encontraremos uma equacgao de estado valida em toda essa faixa de temperatura e
pressdo para qualquer espécie quimica ou mistura. Além disso, as equagdes de
estado cubicas normalmente utilizadas nos calculos termodinamicos sado bastante

falhas na capacidade de previsao dos volumes molares da fase liquida.

As equacbes de estados cubicas também apresentam baixa precisdo nos
célculos de equilibrio L-L-V (liquido-liquido-vapor) quando uma das fases liquidas é
composta predominantemente de agua. Nesses casos é bastante comum utilizar a
lei de Henry para modelar a fase aquosa e os modelos tradicionais (equacdes de
estado) para os calculos das duas outras fases.

Os fluidos encontrados nos reservatorios de petréleo consistem de misturas
cujos componentes ndo sao bem caracterizados. A analise quimica dessas misturas
ndao pode ser representada unicamente por uma série de valores discretos de

concentracdes, como fracdes molares, massicas ou volumétricas.

Normalmente as analises PVT reportam a composicao do fluido até um
determinado corte, como por exemplo C7, ou C12,, informando a densidade e o peso
molecular médio dessa fragdo mais pesada. Para os calculos termodinamicos
através das equacdes de estado ja apresentadas, sdo necessarias as propriedades
criticas e o fator acéntrico de todos os componentes.
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Existem diversas correlagdes ja publicadas na literatura (Kesler e Lee, 1976,
Riazi e Daubert, 1980, Twu, 1984) que permitem estimar as propriedades criticas
das fragdes pesadas de hidrocarbonetos a partir da densidade, peso molecular e

temperatura normal de ebuligdo.

As informacdes necessdarias para os calculos termodindmicos podem ser
obtidas de trés maneiras diferentes. A primeira delas, e mais imprecisa, € a
utilizacdo do corte como um unico componente, calculando as propriedades criticas

através de uma das correlagdes disponiveis.

Uma outra maneira é dividir a fragdo pesada em uma série de pseudo-
componentes cujas propriedades sao ajustadas para garantir que os resultados de
laboratério sejam respeitados. A partir dessa divisao sao calculadas as propriedades
criticas para cada um dos pseudo-componentes.

O terceiro método consiste em utilizar uma funcdo de distribuicao para
descrever a composicao de uma mistura complexa, como o fluido de um reservatério
de petréleo. E conhecido como método continuo. Existem também modelos semi-
continuos, onde uma parte é tratada como discreta e outra (normalmente o corte) é

considerada uma mistura continua.

1.6 - Termodinamica de Superficies

Muitas mudancas ocorrem nas superficies de soélidos e liquidos, como por
exemplo a condensacado e a evaporacao. Entretanto, a superficie de um liquido
apresenta propriedades interessantes por si s6, como a tensao superficial, e a sua
forma afeta o comportamento dos liquidos. Essas propriedades variam se um soluto
esta presente, particularmente se esse soluto € um agente que interage na
superficie (Atkins, 1994)
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A relagdo que governa a adsor¢cdo em uma superficie sélida de um soluto
presente em um liquido € conhecida como isoterma de adsorcdo. O modelo mais
simples baseia-se em trés pressupostos:

1. monocamada,
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Capitulo 2 - Equacoes Diferenciais Parciais de Primeira Ordem

Uma equacao diferencial parcial de primeira ordem é uma equacao do tipo
hiperbdlica associada a propagacado de sinais a velocidades finitas. A idéia
fundamental associada a equacdes hiperbdlicas € a nogdo de uma caracteristica,
uma curva na dimensdo tempo-espaco (ou uma hipersuperficie em dimensdes
maiores) ao longo das quais esses sinais se propagam (Logan, 1994). Nesse
capitulo apresentaremos inicialmente uma breve revisdo dos métodos de resolugao
de equacdes diferenciais parciais de primeira ordem. Em seguida serd apresentada
uma aplicacao dessa técnica na engenharia de petréleo: a equacado de Buckley-
Leverett (Buckley e Leverett, 1942), que descreve o deslocamento imiscivel de 6leo
por agua. As solugcdes de sistemas de equacdes diferenciais parciais sao
demonstradas no item seguinte. Logo apds veremos a solugdo do problema de
injecdo de uma solucdo aquosa contendo um polimero em meios porosos, um

sistema de duas equacdes parciais diferenciais hiperbdlicas.

2.1 - Equacgdées Diferenciais Parciais Lineares de Primeira Ordem

Inicialmente, vamos considerar o problema de valor inicial para a equagéo de

adveccao:

a—u+ca—u:O,xeR,t>O (2.1-1)
ot o0x
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u(x,0)=u, (x),xeR (2.1-2)

Se u=u(x,t) € uma funcao de duas variaveis e x=x(t) define uma curva suave
C no plano x-t, a derivada total de u ao longo da curva C é dada, de acordo com a

regra da cadeia, por:

du(x(1),1) _ au(x(t),t)+au(x(t),t)@

2.1-3
dt ot ox dt ( )

A expressao acima define como u esta variando ao longo de C. Comparando

as expressoes (2.1-1) e (2.1-3), temos:

%zO ao longo das curvas definidas por %zc

ou, de forma equivalente,

u=constante em x—cr=¢

onde & é uma constante.

Consequentemente, a equacao diferencial parcial é reduzida a uma equacéao
diferencial ordinaria, subsequiientemente integrada, ao longo da familia de curvas
x—ct=¢£, solugdes de dx/dt=c. Se tragarmos uma dessas curvas no plano x-t
passando por um ponto arbitrario (x,t), essa curva interceptara o eixo x em (&,0), sua

velocidade é c e sua inclinacéo é -1/c.

A totalidade das curvas x—cr=¢ é chamada de conjunto de caracteristicas do

problema e um gréafico desse conjunto no plano x-t é conhecido como diagrama

caracteristico para o problema.
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As curvas caracteristicas, ou caracteristicas, sdo curvas no plano ao longo
das quais os sinais se propagam. Nesse caso, o sinal é o valor constante de u que é

carregado ao longo das caracteristicas.

Essa metodologia pode ser estendida para problemas mais complexos.

Considerando o seguinte problema de valor inicial linear:

a—u+c()c,t)a—u=0,xeR,t>O (2.1-4)
ot ox
u(x,0)=u, (x),xeR (2.1-5)

onde c=c(x,t) € uma funcao continua conhecida. O lado esquerdo de (2.1.4) é uma
derivada total ao longo de curvas no plano x-t definida pela equagéao diferencial

dx
E—c(x,t) (2.1-6)

Ao longo dessas curvas:

dt ot oJxdt ot ox

ou, em outras palavras, u € constante. Dessa forma,
dx
u=constante em 7=c(x,t)
t

Novamente, a equacgdo diferencial parcial foi reduzida a uma equacao
diferencial ordinaria ao longo de uma familia especial de curvas, as curvas
caracteristicas definidas por (2.1-6). A funcédo c(x,t) define a velocidade dessas

curvas caracteristicas, que variam no plano x-t.
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2.2 - Equacgées Néo Lineares

Considere o seguinte problema de valor inicial ndo-linear:

a—M+c(u)3—u=0,xeR,t>0 (2.2-1)

ot X

u(x,0)=u, (x),xeR (2.2-2)

onde c=c(u) € uma funcéo suave conhecida de u. Além disso, assume-se que o sinal

inicial ug



38

Ju ou Jdu Judx du
M eyt o _dt
ot ox ot oxdt dt

ou u=constante. Além disso, € possivel observar que as curvas caracteristicas

definidas por (2.2-3) séo linhas retas, pois

d’x _d(dx/dt) d(c(u)) _dedu_,
dr’ dt dt du dt

Assim, se tracarmos um caracteristica unindo um ponto arbitrario (x,t) no
plano x-t a um ponto (§,0) no eixo x temos que a equacao dessa caracteristica é

dada por:

x—=&=c(u, (&)t (2.2-4)

e a sua velocidade (reciproca da inclinagdo) é dx/dt ou c(u(§,0)), pois u é constante

ao longo de toda a curva caracteristica. Como u(x,t)=u(§,0)=uo(§), se uma solugao
para o problema de valor inicial existe para t>0, entdo necessariamente ela deve ser

dada por

u(x,t)=u,($) (2.2-5)

e £=£(x,t) € dado implicitamente por (2.2-4). Essa solugdo existira somente se as

funcdes c(u) e up(x) forem ambas nao decrescentes ou ambas nao crescentes em R.

2.3 - Equacées Quasilineares

Nessa secao sera apresentada de forma resumida a solugdo para a equacao

diferencial parcial ndo-linear com a seguinte forma:
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a—u+c(x,t,u)a—u=f()c,t,u),xeR,l‘>0 (2.3-1)
ot ox

onde c e f sdo fungdes continuas. Tais equagcdes sdo chamadas quasilineares por
causa da forma com que a nao-linearidade ocorre, ou seja, a equacao é linear nas
suas derivadas e a nao-linearidade surge na multiplicacdo por coeficientes que
dependem de u. Acrescentando a (2.3-1) a condigéao inicial:

u(x,0)=u, (x),xeR (2.3-2)

em que up(x) € continuamente diferenciavel em R.

Novamente, seja u=u(x,t) uma solugéo suave do sistema acima. Temos entao

que a equacao diferencial parcial se reduz a seguinte equacao diferencial ordinaria:
du

[ x’t,u 23'3

prat ACIEL (2.3-3)
em conjunto com a familia de curvas (caracteristicas) definidas por:

dx
—= .t 2.3.4
7 c(x,t,u) ( )

Podemos considerar (2.3-3) e (2.3-4) como um sistema de duas equacdes
diferenciais ordinarias (chamado de sistema caracteristico) em u e x, que pode ser
resolvido (a principio, pelo menos) sujeito as condigdes iniciais

u=u, (&), x=£ emt=0

a fim de obter a solugdo. Também aqui & é um nimero que parametriza as curvas

caracteristicas, indicando a intersecado das curvas com o €ixo X.
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2.4 - Propagacéao de Singularidades

Nos itens anteriores foi considerado que os dados iniciais e de contorno eram
determinados por funcdes suaves. Podem ocorrer casos em que os dados iniciais e
de contorno sao continuos mas existem descontinuidades nas derivadas. A questao

que surge é como as descontinuidades na fronteira da regiao se propagam.

As caracteristicas carregam os dados da fronteira para o interior da regido de
solucdo. Dessa forma, variacbes abruptas nas derivadas na fronteira produzem
variacdes abruptas correspondentes na regiao. De forma resumida, pode-se afirmar

que as descontinuidades nas derivadas se propagam ao longo das caracteristicas.

2.5 - Solugées Fracas de Equacgbes Hiperbdlicas

Até o momento, foram apresentadas apenas solucdes suaves de equacoes
diferenciais parciais de primeira ordem, ou seja, aquelas que possuem primeiras
derivadas parciais continuas, de forma que, se necessario, podemos calcular essas
derivadas e substitui-las na equacéo para verificar se a solugéo esta correta. Essas
solucdes suaves sdo chamadas de classicas ou genuinas. Vamos generalizar a
nocao de solucao e admitir solugcdes descontinuas. Esse tipo de solucdo é

denominada fraca.

Seja 0 seguinte problema de valor inicial, definido através de dois valores
constantes e diferentes de u conectados por uma descontinuidade em x=0:
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a—M+ua—u=0,xe R,t>0 (2.5-1)
ot ox

u(x,0)=1,sex<0e u(x,0)=0, se x>0 (2.5-2)

Esse tipo de problema é conhecido como problema de Riemann. A partir da
observagédo da equacéao acima, e com o método de solugéo ja descrito, temos como
solugdo du/dt=0 ao longo de dx/dt=u, ou u é constante nas caracteristicas com
velocidade u. As caracteristicas com origem no eixo x possuem velocidade zero
(verticais) se x>0 e velocidade 1 se x<0. Porém, quando t>0, as caracteristicas
colidem e ocorre uma contradicdo pois u deve ser constante nas caracteristicas. Ou

seja, temos uma descontinuidade na origem.

Para obter uma restricdo na solugdo através da descontinuidade utilizamos a

lei da conservagao na forma integral:
Ci b
o u(x,t)dx=¢(a,t)—@(b,t) (2.5-3)

onde u é a densidade e ¢ é o fluxo.

Assumindo que x=s(t) € uma curva suave no plano x-t ao longo da qual u
apresenta uma descontinuidade, ou seja, u € continuamente diferenciavel para x>s(t)
e x<s(t), e também que u e suas derivadas possuem limites finitos quando x—s(t) e
x—s(t)", e ainda escolhendo a<s(t) e b>s(t), podemos reescrever a equagao (2.5-3)

da seguinte forma:

s(t)

b
o u()c,t)d)c+i u(x,t)dx=¢(a,t)—¢b,t) (2.5-4)

a s(t)

Como os integrandos da expressao acima sao suaves, podemos aplicar a
regra de Leibnitz para derivar uma integral cujo integrando e limites dependem de

um parametro (nesse caso, o tempo t). Obtemos entéo:
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b
PRSI +u(s-,z)§—u(s+,t)ﬁzfzﬁ(a,t)—qb(b,t) (2.5-5)
ot ot dt dt

a s(t)

O 9 (x,1)

onde u(s,t) e u(s',t) sdo os limites de u(x,t) quando x—s(t) e x—s(i),
respectivamente, e ds/dt é a velocidade da descontinuidade x=s(t). Tomando o

limite da equacao acima quando a—s(t)” e b—s(t)*, chegamos a:
—[u]+[p ()]=0 (2.5-6)

onde os colchetes indicam o salto da quantidade no seu interior através da
descontinuidade. A equacéao (2.5-6) é denominada condicdo do salto, ou condicao
de Rankine-Hugoniot, e relaciona as condi¢des a frente e atrds da descontinuidade a
velocidade da prépria descontinuidade. Nesse caso, a descontinuidade em u que se
propaga ao longo da curva x=s(t) € chamada de onda de choque, e a curva x=s(t) €
conhecida como o caminho de choque, ou, mais comumente, simplesmente choque.

Sua derivada ds/dt é a velocidade do choque, e a magnitude do salto em u é

conhecida como intensidade do choque.

2.6 - Exemplo: Solugédo da Equacéao de Buckley-Leverett

O caso do deslocamento imiscivel de 6leo por agua em meios porosos foi
resolvido pela primeira vez por Buckley e Leverett (1942). O fluxo isotérmico de 6leo
e agua em duas fases imisciveis e incompressiveis num meio poroso unidimensional

€ regido pela seguinte equacgao da conservacao:

9, IE)_

/ ot ox

0 (2.6-1)
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onde s é a saturagdo de agua e u € a velocidade total das fases. Na expresséo

acima, f(s) é o fluxo fracionario de agua, calculado através de

f)=— a (2.6-2)

sendo k; a permeabilidade relativa e pu a viscosidade. Os indices w e o referem-se a
agua e ao 6leo, respectivamente. Nesse modelo desprezamos os efeitos capilares e

gravitacionais.

Nesse problema, buscamos solugcdes para s(x,t) sujeitas as seguintes

condicdes inicial e de contorno:

s(x,0) = sg, para x>0
s(0,t) = s, parat>0 (2.6-3)

Introduzindo as variaveis adimensionais:

(2.6-4)

onde L é o comprimento do meio poroso na direcdo X, chegamos a seguinte

equacao:

05 df(s)ds _ (2.6-5)
oT ds 0X

Aplicando o método das caracteristicas, s pode ser escrito como uma

diferencial total com a seguinte forma:
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ds dX Os
ds\ X (T),T)=——+— 2.6-6
s(X(1).T) ~ a7 37 (2.6-6)

e, portanto, v, =df /ds. Essa equagéo indica que a velocidade especifica de uma

saturacao constante s é igual a derivada do fluxo fracionario nessa saturacdao. Uma
vez que todas as saturagdes entre sg e s|. estdo inicialmente na origem do espago X-
T, a posicao de qualquer saturagcao entre esses dois valores a um dado T pode ser
calculada através de:

x=Yr (2.6-7)
ds

A equacdo de Buckley-Leverett também pode apresentar problemas de
descontinuidade, regides onde saturacdes maiores viajam a velocidades superiores

as das saturagdes menores. E necessaria a introducdo de choques, calculados

através de:
az[[izw (2.6-8)
S s —S

conforme ja demonstrado anteriormente, através da equacéao (2.5-6). Cabe ressaltar

que nem toda descontinuidade que satisfaz a expressao acima é um choque.

2.7 - Sistemas de Equacées Diferenciais Parciais Hiperbdlicas

Muitos sistemas fisicos envolvem diversas fungdes desconhecidas e
requerem, usualmente, 0 mesmo numero de equacdes diferenciais parciais para as
equacgdes governantes. Por exemplo, a descricdo completa de um sistema em
mecanica dos fluidos pode necessitar do conhecimento da massa especifica,
pressao, temperatura e da velocidade da particula. Portanto, necessitamos de um
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sistema de equacbGes para descrever o fluxo. Em um sistema de equacdes
hiperbdlicas, a formulacdo basica para sua resolucdo reside na idéia de
caracteristicas, semelhante ao caso de uma Unica equagéo (Logan, 1994).

2.7.1 - Sistemas Hiperbdlicos e Caracteristicas

Conforme visto anteriormente, no caso de uma unica equagdo diferencial
parcial, buscavamos identificar familias de curvas no plano x-t ao longo das quais a
equacao se reduzia a uma equacao diferencial ordinaria. O que buscamos agora é
determinar se tais curvas, ou diregdes, existem para um sistema de equacdes

diferenciais parciais de primeira ordem.

Considere o sistema quasilinear de equagdes hiperbdlicas escrito na forma
vetorial (Bedrikovetsky, 1993):

0A (i) , OB (i) _
ot ox

0 (2.7.1-1)

Tomemos agora o diferencial da funcdo vetor ii(x,7) ao longo de uma

caracteristica:

dii=2% g1+ 9% gy (2.7.1-2)
ot ox

onde foi utilizada a seguinte representacéo dos vetores:

oy oy
ot 0x
9 Oy g Oy
2 ¢ g
du, du,

ot 0x
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Derivando (2.7.1-1):
A’(ﬁ)a—u+B’(ﬁ)a—u:0 (2.7.1-3)
ot ox

As matrizes acima sao dadas por:

da, (i)
Ju .

J

A (i) = b, () (2.7.1-4)
auj

B’ (ii)=

As equagbes (2.7.1-2) e (2.7.1-3) formam um sistema de 2n equacdes

lineares nas 2n derivadas parciais du, /ox € du, /ot

A By 0 (2.7.1-5)
Idr Idx| 94  di
ox

Uma caracteristica pode ser definida algebricamente da seguinte forma: a
linha x(t) € uma caracteristica se o determinante de (2.7.1-5) for igual a zero. Isto
implica que a inclinagao da caracteristica é igual ao autovalor do par de matrizes A’,
B’:

det B'—?A’ =0 (2.7.1-6)
t

O sistema de equacbdes (2.7.1-1) é dito hiperbdlico se (2.7.1-6) tiver n
autovalores reais: A1, Az, ..., An. Considere os autovetores a direita e & esquerda [’ e

7' correspondentes a A;:

['(B'=2 A)=(B'-4 A)F =0 (2.7.1-7)
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Suponha que uma solucdo i=ii(x,r) foi construida. Entdo as n direcdes

caracteristicas sao definidas em cada ponto (x,t) do seu dominio. As curvas integrais
dessas direcoes, calculadas através das equacoes diferenciais

&g Gl 0) (2.7.1-8)
t

sao chamadas de caracteristica i. Na i-ésima caracteristica temos:

d—”:a—”+,1,.a—” (2.7.1-9)
dt ot ox
E possivel deduzir relagbes diferenciais nas caracteristicas, satisfeitas pela

funcdo u. Multiplicando (2.7.1-3) & esquerda por ', com o auxilio de (2.7.1-7)

obtemos:
- oii .\ 0ii
)+ B (i)

0=1" A'(i)—+B'(i)—
ox

2.7.1-10
Ey ( )

As relacdes podem entdo ser calculadas com o auxilio de (2.7.1-9). Elas séo:

fiA'(ﬁ)L;—Ltt:O,izl,z,...,n (2.7.1-11)

As relacbes nas caracteristicas podem ser utilizadas para construir um
algoritmo para a solugcao do sistema (2.7.1-3) em sua regido continua. Suponha ja

determinada a solucéo ii(x,r) para todos os valores de x e t fixos. Para determinar

uma solucao no ponto (x,t+6t), ndés encontramos pontos (x;t) nos quais chegam

caracteristicas. Uma vez que ii(x,,z) sdo conhecidos, as equagdes (2.7.1-1)
constituem-se num sistema de n equagdes lineares nos n valores u; (x,t+6t), 0 que

permite o calculo da solug&o para o instante t+dt.
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2.7.2 - Descontinuidades

Vamos agora considerar as condicdes em uma descontinuidade de uma
solucao fraca do sistema inicial. Cada linha da equacdo (2.7.1-1) é a lei da

conservacao de alguma quantidade fisica (massa, energia, etc.).

Utilizando a mesma metodologia descrita anteriormente, é possivel deduzir as
equacdes de balanco na descontinuidade, ou condicdes de Rankine-Hugoniot:

p_ds_B @)~ (”T; [if @ (2.7.2-1)

onde A; e Bj sdo os componentes de A e B respectivamente e i~ e u" sao os

valores de u atras e a frente da descontinuidade.

2.7.3 - Solucido Auto-Similar

Seja o sistema (2.7.1-3) sujeito as seguintes condi¢des inicial e de contorno:

u=u, para x=0
U=Ug, para t=0 (2.7.3-1)

Esse sistema admite substituicdo auto-similar de variaveis &=x/t, tornando-se:

(B’ (@)-& A7) % =0 (2.7.3-2)
dg
A partir do sistema acima vemos que & é um autovalor e du/dé é um

autovetor a direita. Entdo, uma solucéo auto-similar pode conter n familias de ondas

centradas, definidas pelas equagdes:
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di i\ £ (=) . )
d—g—a(u)r (u),é’—/li (@),i=1,...,n (2.7.3-3)

A introducéo da variavel o reflete o fato de que os autovetores séo definidos
em relacdo a um multiplicador. Derivando ambos os lados da segunda equacao em
(2.7.3-3) com respeito a & e utilizando a primeira equagao, é possivel obter uma

expressao para o
a=(V2,@).7 @) (2.7.3-4)
onde (,) indica o produto escalar.

Existem n campos de diregcdes caracteristicas com respeito aos vetores
7' (i),i=1,...,n definidos no espaco de fase. Ha n curvas integrais dessas diregdes a
partir de cada ponto i, correspondendo a n familias de ondas centradas. O
movimento ao longo dessas curvas sO € possivel na direcdo de valores de &

crescentes e iguais aos autovalores correspondentes.

Além de ondas centradas e regides de estados constantes, a solugdo também
pode conter descontinuidades. O valor da variavel auto-similar numa

descontinuidade deve satisfazer a condicao de Rankine-Hugoniot (2.7.2-1).

Portanto, uma solucédo auto-similar do sistema apresentado nessa se¢ao, ou
seja, um caminho u(§) unindo os pontos ugr € u_ consiste de segmentos de ondas
centradas e choques. O valor de £ ao longo de qualguer caminho aumenta
monotonicamente de zero a infinito. Ele é igual ao autovalor ao longo da onda

centrada correspondente e a velocidade do choque na descontinuidade.
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2.8 - Exemplo: Injecdo de Agua Contendo Polimero

O balangco de massa para o caso de deslocamento unidimensional de éleo por
agua com polimeros (fluxo bifasico) em um meio poroso nos leva ao seguinte

conjunto de equagdes:

¢§+uaf(S,C):
ot ox
8(cs+a)+u8(cf(s,c)):0
ot ox

0
(2.8-1)

¢

onde ¢ € a porosidade, s € a saturacao de agua, ¢ é a concentragdo do polimero na
agua, a € a concentracao do polimero adsorvido, u € a velocidade do fluxo e f indica
o fluxo fracionario da 4gua, calculado através da relacao entre mobilidade da agua e
mobilidade total. Nesse modelo estdo sendo desconsiderados os efeitos capilares e

difusivos.

Definindo as variaveis adimensionais:

u(y)dy
e T=4—— (2.8-2)

onde L € um comprimento caracteristico do meio poroso, chegamos ao seguinte

sistema de equacdes:

ﬁ.pal:()

o 0dX

8(cs+a)+a(cf)
oT X

(2.8-3)

=0
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Além das equagbes acima, € necessario uma relacdo de equilibrio

termodinamico entre o soluto e a fase adsorvida. Neste exemplo, essa relagéo tera a
forma da lei de Henry:

a=TIc

(2.8-4)

Aplicando (2.8-4) em (2.8-3) chegamos ao sistema de equacdes final:

o
oT X
2.8-5
ole(s+r) ales) _, (&85
oT 15).¢

Aplicando a transformagao auto-similar E&=X/T no sistema acima chegamos ao
seguinte par de equacdes diferenciais ordinarias:
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0 que € uma contradi¢cdo. Portanto, s6 existe solugao continua se a concentragéo for

constante.

Analisando as condicbes de Rankine-Hugoniot (descontinuidades),

encontramos dois tipos de choques:

=0 p-V]

[s]
e0 p=—S - I
s+ s+

O primeiro choque € do tipo Buckley-Leverett, que une a condicdo inicial a
curva de fluxo fracionario onde ¢ = 0 e o0 segundo é o choque de concentracao, que
une as duas curvas de fluxo fracionario através da reta com inclinagéo igual a
velocidade do choque e cuja intersecgcédo no eixo s se da no ponto -I'. O restante da
solucdo é constituido de ondas de rarefacdo e estados constantes. E oportuno
lembrar que nem toda descontinuidade que satisfaz as condicbes acima é um

choque.
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Capitulo 3 - Modelagem Matematica de Métodos Quimicos

A modelagem analitica do deslocamento de éleo por agua contendo quimicos
tem sido intensivamente estudada desde a década de 60, baseada em métodos
matematicos desenvolvidos nos anos 40 e consolidados na década de 50. Os
trabalhos pioneiros nessa area sdo os artigos de Fayers e Perrine (1959) e de
Fayers (1962). O sistema hiperbdlico 2x2, incluindo as condigcdes de Rankine-
Hugoniot no choque, foi analisado em Fayers e Perrine (1959). Nesse artigo também
foi apresentada uma solugdo particular para o caso de injecdo continua de
polimeros. O problema do deslocamento de dleo por dgua quente € bastante
semelhante ao problema da injecdo de agua contendo polimeros. Em Fayers (1962)
foram estudados os choques de temperatura, de saturagdo e as ondas de saturacéo,
sendo avaliado também o comportamento das caracteristicas, o que auxilia a
resolver qualitativamente o problema da injecdo de um banco de agua quente
deslocado por agua em reservatérios de 6leo.

Seguindo a linha dos artigos citados acima, foram publicados diversos
trabalhos que analisavam o sistema de equagdes resultantes da modelagem do
problema do deslocamento de 6leo por agua contendo polimeros, gas carbdnico e
surfactantes (Patton et al., 1971, Claridge e Bondor, 1974, Entov e Polishchuk,
1975). Esses trabalhos capturam os efeitos da diminuicdo da viscosidade da agua,
da diminuicdo da viscosidade do d6leo, da diminuicdo da tensao interfacial e da
diminuicdo da saturacdo de Oleo residual devido a injecdo desses produtos em
reservatérios. A modelagem dos efeitos da salinidade da agua e da troca ibnica da

origem a sistemas com mais de duas equacoes.
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Os estudos mais detalhados do deslocamento de déleo por agua contendo
produtos quimicos foram publicados em Entov (1981), Alishayeva et al. (1982),
Bedrikovetsky e Lurie (1983), Entov (1987) e Barenblatt et al. (1991). Os efeitos da
pressao capilar, difusdo e nao-equilibrio termodindmico na estrutura da solugéo do
problema de Riemann foram estudados em Alishayeva e Entov (1983),
Bedrikovetsky e Lurie (1983) e Barenblatt et al. (1991). A solucédo do tipo onda
viajante foi obtida na vizinhanca do choque de concentracdes e baseado nisso foi
formulada a generalizacéo do critério de Oleinik (1957, 1959) para a estabilidade do

choque.

Entov e Kerimov (1986) consideraram o deslocamento de 6leo por um produto
quimico quando o fluxo fracionario nao € monétono ao longo do caminho da solucao.
Nesse caso a solucao do problema de Riemann depende da presséo capilar e da
difuséo, pois o problema hiperbdlico ndo € auto-suficiente. Esse mesmo problema foi
estudado por Walsh e Lake (1989). O fenébmeno da dependéncia dos efeitos
dissipativos na velocidade do choque néao foi detectado.

Sistemas de equacgdes hiperbdlicas que apresentam curvas de rarefagcédo e
choques coincidentes, como € o caso do deslocamento de éleo por agua contendo
polimeros, foram analisados por Temple (1983). A estrutura das solucdes
assintéticas do problema da injecdo de agua com polimeros em reservatérios de
petréleo sem os efeitos de adsorgao foi apresentada por Isaacson e Temple (1990).

O problema do deslocamento de éleo por um banco de polimero seguido por
agua nao é mais auto-similar, como o problema de Riemann, mas contém interacdes
entre ondas. A solucdo analitica para o sistema 2x2 foi obtida por Bedrikovetsky
(1982). Outros problemas néo auto-similares, como o deslocamento de éleo por
polimeros considerando nao-equilibrio termodindmico foram solucionados em
Bedrikovetsky et al. (1985) e Zazovsky (1985).

A formulacdo do problema do deslocamento de O6leo por solucdes
multicomponentes foi feita pela primeira vez de forma clara por Helfferich (1981).
Esse trabalho apresenta a formulagdo do problema de Riemann, mas nao apresenta
solucdes. Solugdes aproximadas de problemas semelhantes foram publicadas por
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Lake e Helfferich (1978), Pope et al. (1978), Pope (1980), Hirasaki (1981) e Hirasaki
(1982). A analise e solugdo dos problemas de Riemann e de Cauchy do sistema
6leo/agua contendo n polimeros, sem considerar os efeitos de adsorcao, foi feita

inicialmente por Isaacson e Temple (1986).

Problemas de Riemann para o deslocamento de 6leo por um polimero a
diferentes temperaturas, porém sem influéncia da temperatura na isoterma de
adsorcao, foram resolvidos em Braginskaya e Entov (1980) e em Braginskaya
(1982). Entov e Zazovsky (1982) e Zazovsky (1983) apresentaram solucdes para o
problema de Riemann quando ocorrem interagbes entre componentes. Nesses dois
artigos foi considerado um componente ativo e um neutro, um tipo bem especifico e
simples de interagdo. Também foi descoberto o fenémeno de solugbes multiplas do
problema de Riemann, onde todos os choques das diferentes solucdes sao estaveis
pelo critério de Lax (1957). O problema do deslocamento de éleo por bancos de dois
quimicos foi resolvido analiticamente somente quando ndo ocorrem interacoes entre

0os componentes (Bedrikovetsky, 1993).

O caso pratico de injecao de polimeros deve considerar a presenga de mais
de um componente quimico na &gua injetada. Nesse caso, 0 numero de

componentes pode chegar a 15.

Sistemas com um grande numero de componentes foram analisados em
Johansen e Winther (1988), Johansen e Winther (1989), Johansen et al. (1989) e
Dahl et al. (1992). Nesses trabalhos foi investigado o problema de Riemann para
injecdo de diversos polimeros com efeitos de adsorcdo, sendo a solugdo do
problema bifasico construida a partir da solucdo do problema monofasico conforme
descrito em Rhee et al. (1970). A admissibilidade dos choques nesse tipo de
problema foi avaliada por Tveito e Winther (1991) sem nenhuma conexdo com um
sistema fisico real. O método apresentado nesses artigos aplica-se somente a
problemas auto-similares. Foi desenvolvido um algoritmo para a solugcdo de

problemas de Riemann, sem verificar a unicidade e existéncia dessas solucoes.

Um dos problemas mais importantes do deslocamento de 6leo por solucdes
de quimicos é a questao da compatibilidade entre as dguas da formagéo e injetada.
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Varios projetos de campo falharam devido a incompatibilidade entre essas aguas.
Diversas tecnologias foram testadas para tentar separar os componentes
incompativeis durante o deslocamento: injecdo de agua doce antes dos polimeros,
selecao de sais para a agua injetada ou para a agua que contém os polimeros, etc.
A abordagem existente na literatura atualmente ndo resolve o problema da interacao
entre bancos de diferentes componentes no meio poroso. A velocidade de
propagacdo de cada componente depende da isoterma de adsor¢cdo que rege o
equilibrio sélido-liquido e nao deveria depender das caracteristicas do meio poroso.
A técnica tradicional via sistema de deslocamento bifasico multicomponente nao é

capaz de descrever esse fendbmeno.

A solucdo analitica do deslocamento de 6leo por polimeros e bancos de
polimeros contribuiu muito para o entendimento dos processos quimicos de
recuperacdo avancada de petréleo, além de auxiliar a interpretacdo dos dados
obtidos em laboratério. Uma outra aplicacao que também serve de estimulo para a
pesquisa de solugcdes analiticas para sistemas de equacbes diferenciais parciais
hiperbdlicas é a simulagdo de reservatorios baseados nos conceitos de linhas de

fluxo.

Neste capitulo, o sistema de equacgdes que modela o deslocamento de éleo
por agua contendo produtos quimicos que podem ser adsorvidos no meio poroso é
discutido. A introdugdo de um potencial associado com uma lei de conservagao e
posterior mudanga de variaveis independentes reduz a ordem do sistema. Esse
sistema de equacdes inclui em seus parametros propriedades termodinamicas e de
transporte, enquanto que o sistema auxiliar (reduzido) apresenta apenas
propriedades termodinamicas.

As equacdes deduzidas para a projecao e levantamento da solucéo permitem
a construcao de solucdes para o sistema de equacdes que modelam o fenébmeno a
partir das solugdes do sistema auxiliar. No final do capitulo serdo apresentadas

diversas solucdes para problemas auto-similares e nao auto-similares.
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3.1 - Modelo Fisico-Matematico

Consideramos o deslocamento unidimensional de éleo por agua contendo n
componentes (polimeros, sais) em um reservatério de permeabilidade e porosidade

constante. Inicialmente o reservatoério esta saturado com 6leo e agua.

O sistema contém duas fases incompressiveis (6leo e agua). Ha também n
componentes, que podem ser adsorvidos pela rocha, dissolvidos na agua em baixas
concentracdes. Desta forma, variagdes na concentragdo dos mesmos nao altera a
densidade da agua. Em condicées de equilibrio termodinamico, as concentracdes
dos componentes adsorvidos e dissolvidos s&o governadas por isotermas de
adsorcao com as seguintes propriedades:

—

ézd(E),éz(al ,a, ,...,an), =(c1 ,Cy ,...,cn) (3.1-1)

As fungdes a, (¢) obedecem as seguintes condigdes:

a, (¢, ¢ ,0,Cpysenc, )=0

94,€) (3.1-2)
dc,

da, (c)
dc

<0

J

Considerando valida a lei de Darcy para fluxo bifasico sem efeitos

gravitacionais:

o, (E,) 0x (3.1-3)

A diferenca entre as pressdes nas fases 6leo e agua € chamada de pressao

capilar:
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I)O—])WZO-COSQJ(S,E) (31_4)
k¢
A conservacao da massa das fases 6leo e agua sdo dadas por:
9Pus, 9Pty (3.1-5)
ot ox
apo (1_S)+apouo =0 (31'6)
ot ox

Cancelando nas equacdes acima as densidades devido a incompressibilidade
das fases e somando (3.1-5) e (3.1-6) obtemos a conservagao do fluxo total:

u=u, +u,=ult) (3.1-7)
Expressando P,, via P, a partir de (3.1-4) e substituindo as expressoes para

as velocidades das fases (3.1-3) em (3.1-7), a equacao para a conservacao da agua

assume a seguinte forma:

ds of (s,¢) 0 N ’#)f(s:)aj(s,é)

al ——e L & 3.1-8

o ax | ooy eSO (3.1-8)

gC:Gcos01/k¢ (3.1-9)
M, Lu

Definindo as seguintes variaveis adimensionais:

(3.1-10)




A funcéo fluxo fracionario € calculada através de:

k, (s.&)u, )
i,k (s,¢)
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(3.1-11)

(3.1-12)

Assume-se também que duas curvas de fluxo fracionario diferentes nao se

cruzam. Dai, existe uma concentragdo escalar ¢=c (¢) tal que:

(3.1-13)

Portanto, o conjunto completo de curvas de fluxo fracionario é

monoparamétrico. A concentracdo ¢ sera denominada concentracao efetiva. Curvas

tipicas de fluxo fracionario sdo mostradas na Figura 1.

St

c=const

S

0.0 Sy

1.0

Figura 3.1-1: Fungéo fluxo fracionario tipica
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Sob condi¢des de ndo-equilibrio, as concentra¢des adsorvidas de equilibrio g,
e reais a, séo diferentes. A conservagédo de massa de cada componente levando em
conta os efeitos de difusdo e adsorcao real é dada através da seguinte equacao:
dc;u, 0 dc

d ~ P
¢5(cis+ai)+7=$ aDusg ;i=1,2,...,n (3.1-14)

onde a, u € o coeficiente de dispersao em meios porosos.

Substituindo a expressao para a velocidade da agua na equacdo acima e

aplicando as definicées das variaveis adimensionais, temos:

a(cis+ai)+acif(s,c):_gci k. (s,E)f(S,E)aJ(S) +8Di s% (3.1-15)
oT 20, 0X ox X X
a

£, :TD (3.1-16)

A equacéo cinética linear é utilizada para descrever a adsor¢do considerando

efeitos de nao-equilibrio:

e, 0 =a )7, (8.1-17
Tu

£ =— 3.1-18
=2 (3.1-19

Portanto, o sistema fechado de equagdes governantes inclui leis de
conservagao para o volume da fase aquosa (3.1-8), para a massa de cada
componente (3.1-15) e n equagbes para a cinética de adsor¢cdo de cada

componente. As incégnitas desse sistema de 2n + 1 equacdes sdos, ¢ € a .

Considerando a aproximacao de grande escala, onde L é tdo grande que
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£.,€,,€ <1

0os parametros adimensionais &, €p € & tendem para zero. Nessa situacao, as
concentracdoes de equilibrio sdo idénticas as concentracdes correntes, e o sistema
parabdlico pode ser descrito pelo seguinte conjunto de leis da conservagao para o

volume da fase aquosa e para as massas de cada um dos componentes:

os U (s.6)_, (3.1-19)

oT oX
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Prova. Vamos escolher qualquer curva conectando os pontos (0,0) e (X,T) no plano
X-T. A partir de (3.2-1) segue que a expressao para o potencial ® calculada através
de:

X.,T
®(X,T)= fdT-sdX (3.2-2)

0,0

€ independente do caminho de integracao, e assume-se que as funcbes s(X,T) e
f(X,T) séo tais que a integral (3.2-2) existe.

Ambas as funcoes s(X,T) e f(X,T) sao limitadas. Portanto, a integral também é

uma fungéo continua limitada.

O potencial definido por (3.2-2) é duplamente diferenciavel em X e T para
todo (X,T) ndo pertencente a uma trajetéria de choque. Logo, a partir de (3.2-1), as
derivadas parciais do potencial ® sdo descontinuas ao longo da trajetéria de um

choque.

Desse ponto em diante, a seguinte transformacéo de variaveis independentes

sera utilizada:
0:(X.,T)—(x,®) (3.2-3)

O Jacobiano do mapeamento acima € igual a f, ou seja, € ndo negativo,
preservando a orientacao. Além disso, 0 mapeamento se degenera se e somente se

f=0 nos pontos.

Lema 2. Se s(X,T) e ¢(X,T) séo solucdes de (3.1-19) e (3.1-20) e ®(X,T) é a
funcdo potencial (3.2-2), entdo a funcdo ¢(X,P) obedece & seguinte lei da

conservagao:

o dP—d dX =0 (3.2-4)

0Q
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onde Q é um dominio fechado QcR”.
Prova. Aplicando o Teorema de Green em (3.1-20):

o¢ fdT —(¢ s+a)dX =0 (3.2-5)

oQ

e utilizando a definicdo do potencial, temos:

o¢ fdT —(¢s+ad)dX = o¢(f dT —sdX)—ddX = o¢ d®—-a dX =0 (3.2-6)

0Q 0Q 0Q

Em dominios onde a solucao é uma fungao suave, a partir de (3.2-6) temos o
seguinte sistema de equacgdes diferenciais parciais:

aa(a)+£:()

(3.2-7)
0P 0dX

O sistema (3.2-7) é chamado de sistema auxiliar. E importante notar que o
sistema (3.1-19), (3.1-20) contém tanto propriedades de transporte quanto funcdes
termodinamicas, enquanto que o sistema (3.2-7) € composto de funcdes

termodinamicas somente.

A partir de (3.2-6) temos as condigdbes de Rankine-Hugoniot nas
descontinuidades:

la (e)]v =[] (3.2-8)
Lema 3. O problema de Cauchy para o sistema (3.1-19), (3.1-20):
T=0:5=s,(X),6=¢,(X) (3.2-9)

corresponde ao seguinte problema para o sistema auxiliar (3.2-7): so(X) e ¢, (X) séo

definidos ao longo da curva ®=® (X ):
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O=d,(X)=— s,(X)dX:¢=¢,(X) (3.2-10)

As condigdes iniciais e a curva ®=®, (X ) estdo mostradas na Figura 3.2-1.

Lema 4. O problema de valor inicial e de contorno para o sistema (3.1-19), (3.1-20):

T=0,X>0:5=s,(X),é=¢,(X) (3.2-11)

X=0,T>0:f=£°(T),c=¢°(T) (3.2-12)

corresponde ao seguinte problema para o sistema auxiliar (3.2-7):

D=, (X)=— 5, (X)dX.X>0:s=s, (X).6 =2, (X) (3.2-13)

0

X=0.0(T)= fO(I)dTf=1°(T).c= () (3.2-1)

0

As condi¢bes iniciais do sistema auxiliar sdo definidas ao longo da curva

®=d,(X). As condigbes de contorno para o sistema auxiliar estdo definidas ao

longo do eixo X, cujo mapeamento é dado pela férmula ®=&(T). As condicdes

iniciais e de contorno para o sistema auxiliar podem ser vistas na Figura 3.2-2.

T CI)“

So(X,T=0), c,(X,T=0)

> >
I

T~ e X X
So(X,T=0), c,(X,T=0)

®=d(X,T=0)

Figura 3.2-1: O problema de Cauchy nos espacos (X,T) e (X,®)
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T DA
T#f°(X=0,T,), c°(X=0,T,)
P=P(X=0,T,
|- e=eX=0T)
X, °(X=0,T,), c’(X=0,T,)
0 o > X 0 o »>

X, X

/
S,(X,,T=0), c,(X,,T=0)

Figura 3.2-2: O problema de valor inicial e de contorno nos espacos (X,T) e (X,®)

3.3 - A Equacéo do Levantamento

Suponha que a solucdo do problema de Cauchy auxiliar ¢(X,®) seja
conhecida. Substituindo s=s(X,®(X,T)) e ¢=¢(X,®(X,T)) na lei da conservacéo

(3.1-19) obtemos a equagao do levantamento para a incégnita s=s(X ,®):

L

- (3.3-1)
b 9P oX

O problema de Cauchy para a equacgao do levantamento segue diretamente
de (3.2-10):

D=, (X)=— s, (X)dX :5=s, (X) (3.3-2)

0

Vamos admitir agora que o problema acima também foi resolvido. Logo,
s=s(X,®) e ¢=¢(X,®) sao funcdes conhecidas. A partir da definicdo da funcéo

potencial temos:
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AT = ao+2 ax (3.3-3)
f f

Ao longo da curva ®=®, (X ), T=0. Integrando (3.3-3) em ®, é possivel obter

uma expressao para T=T (X ,®):

® dd

I TE @) e (@)

(3.3-4)

A inversdo de (3.3-4) resulta em uma expressao para o potencial ®=® (X ,T).
A sua substituicdo na solucdo de s(X,®) e ¢(X,®) nos da as expressdes finais

para s(X.,T) e ¢(X,T):
s(X,T)=s(x,®(x,7)),¢(x,T)=¢(X,®(x,T)) (3.3-5)
Dessa forma, a mudanca de variaveis independentes (X ,7)— (X ,®) divide o

sistema (3.1-19), (3.1-20) no sistema auxiliar (3.2-7) mais a equacao do

levantamento (3.3-1).

3.4 - O Problema de Riemann

A solucao do problema de Riemann para o sistema (3.1-19), (3.1-20) é auto-

similar:

(3.4-1)
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O problema de Riemann para (3.1-19), (3.1-20) corresponde ao seguinte

problema para o sistema auxiliar:
O] -
n:_:_sL:C:CL’UZYZ_SR:C:CR (3.4-2)

Essas curvas podem ser vistas na Figura 3.4-1.

A substituicdo da variavel auto-similar n na equacéo do levantamento (3.3-1)

a transforma na equacao diferencial ordinaria:

ds ﬁ ]
fd—n—(s+77)d” (3.4-3)
A \ A
T (@/X)=-s\ P
—\
C=C, \

\
@) \

............................................. > —> >

Figura 3.4-1: O problema de Riemann nos espacos (X,T) e (X,®)

Tomando s como variavel independente, temos:

q_ 7

(3.4-4)
ds s+n

O significado geométrico da equacdo acima encontra-se na Figura 3.4-2. A

expressao acima cruza a abscissa no ponto (-n,0).
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1.0

n 0.0 Sy

Figura 3.4-2: Significado geométrico de n

A solucado auto-similar é constante ao longo das retas X=£T, isto é, os
valores s,¢ se propagam com velocidade &. A solugdo do problema auxiliar ¢ é
constante ao longo das retas ®=7X, ou seja, os valores ¢ se propagam com

velocidade 1/m.

Para o problema de Riemann, os dados iniciais se transformam nas seguintes

condicbes de contorno para a equacao do levantamento:
N==5,18=8 ;== :5=5, (3.4-5)

O problema de valor inicial e de contorno com os seguintes dados constantes:
fo(T)= 1.8, (T)=8, 55, (X)=5,.¢, (X)=¢, (3.4-6)
corresponde ao seguinte problema para o sistema auxiliar
N=—Sp:C=Cy,]—>+00:C=C, (3.4-7)

e as seguintes condicdes para a equacao do levantamento:
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N=—S5p:8=8,;N—>+oo: f=f, (3.4-8)

O conjunto de curvas de fluxo fracionario f (s,¢) é monoparamétrico - f (s,c).
Isso permite expressar a solucdo s(&),¢(¢) graficamente no plano  (s,f):
s=s(&), f=f(s(£),c(£)). Deste ponto em diante, serd chamado de caminho a

trajetoria (s(€),f(§)). O trecho do caminho onde ocorre a transicdo de c¢=¢, para

¢ =¢, serd chamado de c-transicao.

3.5 - O Principio da Projecao

Anteriormente foi demonstrado que a mudanca de variaveis independentes
(X,T)—(Xx,®) divide o sistema (3.1-19), (3.1-20) em um sistema auxiliar (3.2-7) e
uma equacgao do levantamento (3.3-1). Nesta secdo serd mostrado que a projecao
das caracteristicas, ondas de rarefagdo e choques do sistema (3.1-19), (3.1-20) no

espagco ¢ sao caracteristicas, ondas de rarefacdo e choques do sistema auxiliar

(3.2-7).

3.5.1 - Projecao das Velocidades Caracteristicas

O sistema auxiliar (3.2-7) pode ser escrito na forma:

% o
9 LA g 3.5.1-1
@ ax ( )
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I . oa. .
onde A=A(¢) é a matriz com os elementos a”:a_l' Suas velocidades
C .
J

caracteristicas sdo denominadas A;, i=1,2,...,n.

Expandindo as derivadas em (3.1-20) e agrupando termos:

ac ac
A+sl )—+f1, —=0 3.5.1-2

onde 1, é uma matriz diagonal com n linhas e n colunas cujos elementos sao iguais

aum.

A multiplicagdo & esquerda de ambos os lados de (3.5.1-2) por (A+s1,)" leva
o sistema (3.1-19), (3.1-20) a seguinte forma evolucionaria:

LG (i) 2%~ (3.5.1-3)

oT X

onde o vetor i é composto pelos elementos (s,¢) e a matriz G (i) é composta pelos

seguintes elementos:

‘ (3.5.1-4)

Na matriz acima f, é um vetor cujos elementos sdo Jf /dc; .

Todos os elementos da primeira coluna da matriz G sdo iguais a zero, com

excecao do primeiro. Desta forma,
det|[G- A1, |=(f/ ~A)det (A+s1,)" f-AT1,) (3.5.1-5)

As n+1 raizes do polinémio (3.5.1-5) sdo os autovalores Ag, A1, ..., Ai, ..., An

da matriz G. Portanto:
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A =L (s5.0) (3.5.1-6)
os

Os autovetores a esquerda correspondentes aos autovalores A; séo

calculados através da seguinte expressao:

(léji) -fS,_Ai fc,

0 (AdsL) oAl " (3.5.1-7)
onde I'=(1i,1i,....1").
A partir de (3.5.1-7) temos:
I'(A+s1)" F=AT (3.5.1-8)

Manipulando a equagdo acima é possivel verificar que [’ é o autovetor a
esquerda da matriz A correspondente ao autovalor Ai. Os autovalores dos dois

sistemas se relacionam através da seguinte expressao:

A (@) =—"x (3.5.1-9)

A(s.e)=——d (3.5.1-10)

A equacédo (3.5.1-9) mostra que uma caracteristica i do sistema auxiliar no
espaco (X,®) é imagem de uma c-caracteristica do sistema (3.1-19), (3.1-20) em
(X,T) através da transformacdo (3.2-3) e suas velocidades estao relacionadas
através de (3.5.1-9) ou (3.5.1-10).
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3.5.2 - Projecdo das Caracteristicas

O autovetor correspondente ao autovalor A, =f. é dado por:

(L) To==f/ ((A+s1,)" r=£/1,)" (35.2-1)
Essas caracteristicas denominam-se s-caracteristicas.

A partir de (38.5.1-7) deduz-se que o0s autovetores a esquerda
correspondentes aos autovalores A; sdo (O,f ) onde I’ é um autovetor & esquerda

da matriz A” correspondente ao autovalor A;. Essas caracteristicas sdo chamadas c-

caracteristicas.

Lema 5. O sistema (3.1-19), (3.1-20) para n=2 possui pelo menos duas invariantes

de Riemann.

Prova. O sistema auxiliar, quando n=2, sempre apresenta duas invariantes de

Riemann, Ry e Rz. Ao longo das caracteristicas da primeira familia temos:

X _p opdapde dR (3.5.2-2)
Ao i dd  dd

Para o sistema (3.1-19), (3.1-20) a relacdo nas caracteristicas da mesma
familia € dada por:

R
d_X:Al ’0£+111&+11 de, _dR, =0
dT

14 0 (3.5.2-3)
AT ' 4Tt dT 4T

Ou seja, R, também é invariante no sistema (3.1-19), (3.1-20). Procedimento
analogo leva a esse resultado para R;.
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3.5.3 - Projecdo das Ondas de Choque

Neste item serd apresentada a relagdo entre as condigdes de Rankine-

Hugoniot para o sistema (3.1-19), (3.1-20) e para o sistema auxiliar (3.2-7).

Lema 6. As condi¢coes de Rankine-Hugoniot para o sistema auxiliar (3.2-7) séo a
projecao das condi¢cées de Rankine-Hugoniot do sistema (3.1-19), (3.1-20).

Prova. As condi¢cdes de Rankine-Hugoniot do choque no sistema (3.1-19), (3.1-20)

Sao:

[s]p=[r]

e, s+a, D=, fli=1,....n (3.5.3-1)

Inicialmente considere o caso onde somente a saturagao varia no choque. A
partir de (3.5.3-1):

p=Y11c1=0.i=1,...n (3.5.3-2)

[s]”
Desta forma, nos casos em que ¢ =c¢* as condicdes de Rankine-Hugoniot
sdao as mesmas da equacao (3.1-19) isoladamente. Esses choques sao idénticos
aos da equacao de Buckley-Leverett (Buckley e Leverett, 1942) e serdo chamados

de s-choques.

Vamos avaliar agora o caso de um c-choque (E‘ ;tE*). Aplicando a férmula do

salto de um produto
[ab]=czi [b]+[a]bj'

em ambos os lados das n equacoes (3.5.3-1) é possivel obter
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- {] - JE =1 (3.5.3-3)
s 14 s+ ai]
Ci] Ci]
A condicao de Rankine-Hugoniot para o sistema auxiliar é:
V=M i=l,...,n (3.5.3-4)

Finalmente, a relagdo entre as condicbes do choque nos dois sistemas € dada

por:

(3.5.3-5)

__
si+%/

O sentido geométrico das condi¢cdes nos c-choques no plano (s,f) € mostrado
na Figura 3.5.3-1. Os estados atras e a frente do choque e o ponto (-1/V,0) estédo
localizados na mesma reta. A Figura 3.5.3-2 apresenta s-choques e c-choques do

sistema (3.1-19), (3.1-20) e as suas projecoes.

1/7\, 1V 1/7\, 0

Figura 3.5.3-1: Significado geométrico de c-choques
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Figura 3.5.3-2: Projecéo de s-choques e c-choques

3.5.4 - Projecao das Condicoes de Lax

Nesta secao sera apresentada a relagdo entre as condicoes de estabilidade
de Lax dos dois sistemas.

Lema 7. c-caracteristicas chegam no choque do sistema (3.1-19), (3.1-20) se e

somente se as projecoes das caracteristicas chegam na projecao do choque.

Prova. Considere uma c-caracteristica chegando da regiao posterior ao choque do
sistema (3.1-19), (3.1-20):

/- - /-
D= AN=——=L 3.5.4-1
sl o

A partir de (3.5.4-1):
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V<A (3.5.4-2)

Ou seja, a projecao da c-caracteristica chega na projecéo do choque.

De uma forma similar & possivel provar que, se uma c-caracteristica do
sistema (38.1-19), (3.1-20) chega no choque a partir da zona anterior ao choque, a

caracteristica correspondente do sistema auxiliar também chega no choque
A >V (3.5.4-3)

Os mesmos argumentos podem ser utilizados para provar a relagcdo entre

caracteristicas que saem do choque.

Lema 8. O choque do sistema (3.1-19), (3.1-20) obedece o critério de estabilidade de
Lax se:

1) uma s-caracteristica chega no choque,

2) a projecao do choque é estavel.

Prova. Suponha que o choque ¢~ —¢* do sistema auxiliar é estavel e uma s-

caracteristica chega no choque do sistema (3.1-19), (3.1-20). Se o choque do
sistema auxiliar é estavel, n+1 caracteristicas chegam nesse choque. Do Lema 7
segue que n+1 c-caracteristicas correspondentes chegam no choque

(s‘ ,E‘)—>(s+ ,E*). Logo, n+2 caracteristicas chegam no choque do sistema (3.1-19),

(3.1-20), isto é, o choque é estavel de acordo com o critério de Lax.

3.5.5 - Admissibilidade de Choques

A admissibilidade de choques e o problema da onda viajante podem ser
investigados somente para sistemas 2x2, ou seja, para o caso de injecdo de agua
contendo um unico polimero dissolvido (Bedrikovetsky, 1993). A prova é valida

somente para 0s casos monoétonos, ou seja, df /oc ndo muda de sinal no choque.
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Esse tratamento € valido para os casos aqui estudados, desde que a concentragéo

efetiva ¢ obedeca a condicao de monotonicidade.

O sistema auxiliar, neste caso, € constituido por uma Unica equacao:

de _dade (3.5.5-1)
0D dc X

O choque para a equacao (3.5.5-1) é admissivel se e somente se:

1. obedece a condi¢cao de Hugoniot,

2. obedece a condigcao de Lax,

3. 0 segmento que une 0s pontos antes e depois do choque néo cruza a curva
de adsorc¢ao no plano c-a.

A terceira condicao € exatamente o critério de Oleinik para uma equacao
hiperbdlica. Neste caso, € o critério de estabilidade para o sistema auxiliar.

Os casos nao-mondtonos estdo fora do escopo desta tese. Ja foi
demonstrado que a velocidade do choque nao-monétono em problemas de injecao
de agua contendo um produto quimico depende da matriz de viscosidades do
sistema parabdlico que originou o sistema hiperbdlico (Entov e Kerimov, 1986).
Portanto, a formulacdo do problema hiperbélico em grande escala nao € auto-
suficiente. Para a construcdo da solucao com significado fisico, € necessario

conhecer o problema dissipativo que originou o sistema hiperbdlico estudado.

3.5.6 - Projecao das Ondas de Rarefacao

Lema 9. As concentracbes ao longo da onda de rarefagdo correspondente ao

autovalor A,=f sdo constantes.
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Prova. O autovetor a direita correspondente ao autovalor A,=f, é obtido a partir do

seqguinte sistema:

0 f1, f; o
0 b,—f b
T A (3.5.6-1)
0 : :
O bnl brm_fs, rO

Multiplicando o vetor 7° pelas linhas correspondentes da matriz acima:
Br'=f/7" (3.5.6-2)

Expandindo os termos de (3.5.6-2) obtemos:

_ /
Aro =L =510 o (3.5.6-3)

Qualquer autovalor da matriz A(¢) deveria depender somente de ¢ . Porém, o
multiplicador do lado direito da expressao (3.5.6-3) depende de s. Como
consequéncia, todos os componentes do vetor 7° sdo nulos, com excegédo de r,,
que pode assumir qualquer valor. Portanto, somente a saturacdo varia ao longo da
onda de rarefagdo correspondente a A,=f/, e essa onda é chamada de s-

rarefacao. A expressao para a saturacao em uma s-rarefacéo é dada por:

E=f/(s,¢) (3.5.6-4)

Lema 10. A projecdo da i-ésima c-rarefagdo do sistema (3.1-19), (3.1-20)

corresponde a i-ésima onda de rarefacdo do sistema auxiliar.
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Prova. Seja (roi ,?"), Fl =(r1" r) o autovetor a direita correspondente ao autovalor

Ay

o (3.5.6-5)

i k
0  B-Al, 7

De (3.5.6-5) vem:
(A+s1,)" fFi=A,F (3.5.6-6)
ou
(f=A,s)F=A, AT, (3.5.6-7)

A partir de (3.5.6-7) segue que 7' é um autovetor & direita da matriz A™:
(A7 = ; _AA - P (3.5.6-8)

ou seja, os c-componentes dos autovetores a direita do sistema (3.1-19), (3.1-20)

sao autovetores a direita do sistema auxiliar.

O s-componente do autovetor a direita € obtido a partir da primeira equacao
de (3.5.6-5):

(fI=A)r + 1, F'=0 (3.5.6-9)
n=T" %\ _F) (3.5.6-10)

A Figura 3.5.6-1 mostra as ondas de rarefacado do sistema (3.1-19), (3.1-20) e

as suas projecoes.
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c=copnst
i=1,2,..

v

e
e

O

Figura 3.5.6-1: Projecao de s-caracteristicas e c-caracteristicas

3.6 - Solucées Exatas

Nesta secdo diversas solugdes do problema de Riemann que descreve o
deslocamento de 6leo por solu¢des aquosas contendo polimeros, sais, surfactantes,
etc. sdo apresentadas. No final € mostrada a solu¢do do problema de valor inicial e
de contorno com interagdes entre ondas que modela o deslocamento de 6leo por

bancos de polimeros com concentrac¢ao variavel.

3.6.1 - Sistema 2x2

Fisicamente esse caso corresponde a inje¢cdo de agua contendo apenas um
polimero. A solugdo desse problema € bastante conhecida, sendo incluida apenas
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para efeito de ilustracdo da metodologia de levantamento da solu¢cdo do sistema

auxiliar.

A forma da isoterma de adsorcado encontra-se na Figura 3.6.1-1. O sistema
auxiliar consiste de uma equacgéo hiperbdlica. O deslocamento de 6leo por uma
solucdo aquosa contendo um polimero corresponde as condigdes inicial e de
contorno (3.2-11) e (3.2-12), onde f. é igual a um.

O caminho da solucao c(n) do problema auxiliar corresponde ao envelope
cbncavo da isoterma de adsorcdo entre os pontos c. e cr (Figura 3.6.1-1). O
envelope consiste de dois intervalos tangentes a isoterma: cg—2 e 3—c., e do

trecho da isoterma 2—3.

A sequéncia de ondas de um problema de Riemann sera representada pela
sua férmula estrutural, onde o simbolo "—" indica uma onda de rarefacdo e o
simbolo "—" indica choque. Dessa forma a solucao do problema auxiliar € dada pela

formula estrutural cr—»2—3—cy.

A solucéo do problema é:

P
c, —Sp < <7
D D P
= =C" — <—< 3.6.1-1
¢ = Y <~ < ( )
‘L p <2<+oo —oo<2<—s
2 X ’ X L
onde
v 22 (3.6.1-2)

As velocidades dos choques Vi e V, sdo obtidas a partir das condi¢des de
Rankine-Hugoniot para o sistema auxiliar e da igualdade do valor da velocidade do
choque e da onda de rarefacao:
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ale)=ale)_ o) (3.6.1-3)

C

Cr

Figura 3.6.1-1: Isoterma de adsorcao para o sistema 2x2

O levantamento da solucdo (3.6.1-1) é uma c-transi¢cdao que consiste de dois
choques 1—2 e 3—4 e uma c-caracteristica 2—3. A c-transicao inicia-se no ponto
onde as velocidades da c-onda elevada e a s-rarefacdo sao iguais. Para a solucéao
(3.6.1-1), a c-transicdo comeca com um choque. Entao:

(4)
L)y
e,

A segunda igualdade em (3.6.1-4) define o valor da saturacdo atras do
choque, enquanto que a velocidade do choque é calculada através da primeira parte
da expressao.

A condigao de Rankine-Hugoniot é utilizada para calcular o valor da saturacao
a frente do choque:
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6 .06)
r60.e) (3.6.1-5)

ot

EIN
s+%/2

O trecho 2—3 da c-rarefagdo € determinado através da seguinte equacéo

diferencial ordinaria:

a _ f ]
e (3.6.1-6)

O ponto 2 corresponde a intersecdo da trajetoria integral (3.6.1-6) com a

curva de fluxo fracionario c®.

O levantamento do choque 2—cg corresponde ao choque 2—1. A condicao
de Rankine-Hugoniot permite o calculo da sua velocidade e da saturacdo a sua

frente:

£ e) (3.6.1-7)

b _f(s(z)’c(Z))_ (])’CR
=0 y ) y
s+ s+

Vl Vl

Os pontos 1 e sg sdo conectados através de um choque com a velocidade Dg

f S(l),C

D, = ((1) R) (3.6.1-8)
ST S,
Finalmente, a solucéao do problema é dada por:

s X 0<£<D2 ¥
)T( TX c, 0<?<D2
s E=2 = T T Lo &== =W = D,<—<D, (3.6.1-9)

T y T T T

X
s D, <—<D, %
T D, <<t

X
D,<—<+o0
T
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onde S(€) corresponde a s-rarefacéo e (S"")(€),C"(€)) corresponde a c-rarefagéo.

A férmula estrutural correspondente & s—4—-3—2—1—sg. A solucdo do

problema no plano (s,f) € apresentada na Figura 3.6.1-2.
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A férmula da solugao de ¢ () é:

R b
Cr —Sg <;<771
e @
¢ m <}<772
LD g, 3
CU:}_:C@ m4<§<m (3.6.2-2)
o M <2<y
n— X n

~ P o
c, 77” <}<+°°’_°°<¥<_SL

A Figura 3.6.2-1 mostra a construgdo grafica da solucdo do problema no

plano (s,f).

Os pontos s. e n+1 sdo conectados por uma s-rarefacdo. O ponto n+1,
correspondente ao inicio da c-transicdo € determinado a partir da seguinte

expressao:

(n+1)

A expressao acima também é utilizada para calcular a velocidade do choque

Dn. O ponto a frente do choque € obtido a partir das condi¢ées de Rankine-Hugoniot,

onde s™V=g e sM=g*:
(n+1) (n) .(n)
quﬁJ’%Lfﬁﬂc) (3.6.2-4)
S( ) +77n S( ) +77n

O ponto n € a intersecao da linha reta n,-(n+1) e a curva de fluxo fracionario
c". Desta forma, os demais pontos da c-transicdo sdo encontrados a partir da

seguinte férmula recursiva:
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-
nn nn—1 nk
Figura 3.6.2-1: Deslocamento de éleo por n quimicos, solu¢ao com choques

O final da c-transigéo ocorre no ponto 1. Ele é conectado ao ponto sg através

do s-choque 1—sg. A velocidade desse choque é:
1)
D =f(S—’CR) (3.6.2-7)

Desta forma, a solucdo do sistema (3.1-19), (3.1-20) apresenta a seguinte

formula estrutural:
SI—N+1—...5k—...—»2—>1->8sg (3.6.2-8)
e o caminho correspondente esta representado na Figura 3.6.2-1 acima.

A solucéo do sistema é:



e a s-rarefacdo S ¢ dada por:

2= e,

c, 0<—<D,
—=(n)c

c D, <—<D, ,
cWe p <= <D

¢ k k-1
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(3.6.2-9)

(3.6.2-10)

Vamos agora considerar o caso em que a solucao do problema de Riemann

do sistema auxiliar € composta por n rarefacoes. A férmula estrutural e a sua

solucéo séo:

Ccr—2—..—k—.—nN—<C_

b
—Sp <}<771
b
771<¥<77(2)C

P
77(2)c <§< m,

D
R <;<77(k+1)c

(0}
N(k+1)e < } <Tn

D
nn < ? < 77(n+l)c

@

n <2<+ —co< <
(n+1)e X 4 X

_SL

(3.6.2-11)

(3.6.2-12)
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—(k)e

A k-ésima transigcao inicia-se no ponto ¢ com velocidade nk e termina no

—(k+1)c

ponto ¢ ¢kt

com velocidade n+1)c. Além disso, ¢ =¢ até que n=nk.1.

Neste problema a c-transicdo € composta por n rarefacdes. O inicio ocorre

em:

A )
EZW:]{; (s ¢, ) (3.6.2-13)

A k-ésima c-rarefagcdo é obtida a partir da solugdo da equacao diferencial

ordinaria:

d s®) )
_f=f((k) )=§ (3.6.2-14)
ds s +m,

Os pontos s®e ¢t

N

“ correspondem a intersecdo com a curva de fluxo

fracionario c. A (k-1)-ésima c-rarefacao inicia-se no mesmo ponto.

A férmula estrutural da solugao é (Figura 3.6.2-2):

St—N+1—..—k—..—21-8g (3.6.2-15)

Sieel.0

p Dk
n'n n(;ﬂc ﬁk ﬁz Tﬂ 00 §R
Figura 3.6.2-2: Deslocamento de éleo por n quimicos, solu¢cao com rarefacdes




s© % O<%<(§(M)c
s % f(n+1)c<%<§n
sE g <<
s E=2 = Sm% fua <7< =2
T : T
s £ <§<§(2)C
st % 5(2)c<§<§1
s §1<%<DR
Sk D, <§<+oo

- X
CL 0<?<§(n+l)c
o X X
C( ) ? f(n+1)c‘ <?<§n
~ (k+1)e X
C(k ) §k+l <?<§(k+l)c
= X X
C(k) ? ‘5(/(+1)c <?<§k
i : C X.
¢ 52 <?<§(2)c
-n X X
C(l) ? f(z)c <?<§1
- X
Cr g <?<+oo

&9

(3.6.2-16)

Para o caso geral em que a solucédo do sistema auxiliar € uma sequéncia de

choques e rarefacdes, a c-transicao no espaco (s,f) € uma combinacao das solucdes

mostradas nessa secéo.

Lema 11. Se, ao longo do caminho da solugdo f. é negativa, entdo, a solugado do

problema de Riemann é a solugado de um sistema 2x2 equivalente, com incégnitas s

ec.

Prova. Vamos introduzir a concentraco efetiva ¢ ao longo da solucdo ¢ () através

da expressao:

(3.6.2-17)

(3.6.2-18)

Se os pontos k e k+1 sdo conectados por uma onda de rarefacdo no sistema

auxiliar, (3.6.2-17) tem a seguinte forma:
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a’(n)=[4, ()" (3.6.2-19)

e no caso de um choque:

1 (3.6.2-20)
\%

As solugbes graficas (figuras 3.6.2-1 e 3.6.2-2) mostram que a solugdo do

sistema (3.1-19), (3.1-20) correspondente a solugao auxiliar ¢(n7) é a solucdo de um

sistema 2x2 com a solugao auxiliar ¢ (7).

3.6.3 - Sistema (n+1)x(n+1), ¢ <Cr

Esse caso, considerando que a concentragao efetiva ¢ (¢ (7)) € monétona ao
longo do caminho ¢(7) e a derivada f/ é positiva, descreve, por exemplo, o

deslocamento de 6leo por agua contendo sais que nao estao presentes na agua da

formacao, e esses sais aumentam o fluxo fracionario.

Se a isoterma de adsor¢do de cada componente «,(c) for a mesma, e a

solucao do sistema auxiliar for composta por n choques, a formula estrutural e a
solucao do sistema auxiliar sdo idénticas as apresentadas anteriormente, equacdes
(3.6.2-1) e (3.6.2-2).

As velocidades da s-rarefacao e do c-choque 1—2 séo iguais no ultimo ponto

da c-transigao:

(1)
qziﬁ_ﬁﬁzﬂ@wmg (3.6.3-1)
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As equacbes acima permitem determinar o ponto s'"’ e a velocidade do
choque D+. O ponto s'" é o ponto de tangéncia entre a curva de fluxo fracionario cg e

a linha reta que une os pontos 1y e 1. O ponto atrds do choque s® é calculado a
partir das condicées de Rankine-Hugoniot:
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s - O<%<Dn ¥
X c, 0<—<D,
s(n)c Dn <_<Dn—l §
T ¢” D ,<=<D,,
(k)e D, <—<D : :
X S k k-1 X R X
) f:? = : X ,C :7 - C(k) Dk <?.<Dk—1 (3'6'3-6)
sk D,<—<D, :
T =) X
¥ ¥ c D, <—<D,
sV 2 p<Z<D, XT
T § ¢, D ,<—<+oo
Sg DR<?<+oo

d
nn T]n-1 le n2 n1 OO SR
Figura 3.6.3-1: Deslocamento de éleo por n quimicos, caso C <Cg

3.6.4 - Casos Nao-Monétonos

Nesta secdo serdo apresentados os casos em que ao longo da c-transicéo a
derivada f, muda de sinal uma vez. Existem quatro casos possiveis, dependendo

das posicoes relativas de f_ e fg entre si, e da posi¢do da curva de fluxo fracionario

em que ocorre a transicdo em relagao a f, e fg.
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Inicialmente vamos analisar o caso em que a fungao fluxo fracionario diminui
de c. até alguma curva intermediaria ¢ e depois aumenta. Além disso, fi>fr (Figura
3.6.4-1).

M

Figura 3.6.4-1: Caso nao-monétono: f inicialmente decrescente e f >fg

A férmula estrutural da solucdo auxiliar pode ser composta por qualquer
namero de choques ou rarefacdes, antes e depois da mudanca de comportamento

do fluxo fracionario.

A Figura 3.6.4-1 mostra um caso genérico para n=2 em que a solugdo do
sistema auxiliar € composta por dois c-choques. A c-transicdo n+1—-k—n+2—1 é
obtida através do levantamento da solug¢do do sistema auxiliar. A férmula estrutural

da solucao desse problema é:

SI—N+1—-k—n+2—1-5sR (3.6.4-1)

O ponto k é determinado pela igualdade das velocidades da s-rarefacédo e do
c-choque n+1—k, que é D,. O ponto n+1 € calculado através das condi¢des de
Rankine-Hugoniot. A igualdade entre as velocidades da s-rarefacdo e do c-choque

n+2—1 (D1) permite obter o ponto n+2. O ponto 1 conecta-se a sg por um s-choque.
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Em um caso arbitrario com um numero qualquer de componentes, o trecho
que liga os pontos n+1 e k sera substituido por uma sequéncia de rarefacdes e
choques correspondentes a essa parte da solugcdo do sistema auxiliar, da mesma
forma que o caminho que une os pontos n+2 e 1 sera substituido pela seqliéncia
obtida pelo levantamento da solug¢do auxiliar entre os pontos cg € k.

A Figura 3.6.4-2 também apresenta o caso onde a funcéo fluxo fracionério

diminui e depois aumenta, porém, f <fg.
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yd

M. My 0.0 S

Figura 3.6.4-4: Fluxo fracionario inicialmente crescente, fi>fg (n,-n+1 cruza c,)

O ultimo caso ocorre quando f¥>fg>f, (Figura 3.6.4-5). As velocidades das s-
rarefacdes e c-choques sao iguais nos pontos n+1 e n+3. O caminho da solucao é:

sI—n+1—-k—>n+2—1—n+3-sR (3.6.4-4)

/

nn T]100 SR

Figura 3.6.4-5: Caso nao-monétono: f inicialmente crescente e f <fr
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3.6.5 - Interacao entre Ondas

O deslocamento de 6leo por um colchdo de polimeros através da injegao de
agua é descrito pelo sistema (3.1-19), (3.1-20) sujeito as seguintes condicdes iniciais
e de contorno:

T=0,X>0:5=5, (X),é=¢, (X)

- 1 0<T<l (3.6.5-1)
X=0:7£(0,7)=1,¢(0,7)=
0 T>1

Vamos considerar o caso em que n=1 e alc)=Ic. O sistema auxiliar é a

equacao linear:

dc  dc

iy | 3.6.5-2
0D | oX ( )

sujeita as condi¢bes de contorno

P=—5, X:c=0 (3.6.5-3)

1 O<d<«l

X=0:c(0,®)=
0 I<P<+oo

(3.6.5-4)

A solucéo do problema auxiliar é:

0 -5, X<P<I'X
c(X,®)= 1 TX<P<IX+] (3.6.5-5)
0 I'X+1<P<+o

Multiplicando a equagéo do levantamento (3.3-1) por 1/, {20, temos:
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A Figura 3.6.5-2 mostra a propagacado do choque no plano fisico do sistema
auxiliar. A velocidade do choque sg—1 é igual a (-sg)”, ou seja, a trajetéria do
choque coincide com a fronteira ®=-s, X . A velocidade do choque 1—-2 ¢ igual a
1/T", e 0 ponto 2 é o ponto de tangéncia entre a curva F=F(U,c=1) e a linha reta 1-2.
Saltos de concentracdo ocorrem nas frentes ®=I'X e ®&=I' X +1. Antes da frente

®=TX,c=0e U=U",

Figura 3.6.5-2: Solucao do problema auxiliar ndo auto-similar

A regiao entre as frentes ®=I"X e ®&=I"X+1 é preenchida pela s-rarefagédo
2—(-s.). Os valores U antes da frente ®=I'X+1 sao calculados através da

equacao da s-rarefacao:

Fl(U°)= (3.6.5-10)

Os pontos antes e depois do choque (U* e U’) estdo ligados pelas condigdes
de Rankine-Hugoniot:

Flur1)-rlu.0)
U -U-

I'=

(3.6.5-11)
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Esses pontos s&o definidos como "+" e "-", localizados nas curvas sobre as

quais c=1 e c=0 respectivamente (Figura 3.6.5-1).

No dominio atras do choque ®=I"X +1, os valores de U sdo constantes al

longo das s-rarefacgdes:

UX,®)=U (X',®) (3.6.5-12)
O-P’

=F/ U ,0 3.6.5-13
= F o) ( )

Vamos agora considerar uma s-rarefagcdo qualquer que passe por um ponto

(X,®) a partir da area atras do choque ®=I"X +1. Essa caracteristica cruza a frente
®=I'X+1 no ponto (X,®) (Figura 3.6.5-2). O sistema de quatro equagdes

transcendentais (3.6.5-10) -(3.6.5-13) permite calcular as incognitas X'(X,®), &/(X,®),
U*(X,®) e U (X,®) para um dado par (X,®).

Finalmente, a solugédo do problema do levantamento € dada por:

@
Ul s X<®d<IX °r X r
se -5, X<P<I'X

Ux,o)= v % [X<®<IX+1,s(X,®)= (3.6.5-14)

5O 2 Pxcp<rx+
U (X,®) TX+l<P<+oo X

ST(X,®) T'X+l<P<+oo

Para completar a solucao do problema é necessario mapear (3.6.5-5) e
(3.6.5-14) no espaco (X,T). E importante lembrar que se as incognitas sdo
constantes ao longo das linhas caracteristicas no plano (X,®), elas também sao
constantes no espaco (X,T). Portanto, a onda centrada U® ¢ mapeada na onda

centrada s;—2.

A onda simples (3.6.5-10)-(3.6.5-13) atras do choque ®=I"X+1 também é

mapeada através de uma onda simples atras do choque no espaco (X,T). Os valores
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de U e F sdo constantes atras e a frente do choque ®=I"X . A sua imagem no plano

(X,T) € uma linha reta:

X,(T)=D,T (3.6.5-15)
Para T<1 a solugcao do problema (3.6.5-1) é definida pela férmula auto-similar

si—2—3—sg. Essa configuracdo descreve a saturacao e a concentracdo antes do

choque. Em T=1 aparece o choque a partir da descontinuidade na condicdo de

contorno, que se propaga ao longo da trajetoria Xy«(T):

=1/ (s* (x, ()).1) (3.6.5-16)

A equacdo para a condicdo de Rankine-Hugoniot num choque de
concentracdes (3.5.3-3) também pode ser aplicada aqui:

-
—_
S

~
~—
N —
S
=]
N —

(3.6.5-17)

“(x, (T’))+r s~ (x, ()T

ax, (1) r(s(x, ()1) rls(x
dr S

A integracdo sobre a éarea limitada pelo contorno fechado
(0,0)—(0,1)—(X«(T),T)—(0,0) resulta na primeira integral da equacéo diferencial
ordinaria (3.6.5-17):

N 1
Als™ (x, ) 1)=—

T (3.6.5-18)
A(s,c):f(s,c)—(s+F)fS/ (s,c)

A equacédo transcendental (3.6.5-18) permite calcular a saturagdo antes da
frente em cada instante de tempo. A posicao da frente é determinada através de
(3.6.5-16).

Na Figura 3.6.5-3, A(s+ (Xf),l) é igual ao comprimento do intervalo A-0, cujo

valor é 1/T. A distancia entre os pontos A-(-I') € igual a 1/X«(T), conforme pode ser
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observado a partir de (3.6.5-16), 0 que permite resolver o sistema de equacdes
transcendentais (3.6.5-16), (3.6.5-18) graficamente.

(-I') 0 Sk

Figura 3.6.5-3: Solugcao do problema nao auto-similar no plano de fases (s,f)

A segunda igualdade em (3.6.5-17) permite encontrar a saturacdo depois da
frente s(X;). Esse valor de saturacdo se propaga ao longo de s-caracteristicas na
regiao atras da frente:

s(x.17)=s"(x,, (1)

XA g (o (v, )

(3.6.5-19)

Desta forma, para X>Xs(T) a solucao € descrita pela férmula auto-similar para
injecdo continua de polimeros, enquanto que para X>X{(T) a solugdo é calculada
através de (3.6.5-19).

A Figura 3.6.5-4 mostra a trajetéria das frentes de choque. O ponto anterior a
frente de choque X{(T) tende para o ponto 2 para tempos longos, enquanto que o
ponto posterior a frente tende para o ponto 4. A velocidade da frente aproxima-se de
D, para tempos longos.
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A

¥ =Dal
Sk

Figura 3.6.5-4: Trajetdria das frentes de choque no plano (X,T)

A frente Xi{(T) tende para uma assintota localizada atras da frente, o que

permite calcular a distancia entre as frentes: (s®+I)".

E importante ressaltar que antes da frente, X>X(T), a solucéo do problema da
injecdo de um colchao de polimero é auto-similar. A trajetéria X¢(T) € descrita pelas
equacoes transcendentais (3.6.5-16) e (3.6.5-18), ela divide a area da s-onda em
duas partes. Antes da frente c=0, e a distribuicao da saturacdo é dada pela s-onda
simples (3.6.5-19).
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Capitulo 4 - Modelagem Matematica de Métodos Misciveis

Matematicamente, o problema do deslocamento de éleo por fluidos misciveis
€ semelhante ao problema do deslocamento de 6leo por agua contendo produtos
quimicos dissolvidos. A diferenca principal reside no fato de que o relacionamento
termodinamico entre os componentes nas fases éleo e gas é mais complexo que o
relacionamento entre os componentes em solucdo e adsorvidos. Uma outra
caracteristica importante e peculiar € que nesses processos nao ha 6leo residual, ou
seja, sempre ha uma regido monofasica. Por conta da similaridade matematica dos
dois processos, o desenvolvimento da modelagem analitica dos métodos de injecao
de gas ocorreu em paralelo aos estudos dos métodos quimicos.

O deslocamento de 6leo por gas em um sistema contendo apenas trés
componentes foi analisado por Wachman (1964). Nesse trabalho as ondas foram
classificadas e foi desenvolvida uma técnica grafica para solucao do problema de
Riemann. Além disso, o equilibrio termodinamico foi representado através de

variaveis geométricas.

Em diversos outros artigos (Pope, 1980, Hirasaki, 1981, Dumore et al., 1984,
Zick, 1986, Lake, 1989), a técnica citada acima foi aplicada para o deslocamento de
6leo e gas condensado por diferentes gases. O artigo de Zick (1986) descreve os
mecanismos fisico-quimicos das solug¢des, distinguindo, por exemplo, o0s

mecanismos de condensacao e evaporacao de gas.

O estudo matematico mais detalhado do problema foi publicado por
Bedrikovetsky e Dorfman (1982), Bedrikovetsky (1983), Bedrikovetsky e Lurie
(1983), Zazovsky (1985) e Bedrikovetsky (1993). Nesses trabalhos foram estudados
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os efeitos dissipativos sobre o deslocamento de éleo por gases num sistema com
trés componentes. Além disso, foi desenvolvido o critério de Oleinik para esses
problemas.

O deslocamento de éleo por um banco de gas rico através da injecao de gas
pobre foi resolvido analiticamente em Bedrikovetsky e Dorfman (1982),
Bedrikovetsky (1983) e Bedrikovetsky (1993).

O deslocamento de 6leo por gases em modelos contendo n componentes foi
estudado por Bedrikovetsky e Chumak (1992). As solugdes para o deslocamento
bifasico de solu¢des ideais contendo n componentes foram feitas através da
reparametrizacdo das solugées de um pseudo sistema termodindmico de ordem
reduzida. E importante ressaltar que essa técnica se aplica somente a solugdes
auto-similares e o comportamento das curvas de fluxo fracionario deve ser

mondtono.

Nos trabalhos de Entov (1997), Entov e Voskov (2000) e Entov et al. (2002),
os resultados de Bedrikovetsky e Chumak (1982) foram aplicados em outros
sistemas, através da aproximacdo do conjunto de linhas de amarragdo por
polinbmios de segunda ordem.

Diversos artigos contendo solugbes aproximadas do problema do
deslocamento unidimensional bifasico multicomponente j& foram publicados (Johns
et al., 1993, Johansen et al., 1994, Johns e Orr Jr., 1996, Dindoruk et al., 1997,
Jessen et al., 1999). Larson e Hirasaki (1978) mostraram que os choques da regiao
bifasica para a regido monofasica devem ocorrer ao longo da extensao das linhas de
amarracao. Monroe et al. (1990) estudaram o problema da injecdo de gas em
sistemas contendo quatro componentes. Dindoruk (1992), Johns (1992), e Orr Jr. et

al. (1995) generalizaram esse trabalho para um sistema com n componentes.

Uma consequéncia importante desses trabalhos foi o desenvolvimento de
métodos para calcular a pressdo minima de miscibilidade (Jensen e Michelsen,
1990, Jessen et al., 1998, Wang, 1998, Wang e Orr Jr., 1998). Em Wang e Orr Jr.
(1997), foi sugerido que o fluxo fracionario, apesar de utilizado para a construgéo
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das solugdes, ndo teria efeito na determinacao da pressao minima de miscibilidade.
Esse fendmeno ainda ndo est4 totalmente esclarecido. E oportuno ressaltar que a
pressao minima de miscibilidade (MMP) é uma propriedade termodinamica e nao
deveria depender das propriedades de transporte do meio poroso (permeabilidades
relativas e viscosidades das fases). A prova da independéncia da MMP em relagéo
as propriedades citadas € um importante problema para o entendimento do processo
de deslocamento de éleo por gases em reservatérios de petroleo.

Neste capitulo, o sistema de equagdes que modela o fluxo bifasico
multicomponente em meio porosos € discutido. A introducdo de um potencial
associado com uma lei de conservacdo e posterior mudanca de variaveis
independentes reduz a ordem do sistema. Esse sistema de equacdes inclui em seus
parametros propriedades termodinamicas e de transporte, enquanto que o sistema
auxiliar (reduzido) apresenta apenas propriedades termodindmicas. As equagdes
deduzidas para a projecao e levantamento da solugdo permitem a construcdo de
solucbes para o sistema de equagdes que modelam o fenébmeno a partir das

solucdes do sistema auxiliar.

4.1 - Modelo Fisico-Matematico

Considerando o deslocamento linear de éleo por gas em um reservatoério
homogéneo e isotropico em que n componentes estao distribuidos entre as fases,

temos a seguinte lei da conservagédo da massa do i-ésimo componente:

¢a(limpls+gimpg (1-s) )+a(l[mp,u, +8; pu, )

=0,i=1,...,n (4.1-1)
ot ox

A equacéo de Darcy para fluxo bifasico multicomponente é dada por:
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k.. (s.8") 0P

_ T
u,=—k

—n (4.1-2)
u,(g") ox
Na expressao acima g" é um vetor com n-2 fragdes massicas independentes.
As demais concentracdes sao funcoes de g". Essas fragcdes sao calculadas a partir

das condicbées de equilibrio termodindmico, onde as fugacidades de cada

componente em todas as fases sdo iguais:

£10)= 1 & gr). =120 413)
g7 =(e7 g7 ongr LI =l 0 l)

além, obviamente, da restricdo de que o somatdrio das fragdes massicas de cada
fase deve serigual a 1.

A lei de Amagat para fluidos incompressiveis € dada por:

vi= vl vei= e (4.1-4)

1 12

A equacao acima permite converter as fragdes massicas em fracoes
volumétricas. Se, além disso, as massas especificas de cada componente forem
iguais em ambas as fases, temos:

Pl =plip, 8" =p: 8, (4.1-5)

Como somente n-2 fracées volumétricas sao independentes, escolhemos gp,

ds, ..., On-1 COMO variaveis independentes:

= o ,l=l o ,i=2,3,...,n

8n=g, (€).1,=1,(g) 4.1-6)
g:(gZ’g3""’gn—l)

A conservacgao do volume de cada componente em ambas as fases pode ser
descrita através de:



g (i=s5) Olu+g,
p2lisre l=s) Sl rew) o0\ (4.1-7)
ot ox

Somando as n equacdes obtemos a conservacao do fluxo total:

u=ulr) (4.1-8)

Introduzindo as variaveis adimensionais:

x=>
L
' 4.1-9
uly)dy (#19)
T="
oL
A funcéo fluxo fracionario € a fragao do fluxo da fase liquida no fluxo total:
u,=fu
ugz(l—f)u (4.1-10)
kll (S’g) .
7 ( S §)— H, (8)
; krl(s,g)/ a+k,g(S,<y B
#(2) #, (8)
A funcao f(s,g) satisfaz as seguintes condicdes:
fs’ (s > §)>0
£(0.8)=0 (4.1-11)
f(1,8)=1
Definindo a velocidade total e a concentragéo total do componente i como
U =1, f+8,(1-f).C =1l s+ (1-5) (4.1-12)

chegamos ao seguinte conjunto de equacgdes da conservacao do volume:

108
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9C Y g i1, (4.1-13)
oT 0X

Porém, somente n-1 equacgdes sado independentes em (4.1-13). Escolhemos
as equacoes i=2, 3, ..., n. As incognitas no sistema (4.1-13) sao s(X,T) e o vetor com

n-2 componentes g (X ,T). Deste ponto em diante, o indice é retirado para i=n, ou
seja, U=U, e C=C,.

As equagbes para i=2, 3, ..., n-1 podem ser transformadas pela introdugéo

das seguintes variaveis
l,—g, (4.1-14)

resultando em:

2 (@ (@) B @ (e (@)U + 6, (€)=0,i=2.3,..n =1 (4.1-15)

Deste ponto em diante, o vetor # com n-2 componentes sera utilizado no

lugar do vetor g, que possui a mesma dimensao.

Chegamos, entdo, ao seguinte sistema com n-1 equagdes:

ac aulc.p). _

ﬁ—i_a—T_O (4.1-16)

a(ai(E)C-i_ﬂi)_i_a(ai(ﬁ)l]-'_ﬂi):o l:2 3 I’l—l (41_17)
oT )¢ o '

As incgnitas em (4.1-16), (4.1-17) sdo C(X,T) e S(X.T).
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Se transformarmos as coordenadas do diagrama ternario (Figura 1.1-7) para
o sistema cartesiano, € possivel entender o significado geométrico das variaveis o, €
Bi. Na Figura 4.1-1 pode ser visto o diagrama ternario no novo sistema de

coordenadas.
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A injecdo de gas com uma determinada composi¢cdo em um reservatério de

6leo de composicao conhecida € descrita pelo seguinte problema de Riemann:

(x)= PrX<0 (4.1-18)

C,,X<0 -
T=0:C(X)= = 3 x>0
R

G X >0

4.2 - Separacao dos Sistemas

Introduzindo a fungao potencial a partir da equacao (4.1-16):

9 ;9% (4.2-1)
oT

Lema 1. A fungao potencial ®(X ,T) é continua.

Prova. Vamos escolher qualquer curva conectando os pontos (0,0) e (X,T) no plano

X-T. A partir de (4.2-1) segue que a expressao para o potencial ®:

X.,T
®(X,T)= UdTr-CdX (4.2-2)

0,0

Ambas as funcdes C(X,T) e U(X,T) sao limitadas. Portanto a integral também

€ uma funcao continua limitada.

Lema 2. Se C(X.T) e f(X,T) sao solucdes de (4.1-16) e (4.1-17) e ®(X,T) é a
funcdo potencial (4.2-2), entdo a funcdo S(¥,®) obedece a seguinte lei da

conservagao:
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0@ d®d—Bd¥=0 (4.2-3)

onde Q é um dominio fechado QcR”.
Prova. Aplicando o Teorema de Green em (4.1-17):

olau + B)ar —(@c+ B)dx =0 (4.2-4)

oQ

e utilizando a definicdo do potencial, temos:

olaU + B)ar -(ac+ B)ax = oa(U dT - C ax )- B(dX —dT)= octd®d— Bd¥ =0
a0 a0 a0 (4.2-5)
W=X-T

Em dominios onde a solucao é uma fungao suave, a partir de (4.2-5) temos o

seguinte sistema de equacgdes diferenciais parciais:

§£+3ﬁ0ﬂ:0 (4.2-6)
o0 oW

O sistema (4.2-6) é chamado de sistema auxiliar. E importante notar que o
sistema (4.1-16), (4.1-17) contém tanto propriedades de transporte quanto funcdes
termodinamicas, enquanto que o sistema (4.2-6) € composto de funcdes

termodinamicas somente.

A partir de (4.2-5) temos as condicoes de Rankine-Hugoniot nas

descontinuidades:

Bl =[a(8) (4.2-7)

Desse ponto em diante, a seguinte transformacéo de variaveis independentes

serd utilizada:
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0:(x.7)—(¥,®) (4.2-8)

O Jacobiano do mapeamento acima € igual a U+C, ou seja, € ndao negativo,
preservando a orientacao. Além disso, 0 mapeamento se degenera se e somente se
U=C=0.

Lema 3. O problema de Cauchy para o sistema (4.1-16), (4.1-17):
T=0:C=C,(X),5=p5,(X) (4.2-9)

corresponde ao seguinte problema para o sistema auxiliar (4.2-6): Co(X) e £, (X)

s&o definidos ao longo da curva &= (¥):

P=0, (¥)=— C,(¥)d¥:f=5,(¥) (4.2-10)

As condigdes iniciais e a curva ®=®, (¥) estdo mostradas na Figura 4.2-1.

Lema 4. O problema de valor inicial e de contorno para o sistema (4.1-16), (4.1-17):

T=0,X>0:C=C,(X),5=p5,(X) (4.2-11)

—

X=0,T>0:U=U°(T),=5°(T) (4.2-12)

corresponde ao seguinte problema para o sistema auxiliar (4.2-6):

X

o=, (¥)=— C,(¥)d¥,¥>0:C=C,(¥), =7, (¥) (4.2-13)

o=0" (W)= U°(¥)d¥,¥<0:U=U"(¥),=5"(¥) (4.2-14)
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As condi¢bes iniciais do sistema auxiliar sdo definidas ao longo da curva

®=d,(¥). As condigbes de contorno para o sistema auxiliar estdo definidas ao

longo da curva ®=&° (¥) As condigdes iniciais e de contorno para o sistema auxiliar

podem ser vistas na Figura 4.2-2.

'

T} -

C,(¥,T=0), B,(¥,T=0)

D=0,(F)

Figura 4.2-1: O problema de Cauchy nos espacos (X,T) e (y,®)

T} ok

Figura 4.2-2: O problema de valor inicial e de contorno nos espagos (X,T) e (y,®)

4.3 - A Equacio do Levantamento

Suponha que a solugdo do problema de Cauchy auxiliar A(¥,®) seja

conhecida. Substituindo C=C(¥(X.7),®(X,T)) e f=(¥(X,T),®(X.T)) na lei da
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conservacao (4.1-16) obtemos a equacdo do levantamento para a incdgnita
C=C(¥,):

., 9C U U_,

s < - (4.3-1)
W 0 ¥  od

Vamos admitir agora que o problema acima também foi resolvido. Logo,
C=C(¥,®) e f=5(¥,®) sdo funcdes conhecidas. A partir das definicdes de y e ®

temos:

dT = dd + ¥ (4.3-2)

dX =——d®+
Uu-C U-C

q¥ (4.3-3)

Resolvendo as equacdes (4.3-2), (4.3-3) encontramos X=X(¥,®) e T=T(¥,®).
A inversdo dessas expressdes resulta em uma equacdo para o potencial

®=®(X,T). A sua substituicido na solucdo de C(¥,®) e S(¥,®P) nos da as

expressdes finais para C(X,T) e B(X,T):

c(x.,T)=c((x-71),®(x,7)),8x.T)=8(x-T),®(Xx,T)) (4.3-4)

Dessa forma, a mudanca de variaveis independentes (X ,7)— (¥, ®) divide o

sistema (4.1-16), (4.1-17) no sistema auxiliar (4.2-6) mais a equacao do
levantamento (4.3-1).

O algoritmo para solugao do sistema (4.1-16), (4.1-17) consiste de:
e solucao do problema auxiliar,
e solucao do problema do levantamento,

e mapeamento inverso das variaveis independentes.
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4.4 - O Problema de Riemann

A solucao do problema de Riemann para o sistema (4.1-16), (4.1-17) é auto-
similar:

C=C(&).B=p(¢).é=

X
= (4.4-1)

O problema de Riemann para (4.1-16), (4.1-17) corresponde ao seguinte
problema para o sistema auxiliar:

n:_:_cL:lB:ﬁL’n:_:_cR:lB:BR (4.4-2)

T (@1)=C\ @
B=BL \\\
® \

............................ i ——

Figura 4.4-1: O problema de Riemann nos espacos (X,T) e (¥,®)
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4.5 - O Principio da Projecao

Nesta secdo sera mostrado que a projecdo das caracteristicas, ondas de
rarefacdo e choques do sistema (4.1-16), (4.1-17) no espaco S sdo caracteristicas,

ondas de rarefagédo e choques do sistema auxiliar (4.2-6).

4.5.1 - Projecao das Velocidades Caracteristicas

O sistema auxiliar pode ser escrito na forma:

B a2 (4.5.1-1)
o> oW

5) 2 . Je, , -
onde A(,B) € a matriz com os elementos «, :a—’. Suas velocidades caracteristicas
J

sao denominadas A;, i=2,...,n-1.

Expandindo as derivadas em (4.1-17) e agrupando termos:

Y BY:;
(AC+1n2)£+(AU+1”)§:O (4.5.1-2)

onde 1,2 € uma matriz diagonal com n-2 linhas e n-2 colunas cujos elementos sao

iguais a um.

A multiplicacdo a esquerda de ambos os lados de (4.5.1-2) por

(A (,B)C +1,, )_1 leva o sistema (4.1-16), (4.1-17) a seguinte forma evolucionaria:
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o _ (4.5.1-3)

Ju 0

P e E =
o ey

onde o vetor u € composto pelos elementos (C,B) e a matriz G (i) é composta
pelos seguintes elementos:

(4.5.1-4)

/ /
G (i)=|"< s )‘

0 (Ac+1_,)" (AU+1

Na matriz acima U’ é um vetor cujos elementos s&o oU/dp, .

Todos os elementos da primeira coluna da matriz G sdo iguais a zero, com

excecao do primeiro. Desta forma,

det|[G-Al, ,|=(U% - A)det(aC+1,,) " (AU+1,,)-AlL,,) (4.5.1-5)
As n-1 raizes do polinémio (4.5.1-5) sdo os autovalores Aq, ..., Aj, ..., An1 da
matriz G. Portanto:
ou (., =
A =—|C, 4.5.1-6
=5c(C.5) (45.1-6)

Os autovetores a esquerda correspondentes aos autovalores A; séo

calculados através da seguinte expressao:

- " —A, U’
bi.7) Vet S =0 (4.5.1-7)
0 (AC+1r172) (AU+11172 )_Ai 1;172

onde I'=(i,1i,....1I",).

Manipulando a equagdo acima é possivel verificar que /' é o autovetor a

esquerda da matriz A correspondente ao autovalor Ai. Os autovalores dos dois

sistemas se relacionam através da expressao:
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4, (8)=-2L (4.5.1-8)

ou, explicitando A;:

A lc, B):%((%)% (4.5.1-9)

As equagbes (4.5.1-8) e (4.5.1-9) mostram o relacionamento entre as
velocidades caracteristicas dos dois sistemas.

4.5.2 - Projecdo das Caracteristicas

O autovetor correspondente ao autovalor A, =U/ é dado por:

-1

(L0 =—ut((ac+1,,) " (AU +1,,)-UL1, ) (4.5.2-1)

Essas caracteristicas denominam-se C-caracteristicas. A partir de (4.5.1-7)

deduz-se que os autovetores a esquerda correspondentes aos autovalores Aj séo
(O,fi), onde /' é um autovetor & esquerda da matriz A correspondente ao autovalor

Ai. Essas caracteristicas sao chamadas B-caracteristicas.

4.5.3 - Projecdo das Ondas de Choque

Neste item serd apresentada a relagdo entre as condigdes de Rankine-
Hugoniot para o sistema (4.1-16), (4.1-17) e para o sistema auxiliar (4.2-6).
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As condi¢cdes de Rankine-Hugoniot do choque no sistema (4.1-16), (4.1-17)

[clp=[v]

[, C+ B 1D =[ot, U+ Bl.i=2,....n-1 (45.3-1)

Inicialmente considere o caso onde somente C varia no choque. A partir de
(4.5.3-1):

polUl

[C],[ﬁ’i]:o,izz ..... n—1 (4.5.3-2)

Desta forma, nos casos em que ,B‘zF as condicées de Rankine-Hugoniot

sao as mesmas da equacao (4.1-16) isoladamente. Esses choques sao idénticos
aos da equacéao de Buckley-Leverett (Buckley e Leverett, 1942) e serdo chamados
de C-choques.

Vamos avaliar agora o caso de um B-choque (/3" ¢B+). Aplicando a formula

do salto de um produto
[ab]zai [b]+[a]bjr

em ambos os lados das n equacdes (4.5.3-1) € possivel obter

SRS

e
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Finalmente, a relagdo entre as condicbes do choque nos dois sistemas € dada

por:

U+1
D= Yy (4.5.3-5)

_Ci+%/

A Figura 4.5.3-1 apresenta os C-choques e B-choques do sistema (4.1-16),

(4.1-17) e as suas projecoes.
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O autovetor a direita correspondente ao autovalor A, =U_. é obtido a partir do

seguinte sistema:

0 U U, n
4 1
0 b,,—Uc bt g (4.5.4-1)
0 :
0 bn—l,Z bn—l,n—l _U; ”,11_1

onde a matriz B é dada por:

slc.p=alB)c+1,.) (alBlu+,.)

Multiplicando o vetor 7' pelas linhas correspondentes da matriz acima:
Br'=U_F' (4.5.4-2)
Expandindo os termos de (4.5.4-2) obtemos:

ﬁ;l

AF'= -
U-CU;,

(4.5.4-3)

Qualquer autovalor da matriz A(,B) deveria depender somente de . Porém,
o multiplicador do lado direito da expressédo (4.5.4-3) depende de C. Como
conseqliéncia, todos os componentes do vetor 7' sdo nulos, com excegdo de r',
que pode assumir qualquer valor. Portanto, somente C varia ao longo da onda de
rarefagdo correspondente a A,=U_, e essa onda é chamada de C-rarefagdo. A

expressao para C em uma C-rarefacao é dada por:

é=ull(c.p) (4.5.4-4)
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A projecao da i-ésima (i=2, 3, ..., n-1) B-rarefacdo do sistema (4.1-16), (4.1-17)

corresponde a i-ésima onda de rarefacao do sistema auxiliar.

Seja (r/,7'), 7 =(r.....r",) o autovetor & direita correspondente ao autovalor

Ai
e, Uian (4.5.4-5)
0 B-Al_, 7
De (4.5.4-5) vem:
BF'=A,F’ (4.5.4-6)
ou
U-A,C)AF =(A, -1)F" (4.5.4-7)
A partir de (4.5.4-7) segue que 7' é um autovetor a direita da matriz A:
(A)7F A g (4.5.4-8)

= r
U-A,C

ou seja, os B-componentes dos autovetores a direita do sistema (4.1-14), (4.1-17)

sao autovetores a direita do sistema auxiliar.

O C-componente do autovetor a direita € obtido a partir da primeira equacao
de (4.5.4-5):

UL—=A)R +U} F'=0 (4.5.4-9)

UL
i_ B -
iz %\;—Ué) (4.5.4-10)



124

A Figura 4.5.4-1 mostra as ondas de rarefacédo do sistema (4.1-16), (4.1-17) e

as suas projecoes.

C

B=const.
’

1=2,3,...,n-1

3

Figura 4.5.4-1: Projecédo de C-caracteristicas e B-caracteristicas
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Conclusoes

O sistema de n+1 leis da conservacao que governa o fluxo bifasico em meios
porosos com n componentes dissolvidos na fase aquosa pode ser reduzido a um
sistema auxiliar com n equacgdes através da introducdo de uma funcao potencial
associada a conservacdo do volume da fase aquosa. A mudanca de variaveis
independentes proposta transforma nao apenas o sistema de equacgdes, como
também o problema de valor inicial e o problema de valor inicial e de contorno. A
aplicacado da transformacédo de coordenadas na equacao de conservagao da agua
da origem a equacéao do levantamento.

O procedimento de solucao do sistema de equacgdes original consiste de:

e solucao do sistema auxiliar e obtencao das concentracdes no novo sistema
de coordenadas,

e solucdo da equacdo do levantamento e obtencdo da saturacdo no novo
sistema de coordenadas,

e calculo da transformacao inversa das variaveis independentes a fim de obter

as concentracdes e a saturacao nas coordenadas originais.

A reducdo do numero de equacbes permite obter solucbes de varios
problemas unidimensionais. Isotermas de adsor¢do complexas dificultam a solucao
do sistema original, porém, sdo mais simples de serem resolvidas ap6s a mudanca
de variaveis independentes que da origem ao sistema auxiliar. Uma vez que esse
sistema € resolvido, o procedimento de levantamento da solucdo pode ser
executado mesmo para 0s casos em que o comportamento das curvas de fluxo
fracionario nao é usual. Isso permite construir solugdes exatas do problema de

deslocamento de 6leo por agua contendo n polimeros dissolvidos no caso em que a
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dependéncia do fluxo fracionario em relacdo as concentragdes ao longo do caminho
da solucdo € monétona. Nos casos nao-mono6tonos também € possivel resolver o
problema desde que a derivada do fluxo fracionario em relacao as concentracdes

mude de sinal apenas uma vez.

O sistema auxiliar contém apenas fungdes termodinamicas (isotermas de
adsorcao) enquanto que o sistema original apresenta fungdes termodinamicas e
parametros de transporte (permeabilidades relativas e viscosidades). Logo, as
transicdes de fase que ocorrem durante o deslocamento de 6leo sdo consequiéncia
somente da solugdo do sistema auxiliar, ou seja, elas sdo independentes das
propriedades dos fluidos e da rocha. Por exemplo, as condigbes de mistura do
polimero injetado com sais dissolvidos na dgua da formacao sao independentes do

meio poroso e do 6leo nele contido.

Resultados andlogos foram obtidos para os processos misciveis de
recuperacao avancada de petréleo, um sistema que rege o deslocamento bifasico
multicomponente com transferéncia de massa entre as fases. Nesse caso, o nimero
de equacgdbes é reduzido de n-1 para n-2. O procedimento para o levantamento da
solugdo do sistema auxiliar € idéntico ao descrito anteriormente. A existéncia de
variaveis termodinamicas apenas no sistema reduzido auxiliar permite explicar a
independéncia da pressdo minima de miscibilidade (MMP) das propriedades de
transporte do sistema, ou seja, das permeabilidades relativas e das viscosidades das
fases.

De uma forma resumida, as principais conclusdes desse trabalho sao as
seguintes:

1. a mudanca de variaveis independentes nos modelos mateméaticos que
descrevem o fluxo bifasico unidimensional de processos quimicos e misciveis
de recuperacao avancgada de petréleo dividem o sistema de equacdes em um
sistema auxiliar e uma equacgao do levantamento,

2. o procedimento de solugédo do problema apresenta trés estagios: solugcao do
problema auxiliar, solu¢do do problema do levantamento, e inversdao da

transformacao das variaveis independentes,
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as transicbes termodinamicas que ocorrem na solugdo desse tipo de
problema séo independentes das permeabilidades relativas e viscosidades
das fases.

Para futuros trabalhos sugerimos:

a classificacdo das solugdes do problema de deslocamento de 6leo por agua
contendo polimeros considerando diferentes dependéncias da isoterma de
adsorcao da concentracao de sais presentes no processo,

classificacao das solucdes do problema de injecdo de gas em reservatérios
em sistemas contendo quatro componentes considerando os diferentes casos
de comportamento do sistema termodinamico,

desenvolvimento de um procedimento para o célculo da pressdo minima de
miscibilidade a partir da solugdo do sistema auxiliar,

usar a independéncia entre a termodindmica e a hidrodindmica aqui
demonstrada para a avaliacdo do desempenho de simuladores numéricos de

reservatorios.
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