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1. Introducao

Métodos numéricos sdo de grande importancia para a resolucdo de problemas
complexos, entre eles se destacam, o método dos elementos finitos, volumes finitos,
diferengas finitas e elementos de contorno. Esses métodos, quando aplicados a
problemas dependentes do tempo, geram um sistema matricial de equacdes diferenciais
ordinarias. Entre varios métodos de solu¢do, métodos diretos ou de integracdo temporal
sdo os mais utilizados.

O metodo de Newmark (NEWMARK, 1959) é um dos mais utilizados em certas
aplicacdes, como por exemplo, em problemas estruturais. No entanto, o algoritmo de
Newmark ndo é dissipativo, i.e., capacidade de amortecer frequéncias mais altas ou
espurias, mantendo uma precisdo de segunda ordem, sendo dissipativo apenas quando
sua precisdo for de primeira ordem.

Para contornar este problema inuimeros métodos foram propostos com as
seguintes caracteristicas: estabilidade incondicional, dissipativo e precisdo de segunda
ordem. Entre eles se destacam os métodos, Wilson-8 (BATHE & WILSON, 1973),
Houbolt (HOUBOLT, 1950), Park (PARK, 1975), HHT-a (HILBER et al., 1977), a -

generalizado (HULBERT & CHUNG, 1996), Bazzi Anderheggen-p (BAZZI &

ANDERHEGGEN, 1982), etc.. ZIENKIEWICZ et al. (1984) utilizando o método dos
residuos ponderados no tempo generalizou os métodos de passo Unico através dos
algoritmos SSpj (“Single Step algorithms”), mostrando que uma grande classe de
metodos podem ser obtidos, incluindo alguns dos métodos cléassicos. Posteriormente,
CAMPBELL & ROBINSON (1997) generalizaram ainda mais 0os métodos de passo
Unico através do algoritmo MVpq (“Multivalue algorithms”) que inclui os algoritmos

SSpj como caso especial, sua grande vantagem se da pela possibilidade de utilizacdo de

1



intervalos de tempo variaveis e integragdes ndo uniformes com refinamento tipo-p no
tempo para diferentes equacdes diferencias do sistema global.

Métodos com ordem de precisdo mais alta vém sendo desenvolvidos a fim de
diminuir erros de origem distinta, podendo melhor representar a solugdo em longos
periodos de tempo. KUTTA (1901) generalizou 0 método proposto por RUNGE (1895)
para a obtencdo de métodos de ordem s. ARGYRIS et al. (1973) utilizaram polinbmios
hermitianos de ordem 2n para aproximar a forca inercial, obtendo uma familia de
algoritmos incondicionalmente estaveis de ordem varidvel. Posteriormente FUNG
(1996) utilizou polindmios hermitianos e 0 método dos residuos ponderados para obter
métodos incondicionalmente estaveis de terceira e quarta ordem.

Com o objetivo de melhorar a precisdo do método de Newmark, AUSTIN
(1993) propds um processo de sub-marcha para obter algoritmos de ordem elevada,
utilizando técnicas de extrapolacio de Romberg. Entretanto, o método €
incondicionalmente instdvel sendo preciso apenas para intervalos de tempo
relativamente pequenos. TARNOW & SIMO (1994) apresentaram um processo de sub-
marcha para obter métodos de quarta ordem a partir de métodos de segunda ordem,
bastando apenas efetuar trés intervalos de tempo especificos para avancar no tempo.
FUNG (1997) estabeleceu métodos incondicionalmente estaveis de ordem varidvel a
partir do método de Newmark, diferentemente do meétodo de TARNOW & SIMO
(1994), o método efetua processos de sub-marcha independentes, sendo posteriormente
combinados linearmente.

Recentemente, ZHONG & WILLIAMS (1994) apresentaram um método de
integracdo temporal bastante preciso denominado de “Precise Time Step Integration
Method”, onde a equacdo diferencial de segunda ordem é transformada para um sistema

de equacOes diferencias de primeira ordem e resolvida em fungdo de uma matriz



exponencial e uma integral de convolucéo. Para problemas homogéneos, 0 método pode
representar precisamente a solucdo para qualquer valor de intervalo de tempo quando a
matriz exponencial é calculada recursivamente. Entretanto, o0 metodo perde precisdo
quando aplicado a problemas ndo homogéneos, ja que a parcela ndo homogénea requer
a inversdao de uma matriz. Varios trabalhos tentam aprimorar a parte ndo homogénea do
metodo (LIN et al., 1995, GU et al., 2000), mas todos continuam com a inversdo da
matriz em suas formulagfes. WANG & AU (2006) efetuaram a integral de convolugéo
sem inversdo de matriz e utilizando integracdo de Gauss, melhorando assim o método.

O método proposto por ZHONG & WILLIAMS (1994) é melhor aplicado em
problemas com equacOes de primeira ordem, e.g., conducdo de calor, onde a equacgéo
original ndo precisa ser modificada (ZHONG et al., 1996, XIKUI et al., 2000, CHEN et
al., 2001, CHEN et al., 2004). FUNG (1997) sugeriu um novo algoritmo bastante
preciso, baseado no célculo numérico de uma funcdo impulso e degrau. Este método
tem a vantagem de operar com a equacéo diferencial de segunda ordem diretamente sem
requerer qualquer tipo de transformagdo, o que do ponto de vista computacional é
bastante vantajoso. No entanto, seu trabalho ndo menciona o célculo da parte ndo
homogénea da equacédo diferencial. SOARES & MANSUR (2004a) através do método
ImMGA (“Implicit Green Approach”) estabeleceram novos algoritmos de integracdo
temporal, tal método baseia-se no calculo numérico e implicito da funcdo de Green.

O presente trabalho tem por objetivo estabelecer novos métodos de integracdo
temporal ou de marcha no tempo baseados no calculo numérico da funcdo de Green.
Diferentemente do método ImGA, o presente método denominado EXGA (“Explicit
Green Approach”) calcula a fungdo de Green explicitamente utilizando algoritmos
classicos de integracdo temporal. Uma versdo preliminar da teoria dos métodos de

Green, i.e.,, INGA e EXGA, pode ser encontrada em MANSUR (1983). Também é



proposto uma variacdo do método EXGA denominado EXGAH, onde alem do calculo
numérico da funcdo de Green, uma funcdo Degrau também deve ser calculada. Com a
intencdo de diminuir o custo computacional tanto a funcdo de Green quanto a funcao
Degrau sdo calculadas em pequenas regides do dominio. Assim como o0 método
proposto por ZHONG & WILLIAMS (1994), os métodos EXGA e EXGAH calculam
precisamente a solugdo para qualquer intervalo de tempo incluindo a parte néo-
homogénea, bastando apenas calcular as fun¢des de Green e Degrau recursivamente.

De forma sucinta os seguintes topicos sdo abordados: no capitulo 2 sdo
apresentadas as equagOes governantes do problema, tendo como enfoque maior a
equacdo escalar da onda, bem como sua discretizacdo espacial pelo método dos
elementos finitos. No capitulo 3 é discutido toda a metodologia necessaria para o
desenvolvimento do método de Green e apresentado o conceito de sub-malha, na qual a
funcdo de Green e Degrau sdo calculadas. Algoritmos classicos de marcha no tempo,
tais como Newmark, Wilson- 4, Runge Kutta, etc., estdo apresentados no capitulo 4,
sendo utilizados para o célculo numérico das fungdes de Green e Degrau. No capitulo 5
e 6 sdo discutidos conceitos de estabilidade e analise de erro, respectivamente, os quais
tém por objetivo validar os métodos EXGA e EXGAH para que possam ser utilizados na
pratica. Exemplos de aplicagdo e os correspondentes resultados obtidos sdo analisados

no capitulo 7, mostrando a eficacia dos métodos EXGA e EXGAH.



2. Método dos Elementos Finitos

Neste capitulo sdo apresentadas as equacdes governantes, assim como a
formulacdo pelo método dos elementos finitos. A formulagdo adotada neste trabalho é
um caso particular do método dos residuos ponderados denominado método de
Galerkin. Tendo como enfoque a equacdo escalar da onda, € mostrada a metodologia
necessaria para efetuar o célculo das matrizes de massa, amortecimento e rigidez nas
coordenadas naturais, bem como a condi¢do necessaria para a determinagédo das fungoes
de interpolacdo do elemento. Também sdo apresentados conceitos de integracdo

numerica e metodologias para a obtengdo de matriz massa diagonal.

2.1. Equacéo da Onda

Considerando-se 0 meio elastico isotropico, a equacdo de Navier-Stokes

(GRAFF, 1991) se reduz a:

(A+4)  ux.t)+u 2u(xt)+b(xt) = pli(x,t) (2.1)

onde u(x,t) representa o vetor deslocamento, b(x,t) a forca de volume, p a massa
especifica e w, A as constantes de Lamé.

De acordo com o teorema de Helmholtz (MORSE & FESHBACH, 1973), o

vetor deslocamento u(x,t) na equacdo (2.1) pode ser transformado em uma soma

contendo um potencial escalar ¢ e um potencial vetorial vy , i.e.:

uix,t)= ¢+ xy, =0 (2.2)






A=
(1+ :) (1-2v) 29)
Y o)

Fisicamente a equacdo (2.7) mostra que qualquer dilatacdo ou mudanca de

volume &, a onda resultante se propaga com uma velocidade c, sem sofrer nenhum tipo

de rotacéo, essas ondas irrotacionais também sdo conhecidas como ondas P. Ja para as

ondas rotacionais, equagao (2.8), sua velocidade de propagagdo e dada por c,, esse tipo

de onda também é conhecido como ondas S ou cisalhantes.
A equacdo da onda acustica pode ser obtida através da equacdo escalar (2.7),
assumindo v=0 em (2.9) e supondo E =K. Considerando um dominio Q com

contorno =T, T, (Figura 2.1), a equagéo (2.7) pode ser ampliada resultando na

seguinte equacao:

K 2u(x,t)-cu(x,t) - pl(x,t) =s(x,t) em Q (2.10)

com condicGes de contorno dadas por

u(x,t)y=0 em [
(2.11)
ou(x,t) _ _
K——= em [
an p 2
e condigdes inicias expressas como
u(x,0) =u,(x) emQ
(2.12)
u(x,0) =u,(x) em Q



onde K representa o coeficiente de compressibilidade, ¢ 0 amortecimento viscoso, p a

massa especifica, n o vetor unitario normal ao contorno orientado para fora do dominio,

s(x,t) representa possiveis fontes no dominio e u(x,t) a solugcdo do campo escalar.

2.2. Discretizacao espacial

Em elementos finitos o dominio Q=Q [ é divido em um conjunto de sub

dominios, i.e.,Q°=Q° I'®, chamado de elemento, como visto na Figura 2.1.

=TI

Figura 2.1 - Discretizagdo do dominio por elementos finitos.

Aplicando para cada elemento o método dos residuos ponderados na equacao da

onda acustica (2.10), tem-se (ZIENKIEWICZ et al., 2005):

2 S _ al]__ _ S ow
IQe(K a-¢a-p0 s)wdQ—‘[r;(K% pwdrl, Irf(u u)%dl'l (2.13)

O campo de deslocamento aproximado U(x,t) e a funcdo de ponderacdo w(X,t)

sdo obtidos pelas seguintes expressdes desacopladas em relacdo ao tempo e espaco:



a@n:imawm (2.14)

w(x,t) = igﬂi (W (t) (2.15)

onde N; sdo fungbes de interpolagdo, ¢, funcbes pré-definidas, u7(t)ewS(t)
coeficientes nodais do elemento e ns o nimero de nos do elemento utilizado.

Na equacdo (2.13), a fungéo de ponderagdo w representa uma funcdo escalar
diferente de zero e integravel. Utilizando-se 0 método de Galerkin, tem-se que, a funcéo
g, € igual a propria fungdo de interpolagdo, i.e., ¢, = N,, em geral essa aproximagdo
gera matrizes simétricas.

Aplicando-se o teorema de Green-Gauss (ZIENKIEWICZ et al., 2005) no

primeiro termo da equagdo (2.13) e admitindo-se solugéo exata no contorno I, i.e.,
G-0=0, é possivel desacoplar as integrais em I, do restante do sistema. Apos feitas

as etapas descritas anteriormente, chega-se entdo na forma fraca para a equacdo
diferencial da onda. Aplicando a equacdo integral (forma fraca) em todos os elementos,
chega-se em um sistema linear de equacOes diferenciais de segunda ordem dado pela
seguinte equacdo matricial (WEAVER & JOHNSTON, 1987, ZIENKIEWICZ et al.,

2005):

MU(t) + CU(t) + KU(t) = F(t) (2.16)
As matrizes acima e o vetor F(t) sdo definidos como:

nel nel

M = Z Me = Zjﬁe N" pNdQ (2.17)



nel nel

C= Zc :Zfoe N"¢NdQ (2.18)

nel nel

K = Z K® = Zfoe B'DBdQ (2.19)
F(t) = Zl F(t) - ZI Fo(t) = ZI [, pNdr, - ZI [, sNdQ (2.20)

Sendo M, C e K as matrizes de massa, amortecimento e rigidez,
respectivamente, geradas a partir de um total de nel elementos. F(t) representa o vetor
resultante proveniente das contribui¢cdes do contorno e fontes aplicadas sob o dominio,

com nel, representando o numero total de elementos pertencentes ao contorno I, e

nel, o ndmero total de elementos sob a regido na qual esta sendo aplicada a fonte.

U(t), U(t) e U(t) representam os vetores globais deslocamento, velocidade e
aceleracdo, respectivamente, N o vetor contendo as funcdes de interpolagédo ou de
aproximacdo e D a matriz constitutiva, i.e., matriz diagonal (meio isotropico ou
ortotrépico) contendo os coeficientes de compressibilidade K do meio.

A matriz B (matriz gradiente B=T"N) na equagdo (2.19) contém as derivadas

das funcdes de interpolacao no sistema global xyz, i.e.:

oON, ON, ON
X ox  oX
B= ON, N, . 0Ny (2.21)
oy oy oy
oON, ON, ON
2 o
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2.3. Mapeamento isoparamétrico e integragdo numérica

Para se estudar o problema em funcdo das coordenadas naturais, é necessario
fazer um mapeamento, por exemplo isoparamétrico, entre as duas coordenadas como
ilustrado na Figura 2.2. Esta transformacdo € feita utilizando-se as funcgdes de

interpolagdo N, e as coordenadas dos pontos nodais X,y ez, do elemento. As

coordenadas (x,y,z) em funcdo de (&,n,) sdo dadas por:

M&m@=iM6ﬂZM
y(§.17.4) = Z N;(£.17, Q)Y (2.22)

z@m@=§M@m@a

Figura 2.2 - Mapeamento entre as coordenadas (x,y,z) e (&,17,{) .

As derivadas das fungfes de interpolacdo em relacdo a (X,y,z) sdo obtidas
através da matriz jacobiana que relaciona as derivadas entre a coordenada global e
natural (local), sendo as expressdes obtidas através da regra da cadeia, como indicado a

seguir (BATHE, 1996):

11



ONi 0N,

73 ox
Moy M (2.23)
on oy
NN
14 0z
com

x oy oz mON,  EAN, & 0N,
s 3z YR =z Vi =7
0§ 0& o0& Z 0¢ & 0 Z a¢é
ox 9y 0z _ N gON o ¢ ON
on on on  &Gaon' ' &on'' &an
ox o0y o0z > ON. = 0N, = ON.
- - — iy —Ly —1tz
¢ o¢ 3¢ 2o 2azY Zact

i i (2.24)

As integrais de volume definidas nas equacgdes (2.17) a (2.20) também sdo

calculadas nas coordenadas naturais, através da seguinte transformagao:

12



onde n.,n2 en’,

int? "lint

representam o numero de pontos de integracao, (&;,/7;,4,) sdo 0s
pontos de Gauss e w;, w; e w, seus respectivos pesos, todos tabelados.

O ndmero de pontos de Gauss para elementos unidimensionais, quadrangulares

(2D) ou hexaédricos (3D) € selecionado através da seguinte expressdo

n,,, = inteiro pT+1 +1 (REDDY, 1993), com p sendo a ordem do polinbmio do

integrando, para outros elementos a seguinte referéncia é indicada BATHE, (1996).

2.4. Func0es de interpolacdo

A obtencéo das fungdes de interpolagdo sdo mais facilmente deduzidas através

das coordenadas naturais (&,77,{) . Func@es de interpolacdo para elementos em duas ou
trés dimensdes podem ser obtidas multiplicando-se o polindmio de Lagrange nos eixos
coordenados. Os polindbmios de Lagrange (1.°) em uma dimensdo podem ser obtidos

utilizando-se a seguinte expressao:

(€=4)(d=&) (=4 ) =d)(€-4) _q (E=4)

=T] (2.27)
(& =€) (& =60+ (G = ) (i = &ia) - (& = &) =0 (&= 4)

1> ($) =

onde setem I°(&)=1e I,°(&) =0 para i k.

As funcgdes de interpolacdo para um elemento com dominio Q° e contorno I*
sdo escolhidas obedecendo certas regras de convergéncia (HUGHES, 2000), entre as

quais se destacam:

i) fungdes de classe C™ no interior do dominio Q°.

i) funcBes de classe C™* através do contorno I entre os elementos.

13



iii) funcdes completas, i.e., polindmio completo de ordem no minimo m deve ser

utilizado.

Sendo que, nestas regras, m representa a ordem da derivada encontrada no
integrando (como por exemplo, da matriz de rigidez) e C™ expressa continuidade até a
derivada m da funcéo.

De acordo com i e ii, as func@es de interpolacdo para a equacao da onda acustica
podem ser no minimo de classe C* e C°, respectivamente. Para exemplificar, as
fungdes de interpolagdo para um elemento quadrilatero bilinear (4 n6s) serdo analisadas.

Suas funces de interpolacdo sdo dadas por:

N, =%(1+5i£)(1+/7i/7) i=1,234 (2.28)

Nota-se claramente que a funcdo (2.28) satisfaz a condic¢éo i. Considerando-se
um ponto nodal A com quatro elementos adjacentes (Figura 2.3), percebe-se que a

condicdo ii também é satisfeita.

Figura 2.3 - Continuidade da fungdo de interpolacdo para um
agrupamento de 4 elementos quadrilateros bilineares.

A condicdo iii é necessaria para representar varias possibilidades da solucéo, i.e.,

constante, linear, quadrética e assim por diante. Logo da condicdo iii, as funcdes de

14



interpolacéo para a equacdo da onda devem satisfazer no minimo uma aproximagéo para

0 campo escalar u® através de um polindmio linear, i.e.:

u® = Z Nu, = Z N, (c, +c.X +c,y) = Z N, ¢, + Z N, ¢ + Z Ny’ ¢, (2.29)
tal que, a seguinte funcdo seja obtida

u®=c,+cx+c,y (2.30)

Na funcdo (2.29) x’ ey, representam as coordenadas nodais do elemento.

Analisando as expressdes (2.29) e (2.30) conclui-se que o somatério das funcbes de

ns

interpolagcéo deve ser igual a um, i.e., ZNi =1; para casos tridimensionais basta
&

acrescentar a variavel z nas equacdes acima.

As funcdes de interpolacdo também possuem a seguinte caracteristica:

N, (5]_,,7]):41]_ (2.31)

onde o, . representa o delta de Kronecker.

.

2.5. Matriz massa diagonal

A matriz massa definida em (2.17) é denominada matriz consistente e ndo é
diagonal; entretanto, matriz massa diagonal possui um grande atrativo, principalmente
do ponto de vista computacional e quando aplicadas a métodos explicitos de marcha no
tempo. Dentre as matrizes massa diagonais, se destacam, as técnicas: “Row Sum”, HRZ

e quadratura nodal.
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A matriz massa “Row Sum” (ZIENKIEWICZ et al., 2005, COOK, 2001), é

definida como:

e - ZIQ NoNdQ=[ NpdQ  i=]
R

0 i # ]

(2.32)

ns
note que Z N, =1 como definido na se¢do anterior.
J:

A matriz massa HRZ, proposta por HINTON et al. (1976) € construida como
sendo proporcional & matriz massa consistente, tal que toda a massa se conserve quando
multiplicada por uma constante «a. Sua principal vantagem é que a matriz massa

sempre sera positiva, sua expressao € dada por:

M = aIQeNipdeQ i=]

]

(2.33)
0 i %

onde

[0

S (2.34)
ZIQE N,oN,dQ

a=

Outra possibilidade é considerar os pontos de integracdo localizados nos nés do
elemento (FRIED & MALKUS, 1975), isto é feito utilizando, em certos casos,
integracdo numérica de Lobatto (HUGHES, 2000). Portanto, a matriz massa consistente
definida em (2.17) pode ser reescrita como:

p(&)detd(&)w i=j

M . = 2.35
o R (2.:35)
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3. Métodos de Green

Funcbes de Green sdo geralmente utilizadas para se resolver equagdes
diferenciais ordinarias e parciais. Sua aplicabilidade também se estende as metodologias
numéricas como o método dos elementos de contorno e a problemas de controle onde
fungdes de transferéncias no dominio de Laplace sdo bastante utilizadas. No entanto,
sua utilizacdo em algoritmos numéricos no dominio do tempo, ainda ndo é de total
conhecimento sendo um campo em aberto para futuras pesquisas.

No presente capitulo é exposta a metodologia necessaria para a utilizagdo da
funcdo de Green para resolver a equagdo de movimento no tempo apos ser discretizada
espacialmente pelo método dos elementos finitos. Sera mostrado que somente a funcéo
de Green no instante t = At é necessaria para se efetuar o processo de marcha no tempo
e sera apresentado também o conceito de sub-dominios ou sub-regifes nas quais a

funcdo de Green é calculada, reduzindo assim o custo computacional.

3.1. Formulacéo

A deducdo de uma expressao para o vetor deslocamento utilizando-se a funcéo
de Green pode ser feita aplicando a transformada de Laplace na equacdo de movimento

representada por (2.16), ou seja:

M (s*TU(1)] - sU(0) - U(0)) + C(s A[U(1)] - U(0)) + K £[U(t)] = £[F(1)] (3.1)

17



A notacdo /[U(t)]e Z[F(t)] representa a transformada de Laplace do vetor
deslocamento e forga, respectivamente. Simplificando a equacdo (3.1), o vetor U(t)

pode ser reescrito no dominio de Laplace como:
LIU®)]=T(s) (SMU(O) +MU(0) + CU(O)) +T(s)L[F(1)] (3.2)
onde a matriz T(s) representa a fungédo de transferéncia dada por:

T(s) = (s*M +sC+K)™ (3.3)

Aplicando a transformada inversa de Laplace na equacao (3.2), tendo em vista a
equacdo (3.3) e posteriormente derivando o vetor deslocamento no tempo, chega-se as

seguintes expressdes para o vetor deslocamento e velocidade:

U(t) = G()CU(0) + G())MU(0) + G ()MU(0) +I0te(t— DF(r)dr

(3.4)
U(t) = G(t)CU(0) + G(t)MU(0) + G(t)MU(0) +IOtG(t -70)F(r)dr
onde G(t) representa a funcdo de Green na forma matricial, dada por:
G(t) = L T()] = L (s°M +sC+ K)™] (3.5)

A funcéo de Green G(t) é geralmente chamada de resposta impulsiva do sistema,
pois a mesma pode ser obtida aplicando-se a seguinte equacdo de equilibrio discretizada

via MEF:

MG(t) + CG(t) + KG(t) = 1d(t) (3.6)
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com as condic¢0es inicias

G(0)=0

50 =0 (3.7)

onde | representa a matriz identidade e J(t) € a funcdo delta de Dirac aplicada no

instante 7 =0 expressa como:

LR [0.at]; At - 0
J(t)= At (3.8)
0, t [oAt]

A equacdo (3.6) pode ser reescrita levando em consideracdo a integral da
. : dG . . o
segunda lei de Newton, i.e., F= ME' onde se conclui que o impulso (Ip) € igual a

variacdo da quantidade de movimento, ou seja:

Ip =I0°_ Fat =J’0°_ MdG =M (G (0)-G(07)) = MG(0) (3.9)

Tendo em vista a forca aplicada na equacdo (3.6), tem-se que a integral da forga

na equagéo (3.9) se transforma em:

s At s At o At 1 _
Ip = |ImI07 Fdt —lmIO 10(t)dt —Il!ErLL A_tdt =1 (3.10)

At-0

As equac0es (3.9) e (3.10) demonstram que a aplicacdo de uma forca expressa
pela funcdo delta de Dirac, como mostrado em (3.6), é equivalente a aplicacdo de uma

condicdo inicial de velocidade, logo a equacéo (3.6) pode ser reescrita como:
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MG(t) +CG(t) + KG(t) =0 (3.11)

com as condic¢0es inicias

G(0)=0

S0 = M- (3.12)

Note que a funcdo de Green para um sistema com um grau de liberdade, massa-

mola-amortecedor, é dada por:

g(t) = exp(-wét) wisin (wyt)

d

(3.13)
g(t) =exp(-wét) cos(w,t) —%zsin (wyt)
com condic@es inicias
9(0) N (3.14)
9(0)=1

onde w, =w\1-& com w representando a freqiiéncia natural e & a taxa de

amortecimento

A equacdo (3.4) é calculada numericamente, uma vez que, com excec¢ao de casos
simples, em problemas de engenharia ndo se tem a matriz de Green em sua forma
analitica. Assumindo t = At em (3.4), a solugdo em qualquer instante de tempo pode ser

calculada recursivamente como:
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U = (G(ANC + G(BYM) U+ G(AOMU' + [ G(Bt - D)F(t+ 1)
(3.15)
et = (G(At)C + G(At)M) U'+G(At)MU' +J’OMG(At ~7)F(t+7)dr

Para se obter a resposta em qualquer intervalo de tempo, a equacdo (3.15)
mostra ser necessario calcular as matrizes de Green G(At), G(At) e G(At) uma Unica
vez no instante de tempo t = At, além de se efetuar uma integral de convolucdo com

limites de integracdo constantes.

Utilizando a equacdo de equilibrio (3.11), o primeiro termo do vetor velocidade

U™ expresso em (3.15) pode sofrer a seguinte transformaco:

G(At)C +G(A)M = -G (At)K (3.16)

Assumindo essa transformacao o vetor velocidade ndo mais depende da matriz
G(At), o que pode tornar o método mais preciso. A relacio (3.16) nio seré estudada na

presente dissertacdo, j& que a matriz de rigidez aparece explicitamente na formulacao,
sua implementacdo pode ser encontrada em SOARES (2002), SOARES & MANSUR
(2003) e FUNG (1997). A expressdo (3.16) torna-se inapropriada quando se adotam
matrizes de massa e amortecimento diagonais, j& que seu custo computacional € maior.
A equacdo (3.15) pode ser ainda mais aprimorada considerando a matriz Degrau

H(At) dada por (CLOUGH & PENZIEN, 1993, PAZ, 1997, FUNG, 1997):

H(At)M = G(At)C + G(At)M

. . - (3.17)
H(ADM = G(AHC +E(AD)M

Os vetores deslocamento e velocidade para qualquer intervalo de tempo podem

ser reescritos como:
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U™ = H(At) MU' + G(At)MU" +J’OAtG(At— N)F(t+7n)dr
(3.18)
U™ = H(A)MU' + G(At)MU! +fomG(At_ NF(t+7)dr

As equacbes (3.15) e (3.18) do ponto de vista matematico sdo idénticas,

entretanto numericamente ndo o sdo. A expressao (3.15) requer o calculo da matriz

G(At), o que ndo acontece em (3.18). No entanto, a expressdo (3.18) além da matriz de

Green é necessério calcular as matrizes H(At) e H(At) denominadas matrizes Degrau. A

mesma é calculada atraves da seguinte equagao de equilibrio:

MH(t) + CH(t) + KH(t) =0 (3.19)

com condic0es inicias dadas por

H(O)=M"
H(0)=0

Diferentemente da matriz de Green a matriz Degrau é calculada através de uma

condicdo inicial para o deslocamento. Numericamente, a equacdo (3.18) pode se tornar
mais precisa, ja que o calculo da matriz G(At) pode ser fonte de possiveis erros

numeéricos, os quais serdo analisados no decorrer do trabalho.
Note que a funcdo de Degrau para um sistema com um grau de liberdade, massa-

mola-amortecedor, é dada por:

h(t) = exp(~wét) cos(wyt) +%zsin (wit)

d
e (3.20)
a)d

h(t) = —exp(-wét) sin(w,t)+

sin (wyt)
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com condicdes inicias

h(0) =1
h(0)=0

3.2. Integral numérica de convolucéo

(3.21)

Como feito anteriormente para as integrais de volume, a integral de convolugéo

também pode ser normalizada e escrita em uma coordenada padréo como:

[ f(@ae= Z f(&w

(3.22)

onde f (&) representa o integrando transformado para a coordenada &, & 0s pontos de

integracdo e w, seus pesos, ambos tabelados.

As integrais de convolucgédo séo calculadas utilizando a regra de Newton-Cotes,

seus pontos de integracdo e pesos sdo dados pela Tabela 3.1.

Tabela 3.1 - Pontos e pesos de integracdo para a regra de Newton-Cotes.

N

Nome

Xi Wi

1

Retéangulo
Trapézio

Simpson 1/3

4 pontos

5 pontos

-1.00000000000000 2.000000000000000
-1.00000000000000 1.000000000000000
1.0000000000000001.000000000000000
-1.00000000000000 0.333333333333333
0.0000000000000001.333333333333330
1.0000000000000000.333333333333333
-1.00000000000000 0.250000000000000
-0.33333333333333 0.750000000000000
0.3333333333333330.750000000000000
1.0000000000000000.250000000000000
-1.00000000000000 0.155555555555555
-0.50000000000000 0.711111111111111
0.0000000000000000.26666666666666 7
0.5000000000000000.711111111111111
1.0000000000000000.155555555555555
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As integrais de convolucdo apresentadas em (3.15) possuem um intervalo de
integracdo de 0 a At, para a utilizagdo da tabela 2 ou qualquer outra é necessario efetuar

uma transformacéo de coordenadas. A relacdo entre a coordenada te & é dada por:

f: f (t)dt = ﬁl f(E)dE (3.23)

com

(b—a){2+(b+a) dt:(b;a)df (3.24)

Como visto na Tabela 3.1, integracdo por Newton-Cotes tem como principal
vantagem, possuir intervalos de integracdo iguais o que ndo acontece no Gauss, por

exemplo. Supondo a forga linear no intervalo de tempo [t,t + At], i.e.:

Ft+At _ F'[
F(r):F‘+T(r—t), t<T<t+At (3.25)

Sabendo que f =G(At-7)F(t+7), as integrais de convolucdo sdo calculadas

como:

At k k

J'G(At—r)F(t+r)dr= Z\yl(j) F'+ Z\yz(j) Frea (3.26)
0 1= 1=

At k k

1 o1 , 1 N .
G(At-7)F(t+7n)dr= Sy, (D+=w(j-) F'+ Zy,()+Zw,(j-1) F
0| ( JF(t+7) ,Z > 16) > (i1 JE > 2(J) 5 (J-1)

(3.27)
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i K2 q 4 . 1 .
jG(At-T)F(t+T)dT= Z §w1(21)+§\v1(21-1)+§\v1(21—2) F'
’ g (3.28)

k/2

1 4 . 1 .
+ = 2N +— 2i-1)+= 2i-2 =g
,Z 3“’2( ) 3\I‘2( -1 3‘|’z( i-2)

Aoar-184 1
k k "k

onde v, (1) = G(at-1hya-Dy e, () =

Nas expressdes (3.26) a (3.28), foram adotados sub-intervalos iguais de
integracdo com dimensdo At/k sendo k um ndmero inteiro, a qual a expresséo (3.22) é
aplicada sucessivamente. A equacdo (3.26) € a mais simples (regra do retangulo) e
assume que a funcdo a ser integrada € constante em cada sub-intervalo. A equacéo
(3.27) é aproximada pela regra de Newton-Cotes com n=2 (regra do trapézio), onde um
polinbmio de ordem um é utilizado para cada sub-intervalo. A equacdo (3.28) €
aproximada por um polinémio de 2° ordem (Simpson 1/3 com n=3), precisando portanto
de trés pontos, implicando em um numero k multiplo de dois. Note que a integral de
convolucdo referente ao vetor velocidade € feita de forma analoga, bastando apenas
derivar as matrizes de Green nas equagfes acima.

O método proposto pode ser utilizado para At’s relativamente grandes, bastante
incomuns para os métodos tradicionais, até mesmo para os implicitos. Para isso é
necessario utilizar, por exemplo, uma aproximacdo linear da forca em alguns sub-

intervalos e posteriormente aplicar as deducdes decorrentes das equacgdes (3.26) a (3.28)

com suas devidas modificac0es, isto é feito através da seguinte equacéo recursiva:

I© = T8y I:_A,tG(At ~D)F(t+7)dr (3.29)
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onde | representa a integral de convolugdo e At s&o os sub-intervalos de tempo a serem

escolhidos para melhor ajustar as forgas lineares, note que 1°=0 e . =At com

final

At < At.

3.3. Sub-dominios ou sub-regides

Na secdo 3.1 a funcdo de Green foi manipulada utilizando a equacdo de
equilibrio (2.16) ja discretizada via MEF. Entretanto, a funcdo de Green também pode
ser obtida utilizando a equacdo diferencial diretamente, aplicando-se uma fonte

impulsiva. Para a equacéo acustica (2.10), tem-se:

K 2g(xt;x;, 1) —cd(x,t;x;, 1) = pg(x,t;X;,7) = d(x = x,)d(t-7) em Q" =Q (3.30)

com condigdes de contorno dadas por

g(x,t;x.

J’

71)=0 em I I,
(3.31)
ag(x,t;x,-,r)_o

em " T,
on

A equacao (3.30) representa a fungdo de Green em X, para qualquer instante de

tempo t, devido ao impulso localizado no ponto x; num instante de tempo t =7. Seja 0

dominio discretizado Q= Q° (malha) com Q°=Q° TI° para o dominio Q e

Q" = Q" (sub-malha) com Q™ =Q™ I para o dominio Q", onde j representa

um ponto nodal qualquer da malha tal que j Q™ como visto na Figura 3.1.
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Figura 3.1 — Representacdo dos dominios Q e Q" em 2D e suas respectivas
discretizaces.

Como mostrado na se¢do 3.1, a funcdo de Green é calculada numericamente

somente para t = At. Em geral, quando métodos de integracdo temporal sdo utilizados é
usual adotar intervalos de tempo pequenos. Portanto, a condicdo Q" =Q adotada em
(3.30) pode ser relaxada e o dominio pode ser truncado em um sub-dominio Q°, tal que
Q" Q. O sub-dominio representa a menor regido onde se tem alguma resposta devido
ao impulso em x; e pode ser determinado como cAt para meio acUstico homogéneo,
por exemplo, onde ¢ representa a velocidade da onda.

Na presente dissertacdo considera-se a mesma discretizacdo espacial para os

dominios Q e Q" ou seja:

Q*=Q° (3.32)

A igualdade (3.32) garante que ndo existe qualquer tipo de refinamento dentro
da sub-malha, refinamentos para a sub-malha, i.e., Q" #Q°, serdo estudados em

ocasifes futuras.
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Varias condigdes de contorno podem ser consideradas para o contorno truncado

™" do sub-dominio, no presente trabalho sera adotado o seguinte contorno:

. =T ,

T (3.33)
g(xtx;,1)=0 , " T

Note que a fungdo de Green g(x,t;X;,7) representa uma coluna da matriz de

Green, ou seja, G, ; =9(xt;x;,7) onde

neq, j

28



4. Algoritmos de Marcha no Tempo

Apos feita a discretizacdo espacial via MEF, a equacdo de movimento resultante
envolvendo a fungdo de Green pode entdo ser resolvida. Inimeras metodologias podem
ser aplicadas para a resolucdo da mesma, entre elas, se destacam os métodos de
integracdo temporal.

O presente capitulo ird mostrar métodos explicitos e implicitos de integracdo
temporal para a obten¢do numérica da funcdo de Green. Tendo em vista que a fungéo de
Green é obtida explicitamente sendo posteriormente substituidas nas expressdes do
deslocamento e velocidade, a metodologia decorrente é explicita, sendo portanto
denominada ExGA (“Explicit Green Approach”). Com o objetivo de melhorar a fungéo
de Green no instante t = At, € adotado um processo de sub-marcha com sub-intervalos
dados por h=At/n com n representando o nimero de sub-passos. Também sera
mostrado uma transformacdo no método original de Green para a obtencdo de matrizes
simétricas, melhorando assim a eficiéncia computacional. Toda metodologia
apresentada neste capitulo também se aplica ao método EXGAH onde a funcdo Degrau

também deve ser calculada.

4.1. ExGA-Newmark

No método de Newmark a equacdo de equilibrio (3.11) é discretizada no tempo

t+h (NEWMARK, 1959), i.e.:

MG"" +CG"" +KG"" =0 (4.1)
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As matrizes de Green G(t) e G(t) sdo aproximadas através da série de Taylor,
Cuja expansdo se da por:

2 3
Gt+h :Gt_l_th_'_?ét_l_%ét_l_m

o (4.2)
G =G'+hG! +7t§-t .

O método de Newmark apenas trunca a serie (4.2), assumindo
G'=(G" -G")/h e adicionando os parAmetros calibradores Se y, chegando-se nos

seguintes operadores de Newmark:

Gt+h =Gt+th+ l_ﬁ hZGt +ﬂhzét+h
2 (4.3)

G = G+ (L- p) G+ yhG"

Substituindo a equacdo (4.3) na equacgdo (4.1), a seguinte relacdo recursiva é

encontrada para o termo da aceleragéo:

2
(M +yhc+,gh2|<)c';t+h = _c(c';t + (1—y)hét)— K G'+hG' +h?c”;t (4.4)

O método de Newmark € incondicionalmente estavel para 1/2<y<2f e
condicionalmente estavel para y=1/2e f<yl/2 (HUGHES, 2000). Particularizagdes
que podem ser destacadas sdo os metodos, Diferenca Central com y=1/2e =0 e

aceleracdo média (regra trapezoidal) com y=1/2 e =1/4.

4.1.1. EXGA-Diferenga Central Tarnow
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Recentemente, TARNOW & SIMO (1994) apresentaram um processo de sub-
marcha para construir algoritmos de quarta ordem a partir de métodos de segunda
ordem. Este procedimento sera aplicado ao método Diferenca Central (Newmark

y=1/2 e =0) para o célculo das matrizes de Green, resultando no método chamado

ExGA-Diferenca Central Tarnow. Para avangar um intervalo de tempo, a seguinte

sequéncia deve ser feita:

1 - Calcular a resposta em ah

2 - Calcular a resposta em (1-2a)h

3 - Calcular a resposta em ah

onde a:l(z+2‘“3 +21’3) .
3

Este procedimento tem a vantagem de conservar certas propriedades do método

original, como por exemplo, estabilidade, melhorando apenas a preciséo.

4.2. EXGA-Wilson &

No método Wilson-# a equacdo de equilibrio é discretizada em t=t+6h, i.e.

(BATHE & WILSON, 1973):

MG"" +CG"" + KG"*" =0 (4.5)

Assumindo a aceleracdo como sendo linear dentro do intervalo 0<7<6h ,ou

seja, G =G' + 1/(6h)(G"" - G") e integrando-a tem-se:
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2
G =Gt + 16t +T_(Gt+9h _ét)
26h

) , (4.6)
Gt+r:Gt_l_TGt_}_%ét_l_ﬁ(GHHh_ét)

Assumindo 7=6h na equacdo (4.6) e resolvendo G"%" e G"*"em funcdo de

G" | chega-se a seguinte equacio para G'**" apds a utilizacdo da equagio (4.5):

K+>Ct2 M G =M -2 _Gi+2
6h  6°h? 6°h? 6h

G'+2G' +C ;th+2G‘+ehG‘
4.7)

Os valores de G'", G"" e G'""sd0 calculados substituindo 7=h na equacio

(4.6) resultando em:

6

St+h t+6h _ ~t) _ 6 St _3 ~t
G—W(G G)ﬂG+15G
G't+h :Gt+hét+h +Dét (48)
2 2
Gt+h :Gt+th+h_2Gt+h +h_2ét
6 3

4.3. EXGA-HHT-a e ExGA-Bossak-a

Como o método de Newmark ndo possui amortecimento numérico com uma
precisdo de segunda ordem, HILBER et al. (1977) e WOOD et al. (1980) propuseram

uma variacdo no método de Newmark, apenas modificando a equacdo de movimento

através de uma interpolacao linear. Para o método HHT- a tem-se:

MG +(1+a)CG™" - aCG' +(1+ a)KG™" - aKG' =0 (4.9)

e para o0 método Bossak- a
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(1+a)MG™" -aMG' +CG"™" +KG"™" =0 (4.10)

Se a=0, as equacdes (4.9) e (4.10) se reduzem ao método de Newmark. Para
-1/3<a<0, y=1/2-a e B=(01-a)’/4, os métodos sdo incondicionalmente
estaveis e com precisdo de segunda ordem (HUGHES, 2000). As equacdes para

G"", G"" e G"*" sdo obtidas da mesma forma descrita na secdo 4.1.

4.4, EXGA-Runge Kutta

Antes de utilizar o método de Runge Kutta é necessario fazer uma transformacéo
na equacdo de segunda ordem, i.e., MG(t) + CG(t) + KG(t) =0, para um sistema de

equacOes de primeira ordem, como:

Y(t)+AY(t)=0 (4.11)

onde

Y(t) = 6O . A= (_)1 __1 (4.12)
G(t) MK MC

Sendo Y(t) :(D(Y(t),t), o algoritmo de Runge Kutta explicito de ordem s é

dado pela seguinte expressao (SOLIN, 2005):

AR Ati bz,

(4.13)

Ui

i-1
,=® Yt+AtZa..z. t+cAt , ¢, =0
J:
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Os valores das constantes a,, b, e ¢, podem ser determinados atraves da matriz

ij 1 i

de Butcher, dada por:

Clay, &, - &

Cyl8y 8y PR
: (4.14)

Cc,la, 4, a,

b b b,

i-1 s
tal que satisfaca a seguinte relagéo, ¢, = Za” e Zbi =1.
1=

J=

O método Runge kutta 4° ordem classico, possui a seguinte matriz de Butcher:

1/2[1/2

172 0 1/2 (4.15)
1 /0 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6

Utilizando a equacdo (4.13) com s=4 e a matriz (4.15), o0 método Runge Kutta 4°

ordem pode ser escrito como:

2
G"" =G'+hG' +E(W1 + W, +W,)
(4.16)

G*"=G' +%(Wl+2W2 +2W, +W,)

com
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W, =M*(-KG'-CG')
-1 t h ~t ~t h
W,=M? -K G'+2G' -C G'+ W,

Lh . (4.17)
W,=M* -K ngew%w1 -C ngwz

2
W, =M -K G'+hG'+ 1w, -C(G' +hw;)
2

Observe que a matriz G(At) pode ser obtida utilizando-se a equagdo de

movimento, como:

G =M (-CG* -KG") (4.18)

4.5. Matrizes Simétricas
4.5.1. DefinicOes

As matrizes de Green G(t) e Degrau H(t) geralmente ndo sdo simétricas,

entretanto algumas modificacGes podem ser feitas afim de torna-las simétricas. Sendo a

transformacéo dada por:

G(t) = MG ()M

- (4.19)
H(t) = MH({HOM

Sera demonstrado que as matrizes G(t) e H(t) sdo simétricas, note que suas

derivadas também sdo simétricas. A demonstracdo so € valida quando se adota a matriz

de amortecimento de Rayleigh, i.e.:

C=aM+ BK (4.20)
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onde as constantes & e B sdo determinadas em geral de forma experimental (CHOPRA,
2006), mas tais constantes podem ser obtidas matematicamente em funcdo de duas
freqiiéncias do sistema (CLOUGH & PENZIEN, 1993).

Considerando duas matrizes A e B quaisquer, simétricas e ndo singulares, as
seguintes propriedades serdo utilizadas para a demonstracdo da expressdo (4.19)

(MEYER, 2001):

A=A (4.21)
AA™ = (4.22)
(A7) =(aT)" (4.23)
(A7) =A (4.24)
(AB) =BTA’ (4.25)
(AB)"=B*A™ (4.26)

Das propriedades (4.21) a (4.23) conclui-se que A™ e A™ +B™ sdo simétricas.

Da propriedade (4.26), pode-se mostrar que:

-1

A(A+B)'B=(A"+B") (4.27)

Como A é uma matriz simétrica e positiva definida, a mesma pode ser

decomposta pelo método de Cholesky como:

A=LL (4.28)

onde L representa a matriz triangular inferior. Note que pela propriedade (4.22) sua
inversa é dada por A" =L"L™".
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4.5.2. EXGA-Runge Kutta Simétrico

A expressdo definida pela equacdo (4.13) é equivalente a utilizar a série de
Taylor diretamente para andlise linear, onde suas derivadas sdo calculadas
recursivamente. A matriz de Green G*, supondo h = At (i.e., n=1), pode ser calculada
através da seguinte aproximacao:

At? At? At¢ X

GY =G " +AtG°+—GC"+—G+.-.+—G° (4.29)
2! 3! k!

Sendo G°=0e G° =M, as derivadas de ordem superiores na equacéo (4.29)

sdo calculadas recursivamente através da equacdo de equilibrio, i.e.,

MG’ +CG° + KG® = 0, sendo dadas por:

G’=-M'CM™
&o :(I\/I'1CM'1)2 ~M KM
(4.30)

Go= —(M'1CM'1)3 +MICMKM™ + M KMCM™

Multiplicando e pré-multiplicando a equagdo (4.29) pela matriz massa como

descrito em (4.19) e analisando, por exemplo, o termo M'KM™CM™ da expressio

(4.30) e utilizando a expresséao (4.20) para a matriz amortecimento tem-se:
KM'C=KM™(aM+ BK) =aK + BKM'K (4.31)

Sendo K e M matrizes simétricas e utilizando a decomposicédo (4.28) no ultimo

termo de (4.31), aplicando-se posteriormente as propriedades (4.24) e (4.25), obtém-se:

KM™K = (L L L ) (L L ) = (L Ll ) (L L L )T (4.32)
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Utilizando a decomposicdo de Cholesky (4.28) conclui-se que KM™K é

simétrico. Nota-se claramente que os demais termos da expressao (4.30) também sédo

simétricos apds a aplicacdo da transformaco (4.19). As matrizes G e G* séo obtidas

derivando a equacdo (4.29) e utilizando a equacdo de equilibrio (4.18), respectivamente.

4.5.3. ExXGA-Newmark Simétrico

As expressdes das matrizes G™, G* e G* utilizando 0o método de Newmark

com h=At, podem ser obtidas, utilizando-se as equacdes da secdo 4.1 ou podem ser

encontradas em SOARES (2004b):

=k g+ Lo L cmteat 1-X cmiem (4.33)
pat B 2pB 2[3
Gr=Y G- 1-¥X misar L -1 micm? (4.34)
BAt B 23
Gr=_t gu_ L pey Log meme (4.35)

NG LAt 23

onde a matriz efetiva K é dada por

R=k+—M+Lc (4.36)
B Bt

Multiplicando e pré-multiplicando, por exemplo, o segundo termo em (4.33),

ie, KCcM™, pela matriz massa como descrito em (4.19) e utilizando a matriz de

amortecimento de Rayleigh, expressao (4.20), tem-se:

MK™C = MK™(aM + BK) = aMK "M + BMK 'K (4.37)
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A segunda parcela da equagdo (4.37), i.e., MK K pode ser reescrita da

seguinte forma:

MK™K =M (a,M +a0K)_lK:ia1M(a1M +a0K)_1aoKi (4.38)
. _ 1 . pa
= 1+ = 7=

onde 3 = 1+ e S AT e A

Da propriedade (4.27) conclui-se que a expressdo (4.38) é simétrica, para 0

primeiro termo de (4.37), i.e., MK™M, a demonstracdo por Cholesky pode ser
aplicada. Note que depois de efetuada a transformacdo (4.19), as equagOes (4.34) e
(4.35), i.e., G e G™, tornam-se simétricas. O mesmo procedimento também se aplica

ao método ExGAH-Newmark.

4.6. Método Green Simétrico

Como visto na secdo 4.5 as matrizes G(t) = MG(t)M e H(t) = MH(t)M s&o

t+At

simétricas. Portanto, a equacdo original (3.15) para os vetores deslocamento U e

velocidade U™ pode ser reescrita da seguinte forma:

teat _ -1~ -1 -1 t -1= N VY7 -1
U™ =M G(AH)M™C+MG(At) U+ M G(At)U +L M™G(At-7) M F(t+7)dr1

st = (M-lé (AYMIC + M-lé(At)) U+ MG (AYU' + [ MG (At~ )M F(t+7)d7
(4.39)

Como na equacdo (3.11), as matrizes G*, G e G sio calculadas através da

seguinte equacédo de equilibrio modificada:
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G(t)+CMG(t) + KMG(t) = 0 (4.40)

com condicGes inicias dadas por

G(0)=0
- (4.41)
G@0)=M
Da mesma forma a equacéo (3.18) pode ser reescrita como:
u”“:M*Hmmf+Mﬂémow+ﬁfmﬁﬂm—nM*HH¢mr
(4.42)

me:Mﬂﬁm0w+wwémow+ﬁfmﬁ3m—nmﬂﬁu¢mr

A funcdo Degrau H(t) é calculada através da seguinte equacdo de equilibrio

modificada:

H(t)+ CM™H(t) + KMA(t) = 0 (4.43)

com condic0es inicias dadas por

H(0) =M

. (4.44)
H(0)=0

Tanto a equagéo (4.39) quanto a equacéo (4.42) sdo adequadas apenas quando a
matriz massa for diagonal, em geral, quando métodos explicitos de integracdo temporal
sdo utilizados. Toda a demonstracdo feita na se¢do 4.5 também € valida quando sub-
passos n >1sdo utilizados para a obtencdo das matrizes de Green e Degrau, aumentado

é claro o nimero de operagdes entre as matrizes, mas mantendo a simetria.
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4.7. Método EXGAH com matriz massa ndo diagonal

Como visto na secdo 3.1, 0 método EXGAH em sua forma tradicional necessita

da inversdo da matriz massa na condicdo inicial para o célculo da funcdo de Green e

Degrau, i, G(0)=M™eH(0)=M™. Entretanto quando a matriz massa ndo for

diagonal, sua inversdo torna-se um processo caro e oneroso. Afim de tornar o0 processo

Menos oneroso, a seguinte transformacao é realizada:

G(t)=G(t)M @.45)
ﬁ .

Substituindo a transformacdo (4.45) na equacdo (3.18), chega-se na seguinte

expressao para o vetor deslocamento e velocidade:

Ut = F(atU* +G (AU +Iomc=;(m - DM (t+ D)d7
(4.46)

Ut = H(At U + G (AU +IOA‘E(At ~ )M F(t+7)d7

As matrizes (=3(At) e E(At)séo calculadas utilizando a equacéo de equilibrio

(3.11), substituindo é claro G (t) por G (t) através da expressdo (4.45) e utilizando as

seguintes condices iniciais:

(4.47)
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As matrizes ﬁ(At) e ﬁ(At) também sdo calculadas utilizando a equacio de

equilibrio (3.19), substituindo H(t) por ﬁ(t) e utilizando as seguintes condicBes

iniciais:

(4.48)

A transformacdo acima ndo mais depende da inversdo da matriz massa para a
condigdo inicial, entretanto na convolugdo surge a inversa da matriz massa. Sera
mostrado nos capitulos subsequlientes que a parte ndo homogénea da equacdo, i.e., a
convolugdo, é menos importante que a parte homogénea com relagdo a estabilidade e
precisdo. Portanto, a inversa da matriz massa na integral de convolugdo pode ser
aproximada como sendo diagonal. Observe que na presente discussdo as matrizes de
Green e Degrau sdo calculadas utilizando a matriz massa consistente (ndo diagonal).

Para que o método seja o0 mais geral possivel, a matriz massa diagonal HRZ
definida na secdo 2.5 pode se tornar uma boa aproximacao, ja que a mesma sempre
resultard em uma matriz positiva, o que ndo acontece com a técnica “ROW SUM”, por
exemplo, onde para determinados elementos a matriz massa possui valores negativos, o
que é fisicamente inadmissivel. Caso a matriz massa da convolucdo ndo possa ser
diagonal, deve-se multiplicar a equacdo (4.46) pela matriz massa, entretanto tal
procedimento necessitara de um “Solver”, e.g., PCG, Gauss, etc., para o calculo da
resposta ao longo do tempo. Note que a equacdo (4.46) também pode ser utilizada para

0s métodos explicitos.
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5. Estabilidade

O presente capitulo ird mostrar o conceito de estabilidade para os métodos
ExXGA e EXGAH aplicados a um sistema com um grau de liberdade e compara-los com
0s métodos cléssicos. Sera mostrado que a utilizagdo de sub-passos n para o célculo
numerico da funcdo de Green melhora consideravelmente a estabilidade principalmente
para os métodos explicitos. Utilizando expansdes em série de Taylor, também ¢é
mostrado a relacdo entre os métodos EXGA-Newmark ou EXGAH-Newmark com n=1 e

0 método de Newmark, mostrando quando esses métodos se equivalem.

5.1. Mudanca de Base

A equacdo de movimento pode ser transformada para uma coordenada modal no

intuito de obter equac6es desacopladas, admitindo U(t) = ®(t)X(t) e pré-multiplicando

a equacdo de movimento por ®', a seguinte mudanca de base pode ser efetuada

(CLOUGH & PENZIEN, 1993, BATHE, 1996):

O M®DX(t) + D' COX(t) + PTKDX(t) = ®F(t) (5.1)

Na equacdo (5.1) a matriz @ representa os auto-vetores considerando a equacao
de movimento MU(t) + KU(t) =0, cuja solucdo é U(t) :(psin(w(t—to)), gerando o

seguinte problema de auto-valor:

Ko = w*Me (5.2)

onde w representa as frequéncias de vibragéo.
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A equacdo (5.2) resultara em n auto-vetores e auto-valores, dados por

(@, 9,), (@5,9,),..., (Wry 9,,) - Ortonormalizando os auto-vetores pela matriz massa,

i.e., ®M®=1 com ® = (90,,9,,...,0,,) € admitindo a matriz amortecimento como

sendo uma combinacéo linear das matrizes massa e rigidez (Rayleigh), entéo:

O KD = Q? 5.3)
®'CO=ad ' M® + SO KD = Jl + fO° '
onde
wlz
&)2
Q? = . (5.4)
wr?eq
A equacdo (5.1) possui agora neq equac6es desacopladas dadas por:
% (1) + 25w () + @i x () =r(t)  1=12,.,neq (5.5)
com condigdes iniciais expressas como
x.(0) = ® MU(0
(0)=9TMU() -

%(0) = ®TMU(0)

Apbs resolver as equacdes descritas em (5.5), a resposta na coordenada original

é obtida através de uma superposi¢do modal utilizando a expressdo U(t) = @(t) X(t).
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5.2. Conceito

A estabilidade de um método numérico é analisada, utilizando-se a equacéo
desacoplada obtida depois de realizada a decomposicdo modal. N&o se considera

nenhum tipo de carregamento na equacdo, i.e., r(t) =0 com 0< <1, ou seja:

%(t) + 2EwX(t) + @?x(t) = 0 (5.7)

Resolvendo a equacdo (5.7) numericamente, por qualquer um dos métodos

descritos no capitulo anterior, chega-se na seguinte expressdo matricial (BATHE, 1996):

X = AX (5.8)

Na equacdo (5.8) A representa a matriz de amplificacéo e X representa o vetor

contendo todas as variaveis pertencentes a cada método, como por exemplo,

deslocamento, velocidade e aceleracdo. Note que no método de Newmark X pode
conter apenas deslocamento e velocidade, 0 mesmo acontece para 0 método Runge

Kutta.

Na equacdo (5.8) a matriz A é aplicada sucessivamente ao vetor X' a0 longo do

tempo, para se estudar a estabilidade considera-se o seguinte problema de auto-valor:

Av = Av (5.9)

A equacdo (5.9) resulta em k auto-valores (A, A,,...,A.) com k auto-vetores
(v, V,,...,V, ) linearmente independentes, esses auto-vetores formam uma base para o
espaco vetorial R*, onde qualquer vetor desse espaco pode ser expresso como uma
combinacéo linear dos auto-vetores. Supondo k=2 e aplicando A i vezes no vetor X° e
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escrevendo X° em fungdo dos auto-vetores v, ev, (base) tendo em vista a equagéo

(5.9), tem-se:

AX = Al(av, +a,v,) = adv, +aAv,; a,a, R (5.10)

Analisando a equacdo (5.10) nota-se claramente que se a magnitude dos auto-

valores forem menores que um, A'X° ira convergir para zero, caracterizando um

fendmeno chamado de amortecimento numérico. Caso exista apenas um auto-valor com

magnitude maior que um A'X° ira divergir para infinito. Uma maneira mais formal de

determinar esse comportamento é através do raio espectral da matriz, definido como:

pP(A) = max‘/\j‘, A; € um auto-valor de A (5.11)

j=1.2...

Um método de integracdo temporal serd estavel, se e somente se, as seguintes

condigdes forem satisfeitas:

1. p(A)<1.
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Para simplificar os nomes dos métodos, a seguinte notacao sera utilizada para os

métodos EXGA, EXGAH e os classicos como Newmark, Wilson- &, etc.

Método notacao
Newmark NW
Diferenga Central (Newmark v —1/2 e 5=0) DC
Wilson- 4 WS
Runge Kutta 4° ordem RK

HHT-o (B=(1-0)?
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det(A-A1)=A*-2AA+A, =0 (5.14)

com

1 1
Ai =Etr(A) =E(A11+ Azz)

A, =det(A) = ALA, = AA,

(5.15)

As raizes da equacdo (5.14) sdo dadas por:

A, = AT A -A (5.16)

Utilizando a equacdo (5.16), os auto-valores para a matriz de amplificacdo

analitica (5.13) sdo dados por:
/1112 = e—fwAttlwdAt (517)

onde I =+/-1 representa a unidade imaginaria.
Calculando o modulo da equacdo (5.17), chega-se ao seguinte raio espectral

analitico:

O(A) =g M (5.18)

Note que para £=0.0 o raio espectral analitico possui valor unitario, i.e.,
pP(A)=1. Assumindo At pequeno suficiente e £=0.0, a matriz de amplificacdo

indicada na equacdo (5.13) pode ser expandida em série de Taylor, resultando em:

_WAC WAt WA AT WPA
2 24 720 40320 3628800

A, =1 (5.19)
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WAt WA AT WPAL°
+ - +

= At- - 5.20
Az 120 5040 362880 (5:20)
4 A+3 6 A$+5 SAt7 0At9
Aﬂ:_szHa)At _ @A AT WAt . (5.21)
120 5040 362880
2 pA42 4 nt4 6 A46 8 A8 0 p+10
Azzzl—wm LW @AY WA wPATY (5.22)

2 24 720 40320 3628800

5.3. Método ExGA

5.3.1. Matriz de amplificacéo e graficos

Utilizando a equacéo (5.8), a solucdo numerica da equacgédo (5.7) pelo método

ExGA é dada como:

t+At

=A (5.23)

. t+AL EXGA .t
X X

A matriz de amplificagdo A, para o método EXGA é escrita como:

_ 9(At) +2wg(At) g(At)

EXGA — . . (5.24)
§(At) + 2wy (At)  g(At)

Diferentemente da matriz analitica (5.13), as funcdes de Green sdo agora
calculadas numericamente através dos métodos discutidos no capitulo 4.
Como escrito no capitulo 4 a funcdo de Green é calculada recursivamente em

t=At/n, tal que t. = At, com n representando o numero de sub-passos. Sendo A

final cap4
a matriz de amplificacdo obtida através dos metodos apresentados no capitulo 4, ou seja,
ExGA-Newmark, EXGA-Wilson- 8, ExXGA-Runge Kultta, etc.. A fungéo de Green em

t = At é calculada como:
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GY=A" G° (5.25)

cap4

onde G representa o vetor contendo, por exemplo, g(At) e g(At) para determinados
metodos.
Na equacdo (5.25) a expressdo para G° depende obviamente do método

implementado, mas o vetor G° é geralmente escrito em funcdo das condicdes iniciais

9(0), g(0) e §(0), que séo dadas por:

g(0)=0
4(0)-1

§(0)=-2éw

(5.26)

Utilizando a decomposicéo indicada na equacdo (5.12), a matriz de amplificacdo

A" pode ser escrita como:
cap

A" =(Psp?) =pPJp (5.27)

cap4

Como a matriz de amplificagdo numérica (5.24) também possui dimensdo 2x2,

as expressdes para seus auto-valores A e A, sdo dadas pela equacéo (5.16), note que a
condicéo 2 de estabilidade néo precisa ser analisada visto que A # A, para 0<é<1.
Substituindo as expressdes numéricas da funcdo de Green g(At), g(At) e §(At)

obtidas pela equacdo (5.25), com auxilio da equacdo (5.27), na matriz de amplificacéo

numérica A, descrita pela equagdo (5.24), torna-se trivial a obtencdo de fungdes para

o raio espectral em funcdo do nimero de sub-passos n para 0 método EXGA. Adotando
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£=0.0, a funcdo raio espectral para o0 método ExGA-Runge Kutta (EXGA-RK") em

funcdo do periodo T, i.e., T =27/ w, é dada por:

2 :
p(An)=3" a- (5.28)

ZL a+2L
/_n6 /_nG

com a=3-67"/(N>)At* /T?+ 2" I(nH)At* /T eb=3n’0t /T - 2°A83 /T3,
Para 0 método EXGA-Newmark (EXGA-NW"), a seguinte funcdo pode ser

encontrada para o caso £=0.0:

(A= AbsfL A0 1 ardb
C

2 C

N| =

(5.29)
20/-b + (At/T)(-1+ 2) b )]

Ty a-vb ' a+ib (
2b c c

com a=n*-(m*-ABm*+2ym*)M* [T?, b = —4n* At [ T2+ (-16 B+(1+2)) At /T e

c=n*+48m° A% T2,

“1
14 | -
1,2 |- -
1,0 -
A 08 EXGA-RK', RK j
0,6 - -
04 ExGA-RK’ .
02 L ExGA-RK'— " _ EXTA'RKm_
L _ 6

0,0 R b4 o0 a0l R EX.GA:R.K.?’. ANy A

0,01 0,1 AT 1 10

Figura 5.1 — Raio espectral p(A)xAt/T com &=0.0 para o0 método RK

e ExXGA-RK".
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1,5

1,4
1,3
1,21

1,1

1,0
0,9 -

0,8

0,0

1,4

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
AT

® 4,

1,0
0,8
p(A) ]
0,6
0,4

0,2 1

(b) ]

T

ExGA-DCT*

ExGA-DCT'

ExGA-DCT?

ExGA-DCT® ExGA-DCT"

0,0
0,01

0,1 1 10

AT

1,0

ExGA-NW™", NW (y=0.5,3=0.25)

o) %7

0,6 -

(©)

0.4

ExGA-NW'
(y=0.6,3=0.3025)

EXGA-NW2—"
(y=0.6,3=0.3025)
ExGA-NW*
(y=0.6,3=0.3025)

0,01

0,1 1 10 100
AT

Figura 5.2 - Raio espectral p(A)xAt/T com &=0.0 para os métodos:
(a) DC e EXGA-DC" ; (b) EXGA-DCT"; (c) NW e EXGA-NW".
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1 ExGA-WS'
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ExGA-WS
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0,8—-
0,6- 0=1.4
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0,2 1

0’0 LR | ! L ! L L L L
0,01 0,1 1 10 100

A funcdo (5.28) plotada na Figura 5.1 mostra que o método EXGA-RK®, com

n=1, possui 0 mesmo raio espectral que o método Runge Kutta (RK), ambos séo
condicionalmente estaveis se At/T <+/2/7. O método EXGA-RK? possui a seguinte

restricdo de estabilidade At/T < YNOYL& logo, pode ser mostrado que o limite critico

para At/T varia linearmente com n, ou seja, a seguinte condi¢do de estabilidade é

satisfeita t/T nv2/7
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Curvas do raio espectral p(A) versus At/T para distintos valores de n

(distintos sub-passos), baseadas na funcdo (5.29), sdo plotadas na Figura 5.2-(a).
Percebe-se que a curva para o método Diferenca Central permanece constante,
P(A) =1, até atingir seu valor critico, nesse ponto p — c. No entanto 0 mesmo néao
ocorre para 0 método EXGA-DC', sua curva é assintética tendendo ao valor unitario na

origem, ou seja, AtI/|Tnjo,o(A) =1
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método de Newmark onde se tem um amortecimento numérico maior para valores de
At/T grandes. A medida que n cresce os valores do raio espectral tendem a um para
valores de At/T pequenos, diminuindo assim 0 amortecimento numeérico, mas
aumentando o mesmo a medida que At/T cresce.

Da Figura 5.3-(a) conclui-se que 0 método ExGA-WS" é instavel, i.e., p(A)>1.
Quando n aumenta, os métodos EXGA-WS® e ExGA-WS® possuem regides estaveis e
instaveis, tem-se p(A) >1 para certos valores dentro da regido At/T <0.4 tornando a
ser estavel para valores At/T >0.4.

Analisando a Figura 5.3-(b) observa-se que as curvas para 0s métodos EXGA-
HHT! e ExGA-BK' se assemelham, possuindo um amortecimento numérico maior para
pequenos valores de At/T quando comparados aos métodos HHT e BK, invertendo
esse comportamento para At/T grande. J& para o método ExGA-HHT* pode ser

observado que o(A)>1 para certas regibes de At/T, o que ndo acontece com 0

método ExGA-BK” onde p(A) <1 para todo valor de At/T .

5.3.2. Relagéo entre ExXGA-Newmark e Newmark

Serd demonstrado que o método EXGA-NW', i.e., n=1 ou h=At, torna-se
idéntico a0 método de Newmark quando se adotam valores especificos para 0s
parametros y e . Antes de analisar os dois métodos é necessario definir a matriz de
amplificacdo do método de Newmark, dada por (GERADIN & RIXEN, 1994,

HUGHES, 2000):
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A =

20208 - Y)EPAL + (28 - ) At + AyEwht + 2 428 - ) E2P AL + (2 - 1)2EwAt? + 2t
2+ Ayéwit + 2 fw’ At? 2+ AyEwht + 2 fw’ At°
(28 - p)w'At® - 20’ At (2B - Y)2E° At + (B - y)2w* At + 4(y — 1) Ewit + 2
2+ Ayéwit + 2 B’ At? 2+ AyEwht + 2 far’ At?
(5.30)

Sendo At pequeno e & =0.0, a matriz de amplificacdo A, pode ser expandida

em série de Taylor como:

w*At?

A (1,1)=1-
A (1L.2)=0t = BB + BP0 D - B0’ M + B M - B0 At + ..

2 1 4043 1 6 A5 1 2 8nLT 1 310 AeO
AwRl)=-w At+§yw At —Eyﬁa) At +§y’8 WAt _Ey’g WAL +

A (2.2)=1-y" B* + yBw At - y5° W’ M° + yB P At° - B w AL + ..

A matriz de amplificagéo AEX(BA_N

a1 puae L purne-Lparne.,

(5.31)
(5.32)
(5.33)

(5.34)

L. Para o método EXGA-NW" é obtida

utilizando a equacdo (5.25) com n=1 e posteriormente substituindo os valores de

g(At), g(At) e §(At) na matriz de amplificacdo (5.24). Assumindo & =0.0, sua

expansdo em série de Taylor é dada por:

A onnut @D =1y A + yBe’ At* - YW M + B’ M - B W At + ..

A opnt (12) = Dt = B’ A + BP0 A = B’ At + B’ A° ~ Bw At + ..

A ot (2D = -0t + B AT - B2’ A + oAt - B AL + .

A (2:2) S 10" B + yBe’ Bt* = B0 D° + )P af O = B DL + ..
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(5.36)
(5.37)

(5.38)



Analisando a equacao (5.35) (i.e, A__, ,.(@1) e a equacdo (5.31) (i.e.,
Ay (1,1)) e posteriormente as equacdes (5.37) e (5.33), respectivamente, conclui-se

que para £ =0.0 os métodos ExGA-NW" e Newmark s&o idénticos se e somente se:
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Assim como nas demonstracbes de TARNOW & SIMO (1994), o método
ExGA-DCT' também é de quarta ordem. Isto pode ser demonstrado, analisando as

equac0es (5.40) a (5.43) e as equac0es analiticas (5.19) a (5.22), observando que todos

os termos até At* sio idénticos provando assim que o método é de 4° ordem.

5.4. Método ExGAH
5.4.1. Matriz de amplificacéo e gréaficos

Diferentemente do método EXGA, a matriz de amplificacdo para o método

ExXGAH pode ser escrita como:

_ h(at) g(ar)

EXGAH ~ . (5.44)
h(at) g(At)

Além do célculo da funcdo de Green discutida em 5.3.1, a funcdo Degrau h(At)
e sua derivada h(At) também devem ser calculadas. A funcdo Degrau numérica é
obtida através da utilizacdo da equacdo (5.25) para um sistema com um grau de
liberdade, substituindo G e G° por H e H°, respectivamente, sendo que o0 vetor

H° agora depende das seguintes condicdes iniciais:

1
h(0)=0 (5.45)

Como descrito anteriormente fungdes para o raio espectral sdo facilmente

obtidas. Apenas a funcéo raio espectral para o0 método ExXGAH-NW" para &=0.0 sera

mostrada nesta dissertacao, cuja funcdo e dada por:
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(@)

P(A)

(b)

1,4

1,2 ]

1,0 ]

ExGAH-WS® .

ExGAH-WS'

0,8

0,6

0,4 7

6=1.4

0,01

0,1

1
AT

0,0

a=-0.3

ExGAH-HHT*

ExGAH-BK*

ExGAH-HHT'

ExGAH-BK'

0,01

0,1

1

10 100

AT

Figura 5.6 - Raio espectral p(A)xAt/T com &é=0.0 para os métodos:
(a) WS e EXGAH-WS"; (b) HHT, BK, EXGAH-HHT" e EXGAH-BK".

Analisando a Figura 5.5-(a), nota-se que o0 método EXGAH-DC" é
condicionalmente estavel para qualquer valor de n. Quando n=1, o método ExGAH-DC*
possui a mesma estabilidade do tradicional método Diferenca Central, i.e., At/T <1/77.
Para n=2 o método tem como limite critico At/T =2/, pode-se no entanto mostrar
que esse valor critico possui uma variacdo linear a medida que se aumenta o nimero de

sub-passos n, cuja relagdo é dada por, At/T <n/r.
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A Figura 5.5-(b) mostra que os métodos EXGAH-NW", i.e., n>1 e Newmark

(NW) para y=1/2 e S =1/4 possuem a mesma estabilidade, 0 mesmo acontece para 0s
métodos EXGAH-NW* e Newmark quando y =0.6 e 8 =0.3025 com ambos possuindo

0 mesmo amortecimento numérico. A medida que o numero de sub-passos (n) aumenta

0 método EXGAH-NW" com y=0.6e #=0.3025 vai diminuindo o amortecimento

numérico para valores pequenos de At/T e aumentado para valores grandes de At/T .
O método EXGAH-WS" comeca a ficar estavel a medida que n aumenta, como

visto na Figura 5.6-(a). Para n=1, o método é instavel com o(A)>1 para todo valor de

At/T (curva assintética), para n=3 existem regides onde o método é instavel e vice-

versa, ja para n=4, o método possui todos seus valores abaixo de um, i.e., p(A) <1, até

atingir seu valor critico.

Diferentemente dos métodos EXGA-HHT" e EXGA-BK", os métodos EXGAH-
HHT" e EXGAH-BK" sdo estaveis para qualquer valor de n, como visto na Figura 5.6-
(b). Nota-se que o método ExGAH-BK" possui um amortecimento numérico maior
comparativamente com o método ExGAH-HHT". Analisando as curvas para os métodos
ExGAH-HHT* e ExGAH-HHT? percebe-se que o raio espectral sofre pequenos
“saltos” para certos valores de At/T . Esses “saltos”, indicam que o auto-valor da
matriz de amplificagdo € um numero real, o que ndo ocorre para 0s demais pontos, onde
valores imaginérios sdo encontrados. Note que tal caracteristica também ocorre em
outros métodos aqui apresentados, como por exemplo, EXGA-WS", EXGAH-WS", etc.

Assim como feito para 0 método ExGA-NW' e Newmark, pode-se demonstrar a
relacdo entre o método ExGAH-NW' e o método de Newmark. Para tal assumindo

amortecimento nulo, i.e., £=0.0, a matriz de amplificacdo para 0 método EXGAH-

NW!* possui a seguinte expansdo em série de Taylor:
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W’ At?

A (b1 =1- +%ﬂw“m“ -%ﬂzw%tﬁ +%ﬂ3w8At8 —% WM + ... (5.47)

A i 12) = At = B’ AL + Bw' At - B’ At + B’ At - B At +... (5.48)
— 2 l 4743 1 6 A45 1 2, 8n47 1 3,10 A+9

AEXGAH—NWl(Z’l) =W At+5ya) At _Eyﬁw At +EV,B w” At _EV,B WAt + ... (5.49)

A cpnt (202) =1y A% + yBa At - yB2 o’ + YW’ M - yB* W *At° + ... (5.50)

Comparando as equagdes (5.47) a (5.50) com as equacgOes (5.31) a (5.34) do
método de Newmark, conclui-se que as mesmas sdo idénticas, provando assim que 0s
métodos ExGAH-NW' e Newmark s&o iguais para qualquer valor de y e 8 com relagéo
as suas matrizes de amplificacdo para &=0.0. Apesar de ndo mostrado nas expansdes
em série de Taylor os dois métodos também sdo iguais quando se adota & #0.0.

Note que para os métodos EXGA-HHT", ExXGA-BK", EXGAH-HHT" e EXGAH-
BK", as funcdes de Green e Degrau sdo calculadas utilizando o mesmo parametro o
dos métodos originais, i.e, HHT e Bosak. Entretanto, deve-se realizar um estudo mais
detalhado para determinar o melhor valor do pardmetro a para os métodos EXGA e
ExGAH, observe que tal estudo também se aplica aos métodos EXGA-WS" e EXGAH-

WS" para a determinagéo do parametro 4.
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6. Analise de Erro

Este capitulo analisa o erro cometido pela matriz de amplificacdo dos métodos
EXGA e ExXGAH, o algoritmo além de ser estdvel deve também garantir solugdes
precisas, 0 método pode ser estavel e fornecer resultados ndo precisos. A precisdo €
medida através do alongamento ou contracdo de periodo e decaimento da amplitude ou
através da taxa ou razdo de amortecimento numérico. Obviamente, a taxa de
amortecimento numérico é a forma quantitativa do amortecimento numérico definido no
capitulo anterior através do raio espectral.

Posteriormente o erro cometido pelo operador de carga, i.e., a parte nao
homogénea da equacdo diferencial, sera analisado e demonstrado sua alta precisdo
principalmente quando sub-passos séo utilizados para o célculo da funcdo de Green.
Também € descrita a obtengdo de intervalos de tempo criticos através do célculo da
maior freqliéncia do sistema, principalmente quando métodos explicitos sdo utilizados.
Essas freqliéncias sdo calculadas a nivel de elemento através de fungdes pré-definidas,
fornecendo portanto uma estimativa para o intervalo de tempo sem qualquer custo

computacional.

6.1. Precisao

6.1.1. Conceito e graficos

O erro da matriz de amplificacdo € medido quantitativamente através do

alongamento ou diminuicdo de periodo ('F—T)/T e da taxa de amortecimento &, como

visto na Figura 6.1.
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Figura 6.1 - lustracdo do alongamento de periodo (AP) e
decaimento da amplitude (DA) para £=0.0.

Assim como feito para a estabilidade, adota-se também a equacdo massa-mola-

amortecedor sem nenhum tipo de forga externa, i.e.:

%(t) + 2EwX(t) + X (t) = 0 (6.1)

com condicdes iniciais dadas por

(6.2)

A solucdo da equacdo (6.1) para 0< &<1¢é dada como (RAO, 1995, CLOUGH

& PENZIEN, 1993):

x(t) =€ x,cos(w,t) + X SW% G (wyt) (6.3)

Wy

com w, = W& 1.

Utilizando a equacdo (5.23), a solugdo numérica da equacdo (6.1) é dada por:

XHM = AExGAIH (1’ 1) Xt + AEXGAIH (1' 2) Xt

t+AL t .t (6.4)
X = AEXGA/H (2!1))( + AEXGA/H (2’ 2)X
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onde Ay representa a matriz de amplificacdo do método EXGA ou EXGAH.

O termo da velocidade na equacédo (6.4) pode ser eliminado criando-se mais um
sistema de equacbes no tempo anterior, admitindo t=t-At na equacdo acima. A

seguinte equacao para o deslocamento é obtida (BELYTSCHKO & HUGHES, 1983):

X —tr (Agean ) X +det(Agean )X ™ =0 (6.5)

Como os auto-valores séo distintos para a matriz de amplificagdo A

quando 0<é<1,i.e, A #A,, asolugdo da equacdo (6.5) e calculada como:

X' = A +C Al (6.6)

onde i representa 0 nimero do intervalo de tempo, tal que, t = iAt.
De maneira similar aos auto-valores da matriz de amplificacdo analitica,

equacao (5.17), os auto-valores da matriz de amplificagdo A, Podem ser expressos

como:

A, =e Pt = A1 B (6.7)

com &, @ e @, representando a versdo numérica de &, w e w, , resultando em

o= arctan(B/ A)
-t (6.8)
F=" In(A? + B®)\/1- &

2arctan(B/ A)
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Substituindo a equacédo (6.7) na equacdo (6.6), a forma discreta da solugdo da

equacao (6.3) é dada por:
x" = e (x, cos(@,T)+CTsin(@,T)) (6.9)

(A D) = Aryoan (2,2)) X, 1 2+ Agcpn (1, 2) %, .
(det(Aciom )~ (1 (Accsuar) 12)°)

com x' =x' (pontos discretos) e T =

Utilizando a equacdo (6.8), tanto o alongamento de periodo como a taxa de
amortecimento podem ser calculados, note que T =27/@weT =27/w. Sendo T =T
na parcela e da equacdo (6.9) e expandindo-a em série de Taylor, obtém-se a
expressdo DA 27& (HUGHES, 2000). A seguir sdo apresentados os graficos para o

alongamento de periodo e taxa de amortecimento para o método EXGA.

0,10 T T T T 0,10 T T T T T T T T
0,08 | E L i
EXGA-RK', RK 0,08
EXGA-RK', RK
;\:0,06 = B 0,06 -
£ ExGA-RK? (%)
0,04 1 0,04 |- 4
= EXGA-RK’
0,02 - B 0,02 4
ExGA-RK’ .
0,00 1 @ 0,00 EXGARK' |
1 1 1 1 | | | |
0,00 0,04 0,08 0,12 0,16 0,20 0.00 0.04 008 012 0.16 020
At/T 3 ’ ) 3 3 H
AT
T T T T T T T T T
0 ExGA-DC’ 0.0
L DC
2L
-0,2 | .
I EXGA-DC? ]
T Ar 7
< 04} ) -
= I Z (0 ExGA-DC
,ZT 6L i £ (%) EXGA-DC?
= L ExGA-DC' 0,6 |- -
8L
ExGA-DC*
L 0,8} i
10t (b)
L L L 10 1 1 1
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 '0,00 0,05 0,10 0,15 0,20
AT AYT

Figura 6.2 - Alongamento de periodo e taxa de amortecimento para os métodos: (a) RK e
EXGA-RK", (b) DC e EXGA-DC".
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Figura 6.3 - Alongamento de periodo e taxa de amortecimento para 0s métodos: (a) EXGA-
DCT"; (b-c) NW e EXGA-NW"; (d) WS e ExXGA-WS".
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(T-T)T (%)

21 T T T T T T

1 EXGA-HHT' g
8] 0 —BeAmAT ]

154

EXGA-HHT'

12+ e

EXGA-HHT* o7

EXGA-HHT*

ExGA-BK' BK -]

T
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,00 0,05 0,|10 0,15
AT AT

Figura 6.4 - Alongamento de periodo e taxa de amortecimento para os métodos: HHT, BK,

EXGAH-HHT" e EXGAH-BK".

Pode-se observar na Figura 6.2-(a) que tanto o erro percentual do periodo quanto
o0 erro da taxa de amortecimento numérico diminuem a medida que o numero de sub-
passos n aumenta. Para n=1 o método ExGA-RK' possui 0 mesmo erro que o método de
Runge Kutta. Note que os erros decrescem rapidamente com apenas alguns sub-passos
n.

Na Figura 6.2-(b) observa-se que o método ExXGA-DC! possui um erro
(contracdo) de periodo maior comparativamente ao método DC, mas a medida que n
aumenta esse erro diminui. J4 a taxa de amortecimento possui valores negativos para
n=1, isto ocorre devido ao seu raio espectral ser maior que um, i.e., p(A)>1, 0 que
indica um aumento da amplitude, caracterizando um método instdvel. O mesmo nao
acontece para o método EXGA-DCT", Figura 6.3-(a), onde a taxa de amortecimento
numerico possui valores sempre positivos indicando que o(A)<1.

Os métodos ExGA-NW' e NW para y=1/2e S=1/4 sdo exatamente iguais
como visto na Figura 6.3-(b). Como seus raios espectrais sdo iguais a p(A) =1, tanto o
método EXGA-NW" quanto o método NW ndo possuem amortecimento artificial. Ja
para os parametros y =0.6 e 8 =0.3025, Figura 6.3-(c), 0 método EXGA-NW" possui

um menor erro para o periodo e uma taxa de amortecimento numérico maior quando
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comparado ao método NW; a medida que n aumenta tanto o alongamento do periodo

guanto a taxa de amortecimento numérico diminuem.

Da Figura 6.3-(d) percebe-se que o alongamento de periodo para 0 método

ExXGA-WS" diminui quando sub-passos (n) séo utilizados, para a taxa de amortecimento

numérico tem-se que os métodos ExGA-WS', ExGA-WS? e ExGA-WS® possuem

valores negativo, significando que p(A) >1. Analisando a Figura 6.4, fica evidente que

os métodos EXGA-HHT" e EXGA-BK" apesar de estaveis para certos valores de n, ndo

possuem nenhuma precisao como Vvisto no grafico de alongamento de periodo e portanto

ndo devem ser utilizados.

Os seguintes graficos para o alongamento de periodo e taxa de amortecimento

sdo encontrados para 0 método EXGAH.

T T T
0+ ExGAH-DC* -+
14 4
= EXGAH-DC’
xR
£ 2
- |
[ ExGAH-DC', DC
-4 - 4
-5 T T T
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20
AT
4 T T T
y=0.5
34 $=0.25 d
S
£ 27 1
i~ EXGAH-NW', NW EXGAH-NW?
'_
=
14 i
EXGAH-NW*
0 E 10
XGAH-NW
T T T T T T T
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20
AYT

£(%) 0,0

(@)

&(%) 0,0

(b)

0,8

0,4 -

ExGAH-DC™', DC

-0,4-

-0,8
0,00

0,8

AT

0,20

0,6+
0,4 1

0,24

EXGAH-NW™' NW (y=0.5,3=0.25)

-0,2
0,4

-0,6

-0,8

"0,00

T
0,05 0,10 0,15
AT

Figura 6.5 - Alongamento de periodo e taxa de amortecimento para os métodos: (a) DC e ExXGAH-

DC"; (b) NW e EXGAH-NW".
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= " ]
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0 T T ! ! I I :
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,00 0,05 0.10 0.15 020
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6 . T 3’0 T 7 T T
5| a=03 _ 2,5 =03 e // 7
HHT g -
/ EXGAH-HHT./
4] 8 201 ExGAH-BK'/ 2 1
S EXGAH-HHT' '
I: 3 i - z 0/ 1,5 1
= & (%)
I=
S , _ 1,04
N 0,51
(c)
N ] 004 EXGAH-HHT* |
T T T ( I :
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,00 0,05 0,10 0.15 020
AT auT

Figura 6.6 - Alongamento de periodo e taxa de amortecimento para os métodos: (a) NW e
EXGAH-NW"; (b) WS e EXGAH-WS"; (c) HHT, BK, EXGAH-HHT" e EXGAH-BK".

Como visto na Figura 6.5-(a), 0 método ExXGAH-DC" ¢ idéntico ao método DC
possuindo a mesma contracdo (diminuicdo) de periodo e taxa de amortecimento
numérico. Note que 0 método ndo possui qualquer tipo de amortecimento numérico ja

gue seu raio espectral é dado por p(A) =1, a medida que n aumenta o erro percentual

do perfodo diminui. O método EXGAH-NW* com y=1/2e 8=1/4, Figura 6.5-(b),
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também é igual ao método NW, ambos possuindo taxa de amortecimento numérico
nulo. Para n>1 tem-se uma diminuicdo do alongamento de periodo, a mesma

caracteristica é também encontrada no método ExGAH-NW" com y =0.6 e 8 =0.3025

exceto pela taxa de amortecimento numérico onde & é diferente de zero, Figura 6.6-(a).

Da Figura 6.6-(b), percebe-se que o método ExGA-WS' é instavel, possuindo
uma taxa de amortecimento negativa, ja para n=4 o método torna-se estavel com valores
positivos para a taxa de amortecimento, ambos possuem um erro percentual do periodo
menor comparativamente ao método WS. Diferentemente dos métodos EXGA-HHT" e
EXGA-BK", os métodos EXGAH-HHT" e ExXGAH-BK" sdo estdveis e precisos,
possuindo um alongamento de periodo menor que os meétodos HHT e BK mas
apresentando uma taxa de amortecimento maior para certos valores de n, como visto na

Figura 6.6-(c) .

6.2. Erro do operador de carga

Como visto anteriormente a equacdo homogénea com um grau de liberdade foi
estudada, no entanto a solucdo geral considerando-se a parte ndo-homogénia para os

métodos EXGA e EXGAH pode ser escrita como:

Xt+At Xt rt

ot = Agcam i +Lean et (6.10)

onde L.,y representa a matriz do operador de carga para 0s métodos EXGA ou

ExGAH.

Diferentemente da matriz de amplificagdo A, , O Operador de carga para 0s

métodos EXGA e EXGAH sdo iguais, i.e., L,c, = L,cay - NOte que 0 operador de carga
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é obtido utilizando uma aproximacao linear da forca entre [t,t+At] expresso pelas

integrais numéricas de convolugdo previamente definidas no capitulo 3. Qualquer outra
aproximagcéo para a forca conduziria a operadores diferentes.
Afim de medir o erro causado pela integracdo numérica das integrais de

convolucdo descritas pelas equacdes (3.26) a (3.28), o operador de carga analitico L ,,
¢ comparado com o operador numérico para um sistema com um grau de liberdade.

Assumindo a forca como sendo linear no intervalo [O,At], as integrais de convolucéo

para £=0.0 podem ser calculadas utilizando a fungdo de Green analitica dada pela

equacéo (3.13) como:

f (At)

f ‘g(At- 1) f(n)dT = J’—sm(w(At )I( f(o))r+f(0)]dr

f (At)

f (6.11)
(O))T+ f(O)dr

I g(At 7)f(r)dr= I cos(a)(At ))[(

Depois de efetuada a integral da equacéo (6.11), a mesma pode ser reescrita na

seguinte forma matricial, chegando-se no operador de carga analitico dado por:

cos(wAt) N sin(wAt) 1 _sin(wAt)
L = W WAt W WAt (6.12)
e , Cos(wAt)  sin(wAt) 1 cos(wAt)
WAt WAt w WAt WAt

Admitindo At suficientemente pequeno, todos os elementos do operador de

carga na equacao (6.11) podem ser expandidos em série de Taylor como:
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(6.13)

AP A A WA oA
L/—\N (l’ 1) = - + +
3 30 840 45360 3991680
2 2pn44d 4746 8 10
LAN(l,Z):At_a)AterAt_wAt N O°A°
6 120 5040 362880 39916800
(2.1 = _At_ @A WA AL WA
b 2 8 144 5760 403200
2 3 4
LAN(2,2)=E-CUM +a)At WM WAL
2 24 720 40320 ' 3628800

As matrizes dos operadores de carga huméricos para um sistema com um grau

de liberdade podem ser obtidas utilizando as equacdes (3.26) a (3.28) e reescritas na

seguinte forma matricial, respectivamente:

iwl(j) sz(j)

LlExGA/H: . )
;;wmj) Zﬁ@(p
: i‘/’ (J)"'lw (j-1) k iw (j)+
L2 — JZ 277 27t JZ P
EXGA/H k lzﬂ()+1¢/(—l) k lw ()+
JZ 2 N 2 Y JZ N J
ki2 q 4 _ 1 - o
¥ ) ,Z §¢1(21)+§¢/1(21—1)+§¢/1(21_2) JZ
EXGAH ki2 141/ (21)4_&4[/ (2j—l)+1¢/ 2i-2) k/2
2, /el 37" 2
com

it o

wl(j):(l—i)ﬁg

(At- ” ) w,(j)=
(i) = (1—i)At (at- ‘ft, wz(n—iE
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(6.14)
%wz(j -1)
) (6.15)
El/jz (J _1)

1 L4 . 1 .
§w2(21)+§¢/2(21 _1)+§¢/2(21 _2)

1 .4 . 1 .
§w2(21)+§¢/2(21_1)+§¢/2(2J_2)
(6.16)
JAt
g(At- ” =)
\ (6.17)
g(At - Jkt



Calculando-se a funcdo de Green pelo método de Runge Kutta com &£=0.0,

chega-se na seguinte tabela contendo a expansdo em série de Taylor de todos os

elementos da matriz operador de carga numérico para diferentes valores de n:

Tabela 6.1 - Expansdo em série de Taylor do operador de carga numérico para o método EXGA-RK".

k=n=1 k=n=2
Leean @D =0 At? WAt
LlE GAM E]_ 2)) _ O I‘lExGA/H (1’ l) = I-1E><GAIH (1! 2) = ? - 192
ExGA/H d -
At WA WAL
Lean (2) =0 L (2)="- +
L Lf GAM > o)< At exor (2:1) 4 32 1536
ExGA/H =
EXGA/H( 1 ) Ll (2 2) _ 3At ~ wZAIS . w4At5
EXGAH AT 4 32 1536
At?  WPAt? ALY 3wAtY WAt WAL
L2 11)=—- 12 1,1) = - + _
EXGA/H( ) 2 12 ExGAIH( ) 2 64 512 36864
L2 i@ 2)=0 A® WAt
o T R T
2 _ _ W
Looan (2) === 2 =Bt 5w'At° | 17a'At° _ 5w'At’
L% onn WAL BGAHASY T g 1536 18432
¥ 48 . W’ At’
, At 589824
LEXGA/H (2’ 2) - 2 L2 (2 2) _ g_ a)ZAtS . 604At5
EXGAR AT 2 32 1536
At?  50At* w'At® WAL
L3 11) = — - + -
exoan (L) 3 144 768 55296
At? WAt
L?I)EXGA/H L2)= T - 144
2 3 4 5 6 7 3 9
. LSEXGNH(M):E_CUAI LWAC SwAU | wAt
Lecam - 2 8 128 27648 884736
At A WA
L3 2,2)=—- +
o (2:2) 2 24 1152

Comparando as expressdes (6.13) com a Tabela 6.1, pode ser observado que 0

erro do operador de carga numérico diminui quando n aumenta. Como visto, o operador

matricial L%,, produz melhores resultados que os demais, entretanto o operador
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L% can Seria uma escolha suficientemente precisa e computacionalmente menos

oneroso quando comparado com o operador L3 .,,,, além de ndo ter nenhuma restrigdo

guanto ao nimero inteiro n como ocorre em L% .. (ver secdo 3.2). Vale ressaltar que

tanto o operador numérico quanto o analitico foram calculados assumindo a forca como
sendo linear dentro do intervalo de tempo. Qualquer outra aproximacdo levaria a
diferentes valores tanto numeéricos como analiticos.

Para 0 método ExGA-DC" a seguinte expansdo em série de Taylor é encontrada

para £ =0.0:

Tabela 6.2 - Expansdo em série de Taylor do operador de carga numérico para o0 método ExGA-DC".

k=n=1 k=n=2
L (1L1)=0 At?
1E oD LlExGA/H Ly = LlExGAIH 12)=—
Levean(L2) =0 2 re3 8
At w At
LlExGA/H (2,)=0 LlExGA/H (2)=—-
A Lk (2,2) = At : >
EXGAH \&1 ¥ (2.2) = ﬁ_ W At3
ExXGA/H ! 4 32
At? 3At* WAt
I-2E><GA/H (l’ 1) = 7 LIZExGAIH (1’ 1) = 2 B 32
2 ..(1,2)=0 At®
EXGAM ( ) At WAR LfExGA/H (1’ 2) = ?
2 8t
Levean (2,1) = ? 4 5 A\ 5’At? WAL
2 Leoan (2D =—~- +
Lecam 2 2,2) = At 2 32 128
EXGAH \ &1 2 2 (2.2)= E_ WAt
ExXGA/H ! 2 32
At? @At
LSExGA/H Ly= T - 48
At?
LSExGA/H (1v 2) = T
At WA WAL
L3 2,1)=—- +
Lo - sonn (21 = 5" =4 T,
At AL
LSExGA/H (2,2)= ? - 24
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Comparando a Tabela 6.2 com as equacdes (6.13), nota-se que o operador
LY can também produz melhores resultados e que o operador de carga para 0 método
ExXGA-RK" é mais preciso que operador para o0 método EXGA- DC".

O operador de carga para 0 método de Newmark pode ser escrito da seguinte

forma (HUGHES, 2000):

(L-2B)B +28(y - 2B) b’ 2pAt°
2+ AN 2f0AE 2+ ApEht+ 25w At (6.18)
21 pht-(y-2B)war’ 2/t |

2 + 4yEwit + 2 B’ At° 2+ 4yEwit + 2 B’ At?

A seguinte expansdo em série de Taylor é encontrada para o operador L,

assumindo £=0.0:

2
Ly (1,1)= %‘,3 At® + ﬂz—g W At* + '%—,83 W At® + .
L (12)=6At% - B20PAt* + fo’At® - B’ M® + B At - ...
(6.19)
L (21)=(1-y) At + ﬂy-% WAL + %-/J’zy WA + ...

Ly (2,.2)=)At-Byw’ At + B2y Bt° - By’ At” + By’ At - ...

Comparando as expressdes de (6.19) e admitindo S=0e y=1/2, conclui-se
que o operador do método EXGA-DC', i.e., L%, para k=n=1 da Tabela 6.2 é

exatamente 0 mesmo operador do método Diferenca Central, ou seja, 0 método de
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Newmark com f=0e y=1/2. Comprovando assim a alta precisdo dos operadores

para os métodos EXGA quando n>1.

6.3. Estimativa do intervalo de tempo

Como visto nos graficos de estabilidade, métodos explicitos sdo
condicionalmente estaveis, tendo portanto um intervalo de tempo critico. Para a
determinacdo do intervalo de tempo critico é necessario calcular o menor periodo T do
sistema, ou seja, 0 método de integracdo deve ser capaz de integrar corretamente todas
ou as mais importantes equaces originadas da analise modal. O processo de
determinacdo do menor periodo, i.e., a maior freqiéncia, considerando as matrizes
globais é extremamente oneroso e ndo usual. Entretanto este calculo é realizado a nivel
de elemento. Utilizando a expressdo do quociente Rayleigh (BATHE, 1996), pode-se

mostrar que:

max

Ay S MaX A (6.20)

e
max

com A, representando o maximo auto-valor do sistema global e A7, 0 maximo auto-

X

valor do elemento.

O méximo auto-valor A°_ é calculado através da seguinte equacao:

(ke = 2m*)® =0 (6.21)

27
COM Wy = A/ Arax € Tiin :_w )

max
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Também néo é aconselhavel adotar rotinas numericas para o calculo dos auto-
valores nos elementos, exceto para casos bastantes especificos onde longos periodos de
tempo precisam ser analisados (KOTERAS & LEHOUCQ, 2006). Portanto, em geral 0s
auto-valores sdo calculados de forma analitica através de expressfes pre-definidas.
FLANAGAN & BELYTSCHKO (1984) reduzindo a equacéo (6.21) e utilizando apenas
um ponto de Gauss estabeleceu expressdes para 0s auto-valores de elementos
quadrilateros e hexaédricos, mas tal procedimento em geral gera resultados bastante
conservativos. LIN (1989), prop6s um teorema provando que os auto-valores minimos
e maximos de um elemento sdo determinados pela soma dos menores e maiores auto-

valores obtidos nos ponto de Gauss, respectivamente. Sua expressao é dada por:

Mint

A2 ni:Zm/\;;;; A < Z A (6.22)

onde n_ =n. nZn’ representa o nimero total de pontos de Gauss.

int”'int " lint

O auto-valor A*' no ponto de Gauss i do elemento é calculado através da

seguinte equacao:
(kt-A"m")o" =0;  i=12..n (6.23)

sendo k; = B"DBW,.

Posteriormente, LIN (1991) com o intuito de tornar a equacdo (6.23) mais facil

de ser calculada, propds a seguinte transformacéo:
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DBB™W, (6.24)

Na equagio (6.24) a matriz do elemento k¢ tem a vantagem de possuir a mesma
dimensdo da matriz D, sendo, portanto menor comparativamente com a matriz original
k{. A transformacéo (6.24) produz bons resultados para elementos triangulares lineares

e quadrilateros bilineares.

Tanto as deducbes de FLANAGAN & BELYTSCHKO e LIN geram uma
aproximacgédo para a equacgdo original (6.21). Assumindo matriz massa diagonal, a
equacdo (6.21) é manipulada diretamente e expressdes para 0s auto-valores de
elementos triangulares com 3 nds e quadrilateros com 4 e 8 nds, com seus lados
paralelos aos eixos globais de coordenadas, séo obtidos utilizando computagéo
simbdlica, e.g., Mathematica, como visto na Tabela 6.3.

Os calculos dos auto-valores para 0 meio elastico foram efetuados considerando

o0 estado plano de tensdo (EPT). Para o estado plano de deformagdo (EPD) deve-se
subtituir E por E/1-0?) e v por vl(l-v) na Tabela 6.3 (MALVERN, 1969).

Expressdes para auto-valores de elementos de maior ordem e/ou distorcidos podem
também ser obtidos, mas necessitam de muitas simplificacbes e suposicdes para que

possam ser utilizados de forma eficiente.
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Tabela 6.3- Auto-valores para céalculo da maior freqiiéncia do elemento onde &, =\ Arax s Avax = max A*
1=1,2...

max 7 max

Elemento Meio Acustico Meio Elastico (EPT)
/11 =0, /]1 =0, A, = 3a1E ’
2 2 2 23 ‘A (l+ U)p
3Ka, 13K\/—4(—2a3 +agb? +ab} +a,bf -2a,b,c,)+a
h 8A7p | -12aE +E,[144a} +576(v" -1)(bZa, - 28, - 20,c,a, +bZa, +b?a,)
a =b +b} +b + ¢ 4} +c 2, =l +, &, = b, " 32A° (0" 1) o
a‘4:blcl+b3c3’a5=012+C§’a6=C§+C§ a1:b12+b22+b§+C]_Z+C§+C§’a2:Cl2+c22’a3:blb3clc3

— — A2 2 — A2 2 — A2 2
a4_blcl+b303'a5_cl+CZ’a6_CZ+CS’a7_Cl+CS

o~ (a*+p’)E (-20°+a’(v-1))E
b A=0,A _K /\3=L/\ :M Aaa =0 fT 2 (1+0)p' T eath? (v -1)p
P alp’ b?p’ " 3a’h?p -
\ _(—2a +b (u—l))E
o 6512b2(u2 —1)p
2a a2 +b? i\/a“ +b* +2a%b? (ZU2 —1)
e 2a’b? (v* -1)p
3(a*+b?)K
. ° @ _ _
4‘Q4'i3%5L“
° o v , _ 5(5a% +30) K + K+/5v/125a* - 30a%h” + 9b°*
a4 10a%b’p ’
PS . Py _5(3a% +5b?) K + K+/5v/9a* - 30a%h? +125b°* i
" 0 10a’b?p '
2a
15(a? +b?) K + Ky/25a* +14a%b? + 25b*
/‘73 = 2 2|2
a‘b’p

* K coeficiente de compressibilidade, E modulo de elasticidade, v coeficiente de Poisson, A area do elemento e b =y,-vy,, b, =y,-y,, b=y, -vV,,
C, =X —X%,C, =X —X,;, C, =X, —x onde (x,y,) representa as coordenadas dos nds para o triangulo.
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7. Analise de Resultados

O presente capitulo tem por objetivo demonstrar a aplicabilidade dos métodos de
integracdo temporal denominados ExXGA e ExXGAH desenvolvidos neste trabalho e
comparar os resultados obtidos com os métodos classicos e solugfes analiticas quando
existentes. A obtencdo desses resultados se faz mediante a consideracdo de quatro
exemplos. O primeiro exemplo é dedicado a analisar o método EXGA considerando-se
uma barra homogénea sob um carregamento externo, para o segundo exemplo
considera-se a mesma barra sob o mesmo carregamento considerando-se agora um meio
heterogéneo, tal exemplo é dedicado ao método EXGAH. No exemplo seguinte, uma
membrana homogénea sob condicdo inicial de velicidade e analisada. Por fim é
mostrado um exemplo mais complexo mostrando a propagacédo da onda gerada por uma

fonte sismica em um meio geofisico.

7.1. Definigdes

Antes de comecar os exemplos serdo definidos alguns pardmetros que seréo
utilizados. Como visto na sec¢éo 3.3 tanto a funcdo de Green quanto a fungdo Degrau sdo
calculadas em uma sub-regido do dominio com sua respectiva sub-malha. Seja j um
ponto nodal qualquer de uma sub-malha definida por um dominio Q¢ , contorno ' e
dimensdo h™® para o elemento, aplicando-se uma condicao inicial de velocidade (funcéo
de Green) ou de deslocamento (funcdo Degrau) em j ird perturbar o meio gerando assim

uma resposta, ver Figura 7.1. Supondo R, =cAt o raio de agéo teodrico devido a uma
condicéo inicial no ponto j e R, 0 raio de agdo tedrico numérico, tem-se que tais

regides sdo as menores possiveis onde se tem influéncia das condicdes iniciais.
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Fonto j

Figura 7.1 - Representacdo da sub-malha e
comparacdo entre o0 raio tedrico e o raio teorico
numeérico.

Apesar da onda ndo chegar ao contorno " é necessério colocar essa Gltima
camada de elementos para ndo haver deficiéncia nas matrizes massa e rigidez da
camada anterior, ou melhor dos ultimos nés da camada anterior. Vale relembrar, que a
discretizacdo da sub-malha ¢ idéntica a da malha original, i.e.,, Q°=Q™ e que n
significa 0 nimero de sub-passos para o célculo da funcdo de Green ou Degrau no
instante t=At com h=At/n. Para melhor comparar com os métodos classicos, a
integral de convolucdo é aproximada pela equacdo (3.27) com k=n=1, ou seja,
aproximac&o por trapézio. Como visto na secdo 6.2, tal aproximacao produz resultados
tdo precisos quanto as aproximacdes dos métodos classicos como Newmark, Runge
Kutta, etc. Para 0 método EXGAH, pode ocorrer sub-malhas diferentes para a funcéo de
Green e Degrau, a sub-malha adotada nos exemplos corresponde ao pior caso entre as
duas sub-malhas. Matriz massa diagonal é adotada tanto para métodos explicitos quanto

implicitos.
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7.2. Barra homogénea

Tal exemplo consiste em uma barra prismatica engastada em uma de suas

extremidades, submetida a um carregamento do tipo Heaviside, dado por,
F(t) =-10°H (t) N na outra extremidade como ilustrado na Figura 7.2. Seus pardmetros
fisicos e geométricos sdo dados por o =2000Kg/m?(massa especifica),
K=3.210" N/m?*(coeficiente de compressibilidade), v = 0.0 (coeficiente de Poisson),
c= 4000 m/s (velocidade da onda), A =1m? (area transversal), a =10.0 m (comprimento
em x) e b =1.0 m ( comprimento em y). Para o presente modelo foi utilizada uma malha
uniforme com 4000 elementos quadrilateros bilineares, ou seja, Ax =Ay=0.05m. O

deslocamento tanto na extremidade livre (ponto B) quanto no centro da barra (ponto A)
foram calculados assim como a velocidade no centro da barra. N&do foi considerado

amortecimento na presente analise.

‘7
¢ pxt)
‘7
4+«

t— —»

X

(a) (b)

Figura 7.2 - Barra engastada. (a) Geometria e condi¢es de contorno; (b) Carregamento adotado
ao longo do tempo.

Utilizando a Tabela 6.3, a maior freqliéncia calculada para os elementos é dada

por «:, =1.610°rad/s. Sendo At/T¢

- =0.2, condi¢do suficiente para garantir
estabilidade dos métodos explicitos, a resposta para At=8.10"°s foi computada.
Analisando a Figura 7.3-(a), os métodos RK e EXGA-RK' geram bons resultados
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quando comparados com a solucdo analitica, note que o raio numérico (Ry) da sub-

malha para 0 método EXGA-RK' é 1.5 R!,. Aumentando o intervalo de tempo para

At =2.10°s, o método ExGA-RK? continua estavel e fornecendo resultados precisos, o
que ndo acontece para 0 método RK (ndo mostrado para este At) onde se tem

instabilidade, i.e., At > At Como na discretizacdo espacial via MEF ocorre erro no

critico *

espectro de freqiiéncia em comparacdo ao problema real (BATHE, 1996), é usual adotar

algoritmos que possuam amortecimento numeérico, i.e., p(A)<1. Isso pode ser visto

mais claramente no grafico de velocidade, observando que os métodos RK e EXGA-RK?
possuem tal amortecimento numérico.

Afim de analisar o método EXGA-DC", o intervalo de tempo foi diminuido para
At =3.10°s. Observa-se na Figura 7.3-(b), que o método EXGA-DC' ou ExGA-DC?
torna-se instavel. Diferentemente do método DC, o método ExGA-DC" possui uma
instabilidade “fraca” para valores pequenos de At/T, ja que a curva de seu raio

espectral é assintdtica proximo a origem. Observe que 0 raio numérico para 0 método

EXGA-DC' ¢ igual ao raio tedrico numérico, i.e., Ry =R ; 0 que néo acontece com o

método ExGA-RK'; isto acontece devido ao nimero menor de operacdes de

multiplicacdo matriz-vetor, tornando o vetor resultante, i.e., G com um numero

neq, |
menor de elementos diferentes de zero. Note que o método ExGA-DCT' é estavel
fornecendo bons resultados; entretanto, seu raio numérico é maior comparativamente ao
método ExGA-DC!, isto é resultado do processo de marcha inerente ao método,
resultando em um ndmero maior de operacdes.

Na Figura 7.3-(c), os método EXGA-NW" com y=1/2e S=1/4 e EXGA-NW"

comy=0.6e £=0.3025 sdo analisados. Percebe-se que 0 raio numérico de tais

métodos é relativamente grande, sendo 4R, tal caracteristica sera descrita no exemplo
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Aumentando o intervalo de tempo para At =10"s (Figura 7.4), nota-se que 0s
métodos EXGA-RK™, ExGA-DCT®™ e EXGA/H-NW® ainda conseguem atingir
resultados satisfatorios, entretanto os metodos comecam a ter um erro maior devido a
integracdo numeérica de convolucdo adotada, principalmente no termo da velocidade.
Para se obter resultados mais precisos a integral de convolucdo deve ser calculada
utilizando-se um namero maior de pontos, i.e, k>1; para maiores detalhes da integral
numérica de convolucdo com k>1, o trabalho de LOUREIRO (2006) ¢ indicado. Na
Figura 7.5, o campo de deslocamento e velocidade ao longo do tempo e em funcdo do

comprimento L séo plotados utilizando-se 0 método ExGA-RK™.

! e |
analitico

|at=10"s _ R,,=0.45
0,0006 X NW S

] © ExGA/H-NW™-1.88R
0,0005{ © EXGA-DCT™1.77R_,
ExGA-RK™-1.66R, 3"

deslocamento (m)

T T T T T T T T T
0,000 0,002 0,004 0,006 0,008 0,010
tempo (s)

Figura 7.4 - Deslocamento nos pontos A e B para os métodos NW, ExGA-RK™,
EXGA-DCT™, EXGA/H-NW® (y=1/2 e [3=1/4).
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tempo (=)

vel. (ITI."E-} . __...\.......-----'- :I
o1y '

0,0

0,015

tempo (s)

Figura 7.5 — Método EXGA-RK* com At =8.10°s e Ry=1.5Ry onde Ryy=0.1 m.
(a) Campo de deslocamento; (b) campo de velocidade.
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7.3. Barra ndo-homogénea

No presente exemplo considera-se as mesmas dimensdes e carregamento do
exemplo anterior, mudando apenas o meio como visto na Figura 7.6. Os meios possuem

as seguintes propriedades:
Meio 1: p=2000Kg/m?®; K=3.210" N/m?; v=0.0 e c= 4000 m/s.

Meio 2: p=2000Kg/m?; K=6.410" N/m?; v=0.0 e c=5657 m/s.

AY

i N <
.'\- . . ¢ pit)
= 2 meio 2 meio 1 Fi ¢
3 +
1 4 <4 —
X

a

Figura 7.6 - Geometria e condicGes de
contorno para a barra.

Como o presente exemplo ndo possui solucéo analitica, a solugdo numérica com
At=4.10"s obtida pelo método DC foi utilizada como padrdo, onde a maior

frequiéncia estimada para o problema é dada por ', =2.2627410°rad /s. Aumentando

ax
o intervalo de tempo para At =8.10s, a resposta utilizando 0 método ExGAH-DC* foi
computada (Figura 7.7), percebe-se que o método € estavel alcancando excelentes
resultados; entretanto, seu raio numérico é dado por Ry =1.5R!,,. Pode-se mostrar que o
método EXGAH-DC" requer um dominio de sub-malha com area maior que para o
método EXGA-DC". Na verdade, a sub-malha necessaria para o céalculo da funcédo

Degrau deve ser maior que a sub-malha para o calculo da funcdo de Green, visto que o

89



vetor resultante, ou seja, H,, ; com j um ponto nodal qualquer da malha, possui mais
elementos diferentes de zero.

Aumentando o intervalo de tempo para At =10™*s, os métodos EXGA-DC™ e
ExGA/H-NW" atingem resultados satisfatrios, como previsto para 0 método EXGA/H-
NW** possui um raio numérico maior comparativamente ao método EXGAH-DC",
pode-se notar também que a resposta comeca a sofrer erros devido a integral numérica

de convolugdo adotada. Note que tal intervalo de tempo € proibitivo para 0 método DC.

0,0006 . , . , . , .
—— DC-At=4.010"s A=10"s:
At=8.010"s: X NWy=1/2 e p=1/4
0,0005 0 ExGAH-DC'-1.5R' v ExGAH-DC™-1.23R", .
: ) * ExGAH-NW'"-y=1/2 e p=1/4-1.61R" -
Y\
‘S 0,0004 - & J».,M -
- ponto B i XY ] VR o
9 i N Y R} =0.65
c ] .
g 0,0003 F3 < Y ®  RL=0.1
3
8 i 4 Y 9 e
i) C 0 v .
@ 0,0002 - ¢ / L . X4
© » ma Y r ¥ Y
1 X 7 M Y vl ,Al b
o M ot S Y V. '- I!' vV »’
000014 ¢ / S v s R g 2
7 PO -
v 4 pontoA - i "'_ 3 P . h‘v"’ v
0,0000 ez X B ST~
Wi )
@K XA [
1 ' I i I i I
0,000 0,005 0,010 0,015
tempo (s)

Figura 7.7 - Deslocamento nos pontos A e B para os métodos DC, NW,
EXGAH-DC', ExXGA/H-NW* e EXGAH-DC™.
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7.4. Membrana sob condicdo inicial de velocidade

Neste exemplo considera-se uma membrana quadrada engastada em suas
extremidades submetida a um campo inicial de velocidade na regido sombreada, Figura
7.8-(a), dado por u(x,y,0)=c, conforme ilustrado na Figura 7.8-(b). Seus parametros
fisicos e geométricos sdo dados por c= 1.0m/s (velocidade da onda) e a=1.0m
(comprimento em X e y), respectivamente. Para o presente modelo foi utilizada uma
malha uniforme com 10000 elementos quadrilateros bilineares, ou seja,

Ax=Ay=0.01lm. O deslocamento no centro da membrana (ponto A(a/2,a/2)) é

computado. Nao foi considerado amortecimento na presente analise.

Ty

= e

N

@ a o

Figura 7.8 - Membrana engastada. (a) Definicdo da geometria e condi¢des de contorno; (b) Campo
inicial de velocidade.

A maior freqiiéncia calculada utilizando a Tabela 6.3 foi de «’, =2.10%*rad /s;

portanto o intervalo de tempo At=0.005s foi utilizado para a obtencdo do
deslocamento no centro da membrana, satisfazendo aproximadamente o seguinte valor
At/T¢ =0.16. Analisando a Figura 7.9-(a), 0 método ExGA-RK" alcanca resultados

precisos. Como mostrado nesta tese 0 método ExGA-RK' é exatamente 0 mesmo que o
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método RK quando a parte ndo-homegénea da equacdo € inexistente. Note que o raio
numérico da sub-malha para o célculo da fungdo de Green é 1.5R!,.

Como esperado, o resultado para 0 método ExGA-DC! é instavel, mas vale
mostrar que seu raio numérico é exatamente igual ao raio tedrico numeérico, i.e.,

R,=R!,. Ja para o método ExGA-DCT', resultados precisos e estaveis sdo

encontrados; entretanto o raio numérico, ou seja, a sub-malha adotada para o calculo da
funcdo de Green, é maior (dobro) comparativamente ao método ExGA-DC', devido ao
processo de sub-marcha do método, como discutido anteriormente.

Aumentando o intervalo de tempo para At = 0.145s. Comparando-se 0s metodos
ExGA-RK™ e EXGAH-DC™ com o método NW, nota-se claramente que o método NW
gera resultados estaveis, porém ndo precisos. Ja os métodos ExGA-RK™ e EXGAH-
DC™ obtiveram resultados extremamente precisos acompanhando a solucéo analitica,
mostrando assim a alta precisdo dos métodos EXGA e EXGAH.

Como visto até agora, 0 método explicito EXGA-DCT" seguido pelo método
EXGA-RK" requerem raios numéricos maiores que o previsto. Como discutido

anteriormente, raios numéricos maiores € resultado do grande numero de operagdes

ned, j ou Hneq'jcom mais elementos

matriz-vetor, gerando assim um vetor coluna G
diferentes de zero ou de forma global hd um aumento na banda das matrizes de Green
(G(At)) e Degrau (H(At)).

Sabe-se que 0 produto K? aumenta sua banda de M para 2M-1, K® de M para
3M-1 e assim por diante. Como descrito, por exemplo, na se¢do 4.5.2 para 0 método
ExGA-Runge Kutta, a matriz de Green para métodos explicitos nada mais é que

multiplicacdes recursivas entre as matrizes M, C e K, ocasionando no aumento da

banda das matrizes G(At) e H(At) a medida que o numero de sub-passos (n) aumenta,

supondo obviamente M diagonal. Entretanto, para métodos implicitos 0 mesmo néo
92



acontece, sendo necessario resolver um sistema de equagdes, 0 que matematicamente

corresponde a calcular a inversa da matriz efetiva K, tornando as matrizes de Green e
Degrau “cheias”, ou seja, ndo possuindo valores iguais a zero. Contudo, um método

numérico deve ser capaz de representar o fendmeno fisico com precisdo e obedecendo

certos critérios de convergéncia, logo a inversa da matriz efetiva K possui elementos
cujos valores ndo representam significado fisico algum; sendo portanto, despreziveis.

Esses valores despreziveis tambeém acontecem para 0os métodos explicitos quando o nimero
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apenas utilizar tal técnica na sub-malha. Esta caracteristica ndo € encontrada no método
de Newmark ou em qualquer outro método implicito, onde a resposta ao longo do
tempo é feita mediante a utilizacdo de “Solvers”, como por exemplo, PCG, Gauss,

Cholesky, etc.

0,12 — ' : , I : I . I .
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. g O ExGA-DC-1R| o ¢ NWy=12ep=1/4
o
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Figura 7.9 — Deslocamento no ponto A (a/2,a/2) para os métodos: (a) EXGA-RK?, EXxGA-
DC', EXGA-DCT?, NW, ExGA-RK™, EXGAH-DC®; (b) EXGA/H-NW' e EXGA/H-

NW.
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Figura 7.11 - Campo de deslocamento considerando instantes de tempo variando de 1.75s a
3.0s para a membrana sob condicdo inicial de velocidade utilizando o método EXGAH-DC*
com At =0.05se Ry=1.5Ry onde Ryy=0.02 m.
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7.5. Meio geofisico

Neste exemplo a propagacao de onda gerada por uma fonte sismica em um meio
geofisico representado através de um modelo acustico bidimensional é estudado. O
meio é semi-infinito, sendo a fonte localizada no centro a 20 metros de profundidade em
relacdo a superficie. O meio é composto por trés camadas com as seguintes

propriedades fisicas, Figura 7.12:

Camada 1: 0 =1000kg /m?; ¢ =1000m/s
Camada 2: 0 = 2000kg /m?®; ¢ =2000m/s

Camada 3: 0 =3000kg /m®; ¢ =3000m/s

O meio é discretizado através de uma malha estruturada de elementos finitos
com 90000 elementos quadrilateros bilineares sendo Ax=Ay =10m. No contorno
superior (superficie) é aplicada a condicdo de contorno natural, sendo seu valor
prescrito igual a zero. Nos demais contornos aplicam-se condic¢des de contorno néo-

reflexivas, com o intuito de representar a continuidade do meio.

3000 1m

/—» fonte sistmica

camada 1

1000 m
3000 m

10nnm

X

Figura 7.12 — Modelo em camadas para 0 meio geofisico.
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A funcdo para representar o termo relativo a fonte, é dada por,
f(t) =mag (2/73 ft° —1)e'”3f°2‘2 com mag representando a magnitude da fonte e f, a
freqliéncia de corte, ou seja, freqliéncias acima deste valor ndo sdo incluidas na anélise.
A fonte sismica adotada neste exemplo tem uma freqiiéncia de corte de 30 HZ e uma
magnitude de 1.0. A freqiiéncia de corte sofre uma correcio dada por f, = f, /(3\/;),
esta correcdo € utilizada para promover uma reducéo da freqiiéncia de corte, além disso,
a fonte também possui uma defasagem de tempo dada por t, = yNLD f. =0.118s, como

visto na Figura 7.13:

. . r . .
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
tempo

Figura 7.13 — Amplitude da fonte sismica versus
tempo.

A condicdo de contorno ndo-reflexiva é agrupada diretamente na matriz de

) , . . ou K du
amortecimento através da seguinte expresséo K — =——. Para melhor comparar 0s

on ¢ ot
métodos explicitos, a condi¢do de contorno é diagonalizada através da técnica “ROW
SUM”, i.e., a matriz amortecimento contendo a condi¢cdo de contorno nédo reflexiva é

agora diagonal.
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Como ndo existe solucdo analitica para o problema, a resposta (pressao) foi

computada utilizando-se 0 método RK com At = 0.0005s, visto que a maior freqiiéncia

encontrada para os elementos foi «®,_ =6.10°rad/s. O intervalo de tempo foi entdo

max

aumentado para At =0.005s e os métodos EXGA-RK* e ExXGAH-DC* foram utilizados

para calcular as pressdes nos seguintes pontos e compara-los com o método RK:

Ponto A: x=1500 m e y=2500 m
Ponto B: x=1500 m e y=3000 m
Ponto C: x=1000 m e y=3000 m
Ponto D: x=500 m e y=3000 m

Ponto E: x=0.0 m e y=3000 m

Os campos de pressdo foram computado utilizando-se 0 método EXGAH-DC*
como visto na Figura 7.16 e na Figura 7.17, note que todos 0os campos de pressdo
possuem a mesma escala. Analisando os campos de pressdo, percebe-se que para a
frente de onda chegar a camada 2 leva-se (1000-20)/1000+t4=1.1s entre 0s instantes
t =1.25s e t =1.5s, onde se percebe a influéncia da onda refletida na interface entre as
camadas 1 e 2, observe também que h& uma perda de intensidade da onda ao passar pela
interface. Entre os instantes t =1.5s e t =1.75s, no tempo 1500/1000+t4=1.62s, a frente
de onda atinge pela primeira vez o contorno, note que nao ha nenhuma reflexao visivel
no contorno, validando assim a condigdo de contorno adotada. Para 0 campo de pressao
no instante t =1.75s, ja é visivel a reflexdo da onda entre as camadas 2 e 3, que ocorre
no tempo 1.1+1000/2000=1.60s, nota-se também que a intensidade desta onda é menor
do que aquela provocada pela reflexdo na primeira interface.

No instante 1.6+1000/3000=1.93s, a frente de onda atinge a maior profundidade

do modelo, como visto no campo de pressdo em t = 2.0s, observe que ndo ha reflexdes
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Figura 7.15 - Pressfes nos pontos C, D e E, calculadas pelos
métodos RK, EXGA-RK* e EXGAH-DC*,



- -
t=0.25s t=0.5s

pressio

0.3

023333
0.16667
0.099993
0033331
-0.033337
-0.1
-0.1666T
-0.23334
-0.3
t=0.75s

t=1.25s t=1.5s

t=1.0s

Figura 7.16 — Campo de pressao considerando instantes de tempo variando de 0.25s a
1.5s obtidos pelo método EXGAH-DC* com At = 0.0005s e Ry=1.5Ry onde Rry=20 m.
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t=1.75s t=2.0s

i pressdn

0.3
0.23333
0.1BEGT
0.099943
0.033331
-0.033337
-041
-0 BEEY
-0.23334
-0.3

t=2.5s
t=2.25s
t=2.75s t=3.0s

Figura 7.17 - Campo de pressdo considerando instantes de tempo variando de 1.75s a 3.0s
obtidos pelo método ExXGAH-DC! com At = 0.0005s e Ry=1.5Rty onde Ryy=20 m.
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8. Conclusoes e Sugestoes

No presente trabalho, desenvolveu-se uma familia de algoritmos de integracdo
temporal denominados EXGA e EXGAH para analise dindmica. Foi apresentada toda a
metodologia necessaria para a obtencdo das funcbes de Green e Degrau, tais fungdes séo
obtidas numericamente pelo método dos elementos finitos e calculadas somente no
primeiro intervalo de tempo utilizando-se algoritmos j& conhecidos de integracéo
temporal.

Baseando-se nos resultados obtidos para os exemplos analisados, e também na
solida teoria desenvolvida, pode-se concluir que os métodos EXGA e EXGAH séo
altamente precisos e estaveis quando as funcbes de Green e Degrau sdo tambeém obtidas
de forma precisa atraves dos métodos classicos de marcha no tempo. Métodos explicitos
classicos como Runge Kutta, Diferenga Central, Alfa Generalizado, entre outros;
possuem um intervalo de tempo critico relativamente pequeno, o que, em muitos casos,
leva & opcdo pela utilizacdo de métodos implicitos. Os novos algoritmos explicitos
ExGA-Runge Kutta, EXGA/H-Diferenga Central e EXGA-Diferenga Central Tarnow
aqui apresentados ndo possuem tal restricao.

Como visto nos exemplos, intervalos de tempo relativamente grandes podem ser
utilizados sem deteriorar a resposta, caracteristica nao existente nos métodos implicitos,
onde erros excessivos sdo introduzidos quando se utiliza intervalos de tempo maiores. A
alta precisdo e estabilidade dos métodos EXGA e EXGAH s é possivel quando se adota
um processo de sub-marcha para o calculo das matrizes de Green e Degrau no primeiro
intervalo de tempo, i.e., t = At, utilizando-se sub-intervalos (sub-passos) n. Quando este

procedimento e adotado, tem-se um aumento no intervalo de tempo critico da analise,
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assim como uma diminuicdo dos erros de alongamento de periodo e razdo ou taxa de
amortecimento.

Com o objetivo de tornar os métodos EXGA e EXGAH viaveis, as funcdes de
Green e Degrau sdo calculadas em sub-malhas para reduzir o custo computacional.
Também foi apresentada uma variacdo do método de Green para a obtencdo de matrizes
simétricas, visto que as matrizes de Green e Degrau ndo sdo simétricas. No entanto, tal
formulacdo s6 possui vantagem quando a matriz massa for diagonal.

Como outras sugestdes para a continuidade do estudo realizado podem-se citar o
desenvolvimento de metodologias para o calculo preciso do raio numérico para a sub-
malha podendo ser feito, por exemplo, através de teorias de erro. Outra grande
vantagem do método ExXGA e EXGAH € o desacoplamento das funcbes de Green e
Degrau para cada n6 da malha, ou seja, pode-se calcular tais funcdes separadamente
sendo as mesmas posteriormente agrupadas, sendo possivel desta forma desenvolver
algoritmos computacionais eficientes. Outra possibilidade é o refinamento das sub-
malhas com a intencdo de aumentar a precisdo das matrizes de Green e Degrau e
também diminuir o nimero de graus de liberdade do sistema global. Extensfes da teoria
aqui apresentada a problemas em trés dimensdes e a problemas ndo-lineares séo outras

areas de aplicacdo que devem ser consideradas.
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10. Apéndice
10.1. Apéndice A: solucéo analitica para a barra engastada

O modelo matematico representado para a barra engastada em uma extremidade

e livre na outra (Figura 10.1) é dado pela seguinte equacéo diferencial parcial:

o2 d’u(xt) _ 0°u(x1)

Al
ox> ot? (A1)
com condicBes de contorno
u(o,t)=0
A.2
eaiLY) (A2)
e condicdes iniciais dadas por
u(x,0)=0
0u(x,0) _ (A.3)
ot
N AEp IR
X
L
Figura 10.1 - Geometria e condi¢des de contorno para a barra.
onde
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E - Modulo de Elasticidade;
p — Massa especifica;

¢ — velocidade daonda ; c=/E/ p;
L — comprimento da barra;
A . Area transversal;

Sua expressao analitica se da através dos seguintes passos, para maiores detalhes
ver GRAFF (1991). Aplicando a transformada de Laplace na equacdo (A.1) a (A.3), a

solucdo no dominio de Laplace € dada por:

p(s) sinh(sx/c) (Ad)

Txs)= Apc scosh(sL/c)

Aplicando a transformada inversa em (A.4), chega-se na solugdo do problema

dada pela seguinte integral de convolugéo:

1 B
U(x,t)—A—pC!p(r)g(X.t ndr (A.5)
_ . sinh(sx/c)
como(: D) =l e sLre)

A equacdo g(x,s) acima a ser invertida pode ser reescrita na seguinte forma:

Sinh(SX/C) 1 c ha-2Lsnlc _ o . e e’
5) = = =Y (-1 =Y (-1 - A6
(x.5) scosh(sL/c) 1+e?-’ ;( e ;( AP (A8)

onde a=((2n+1)L-x)/c e B=((2n+DL+x)/c.

—as

€
S

Sabendo que /" '[—]=H(t-a), a inversa de cada termo do somatdrio (A.6) é

dado por:
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g(x,1) = H(t—ﬂ)—H(t_ﬂ) _ H(t_3L-x)_H(t_3|_+x) N
5|(_: 5C|_ - (A.7)
Hit-2 5 -He-22%) -
c
e que
et X, H(t——L_X—T)=O; >0
C C
1 0<T<t—L_X (A8)
t>L_X, H(t—L_X—r): B c
’ : 0; T>t-—=
c
Conclui-se que a expressao final é dada por:
1 Lox e Loy e
- X ¢ + X c
U(X,t): {H(t_ )I p(r)dT_H(t_ )I p(T)dT
Apc ¢ 0 c 3
(A.9)
J8Lx (3L*x
3L-x, ( 3BL+x, (
-H(t- ) [ p(@dT+H(t- ) [ p(dT+.}
c 0 c ]
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10.2. Apéndice B: solucéo analitica para a membrana

A equacdo diferencial parcial que rege o problema mostrado na Figura 10.2 é

dada por:
2 2 2
o 0 u(x,zy,t) N 0 u(x,zy,t) _ 0 u(x,zy,t) (B.1)
oX oy ot

com condicOes de contorno

u(,y,t)=0
u(a,y,t)=0
u(x,0,t)=0
u(x,b,t)=0

(B.2)

e condicdes iniciais dadas por

u(x,y,0)=f(xy)

ou(x,y,0) _ (B.3)
o a(x,y)

sendo
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E - Modulo de Elasticidade;
p — Massa especifica;

¢ — velocidade daonda ; c=/E/ p;
a,b — dimensdes da membrana;

A equacdo diferencial parcial descrita acima pode ser resolvida pelo método da

separacdo de variaveis, por exemplo, chegando-se na seguinte solucdo (KREYSZIG,

2006):
u(x,y,t) = (AmcosA t+B, smAmnt)smﬂsm n/t:y
m=1 n= a
onde
2 2
A, =CTT m—2+n—; m=12,..; n=12,..
a’ b
A -Uf(x y)sm sm bydxdy; m=12,.. n=12,..
B 4 (%, )sm—sm ydxd m=12,..; n=12
- Hg y o dxay; 2,...

mf‘IOO
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