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  O presente trabalho descreve uma nova família de métodos de integração 

temporal denominados ExGA (“Explicit Green Approach”). A função de Green, em 

coordenadas nodais, é calculada numericamente pelo método dos elementos finitos. As 

matrizes de Green e suas derivadas são computadas explicitamente no intervalo [0, ]tΔ  

utilizando os métodos clássicos de marcha no tempo, por exemplo, Newmark, Runge 

Kutta, etc.. Afim de melhorar o algoritmo ExGA, uma matriz adicional chamada Degrau 

é também calculada resultando no método ExGAH. Os novos métodos tornam-se mais 

estáveis e precisos quando um procedimento de sub-passos é adotado para calcular as 

matrizes de Green, Degrau e suas derivadas no final do primeiro intervalo de tempo, 

i.e., em t t= Δ . 
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  The present work describes a new family of time integration methods called 

ExGA (Explicit Green Approach). The Green’s function is calculated numerically in 

nodal coordinates by the finite element method. The Green’s matrix and its time 

derivative are computed explicitly through the range [0, ]tΔ  with classical time 

integration schemes, such as Newmark, Runge Kutta, etc.. In order to improve the 

ExGA algorithm, an additional matrix called Step matrix is also calculated, originating 

the ExGAH method. The new methods become more stable and accurate when a sub-

step procedure is adopted to obtain the Green’s and Step matrices and their time 

derivatives at the end of the first time step, i.e., at t t= Δ .  
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1. Introdução 

 

  Métodos numéricos são de grande importância para a resolução de problemas 

complexos, entre eles se destacam, o método dos elementos finitos, volumes finitos, 

diferenças finitas e elementos de contorno. Esses métodos, quando aplicados a 

problemas dependentes do tempo, geram um sistema matricial de equações diferenciais 

ordinárias. Entre vários métodos de solução, métodos diretos ou de integração temporal 

são os mais utilizados. 

  O método de Newmark (NEWMARK, 1959) é um dos mais utilizados em certas 

aplicações, como por exemplo, em problemas estruturais.  No entanto, o algoritmo de 

Newmark não é dissipativo, i.e., capacidade de amortecer freqüências mais altas ou 

espúrias, mantendo uma precisão de segunda ordem, sendo dissipativo apenas quando 

sua precisão for de primeira ordem. 

  Para contornar este problema inúmeros métodos foram propostos com as 

seguintes características: estabilidade incondicional, dissipativo e precisão de segunda 

ordem. Entre eles se destacam os métodos, Wilson-θ  (BATHE & WILSON, 1973), 

Houbolt (HOUBOLT, 1950), Park (PARK, 1975), HHT-α  (HILBER et al., 1977), α -

generalizado (HULBERT & CHUNG, 1996), Bazzi Anderheggen- ρ  (BAZZI & 

ANDERHEGGEN, 1982), etc.. ZIENKIEWICZ et al. (1984) utilizando o método dos 

resíduos ponderados no tempo generalizou os métodos de passo único através dos 

algoritmos SSpj (“Single Step algorithms”), mostrando que uma grande classe de 

métodos podem ser obtidos, incluindo alguns dos métodos clássicos. Posteriormente, 

CAMPBELL & ROBINSON (1997) generalizaram ainda mais os métodos de passo 

único através do algoritmo MVpq (“Multivalue algorithms”) que inclui os algoritmos 

SSpj como caso especial, sua grande vantagem se da pela possibilidade de utilização de 
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intervalos de tempo variáveis e integrações não uniformes com refinamento tipo-p no 

tempo para diferentes equações diferencias do sistema global. 

   Métodos com ordem de precisão mais alta vêm sendo desenvolvidos a fim de 

diminuir erros de origem distinta, podendo melhor representar a solução em longos 

períodos de tempo. KUTTA (1901) generalizou o método proposto por RUNGE (1895) 

para a obtenção de métodos de ordem s. ARGYRIS et al. (1973) utilizaram polinômios 

hermitianos de ordem 2n para aproximar a força inercial, obtendo uma família de 

algoritmos incondicionalmente estáveis de ordem variável. Posteriormente FUNG 

(1996) utilizou polinômios hermitianos e o método dos resíduos ponderados para obter 

métodos incondicionalmente estáveis de terceira e quarta ordem.  

  Com o objetivo de melhorar a precisão do método de Newmark, AUSTIN 

(1993) propôs um processo de sub-marcha para obter algoritmos de ordem elevada, 

utilizando técnicas de extrapolação de Romberg. Entretanto, o método é 

incondicionalmente instável sendo preciso apenas para intervalos de tempo 

relativamente pequenos. TARNOW & SIMO (1994) apresentaram um processo de sub-

marcha para obter métodos de quarta ordem a partir de métodos de segunda ordem, 

bastando apenas efetuar três intervalos de tempo específicos para avançar no tempo. 

FUNG (1997) estabeleceu métodos incondicionalmente estáveis de ordem variável a 

partir do método de Newmark, diferentemente do método de TARNOW & SIMO 

(1994), o método efetua processos de sub-marcha independentes, sendo posteriormente 

combinados linearmente.  

  Recentemente, ZHONG & WILLIAMS (1994) apresentaram um método de 

integração temporal bastante preciso denominado de “Precise Time Step Integration 

Method”, onde a equação diferencial de segunda ordem é transformada para um sistema 

de equações diferencias de primeira ordem e resolvida em função de uma matriz 
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exponencial e uma integral de convolução. Para problemas homogêneos, o método pode 

representar precisamente a solução para qualquer valor de intervalo de tempo quando a 

matriz exponencial é calculada recursivamente. Entretanto, o método perde precisão 

quando aplicado a problemas não homogêneos, já que a parcela não homogênea requer 

a inversão de uma matriz. Vários trabalhos tentam aprimorar a parte não homogênea do 

método (LIN et al., 1995, GU et al., 2000), mas todos continuam com a inversão da 

matriz em suas formulações.  WANG & AU (2006) efetuaram a integral de convolução 

sem inversão de matriz e utilizando integração de Gauss, melhorando assim o método.    

  O método proposto por ZHONG & WILLIAMS (1994) é melhor aplicado em 

problemas com equações de primeira ordem, e.g., condução de calor, onde a equação 

original não precisa ser modificada (ZHONG et al., 1996, XIKUI et al., 2000, CHEN et 

al., 2001, CHEN et al., 2004). FUNG (1997) sugeriu um novo algoritmo bastante 

preciso, baseado no cálculo numérico de uma função impulso e degrau. Este método 

tem a vantagem de operar com a equação diferencial de segunda ordem diretamente sem 

requerer qualquer tipo de transformação, o que do ponto de vista computacional é 

bastante vantajoso. No entanto, seu trabalho não menciona o cálculo da parte não 

homogênea da equação diferencial. SOARES & MANSUR (2004a) através do método 

ImGA (“Implicit Green Approach”) estabeleceram novos algoritmos de integração 

temporal, tal método baseia-se no cálculo numérico e implícito da função de Green.   

  O presente trabalho tem por objetivo estabelecer novos métodos de integração 

temporal ou de marcha no tempo baseados no cálculo numérico da função de Green. 

Diferentemente do método ImGA, o presente método denominado ExGA (“Explicit 

Green Approach”) calcula a função de Green explicitamente utilizando algoritmos 

clássicos de integração temporal. Uma versão preliminar da teoria dos métodos de 

Green, i.e., ImGA e ExGA, pode ser encontrada em MANSUR (1983). Também é 
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proposto uma variação do método ExGA denominado ExGAH, onde além do cálculo 

numérico da função de Green, uma função Degrau também deve ser calculada. Com a 

intenção de diminuir o custo computacional tanto a função de Green quanto a função 

Degrau são calculadas em pequenas regiões do domínio. Assim como o método 

proposto por ZHONG & WILLIAMS (1994), os métodos ExGA e ExGAH calculam 

precisamente a solução para qualquer intervalo de tempo incluindo a parte não-

homogênea, bastando apenas calcular as funções de Green e Degrau recursivamente.  

  De forma sucinta os seguintes tópicos são abordados: no capítulo 2 são 

apresentadas as equações governantes do problema, tendo como enfoque maior a 

equação escalar da onda, bem como sua discretização espacial pelo método dos 

elementos finitos. No capítulo 3 é discutido toda a metodologia necessária para o 

desenvolvimento do método de Green e apresentado o conceito de sub-malha, na qual a 

função de Green e Degrau são calculadas. Algoritmos clássicos de marcha no tempo, 

tais como Newmark, Wilson-θ , Runge Kutta, etc., estão apresentados no capítulo 4, 

sendo utilizados para o cálculo numérico das funções de Green e Degrau. No capítulo 5 

e 6 são discutidos conceitos de estabilidade e análise de erro, respectivamente, os quais 

têm por objetivo validar os métodos ExGA e ExGAH para que possam ser utilizados na 

prática. Exemplos de aplicação e os correspondentes resultados obtidos são analisados 

no capítulo 7, mostrando a eficácia dos métodos ExGA e ExGAH.  
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2. Método dos Elementos Finitos 

       

  Neste capítulo são apresentadas as equações governantes, assim como a 

formulação pelo método dos elementos finitos. A formulação adotada neste trabalho é 

um caso particular do método dos resíduos ponderados denominado método de 

Galerkin. Tendo como enfoque a equação escalar da onda, é mostrada a metodologia 

necessária para efetuar o cálculo das matrizes de massa, amortecimento e rigidez nas 

coordenadas naturais, bem como a condição necessária para a determinação das funções 

de interpolação do elemento. Também são apresentados conceitos de integração 

numérica e metodologias para a obtenção de matriz massa diagonal. 

 

2.1. Equação da Onda 
 

  Considerando-se o meio elástico isotrópico, a equação de Navier-Stokes 

(GRAFF, 1991) se reduz a: 

 

 ( ) 2. ( , ) ( , ) ( , ) ( , )t t t tλ μ μ ρ+ ∇∇ + ∇ + =u x u x b x u x��  (2.1) 

 

onde ( , )tu x  representa o vetor deslocamento, ( , )tb x  a força de volume, ρ  a massa 

específica  e ,μ λ as constantes de Lamé. 

  De acordo com o teorema de Helmholtz (MORSE & FESHBACH, 1973), o 

vetor deslocamento ( , )tu x  na equação (2.1) pode ser transformado em uma soma 

contendo um potencial escalar ϕ  e um potencial vetorial , i.e.: 

 

 ( , ) , . 0t ϕ= ∇ + ∇× ∇ =u x  (2.2) 
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( )( )

( )

1 1 2

2 1

E

E

υλ
υ υ

μ
υ

=
+ −

=
+

 (2.9) 

 

  Fisicamente a equação (2.7) mostra que qualquer dilatação ou mudança de 

volume ε , a onda resultante se propaga com uma velocidade 1c  sem sofrer nenhum tipo 

de rotação, essas ondas irrotacionais também são conhecidas como ondas P. Já para as 

ondas rotacionais, equação (2.8), sua velocidade de propagação é dada por 2c , esse tipo 

de onda também é conhecido como ondas S ou cisalhantes.     

  A equação da onda acústica pode ser obtida através da equação escalar (2.7), 

assumindo 0υ =  em (2.9) e supondo E K≡ . Considerando um domínio Ω  com 

contorno 1 2Γ = Γ ∪ Γ  (Figura 2.1), a equação (2.7) pode ser ampliada resultando na 

seguinte equação: 

 

 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) emK u t u t u t s tς ρ∇ − − = Ωx x x x� ��  (2.10) 

 

com condições de contorno dadas por  

 

 
1

2

( , )                             em   

( , )                      em   

u t u

u tK p
n

= Γ

∂
= Γ

∂

x

x
 (2.11) 

 

e condições inicias expressas como 

 

 
0

0

( ,0) ( )                     em 

( ,0) ( )                     em 

u u

u u

= Ω

= Ω

x x

x x� �
 (2.12) 
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onde K representa o coeficiente de compressibilidade, ς  o amortecimento viscoso, ρ  a 

massa específica, n o vetor unitário normal ao contorno orientado para fora do domínio, 

( , )s tx  representa possíveis fontes no domínio e ( , )u tx a solução do campo escalar. 

 

2.2. Discretização espacial 
 

  Em elementos finitos o domínio Ω = Ω ∪ Γ  é divido em um conjunto de sub 

domínios, i.e., e e eΩ = Ω ∪ Γ , chamado de elemento, como visto na Figura 2.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

  Aplicando para cada elemento o método dos resíduos ponderados na equação da 

onda acústica (2.10), tem-se (ZIENKIEWICZ et al., 2005): 

 

 
2 1

2
2 1( ) ( ) ( )

e e e

u wK u u u s wd K p wd u u d
n n

ς ρ
Ω Γ Γ

∂ ∂
∇ − − − Ω = − Γ − − Γ

∂ ∂∫ ∫ ∫
�� ��� � � �  (2.13) 

 

  O campo de deslocamento aproximado ( , )u tx�  e a função de ponderação ( , )w tx  

são obtidos pelas seguintes expressões desacopladas em relação ao tempo e espaço: 

Figura 2.1 - Discretização do domínio por elementos finitos. 
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1

( , ) ( ) ( )
ns

e
i i

i
u t N u t

=

= ∑x x�  (2.14) 

 ( )
1

, ( ) ( )
ns

e
j j

j
w t w tφ

=

= ∑x x  (2.15) 

 

onde iN  são funções de interpolação, jφ  funções pré-definidas, ( ) e ( )i
e e

ju t w t  

coeficientes nodais do elemento e ns o número de nós do elemento utilizado. 

  Na equação (2.13), a função de ponderação w  representa uma função escalar 

diferente de zero e integrável. Utilizando-se o método de Galerkin, tem-se que, a função 

jφ  é igual à própria função de interpolação, i.e., j jNφ = , em geral essa aproximação 

gera matrizes simétricas.   

  Aplicando-se o teorema de Green-Gauss (ZIENKIEWICZ et al., 2005) no 

primeiro termo da equação (2.13) e admitindo-se solução exata no contorno 1Γ , i.e., 

0u u− =� , é possível desacoplar as integrais em 1Γ  do restante do sistema. Após feitas 

às etapas descritas anteriormente, chega-se então na forma fraca para a equação 

diferencial da onda. Aplicando a equação integral (forma fraca) em todos os elementos, 

chega-se em um sistema linear de equações diferenciais de segunda ordem dado pela 

seguinte equação matricial (WEAVER & JOHNSTON, 1987, ZIENKIEWICZ et al., 

2005): 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )t t t t+ + =MU CU KU F�� �  (2.16) 

 

As matrizes acima e o vetor ( )tF  são definidos como: 

 

 
1 1 e

nel nel
e T

e e

dρ
Ω

= =

= = Ω∑ ∑∫M M N N  (2.17) 
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1 1 e

nel nel
e T

e e

dς
Ω

= =

= = Ω∑ ∑∫C C N N  (2.18) 

 

 
1 1 e

nel nel
e T

e e

d
Ω

= =

= = Ω∑ ∑∫K K B DB  (2.19) 

 

 
2,

1 2 2
1 1 1 1

( ) ( ) ( )
f fc c

e e

nel nelnel nel
e e

e e e e
t t t p d s d

Γ Ω
= = = =

= − = Γ − Ω∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫F F F N N  (2.20) 

 

  Sendo M, C e K as matrizes de massa, amortecimento e rigidez, 

respectivamente, geradas a partir de um total de nel elementos. F(t) representa o vetor 

resultante proveniente das contribuições do contorno e fontes aplicadas sob o domínio, 

com cnel  representando o número total de elementos pertencentes ao contorno 2Γ  e 

fnel  o número total de elementos sob a região na qual esta sendo aplicada a fonte. 

( ), ( ) e ( )t t tU U U� ��  representam os vetores globais deslocamento, velocidade e 

aceleração, respectivamente, N o vetor contendo as funções de interpolação ou de 

aproximação e D a matriz constitutiva, i.e., matriz diagonal (meio isotrópico ou 

ortotrópico) contendo os coeficientes de compressibilidade K do meio. 

  A matriz B (matriz gradiente T= ∇B N ) na equação (2.19) contém as derivadas 

das funções de interpolação no sistema global xyz, i.e.: 

 

 

1 2

1 2

1 2

ns

ns

ns

NN N
x x x

NN N
y y y

NN N
z z z

⎛ ⎞∂∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟

∂∂ ∂⎜ ⎟= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟
∂∂ ∂⎜ ⎟

⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

B

"

"

"

 (2.21) 
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2.3. Mapeamento isoparamétrico e integração numérica  
 

  Para se estudar o problema em função das coordenadas naturais, é necessário 

fazer um mapeamento, por exemplo isoparamétrico, entre as duas coordenadas como 

ilustrado na Figura 2.2. Esta transformação é feita utilizando-se as funções de 

interpolação iN  e as coordenadas dos pontos nodais ,  e zi i ix y  do elemento. As 

coordenadas (x,y,z) em função de ( , , )ξ η ζ  são dadas por: 

 

 

1

1

1

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )

ns

i i
i
ns

i i
i

ns

i i
i

x N x

y N y

z N z

ξ η ζ ξ η ζ

ξ η ζ ξ η ζ

ξ η ζ ξ η ζ

=

=

=

=

=

=

∑

∑

∑

 (2.22) 

 

  

 

 

 

 

 

 

  As derivadas das funções de interpolação em relação a (x,y,z) são obtidas 

através da matriz jacobiana que relaciona as derivadas entre a coordenada global e 

natural (local), sendo as expressões obtidas através da regra da cadeia, como indicado a 

seguir (BATHE, 1996): 

 

Figura 2.2 - Mapeamento entre as coordenadas (x,y,z) e ( , , )ξ η ζ . 
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i i

i i

i i

N N
x

N N
y

N N
z

ξ

η

ζ

⎛ ∂ ⎞ ⎛ ⎞∂
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

J  (2.23) 

 

com 

 

 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

ns ns ns
i i i

i i i
i i i

ns ns ns
i i i

i i i
i i i

ns ns ns
i i i

i i i
i i i

N N Nx y z x y z

N N Nx y z x y z

x y z N N Nx y z

ξ ξ ξξ ξ ξ

η η η η η η

ζ ζ ζ ζ ζ ζ

= = =

= = =

= = =

⎛ ∂ ∂ ∂ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

= = ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

J  (2.24) 

 

  As integrais de volume definidas nas equações (2.17) a (2.20) também são 

calculadas nas coordenadas naturais, através da seguinte transformação: 
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onde 1 2 3
int int int,  e n n n  representam o número de pontos de integração, ( , , )i j kξ η ζ  são os 

pontos de Gauss e j,  e i kw w w  seus respectivos pesos, todos tabelados. 

  O número de pontos de Gauss para elementos unidimensionais, quadrangulares 

(2D) ou hexaédricos (3D) é selecionado através da seguinte expressão 

int
1int 1

2
pn eiro +⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (REDDY, 1993), com p sendo a ordem do polinômio do 

integrando, para outros elementos a seguinte referência é indicada BATHE, (1996).  

 

2.4. Funções de interpolação  
 

   A obtenção das funções de interpolação são mais facilmente deduzidas através 

das coordenadas naturais ( , , )ξ η ζ . Funções de interpolação para elementos em duas ou 

três dimensões podem ser obtidas multiplicando-se o polinômio de Lagrange nos eixos 

coordenados. Os polinômios de Lagrange ( ns
kl ) em uma dimensão podem ser obtidos 

utilizando-se a seguinte expressão: 

 

 0 1 1 1

00 1 1 1

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

ns
ns k k ns i
k

ik k k k k k k ns k i
i k

l ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

− +

=− +
≠

− − − − − −
= =

− − − − − −∏" "
" "

 (2.27) 

 

onde se tem ( ) 1ns
k kl ξ =  e ( ) 0ns

k il ξ =  para i k≠ .  

  As funções de interpolação para um elemento com domínio eΩ  e contorno eΓ  

são escolhidas obedecendo certas regras de convergência (HUGHES, 2000), entre as 

quais se destacam: 

 

i) funções de classe mC  no interior do domínio eΩ . 

ii) funções de classe 1mC −  através do contorno eΓ entre os elementos. 
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iii) funções completas, i.e., polinômio completo de ordem no mínimo m deve ser 

utilizado. 

 

  Sendo que, nestas regras, m representa a ordem da derivada encontrada no 

integrando (como por exemplo, da matriz de rigidez) e mC  expressa continuidade até a 

derivada m da função. 

  De acordo com i e ii, as funções de interpolação para a equação da onda acústica 

podem ser no mínimo de classe 1C  e 0C , respectivamente. Para exemplificar, as 

funções de interpolação para um elemento quadrilátero bilinear (4 nós) serão analisadas. 

Suas funções de interpolação são dadas por: 

 

 ( )( )1 1 1 1,2,3,4
4i i iN iξ ξ ηη= + + =  (2.28) 

 

  Nota-se claramente que a função (2.28) satisfaz a condição i. Considerando-se 

um ponto nodal A com quatro elementos adjacentes (Figura 2.3), percebe-se que a 

condição ii também é satisfeita. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  A condição iii é necessária para representar várias possibilidades da solução, i.e., 

constante, linear, quadrática e assim por diante. Logo da condição iii, as funções de 

Figura 2.3 - Continuidade da função de interpolação para um 
agrupamento de 4 elementos quadriláteros bilineares. 
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interpolação para a equação da onda devem satisfazer no mínimo uma aproximação para 

o campo escalar eu  através de um polinômio linear, i.e.: 

 

 0 1 2 0 1 2
1 1 1 1 1

( )
n ns ns ns ns

e e e e e e
i i i i i i i i i i

i i i i i

u N u N c c x c y N c N x c N y c
= = = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑  (2.29) 

 

tal que, a seguinte função seja obtida 

 

 0 1 2
eu c c x c y= + +  (2.30) 

 

  Na função (2.29)  e ye e
i ix  representam as coordenadas nodais do elemento. 

Analisando as expressões (2.29) e (2.30) conclui-se que o somatório das funções de 

interpolação deve ser igual a um, i.e., 
1

1
ns

i
i

N
=

=∑ ; para casos tridimensionais basta 

acrescentar a variável z nas equações acima. 

  As funções de interpolação também possuem a seguinte característica: 

 

 ( ) ,,i j j i jN ξ η δ=  (2.31) 

 

onde ,i jδ  representa o delta de Kronecker. 

 

2.5. Matriz massa diagonal 
 

  A matriz massa definida em (2.17) é denominada matriz consistente e não é 

diagonal; entretanto, matriz massa diagonal possui um grande atrativo, principalmente 

do ponto de vista computacional e quando aplicadas a métodos explícitos de marcha no 

tempo. Dentre as matrizes massa diagonais, se destacam, as técnicas: “Row Sum”, HRZ 

e quadratura nodal. 
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  A matriz massa “Row Sum” (ZIENKIEWICZ et al., 2005, COOK, 2001), é 

definida como:  

 

 1,

0

e e

ns

i j ie
ji j

N N d N d i j
M

i j

ρ ρ
Ω Ω

=

⎧
Ω = Ω =⎪= ⎨

⎪ ≠⎩

∑∫ ∫  (2.32) 

 

note que 
1

1
ns

j
j

N
=

=∑  como definido na seção anterior. 

  A matriz massa HRZ, proposta por HINTON et al. (1976) é construída como 

sendo proporcional à matriz massa consistente, tal que toda a massa se conserve quando 

multiplicada por uma constante α . Sua principal vantagem é que a matriz massa 

sempre será positiva, sua expressão é dada por: 

 

 ,
0

e i j
i j

N N d i j
M

i j

α ρ
Ω

⎧ Ω =⎪= ⎨
≠⎪⎩

∫  (2.33) 

 

onde 

 

1

e

e

ns

i j
i

d

N N d

ρ
α

ρ

Ω

Ω
=

Ω
=

Ω

∫
∑∫

 (2.34) 

 

  Outra possibilidade é considerar os pontos de integração localizados nos nós do 

elemento (FRIED & MALKUS, 1975), isto é feito utilizando, em certos casos, 

integração numérica de Lobatto (HUGHES, 2000).  Portanto, a matriz massa consistente 

definida em (2.17) pode ser reescrita como: 

 

 
( ) ( )

,

det
0

i i i
i j

w i j
M

i j
ρ ξ ξ =⎧⎪= ⎨

≠⎪⎩

J
 (2.35) 
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3. Métodos de Green 

 

  Funções de Green são geralmente utilizadas para se resolver equações 

diferenciais ordinárias e parciais. Sua aplicabilidade também se estende às metodologias 

numéricas como o método dos elementos de contorno e a problemas de controle onde 

funções de transferências no domínio de Laplace são bastante utilizadas. No entanto, 

sua utilização em algoritmos numéricos no domínio do tempo, ainda não é de total 

conhecimento sendo um campo em aberto para futuras pesquisas.  

  No presente capítulo é exposta a metodologia necessária para a utilização da 

função de Green para resolver a equação de movimento no tempo após ser discretizada 

espacialmente pelo método dos elementos finitos. Será mostrado que somente a função 

de Green no instante t t= Δ  é necessária para se efetuar o processo de marcha no tempo 

e será apresentado também o conceito de sub-domínios ou sub-regiões nas quais a 

função de Green é calculada, reduzindo assim o custo computacional.  

 

3.1. Formulação 
 

  A dedução de uma expressão para o vetor deslocamento utilizando-se a função 

de Green pode ser feita aplicando a transformada de Laplace na equação de movimento 

representada por (2.16), ou seja: 

 

 ( ) ( )2 [ ( )] (0) (0) [ ( )] (0) [ ( )] [ ( )]s t s s t t t− − + − + =M U U U C U U K U F�L L L L  (3.1) 
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  A notação [ ( )] e [ ( )]t tU FL L  representa a transformada de Laplace do vetor 

deslocamento e força, respectivamente. Simplificando a equação (3.1), o vetor ( )tU  

pode ser reescrito no domínio de Laplace como: 

 

 ( )[ ( )] ( ) (0) (0) (0) ( ) [ ( )]t s s s t= + + +U T MU MU CU T F�L L  (3.2) 

 

onde a matriz T(s) representa a função de transferência dada por: 

 

 2 1( ) ( )s s s −= + +T M C K  (3.3) 

 

  Aplicando a transformada inversa de Laplace na equação (3.2), tendo em vista a 

equação (3.3) e posteriormente derivando o vetor deslocamento no tempo, chega-se às 

seguintes expressões para o vetor deslocamento e velocidade: 

  

 

t

0

t

0

(t) (t) (0) (t) (0) (t) (0) (t ) ( )d

(t) (t) (0) (t) (0) (t) (0) (t ) ( )d

τ τ τ

τ τ τ

= + + + −

= + + + −

∫

∫

U G CU G MU G MU G F

U G CU G MU G MU G F

� �

� �� � �� �
 (3.4) 

 

onde ( )tG  representa a função de Green na forma matricial, dada por: 

 

 -1 -1 2 1( ) [ ( )] [( ) ]t s s s −= = + +G T M C KL L  (3.5) 

 

  A função de Green G(t) é geralmente chamada de resposta impulsiva do sistema, 

pois a mesma pode ser obtida aplicando-se a seguinte equação de equilíbrio discretizada 

via MEF: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )t t t tδ+ + =MG CG KG I�� �  (3.6) 
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com as condições inicias  

 

 
(0)

(0)

=

=

G 0
G 0�  (3.7) 

 

onde I representa a matriz identidade e ( )tδ  é a função delta de Dirac aplicada no 

instante 0τ =  expressa como: 

 

 
[ ]

[ ]

1 , 0, ; 0
( )

0 , 0,

t t t
tt

t t
δ

⎧ ∀ ∈ Δ Δ →⎪Δ= ⎨
⎪ ∀ ∉ Δ⎩

 (3.8) 

 

  A equação (3.6) pode ser reescrita levando em consideração a integral da 

segunda lei de Newton, i.e., d
dt

=
GF M
�

, onde se conclui que o impulso ( Ip ) é igual à 

variação da quantidade de movimento, ou seja: 

 

 ( )0 0

0 0
(0) (0 ) (0)dt d

− −

−= = = − =∫ ∫Ip F M G M G G MG� � � �  (3.9) 

 

  Tendo em vista a força aplicada na equação (3.6), tem-se que a integral da força 

na equação (3.9) se transforma em: 

 

 
0 0 00 0 0

1lim lim ( ) lim
t t t

t t t
dt t dt dt

t
δ

− − −

Δ Δ Δ

Δ → Δ → Δ →
= = = =

Δ∫ ∫ ∫Ip F I I I  (3.10) 

 

  As equações (3.9) e (3.10) demonstram que a aplicação de uma força expressa 

pela função delta de Dirac, como mostrado em (3.6), é equivalente à aplicação de uma 

condição inicial de velocidade, logo a equação (3.6) pode ser reescrita como:  
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 ( ) ( ) ( )t t t+ + =MG CG KG 0�� �  (3.11) 

 

com as condições inicias  

 

 1

(0)

(0) −

=

=

G 0
G M�  (3.12) 

 

  Note que a função de Green para um sistema com um grau de liberdade, massa-

mola-amortecedor, é dada por:  

 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

d
d

d d
d

1g(t) exp t sin t

g(t) exp t cos t sin t

ωξ ω
ω

ωξωξ ω ω
ω

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

�
 (3.13) 

 

com condições inicias 

 

 
g(0) 0
g(0) 1

=
=�

 (3.14) 

 

onde 2
d 1ω ω ξ= −  com ω  representando a freqüência natural e ξ  a taxa de 

amortecimento 

  A equação (3.4) é calculada numericamente, uma vez que, com exceção de casos 

simples, em problemas de engenharia não se tem a matriz de Green em sua forma 

analítica. Assumindo t t= Δ  em (3.4), a solução em qualquer instante de tempo pode ser 

calculada recursivamente como: 
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( )

( )

tt t t t

0

tt t t t

0

( t) ( t) ( t) ( t ) (t )d

( t) ( t) ( t) ( t ) (t )d

τ τ τ

τ τ τ

Δ+Δ

Δ+Δ

= Δ + Δ + Δ + Δ − +

= Δ + Δ + Δ + Δ − +

∫

∫

U G C G M U G MU G F

U G C G M U G MU G F

� �

� �� � �� �
 (3.15) 

 

  Para se obter a resposta em qualquer intervalo de tempo, a equação (3.15) 

mostra ser necessário calcular as matrizes de Green ( ), ( ) e ( )t t tΔ Δ ΔG G G� ��  uma única 

vez no instante de tempo t t= Δ , além de se efetuar uma integral de convolução com 

limites de integração constantes. 

  Utilizando a equação de equilíbrio (3.11), o primeiro termo do vetor velocidade 

t t+ΔU� expresso em (3.15) pode sofrer a seguinte transformação: 

 

 ( t) ( t) ( t)Δ + Δ = − ΔG C G M G K� ��  (3.16) 

 

  Assumindo essa transformação o vetor velocidade não mais depende da matriz 

( )tΔG�� , o que pode tornar o método mais preciso. A relação (3.16) não será estudada na 

presente dissertação, já que a matriz de rigidez aparece explicitamente na formulação, 

sua implementação pode ser encontrada em SOARES (2002), SOARES & MANSUR 

(2003) e FUNG (1997). A expressão (3.16) torna-se inapropriada quando se adotam 

matrizes de massa e amortecimento diagonais, já que seu custo computacional é maior. 

  A equação (3.15) pode ser ainda mais aprimorada considerando a matriz Degrau 

( t)ΔH  dada por (CLOUGH & PENZIEN, 1993, PAZ, 1997, FUNG, 1997): 

 

 
( t) ( t) ( t)
( t) ( t) ( t)
Δ = Δ + Δ

Δ = Δ + Δ

H M G C G M
H M G C G M

�
� ���  (3.17) 

 

  Os vetores deslocamento e velocidade para qualquer intervalo de tempo podem 

ser reescritos como: 
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tt t t t

0

tt t t t

0

( t) ( t) ( t ) (t )d

( t) ( t) ( t ) (t )d

τ τ τ

τ τ τ

Δ+Δ

Δ+Δ

= Δ + Δ + Δ − +

= Δ + Δ + Δ − +

∫

∫

U H MU G MU G F

U H MU G MU G F

�

� �� � �
 (3.18) 

 

  As equações (3.15) e (3.18) do ponto de vista matemático são idênticas, 

entretanto numericamente não o são. A expressão (3.15) requer o cálculo da matriz 

( t)ΔG�� , o que não acontece em (3.18). No entanto, a expressão (3.18) além da matriz de 

Green é necessário calcular as matrizes ( t) e ( t)Δ ΔH H� denominadas matrizes Degrau. A 

mesma é calculada através da seguinte equação de equilíbrio: 

 

 ( ) ( ) ( )t t t+ + =MH CH KH 0�� �  (3.19) 

 

com condições inicias dadas por  

 
1(0)

(0)

−=

=

H M
H 0�  

 

  Diferentemente da matriz de Green a matriz Degrau é calculada através de uma 

condição inicial para o deslocamento. Numericamente, a equação (3.18) pode se tornar 

mais precisa, já que o cálculo da matriz ( t)ΔG��  pode ser fonte de possíveis erros 

numéricos, os quais serão analisados no decorrer do trabalho.  

  Note que a função de Degrau para um sistema com um grau de liberdade, massa-

mola-amortecedor, é dada por:  

 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

d d
d

2 2

d d
d

( ) exp cos sin

( ) exp sin sin

h t t t t

h t t t t

ωξωξ ω ω
ω

ω ξωξ ω ω
ω

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

�
 (3.20) 
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com condições inicias  

 

 
(0) 1

(0) 0

h

h

=

=�  (3.21) 

 

3.2. Integral numérica de convolução 
 

  Como feito anteriormente para as integrais de volume, a integral de convolução 

também pode ser normalizada e escrita em uma coordenada padrão como: 

 

 
int1

1
1

( ) ( )
n

i i
i

f d f wξ ξ ξ
−

=

≈ ∑∫  (3.22) 

 

onde ( )if ξ  representa o integrando transformado para a coordenada ξ , iξ  os pontos de 

integração e iw  seus pesos, ambos tabelados. 

  As integrais de convolução são calculadas utilizando a regra de Newton-Cotes, 

seus pontos de integração e pesos são dados pela Tabela 3.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

N Nome xi wi 
1 Retângulo -1.00000000000000 2.000000000000000 
2 Trapézio -1.00000000000000 1.000000000000000 
  1.0000000000000001.000000000000000 
3 Simpson 1/3 -1.00000000000000 0.333333333333333 
  0.0000000000000001.333333333333330 
  1.0000000000000000.333333333333333 
4 4 pontos -1.00000000000000 0.250000000000000 
  -0.33333333333333 0.750000000000000 
  0.3333333333333330.750000000000000 
  1.0000000000000000.250000000000000 
5 5 pontos -1.00000000000000 0.155555555555555 
  -0.50000000000000 0.711111111111111 
  0.0000000000000000.266666666666667 
  0.5000000000000000.711111111111111 
    1.0000000000000000.155555555555555 
 

Tabela 3.1 - Pontos e pesos de integração para a regra de Newton-Cotes. 
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  As integrais de convolução apresentadas em (3.15) possuem um intervalo de 

integração de 0 a tΔ , para a utilização da tabela 2 ou qualquer outra é necessário efetuar 

uma transformação de coordenadas. A relação entre a coordenada t e ξ  é dada por: 

 

 
1

1
( ) ( )

b

a
f t dt f dξ ξ

−
≡∫ ∫  (3.23) 

 

com 

 

 ( ) ( ) ( )
2 2

b a b a b a
t dt d

ξ
ξ

− + + −
= =  (3.24) 

 

  Como visto na Tabela 3.1, integração por Newton-Cotes tem como principal 

vantagem, possuir intervalos de integração iguais o que não acontece no Gauss, por 

exemplo. Supondo a força linear no intervalo de tempo [ , ]t t t+ Δ , i.e.: 

 

 ( ) ( ),
t t t

t t t t t
t

τ τ τ
+Δ −

= + − ≤ ≤ + Δ
Δ

F FF F  (3.25) 

 

  Sabendo que ( ) ( )f t tτ τ= Δ − +G F , as integrais de convolução são calculadas 

como: 

 

 1 2
1 10

( ) ( ) ( ) ( )
t k k

t t t

j j
t t d j jτ τ τ

Δ
+Δ

= =

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
Δ − + ≈ +⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
∑ ∑∫ G F F F  (3.26) 

 

 

1 1 2 2
1 10

1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)
2 2 2 2

t k k
t t t

j j
t t d j j j jτ τ τ

Δ
+Δ

= =

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ − + ≈ + − + + −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∑ ∑∫ G F F F

 

  (3.27) 



 25

 

/ 2

1 1 1
10

/ 2

2 2 2
1

1 4 1( ) ( ) (2 ) (2 1) (2 2)
3 3 3

1 4 1(2 ) (2 1) (2 2)
3 3 3

t k
t

j

k
t t

j

t t d j j j

j j j

τ τ τ
Δ

=

+Δ

=

⎧ ⎫⎛ ⎞Δ − + ≈ + − + −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞+ + − + −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

∑∫

∑

G F F

F

 (3.28) 

 

onde 1 2( ) ( )(1 ) e ( ) ( )t j t j t j t jj t j t
k k k k k k
Δ Δ Δ Δ

= Δ − − = Δ −G G . 

  Nas expressões (3.26) a (3.28), foram adotados sub-intervalos iguais de 

integração com dimensão /t kΔ  sendo k um número inteiro, a qual a expressão (3.22) é 

aplicada sucessivamente. A equação (3.26) é a mais simples (regra do retângulo) e 

assume que a função a ser integrada é constante em cada sub-intervalo. A equação 

(3.27) é aproximada pela regra de Newton-Cotes com n=2 (regra do trapézio), onde um 

polinômio de ordem um é utilizado para cada sub-intervalo. A equação (3.28) é 

aproximada por um polinômio de 2º ordem (Simpson 1/3 com n=3), precisando portanto 

de três pontos, implicando em um número k múltiplo de dois. Note que a integral de 

convolução referente ao vetor velocidade é feita de forma análoga, bastando apenas 

derivar as matrizes de Green nas equações acima. 

  O método proposto pode ser utilizado para `t sΔ  relativamente grandes, bastante 

incomuns para os métodos tradicionais, até mesmo para os implícitos. Para isso é 

necessário utilizar, por exemplo, uma aproximação linear da força em alguns sub-

intervalos e posteriormente aplicar as deduções decorrentes das equações (3.26) a (3.28) 

com suas devidas modificações, isto é feito através da seguinte equação recursiva: 

 

 
_

_ ( ) ( )
tt t t

t t
t t dτ τ τ−Δ

−Δ
= + Δ − +∫I I G F  (3.29) 
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onde I representa a integral de convolução e 
_
tΔ  são os sub-intervalos de tempo a serem 

escolhidos para melhor ajustar as forças lineares, note que 0 =I 0  e finalt t= Δ  com 

_
t tΔ ≤ Δ . 

 

3.3. Sub-domínios ou sub-regiões 
 

  Na seção 3.1 a função de Green foi manipulada utilizando a equação de 

equilíbrio (2.16) já discretizada via MEF. Entretanto, a função de Green também pode 

ser obtida utilizando a equação diferencial diretamente, aplicando-se uma fonte 

impulsiva. Para a equação acústica (2.10), tem-se: 

 

 2 ( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , ) ( ) ( )j j j jK g t cg t g t tτ τ ρ τ δ δ τ∇ − − = − −x x x x x x x x� ��   em *Ω = Ω  (3.30) 

 

com condições de contorno dadas por  

 

 

*
1

*
2

( , ; , ) 0                          em   

( , ; , )
0                     em   

j

j

g t

g t
n

τ

τ

= Γ ∈Γ

∂
= Γ ∈Γ

∂

x x

x x
 (3.31) 

 

  A equação (3.30) representa a função de Green em x , para qualquer instante de 

tempo t , devido ao impulso localizado no ponto jx  num instante de tempo t τ= . Seja o 

domínio discretizado e

e
Ω ≈ ∪Ω  (malha) com e e eΩ = Ω ∪ Γ  para o domínio Ω  e 

* *,e

e
Ω ≈ ∪Ω  (sub-malha) com *, *, *,e e eΩ = Ω ∪ Γ  para o domínio *Ω , onde j representa 

um ponto nodal qualquer da malha tal que *,ej ∈Ω como visto na Figura 3.1. 
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  Como mostrado na seção 3.1, a função de Green é calculada numericamente 

somente para t t= Δ . Em geral, quando métodos de integração temporal são utilizados é 

usual adotar intervalos de tempo pequenos. Portanto, a condição *Ω = Ω  adotada em 

(3.30) pode ser relaxada e o domínio pode ser truncado em um sub-domínio *Ω , tal que 

*Ω ⊆ Ω . O sub-domínio representa a menor região onde se tem alguma resposta devido 

ao impulso em jx  e pode ser determinado como c tΔ  para meio acústico homogêneo, 

por exemplo, onde c  representa a velocidade da onda. 

  Na presente dissertação considera-se a mesma discretização espacial para os 

domínios * e Ω Ω , ou seja: 

 

 *,e eΩ = Ω  (3.32) 

 

  A igualdade (3.32) garante que não existe qualquer tipo de refinamento dentro 

da sub-malha, refinamentos para a sub-malha, i.e., *,e eΩ ≠ Ω , serão estudados em 

ocasiões futuras. 

Figura 3.1 – Representação dos domínios Ω  e *Ω  em 2D e suas respectivas 
discretizações. 
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  Varias condições de contorno podem ser consideradas para o contorno truncado 

*Γ  do sub-domínio, no presente trabalho será adotado o seguinte contorno: 

 

 
* *

*
*

,
( , ; , ) 0      ,jg t τ

⎧Γ = Γ ∀Γ ∈Γ⎪Γ ⎨
= ∀Γ ∉Γ⎪⎩ x x

 (3.33) 

 

  Note que a função de Green ( , ; , )jg t τx x  representa uma coluna da matriz de 

Green, ou seja, , ( , ; , )neq j jg t τ≡G x x  onde 
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4. Algoritmos de Marcha no Tempo 

 

  Após feita a discretização espacial via MEF, a equação de movimento resultante 

envolvendo a função de Green pode então ser resolvida. Inúmeras metodologias podem 

ser aplicadas para a resolução da mesma, entre elas, se destacam os métodos de 

integração temporal.  

  O presente capítulo irá mostrar métodos explícitos e implícitos de integração 

temporal para a obtenção numérica da função de Green. Tendo em vista que a função de 

Green é obtida explicitamente sendo posteriormente substituídas nas expressões do 

deslocamento e velocidade, a metodologia decorrente é explícita, sendo portanto 

denominada ExGA (“Explicit Green Approach”). Com o objetivo de melhorar a função 

de Green no instante = Δt t , é adotado um processo de sub-marcha com sub-intervalos 

dados por /= Δh t n  com n representando o número de sub-passos. Também será 

mostrado uma transformação no método original de Green para a obtenção de matrizes 

simétricas, melhorando assim a eficiência computacional. Toda metodologia 

apresentada neste capítulo também se aplica ao método ExGAH onde a função Degrau 

também deve ser calculada.  

 

4.1. ExGA-Newmark 
 

  No método de Newmark a equação de equilíbrio (3.11) é discretizada no tempo 

t h+  (NEWMARK, 1959), i.e.: 

 

 t h t h t h+ + ++ + =MG CG KG 0�� �  (4.1) 
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  As matrizes de Green ( ) e ( )t tG G�  são aproximadas através da série de Taylor, 

cuja expansão se dá por: 

 

 

2 3

2

...
2 6

...
2

t h t t t t

t h t t t

h hh

hh

+

+

= + + + +

= + + +

G G G G G

G G G G

� �� ���

� � �� ���
 (4.2) 

 

  O método de Newmark apenas trunca a série (4.2), assumindo 

( ) /t t h t h+= −G G G��� �� ��  e adicionando os parâmetros calibradores eβ γ , chegando-se nos 

seguintes operadores de Newmark: 

 

 
( )

2 21
2

1

t h t t t t h

t h t t t h

h h h

h h

β β

γ γ

+ +

+ +

⎛ ⎞= + + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + − +

G G G G G

G G G G

� �� ��

� � �� ��
 (4.3) 

 

  Substituindo a equação (4.3) na equação (4.1), a seguinte relação recursiva é 

encontrada para o termo da aceleração: 

 

 ( ) ( )
2

2 (1 )
2

t h t t t t thh h h hγ β γ+ ⎛ ⎞
+ + = − + − − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
M C K G C G G K G G G�� � �� � ��  (4.4) 

 

  O método de Newmark é incondicionalmente estável para 1/ 2 2γ β≤ ≤  e 

condicionalmente estável para 1/ 2 e / 2γ β γ≥ <  (HUGHES, 2000). Particularizações 

que podem ser destacadas são os métodos, Diferença Central com 1/ 2 e =0γ β=  e 

aceleração média (regra trapezoidal) com 1/ 2 e =1/4γ β= . 

 

4.1.1. ExGA-Diferença Central Tarnow 
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  Recentemente, TARNOW & SIMO (1994) apresentaram um processo de sub-

marcha para construir algoritmos de quarta ordem a partir de métodos de segunda 

ordem. Este procedimento será aplicado ao método Diferença Central (Newmark 

1/ 2 e =0γ β= ) para o cálculo das matrizes de Green, resultando no método chamado 

ExGA-Diferença Central Tarnow. Para avançar um intervalo de tempo, a seguinte 

seqüência deve ser feita: 

 

 1 - Calcular a resposta em hα  

 2 - Calcular a resposta em ( )1 2 hα−  

 3 - Calcular a resposta em hα  

 

onde ( )1/3 1/31 2 2 2
3

α −= + + . 

  Este procedimento tem a vantagem de conservar certas propriedades do método 

original, como por exemplo, estabilidade, melhorando apenas a precisão. 

 

4.2. ExGA-Wilson θ   
 

  No método Wilson-θ  a equação de equilíbrio é discretizada em t t hθ= + , i.e. 

(BATHE & WILSON, 1973): 

  

 t h t h t hθ θ θ+ + ++ + =MG CG KG 0�� �  (4.5) 

 

  Assumindo a aceleração como sendo linear dentro do intervalo 0 hτ θ≤ ≤ ,ou 

seja, /( )( )t t t h thτ θτ θ+ += + −G G G G�� �� �� ��  e integrando-a tem-se: 
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( )

( )

2

2 3

2

2 6

t t t t h t

t t t t t h t

h

h

τ θ

τ θ

ττ
θ

τ ττ
θ

+ +

+ +

= + + −

= + + + −

G G G G G

G G G G G G

� � �� �� ��

� �� �� ��
 (4.6) 

 

  Assumindo hτ θ=  na equação (4.6) e resolvendo  e t h t hθ θ+ +G G� �� em função de 

 t hθ+G , chega-se a seguinte equação para t hθ+G  após a utilização da equação (4.5): 

 

 2 2 2 2

3 6 6 6 32 2
2

t h t t t t t th
h h h h h

θ θ
θ θ θ θ θ

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + = + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

K C M G M G G G C G G G� �� � ��  

  (4.7) 

  Os valores de ,  e t h t h t h+ + +G G G� �� são calculados substituindo hτ =  na equação 

(4.6) resultando em: 

 

 

( )3 2 2

2 2

6 6 31

2 2

6 3

t h t h t t t

t h t t h t

t h t t t h t

h h
h h

h hh

θ

θ θ θ
+ +

+ +

+ +

⎛ ⎞= − − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + +

= + + +

G G G G G

G G G G

G G G G G

�� � ��

� � �� ��

� �� ��

 (4.8) 

 

4.3. ExGA-HHT-α  e  ExGA-Bossak-α  
 

  Como o método de Newmark não possui amortecimento numérico com uma 

precisão de segunda ordem, HILBER et al. (1977) e WOOD et al. (1980) propuseram 

uma variação no método de Newmark, apenas modificando a equação de movimento 

através de uma interpolação linear. Para o método HHT-α  tem-se: 

 

 ( ) ( )1 1t h t h t t h tα α α α+ + ++ + − + + − =MG CG CG KG KG 0�� � �  (4.9) 

 

e para o método Bossak-α  
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 ( )1 t h t t h t hα α+ + ++ − + + =MG MG CG KG 0�� �� �  (4.10) 

 

  Se 0α = , as equações (4.9) e (4.10) se reduzem ao método de Newmark. Para 

1/ 3 0α− ≤ ≤ , 1/ 2γ α= −  e 2(1 ) / 4β α= − , os métodos são incondicionalmente 

estáveis e com precisão de segunda ordem (HUGHES, 2000). As equações para 

,  e t h t h t h+ + +G G G� ��  são obtidas da mesma forma descrita na seção 4.1. 

 

4.4. ExGA-Runge Kutta 
 

  Antes de utilizar o método de Runge Kutta é necessário fazer uma transformação 

na equação de segunda ordem, i.e., ( ) ( ) ( )t t t+ + =MG CG KG 0�� � , para um sistema de 

equações de primeira ordem, como: 

 

 ( ) ( )t t+ =Y AY 0�  (4.11) 

 

onde 

 

 1 1

( )
( ) ;

( )
t

t
t − −

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G 0 I
Y A

G M K M C�  (4.12) 

 

  Sendo ( )( ) ( ),t t t=Y Y� , o algoritmo de Runge Kutta explícito de ordem s é 

dado pela seguinte expressão (SOLIN, 2005): 

 

 
1

1

1
1

, , 0

s
t t t

i i
i

i
t

i ij j i
j

t b z

z t a z t c t c

+Δ

=

−

=

= + Δ

⎛ ⎞
= + Δ + Δ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑

∑

Y Y

Y

 (4.13) 
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  Os valores das constantes ,  e ij i ia b c  podem ser determinados através da matriz 

de Butcher, dada por: 

 

 

1 11 12 1

2 21 22 2

1 2

1 2

s

s

s s s ss

s

c a a a
c a a a

c a a a
b b b

"
"

# # # % #
"
"

 (4.14) 

 

tal que satisfaça a seguinte relação, 
1

1

i

i ij
j

c a
−

=

= ∑  e 
1

1
s

i
i

b
=

=∑ . 

  O método Runge kutta 4º ordem clássico, possui a seguinte matriz de Butcher: 

 

 

0
1/ 2 1/ 2
1/ 2 0 1/ 2
1 0 0 1

1/ 6 1/ 3 1/ 3 1/ 6

 (4.15) 

 

  Utilizando a equação (4.13) com s=4 e a matriz (4.15), o método Runge Kutta 4º 

ordem pode ser escrito como: 

 

 

2
t+ t t

1 2 3

t+ t
1 2 3 4

( )
6

( 2 2 )
6

h

h

hh

h

= + + + +

= + + + +

G G G W W W

G G W W W W

�

� �
 (4.16) 

 

com 
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( )

( )

-1 t t
1

-1 t t t
2 1

2
-1 t t t

3 1 2

2
-1 t t t

4 2 3

2 2

2 4 2

2

h h

h h h

hh h

= − −

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞

= − + + − +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

W M KG CG

W M K G G C G W

W M K G G W C G W

W M K G G W C G W

�

� �

� �

� �

 (4.17) 

 

  Observe que a matriz ( )tΔG��  pode ser obtida utilizando-se a equação de 

movimento, como: 

 

 1( )t t tΔ − Δ Δ= − −G M CG KG�� �  (4.18) 

 

4.5. Matrizes Simétricas 
 

4.5.1. Definições  
 

  As matrizes de Green ( )tG  e Degrau ( )tH  geralmente não são simétricas, 

entretanto algumas modificações podem ser feitas afim de torná-las simétricas. Sendo a 

transformação dada por: 

 

 
( ) ( )
( ) ( )
t t
t t

=

=

G MG M
H MH M

 (4.19) 

  

  Será demonstrado que as matrizes ( ) e ( )t tG H  são simétricas, note que suas 

derivadas também são simétricas. A demonstração só é valida quando se adota a matriz 

de amortecimento de Rayleigh, i.e.: 

 

 α β= +C M K  (4.20) 
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onde as constantes  e α β  são determinadas em geral de forma experimental (CHOPRA, 

2006), mas tais constantes podem ser obtidas matematicamente em função de duas 

freqüências do sistema (CLOUGH & PENZIEN, 1993). 

  Considerando duas matrizes e A B  quaisquer, simétricas e não singulares, as 

seguintes propriedades serão utilizadas para a demonstração da expressão (4.19) 

(MEYER, 2001): 

 

 T=A A  (4.21) 

 1− =AA I  (4.22) 

 ( ) ( ) 11 T T −− =A A  (4.23) 

 ( )TT =A A  (4.24) 

 ( )T T T=AB B A  (4.25) 

 ( ) 1 1 1− − −=AB B A  (4.26) 

 

  Das propriedades (4.21) a (4.23) conclui-se que 1−A  e 1 1− −+A B  são simétricas. 

Da propriedade (4.26), pode-se mostrar que: 

 

 ( ) ( ) 11 1 1 −− − −+ = +A A B B A B  (4.27) 

 

  Como A  é uma matriz simétrica e positiva definida, a mesma pode ser 

decomposta pelo método de Cholesky como: 

 

 T=A LL  (4.28) 

 

onde L  representa a matriz triangular inferior. Note que pela propriedade (4.22) sua 

inversa é dada por 1 1T− − −=A L L . 
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4.5.2. ExGA-Runge Kutta Simétrico 
 

  A expressão definida pela equação (4.13) é equivalente a utilizar a série de 

Taylor diretamente para análise linear, onde suas derivadas são calculadas 

recursivamente. A matriz de Green tΔG , supondo h t= Δ  (i.e., n=1), pode ser calculada 

através da seguinte aproximação: 

 

 
2 3

0 0 0 0 0

2! 3! !

k k
t t t tt

k
Δ Δ Δ Δ

= + Δ + + + +G G G G G G� �� ��� "  (4.29) 

 

  Sendo 0 0 1 e −= =G 0 G M� , as derivadas de ordem superiores na equação (4.29) 

são calculadas recursivamente através da equação de equilíbrio, i.e., 

0 0 0+ + =MG CG KG 0�� � , sendo dadas por: 

 

 ( )
( )

0 1 1

20 1 1 1 1

30 1 1 1 1 1 1 1 1

− −

− − − −

− − − − − − − −

= −

= −

= − + +

G M CM

G M CM M KM

G M CM M CM KM M KM CM

��

���

����

#

 (4.30) 

  Multiplicando e pré-multiplicando a equação (4.29) pela matriz massa como 

descrito em (4.19) e analisando, por exemplo, o termo 1 1 1− − −M KM CM  da expressão 

(4.30) e utilizando a expressão (4.20) para a matriz amortecimento tem-se: 

  

 ( )1 1 1α β α β− − −= + = +KM C KM M K K KM K  (4.31) 

 

  Sendo  e K M  matrizes simétricas e utilizando a decomposição (4.28) no último 

termo de (4.31), aplicando-se posteriormente as propriedades (4.24) e (4.25), obtém-se: 

 

 ( )( ) ( )( )1 1 TT T T T T T T− − − − −= =K K M M K K K K M K K MKM K L L L L L L L L L L L L  (4.32) 
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  Utilizando a decomposição de Cholesky (4.28) conclui-se que 1−KM K  é 

simétrico. Nota-se claramente que os demais termos da expressão (4.30) também são 

simétricos após a aplicação da transformação (4.19). As matrizes  e t tΔ ΔG G� ��  são obtidas 

derivando a equação (4.29) e utilizando a equação de equilíbrio (4.18), respectivamente. 

 

4.5.3. ExGA-Newmark Simétrico 
 

  As expressões das matrizes ,  e t t tΔ Δ ΔG G G� ��  utilizando o método de Newmark 

com h t= Δ , podem ser obtidas, utilizando-se as equações da seção 4.1 ou podem ser 

encontradas em SOARES (2004b): 

 

 1 1 1 11 1ˆ 1
2 2

t t
t

γ γ
β β β β

Δ − − − −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + − + Δ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

G K I CM CM CM  (4.33) 

 1 1 11 1
2

t t t
t

γ γ γ
β β β

Δ Δ − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − + Δ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

G G M M CM�  (4.34) 

 1 1 1
2

1 1 1 1
2

t t

t tβ β β
Δ Δ − − −⎛ ⎞

= − + −⎜ ⎟Δ Δ ⎝ ⎠
G G M M CM��  (4.35) 

 

onde a matriz efetiva K̂ é dada por 

 

 2

1ˆ
t t

γ
β β

= + +
Δ Δ

K K M C  (4.36) 

 

  Multiplicando e pré-multiplicando, por exemplo, o segundo termo em (4.33), 

i.e., 1 1ˆ − −K CM , pela matriz massa como descrito em (4.19) e utilizando a matriz de 

amortecimento de Rayleigh, expressão (4.20), tem-se: 

 

 ( )1 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆα β α β− − − −= + = +MK C MK M K MK M MK K  (4.37) 
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  A segunda parcela da equação (4.37), i.e., 1ˆ −MK K  pode ser reescrita da 

seguinte forma: 

 

 ( ) ( )1 11
1 0 1 1 0 0

1 0

1 1ˆ a a a a a a
a a

− −− = + = +MK K M M K K M M K K  (4.38) 

 

onde 0 1a
t

γβ
β

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟Δ⎝ ⎠

 e 1 2

1a
t t

γα
β β

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠

. 

  Da propriedade (4.27) conclui-se que a expressão (4.38) é simétrica, para o 

primeiro termo de (4.37), i.e., 1ˆ −MK M , a demonstração por Cholesky pode ser 

aplicada. Note que depois de efetuada a transformação (4.19), as equações (4.34) e 

(4.35), i.e.,  e  t tΔ ΔG G� �� , tornam-se simétricas. O mesmo procedimento também se aplica 

ao método ExGAH-Newmark. 

 

4.6. Método Green Simétrico 
 

  Como visto na seção 4.5 as matrizes ( ) ( )  e ( ) ( )t t t t= =G MG M H MH M  são 

simétricas. Portanto, a equação original (3.15) para os vetores deslocamento t t+ΔU  e 

velocidade t t+ΔU�  pode ser reescrita da seguinte forma: 

 

( )

( )

tt t 1 1 1 t 1 t 1 1

0

tt t 1 1 1 t 1 t 1 1

0

( t) ( t) ( t) ( t ) (t )d

( t) ( t) ( t) ( t ) (t )d

τ τ τ

τ τ τ

Δ+Δ − − − − − −

Δ+Δ − − − − − −

= Δ + Δ + Δ + Δ − +

= Δ + Δ + Δ + Δ − +

∫

∫

U M G M C M G U M G U M G M F

U M G M C M G U M G U M G M F

� �

� �� � �� �

  (4.39) 

  Como na equação (3.11), as matrizes ,  e t t tΔ Δ ΔG G G� ��  são calculadas através da 

seguinte equação de equilíbrio modificada: 
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 1 1( ) ( ) ( )t t t− −+ + =G CM G KM G 0�� �  (4.40) 

 

com condições inicias dadas por 

 

 
(0)

(0)

=

=

G 0

G M�  (4.41) 

 

  Da mesma forma a equação (3.18) pode ser reescrita como: 

 

 

tt t 1 t 1 t 1 1

0

tt t 1 t 1 t 1 1

0

( t) ( t) ( t ) (t )d

( t) ( t) ( t ) (t )d

τ τ τ

τ τ τ

Δ+Δ − − − −

Δ+Δ − − − −

= Δ + Δ + Δ − +

= Δ + Δ + Δ − +

∫

∫

U M H U M G U M G M F

U M H U M G U M G M F

�

� ��� �
 (4.42) 

 

  A função Degrau ( )tH é calculada através da seguinte equação de equilíbrio 

modificada: 

 

 1 1( ) ( ) ( )t t t− −+ + =H CM H KM H 0�� �  (4.43) 

 

com condições inicias dadas por 

 

 
(0)

(0)

=

=

H M

H 0�  (4.44) 

 

  Tanto a equação (4.39) quanto a equação (4.42) são adequadas apenas quando a 

matriz massa for diagonal, em geral, quando métodos explícitos de integração temporal 

são utilizados. Toda a demonstração feita na seção 4.5 também é válida quando sub-

passos 1n > são utilizados para a obtenção das matrizes de Green e Degrau, aumentado 

é claro o número de operações entre as matrizes, mas mantendo a simetria. 
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4.7. Método ExGAH com matriz massa não diagonal 
 

  Como visto na seção 3.1, o método ExGAH em sua forma tradicional necessita 

da inversão da matriz massa na condição inicial para o cálculo da função de Green e 

Degrau, i.e., ( ) ( )1 10  e 0− −= =G M H M� . Entretanto quando a matriz massa não for 

diagonal, sua inversão torna-se um processo caro e oneroso. Afim de tornar o processo 

menos oneroso, a seguinte transformação é realizada: 

 

 
( ) ( )
( ) ( )
t t

t t

=

=

G G M

H H M
 (4.45) 

 

  Substituindo a transformação (4.45) na equação (3.18), chega-se na seguinte 

expressão para o vetor deslocamento e velocidade: 

 

 

tt t t t 1

0

tt t t t 1

0

( t) ( t) ( t ) (t )d

( t) ( t) ( t ) (t )d

τ τ τ

τ τ τ

Δ+Δ −

Δ+Δ −

= Δ + Δ + Δ − +

= Δ + Δ + Δ − +

∫

∫

U H U G U G M F

U H U G U G M F

�

� ��� �

 (4.46) 

 

  As matrizes ( ) ( )t  e tΔ ΔG G
� são calculadas utilizando a equação de equilíbrio 

(3.11), substituindo é claro ( )tG  por ( )tG  através da expressão (4.45) e utilizando as 

seguintes condições iniciais: 

 

 
( )

( )

0

0

=

=

G 0

G I�  (4.47) 
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  As matrizes ( ) ( )t  e tΔ ΔH H�  também são calculadas utilizando a equação de 

equilíbrio (3.19), substituindo ( )tH  por ( )tH  e utilizando as seguintes condições 

iniciais: 

 

 
( )

( )

0

0

=

=

H I

H 0�  (4.48) 

 

  A transformação acima não mais depende da inversão da matriz massa para a 

condição inicial, entretanto na convolução surge a inversa da matriz massa. Será 

mostrado nos capítulos subseqüentes que a parte não homogênea da equação, i.e., a 

convolução, é menos importante que a parte homogênea com relação à estabilidade e 

precisão. Portanto, a inversa da matriz massa na integral de convolução pode ser 

aproximada como sendo diagonal. Observe que na presente discussão as matrizes de 

Green e Degrau são calculadas utilizando a matriz massa consistente (não diagonal). 

  Para que o método seja o mais geral possível, a matriz massa diagonal HRZ 

definida na seção 2.5 pode se tornar uma boa aproximação, já que a mesma sempre 

resultará em uma matriz positiva, o que não acontece com a técnica “ROW SUM”, por 

exemplo, onde para determinados elementos a matriz massa possui valores negativos, o 

que é fisicamente inadmissível. Caso a matriz massa da convolução não possa ser 

diagonal, deve-se multiplicar a equação (4.46) pela matriz massa, entretanto tal 

procedimento necessitará de um “Solver”, e.g., PCG, Gauss, etc., para o cálculo da 

resposta ao longo do tempo. Note que a equação (4.46) também pode ser utilizada para 

os métodos explícitos.  
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5. Estabilidade 

 

  O presente capítulo irá mostrar o conceito de estabilidade para os métodos 

ExGA e ExGAH aplicados a um sistema com um grau de liberdade e compara-los com 

os métodos clássicos. Será mostrado que a utilização de sub-passos n para o cálculo 

numérico da função de Green melhora consideravelmente a estabilidade principalmente 

para os métodos explícitos. Utilizando expansões em série de Taylor, também é 

mostrado a relação entre os métodos ExGA-Newmark ou ExGAH-Newmark com n=1 e 

o método de Newmark, mostrando quando esses métodos se equivalem.  

 

5.1. Mudança de Base 
 

  A equação de movimento pode ser transformada para uma coordenada modal no 

intuito de obter equações desacopladas, admitindo ( ) ( ) ( )t t t=U X  e pré-multiplicando 

a equação de movimento por T , a seguinte mudança de base pode ser efetuada 

(CLOUGH & PENZIEN, 1993, BATHE, 1996): 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )T T T Tt t t t+ + =M X C X K X F�� �  (5.1) 

 

  Na equação (5.1) a matriz  representa os auto-vetores considerando a equação 

de movimento ( ) ( )t t+ =MU KU 0�� , cuja solução é ( )( )0( ) sint t tω= −U , gerando o 

seguinte problema de auto-valor: 

 

 2ω=K M  (5.2) 

 

onde ω  representa as freqüências de vibração. 
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  A equação (5.2) resultará em n auto-vetores e auto-valores, dados por 

2 2 2
1 1 2 2( , ), ( , ), , ( , )neq neqω ω ω… . Ortonormalizando os auto-vetores pela matriz massa, 

i.e., T =M I  com 1 2( , , , )neq= …  e admitindo a matriz amortecimento como 

sendo uma combinação linear das matrizes massa e rigidez (Rayleigh), então: 

 

 
2

2

T

T T Tα β α β

=

= + = +

K
C M K I

 (5.3) 

 

onde  

 

 

2
1

2
22

2
neq

ω
ω

ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

%
 (5.4) 

 

  A equação (5.1) possui agora neq equações desacopladas dadas por: 

 

 2( ) 2 ( ) ( ) ( ) 1,2,...,i i i i i i ix t x t x t r t i neqξ ω ω+ + = =�� �  (5.5) 

 

com condições iniciais expressas como 

 

 
(0) (0)

(0) (0)

T
i i

T
i i

x

x

= Φ

= Φ

MU

MU��
 (5.6) 

 

  Após resolver as equações descritas em (5.5), a resposta na coordenada original 

é obtida através de uma superposição modal utilizando a expressão ( ) ( ) ( )t t t=U X . 
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5.2. Conceito 
 

  A estabilidade de um método numérico é analisada, utilizando-se a equação 

desacoplada obtida depois de realizada a decomposição modal. Não se considera 

nenhum tipo de carregamento na equação, i.e., ( ) 0r t =  com 0 1ξ≤ < , ou seja: 

  

 2( ) 2 ( ) ( ) 0x t x t x tξω ω+ + =�� �  (5.7) 

 

  Resolvendo a equação (5.7) numericamente, por qualquer um dos métodos 

descritos no capítulo anterior, chega-se na seguinte expressão matricial (BATHE, 1996): 

 

 ˆ ˆt t t+Δ =X AX  (5.8) 

 

  Na equação (5.8) A representa a matriz de amplificação e X̂  representa o vetor 

contendo todas as variáveis pertencentes a cada método, como por exemplo, 

deslocamento, velocidade e aceleração. Note que no método de Newmark X̂  pode 

conter apenas deslocamento e velocidade, o mesmo acontece para o método Runge 

Kutta. 

  Na equação (5.8) a matriz A é aplicada sucessivamente ao vetor ˆ tX  ao longo do 

tempo, para se estudar a estabilidade considera-se o seguinte problema de auto-valor: 

 

 λ=Av v  (5.9) 

 

  A equação (5.9) resulta em k auto-valores ( 1 2, , , kλ λ λ… ) com k auto-vetores 

( 1 2, , , kv v v… ) linearmente independentes, esses auto-vetores formam uma base para o 

espaço vetorial k\ , onde qualquer vetor desse espaço pode ser expresso como uma 

combinação linear dos auto-vetores. Supondo k=2 e aplicando A  i vezes no vetor 0X̂  e 
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escrevendo 0X̂  em função dos auto-vetores 1 2e v v  (base) tendo em vista a equação 

(5.9), tem-se: 

 

 ( )0
1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2

ˆ ; ,i i i iα α α λ α λ α α= + = + ∈A X A v v v v \  (5.10) 

 

  Analisando a equação (5.10) nota-se claramente que se a magnitude dos auto-

valores forem menores que um, 0ˆiA X  ira convergir para zero, caracterizando um 

fenômeno chamado de amortecimento numérico. Caso exista apenas um auto-valor com 

magnitude maior que um 0ˆiA X  ira divergir para infinito. Uma maneira mais formal de 

determinar esse comportamento é através do raio espectral da matriz, definido como: 

 

 
1,2...

( ) max ,  é um auto-valor de j jj
ρ λ λ

=
=A A  (5.11) 

 

  Um método de integração temporal será estável, se e somente se, as seguintes 

condições forem satisfeitas: 

 1. ( ) 1ρ ≤A . 

 

 1Ġ

=
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  Para simplificar os nomes dos métodos, a seguinte notação será utilizada para os 

métodos ExGA, ExGAH e os clássicos como Newmark, Wilson-θ , etc. 

 

Método notação 
Newmark  NW 
Diferença Central (Newmark γ=1/2 e β=0) DC 
Wilson-θ  WS 
Runge Kutta 4º ordem RK 
HHT-α (β=(1-α)2
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 ( ) 2
1 2det 2 0A Aλ λ λ− = − + =A I  (5.14) 

 

com 

 

 
( ) ( )

( )
1 11 22

2 11 22 12 21

1 1
2 2
det

A tr A A

A A A A A

= = +

= = −

A

A
 (5.15) 

 

  As raízes da equação (5.14) são dadas por: 

 

 2
1,2 1 1 2A A Aλ = ± −  (5.16) 

 

  Utilizando a equação (5.16), os auto-valores para a matriz de amplificação 

analítica (5.13) são dados por: 

 

 1,2
dt I te ξω ωλ − Δ ± Δ=  (5.17) 

 

onde 1I = −  representa a unidade imaginária. 

  Calculando o módulo da equação (5.17), chega-se ao seguinte raio espectral 

analítico: 

 

 ( ) te ξωρ − Δ=A  (5.18) 

 

  Note que para 0.0ξ =  o raio espectral analítico possui valor unitário, i.e., 

( ) 1ρ =A . Assumindo tΔ  pequeno suficiente e 0.0ξ = , a matriz de amplificação 

indicada na equação (5.13) pode ser expandida em série de Taylor, resultando em: 

 

 
2 2 4 4 6 6 8 8 10 10

11 1
2 24 720 40320 3628800

t t t t tA ω ω ω ω ωΔ Δ Δ Δ Δ
= − + − + − +…  (5.19) 
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2 3 4 5 6 7 8 9

12 6 120 5040 362880
t t t tA t ω ω ω ωΔ Δ Δ Δ

= Δ − + − + −…  (5.20) 

 
4 3 6 5 8 7 10 9

2
21 6 120 5040 362880

t t t tA t ω ω ω ωω Δ Δ Δ Δ
= − Δ + − + − +…  (5.21) 

 
2 2 4 4 6 6 8 8 10 10

22 1
2 24 720 40320 3628800

t t t t tA ω ω ω ω ωΔ Δ Δ Δ Δ
= − + − + − +…  (5.22) 

 

5.3. Método ExGA 
 

5.3.1. Matriz de amplificação e gráficos 
 

  Utilizando a equação (5.8), a solução numérica da equação (5.7) pelo método 

ExGA é dada como: 

 

 
t t t

ExGAt t t

x x
x x

+Δ

+Δ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
A

� �
 (5.23) 

 

  A matriz de amplificação ExGAA  para o método ExGA é escrita como: 

    

 
( ) 2 ( ) ( )
( ) 2 ( ) ( )ExGA

g t g t g t
g t g t g t

ξω
ξω

Δ + Δ Δ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟Δ + Δ Δ⎝ ⎠

A
�
�� � �

 (5.24) 

 

  Diferentemente da matriz analítica (5.13), as funções de Green são agora 

calculadas numericamente através dos métodos discutidos no capítulo 4. 

  Como escrito no capítulo 4 a função de Green é calculada recursivamente em 

/t t n= Δ , tal que finalt t= Δ , com n representando o número de sub-passos. Sendo 4capA  

a matriz de amplificação obtida através dos métodos apresentados no capítulo 4, ou seja, 

ExGA-Newmark, ExGA-Wilson-θ , ExGA-Runge Kutta, etc.. A função de Green em 

t t= Δ  é calculada como: 
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4

0ˆ ˆ
cap

t nΔ =G A G  (5.25) 

 

onde ˆ tΔG  representa o vetor contendo, por exemplo, ( ) e ( )g t g tΔ Δ�  para determinados 

métodos. 

  Na equação (5.25) a expressão para 0Ĝ  depende obviamente do método 

implementado, mas o vetor 0Ĝ  é geralmente escrito em função das condições iniciais 

(0), (0) e (0)g g g� �� , que são dadas por: 

 

 
( )
( )
( )

0 0

0 1

0 2

g

g

g ξω

=

=

= −

�

��
 (5.26) 

  

  Utilizando a decomposição indicada na equação (5.12), a matriz de amplificação 

4cap

nA  pode ser escrita como: 

 

 ( )
4

1 1
cap

nn n− −= =A PJP PJ P  (5.27) 

 

  Como a matriz de amplificação numérica (5.24) também possui dimensão 2x2, 

as expressões para seus auto-valores 1 2e λ λ  são dadas pela equação (5.16), note que a 

condição 2 de estabilidade não precisa ser analisada visto que 1 2λ λ≠  para 0 1ξ≤ < . 

  Substituindo as expressões numéricas da função de Green ( ), ( ) e ( )g t g t g tΔ Δ Δ� ��  

obtidas pela equação (5.25), com auxílio da equação (5.27), na matriz de amplificação 

numérica ExGAA  descrita pela equação (5.24), torna-se trivial a obtenção de funções para 

o raio espectral em função do número de sub-passos n para o método ExGA. Adotando 
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0.0ξ = , a função raio espectral para o método ExGA-Runge Kutta (ExGA-RKn) em 

função do período T , i.e., 2 /T π ω= , é dada por: 

 

 
2 2

6 6
( , ) 3 2 2

n n

n b bn a a
n n

ρ − ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
A  (5.28) 

 

com 2 2 2 2 4 4 4 4 2 3 3 33 6 /( ) / 2 /( ) /  e 3 / 2 /a n t T n t T b n t T t Tπ π π π= − Δ + Δ = Δ − Δ . 

  Para o método ExGA-Newmark (ExGA-NWn), a seguinte função pode ser 

encontrada para o caso 0.0ξ = : 

 

 

( )( )

1 1( , ) [
2 2

( / ) 2 ( / ) 1 2 ]
2

n n

n n

a b a bn Abs
c c

t T a b a b n b t T b
b c c

ρ

π π γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +
= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ − +⎜ ⎟− − + Δ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

A

(5.29) 

 

com 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 4 4-( -4 +2 ) / , 4 / + (-16 +(1+2 ) ) /a n t T b n t T t Tπ βπ γπ π π β γ= Δ = − Δ Δ  e 

2 2 2 24 /c n t Tβπ= + Δ . 

 

  A seguir é apresentado os gráficos do raio espectral para 0.0ξ =  do método 

ExGA assim como os métodos clássicos. 
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Figura 5.1 – Raio espectral (A)ρ x /t TΔ  com 0.0ξ =  para o método RK  
e ExGA-RKn . 
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Figura 5.2 - Raio espectral (A)ρ x /t TΔ  com 0.0ξ =  para os métodos ; (a) 
RK e ExGA-RKn; (b) DC e ExGA-DCn; (c) ExGA-DCTn 
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  A função (5.28) plotada na Figura 5.1 mostra que o método ExGA-RK1, com 

n=1, possui o mesmo raio espectral que o método Runge Kutta (RK), ambos são 

condicionalmente estáveis se / 2 /t T πΔ ≤ . O método ExGA-RK2 possui a seguinte 

restrição de estabilidade / 2 2 /t T πΔ ≤ ; logo, pode ser mostrado que o limite crítico 

para /t TΔ  varia linearmente com n, ou seja, a seguinte condição de estabilidade é 

satisfeita / 2 /t T n π
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  Curvas do raio espectral ( )ρ A  versus /t TΔ  para distintos valores de n 

(distintos sub-passos), baseadas na função (5.29), são plotadas na Figura 5.2-(a). 

Percebe-se que a curva para o método Diferença Central permanece constante, 

( ) 1ρ =A , até atingir seu valor crítico, nesse ponto ρ → ∞ . No entanto o mesmo não 

ocorre para o método ExGA-DC1, sua curva é assintótica tendendo ao valor unitário na 

origem, ou seja, 
/ 0
lim ( ) 1
t T

ρ
Δ →

=A
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método de Newmark onde se tem um amortecimento numérico maior para valores de 

/t TΔ  grandes. A medida que n cresce os valores do raio espectral tendem a um para 

valores de /t TΔ  pequenos, diminuindo assim o amortecimento numérico, mas 

aumentando o mesmo a medida que /t TΔ cresce.  

  Da Figura 5.3-(a) conclui-se que o método ExGA-WS1 é instável, i.e., ( ) 1ρ >A . 

Quando n aumenta, os métodos ExGA-WS3 e ExGA-WS6 possuem regiões estáveis e 

instáveis, tem-se ( ) 1ρ >A  para certos valores dentro da região / 0.4t TΔ <  tornando a 

ser estável para valores / 0.4t TΔ > . 

  Analisando a Figura 5.3-(b) observa-se que as curvas para os métodos ExGA-

HHT1 e ExGA-BK1 se assemelham, possuindo um amortecimento numérico maior para 

pequenos valores de /t TΔ  quando comparados aos métodos HHT e BK, invertendo 

esse comportamento para /t TΔ  grande. Já para o método ExGA-HHT4 pode ser 

observado que ( ) 1ρ >A  para certas regiões de /t TΔ , o que não acontece com o 

método ExGA-BK4 onde ( ) 1ρ ≤A  para todo valor de /t TΔ . 

 

5.3.2. Relação entre ExGA-Newmark e Newmark 
 

  Será demonstrado que o método ExGA-NW1, i.e., n=1 ou h t= Δ , torna-se 

idêntico ao método de Newmark quando se adotam valores específicos para os 

parâmetros  e γ β . Antes de analisar os dois métodos é necessário definir a matriz de 

amplificação do método de Newmark, dada por (GÉRADIN & RIXEN, 1994, 

HUGHES, 2000): 
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 NW =A

3 3 2 2 2 2 3 2

2 2 2 2

4 3 2 3 3 2 2

2 2 2 2

2(2 ) (2 1) 4 2 4(2 ) (2 1)2 2
2 4 2 2 4 2
(2 ) 2 (2 )2 ( )2 4( 1) 2
2 4 2 2 4 2

t t t t t t
t t t t

t t t t t
t t t t

β γ ξω β ω γξω β γ ξ ω γ ξω
γξω βω γξω βω

β γ ω ω β γ ξω β γ ω γ ξω
γξω βω γξω βω

⎛ ⎞− Δ + − Δ + Δ + − Δ + − Δ + Δ
⎜ ⎟+ Δ + Δ + Δ + Δ⎜ ⎟
⎜ ⎟− − Δ − Δ − − Δ + − Δ + − Δ +
⎜ ⎟

+ Δ + Δ + Δ + Δ⎝ ⎠
  (5.30) 

 

  Sendo tΔ  pequeno e 0.0ξ = , a matriz de amplificação NWA  pode ser expandida 

em série de Taylor como: 

 

 
2 2

4 4 2 6 6 3 8 8 4 10 10
NW

1 1 1 1A (1,1)=1-
2 2 2 2 2

t t t t tω βω β ω β ω β ωΔ
+ Δ − Δ + Δ − Δ +…  (5.31) 

 2 3 2 4 5 3 6 7 4 8 9 5 10 11
NWA (1,2)= t t t t t tβω β ω β ω β ω β ωΔ − Δ + Δ − Δ + Δ − Δ +… (5.32) 

 2 4 3 6 5 2 8 7 3 10 9
NW

1 1 1 1A (2,1)=
2 2 2 2

t t t t tω γω γβω γβ ω γβ ω− Δ + Δ − Δ + Δ − Δ +…  (5.33) 

 2 2 4 4 2 6 6 3 8 8 4 10 10
NWA (2,2)=1- t t t t tγω γβω γβ ω γβ ω γβ ωΔ + Δ − Δ + Δ − Δ +…  (5.34) 

 

  A matriz de amplificação 1ExGA-NW
A  para o método ExGA-NW1 é obtida 

utilizando a equação (5.25) com n=1 e posteriormente substituindo os valores de 

( ), ( ) e ( )g t g t g tΔ Δ Δ� ��  na matriz de amplificação (5.24). Assumindo 0.0ξ = , sua 

expansão em série de Taylor é dada por: 

 

 1
2 2 4 4 2 6 6 3 8 8 4 10 10

ExGA-NW
(1,1) 1A t t t t tγω γβω γβ ω γβ ω γβ ω= − Δ + Δ − Δ + Δ − Δ +…  (5.35) 

 1
2 3 2 4 5 3 6 7 4 8 9 5 10 11

ExGA-NW
(1, 2)A t t t t t tβω β ω β ω β ω β ω= Δ − Δ + Δ − Δ + Δ − Δ +…  (5.36) 

 1
2 4 3 2 6 5 3 8 7 4 10 9

ExGA-NW
(2,1)A t t t t tω βω β ω β ω β ω= − Δ + Δ − Δ + Δ − Δ +…  (5.37) 

 1
2 2 4 4 2 6 6 3 8 8 4 10 10

ExGA-NW
(2, 2) 1-A t t t t tγω γβω γβ ω γβ ω γβ ω= Δ + Δ − Δ + Δ − Δ +…  (5.38) 
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  Analisando a equação (5.35) (i.e., 1ExGA-NW
(1,1)A ) e a equação (5.31) (i.e., 

NWA (1,1) ) e posteriormente as equações (5.37) e (5.33), respectivamente, conclui-se 

que para 0.0ξ =  os métodos ExGA-NW1 e Newmark são idênticos se e somente se: 
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 1

4 3 6 5
2

ExGA-DCT

138019(2,1)
6 1440000

t tA t ω ωω Δ Δ
= − Δ + +  (5.42) 

 1

2 2 4 4 6 6

ExGA-DCT

15541(2,2) 1
2 24 240000

t t tA ω ω ωΔ Δ Δ
= − + +  (5.43) 
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  Assim como nas demonstrações de TARNOW & SIMO (1994), o método 

ExGA-DCT1 também é de quarta ordem. Isto pode ser demonstrado, analisando as 

equações (5.40) a (5.43) e as equações analíticas (5.19) a (5.22), observando que todos 

os termos até 4tΔ  são idênticos provando assim que o método é de 4º ordem. 

 

5.4. Método ExGAH 
 

5.4.1. Matriz de amplificação e gráficos 
 

  Diferentemente do método ExGA, a matriz de amplificação para o método 

ExGAH pode ser escrita como: 

 

 
( ) ( )
( ) ( )ExGAH

h t g t
h t g t

Δ Δ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠

A � �
 (5.44) 

 

  Além do cálculo da função de Green discutida em 5.3.1, a função Degrau ( )h tΔ  

e sua derivada ( )h tΔ�  também devem ser calculadas. A função Degrau numérica é 

obtida através da utilização da equação (5.25) para um sistema com um grau de 

liberdade, substituindo ˆ tΔG  e 0Ĝ  por ˆ ΔtH  e 0Ĥ , respectivamente, sendo que o vetor 

0Ĥ  agora depende das seguintes condições iniciais:  

 

 

( )
( )
( ) 2

0 1

0 0

0

h

h

h ω

=

=

= −

�

��
 (5.45) 

  Como descrito anteriormente funções para o raio espectral são facilmente 

obtidas. Apenas a função raio espectral para o método ExGAH-NWn para 0.0ξ =  será 

mostrada nesta dissertação, cuja função é dada por:  
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onde 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 4 4-( -4 +2 ) / , 4 / + (-16 +(1+2 ) ) /a n t T b n t T t Tπ βπ γπ π π β γ= Δ = − Δ Δ  e 

2 2 2 24 /c n t Tβπ= + Δ . 

  A seguir são apresentados os gráficos do raio espectral para 0.0ξ = , 

comparando o método ExGAH e os métodos clássicos. 
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  Analisando a Figura 5.5-(a), nota-se que o método ExGAH-DCn é 

condicionalmente estável para qualquer valor de n. Quando n=1, o método ExGAH-DC1 

possui a mesma estabilidade do tradicional método Diferença Central, i.e., / 1/t T πΔ ≤ . 

Para n=2 o método tem como limite crítico / 2 /t T πΔ = , pode-se no entanto mostrar 

que esse valor crítico possui uma variação linear à medida que se aumenta o número de 

sub-passos n, cuja relação é dada por, / /t T n πΔ ≤ . 
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  A Figura 5.5-(b) mostra que os métodos ExGAH-NWn, i.e., 1n ≥  e Newmark 

(NW) para 1/ 2 e 1/ 4γ β= =  possuem a mesma estabilidade, o mesmo acontece para os 

métodos ExGAH-NW1 e Newmark quando 0.6 e 0.3025γ β= =  com ambos possuindo 

o mesmo amortecimento numérico. A medida que o número de sub-passos (n) aumenta 

o método ExGAH-NWn com 0.6 e 0.3025γ β= =  vai diminuindo o amortecimento 

numérico para valores pequenos de /t TΔ  e aumentado para valores grandes de /t TΔ . 

  O método ExGAH-WSn começa a ficar estável a medida que n aumenta, como 

visto na Figura 5.6-(a). Para n=1, o método é instável com ( ) 1ρ >A  para todo valor de 

/t TΔ  (curva assintótica), para n=3 existem regiões onde o método é instável e vice-

versa, já para n=4, o método possui todos seus valores abaixo de um, i.e., ( ) 1ρ ≤A , até 

atingir seu valor crítico.  

  Diferentemente dos métodos ExGA-HHTn e ExGA-BKn, os métodos ExGAH-

HHTn e ExGAH-BKn são estáveis para qualquer valor de n, como visto na Figura 5.6-

(b). Nota-se que o método ExGAH-BKn possui um amortecimento numérico maior 

comparativamente com o método ExGAH-HHTn. Analisando as curvas para os métodos 

ExGAH-HHT4 e ExGAH-HHT4, percebe-se que o raio espectral sofre pequenos 

“saltos” para certos valores de /t TΔ . Esses “saltos”, indicam que o auto-valor da 

matriz de amplificação é um número real, o que não ocorre para os demais pontos, onde 

valores imaginários são encontrados. Note que tal característica também ocorre em 

outros métodos aqui apresentados, como por exemplo, ExGA-WSn, ExGAH-WSn, etc. 

  Assim como feito para o método ExGA-NW1 e Newmark, pode-se demonstrar a 

relação entre o método ExGAH-NW1 e o método de Newmark. Para tal assumindo 

amortecimento nulo, i.e., 0.0ξ = , a matriz de amplificação para o método ExGAH-

NW1 possui a seguinte expansão em série de Taylor: 
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 1

2 2
4 4 2 6 6 3 8 8 4 10 10

ExGAH-NW

1 1 1 1(1,1) 1-
2 2 2 2 2

tA t t t tω βω β ω β ω β ωΔ
= + Δ − Δ + Δ − Δ +…  (5.47) 

 1
2 3 2 4 5 3 6 7 4 8 9 5 10 11

ExGAH-NW
(1, 2)A t t t t t tβω β ω β ω β ω β ω= Δ − Δ + Δ − Δ + Δ − Δ +…  (5.48) 

 1
2 4 3 6 5 2 8 7 3 10 9

ExGAH-NW

1 1 1 1(2,1)
2 2 2 2

A t t t t tω γω γβω γβ ω γβ ω= − Δ + Δ − Δ + Δ − Δ +…  (5.49) 

 1
2 2 4 4 2 6 6 3 8 8 4 10 10

ExGAH-NW
(2, 2) 1-A t t t t tγω γβω γβ ω γβ ω γβ ω= Δ + Δ − Δ + Δ − Δ +…  (5.50) 

 

  Comparando as equações (5.47) a (5.50) com as equações (5.31) a (5.34) do 

método de Newmark, conclui-se que as mesmas são idênticas, provando assim que os 

métodos ExGAH-NW1 e Newmark são iguais para qualquer valor de  e γ β  com relação 

as suas matrizes de amplificação para 0.0ξ = . Apesar de não mostrado nas expansões 

em série de Taylor os dois métodos também são iguais quando se adota 0.0ξ ≠ . 

  Note que para os métodos ExGA-HHTn, ExGA-BKn, ExGAH-HHTn e ExGAH-

BKn, as funções de Green e Degrau são calculadas utilizando o mesmo parâmetro α  

dos métodos originais, i.e, HHT e Bosak. Entretanto, deve-se realizar um estudo mais 

detalhado para determinar o melhor valor do parâmetro α  para os métodos ExGA e 

ExGAH, observe que tal estudo também se aplica aos métodos ExGA-WSn e ExGAH-

WSn para a determinação do parâmetro θ .  
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6. Análise de Erro 

 

  Este capítulo analisa o erro cometido pela matriz de amplificação dos métodos 

ExGA e ExGAH, o algoritmo além de ser estável deve também garantir soluções 

precisas, o método pode ser estável e fornecer resultados não precisos. A precisão é 

medida através do alongamento ou contração de período e decaimento da amplitude ou 

através da taxa ou razão de amortecimento numérico. Obviamente, a taxa de 

amortecimento numérico é a forma quantitativa do amortecimento numérico definido no 

capítulo anterior através do raio espectral. 

  Posteriormente o erro cometido pelo operador de carga, i.e., a parte não 

homogênea da equação diferencial, será analisado e demonstrado sua alta precisão 

principalmente quando sub-passos são utilizados para o cálculo da função de Green. 

Também é descrita a obtenção de intervalos de tempo críticos através do cálculo da 

maior freqüência do sistema, principalmente quando métodos explícitos são utilizados. 

Essas freqüências são calculadas a nível de elemento através de funções pré-definidas, 

fornecendo portanto uma estimativa para o intervalo de tempo sem qualquer custo 

computacional.  

 

6.1. Precisão  
 

6.1.1. Conceito e gráficos  
 

  O erro da matriz de amplificação é medido quantitativamente através do 

alongamento ou diminuição de período ( ) /T T T− e da taxa de amortecimento ξ , como 

visto na Figura 6.1. 
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  Assim como feito para a estabilidade, adota-se também a equação massa-mola-

amortecedor sem nenhum tipo de força externa, i.e.:  

 

 2( ) 2 ( ) ( ) 0x t x t x tξω ω+ + =�� �  (6.1) 

 

com condições iniciais dadas por 

 

 
( )
( )

0

0

0

0

x x

x x

=

=� �
 (6.2) 

 

  A solução da equação (6.1) para 0 1ξ≤ < é dada como (RAO, 1995, CLOUGH 

& PENZIEN, 1993): 

 

 ( ) ( ) ( )0 0
0 cos sint

d d
d

x xx t e x t tξω ξωω ω
ω

− ⎛ ⎞+
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

�
 (6.3) 

 

com 2 1dω ω ξ= − . 

  Utilizando a equação (5.23), a solução numérica da equação (6.1) é dada por: 

 

 ExGA/H ExGA/H

ExGA/H ExGA/H

(1,1) (1, 2)

(2,1) (2, 2)

t t t t

t t t t

x A x A x

x A x A x

+Δ

+Δ

= +

= +

�
� �

 (6.4) 

 
Figura 6.1 - Ilustração do alongamento de período (AP) e 
decaimento da amplitude (DA) para 0.0ξ = . 
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onde ExGA/HA  representa a matriz de amplificação do método ExGA ou ExGAH. 

  O termo da velocidade na equação (6.4) pode ser eliminado criando-se mais um 

sistema de equações no tempo anterior, admitindo t t t= − Δ  na equação acima. A  

seguinte equação para o deslocamento é obtida (BELYTSCHKO & HUGHES, 1983): 

 

 ( ) ( )ExGA/H ExGA/Hdet 0t t t t tx tr x x+Δ −Δ− + =A A  (6.5) 

 

  Como os auto-valores são distintos para a matriz de amplificação ExGA/HA  

quando 0 1ξ≤ < , i.e., 1 2λ λ≠ , a solução da equação (6.5) é calculada como: 

 

 1 1 2 2
t i ix c cλ λ= +  (6.6) 

 

onde i  representa o número do intervalo de tempo, tal que, t i t= Δ . 

  De maneira similar aos auto-valores da matriz de amplificação analítica, 

equação (5.17), os auto-valores da matriz de amplificação ExGA/HA  podem ser expressos 

como: 

 

 1,2
dt I te A BIξω ωλ − Δ ± Δ= ≡ ±  (6.7) 

 

com ,  e dξ ω ω  representando a versão numérica de ,  e dξ ω ω , resultando em  

 

 
2

2 2 2

arctan( / )
1

ln( ) 1
2arctan( / )

B A
t

A B
B A

ω
ξ

ξ
ξ

=
− Δ

− + −
=

 (6.8) 

  



 67

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20
-1,0

-0,8

-0,6

-0,4

-0,2

0,0

ExGA-DC4

ExGA-DC2

 

 x (%)

Δt/T

DC

ExGA-DC1
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  Substituindo a equação (6.7) na equação (6.6), a forma discreta da solução da 

equação (6.3) é dada por: 

 

 ( ) ( )( )0 cos sin−= +t t
d dx e x t c tξω ω ω  (6.9) 

 

com t tx x≡  (pontos discretos) e ( )
( ) ( )( )( )

ExGA/H ExGA/H 0 ExGA/H 0
1/ 22

ExGA/H ExGA/H

(1,1) (2, 2) / 2 (1, 2)

det / 2

A A x A x
c

tr

− +
=

−A A

�
. 

  Utilizando a equação (6.8), tanto o alongamento de período como a taxa de 

amortecimento podem ser calculados, note que 2 /  e 2 /T Tπ ω π ω= = . Sendo t T=  

na parcela te ξω−  da equação (6.9) e expandindo-a em série de Taylor, obtém-se a 

expressão 2DA πξ≅  (HUGHES, 2000). A seguir são apresentados os gráficos para o 

alongamento de período e taxa de amortecimento para o método ExGA. 
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Figura 6.3 - Alongamento de período e taxa de amortecimento para os métodos: (a) ExGA-
DCTn; (b-c) NW e ExGA-NWn; (d) WS e ExGA-WSn. 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 



 69

 

 

 

 

 

 

 

 

  Pode-se observar na Figura 6.2-(a) que tanto o erro percentual do período quanto 

o erro da taxa de amortecimento numérico diminuem a medida que o numero de sub-

passos n aumenta. Para n=1 o método ExGA-RK1 possui o mesmo erro que o método de 

Runge Kutta. Note que os erros decrescem rapidamente com apenas alguns sub-passos 

n.  

  Na Figura 6.2-(b) observa-se que o método ExGA-DC1 possui um erro 

(contração) de período maior comparativamente ao método DC, mas a medida que n 

aumenta esse erro diminui. Já a taxa de amortecimento possui valores negativos para 

1n ≥ , isto ocorre devido ao seu raio espectral ser maior que um, i.e., ( ) 1ρ >A , o que 

indica um aumento da amplitude, caracterizando um método instável. O mesmo não 

acontece para o método ExGA-DCTn, Figura 6.3-(a), onde a taxa de amortecimento 

numérico possui valores sempre positivos indicando que ( ) 1ρ ≤A . 

  Os métodos ExGA-NW1 e NW para 1/ 2 e 1/ 4γ β= =  são exatamente iguais 

como visto na Figura 6.3-(b). Como seus raios espectrais são iguais a ( ) 1ρ =A , tanto o 

método ExGA-NWn quanto o método NW não possuem amortecimento artificial. Já 

para os parâmetros 0.6 e 0.3025γ β= = , Figura 6.3-(c), o método ExGA-NW1 possui 

um menor erro para o período e uma taxa de amortecimento numérico maior quando 
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Figura 6.4 - Alongamento de período e taxa de amortecimento para os métodos: HHT, BK, 
ExGAH-HHTn e ExGAH-BKn. 
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comparado ao método NW; a medida que n aumenta tanto o alongamento do período 

quanto a taxa de amortecimento numérico diminuem.  

  Da Figura 6.3-(d) percebe-se que o alongamento de período para o método  

ExGA-WSn diminui quando sub-passos (n) são utilizados, para a taxa de amortecimento 

numérico tem-se que os métodos ExGA-WS1, ExGA-WS2 e ExGA-WS6 possuem 

valores negativo, significando que  ( ) 1ρ >A . Analisando a Figura 6.4, fica evidente que 

os métodos ExGA-HHTn e ExGA-BKn apesar de estáveis para certos valores de n, não 

possuem nenhuma precisão como visto no gráfico de alongamento de período e portanto 

não devem ser utilizados.  

  Os seguintes gráficos para o alongamento de período e taxa de amortecimento 

são encontrados para o método ExGAH. 
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  Como visto na Figura 6.5-(a), o método ExGAH-DC1 é idêntico ao método DC 

possuindo a mesma contração (diminuição) de período e taxa de amortecimento 

numérico.  Note que o método não possui qualquer tipo de amortecimento numérico já 

que seu raio espectral é dado por ( ) 1ρ =A , a medida que n aumenta o erro percentual 

do período diminui. O método ExGAH-NW1 com 1/ 2 e 1/ 4γ β= = , Figura 6.5-(b), 
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Figura 6.6 - Alongamento de período e taxa de amortecimento para os métodos: (a) NW e 
ExGAH-NWn ; (b) WS e ExGAH-WSn; (c) HHT, BK, ExGAH-HHTn e ExGAH-BKn. 
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também é igual ao método NW, ambos possuindo taxa de amortecimento numérico 

nulo. Para 1n >  tem-se uma diminuição do alongamento de período, a mesma 

característica é também encontrada no método ExGAH-NWn com 0.6 e 0.3025γ β= =  

exceto pela taxa de amortecimento numérico onde ξ  é diferente de zero, Figura 6.6-(a).  

  Da Figura 6.6-(b), percebe-se que o método ExGA-WS1 é instável, possuindo 

uma taxa de amortecimento negativa, já para n=4 o método torna-se estável com valores 

positivos para a taxa de amortecimento, ambos possuem um erro percentual do período 

menor comparativamente ao método WS. Diferentemente dos métodos ExGA-HHTn e 

ExGA-BKn, os métodos ExGAH-HHTn e ExGAH-BKn são estáveis e precisos, 

possuindo um alongamento de período menor que os métodos HHT e BK mas 

apresentando uma taxa de amortecimento maior para certos valores de n, como visto na 

Figura 6.6-(c) . 

 

6.2. Erro do operador de carga 
 

  Como visto anteriormente a equação homogênea com um grau de liberdade foi 

estudada, no entanto a solução geral considerando-se a parte não-homogênia para os 

métodos ExGA e ExGAH pode ser escrita como: 

 

 ExGA/H ExGA/H

t t t t

t t t t t

x x r
x x r

+Δ

+Δ +Δ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
A L

� �
 (6.10) 

 

onde ExGA/HL  representa a matriz do operador de carga para os métodos ExGA ou 

ExGAH. 

  Diferentemente da matriz de amplificação ExGA/HA , o operador de carga para os 

métodos ExGA e ExGAH são iguais, i.e., ExGA ExGAH=L L . Note que o operador de carga 
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é obtido utilizando uma aproximação linear da força entre [ ],t t t+ Δ  expresso pelas 

integrais numéricas de convolução previamente definidas no capítulo 3. Qualquer outra 

aproximação para a força conduziria a operadores diferentes. 

  Afim de medir o erro causado pela integração numérica das integrais de 

convolução descritas pelas equações (3.26) a (3.28), o operador de carga analítico ANL  

é comparado com o operador numérico para um sistema com um grau de liberdade. 

Assumindo a força como sendo linear no intervalo [ ]0, tΔ , as integrais de convolução 

para 0.0ξ =  podem ser calculadas utilizando a função de Green analítica dada pela 

equação (3.13) como: 

 

 
0 0

0 0

1 ( ) (0)( ) ( )d sin( ( ))[( ) (0)]

( ) (0)( ) ( )d cos( ( ))[( ) (0)]

t t

t t

f t fg t f t f d
t

f t fg t f t f d
t

τ τ τ ω τ τ τ
ω

τ τ τ ω τ τ τ

Δ Δ

Δ Δ

Δ −
Δ − = Δ − +

Δ
Δ −

Δ − = Δ − +
Δ

∫ ∫

∫ ∫�
 (6.11) 

 

  Depois de efetuada a integral da equação (6.11), a mesma pode ser reescrita na 

seguinte forma matricial, chegando-se no operador de carga analítico dado por: 

   

 
2 3 2 3

AN

2 2 2 2

cos( ) sin( ) 1 sin( )

1 cos( ) sin( ) 1 cos( )

t t t
t t

t t t
t t t t

ω ω ω
ω ω ω ω

ω ω ω
ω ω ω ω ω

Δ Δ Δ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟Δ Δ= ⎜ ⎟
Δ Δ Δ⎜ ⎟− + + −⎜ ⎟Δ Δ Δ Δ⎝ ⎠

L  (6.12) 

 

  Admitindo tΔ  suficientemente pequeno, todos os elementos do operador de 

carga na equação (6.11) podem ser expandidos em série de Taylor como: 
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2 2 4 4 6 6 8 8 10

AN

2 2 4 4 6 6 8 8 10

AN

2 3 4 5 6 7 8 9

AN

2 3 4

AN

(1,1) ...
3 30 840 45360 3991680

(1, 2) ...
6 120 5040 362880 39916800

(2,1) ...
2 8 144 5760 403200

(2, 2)
2 24

t t t t tL

t t t t tL

t t t t tL

t tL

ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω

Δ Δ Δ Δ Δ
= − + − + −

Δ Δ Δ Δ Δ
= − + − + −

Δ Δ Δ Δ Δ
= − + − + −

Δ Δ Δ
= − +

5 6 7 8 9

...
720 40320 3628800

t t tω ωΔ Δ
− + −

 (6.13) 

 

  As matrizes dos operadores de carga numéricos para um sistema com um grau 

de liberdade podem ser obtidas utilizando as equações (3.26) a (3.28) e reescritas na 

seguinte forma matricial, respectivamente: 

 

 
1 2

1 11
ExGA/H

1 2
1 1

( ) ( )

( ) ( )

k k

j j

k k

j j

j j

j j

ψ ψ

ψ ψ

= =

= =

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑
L

� �
 (6.14) 

 

 
1 1 2 2

1 12
ExGA/H

1 1 2 2
1 1

1 1 1 1( ) ( 1) ( ) ( 1)
2 2 2 2
1 1 1 1( ) ( 1) ( ) ( 1)
2 2 2 2

k k

j j

k k

j j

j j j j

j j j j

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

= =

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑
L

� � � �
 (6.15) 

 
/ 2 / 2

1 1 1 2 2 2
1 13

ExGA/H / 2 / 2

1 1 1 2 2 2
1 1

1 4 1 1 4 1(2 ) (2 1) (2 2) (2 ) (2 1) (2 2)
3 3 3 3 3 3
1 4 1 1 4 1(2 ) (2 1) (2 2) (2 ) (2 1) (2 2)
3 3 3 3 3 3

k k

j j

k k

j j

j j j j j j

j j j j j j

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

= =

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + − + − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑
L

� � � � � �
⎥

  (6.16) 

com 

 
1 2

1 2

( ) (1 ) ( ) ; ( ) ( )

( ) (1 ) ( ) ; ( ) ( )

j t j t j t j tj g t j g t
k k k k k k
j t j t j t j tj g t j g t
k k k k k k

ψ ψ

ψ ψ

Δ Δ Δ Δ
= − Δ − = Δ −

Δ Δ Δ Δ
= − Δ − = Δ −� �� �

 (6.17) 
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Tabela 6.1 - Expansão em série de Taylor do operador de carga numérico para o método ExGA-RKn.

  Calculando-se a função de Green pelo método de Runge Kutta com 0.0ξ = , 

chega-se na seguinte tabela contendo a expansão em série de Taylor de todos os 

elementos da matriz operador de carga numérico para diferentes valores de n: 

 

               k=n= 1                             k=n=2
 

 

1
ExGA/HL  

1
ExGA/H
1
ExGA/H

1
ExGA/H

1
ExGA/H

(1,1) 0

(1,2) 0

(2,1) 0

(2,2)

L

L

L

L t

=

=

=

= Δ

 

2 2 4
1 1
ExGA/H ExGA/H

2 3 4 5
1
ExGA/H

2 3 4 5
1
ExGA/H

(1,1) (1,2)
8 192

(2,1)
4 32 1536
3(2,2)
4 32 1536

t tL L

t t tL

t t tL

ω

ω ω

ω ω

Δ Δ
= = −

Δ Δ Δ
= − +

Δ Δ Δ
= − +

 

 

 

 

2
ExGA/HL  

2 2 4
2
ExGA/H

2
ExGA/H

2 3
2
ExGA/H

4 5

2
ExGA/H

(1,1)
2 12

(1, 2) 0

(2,1)
2 4

48

(2, 2)
2

t tL

L

t tL

t

tL

ω

ω

ω

Δ Δ
= −

=

Δ Δ
= −

Δ
+

Δ
=

2 2 4 4 6 6 8
2
ExGA/H

2 2 4
2
ExGA/H

2 3 4 5 6 7
2
ExGA/H

8 9

2 3 4 5
2
ExGA/H

3 3(1,1)
2 64 512 36864

(1,2)
8 192

5 17 5(2,1)
2 32 1536 18432

589824

(2,2)
2 32 1536

t t t tL

t tL

t t t tL

t

t t tL

ω ω ω

ω

ω ω ω

ω

ω ω

Δ Δ Δ Δ
= − + −

Δ Δ
= −

Δ Δ Δ Δ
= − + −

Δ
+

Δ Δ Δ
= − +

 

 

 

 

3
ExGA/HL  

 

 

                

                    - 

2 2 4 4 6 6 8
3
ExGA/H

2 2 4
3
ExGA/H

2 3 4 5 6 7 8 9
3
ExGA/H

2 3 4 5
3
ExGA/H

5(1,1)
3 144 768 55296

(1,2)
6 144

5(2,1)
2 8 128 27648 884736

(2, 2)
2 24 1152

t t t tL

t tL

t t t t tL

t t tL

ω ω ω

ω

ω ω ω ω

ω ω

Δ Δ Δ Δ
= − + −

Δ Δ
= −

Δ Δ Δ Δ Δ
= − + − +

Δ Δ Δ
= − +

 

  Comparando as expressões (6.13) com a Tabela 6.1, pode ser observado que o 

erro do operador de carga numérico diminui quando n aumenta. Como visto, o operador 

matricial 3
ExGA/HL  produz melhores resultados que os demais, entretanto o operador 
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Tabela 6.2 - Expansão em série de Taylor do operador de carga numérico para o método ExGA-DCn.

2
ExGA/HL  seria uma escolha suficientemente precisa e computacionalmente menos 

oneroso quando comparado com o operador 3
ExGA/HL , além de não ter nenhuma restrição 

quanto ao número inteiro n como ocorre em 3
ExGA/HL  (ver seção 3.2). Vale ressaltar que 

tanto o operador numérico quanto o analítico foram calculados assumindo a força como 

sendo linear dentro do intervalo de tempo. Qualquer outra aproximação levaria a 

diferentes valores tanto numéricos como analíticos. 

  Para o método ExGA-DCn a seguinte expansão em série de Taylor é encontrada 

para 0.0ξ = : 

 

               k= n= 1                             k=n= 2 
 

 

1
ExGA/HL  

1
ExGA/H
1
ExGA/H

1
ExGA/H

1
ExGA/H

(1,1) 0

(1,2) 0

(2,1) 0

(2,2)

L

L

L

L t

=

=

=

= Δ

 

2
1 1
ExGA/H ExGA/H

2 3
1
ExGA/H

2 3
1
ExGA/H

(1,1) (1,2)
8

(2,1)
4 32
3(2,2)
4 32

tL L

t tL

t tL

ω

ω

Δ
= =

Δ Δ
= −

Δ Δ
= −

 

 

 

 

2
ExGA/HL  

2
2
ExGA/H

2
ExGA/H

2 3
2
ExGA/H

2
ExGA/H

(1,1)
2

(1,2) 0

(2,1)
2 4

(2,2)
2

tL

L

t tL

tL

ω

Δ
=

=

Δ Δ
= −

Δ
=

 

2 2 4
2
ExGA/H

2
2
ExGA/H

2 3 4 5
2
ExGA/H

2 3
2
ExGA/H

3(1,1)
2 32

(1,2)
8

5(2,1)
2 32 128

(2, 2)
2 32

t tL

tL

t t tL

t tL

ω

ω ω

ω

Δ Δ
= −

Δ
=

Δ Δ Δ
= − +

Δ Δ
= −

 

 

 

 

3
ExGA/HL  

 

 

                

                    - 

2 2 4
3
ExGA/H

2
3
ExGA/H

2 3 4 5
3
ExGA/H

2 3
3
ExGA/H

(1,1)
3 48

(1, 2)
6

(2,1)
2 8 192

(2, 2)
2 24

t tL

tL

t t tL

t tL

ω

ω ω

ω

Δ Δ
= −

Δ
=

Δ Δ Δ
= − +

Δ Δ
= −
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   Comparando a Tabela 6.2 com as equações (6.13), nota-se que o operador 

3
ExGA/HL  também produz melhores resultados e que o operador de carga para o método 

ExGA-RKn é mais preciso que operador para o método ExGA- DCn.  

  O operador de carga para o método de Newmark pode ser escrito da seguinte 

forma (HUGHES, 2000): 

 

 

2 3 2

2 2 2 2

NW 2 3

2 2 2 2

(1 2 ) 2 ( 2 ) 2
2 4 2 2 4 2

2(1 ) ( 2 ) 2
2 4 2 2 4 2

t t t
t t t t

t t t
t t t t

β ξ γ β ω β
γξω βω γξω βω

γ γ β ω γ
γξω βω γξω βω

⎛ ⎞− Δ + − Δ Δ
⎜ ⎟+ Δ + Δ + Δ + Δ⎜ ⎟=
⎜ ⎟− Δ − − Δ Δ
⎜ ⎟

+ Δ + Δ + Δ + Δ⎝ ⎠

L  (6.18) 

 

  A seguinte expansão em série de Taylor é encontrada para o operador NWL  

assumindo 0.0ξ = : 

 

 

( )

2
2 2 2 4 3 4 6

NW

2 2 2 4 3 4 6 4 6 8 5 8 10
NW

2 3 2 4 5
NW

2 3 2 4 5 3 6 7 4
NW

1(1,1)=
2 2 2

(1,2)= t

(2,1)= 1-
2 2

(2,2)= t-

L t t t

L t t t t

L t t t

L t t t

β ββ β ω β ω

β β ω β ω β ω β ω

γ βγγ βγ ω β γ ω

γ βγω β γω β γω β

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− Δ + − Δ + − Δ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Δ − Δ + Δ − Δ + Δ −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ + − Δ + − Δ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Δ Δ + Δ − Δ +

…

…

…

8 9tγω Δ −…

 (6.19) 

 

  Comparando as expressões de (6.19) e admitindo 0 e 1/ 2β γ= = , conclui-se 

que o operador do método ExGA-DC1, i.e., 2
ExGA/HL  para k=n=1 da Tabela 6.2 é 

exatamente o mesmo operador do método Diferença Central, ou seja, o método de 
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Newmark com 0 e 1/ 2β γ= = . Comprovando assim a alta precisão dos operadores 

para os métodos ExGA quando 1n > . 

 

6.3. Estimativa do intervalo de tempo 
 

  Como visto nos gráficos de estabilidade, métodos explícitos são 

condicionalmente estáveis, tendo portanto um intervalo de tempo crítico. Para a 

determinação do intervalo de tempo crítico é necessário calcular o menor período T do 

sistema, ou seja, o método de integração deve ser capaz de integrar corretamente todas 

ou as mais importantes equações originadas da análise modal. O processo de 

determinação do menor período, i.e., a maior freqüência, considerando as matrizes 

globais é extremamente oneroso e não usual. Entretanto este cálculo é realizado a nível 

de elemento. Utilizando a expressão do quociente Rayleigh (BATHE, 1996), pode-se 

mostrar que: 

 

 max maxmax e

e
λ λ≤  (6.20) 

 

com maxλ  representando o máximo auto-valor do sistema global e max
eλ  o máximo auto-

valor do elemento. 

  O máximo auto-valor max
eλ é calculado através da seguinte equação: 

 

 ( ) 0e e e eλ− =k m  (6.21) 

 

com max max min
max

2 e T πω λ
ω

= = . 
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  Também não é aconselhável adotar rotinas numéricas para o cálculo dos auto-

valores nos elementos, exceto para casos bastantes específicos onde longos períodos de 

tempo precisam ser analisados (KOTERAS & LEHOUCQ, 2006). Portanto, em geral os 

auto-valores são calculados de forma analítica através de expressões pré-definidas. 

FLANAGAN & BELYTSCHKO (1984) reduzindo a equação (6.21) e utilizando apenas 

um ponto de Gauss estabeleceu expressões para os auto-valores de elementos 

quadriláteros e hexaédricos, mas tal procedimento em geral gera resultados bastante 

conservativos.  LIN (1989), propôs um teorema provando que os auto-valores mínimos 

e máximos de um elemento são determinados pela soma dos menores e maiores auto-

valores obtidos nos ponto de Gauss, respectivamente.  Sua expressão é dada por: 

 

 
int int

min max

, ,
min max

1 1
;

n n
e e i e e i

i i
λ λ λ λ

= =

≥ ≤∑ ∑  (6.22) 

 

onde 1 2 3
int int int intn n n n=  representa o número total de pontos de Gauss. 

  O auto-valor ,e iλ  no ponto de Gauss i do elemento é calculado através da 

seguinte equação: 

 

 ( ),
int0; 1, 2,...,e e i e e

i i nλ− = =k m  (6.23) 

 

sendo e T
i iW=k B DB . 

  Posteriormente, LIN (1991) com o intuito de tornar a equação (6.23) mais fácil 

de ser calculada, propôs a seguinte transformação: 
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( ) int

1

0; 1, 2,...,

e

e T
i i

e e e
i

m

W
m

i nλ

=

=

− = =

m I

k DBB

k I

 (6.24) 

 

  Na equação (6.24) a matriz do elemento e
ik  tem a vantagem de possuir a mesma 

dimensão da matriz D , sendo, portanto menor comparativamente com a matriz original 

e
ik . A transformação (6.24) produz bons resultados para elementos triangulares lineares 

e quadriláteros bilineares. 

  Tanto as deduções de FLANAGAN & BELYTSCHKO e LIN geram uma 

aproximação para a equação original (6.21). Assumindo matriz massa diagonal, a 

equação (6.21) é manipulada diretamente e expressões para os auto-valores de 

elementos triangulares com 3 nós e quadriláteros com 4 e 8 nós, com seus lados 

paralelos aos eixos globais de coordenadas, são obtidos utilizando computação 

simbólica, e.g., Mathematica, como visto na Tabela 6.3.  

  Os cálculos dos auto-valores para o meio elástico foram efetuados considerando 

o estado plano de tensão (EPT). Para o estado plano de deformação (EPD) deve-se 

subtituir E  por 2/(1 )−E υ  e υ  por /(1 )−υ υ  na Tabela 6.3 (MALVERN, 1969). 

Expressões para auto-valores de elementos de maior ordem e/ou distorcidos podem 

também ser obtidos, mas necessitam de muitas simplificações e suposições para que 

possam ser utilizados de forma eficiente. 
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* K coeficiente de compressibilidade, E módulo de elasticidade, υ  coeficiente de Poisson, A área do elemento e 1 2 3 2 3 1,b y y b y y= − = − , 3 1 2b y y= − , 

1 3 2 2 1 3,c x x c x x= − = − , 3 2 1c x x= −  onde ( ),i ix y  representa as coordenadas dos nós para o triângulo. 

Tabela 6.3- Auto-valores para cálculo da maior freqüência do elemento onde max max 1,2...
; maxe e e

max ii
ω λ λ λ

=
= = .* 

Elemento Meio Acústico Meio Elástico (EPT) 
   

 

  
 

 

  

 

( )2 2

1 2 3 42 2 2 20, , ,
3

K a bK K
a b a b

λ λ λ λ
ρ ρ ρ

+
= = = =  
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7. Análise de Resultados 

 

  O presente capítulo tem por objetivo demonstrar a aplicabilidade dos métodos de 

integração temporal denominados ExGA e ExGAH desenvolvidos neste trabalho e 

comparar os resultados obtidos com os métodos clássicos e soluções analíticas quando 

existentes.  A obtenção desses resultados se faz mediante a consideração de quatro 

exemplos. O primeiro exemplo é dedicado a analisar o método ExGA considerando-se 

uma barra homogênea sob um carregamento externo, para o segundo exemplo 

considera-se a mesma barra sob o mesmo carregamento considerando-se agora um meio 

heterogêneo, tal exemplo é dedicado ao método ExGAH. No exemplo seguinte, uma 

membrana homogênea sob condição inicial de velicidade é analisada. Por fim é 

mostrado um exemplo mais complexo mostrando a propagação da onda gerada por uma 

fonte sísmica em um meio geofísico.  

 

7.1. Definições  
 

  Antes de começar os exemplos serão definidos alguns parâmetros que serão 

utilizados. Como visto na seção 3.3 tanto a função de Green quanto a função Degrau são 

calculadas em uma sub-região do domínio com sua respectiva sub-malha. Seja j um 

ponto nodal qualquer de uma sub-malha definida por um domínio *,eΩ  , contorno *,eΓ  e 

dimensão *,eh  para o elemento, aplicando-se uma condição inicial de velocidade (função 

de Green) ou de deslocamento (função Degrau) em j irá perturbar o meio gerando assim 

uma resposta, ver Figura 7.1. Supondo TR c t= Δ  o raio de ação teórico devido a uma 

condição inicial no ponto j e TNR  o raio de ação teórico numérico, tem-se que tais 

regiões são as menores possíveis onde se tem influência das condições iniciais.  
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  Apesar da onda não chegar ao contorno *Γ  é necessário colocar essa última 

camada de elementos para não haver deficiência nas matrizes massa e rigidez da 

camada anterior, ou melhor dos últimos nós da camada anterior. Vale relembrar, que a 

discretização da sub-malha é idêntica a da malha original, i.e., *,e eΩ = Ω  e que n 

significa o número de sub-passos para o cálculo da função de Green ou Degrau no 

instante t t= Δ  com /h t n= Δ . Para melhor comparar com os métodos clássicos, a 

integral de convolução é aproximada pela equação (3.27) com k=n=1, ou seja, 

aproximação por trapézio. Como visto na seção 6.2, tal aproximação produz resultados 

tão precisos quanto as aproximações dos métodos clássicos como Newmark, Runge 

Kutta, etc. Para o método ExGAH, pode ocorrer sub-malhas diferentes para a função de 

Green e Degrau, a sub-malha adotada nos exemplos corresponde ao pior caso entre as 

duas sub-malhas. Matriz massa diagonal é adotada tanto para métodos explícitos quanto 

implícitos. 

 

 

Figura 7.1 - Representação da sub-malha e 
comparação entre o raio teórico e o raio teórico 
numérico. 
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7.2. Barra homogênea  
 

  Tal exemplo consiste em uma barra prismática engastada em uma de suas 

extremidades, submetida a um carregamento do tipo Heaviside, dado por, 

6( ) 10 ( ) Nt H t= −F  na outra extremidade como ilustrado na Figura 7.2. Seus parâmetros 

físicos e geométricos são dados por 32000 Kg / mρ = (massa especifica), 

K= 10 23.210 N / m (coeficiente de compressibilidade), 0.0υ = (coeficiente de Poisson), 

c= 4000 /m s (velocidade da onda), 21A m= (área transversal), 10.0a m= (comprimento 

em x) e 1.0b m= ( comprimento em y). Para o presente modelo foi utilizada uma malha 

uniforme com 4000 elementos quadriláteros bilineares, ou seja, 0.05x y mΔ = Δ = . O 

deslocamento tanto na extremidade livre (ponto B) quanto no centro da barra (ponto A) 

foram calculados assim como a velocidade no centro da barra. Não foi considerado 

amortecimento na presente análise.  

 

    

 

 

 

 

 

 

  Utilizando a Tabela 6.3, a maior freqüência calculada para os elementos é dada 

por 5
max 1.610 /e rad sω = . Sendo min/ 0.2et TΔ ≈ , condição suficiente para garantir 

estabilidade dos métodos explícitos, a resposta para 68.10t s−Δ =  foi computada. 

Analisando a Figura 7.3-(a), os métodos RK e ExGA-RK1 geram bons resultados 

Figura 7.2 - Barra engastada. (a) Geometria e condições de contorno; (b) Carregamento adotado 
ao longo do tempo. 

(a) (b) 
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quando comparados com a solução analítica, note que o raio numérico (RN) da sub-

malha para o método ExGA-RK1 é 1.5 I
TNR . Aumentando o intervalo de tempo para 

52.10t s−Δ = , o método ExGA-RK2 continua estável e fornecendo resultados precisos, o 

que não acontece para o método RK (não mostrado para este tΔ ) onde se tem 

instabilidade, i.e., críticot tΔ > Δ . Como na discretização espacial via MEF ocorre erro no 

espectro de freqüência em comparação ao problema real (BATHE, 1996), é usual adotar 

algoritmos que possuam amortecimento numérico, i.e., ( ) 1ρ <A . Isso pode ser visto 

mais claramente no gráfico de velocidade, observando que os métodos RK e ExGA-RK2 

possuem tal amortecimento numérico.  

  Afim de analisar o método ExGA-DCn, o intervalo de tempo foi diminuído para 

63.10t s−Δ = . Observa-se na Figura 7.3-(b), que o método ExGA-DC1 ou ExGA-DC2 

torna-se instável. Diferentemente do método DC, o método ExGA-DCn possui uma 

instabilidade “fraca” para valores pequenos de /t TΔ , já que a curva de seu raio 

espectral é assintótica próximo a origem. Observe que o raio numérico para o método 

ExGA-DC1 é igual ao raio teórico numérico, i.e., RN = I
TNR ; o que não acontece com o 

método ExGA-RK1; isto acontece devido ao número menor de operações de 

multiplicação matriz-vetor, tornando o vetor resultante, i.e., ,neq jG  com um número 

menor de elementos diferentes de zero. Note que o método ExGA-DCT1 é estável 

fornecendo bons resultados; entretanto, seu raio numérico é maior comparativamente ao 

método ExGA-DC1, isto é resultado do processo de marcha inerente ao método, 

resultando em um número maior de operações. 

  Na Figura 7.3-(c), os método ExGA-NW1 com 1/ 2 e 1/ 4γ β= =  e ExGA-NW1 

com 0.6 e 0.3025γ β= =  são analisados. Percebe-se que o raio numérico de tais 

métodos é relativamente grande, sendo 4 TNR , tal característica será descrita no exemplo 
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7.4. Como demonstrado nesta tese, os métodos ExGA-NW1 e ExGAH-NW1 com 

1/ 2 e 1/ 4γ β= =  são iguais, além disso, os dois métodos possuem também a mesma 

sub-malha. Analisando o gráfico da velocidade, fica evidente a diferença entre um 

método com amortecimento numérico (ExGA-NW1 0.6 e 0.3025γ β= = ) e sem 

amortecimento numérico (ExGA-NW1 1/ 2 e 1/ 4γ β= = ).   
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  Aumentando o intervalo de tempo para 410t s−Δ =  (Figura 7.4), nota-se que os 

métodos ExGA-RK15, ExGA-DCT15 e ExGA/H-NW15 ainda conseguem atingir 

resultados satisfatórios, entretanto os métodos começam a ter um erro maior devido à 

integração numérica de convolução adotada, principalmente no termo da velocidade. 

Para se obter resultados mais precisos a integral de convolução deve ser calculada 

utilizando-se um número maior de pontos, i.e, k>1; para maiores detalhes da integral 

numérica de convolução com k>1, o trabalho de LOUREIRO (2006) é indicado. Na 

Figura 7.5, o campo de deslocamento e velocidade ao longo do tempo e em função do 

comprimento L são plotados utilizando-se o método ExGA-RK1. 
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Figura 7.5 – Método ExGA-RK1 com 68.10t s−Δ = e RN=1.5RTN onde RTN=0.1 m. 
 (a) Campo de deslocamento; (b) campo de velocidade.  

(a) 

(b) 
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7.3. Barra não-homogênea 
 

  No presente exemplo considera-se as mesmas dimensões e carregamento do 

exemplo anterior, mudando apenas o meio como visto na Figura 7.6. Os meios possuem 

as seguintes propriedades: 

Meio 1: 32000 Kg / mρ = ; K= 10 23.210 N / m ; 0.0υ =  e c= 4000 /m s . 

Meio 2: 32000 Kg / mρ = ; K= 10 26.410 N / m ; 0.0υ =  e c=5657 m/s. 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Como o presente exemplo não possui solução analítica, a solução numérica com 

64.10t s−Δ =  obtida pelo método DC foi utilizada como padrão, onde a maior 

freqüência estimada para o problema é dada por 5
max 2.2627410 /e rad sω = . Aumentando 

o intervalo de tempo para 68.10t s−Δ = , a resposta utilizando o método ExGAH-DC1 foi 

computada (Figura 7.7), percebe-se que o método é estável alcançando excelentes 

resultados; entretanto, seu raio numérico é dado por RN =1.5 I
TNR . Pode-se mostrar que o 

método ExGAH-DCn requer um domínio de sub-malha com área maior que para o 

método ExGA-DCn.  Na verdade, a sub-malha necessária para o cálculo da função 

Degrau deve ser maior que a sub-malha para o cálculo da função de Green, visto que o 

 
Figura 7.6 - Geometria e condições de 
contorno para a barra. 
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vetor resultante, ou seja, ,neq jH  com j um ponto nodal qualquer da malha, possui mais 

elementos diferentes de zero.  

  Aumentando o intervalo de tempo para 410t s−Δ = , os métodos ExGA-DC14 e 

ExGA/H-NW14 atingem resultados satisfatórios, como previsto para o método ExGA/H-

NW14 possui um raio numérico maior comparativamente ao método ExGAH-DC14, 

pode-se notar também que a resposta começa a sofrer erros devido a integral numérica 

de convolução adotada. Note que tal intervalo de tempo é proibitivo para o método DC. 
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Figura 7.7 - Deslocamento nos pontos A e B para os métodos DC, NW, 
ExGAH-DC1, ExGA/H-NW14  e ExGAH-DC14. 
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7.4. Membrana sob condição inicial de velocidade 
 

  Neste exemplo considera-se uma membrana quadrada engastada em suas 

extremidades submetida a um campo inicial de velocidade na região sombreada, Figura 

7.8-(a), dado por ( , ,0)u x y c=� , conforme ilustrado na Figura 7.8-(b). Seus parâmetros 

físicos e geométricos são dados por c= 1.0 /m s  (velocidade da onda) e 1.0a m=  

(comprimento em x e y), respectivamente. Para o presente modelo foi utilizada uma 

malha uniforme com 10000 elementos quadriláteros bilineares, ou seja, 

0.01x y mΔ = Δ = . O deslocamento no centro da membrana (ponto A(a/2,a/2)) é 

computado. Não foi considerado amortecimento na presente análise. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  A maior freqüência calculada utilizando a Tabela 6.3 foi de 2
max 2.10 /e rad sω = ; 

portanto o intervalo de tempo 0.005t sΔ =  foi utilizado para a obtenção do 

deslocamento no centro da membrana, satisfazendo aproximadamente o seguinte valor 

min/ 0.16et TΔ ≈ . Analisando a Figura 7.9-(a), o método ExGA-RK1 alcança resultados 

precisos. Como mostrado nesta tese o método ExGA-RK1 é exatamente o mesmo que o 

Figura 7.8 - Membrana engastada. (a) Definição da geometria e condições de contorno; (b) Campo 
inicial de velocidade. 

(b) (a) 

a

a

0

1

u�0
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método RK quando a parte não-homegênea da equação é inexistente. Note que o raio 

numérico da sub-malha para o cálculo da função de Green é 1.5 I
TNR .   

  Como esperado, o resultado para o método ExGA-DC1 é instável, mas vale 

mostrar que seu raio numérico é exatamente igual ao raio teórico numérico, i.e., 

NR = I
TNR . Já para o método ExGA-DCT1, resultados precisos e estáveis são 

encontrados; entretanto o raio numérico, ou seja, a sub-malha adotada para o cálculo da 

função de Green, é maior (dobro) comparativamente ao método ExGA-DC1, devido ao 

processo de sub-marcha do método, como discutido anteriormente.  

  Aumentando o intervalo de tempo para 0.145t sΔ = . Comparando-se os métodos 

ExGA-RK15 e ExGAH-DC15 com o método NW, nota-se claramente que o método NW 

gera resultados estáveis, porém não precisos.  Já os métodos ExGA-RK15 e ExGAH-

DC15 obtiveram resultados extremamente precisos acompanhando a solução analítica, 

mostrando assim a alta precisão dos métodos ExGA e ExGAH. 

  Como visto até agora, o método explícito ExGA-DCTn seguido pelo método 

ExGA-RKn requerem raios numéricos maiores que o previsto. Como discutido 

anteriormente, raios numéricos maiores é resultado do grande número de operações 

matriz-vetor, gerando assim um vetor coluna ,neq jG  ou ,neq jH com mais elementos 

diferentes de zero ou de forma global há um aumento na banda das matrizes de Green 

( ( )tΔG ) e Degrau ( ( )tΔH ).  

  Sabe-se que o produto 2K  aumenta sua banda de M para 2M-1, 3K  de M para 

3M-1 e assim por diante. Como descrito, por exemplo, na seção 4.5.2 para o método 

ExGA-Runge Kutta, a matriz de Green para métodos explícitos nada mais é que 

multiplicações recursivas entre as matrizes M, C e K, ocasionando no aumento da 

banda das matrizes ( )tΔG  e ( )tΔH  à medida que o número de sub-passos (n) aumenta, 

supondo obviamente M diagonal. Entretanto, para métodos implícitos o mesmo não 
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acontece, sendo necessário resolver um sistema de equações, o que matematicamente 

corresponde a calcular a inversa da matriz efetiva K̂ , tornando as matrizes de Green e 

Degrau “cheias”, ou seja, não possuindo valores iguais a zero. Contudo, um método 

numérico deve ser capaz de representar o fenômeno físico com precisão e obedecendo 

certos critérios de convergência, logo a inversa da matriz efetiva K̂  possui elementos 

cujos valores não representam significado físico algum; sendo portanto, desprezíveis. 

Esses valores desprezíveis também acontecem para os métodos explícitos quando o número 
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apenas utilizar tal técnica na sub-malha.  Esta característica não é encontrada no método 

de Newmark ou em qualquer outro método implícito, onde a resposta ao longo do 

tempo é feita mediante a utilização de “Solvers”, como por exemplo, PCG, Gauss, 

Cholesky, etc. 
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 Figura 7.9 – Deslocamento no ponto A (a/2,a/2) para os métodos: (a) ExGA-RK1, ExGA-
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Figura 7.10 – Campo de deslocamento considerando instantes de tempo variando de 0.25s a 1.5s  
para a membrana sob condição inicial de velocidade utilizando o método ExGAH-DC1 com 

0.05t sΔ = e RN=1.5RTN onde RTN=0.02 m. 
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Figura 7.11 - Campo de deslocamento considerando instantes de tempo variando de 1.75s a 
3.0s para a membrana sob condição inicial de velocidade utilizando o método ExGAH-DC1 
com 0.05t sΔ = e RN=1.5RTN onde RTN=0.02 m. 
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7.5. Meio geofísico  
 

  Neste exemplo a propagação de onda gerada por uma fonte sísmica em um meio 

geofísico representado através de um modelo acústico bidimensional é estudado. O 

meio é semi-infinito, sendo a fonte localizada no centro a 20 metros de profundidade em 

relação à superfície. O meio é composto por três camadas com as seguintes 

propriedades físicas, Figura 7.12: 

Camada 1: 31000 / ; 1000 /kg m c m sρ = =  

Camada 2: 32000 / ; 2000 /kg m c m sρ = =  

Camada 3: 33000 / ; 3000 /kg m c m sρ = =  

  O meio é discretizado através de uma malha estruturada de elementos finitos 

com 90000 elementos quadriláteros bilineares sendo 10x y mΔ = Δ = . No contorno 

superior (superfície) é aplicada a condição de contorno natural, sendo seu valor 

prescrito igual a zero. Nos demais contornos aplicam-se condições de contorno não-

reflexivas, com o intuito de representar a continuidade do meio. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 7.12 –  Modelo em camadas para o meio geofísico. 
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  A função para representar o termo relativo à fonte, é dada por, 

( ) 3 2 23 2 2( ) 2 1 cf t
cf t mag f t e ππ −= −  com mag representando a magnitude da fonte e cf  a 

freqüência de corte, ou seja, freqüências acima deste valor não são incluídas na análise. 

A fonte sísmica adotada neste exemplo tem uma freqüência de corte de 30 HZ e uma 

magnitude de 1.0. A freqüência de corte sofre uma correção dada por ´ /(3 )c cf f π= , 

esta correção é utilizada para promover uma redução da freqüência de corte, além disso, 

a fonte também possui uma defasagem de tempo dada por 2 / 0.118d ct f sπ= = , como 

visto na Figura 7.13:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  A condição de contorno não-reflexiva é agrupada diretamente na matriz de 

amortecimento através da seguinte expressão u K uK
n c t

∂ ∂
=

∂ ∂
. Para melhor comparar os 

métodos explícitos, a condição de contorno é diagonalizada através da técnica “ROW 

SUM”, i.e., a matriz amortecimento contendo a condição de contorno não reflexiva é 

agora diagonal. 
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 Figura 7.13 – Amplitude da fonte sísmica versus 
tempo. 
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  Como não existe solução analítica para o problema, a resposta (pressão) foi 

computada utilizando-se o método RK com 0.0005t sΔ = , visto que a maior freqüência 

encontrada para os elementos foi 2
max 6.10 /e rad sω = . O intervalo de tempo foi então 

aumentado para 0.005t sΔ =  e os métodos  ExGA-RK4 e ExGAH-DC4 foram utilizados 

para calcular as pressões nos seguintes pontos e compara-los com o método RK: 

 

Ponto A: x=1500 m e y=2500 m 

Ponto B: x=1500 m e y=3000 m 

Ponto C: x=1000 m e y=3000 m 

Ponto D: x=500 m e y=3000 m 

Ponto E: x=0.0 m e y=3000 m 

 

  Os campos de pressão foram computado utilizando-se o método ExGAH-DC1 

como visto na Figura 7.16 e na Figura 7.17, note que todos os campos de pressão 

possuem a mesma escala. Analisando os campos de pressão, percebe-se que para a 

frente de onda chegar a camada 2 leva-se (1000-20)/1000+td=1.1s entre os instantes 

1.25t s=  e 1.5t s= , onde se percebe a influência da onda refletida na interface entre as 

camadas 1 e 2, observe também que há uma perda de intensidade da onda ao passar pela 

interface. Entre os instantes 1.5t s=  e 1.75t s= , no tempo 1500/1000+td=1.62s, a frente 

de onda atinge pela primeira vez o contorno, note que não há nenhuma reflexão visível 

no contorno, validando assim a condição de contorno adotada. Para o campo de pressão 

no instante 1.75t s= , já é visível a reflexão da onda entre as camadas 2 e 3, que ocorre 

no tempo 1.1+1000/2000=1.60s, nota-se também que a intensidade desta onda é menor 

do que aquela provocada pela reflexão na primeira interface. 

  No instante 1.6+1000/3000=1.93s, a frente de onda atinge a maior profundidade 

do modelo, como visto no campo de pressão em 2.0t s= , observe que não há reflexões 
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visíveis no contorno inferior. No instante 1.1+1000/1000=2.1s, a frente de onda chega a 

superfície, como observado no campo para 2.25t s= , nota-se também que houve a 

passagem da onda refletida entre a interface 2 e 3 e entre a interface 1 e 2. Analisando a 

Figura 7.14 e a Figura 7.15 para as pressões medidas em vários pontos, percebe-se que 

além da onda incidente existe também a chegada de ondas refletidas, note que após a 

passagem da onda, há pequenas oscilações que ocorrem nas pressões, isto se deve a 

malha adotada indicando que a malha precisa ser mais refinada. 
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Figura 7.15 - Pressões nos pontos C, D e E, calculadas pelos 
métodos RK, ExGA-RK4 e ExGAH-DC4. 
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Figura 7.16 – Campo de pressão considerando instantes de tempo variando de 0.25s a 
1.5s obtidos pelo método ExGAH-DC1 com 0.0005t sΔ = e RN=1.5RTN onde RTN=20 m. 
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Figura 7.17 - Campo de pressão considerando instantes de tempo variando de 1.75s a 3.0s 
obtidos pelo método ExGAH-DC1 com 0.0005t sΔ = e RN=1.5RTN onde RTN=20 m. 
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8. Conclusões e Sugestões  

 

  No presente trabalho, desenvolveu-se uma família de algoritmos de integração 

temporal denominados ExGA e ExGAH para análise dinâmica. Foi apresentada toda a 

metodologia necessária para a obtenção das funções de Green e Degrau, tais funções são 

obtidas numericamente pelo método dos elementos finitos e calculadas somente no 

primeiro intervalo de tempo utilizando-se algoritmos já conhecidos de integração 

temporal. 

  Baseando-se nos resultados obtidos para os exemplos analisados, e também na 

sólida teoria desenvolvida, pode-se concluir que os métodos ExGA e ExGAH são 

altamente precisos e estáveis quando as funções de Green e Degrau são também obtidas 

de forma precisa através dos métodos clássicos de marcha no tempo. Métodos explícitos 

clássicos como Runge Kutta, Diferença Central, Alfa Generalizado, entre outros; 

possuem um intervalo de tempo crítico relativamente pequeno, o que, em muitos casos, 

leva à opção pela utilização de métodos implícitos. Os novos algoritmos explícitos 

ExGA-Runge Kutta, ExGA/H-Diferença Central e ExGA-Diferença Central Tarnow 

aqui apresentados não possuem tal restrição. 

  Como visto nos exemplos, intervalos de tempo relativamente grandes podem ser 

utilizados sem deteriorar a resposta, característica não existente nos métodos implícitos, 

onde erros excessivos são introduzidos quando se utiliza intervalos de tempo maiores. A 

alta precisão e estabilidade dos métodos ExGA e ExGAH só é possível quando se adota 

um processo de sub-marcha para o cálculo das matrizes de Green e Degrau no primeiro 

intervalo de tempo, i.e., t t= Δ , utilizando-se sub-intervalos (sub-passos) n. Quando este 

procedimento é adotado, tem-se um aumento no intervalo de tempo crítico da análise, 
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assim como uma diminuição dos erros de alongamento de período e razão ou taxa de 

amortecimento. 

  Com o objetivo de tornar os métodos ExGA e ExGAH viáveis, as funções de 

Green e Degrau são calculadas em sub-malhas para reduzir o custo computacional. 

Também foi apresentada uma variação do método de Green para a obtenção de matrizes 

simétricas, visto que as matrizes de Green e Degrau não são simétricas. No entanto, tal 

formulação só possui vantagem quando a matriz massa for diagonal.  

  Como outras sugestões para a continuidade do estudo realizado podem-se citar o 

desenvolvimento de metodologias para o cálculo preciso do raio numérico para a sub-

malha podendo ser feito, por exemplo, através de teorias de erro. Outra grande 

vantagem do método ExGA e ExGAH é o desacoplamento das funções de Green e 

Degrau para cada nó da malha, ou seja, pode-se calcular tais funções separadamente 

sendo as mesmas posteriormente agrupadas, sendo possível desta forma desenvolver 

algoritmos computacionais eficientes. Outra possibilidade é o refinamento das sub-

malhas com a intenção de aumentar a precisão das matrizes de Green e Degrau e 

também diminuir o número de graus de liberdade do sistema global. Extensões da teoria 

aqui apresentada a problemas em três dimensões e a problemas não-lineares são outras 

áreas de aplicação que devem ser consideradas. 
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10. Apêndice  

10.1. Apêndice A: solução analítica para a barra engastada  
 

  O modelo matemático representado para a barra engastada em uma extremidade 

e livre na outra (Figura 10.1) é dado pela seguinte equação diferencial parcial: 

 

 
2 2

2
2 2

( , ) ( , )u x t u x tc
x t

∂ ∂
=

∂ ∂
 (A.1) 

 

com condições de contorno 

 

 
(0, ) 0

( , ) ( )

u t
u L tEA p t

x

=
∂

=
∂

 (A.2) 

 

e condições iniciais dadas por 

 

 
( ,0) 0

( ,0) 0

u x
u x

t

=
∂

=
∂

 (A.3) 

 

 

 

 

 

 

 

onde 

Figura 10.1 - Geometria e condições de contorno para a barra. 
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Módulo de Elasticidade;
Massa específica;

c velocidade da onda ; / ;
comprimento da barra;

A Área transversal;

E

c E
L

ρ

ρ

→
→

→ =

→

→

  

 

  Sua expressão analítica se dá através dos seguintes passos, para maiores detalhes 

ver GRAFF (1991). Aplicando a transformada de Laplace na equação (A.1) a (A.3), a 

solução no domínio de Laplace é dada por: 

 

 ( )
( )

sinh /( )( , )
cosh /

sx cp su x s
A c s sL cρ

=  (A.4) 

 

  Aplicando a transformada inversa em (A.4), chega-se na solução do problema 

dada pela seguinte integral de convolução: 

 

 
0

1( , ) ( ) ( , )
t

u x t p g x t d
A c

τ τ τ
ρ

= −∫  (A.5) 

 

com ( )
( )

1 sinh /
( , ) [ ]

cosh /
sx c

g x t
s sL c

−= L . 

 A equação ( , )g x s  acima a ser invertida pode ser reescrita na seguinte forma: 

 

 ( )
( )

2 /
2 /

0 0

sinh / 1( , ) ( 1) ( 1)
cosh / 1

s s
n Lsn c n

Ls c
n n

sx c e eg x s e
s sL c e s s

α β− −∞ ∞
−

−
= =

⎛ ⎞
= = = − = − −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

∑ ∑  (A.6) 

 

onde ( )(2 1) /n L x cα = + −  e ( )(2 1) /n L x cβ = + + . 

  Sabendo que 1[ ] ( )
ase H t a

s

−
− = −L , a inversa de cada termo do somatório (A.6) é 

dado por: 
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3 3( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

5 5( ) ( ) ...

L x L x L x L xg x t H t H t H t H t
c c c c
L x L xH t H t
c c

− + − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − − − − − − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
− +⎡ ⎤− − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 (A.7) 

 

e que 

 

 

, ( ) 0; 0

1; 0
, ( )

0;

L x L xt H t
c c

L xt
L x L x ct H t

L xc c t
c

τ τ

τ
τ

τ

− −
< − − = >

−⎧ < < −⎪− − ⎪> − − = ⎨ −⎪ > −
⎪⎩

 (A.8) 

 

  Conclui-se que a expressão final é dada por: 

 

 0 0

3 3

0 0

1( , ) { ( ) ( ) ( ) ( )

3 3( ) ( ) ( ) ( ) ...}

L x L xt t
c c
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− +
− − + − +
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10.2. Apêndice B: solução analítica para a membrana 
 

  A equação diferencial parcial que rege o problema mostrado na Figura 10.2 é 

dada por: 

 

 
2 2 2

2
2 2 2

( , , ) ( , , ) ( , , )u x y t u x y t u x y tc
x y t

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
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 (B.1) 

 

com condições de contorno 
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e condições iniciais dadas por 
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sendo 
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Módulo de Elasticidade;
Massa específica;

c velocidade da onda ; / ;
, dimensões da membrana;

E

c E
a b

ρ

ρ

→
→

→ =

→

 

 

  A equação diferencial parcial descrita acima pode ser resolvida pelo método da 

separação de variáveis, por exemplo, chegando-se na seguinte solução (KREYSZIG, 

2006):  

 

 
1 1

( , , ) ( cos sin )sin sinmn mn mn mn
m n

m x n yu x y t A t B t
a b
π πλ λ

∞ ∞

= =
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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