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RESUMO

BELO, Leandro Ribeiro Andrade, M.Sc., Universid&@eleral de Vigosa, Marco de 200fodelo
de Heisenberg em um espago com curvatura negativaxcitagdes topoldgicas depin na
pseudo-esfera Orientador: Winder Alexander de Moura-Melo; Cadddbtadores: Afranio
Rodrigues Pereira e Marcelo Lobato Martins.

Spins de Heisenberg que se encontram na pseudo-esferaegpaco infinito 2-
dimensional com curvatura constante e negativa) paitem gerar solucdes solitdnicas
estaveis. Apenas solugfes fraciondrias podem tarilesadas nessa superficie desde que
um furo seja feito. Dirigimo-nos também a introdugie vértices “no plano” no regime
XY. Interessantemente, a energia de um unico ertéo diverge quando o sistema tende
ao infinito. Isso leva a um potencial ndo-confimaahtre um vértice e um anti-vértice a
grandes distancias, de modo que o par possa dissecia uma baixa e arbitraria

temperatura.



ABSTRACT

BELO, Leandro Ribeiro Andrade, M.Sc., UniversidaBederal de Vigcosa, March of 2007.
Heisenberg model on a space with negative curvatur@opological spin textures on the
pseudosphere Adviser: Winder Alexander de Moura-Melo; Co-Adatis: Afranio Rodrigues
Pereira e Marcelo Lobato Martins.

Heisenberg-like spins lying on the pseyd@re (a 2-dimensional infinite space with
constant negative curvature) cannot give rise éblstsoliton solutions. Only fractional
solutions can be stabilized on this surface pravithat at least one hole is incorporated.
We also address the issue of ‘in-plane’ vorticegshe XY regime. Interestingly, the energy
of a single vortex no longer blows up as the ekomaspreads to infinity. This yields a
non-confining potential between a vortex and avantéx at large distances so that the pair

may dissociate at arbitrarily low temperature.
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Capitulo 1

Introducao Geral

A expressdo magnetismo estd associadaaaregido da Turquia antiga, rica em
minério de ferro, a Magnésia. Porém, os primeietetos de experiéncias em magnetismo,
sdo atribuidos aos gregos e datam de 800 a. C.rirAeipa utilizacdo pratica do
magnetismo foi a bussola, por volta do século . entanto, foi apenas no século XIX,
com o “nascimento” do eletromagnetismo e a formdade leis que o descreviam que seu
estudo passou a ser mais detalhado. Como conséggiénuecgiram inumeras aplicacoes
como, por exemplo, os motores e as lampadas inseglies. Tudo isso aconteceu até o
final do século XIX, mas somente no seéculo XX diast¢do dos conhecimentos em
magnetismo atingiu seu apice, particularmente catesenvolvimento de novos materiais
magnéticos.

Quando se fala em magnetismo, devetsenemente que ele esta intimamente
associado ao “movimento” de cargas e/ou ao momangular intrinsecospin das
particulas. Nesse sentido, o desenvolvimento desimateriais magnéticos, e da area de
pesquisa como um todo, depende do desenvolvimestotédnicas que permitam
compreender esses fendmenos. Pode-se caractarizdado material magnético por sua
magnetizacdo. A magnetizacao tem origem no monmeagnético associado ao momento
angular do elétron, e é dada por:

-l (1.2)

M —vZUi '
onde o somatorio € feito sobre todos os pontosquais ha dipolos de momenjf, no
interior de um volume V. A relacdo entre 0 momemiagnético e 0 momento angular &

dada por:
1.2)

e .
H :_glﬁl—1



_ e -~ 1.3
Hy=-9,—S, (13)
2m

ondee é a carga eletrdnicarz € a massa da particula em questdo. Na equacdptémi2

se a relagdo com o momento angulag,e=1 é o fator g orbital. Enquanto na equacéo
(1.3), tem-se a relacdo com o “vetor spinge= ¢é @ fator g de spin; isto €, 0 momento
de dipolo magnético de spin em relacdo ao momergolar de spin € duas vezes maior do
gue o momento de dipolo magnético orbital em releagd@ momento angular orbital. De
fato, os momentos angular e de spin formam o chammmnento angular total, que é dado
por:

Jp=Lo, +S (1.4)

op?
0s sub-indices “op” denotam grandezas operatorfaiselacdo entre tal momento e a
componente z do momento magnético total é dada por:
M, =—QHem,, (1.5)

Ja+2)+9s+1)-L(L +1) 6o
2)(3+1)

ondep, = € 0 chamado magnéton de Bohgel+

eh
2mc
fator de Landé.

Dependendo da origem microscopica densagnetizacdo e das interacdes internas,
0S materiais sdo comumente classificados em umsedmsntes categorias: diamagnéticos,
paramagnéticos, ferromagnéticos, ferrimagnéticaatdéerromagnéticos. Um bom texto a
respeito dessas classificacdes € encontrado na[HefAntes de comentar sobre as
caracteristicas de cada uma dessas categorias,nenente que seja definida a
suscetibilidade magnética:

_M (1.6)
X—E,
onde M é a magnetizacado e B € o campo magnétimadpla amostra em estudo.

Materiais diamagnéticos tém suscetibil@laegativa, e uma resposta magnética
muito fraca. Todos os atomos sdo diamagnéticos.emanto, tal diamagnetismo é
camuflado nos casos em que existem dipolos magsébermanentes, ou seja, oS casos
em que alguma das “camadas” ndo esteja completanpeeenchida. Alguns exemplos
desses materiais sdo 0s gases nobres, He, Ner,AteKe alguns sélidos como NaCl, KBr

e LiF. Uma explicacdo classica para o diamagnetipode ser obtida através da lei de

2



Lenz: uma variagdo de campo magnético resulta rmamante elétrica induzida que tende
a se opor a esta variagdo, criando um campo opustaplicado. A ilustragdo de um

material diamagnético pode ser vista na Figura 1.1.
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Figura 1.1: Material diamagnético na presenca dgyocaexterno.

JA4 os materiais paramagnéticos, tém mmmemagnéticos permanentes, porém
isolados uns dos outros, e possuem uma suscetdrlighositiva. Sem a influéncia de
campo externo, o material ndo possui magnetizagdioltante (veja figura 1.2). Muitos
elementos e alguns compostos sdo paramagnéticasxgraplo, 0os metais.
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Figura 1.2: Material paramagnético na ausénciaaepo externo (a esquerda), e 0 mesmo material na
presenca de campo (a direita).

O fendmeno paramagnético em metais paae eatendido como sendo uma
consequéncia do fato da banda de conducdo sepaean-sluas sob a acdo de um campo
magneético, sendo uma preenchida por elétrons céemizagdo +1/2 enquanto na outra eles

apresentam -1/2. Como a banda de menor energiedicaum nimero maior de elétrons, e



possuiu momento magnético na direcdo do campoe surg magnetizagdo nessa diregao,
como mostrado na Fig. 1.2.

Quando se pensa em aplicacdes pratieas; sk preferencialmente dar atencdo aos
materiais que apresentam alta magnetizacdo quanilmetidos a pequenos campos
magnéticos, estes sdo os chamados materiais feynétizos. Acima de uma temperatura
critica (temperatura de Curie), esses materiaiga® magnetizacdo nula, uma vez que a
energia de agitacdo térmica predomina sobre aiamdegordenamento, de modo que esse
material passa a ter comportamento paramagnético.

O primeiro modelo para explicar a magragifio foi proposto por Pierre Weiss no
inicio do Século XX, o qual supunha que cada dipadgnético de uma rede sofre a agcéao
de um campo magnético efetivo criado pelos vizinMNasentanto, a origem de tal “campo
molecular” s6 foi compreendida anos mais tarde, coatvento da Mecéanica Estatistica
Quaéntica, e esté relacionado com a diferenca astemergias eletrostaticas de dois elétrons
nas situacdes depins paralelos e antiparalelos. Quando o estado de Mmemergia
corresponde aospins paralelos, tem-se o caso do ferromagnetismo, pogéando esse
estado corresponde spins antiparalelos, tém-se entdo materiais antiferrovécps e
ferrimagnéticos. Essas idéias serdo mais bem alasuta secdo 2.2 quando o modelo de
Heisenberg for estudado (maiores detalhes ver R$f. Esse modelo sera uma das
principais bases para o entendimento desse trghathsentido de que, dele obtém-se as
solucdes a serem analisadas: as denominadas égsitapologicas depin Essas surgem,
por sua vez, como solucdes classicas de deternsimaddelos que apresentam dinamica
nao-linear e possuem carga conservada e estakilidadvindas de propriedades
topolégicas do modelo em questdo. Por exemplo,igumaicdes despins (no modelo de
Heisenberg ou congéneres) que apresentam compattaasintotico nao-trivial (ndo se
anulam no infinito) estdo associadas a solucdesigserevem excitacdes nado-lineares do
tipo-vortice e/ou do tipo-sdliton. Particularmenge) sistemas magnéticos, a presenca e as
propriedades, tanto estruturais quanto dinamicadade objetos, sdo de fundamental
importancia para se “caracterizar” o sistema enstdioe em especial, quando se pensa em
aplicacdes tecnoldgicas que pressupdem o “contdaqlielas excitacbes. Tal “controle”,
gue subentende um conhecimento completo dessatmgas, ainda ndo é realidade,

principalmente em superficies com geometrias matigig (com curvatura, tor¢éo, etc). O



estudo tedrico de excitacdes topologicas em sepEsficom tais geometrias poderia ter
sido, h&a alguns anos, um mero estudo académicémpaom 0sS avangos recentes em
nanociéncia e nanotecnologia, materiais cada vewres e de formas variadas tém sido
fabricados (veja Ref. [2] e alguns “reviews” aliacios). Além de estruturas usuais como
cilindros, cones e esferas, a sintetizacdo de fedticas”, como a fita de Mobius (veja

Fig. 1.3), tém sido possiveis [3].

Figura 1.3: a-c, os trés tipos de topologia, classificados pelauneat de suas tor¢Bes (mostrada
esquematicamente abaixo das imageaskstrutura do aneb, Fita de Mobiusc, Fita na forma de um
“oito”. d, Fibras de NbSstiras brancas) dobram-se em anéis em torno degotaade selénio com diametro
de aproximadamente . A fita de NbSgé enrolada na gota de selénio pela tenséo defipeaté que
suas extremidades se junteznimagem de alta ampliagdo que mostra uma torcaameenfita de cristal de
NbSe; o enrolar da fita pode produzir uma tor¢éo, caradormacdo de um cristal de Mdbius, devido a suas

propriedades elasticas e anisotrépicas. A escalaalaas é de 10m [3].

Consequentemente, podem-se perguntar como ceppestas geométricos dos espacgos
fisicos nos quais 0s objetos topoldgicos fazem-sseptes afetam seus aspectos e
comportamentos estruturais e dinamicos, e constgiente determinadas propriedades
fisicas dos sistemas onde se apresentam.



Nesse trabalho, considera-se um sistenspidsclassicos, descritos por uma versao
continua do modelo de Heisenberg, definido na $iggerde uma pseudo-esfera. Mais
precisamente, se lida com o regime isotrépico (doae estuda solitons) e o Rotor Planar
(spins confinados ao plano, quando se estuda os vorticEgm-se interesse,
principalmente, em como a geometria da superfiei@a a&ssas excitacdes topoldgicas. Em
particular, verifica-se que embora a pseudo-egfesaua uma superficie infinita, o0 modelo
isotropico ndo suporta solucdsslitonicas estaveis. Isto esta relacionado a curvatura
negativa da superficie que impede o mapeamento letamga esfera depins nessa
superficie. Consequentemente, a estabilidade de ¢acitacbes demandaria uma
caracteristica topolégica ndo-trivial, como um ‘dmo” na pseudo-esfera, que evitaria o
colapso dasolitonpara o estado fundamental.

Além disso, considera-se também solug@esvortice (planar), no contexto do
modelo do Rotor Planar. Obteve-se que a energiandainico voértice é naturalmente
regularizada a grandes distancias, ou seja, tendotice um “caroco” finito, sua energia
total sera finita. Sendo assim, a curvatura negati@ pseudo-esfera € de certa forma,
responsavel por “evitar” a divergéncia infravernaelgue, como se sabe assume um
comportamento logaritmico no plano (e outras geovasetipo-planas, como o cone).
Noutras palavras, em tais casos, a energia de uticevdliverge comln(L), sendo L o

“tamanho” do sistema. Foram propostas também algwuoaseqiéncias de tal resultado
para a solucdo de dois ou mais vortices como, yemplo, o desemparelhamento de um
par vortice-antivortice.

O trabalho exposto nessa dissertacdo @ ampliacdo do artigo aceito para
publicacdo em uma revista cientifica internaciof@hysics Letters A) [4], e esta
organizado da seguinte maneira: no capitulo 2 ¢raxorse as consideracdes gerais, com o
minimo necessario a ser compreendido para o ententh do trabalho; no capitulo 3
apresenta-se o problema a ser estudado e, em siqguUéncontram-se as solucdes e
discutem-se suas propriedades. No capitulo 4 apesese as conclusbes gerais e
perspectivas para trabalhos futuros. Na sequéertamntram-se alguns apéndices, 0s quais
tratam de diversos temas de natureza e abordageméuoaicas. Tal incluséo visa facilitar
o estudo do presente texto, podendo ser omitidaguozles (as) leitores (as) que conhecem

as técnicas ali descritas.



Capitulo 2

Consideracoes Gerais

Antes de tratar o problema em si, € @#gante que seja feita uma breve analise dos
temas e ferramentas utilizados, para que postezierseja possivel discutir o problema

de uma maneira mais clara.

2.1 Motivacéao

Como mencionado na Introdugcédo Geralabdiho ocupa-se de estudar excitagcbes
topoldgicas despinsem uma superficie com curvatura constante e nvegaiorém, seria
atil descrever possiveis “aplicabilidades” pararabalho em questdo. Nesse sentido, é
necessario elucidar a importancia do estudo de gaddos temas utilizados de maneira
separada e, se possivel for, encontrar algumavebssilicacdo dos resultados obtidos; ou
seja, alguma potencialidade que surja da juncdodies essas ferramentas.

No contexto do magnetismo, de modo gaesahplicacbes de estudos nessa area sédo
as mais diversas possiveis, indo de pequenos iardgpentes usados para fechaduras de
moveis e utensilios a inUmeros componentes s@lBiE utilizados na indastria eletro-
eletrbnica e de computadores, e representam hojeokime de aplicacdo e importancia
econdmica, a segunda colocacao na industria, paodgrenas para os semicondutores [1].

A importancia econdmica citada acima éidkeyrincipalmente aos dispositivos de
gravacdo magnética, uma vez que a gravacao de nal) para seu armazenamento e
posterior reproducdo, € uma das funcbes mais iaed no processamento de
informacdes. A existéncia da possibilidade de gr@awamagnética esta inevitavelmente
associada a existéncia de dominios magnéticoss gesesua vez, tém suas formas e
tamanhos determinados pela minimizacdo da enengik €Consequentemente, os dominios

magnéticos sao “separados” por estruturas topaégienominadas paredes de dominio.
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Assim, para que haja uma boa compreensao acegravBgado magneética € necessario que
se estude o comportamento das paredes de domiwviguélizacdo de um desses objetos
estd na Figura 2.1 e ilustra uma parede de 180sgsmparando dois dominios cujas
magnetizacdes tém sentidos opostos. Como a or@Entdgs momentos pode variar
facilmente, as paredes dos dominios tém grandelidente. Essas paredes tém espessuras
tipicamente da ordem de 1.000 a 10.G0Q\ largura dos dominios varia desde alguiis

até varios mm ou cm, dependendo das caracteristicasaterial e do campo externo

aplicado.

Figura 2.1: llustracdo de uma parede de domini@8fegraus. As espessuras da parede e do dominio séo

representadas pére L respectivamente.

Ainda em magnetismo, diversos aspectas stéucdes tipsoliton associadas ao
modelo o néo-linear (NloM; que é o limite continuo do modelo de Heisenberg
isotropico) foram estudados em algumas geometéiaplanas, como a cilindrica [5 -10], a
conica [11, 12], etc; enquanto um estudo de ex@#s¢ipo-vortice em um suporte conico
aparece na referéncia [13]. Em todos esses trahalfita evidente a influéncia da
geometria do espaco fisico nas caracteristicas ate dbjetos. Ossdlitons foram
investigados também em superficies ndo-simplesnteniexas, como o “plano punturado”

(o plano sem um disco central) e o cone truncadpb Nesse trabalho, verificou-se que um
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soliton fracionario 72 ou“half sélitor’) emerge como a solucéo estatica nao-trivial mais

simples da equacgédo dae-Gordon cuja energia € exatamente a metade daquela @a$aoci
a um 7-soliton usual. Deve ser reforcado que o estudo de taigaglies, em teorias
altamente nao-lineares, é também importante paranalor entendimento de processos
biofisicos e biologicos (para detalhes, veja Ré&b][e outros trabalhos correlatos ai
citados).

Além do magnetismo, o estudosiditonsé de grande relevancia para varias areas
da fisica [16]. Por exemplo, em QCD (cromodinangjgantica), que ¢é a teoria fundamental
das interacdes fortes, G. t'Hooft [17] e E. Witf&8] propuseram uma generalizacao dessa
teoria, cuja andlise resulta em uma conceitualz@gdQCD na qual dsarions (hadrons
compostos de tréquarks protons e néutron, por exemplo) aparecem comdagges
topoldgicas com energia finita (sélitons). Uma auttescoberta recente, mostra que
sélitons, tém uma “estrutura interna”, ou seja,acadliton é, na verdade, um elétron
circundado por outras particulas, os fonons [19hdA sobre a estrutura dos solitons,
pesquisadores da Universidade de Rostok, na Alemanbnstruiram as primeiras
moléculas de luz do mundo. Elas foram construigasotitons, mais precisamente por trés
solitons, um no estado escuro e dois no estadwabt#. Isto da a molécula a formula H-D-
H, onde H representa solitons brilhantes e D reptassolitons escuros. O séliton escuro
age como uma "cola", mantendo o grupo coeso [20].

Vértices, que tecnicamente também sdélitons (ver apéndice D), por sua vez,
também possuem uma extensa lista de estudos [b6grn@am-se vortices em varias
situacBes, mesmo no cotidiano como, por exemplogsemamento d’agua pelo ralo. O
aprimoramento das técnicas, tanto teodricas quardticgs, para 0 estudo dos vdrtices,
podem levar ao surgimento de novas tecnologias; @sscaso de uma descoberta recente
de um transistor que funciona utilizando o fluxo wd&tices magnéticos [21]. Outra
descoberta interessante vem da Universidade Ra®,Estados Unidos; pesquisadores
decodificaram a estrutura tridimensional de um igérimagnético do tamanho de um
glébulo vermelho do sangue. A estrutura, parecaa am tornado, podera permitir a
construcdo de discos rigidos para computadores capacidades centenas de vezes
maiores do que as atuais [22]. Seguindo nessa, lippaquisadores alemaes [23]

descobriram uma nova forma de alterar a polarizdoauicleo desses vortices magnéticos,



criando uma técnica que podera viabilizar a ugBapratica dessas minasculas estruturas
magnéticas como bits para armazenamento de dadesvo@ices magnéticos sdo
extremamente estaveis, 0 que € excelente para azenamento de dados. Mas isso traz
um problema: para gravar neles, ou seja, fazer quoencada voértice altere seu estado de
"0" para "1" e vice-versa, era necessario uma grapdntidade de energia, na forma de um
magneto muito poderoso. O que os cientistas aledese®briram foi como fazer com que
as minusculas "agulhas magnéticas" no interiorwdwsces mudem de estado com uma
guantidade de energia minima e sem perdas. O msewanioi batizado de reversao
dindmica do nucleo do vértice. Um pulso de eneégidilizado para construir um campo
magnético a determinados angulos do vortice, dadajue toda a estrutura seja forcada a
executar um movimento conjunto de alteracdo de &80 cria uma magnetizacdo oposta
na borda do vortice original, virtualmente semizdgdo de energia. O resultado € um par
vortice-antivértice. O antivértice cancela o vdéetioriginal, restando apenas um vortice
com a polarizacao reversa [23].

Vé-se que o estudo de excitacdes topmdégbode ser encarado como uma area de
grande interdisciplinaridade, e € dessa forma quiese pensar quando se esté interessado
em possiveis potencialidades do presente trab@Htme-se que elas devem possadlitons
elou vortices como solucdes, e envolver geometdas curvatura constante e negativa;
embora haja algumas areas de estudo onde sistaneafdps sao estudados, ndo esta ainda
clara essa conexdo, ndo se tem ainda condi¢cdasetteodde os resultados podem ser Uteis
de uma maneira clara e precisa. Nesse aspect@mnas citada uma area, mas que talvez
venha a ser beneficiada com pesquisas de natueezaante aquela aqui apresentada,
sdo: os chamados “sistemas macios de matéria ceamben (‘soft condensed matter
systems).

Deve-se enfatizar que parece haver utagae entre a curvatura e a estabilidade de
certas membranas. E mais, o fato da curvatura sabra@a ja ndo ser mais vista como
uma consequéncia passiva da atividade celularcorae um meio ativo de criar dominios
da membrana e organizar centros para o traficoedeewas [24]. A Fig. 2.2 ilustra um
pouco melhor esse cenario. Outro trabalho relevaggse contexto, e que ja foi citado na
introducéo, trata-se da Ref. [3]; nesse trabalscawdores reportam a sintetizacdo de uma

membrana com a aparéncia da fita de Mobius.
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Positiva

i Hegéiiua

a) b)
Figura 2.2: a) Estrutura celular com algumas origangdemonstrando algumas rotas do trafico vesich)ar
Estagio final da separac@o de uma vesicula. H4 eumaatura positiva em torno do corpo da vesicula,

negativa na parte inferior, e zero entre as dussparte que divide a vesicula da membrana.
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2.2 Modelo de Heisenberg

Quando se pensa em um problema fisigetiod-se, a principio, entendé-lo em seu
nivel mais fundamental possivel, para isso, s&t@$sario que se resolvesse exatamente o
problema de cada particula presente, levando-seoasideragdo cada um dos possiveis
campos envolvidos e o fato de que a interacdo da particula com cada um desses
possiveis campos deve acontecer respeitando agmsteda Mecanica Quantica. Tal
entendimento nem sempre € possivel, haja visto aqgusistemas fisicos em questao
geralmente comportam um nimero muito elevado dépkas.

Enquanto a Mecanica evoluia, paralelaenenbluia também outra parte da Fisica, a
Termodinamica, que mais tarde devido aos trabalimascipalmente de Boltzmann, seria
conectada a Mecéanica. Dessa conexao surgiu a MecBstatistica, que obtém resultados
excelentes utilizando aproximacdes matematicasseNsentido, o modelo de Heisenberg
(assim como suas versfes continuas, que poderorsaderadas teorias de campo, devido
aos infinitos graus de liberdade) ndo fornece acéal para cadspin mas uma solucéo
média para todos eles.

Ha uma ampla literatura sobre o modeldddsenberg (para “reviews” veja [25 e
26]). No entanto, o presente trabalho preocupapsmas em apresentar tal modelo, e
detalhar apenas aquilo que néo seja tao facilnesrtentrado na literatura.

Considere entdo, o modelo de Heisenbaemgioteracdo entre os primeiros vizinhos
de uma rede bidimensional (veja figura 2.3) dado pamiltoniano:

H=-23(515)

20 (2.1)
gue mede a energia de uma dada configuracdo de rspirede. AquiJ é o parametro de
acoplamento entre asinsvizinhos eS =(S*,S”,S?) é o operador depin no sitio i .
Pode-se tentar entender um pouco melhor o sigddice parametrg. Esta interacdo néao
tem analogia classica, e resulta de um tratamemténmbito da Mecéanica Quantica (uma
vez que esta associada com a indistinguibilidadepaiticulas idénticas), da energia

eletrostatica de Coulomb entre dois férmions.
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Figura 2.3: ConfiguracBes de minima energia patasm ferromagnético (esquerda) e antiferromagnético
(direita).

Sejam dois elétrons, cujepinssdoS, e S,, em fons 1 e 2. O Principio de Exclusdo de

Pauli impde que a funcdo de onda conjuhtseja anti-simétrica, uma vez que os elétrons

séo férmions (veja Figura 2.4).

511T Szj 511T v

Figura 2.4: llustracdo da origem da interacdo deatr As dire¢fes dospins dependem da distribuicdo
espacial de carga (fungdo de onda espacial) doereélos ions vizinhos.

Logo, a parte da funcdo de onda correspondengpiadls devera ser um estado singleto

‘é{ =0 (spinsantiparalelos &5 anti-simétrica) quando a sua parte espacial étsgagou

um estado tripleto‘é{:l (spins paralelos e¥s simétrica) para a parte espacial anti-

simétrica. Considerando a equacdo de Schrodingepleta para duas particulas, obtém-se
energias diferentes para cada um desses estBdqgsara o estado singleto e, para o
estado tripleto. A diferenga entre as enerdtas- E; pode ser associada ao parametro de

trocaJ , por:
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A AT AR e =\43, 3
I=e I‘ﬂa (rl)w'g (r2 )r_w” (rz)wﬁ (rl)d rndr, =Es - E;, (2.2)

onde a integral representa parte da energia médimtdracdo entre dois elétrons nas
posicdesr; e I, para os estados quantices §. Vé-se entdo, que tal parametro mede o
custo de energia para que o sistema va de um egtadooutro. Heisenberg propds, em
1928, apresentar esta interacdo diretamente emadurdps operadores depin
correspondentes, cujo hamiltoniano é dado por:

H=-3%35, (2.3)
O sinal do parametro de troca depende da estrdagduncdes de onda correspondentes.
Substancias que contém apenas um elemento com rnwmmeagnético atdmico,
tipicamente favorece a sua orientacdo paralelajegpondendo a uma estrutura
ferromagnética comJ >0. Entretanto, quando a substancia contém elemenbes
intermediam a ligacdo quimica entre os atomos deentos magnéticos) tende a ser
negativo, nesse caso, uma andlise de (2.3) é aanostrar que um “alinhamento”
antiparalelo é mais favoravel energeticamente, eéseo caso das substancias
antiferromagnéticas e ferrimagnéticas. Quande 0, evidentemente, o material é
paramagnético.

A interacdo de troca € especialmentee fpera os elétrons do mesmo atomo. Para
acoplamento entre os atomos vizinhos, a interagatvata decai exponencialmente para
distancias maiores que o raio das Orbitas atbmidas o fato da aproximacdo para
primeiros vizinhos). De fato, a interacdo de trali@ta (de um elétron com todos os
vizinhos), raramente ira definir a ordem magnétiaea sistemas cospinslocalizados, o
gue faz sentido, uma vez que essa interacdo estéiada com a indistinguibilidade de
particulas idénticas, que por sua vez, sO tem qoéseias apreciaveis quando as funcdes
de onda comegcam a se superpor.

O modelo anterior ndo leva em consideragéracoes que possam forcaispgisa
orientarem-se em direcdes preferenciais, como yemplo, interacaspin-odrbita. Nesses
casos, € introduzido um novo parametro que levac@nsideragdo essa anisotropia, € 0

hamiltoniano fica:
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H= —i<izj:>(8.lxij +87S! + (1+/])SIZSJ.Z), (2.4)
sendoA o parametro responsavel por essa anisotropiat@i&a@do entre aspins ou seja,
esta associado com algum fator que faca com gspinstendam a orientar-se em alguma
direcdo preferencial no espaco interno. Pala< A <0, tem-se o regime de plano-facil,
onde osspinstendem a se alinhar paralelos ao plano internopéyaA =0, tem-se 0 caso
isotropico, no qual ndo ha direcédo preferenciadnentacédo dospins para0< A <1, tem-

se o caso de eixo-facil, de forma quespsstendem a alinhar-se na dire¢éo do eixo Z; e
por ultimo tem-se o caso em quke=-1, nesse caso, pode-se ter tanto o mod¢€io

guanto o modelo do Rotor Planar (veja figura 2.5).

Figura 2.5: Esquema de wspinclassico com orientacéo determinada pelos angsl@ésicos internos.

No caso do modelo do Rotor Planar, tem-se o seguintulo ou restricdo com relagdo ao
espaco interno:
§=5+S=1= S, =0, (2.5)
ou seja, ndo ha uma “esfera interna’spins mas um circulo,S'. Ja4 no caso do modelo
XY, o vinculo é dado por:
SZ:Sf+S§+SfEl (2.6)
aqui se tém as trés componentespio, as quais, pela relagdo acima, definem uma esfera

unitaria, mas apends, e S, apareceriam explicitamente no Hamiltoniano (2ri)vértude

da anisotropia.
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Numa aproximacédo continua do espac¢o ea@veis despins valida para os casos
onde o espacamento de rede seja suficientementermpecge considerando que os sitios da
rede sdo compostos pepinscom elevados nimeros quanticas>®/2), e que dessa
forma possa-se desconsiderar o principio da irc@geassumir que seja possivel conhecer
as trés componentes dpin simultaneamente (tais exigéncias implicam em congntos
de onda suficientemente grandes e baixas tempasgtpode-se entdo reescrever o modelo

(no plano) da seguinte forma [pata= 0 (ver apéndice A.1)]:

)

esse € o chamado modefo ndo-linear, e serd usado aqui na obtengcéo deagfiek tipo-

dxdy

2.7)

séliton Outra aproximacéo continua pode ser feita (nowéeneo plano), dessa vez para o

modelo XY ondeA = -1, para obter (ver apéndice A.2):

(ST e e

gue sera utilizado na obtencéo de excitagdes tiptice (@ € 0 espagamento de rede).
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2.3 A superficie em questao: a pseudo-esfera

Até aqui, discutiu-se um pouco apenagspeaito do modelo de Heisenberg num
espaco plano, sem curvatura. Porém, foi visto gacs@.1 que as estruturas nas quais as
justificativas desse trabalho se apdiam, possuenatra que, em certos casos pode ser
negativa (nesse trabalho, ela é constante e napatiesse sentido, € conveniente que seja
feito um estudo, ainda que breve, a respeito dmgk@m da pseudo-esfera, e encontrar uma
maneira de “visualiza-la”, a fim de, posteriormemeder-se estudar alguns modelos
magnéticos nela definidos (pseudo-esfera magnefcdijscussédo que segue, € baseada no
trabalho da Ref. [27].

A pseudo-esfera € uma superficie hipaaodlSuperficies hiperbdlicas possuem
curvatura gaussiana negativa, e por isso, ndo paeerglobalmente “embebidas” em um
espaco euclidiano 3-dimensional. Mesmo assim, adosesfera pode ser “embebida” em
um “espaco-tempo” tipo-Minkowski 3-dimensional, @glemento de linha finito é dado
por:

x2-x2-x%=R?; (2.8)
no entanto, ndo deseja-se que tais coordenadaantenim sentido fisico, como por
exemplo, x, representando o “eixo do tempo” (como acontecRelatividade Especial).
Essa estrutura forma um hiperboldide de duas follas cada uma delas interceptando o
eixo x, nos pontost R, chamados pdlos, em analogia com a esfera. Unsasléslhas
deve ser escolhida para representar a pseudo-esfera

As rotacdes ordinarias sdo aqui realizguidas “transformacfes de Lorentz”. Estas
transformacdes néo alteram o sinabde de onde se pode identificar o grupo de isoneetria
da pseudo-esfera. O conhecimento desse grupo érhamial para a descricdo da
geometria e da dinamica nessa superficie. Vé-$& eque existem duas analogias a serem
feitas, sendo a primeira delas com relacdo a edfera apresenta algumas dificuldades

devido as diferencgas entre as métricas. Observe @lemento de linha finito na esfera é
dado porx? +x2 +x2 =R?, enquanto na pseudo-esfera é dado por (2.8); szsgim, de

certa forma a pseudo-esfera pode ser considerd@sfera do espaco de Minkowski
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(2+1)D". A segunda diz respeito ao “grupo de Lore(@+1)D”, onde se fazx, =0
obtendo assim um subgrupo de Lorentz.

Objetivando tornar a leitura menos tégnissa sec¢do tratara apenas daquilo que é
fundamental para o prosseguimento do texto. Aspect@is técnicos podem ser
encontrados no Apéndice B.

A maneira mais simples e usual de sealinab nessa superficie, é projeta-la em um
disco especial, chamado Disco de Poincaré. EsseoDés a imagem da projecéo
estereografica no plan()<,y) de um hiperboldide acima do disco, ou analogamente
pseudo-esfera é obtida pela proje¢do do Disco de#é, tomando-se o pontq = —1

(P) como ponto de projecéo (Fig. 2.6).

PSEUDO-ESFERA "-.I. “ZORE DE LUZE"

DISCO DE PONCARE —3 42 -

x1

Figura 2.6: Método do disco de Poincaré para abfgseudo-esfera (a folha superior do hiperbol@ati@vés
do ponto de proje¢d® = -1, no eixox: cada ponto do discc(r, ¢), € mapeado em outro na folk(a,,(l)),

de modo que a borda do disco seja levada ao mfinit

Dessa projecdo, obtém-se uma nova expressao géeaento de linha infinitesimal, dada

por:
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Cler s oo\ Aldr? +r2dg?) _ a{dx® +dy?)
ds? = (dt? +sinh? td9?) = (A e 3 2.9

onde(x,y) e (r,8), r?=x%+y? e ¢ =arctafy/x) sé&o coordenadas cartesianas e polares

no Disco (o raio do disco R foi tomado como senddg& (2.9) é possivel obter a métrica
desse espaco e, consequentemente, o elementoadéicsemue sera utilizado no calculo
da energia das excitacfes aqui estudadas. Notaesa qurvatura da folha e do Disco &
negativa (igual a -1), uma vez que uma circunfée€de raio 1 centrado na origem

aumenta exponencialmente cam
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Capitulo 3

O problema

Até aqui foi visto, de maneira desconeas, possiveis sistemas aos quais esse
trabalho se aplica, os modelos magnéticos usadas, gouco da geometria da superficie
em questdo. Serd visto agora, como tudo isso sexanguando se define o modelo de
Heisenberg na superficie da pseudo-esfera. Pastente, encontram-se solugdes tipo-
séliton e tipo-vortice, bem como, discute-se a respeitsudes estruturas, estabilidades e

outros temas correlatos.

3.1 O modelo na superficie da pseudo-esfera

Obteve-se, no Capitulo 2, uma aproximagidinua para o modelo de Heisenberg.
Tal aproximacéo, no entanto, foi feita apenas pataso especifico do espaco euclidiano
bidimensional. E possivel obter uma extensdo deaioximacdes para espacos genéricos,
ou seja, um limite continuo dependente da métricagphaco em questdo dado por [2] (

utilizado aqui, € a metade daquele da expressdio 2.1

H =3 ][> 0+ 5.0 lalanar..
a=1

(3.1)

onde \/@dnldnz é o elemento de linha invariante em coordenadadioeass, e 7, D

é a diferencial covariantq/@ = 1/‘deilgij “ e, 0 €9, (9,=1sea=b e, =0para

azb) sdo as métricas da superficie e do espacspite respectivamente. No caso de

20



sistemas magnéticds S = 4,5, haja visto qué é um vetor no espaco interno e nao no
espaco fisico, ai ele & um campo escalar. Comubf®rvado ha pouc® = (SX S’ ,SZ) é,

no espaco interno, um campo vetorial classico, s@udsivel parametriza-lo da seguinte
maneira: S=(sin@cos®;sin@sin®;cos®), onde ©=0(1,) e ®=d(1,¢) sdo as
funcbes que descrevem o0s angulos internos dasvew@riale spin, de modo que

-2
‘S{ = S? =1. Utilizando tal parametrizac&o juntamente com &io# obtida da expressao

(2.9), em (3.1) obtém-se:

H= szd¢°]dr{sinhr[(1+>\sin2 0),0)? +sin @(aTcp)Z]Jr

(3.2)

[+ asin® o)fp,0) +sin? e(aq,qn)z]},
sinht

onde 0, =0/dn, . Utlizando os resultados do Apéndice C, chegaseequagles de

movimento acopladas pafa e .

2 2
2sin®cos®{)\(a¢e), +(a¢¢) +sinhT[)\(6TG))2 +(6T¢)2]} =
sinht
9, [1+Asin? ©2sinhta, 0]+, {(1+ Asin? ca)Si nzm a¢@} , 03
0, (sinhrsin2 ®6T¢)+ 6¢[Si,n2 © a¢q>] =0.
sinht (3.4)

Tais equacOes sdo altamente nao-lineares, de fqueaaa procura por solugcbes gerais
apresenta-se como uma tarefa muito dificil. Desselon apenas solu¢des especiais,

parecem passiveis de estudo analitico.

! Estd supondo-se que o suporte geométrico, a pseudo-esfera, é rigido. O tratamento envolvendo
possiveis deformacdes é bastante interessante e muito mais complexo.
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3.2 Solugdes tipo-soliton: modelo isotrépico

Como foi dito anteriormente, serdo olgtidalucdes para casos especificos. Aqui,
serdo encontradas solugdes tipo-soliton; pararaljsa-se o caso isotrc')pic(d,: 0). Além
do mais, supde-se qu@ e ® descrevam uma solu¢cdo com simetria cilindricaseja,
0,0=0e d= CD(¢)=¢ (a menos de uma constante). Com tais exigén@asgaacoes

(3.3) e (3.4) reduzem-se a apenas:

sin20 (3.5
2sinrt’

d.(0,©sinht) =

Definindo-seu = In[tanh{/2)], de modo quei ] (—oo,O], vé-se que (3.5) assume a forma:

320 = sin20
" 2 (3.6)
gue pode ser simplificada fazen@® =0, para resultar em:
020 =sin@. (3.7)

As equacdes (3.6) e (3.7) sédo as equacgOes de smleyG; cujas solugbes mais simples
|léem-se (ver apéndice D):

6(u) = 4arctarfe’ ™ ) + 8, = ©(u) = 2arctarfe’™ ) + @, (3.8)
ondeu, [ (—oo,O], enquantod, e ©, sdo constantes de integracdo. Analisando (3.8evé
que para o caso em que =0, G)(u)D[O,r;/Z] parau variando de-o até0, ou seja, um
half-séliton surge como solugéo de (3.7). Para outatsres deu,, ainda se tera utmalf-

séliton, porém,@(u) nao mais pertencera ao mesmo intervalo (ver apérig)i. Com essa

informacéo, é possivel determinar se o séliton édmestavel. Foi visto que, ao percorrer
todo o espaco fisico, apenas meia esferapitefoi mapeada na pseudo-esfera, de forma
gue o espaco fisico ndo é capaz de cobrir todg@acesinterno. O nimero de vezes que
esse mapeamento pode ser feito € chamado de gnaagkamento ou carga topoldgica.
Esses mapeamentos formam classes de equivaléntieelagdo a deformacao continua do
espaco interno para cobrir o espaco fisico, chasaldgses homotodpicas. Cada classe €
caracterizada por um numero inteiro, a carga tg@icéd O conjunto das classes
homotépicas forma um grupo, chamado grupo de hgatdNo caso do presente
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problema, corresponde ao segundo grupo de homotup(éa):o, sendoG apenas a

metade deS’. Mesmo a pseudo-esfera sendo um suporte infisita,curvatura negativa
identifica-a com o disco de Poincaré que, comogamodiscos finitos, ndo pode suportar
excitacdes do tipo-Belavin-Polyakov [28], ou s&j@dljtons com carga inteira caracterizada
por um completo mapeamento da esferasplasno espaco fisico em questdo (veja Fig.
3.1).

*11*11! ! "T"}\*T
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44 ff i ’tf il
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Figura 3.1: Excitagdo tipo séliton com carga togaa Q=1.

Desse modo, osy/2-s6litons descritos acima sdo instaveis e decaeestado fundamental

com E=0. A Fig. 3.2 ilustra essa discusséo.

) b}

T L
Estado fundamental 7 soliton

SO B N VAR

5

Figura 3.2: Esboco das configuracdes de spins pamestado fundamental e lglf-séliton. Uma vez que os

77/ 2-s6litons s&o instaveis, o sistema “escolhe” odestandamental.

Ha outra analise a ser feita, que talvez esclarggapouco melhor a questdo da
instabilidade, e envolve um estudo da invarian@aescala do modelo, esse estudo esta

feito em detalhes no Apéndice E.
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Pode-se calcular a energia, integrandbamiltoniano obtido sob as restricoes
colocadas acima, que é dado por:

2 [ . 9
H =3 jd¢jdr{sinhr(a,@)2 £ 3N @},
0 0

sinhr (3.9)
ou, na variavel:
2 0 (310)
H = [d¢ jolu[(au@)2 +sin? e],
0 —00
substituindo (3.8) em (3.10), e integrando:
E, =81 12 , (3.11)
1+e™

que D[40 873]
Se for deixada de lado a exigéncia deetsien cilindrica para a solucdo, ou seja,
0,0#0, tem-se a seguinte equacao diferencial (dom0): 0;6+09:6 =sinB, com u

definido anteriormente (isto leva a uma equasé@Gordon dependente do tempo se
@ =it ). Sua solucdo mais simples é:

sinrh(a¢/ﬁ) } (3.12)
acosf{(u—uo)/\/ﬁj ’

6, = 2arctar{

gue é bem-definida contanto qaé\/l—a =m seja um inteiro. O paramet® é (para
¢ =it) a velocidade da excitagcdo dividida pela veloodddd luz, de modo quaD[O,l],

enquanto u continua sendo dado perIn[tanh¢/2)]. Além do mais, note que:

By -0 U e (3.13)
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sinh(mg) (3.14)

;u-0,
acost(—maq))} u

6, - 2arctar|i

de modo que nenhum mapeamento completo da esfespidl@no suporte fisico seja
possivel: comocost(x)zl entdoB, nunca sera igual a. Conseqiientemente, a solugéo
acima é instavel e decai ao estado fundamentabfgnético).

A estabilidade desse tipo de objeto pseleconseguida se for introduzida alguma

obstrucao topolégica. Por exemplo, se for consitteram “furo circular” de raios = RT
centrado na origem (equivalentemente remove-se isgo die raiof=Rtant(T/2) N
(O,R) no disco de Poincare), como mostra a Fig. 3.3iceatequacao (3.6) ou (3.7) conduz
a solucdes estaveis, desde dBfi=1)=0(t =T)=cte. As condicdes de contorno nas

bordas, tanto do disco quanto do furo, impedemaagoe o séliton decaia, através de

deformac6es continuas, ao estado fundamental.

{ ,rlt\\*
{f:,"\’\\‘*‘f//"xxtl!
{2 S =X}
f{/’fv ‘_C“\H

Aq 2ty Bl R
! / o=y {

Tifff ?\\\f
Flg e
f{f—p]—?—l 4—-\’

Figura 3.3: Excitagdo tipo séliton com carga togaéa Q=1/2, estabilizada através da introducéorda u

obstrucgéo topologica (furo) de rage- Rt .

Neste caso, encontra-se [4,14]:

_ tanh(1/2)
O. = 2arcta{m}. (3.15)

Caso houvesse invariancia de escala, ter-se-ia:
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tanht/2) | _
O, = 2arcta{ﬁ} ;T<T, <00,

porém, como ndo ha mais tal invariancia, a constgne fixada emt, que é o limite até

(3.16)

onde o sistema pode “decair’. Uma outra maneiranteduzir tal obstrucdo topolégica é
multiplicar a densidade hamiltoniana em (3.9), ypoa fungéo do tipo deItaJ[(r - T)] que
leve em concideracdo a existéncia desse “furo”, ccammnsequencia, as equacdes de
movimento passam a carregar informagcao sobre esgad, implicando em solugbes que
respeitam tal condicdo de contorno.

A energia associada é:

sin’ @,

: = 4rdsech(T),
sinht

E, =20 [dr| sinht(0,©, )* + (3.17)

que pertence ao interva(@®471), uma vez que 0(0,»). O fato de o intervalo ser aberto

em zero, esta associado com a estabilidade dag&aitopologica (ndo pode contrair-se a
um ponto, devido a obstrucdo na superficie). Coonalito, deve haver uma obstrucéo
maior que zero, que impec¢a o soliton de decairstexle fundamental. Nesse caso tem-se
uma solucéo fracionaria, cuja energia vai dedhd, dependendo do tamanho da excitacao
(ou do furo), uma vez que ndo ha mais invariane@aescala (para mais detalhes ver
apéndice E). Note que, o furo no suporte impedeaagaolapso do sdliton, similarmente
ao que ocorre no plano punturado ou no cone tranday.

Nos apéndices D e E, discute-se um pauaspeito dosélitons mas ha algo que
vale a pena ser dito ja. E interessante que umacéqunio-linear que contenha termos
dispersivos, possua soluc¢des do gpbton ou seja, solucdes que se movam sem distor¢cao
e retornam, ainda que no infinito, as suas formeaalacidades originais apds uma colisao.
A questdo é que, solucdes ndo dispersivas sdoadsgenos casos em que nao se tém
agueles termos na equagédo de movimento, permijudotodas as componentes (ondas
planas) tenham a mesma velocidade de fase. E sadig0es que obedecem ao principio
de superposicao, sdo esperadas para equacdesdinearao para equacgoes nao-lineares.
Porém, é possivel que para algumas equacgfes oimstanexermos dispersivos e nao-

lineares seus efeitos sejam equilibrados um a® @ertal maneira que algumas solugdes
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especiais satisfacam essas duas caracteristiceséEscaso de modelos que sdo descritos

por equacdes do tiineGordon [16].
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3.3 Solugdes tipo-vortice: modelo XY

Um vértice magnético é pensado geralmentao sendo um perfil depins com
“vorticidade” ndo-nula (a carga topolégica geralteeiem esse nome no caso de vortices),
(veja figura 3.4).

& r T — = LT W My ",
g5 Lol ol T S L T Y
P S R L S N
R A T L L W W |
A | L T ! ]
[ I I | /EB-\ LU S S T |
| T T T T " S S S N |
O O T T T R Y R
L T e T T F f
T T T T T 4

L" T " w e —m — e e Fa

R " S . - = o -~ - ~

Figura 3.4: Vortice com carga topoldgica igual a®lsimbolol] indica o centro, ou caroco, da estrutura.

Certamente, seu carogo pode ter componenspiddéora da superficie® # 17/2) de modo
gue a energia possa ser regularizada. Entretantmisatropia XY (com a demanda
6 = /2, tem-se o regime do Rotor Planar) é frequentenwntsiderada de forma que os
spinsencontram-se paralelos a superficie, sem compemdota dela“put-of-surface”).
Isto € garantido no caso planar, uma vez que o Bixda esfera dspin (espaco interno)
estd sempre perpendicular a superficie, plat. Conseqientementepins que se
encontram no equador interno (plaky ) encontram-se “deitados” na superficie fisica. No
entanto, isto ndo é valido em geral, por exemplmasuperficie com curvatura arbitraria,

com torcao, e outras caracteristicas de interesz@éjrico. Nestes casos, um novo tipo de

anisotropia pode ser necessario. Por exemplo, unoteo tipo b(ﬁ [%)2, comb>0en

um vetor unitario apontando na direcdo normal &iigle em cada ponto, pode garantir
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gue osspinsndo tenham componente fora da superficie, umajuezsso terd um custo
energético que aumenta linearmente dofi 3].

Uma pergunta que naturalmente se coloczo®o € o0 cenario na superficie em
estudo? Embora a pseudo-esfera seja curva, colhpaté uma propriedade especial com
0 plano: suas métricas sdo conformes (0s angul@s gssa meétrica coincidem com 0s
angulos euclidianos), para detalhes veja apéndidesB quer dizer que a diferenca entre
eles reside na medicdo de distancias ao longoedp®ativas geodésicas, de modo que
enquanto no plano temos linhas retas, na pseudmaesfois pontos distintos estdo
“minimamente ligados” por uma hipérbole. A fim dmglificar a analise, sera empregada
nesta secdo a equivaléncia entre a pseudo-esferdisco de Poincaré, que como esta
discutido no Apéndice B, € um disco usual de Ri@otado de uma métrica que “imita” a
curvatura negativa e constante da pseudo-esferea Mez que os célculos forem
executados neste disco, onde os centros dos wpimem ser bem identificados, usando-
se coordenadas cartesianas, volta-se para cooetepadudo-esféricas com o objetivo de
tratar as solucdes e suas propriedades na supedidi

Para tanto, faz-9e= -1, o que conduz ao modelY , que por sua vez apresenta
solucdes tipo-vortice. Nesse caso,spinstendem a alinhar-se no plano “intern¥y .

Além do mais, toma-se® =17/2 (regime do Rotor Planar) @®d/dt=0 (simetria

cilindrica), sendo assim, as equacdes (3.3) e §&id)extremamente simplificas, levando

&

0°® =0
00> (3.18)
cujas solucdes séo:
D(9) =Qd + 9y, (3.19)

2 Ao tomarmos® = m/2 estamos, de fato, introduzindo wmtoffem nossa superficie: o caroco do vértice,
onde a densidade de energiel /r* (coordenadas polares no disco de Poincaré), Bstinalo de nossa
andlise. Assim, procuramos solugdes de (3.18) paegido externa ao carogo, por isso que (3.1ahoa
solucdo neste caso. Observe que sl (r = 0) ¢ fica indefinido.

29



onde Q é a “carga do vortice” ou vorticidade, enquaptp € uma constante relacionada
com sua “aparéncia globdl”A expressdo (3.19) mostra que a orientacao spiss é
proporcional & , como na Figura 3.1. Pode-se calcular a enertjizantio a simplificacao
da equacéo (3.2) dada por:
am T o1
H =J0jd¢Tj(a¢q>) S, 520

a

onde 1, e T, sdo “escalas de corte” introduzidas para garamergia finita ao vortice.
Elas estdo relacionadas com os tamanhos do “cambemo” e da regido exterior da
excitacdo (tamanho do sistema), respectivamenteapoRt,/2 e L =Rt /2 (sendoa e

L medidos por coordenadas retilineas, cwino
Substituindo (3.19) em (3.20), tem-se:

2 " 2
E,=E,+J [df [-2—dr = E, =€, +270Q° |n[—tank(n/2)}
0 Ty

sinhr tanh(z, /2)

Aqui, E, € a energia do carocgo do vortice que divergemitel continuo para solu¢des no

(3.21)

plano. Para vortices “fora do plano”, ela pode sgtimada analiticamente, para tanto,

supde-se que no interior do carogD][O,Ta], 0S spins comportam-se como a solugéo
solitonica, isto €, ent =0, ©=0 e vai variando lentamente até=t,. A partir dai, os

spinsobedecem a restricdo do Rotor PlgffaE —1 e & = 7/2). Tal “cuttoff” ultravioleta

T, pode ser entendido como uma limitagdo do tratameomdinuo do sistema. De fato,

guando se investiga o sistema com seu caratertis(geralmente isto sé € factivel por
analise computacional) tal regulador aparece nonewte de forma que tal divergéncia é
naturalmente “curada”. Noutras palavras, o tratameontinuo € Util para se obter a
energia, bem como outras quantidades e propriededesiadas aos vortices magnéticos,
na regido externa ao carogo. Seu interior sé pedeagropriadamente investigado por
alguma analise que leve em conta a natureza disgost sitios depin. No caso do plano,

% Observe que, (3.19) satisfaz (3.18) em todo pamtoeto na origem. Assim, talvez fosse mais comveei
9°® 2 (= . ) : -
reescrever (3.18) com%F =Qo (r ) No entanto, o limite continuo aqui empregado séligo fora do

caroco do vortice, com foi dito no rodapé da paginterior.
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com rede quadrada= 024a,, sendo a o raio do carocoag 0 espacamento de rede [29].
Como se sabe pelo menos em geometrias planas easpai energia do vortice cresce

logaritmicamente com L, divergindo no limite ternmmd@mico ( — oo = divergéncia

infravermelha). O que deve ser refor¢cado € queenesso, tal divergéncia é naturalmente
sanada (veja figura 3.5), ao que tudo indica, pefaatura negativa do suporte geométrico.

De fato, a medida qua, aumenta a energia do vortice também aumenta, @as v
assintoticamentet{ — o), a:
E, = 2rJQ% In[coth(t, /2)], (3.22)

que ¢ finita(t, >0).

2pdck

tL

z e & g
Figura 3.5: Energia do vortice em fungéo Te (tamanho do vortice). A curva preta ilustra o cpEmar,

enquanto a curva vermelha ilustra a geometria.atual

No limite # — oo 0 plano usual é recoberto (curvatura nula), oa: sej

lim In -

R—ac

—— | =lmn|———|=In
tanh(t,/2)| F—== |tanh(a/R)

[ranh{_rL /2) ) [rm:r’i (L/R) ) (L) (3.23)

a
gue é exatamente a energia divergente (no limitec@inamico) para o caso do plano
usual. Tal resultado mostra que o que foi obtidersarmente € um resultado de fato, e ndo
associado a uma simples transformacédo de coordenaiaonde se sabe, esta € a primeira
vez que uma divergéncia infravermelha associada@itagdes topoldgicas € sanada apenas

por propriedades geométricas do espaco no qual sgagncontram. Este fato sera
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relacionado a outro resultado interessante quarsdtugdo de dois vortices for considerada

nessa geometria.
Para proceder a tal andlise, € mais coente trabalhar em coordenadas cartesianas

xy [25], (mantendo-sei = —1 e © =172). Para um hamiltoniano geral como o da
expressao (3.1), as equagdes de movimento sdo patiEs: = 0, que No caso cartesiano

levam a (mais detalhes sobre a forma do Laplacam@oordenadas generalizadas podem

ser encontrados na Ref. [3)]
2 2
Th-be ey 22422 =0,
4 0x ay (3.24)
a qual possui as seguintes solucdes:

o, =Q arctarE y=- yl] +Q, arctarE Y=Y, ]

X=X X=X,

(3.25)

ondeQ, e Q, séo as cargas dos vértices centradoeny,) e (x,,y,) respectivamente.

Pode-se calcular a energia de tal configuracadez-sb (para detalhes ver apéndice F):

) tanh(r, /2)
E, =E.+E,;+270QQ, 'n{m} (3.26)

comE, eE,, representando as energias dos vortices isoladoagao (3.21), enquanto o

termo seguinte representa o potencial efetivo eeles (veja Fig. 3.6), separados por

d =Rr, /2 (medido ao longo da geodésica hiperbdlica quene} er, = 2r,.

4.7 v [ & (hahyided? 8 (hyhy gy 8 (hyh; 8y
VYgrarq) =5 5\ e ) e s &_]Td_:_’ P
y.Apdiy R0gy 1 By qz r O q1 iy O
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Figura 3.6: Potencial efetivo de interacao entris ddrtices em funcdo da distancia entre eles, osm
tamanhos do caroco e da estrutura fixados em 8.Eespectivamente. A curva preta representa o @ade

Q:=Q,, a0 passo que na curva vermelha-Q..

A forca entre os vortices associada a esse potefetavo é dada por (veja Fig. 3.7):
F = 2m]Q,Q,csch (1,/2). (3.27)

Figura 3.7: Esboco da for¢ca de interacédo entre doisces em fungdo da distancia entre eles @ (curva
preta), Q=-Q, (curva vermelha).

E possivel notar algumas propriedades interessal@tgse potencial. Quandg, — oo
V,, - 20QQ,In(tanHr, /2)), que depende apenas do tamanho do sistema,

consequentemente — 0, implicando que os voértices movem-se sem interapiieciavel
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sempre que estao suficientemente separados untrdo [¢&s0 deve ser contrastado com o
potencial logaritmico do caso planar usual]. Potroodado, quando eles estdo mais
proximos, a interacdo torna-se apreciavel. Umarskg@analise diz respeito ao sinal da
interacdo entre os vortices, e pode faciimentdest, verificando-se a equacéo (3.26): a
interacdo na superficie da pseudo-esfera serdivafrapulsiva) de acordo com

@,Q, < 0(= 0), como ocorre geralmente. Das caracteristicasiargsy nota-se que para

um par vortice-antivortice o potencial é atrativeas tem valor apreciavel apenas para
pequenas distancias. Conseglentemente, mesmo gpar e mantenha ligado a
temperatura zero, uma pequena (e arbitraria) e@dtaérmica pode ser suficiente para
dissocia-lo. Isso conduz & idéia de que uma traagig fase topoldgica [31] ocorrerd em
gualquer temperatura perto de zero.

A transicdo de fase citada acima € caraeida pela separacdo dos pares vortice-
antivortice, gerando voértices livres, uma vez gsienodelos XY e Rotor Planar ndo exibem
uma transicao de fase do tipo ordem-desordem, jaurs® existe uma temperatura critica
gue separa uma fase magnetizada de uma desmadactsso € garantido pelo teorema de
Mermin-Wagner [32], o qual diz que modelos bidimenais com interacdes de curto
alcance, cujos Hamiltonianos apresentam algumatringdobal continua, s6 apresentam
ordem de longo alcance no zero absoluto. Além désanfeita acima, acerca do potencial
de interacé@o entre os vortices, outro indicadotraasicdo de fase é o comportamento da
funcdo correlacaspin-spin que parece indicar que 0s spins estdo mais aclwahdos a
baixas temperaturas. Para argumentar acerca dessacdio, € necessario analisar a
expressao para a energia livre do sistema, dada por

F=E—Ts (3.28)

ondes é a entropia do vortice livre. Como um vorticeotnpletamente especificado pela

localizacdo do seu centro, a entropia € dada pghritmo do niamero de sitios da rede,
s = kgIn(A / dA),

J—
=kgln [ =

g 2T 1 Y
s Jp =menhizldepdr

genh(tldpdr

= Iyln [M] (3.29)

cosh(t,)—1
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Foi visto que a energia de um vértice livre é daala

_ 2 tank(TL /2)
E = 2790 In{m}

De onde é possivel ver que ha uma temperaturaalaanergia livre muda de sinal. Esta

(3.30)

temperatura caracteriza a transicdo de fase dorastA baixa temperatura a probabilidade
de um vortice livre aparecer € pequena, uma vezogiegmo de energia, ou ordem do
sistema, domina a energia livre. No entanto, arpdet uma determinada temperatura, o
termo de entropia, ou desordem, passa a dominasjbildando assim a existéncia de
vortices livres. A temperatura na qual ocorre essdanca de comportamento pode ser

estimada como sendo:

] - (3.31)

Um esboco da variagdo dessa temperatura em furgc@anthnho da estrutura pode ser
visto na Figura 3.8, cuja analise deixa claro quentp menor for a estrutura, mais energia
térmica serd necessaria para dissociar o par. &rdigostra também (em vermelho) o
comportamento da temperatura de transi¢cdo parscodmaplano usual, onde e

2
constanter,; = Lo
2k,

-
ool A
e

tL

10 20 30 40 50
Figura 3.8: Variagcdo da “temperatura de transigo’ fungdo do tamanho da estrutura para os casos da

superficie pseudo-esférica (curva preta) e do plsoal (curva vermelha).
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A confirmagéo dessa predi¢cdo poderisalguma relevancia para outras areas, em

gue tais tipos de excitagdo e de geometria sdortarges.
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Capitulo 4

ConclusoOes Gerais e Perspectivas

Viu-se, entdo, que o modelo de Heisenlsrigdpico despinsclassicos ndo suporta
sélitonsestaveis numa superficie pseudo-esférica. Certaprerstabilidade é verificada se
for considerada, por exemplo, uma superficie fuf@adaseudo-esfera com um furo, agora
ndo-simplesmente conexa), neste caso, a excitdatéta @ fracionaria, interpolando entre
zero e umTy2-soliton analogamente ao que ocorre num anulo ou num finite
truncado.

J& solucdes magnéticas tipo-vortice, egimme do Rotor Planar, apresentam uma
propriedade interessante quando comparadas aseuaspondentes usuais (superficies
planas e cOnicas): sua energia ndo diverge quamdonsa o limite termodindmico do
sistema magnético. Foram indicadas também alguwssieis consequéncias desse fato
para solucdes de dois vértices, como por exempi@naicdo da fase topoldgica. [Espera-
se um cenario similar para o caso dos chamadogertfora-do-plano”, com algumas
modificagcbes apropriadas que levem em conta a i@ndwogeu carogo].

De fato, viu-se que a “cura” da divergéaniofravermelha, associada a energia do
vortice na pseudo-esfera implica, por exemplo, waepar de vortices ja ndo interage com
um potencial confinante a grandes distancias, aomsa@asos usuais. Esse fato indica que o
desemparelhamento dos vortices pode ocorrer acmana dada temperatura, a chamada
temperatura de Kosterliz-Thouless. Além de verifessa conjectura por meio de técnicas
numericas, outros prospectos para investigacacafitaluem como a estrutura e dinamica
dos solitons e vortices sdo afetadas por defetio®duros e/ou impurezas nesta superficie.
Em um contexto mais geral tem-se o problema de carmansicdo de fase topoldgica é
sensivel a parametros geometricos, como curvatnggo etc. Alguma luz adicional para
esse problema pode ser conseguida estudando-sssacid¢cdo de pares de vortices

magnéticos na esfera [33].
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Finalmente, pode-se dizer que os resadtadjui apresentados podem ser relevantes
em determinadas estruturas ferromagnéticas, nas @sa componentes do material
possuanspinssuficientemente grandes, para que as aproximaggsnsclassicos sejam
validas, e a estrutura fisica do material possua cumvatura negativa. Esse pode ser o caso

de materiais magnéticos que venham a ser sinteZatluramente.
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Apéndice A

Aproximacao continua do modelo de

Heisenberg (caso ferromagnético)

Um hamiltoniano em teorias continuas mmmsto por termos que geralmente estéo
associados as energias, potencial e cinética @endetdos campos. Um campo pode ser
visualizado como sendo uma regido com infinitost@@ane consequentemente, com
infinitos graus de liberdade, onde se associa a padto um conjunto de coordenadas.
Uma teoria de campo, nada mais é do que uma weidescreve tal regido, permitindo-se
compreender a dindmica desse campo e a forma ceraelgunterage com outros “entes”,
por exemplo, a matéria no caso de um campo elegoétiao. Quando se estuda a
dindmica de tais estruturas, nota-se que assocadelas existem propriedades
caracteristicas de ondas, por exemplo, ondas elatyoéticas ou gravitacionais. Nesse
sentido, a obtenc&o de uma teoria de campo podetserssante quando se tem em mente
estudar alguma das caracteristicas associadasmgedades desta.

Aqui, serd obtida uma aproximacdo comtipara o modelo de Heisenberg, que
levard a uma “teoria de campo de spins”. Como ge &iobtencdo dessa aproximacao
continua foi fundamental no prosseguimento do thahaima vez que, através desta, pode-
se fazer um tratamento analitico do problema. Amtasse aqui, de maneira detalhada,

como é feita tal aproximacao.

A.1 Modelo Isotrépico

O modelo de Heisenberg isotrépico é dado por:
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H=-13(s's) +8's] +5's]), (A1)

<i,j>
como foi dito no texto, do trabalhé, € um operador que atua no sitio i da rede. Pode-se

escrever (veja figura A.1):

a 2 320
S i

a—-qa 4 -
RER I VPR (A.2)
R " ast] a2 6230'
=5 - +— —
RS B VIR R Ve (A.3)
a 2 3 2a
S‘izza‘waai#r’l—aa2 +...,
ady 2 oy (A.4)
R . asa a2 aZSa
=S a—+———..,
3279 dy 2 oy’ (A.5)

coma =x,Y,z, e a sendo o espagcamento de rede. O truncamento daségqdepende do

guédo pequeno foa, para “pequenos” espacamentos de rede, pode-@eddamincamento
em segunda ordem.

'S e o o 'Y

Figura A.1: Rede quadrada slginsindicando os quatro sitios que interagem comio générica.

2
Substituindo a soma em (A.1) pﬁ@/ = Id_; (o termoi2 aparece para manter
a a a

a dimensao), e as componentes de spin pelas exgsai#s@ - A.5), obtém-se:
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H==> [[OMls: sz +s2)+22(0%s, )5, +a2(0%, ), +at (08 )5}
27 a (A.6)
, 0% 9° 1
onde [J :6_2+6_ O fator 5 aparece por ndo especificarmos a partir de qtial si
X y

2
estamos integrando, sendo assim, cada termo édoodtes vezes. O termeZJjS—Zdzr
a

gue representa a energia do estado fundamentafjdipara uma rede infinita, logo, para
obter-se resultados satisfatérios, deve-se renmandlA.6), 0 que implica em escolher o

zero de energia de forma a omitir tal termo. Assim:

0°S, 9°S,
+ z+ S, dxd A.7
”[ x>  oy? J y} (A7)

onde agora, cada uma das integracdes pode sepdeipartes:
2
3s, j dy} \
oy

_ 3 fdy{ ai j(aa

}S dxdy+

2
S dx igfdx S, 95, —I
X 2 ay
0S, 0S,

fd[ya—y‘f[adey] 2ojs e o

i _ _
—ﬂjd S, 05, _ (95:) g4 iﬂjdx S, o5
2 ox ox 2 oy

- 0,
oy ) | (A8)
que pode ser reescrita, convenientemente como:

=3 Mo oo o530 Jof 5| a9)

- ~ . = 2 ’ - - -
Pode-se usar o vinculo néo Ilne* r =S° =1, para mostrar que as duas Ultimas integrais

I+

séo iguais a zero. Fica-se entdo com:

H = % (I [(is)zdxdy]- (A.10)

gue é o chamado modeto nao linear MoNL ), estritamente valido para o plano.
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Modelos com anisotropia podem ser apragims de forma semelhante. A seguir
estuda-se aquele que apresenta anisotropia XY.

Tal aproximagdo continua poderia ter dieita para o caso antiferromagnético,
J <0. Nesse cascS deve ser substituido pelo vetor de Nget %(él —éz), onde os sub-

indices referem-se a sub-redes diferentes. Este negiresenta a magnetizacdo de sub-rede,
gue no limite de baixas temperaturas e fracos camyi@rnos, representa o campspi|s
[29].

A.2 Modelo XY

Como foi dito anteriormente, é invidvetolver problemas “reais” que envolvam
algo em torno da0? particulas, nesse sentido, é conveniente quektga uma
aproximacao continua também para o modelo XY, gado

H=-3Y(§'s +s'S)) (A11)

<i,j>
gue difere de (A.1) por ndo conter a componesiteexplicitamente.
Pode-se seguir de maneira idéntica atjuacao (A.6), porém obviamente, retirando

S*. Tem-se entéo:

J eedxdyf, (o 2 2(2 2(2

H=-— 4S; +S) J+a“\0°S +a“\0°S '

2J.J. az [ ( X y) ( X)SX ( Y)Sy] (A12)

onde a primeira integral pode ser reescrita como:

s = 1o [[2¥s0)

(A.13)
-2
usando o vinculo nédo Iineﬁ = S? =1. A primeira dessas duas ultimas integrais deve ser

zero, uma vez que, como anteriormente correspoederg@ia do estado fundamental. Fica-
se apenas com:
J rdxdy 2 2[—2 2(2
H=-— -4S; +a°|\[J°S +a’\U°S ..
2'”. 82 [ z ( X)SX ( y)Sy] (A14)
A segunda parte pode ser resolvida de maneira Bantelao caso isotropico levando a:
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2 2 (A.15)
J 2| 9S? S’ 4 2
H=-— +—| |-—I(S,) rdxd
2 .”{;[[ 15) 4 J [ ay J ] az( z) } y
Essas aproximacdes (estaticas, tempgéamitente) foram feitas tratandoSeomo

um legitimo vetor de spin. Isto quer dizer queii@shente, seus limites s6 valem para o

caso ferromagnétical > 0.
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Apéndice B

A Pseudo-Esfera

Como foi dito, a pseudo-esfera posswatuira constante e negativa, e ndo pode ser
visualizada em um espaco euclidiano; no entantie ger “embebida” em um espaco tipo-

Minkowski (2+1)D, cujo elemento de linha finito adb por:
x2-x2 -x%=R?; (B.1)
Todo o texto que segue, é consequéncia dessderéstica.
Uma isometria (transformacdo geométriadjitraria da pseudo-esfera pode ser

representada por uma “transformacéo de Lorentzinao em(x,,x,,x;). Sendo assim,
todas as isometrias da pseudo-esfera podem selaggrar produtos de trés tipos:

(a) rotagdes euclidianas por um angdijono plano(x,,x,),

(b) “transformacdes de Lorentz” obdosts de 1, ao longo de alguma dire¢cdo no plano
(xl,xz). O parametrot, tem, por analogia, o papel do &ngulo para umagéotaNa
Relatividade Especiatanht, = v/c, ondev é a velocidade relativa entre os referenciais.

Essas sdo as duas isometrias que preseavarientagcdo, ou “grupo restrito de
Lorentz”. Por ultimo, tem-se também:

(c) simetrias através dos planos que contém ocartral X ,, que invertem a orientagédo no
plano (xl,xz). As matrizes de transformacao para esses trés4fm respectivamente:

1 0 0
Ry, =| 0 cosp, -—semp, |, (B.2)
0 sem, cosp,
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senht, cosht, O], (boostna diregdox, ), (B.3)
1

0
S= 0

{coshr senht, 0
1

0 (B.4)
0

o — O

-1

Uma re-parametrizacdo de (B.1) usandeodem@adas pseudo-esféricas poIa(ru—;-$)

X, = Rsinhtcosp,
X, =Rsinhtsing,
X, = Rcoshr, (85)
ondeTt D[O, oo) ed D[O,Zn]; (x,;x,;x;) séo as coordenadas de um vetanum espago de
“Minkowski (2+1)D”, e conseqlentemente satisfazemelacgdo: x3 -x> -x2 =R*. O
elemento de linha infinitesimal:
ds? = dx2 —dx? - dx2, (B.6)
transforma-se em:
ds’ = R?|dt? +sinh? (t)do?], (B.7)
de onde vés-se quer mede também a distancia geodésica radial.
Observa-se que fazengp=1r,, x, =in,, X, =in, e 1 =i6 obtém-se formalmente
n?+n?+n?=R? eds’ = (ido)’ ondedo? é o elemento de linha na esfera;
do? = R?(de? +sin” 6d¢?). (B.8)
Assim, é possivel a qualquer momento compararfessalacdo com sua analoga esférica.
Para uma superficie plana, o elemento de linha éoemdlenadas polards, ¢):
ds’ =dr? +r’d¢>. (B.9)
A comparacdo das equacdes (B.7), (B.8), (B.9) egiammente a curvatura negativa da
pseudo-esfera. Se a curvatura é zero, uma ciréntierde raio' ou 7 centrado na origem

aumenta linearmente coiou 7 ; menos do que linearmente se a curvatura foripagito

caso da esfera); e aumenta exponencialmente nodeapseudo-esfera, que possui uma
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curvatura negativa (a Figura B.1 ilustra o casoretas paralelas em cada uma dessas
superficies). Isso implica em curvatura negativaomngem; e em toda parte, desde que a

superficie seja homogénea. De fato, se o elementtinda é dado pela forma padréao
ds? =dt? +f(1)°dp2, a curvatura gaussian& nesse ponto,(T,¢), é dada por

K =—(@/f)(@%f /ot?). Assim, a curvatura gaussiana da superfiei€ + x> + x? = -R? ¢
-1/R?. FazendoR =1 tem-sek = —1. Esta convengao coloca as distancias em unidades

de R, fazendo desse modo todas as coordenadas adimeasiDaqui por diante, assume-
seR=1.

_—

i o0 T !
(=7 [T

Figura B.1: Esquema de “retas paralelas” em supesfcom curvatura: positiva (esquerda), nula (ogne
negativa (direita).

Das coordenadas pseudo-esfér(u:ajs) € possivel deduzir uma nova descricdo para
a pseudo-esfera que € mais conveniente para cglaul®isco de Poincaré. Tal Disco,
como dito na secdo 2.3, € a imagem da projecaoeegtafica no planc(x,y) de um
hiperbol6ide acima do disco, (veja figura B.2).ndaigem do ponto cujas coordenadas sao:
X, =sinhtcosy,
X, =sinhtsing,
X, = cosht (8.10)
tera, as coordenadas polafes) neste disco, sendo;

- ) )
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X (B.11)
b= arcta{x—z] =0 .

PSEUDO-ESFERA "-.I. “ZORE DE LUZE"

DISCO DE PONCARE —3 42 -

x1

Figura B.2: Método do disco de Poincaré para obtgseudo-esfera (a folha superior do hiperboléide)

através do ponto de projecd= -1, no eixo z: cada ponto do disc(l, ¢), € mapeado em outro na folha,

(T, (I)) de modo que a borda do disco seja levada adtnfin

O contorno do discqr =1), corresponde a pontos do hiperboldide que estéofimito
(r =+); ou no contorno do cone de luz. A propria psewsfera é representada pelo
interior do disco unitario, onde o elemento dedifiba, por substituicdo de variaveis,
2 2 2 2 2
ds’ :(dr2 +sinh? Td¢2)= 4(dr il (3(1) ): 4(dx +dy )2,
L-rf (e +y?) (B.12)

onde (x,y) sdo coordenadas cartesianas no discb®ex? +y? De (B.12), como também

ja foi dito, pode-se obter a métrica e o elemeetsuperficie desse espaco.

Essa métrica é conformal (proporcionamétrica euclidiana do plano em cada
ponto), os angulos para essa meétrica coincidemaéngulos euclidianos; as distancias,
entretanto, sédo distorcidas. Tudo se passa corassgedisco fosse um disco usual, porém,

levando em conta “efeitos relativisticos”, no s#mtde que a cada valor de deve ser
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associada uma “velocidade”, e a medida Gu¢e consequentemente a “velocidade”
associada) varia, o modulo de um segmento deaethém varia, e varia exatamente com

um “boost de Lorentz dado por (B.3). A Fig. (B.3) ilustraexto que segue.

Figura B.3: Representacéo de algumas curvas no des@oincaré.

As linhas séo representadas como arcos de circujas extremidades sao perpendiculares
ao contorno do disco (linhas diametrais tambémpsimitidas). Dois arcos que nao se
encontram, correspondem a retas paralelas, arcessquencontram ortogonalmente
correspondem a linhas perpendiculares, e arcosewncontram apenas no contorno do

disco sdo um par de “retas limites”.

48



Apéndice C

EquacOes de Movimento na Pseudo-

Esfera

Aqui sédo encontradas as equacfes de meatanpara as variaveis dpin (Angulos
internos, da esfera de spfire @), em fungéo das coordenadas do espaco fisico estamy
a pseudo-esfera. Essas equacbes permitirdo quen sejgontradas as excitacoes
topoldgicas procuradas.

Para encontrar tais equacdes, faz-sedasaélculo de variacdes, que envolve

problemas nos quais a quantidade a ser minimizadaaximizada aparece na forma de
uma integral estacionaria& = jf(u,ax‘u,xi )d)g , aqui K é a quantidade que assume um

valor estacionario [30]. As equacdes de movimessmeadas a essa quantidade sdo dadas

por:

o ol o |
ou “ox |af,u)| (C.1)
Uma vez que a aproximacao continua doefoode Heisenberg em coordenadas
pseudo-esféricas aparece na forma de uma integpadi@naria (a energia é conservada,
dH/dt = 0), pode-se utilizar a expressao (C.1) para encoagr&quacdes de movimento.

O hamiltoniano € dado por:

2m o
H =3 [d [cifsinhe|fL+ Asin? ©)0,0)? +sin? ©(a, @)+
0 0

 +rsinz o), 0F +sin’ @(aq,qa)z]}’

sinht (C.2)

de onde se obtém:
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2 2
2 - 2snocosol L] i of 4,0

sinht (C.3)
ondeh é o integrando em (C.2).
Tem-se também:
oh (1+)\sin2 @)ZsinhTaT@, (€4)
00.0)
M~ (1+rsinP@)-2 3,0, (©9)
a(a¢@i sinht

gue sdo as derivadas necessarias para que seyitizaa (C.1) e encontrar a primeira

equacéo referente as derivadas ®@msubstituindo (C.3), (C.4) e (C.5) em (C.1) encant

se:
Mo, 0f +(0,0)
Zsinecose{ . ) 0,9) +SinhT[)\(6‘T@)2 +(6T<D)2]} =
sinht
2, [+ Asin® G))ZSinhTaT@]+a{(l+)\sin2 e)_ia@]
sinht (C.6)
De maneira andloga, € possivel encontrar as desvaferentes &:
ﬁ =0, (C7)
o
_ON__ ssinhrsin? 90D, (C-8)
0(0.)
in2 C.9
oh :23_|n G)aq,CD, (C.9)
6(6¢d>) sinht
gue ao serem substituidas em (C.1), levam a:
2 (C.10)
9, (sinhtsin® eaTq>)+a¢(s'_” eap} =0,
sinht

As equacbes (C.6) e (C.10) sdo as equacOes de emainem coordenadas pseudo-

esféricas associadas ao hamiltoniano (C.2).
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Apéndice D

SolucOes da equacao agane-Gordon

Antes de falar-se daeslitons é conveniente e didatico, que se tenha em mente o
significado de outro objeto, as ondas solitariasb&a ndo haja uma definicdo geral para
ondas solitarias, elas apresentam uma caractarisi@cante; (i) a densidade de energia
(funcdo do campo, cuja integral no espaco € a entxgl conservada) deve mover-se sem
distorcdo e com velocidade constar@éliton é um tipo especifico de onda solitaria, que
além de apresentar a caracteristica anterior, tanapEesenta: (ii) os perfis de densidade
de energia sdo assintoticamente—(w) restabelecidos as suas forma e velocidade
originais, ap0s uma coliséo [16].

O texto da Ref. [34] é classico, e sebase para a discussao a sequir.

D.1 Ondas Solitarias

Seja a seguinte densidade lagrangeana €} para um campo escalgfx,t):

2 \2 D.1
()= (6) =5 () - Ule) ®
de onde pode-se obter:
. ._ 0U (D.2)
p-¢==7 5 Blxt)).

A energia total é dada por:

SRS EHORE O] ©03)

Assumindo que 0s minimos absolutos@l(d)), ocorram para 0s seguintes casos:
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U($) =0 parag = g";
i=1...M. (D.4)
Nota-se entdo, que a energia também é minimizawﬁa,t) constante no espacgo-tempo,
assumindo algum dos valorgg). Além do mais, no caso estatico, (D.2) toma a form
0’9 _oU
5= 38 = 52 60 05
Como foi dito, uma onda solitaria deve ter eneffgita e uma densidade de energia
localizada. De (D.4), vé-se que deve aproximar-se de um dos valoresgéié, guando
X — *w. Se U(¢) tem um Gnico minimo enp =g, entdo a solugdo estatica deve ter
¢(x) - @, quandox - *ow. Se houver diversos minimos degeneradds>(L em (D.4)),
entdo ¢(x) deve tender a algum dag” quandox — -, e a este ou outro qualquer
guandox - +o. Sujeito a essas condi¢des de contorno pode-skveegD.5) paraq)(x).
Desde que esta seja uma EDO de segunda ordenodelaer resolvida para todldJ(q)).
Sex for pensado como sendo o “tempo”, e ¢ntomo sendo a coordenada de uma
particula massiva, entdo (D.5) torna-se a seguriddel Newton para o movimento dessa
particula em um potencial dado petJ(cI)). A solugéoq)(x) representa 0 movimento dessa

“particula analoga”. A energia total do movimengoie € conservada no “tempoX, €

dada por:

_1(dp) (D.6)
W_E(&j U(g).

As condi¢cdes de contorno discutidas anteriormerdenathdam que para& — oo,
U(q)) ~ 0eoddp/ox - 0, 0o que dAW =0. A energiaW da particula analoga nédo deve ser
confundida com a energi&, dada por (D.3), do sistema original do campoaRana

solugao estatica(x), E é dado por:

E = IE(%J ; U(q))}dx, o
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e representa a acdo total do movimento da “pasti@raloga”. A solucdo estatica
corresponde assim, a trajetoria de uma particula agdo € finita e a energia é nula.

Finalmente, multiplicando (D.5) pa#' e integrando uma vez, tem-se:

e - (dU (D.8)
Jo 9 =[50k

ou
S0 = (o). ®2)
Jaqued' e U(¢) anulam-se enx — —o, a constante de integragao € zero.
De posse dessa “mecanica”, considerarseejpamente U(cl)) apresentando um
(inico minimo, d,,, =@, onde U(¢,) =0. A “particula analoga” vé& um potencialU(q),
com um maximo emp =¢, e um valor negativo para todos os outros valoee$ dAs

condi¢cdes de contorno especificadas exigem umetdrag comecando e terminando em

¢ = ¢, com energia nula, tanto no “futuro” quanto no ‘§aO” distantesy - +w). Se se

olha o potenciak U(cl)) (veja figura D.1) vé-se que tal movimento é impeas

- Ule)

Figura D.1: O potencigl- U(¢)] da “particula analoga”, para o caso em gfg) tem um tnico minimo.

Uma vez que a particula “tocg’= ¢, em qualquer dos sentidos, ela ndo retornara,jau se
sua energia cinética nunca sera zero novamentde dge sua energia totdl/ =0 seja

sempre maior que a energia poteneiaj(q)). Consequentemente, a particula nunca podera
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retornar a¢,. Em termos da solucdo de campo estéﬁbe), isso significa que uma vez
fixadas as condi¢cdes de contorno, cope¢d, e dp/dx=0 em x =-w, a mesma

condicdo ndo serd satisfeita er=+oo por uma solugdo ndo-singular e nao-trivial.
Consequentemente, sem explicitamente resolver-& €éindependente dos detalhes de

U(), foi visto que seU(¢) tiver um Gnico minimo absoluto, ndo pode haverhnema
onda solitéria estatica. Naturalmente, a soluQﬁimltrq)(x) = ¢, paratodox, € permitida.

Em seguida, deixa-sdq)) ter dois ou mais minimos degenerados (veja fijuli.

- Ule]

Figura D.2: O potencia[-U(¢)] da “particula analoga”, para o caso em du@) tem trés minimos

degenerados discretos.

Novamente o potencial da “particula analoga” égalot correspondendo a um exemplo

onde U(¢) tem trés minimos¢,, ¢,, ¢,. As condicdes de contorno indicam agora que a
particula deve deixar qualquer um desses pontox emo e terminar emx =+ em
qualquer deles. Isso agora é possivel. Ela podegamem¢, parax = -« , e chegar @,
assintoticamentex — +oo. Alternativamente, pode comecar @m e terminar emp, (que

corresponderiam acosolitong, ou fazer o caminho inverso dos dois movimentpse (

corresponderiam aos amidlitons). Essas sdo as quatro unicas possibilidades gzz&

exemplo. Ela ndo pode, por exemplo, sair¢deir até ¢, e retornar até, ou ir até¢,.

Para isso, note que ambas a “velocidage) ¢ a “aceleracdo’(') desaparecem. Mais,
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g 80U,

dx| do dp? ’
o QU G AU e
0 —d¢2¢+d¢3(¢) 0, (0.10)

etc. Assim, todas as derivada8¢/dx" anulam-se em¢,. A particula tendo¢, a
esquerda, nunca podera ey também a sua esquerda em- o« , onde todas as derivadas
do seu movimento desaparecem. Ela ndo pode retofnaou prosseguir até.,.

Assim, a analogia mecéanica ajuda a canqlue: (i) quandoU(q)) tem um Unico
minimo absoluto, ndo pode haver nenhuma onda rsalgatatica, e (i) quandbl(cl)) tem

n minimos degenerados discretos, podemosZ(Br—l) tipos de solugdes, conectando
guaisquer dois minimos vizinhos, com variando de -« a +o. Naturalmente
compreende-se que a solucdo trivial espaco-tempiepéndente, pode existir
adicionalmente.

A parte dessas consideracdes gerais gmdesolver (D.5) explicitamente. Tem-se,
de (D.9),

do/dx = +[2U(¢)]**. (D.11)
De onde se tem,
X=X, = iMI)_ do . (0.12)
o(xo) [2U(i|5) ¥

X,, € algum ponto arbitrario no espaco, onde o catepoo valorq)(xo). No discurso
anterior foi dito que parx - o, ¢(x) deveria aproximar-se de quaisquer dois minimos
vizinhos deU(¢), e para valores de entre esses extremog(x) deve se encontrar entre
esses dois minimos. ConseqUentemelhié{b) anular-se-a apenas em - *co, e sera
positivo para valores finitos de. O integrando em (D.12) conseqglientemente, serd ndo
singular exceto enx - o 0Ou X - —oo. A solucdo q)(x) pode ser obtida, a principio,
explicitamente, dado unx, e um <|>(x0), por integracdo de (D.12) e invertendo-a. Na

pratica, isso s6 é possivel para determinadl@;). Note que variandax,, mantendo
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¢(x0) fixo, meramente “desloca-se” a mesma solucdo mmoesx. Isso é uma

consequéncia da invariancia translacional de (D.12)

D.2 Soélitonsdo modelo desine-Gordon

Discute-se agora, acerca de sistemaguas apresentam solugdes solitbnicas, no
sentido de satisfazerem as condicdes (i) e (iDaamas anteriormente. Considere um Unico
campo escalatl)(x,t) em (1+1) dimensoes, governado pela densidade de lagrangeana

sineGordon:

L(x,t)= (a¢a“¢ (m* /A Yeod(vA/m}p]-1}. (D.13)

Esse modelo tem sido usado no estudo de uma ganmfendeenos, incluindo cristais,
membranas, magnetismo e particulas. Pode-se expessh densidade lagrangeana em
poténcias de\,

_£¢_+ (D.14)
m2 6

L(x.0)=20,0)0"0)-2 mo? + 24

Com A - 0, essa € exatamente a lagrangeana (livre) de Kemeon. No entanto, o
trabalho sera feito diretamente com a lagrangeatah ¢(D.13) e procurard por solucdes

classicas que sao “nado-perturbativas €mA equacdo de campo para (D.13) é a equacgao

a¢ -+ T Jon 22 o =0 D.15
[\/_j KmJ} (D.15)

[O nome do modelo é inspirado pela presenca dooteime comparado com a equacao de

desineGordon:

Klein-Gordon]. Para simplificar, faz-se:
X=mx,t=mt e

= (\/X /m)¢ _ (D.16)

Assim, (D.13) fica:

56



t(x,f){ﬂ{ (o j{%}ﬂcosﬂi—l)} o

Enquanto (D.15) toma a forma:

0% 0% . ., -
— - +sing(X,t)=0,

Com energia total conservada dada por:

Rl (] e

A lagrangeana e a equacao de campo sao invarsoties

(D.18)

o(®1) - -9(x,1) (D.20)
e
o(%,1) - &(x.1)+ 2N,
= 0+1%2,.... (D.21)
Consistente com essas simetrias, a endfg@ula-se nos minimos absolutos de
U($)=1-cosp, (D.22)
que séo:
o(x,t) = 2Nm. (D.23)

Como foi visto na sec¢do anterior, todas as confggies de energia finita, estatica ou
dependente do tempo, podem ser divididas em um nadimiénito de setores topoldgicos,
cada um, caracterizado por um par conservado déceddinternos (N,,N,)
correspondendo aos valores assintoti2bist e 2N, que 0 campo aproxima-se quando
X - —00 e X - +oo respectivamente (veja figura D.2). Na secdo amteesses valores
assintéticos eram dados pelgg). Se, por motivos fisicos, for decidido que somemt
moédulo ded, 2n é significativo, como acontece em aplicacfes opide uma variavel de
angulo, entdo somente a carga topoldgica,
Q=N;-N, =i+]0diﬁ
2> OX (D.24)

importa; no caso da particula analoga da secasi@ntessa carga estaria associada ao

“sentido” do movimento.
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Comecgando com solugfes estaticas locakizalls consideracdes gerais dizem que
para um Unico campo escalar em um espaco unidioreigsisolucdes estaticas devem
conectar apenas minimos vizinhos Uéi]S) Isto €, elas devem possuiy = +1, se for
pensado em 1 como sendo a diferenga entre os n@bse que N pode ter qualquer valor
inteiro, porém Q, deve possuir apenas 0s valar€s 0os quais sejam mais favoraveis

energeticamente. Solugdes explicitas sdo obtidasdogD.12):

I +¢(f) dp  _ +¢(T) do
D T aV2U0) e, 2sin(e/2) (D.25)
Integrando:
9(x) = atan[expl(} ~ X, )] = 9, (X ~ X,) (D.26)
ou
9(x) = ~4tan™[exp(X = X, )| = Pariea(X ~Xo) = Py (D.27)

A solucgéo (D.26) vai d& =0 até$ =2n ou equivalentemente d&n até 4n, 4n até 6n,

etc. Ela corresponde ® =1, e é chamadadliton do sistema. A solucédo (D.27) tem
Q=-1 e é chamada de arsbliton Cada uma delas tem energdib, =8m°/A que pode

ser calculada substituindo (D.26) ou (D.27) em @p.1
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Apéndice E

Analise da solucao tipo soéliton na

pseudo-esfera

No capitulo 3 foi dito que osdlitons eram instaveis apenas por motivos de
mapeamento, e ndo por uma andlise energética mwaldancia de escala. E feita agora
uma analise do caso isotropico, no gdat 0, com um pouco mais de cuidado. Tem-se, de
(3.2):

(6,0) +sin2efp, )]

H =J [d¢ [dr;sinhr|(9,0)" +sin? ©(0,®) ? :

I ¢I { [( y ] sinhr (E.1)
Assumindo que®(t,) =mgq, de maneira que a simetria cilindrica seja gattante

definindo, por conveniénciaj = In[tanh/2)], tem-se:

0Y) (90) ., .,
H= de¢ J‘du[( ] +(%J +m-sin G)]. (E.2)

A fim de analisar a invariancia de escdta modelo, introduz-se a seguintes
mudancgas nas variaveis:=nr = u'=u+Inn. Essa mudanca € equivalente a multiplicar

cada eixo cartesiano por um numero real e posiNete que¢ permanece invariante, uma

vez que ¢ =arctany/x). E feito também, novamente por conveniéncia a istgu

mudancga:f = 20. Assume-se tambér%% =0 (simetria cilindrica). Sendo assim, tem-se:

1 R TR B

—00

Cuja equacgdo de movimento associada é:

2

— =m’sing,
ou (E.4)
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essa é a equacdo dme-Gordone, como foi visto (ver apéndice C), possui as isegs!
solucgdes:

B, = 4arctane™ ™) = 4arctane™* ™"""™) = O = 2arctane™ ™"™""), (E.5)
8, = Tt—4arctane™ ™), (E.6)

onde os sub-indiceS e AS, referem-se respectivamente a solucdo $gliton e anti-
séliton Antes de retornar as variaveis originais, ondaresises devem ser feitas, pode-se

integrar (E.3) utilizando (E.5) para obter:

_ 8mmrt"

H=—
e4mc+ an (E7)

gue é uma expressao geral para a energia. Volagwla as variaveis originais, lembrando

quec=u,+Inn=c=In(r,/R)+Inn=c=In(nr,/R), o que leva a:

r m
© =2arctan| — ,
(ro} (E'8)

€ a sua correspondente energia:

8ramrf™
(nr,/R)™ +n?™ (E.9)

Ao analisar (E.9), nota-se que existem duas asalisserem feitas, a primeira delas diz

respeito a dependéncia em e n, enquanto a segunda é relativa a dependéncig, em
Para fazer uma analise da dependénciaremn, existem mais duas possibilidades# 0
e r, =0. Quandor, # 0, permanece uma dependéncia tanto ranmguanto emn; com

relagdo am, a dependéncia € como se esperava, quao maior/icenm, maior/menor
serd a energia. (a energia aumenta/diminui a meglidad “gira” mais/menos com a
variagcao dep ). A dependéncia em mostra que nesse caso ndo ha invariancia de gscala
ou seja, ha uma escala “preferencial” na qual res tende a permanecer (a energia
aumenta/diminui @ medida que diminui/aumenta). No entanto, sg = , @ energia
independe den, sendo assim, o sistema torna-se invariante ddagstependendo apenas
da variacdo den, com comportamento semelhante ao descrito antezite.

Analisando agora a dependénciargniveja Figura E.1), que corresponde ao local
onde ® =172, tem-se 0 seguinte comportamento:
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T
I

{871]; r, =0
4r3; 1y =R’ (E.10)

onde adotou-sen=n=1.

Figura E.1: Energia em fungéo dle (m =n =1).

Nota-se, portanto, que os valores mai®réwveis energeticamente sap=R,

n - o em- 0. Ou seja, ha uma escala preferencial na qual «; de onde se pode
concluir que aso6litonnéo € estavel, porém agora por outro motivo qoeagéele da secao
3.2. A maneira de garantir tal estabilidade focdigla na sec¢éo 3.2, e consiste basicamente
em introduzir uma obstruc&o topologica no supdgied, impedindo assim quesoliton
decaia ao estado fundamental.

Uma interpretagéo possivel pagae que talvez seja condizente com os resultados
acima, é imagina-lo como sendo a “posigao de fodiwiago séliton (local ond® = 17/2).
Pode-se ver de (E.8), que para esses mesmos vdmmes(veja figura E.2), obtém-se
como resultado quando varia de0 a R, umhalf- 7 séliton que no primeiro caso, vai de
/2 a 711, e no segundo, de a /2. Esses resultados séo extremamente curioSosseois

tem a principio o mesmo objeto, porém, com enedjfasentes! A interpretacéo que segue

€ a seqguinte: ao integrar a energia de maneiricgaptem-se:
21

E, =3 Jdb [e| sinhr)(0,0,) +%}%) .
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) . 2 Sinz(es)
T!'dT sinh(t)(0,0,)* + sm—h(r) , (E.11)
que resulta em:
E, = 2r[2 + 2sech(t, )], (E.12)

gue por sua vez, pode ser convertida em:
E, = 2rf2+ 2sedh[2arctarh(r, /R)]}, (E.13)

observa-se que a parte “internf<r <r,(t,)| resulta sempre er2, independente do
valor der,, assim, quanto mais proximo @eestiverr,, mais suporte fisico o soliton tera

até chegar enR, e consequentemente, maior sera sua energia.

Q(r)

r

0.z 0.4 0.6 0.5 1

Figura E.2: A variave® em funcéo de paral, =0 (vermelho) er, = R (preto).

Uma observacédo valida a ser feita, dipe&o ao intervalo de integracdo em (E.11).
Quando se considera comecando en, deve-se lembrar que esse valor corresponde ao
T, exigido na secéo 3.2 para garantir a estabilidad@liton

Toda a andlise foi feita em a variacéo radial no disco de Poincaré, porémea

também ter sido feita na propria superficie da gggasfera, onde se teria:

0= 2arcta{(w]m ]
tanh(,/2)

(E.14)
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_ 8dm
1+ n?" tanh™(, /2) (E.15)
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Apéndice F

Energia de dois vortices

A base para a discussao a seguir, sevé@mda Ref. [25].

Um célculo alternativo para a energia ddstices, e que é mais facilmente
generalizado para o caso de dois vortices, utdiZato de v, = (® ser uma variavel
continua com a variacdo de. Um corte ao longo d& leva a uma descontinuidade de
2Qn como mostrado na Figura F.1. Este corte geraslyzesficiesY™ e X", ® é zero em
2  e2QnemZ’. Asnormais & e aX’ estdo nas direcdesé, e &, respectivamente.
A energia do vortice é obtida de uma integracégppaies usando o fato de quéd =0 e
O e0d) = (Od)° + d0%d . Tem-se:

E =J[(00)*d*x = J [0 {o0d)d*x - J [0 dd
= [®h, @z - J[e0°Pd*x, (F.1)
onde se introduziu o campo,
h, =Jv,, (F.2)
conjugado av,, e utilizou-se o teorema de Green na passagemtelgral de superficie

para integral de linha.

290, \,

~1

Fig. F.1: Representagédo do corte inseridcigrpara o caso de um unico vortice.
A integral de superficie é feita sobre os dois $adio corte, e comal’® =0, tem-se:
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E=[®'h, @Z" + [ h, 65
= (@ —qa—)LjJ|vS|dr

= 27023 In(L/a), (F.3)
gue reproduz o resultado encontrado na secdo 8mlos (tamanho do caroco) &
(tamanho do sistema), “escalas de corte” introdagzfmhra garantir energia finita ao vortice.
A energia de interacdo entre dois véstigede ser calculada de maneira semelhante

pela introdu¢do de um corte para cada voértice, comostrado na Fig. F.2. A solucéo da
equacéo de Laplace com dois vortices, nas posigdes x,, € qD(x) =W + 0@ onde
o = arctaf(y -y, )/(x - x,)]. Assumindov? =00® e v =00@, a energia de dois
vortices com respectivas carg@s e Q, é

E=J[¥ +v®)ax

=E,+E, + [(h% w® + h® v )a?x
=E +E, +(®; -0, )JQ1I—+(CD _ oz )g, [O" Fr

= E, +E, +479QQ, In(L/r), (F.4)

ondeE, e E, s&@o as energias dos vortices isolados, que espé@nasios por uma distancia

2 1
T, Y
\\\\ 27[{22 ] /
[ r
/ o 270, \
ot

Fig. F.2: Representagdo dos cortes para os doitcedr As superficies “+” sempre tém suas normais
paralelas ao vetes definido em relagdo a origem do carogo do vodiEsociado.

A parte que contén no termo de interacdo pode ser combinada comte aependente

de E, e E, para dar:
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E=21(Q, +Q,)*In(R/r)+4mIQ,Q, In(a/r). (F.5)
Ha dois pontos a serem notados nessa equacaoirBrimdivergéncia ddn L € eliminada

se Q, =—Q,. Generalizando, ndo havera nenhum termolrde em um sistema com

muitos vortices se a soma das cargas de todos rtjseeséZQg, for zero ZQa =0
a a

Assim, os estados que contém os vortices cujalssts;éﬂzlag;isfazemz(x Q, =0 tém energias

gue nao divergem com o tamanho da amostra. ESseeserdo termicamente excitados
paraT >0. Segundo, o sinal da energia de interacdo depndelacdo entre os sinais de
Q, e de Q,. Desde queln(a/r) seja uma fungdo monotonicamente decrescente com o

aumento der, a interacdo € claramente repulsivadee Q, tiverem o mesmo sinal, e

atrativa se tiverem sinais opostos. A fofgaexercida pelo vortice 1 no vortice 2 é:
(Xz ~ Xl) (F.6)

[

le = _DEef = _47ﬂQ1Q2
|X2 X

ondeE, é a energia de interacdo entre os vortices.
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