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Resumo

Oliveira, Adenilson Costa de; Dumont, Ney Augusto. Um mo-
delo de interagao dinamica entre os elementos estruturais
de uma via férrea. Rio de Janeiro, 2006. 114p. Dissertacao de
Mestrado — Departamento de Engenharia Civil, Pontificia Univer-
sidade Catélica do Rio de Janeiro.

Em uma ferrovia, o veiculo interage dinamicamente com a superestrutura
(trilhos, palmilha e dormentes) e a subestrutura (lastro, sublastro e sub-
base). O conforto dos passageiros, a vibra¢do no solo e a freqiiéncia dos
trabalhos, de manutencgao tanto dos veiculos como também dos trilhos sao
determinadas considerando-se que todos os elementos estruturais interagem
entre si. A resposta de cada componente estrutural é sensivel a pressao do
eixo da roda no trilho, as irregularidades na superficie do trilho e a velo-
cidade do trem, que esta relacionada com a velocidade critica na ferrovia
(velocidade da fase minima com que as ondas se propagam no trilho e no
dormente). No projeto de uma nova ferrovia, como também na propria ava-
liacao das condicoes de trabalho de ferrovias existentes, todos os aspectos
brevemente mencionados acima tém que ser levados em conta em um modelo
matematico. A interagao trilho-palmilha-dormente-lastro é representada por
um modelo unidimensional em que os trilhos sao representados por vigas
de Timoshenko, assim como os dormentes; o lastro é representado por uma
fundacao elastica com amortecimento viscoso. A interacao local entre tri-
lho e dormente é simulada utilizando um elemento de trelica com rigidez e
amortecimento. As propriedades mecanicas de cada componente da ferro-
via sao na maioria dos casos desconhecidas, principalmente as propriedades
do lastro. Para cada elemento, sao desenvolvidas as equagoes de equilibrio
entre esforcos e deslocamentos. As equacoes de equilibrio global sao dadas
por um desenvolvimento em série das matrizes de massa, rigidez e amorte-
cimento em funcao de uma freqiiéncia circular de vibragao. O interesse final
é a resposta transiente no dominio do tempo, obtida utilizando técnicas
de superposi¢ao modal. Por fim, s@o propostos trés modelos globais para a

ferrovia, obtidos considerando algumas modificagoes no dormente.

Palavras—chave

Elementos de uma via férrea. Anadlise modal avancada. Elementos

finitos hibridos. Elementos finitos dinamicos.
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Abstract

Oliveira, Adenilson Costa de; Dumont, Ney Augusto (advisor). A
dynamic Interaction model of track Railway Structural
Elements. Rio de Janeiro, 2006. 114p. MsC Thesis — Department
of Engenharia Civil, Pontificia Universidade Catélica do Rio de
Janeiro.

In a railway, the vehicle interacts dynamically with a track superstructure
(rails, rail pad and sleepers) and sub-structure (ballast, sub-ballast, sub-
grade). Passengers’ comfort, environmental loading (ground vibration) and
frequency of maintenance works of vehicles as well as of the track are deter-
mined by the way all the structural elements interact. The response of each
single structural component is sensitive to the wheel-axle pressure on the
track, the effects of joint in un welded rails, the unevenness of wheel and
rail, and the train speed as referred to the track critical velocity (minimum
phase velocity of bending waves propagating in the track rails, supported
by the ballast). An important issue is for example how the ballast will be
affected when old, soft, timber sleepers and replaced by much, stiffer, pres-
tressed concrete elements, and how newly introduced irregularities propa-
gate along the track, among uncountable mathematical model possibilities,
the presents a rail-pad-sleeper-ballast model mainly based on an assemble
of Timoshenko beam elements (for the rail) including, in case of the sle-
epers, elastic foundation (for the ballast) and viscous damping. The local
interaction of the rail-pad-sleeper set is simulated with a bar element that
includes damping. The dissertation reports on the numerical model, which
relies on exact, dynamic beam and truss elements derived on a variational
basis for the frequency-domain analysis. The model enable the assessment
of the vibration characteristics of a rail track, the inverse evaluation of se-
veral mechanical properties of the structural components and eventually, if
everything goes well, the assessment of a dynamic behavior of the rail track
actual service load. Theoretical basis for transient analysis is the advanced
mode superposition technique. Finally, are proposed three global models for

the railway, obtained considering some modifications in the sleeper.

Keywords

Railway elements. Advanced modal analysis. Hybrid finite elements.

Dynamic finite elements.
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Massa do dormente no modelo de Niakas et al

Massa do veiculo no modelo de Martin et al

Massa da roda no modelo de Martin et al

Deslocamento ao longo do trilho no modelo de Niakas et al
Vetor de deslocamentos globais no modelo de Martin et al
Deslocamento inicial do sistema no modelo de Martin et al
Funcao dependente do tempo no modelo de Niakas et al

Massa do trilho por unidade de comprimento no modelo de Niakas

et al

Vetor de forcas externas no modelo de Niakas et al
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Vetor de deslocamentos no modelo de Niakas et al

Massa do trilho por unidade de comprimento no modelo de Niakas

et al

Comprimento do elemento

Vetor de deslocamentos no modelo de Martin et al

Matriz de massa no modelo de Martin et al

Matriz de amortecimento no modelo de Martin et al

Matriz de rigidez no modelo de Martin et al

Vetor de forgas no modelo de Martin et al

Vetor de deslocamentos e velocidades no modelo de Martin et al

Vetor de deslocamento vertical da interface roda-trilho no modelo
de Martin et al

Funcao de forma no modelo de Martin et al

Vetor de irregularidades prescritas na superficie da ferrovia no

modelo de Martin et al

Matriz modal no modelo de Martin et al
Forga estatica aplicada

Tempo

Duracao do pulso

Coordenadas cartesianas

Coordenadas cartesianas

Matriz de massa

Matriz de amortecimento

Matriz de rigidez

Vetor de deslocamentos no modelo de Esveld et al
Transformada rapida de Fourier

Vetor de deslocamentos nodais


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410750/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410750/CA

Lista de tabelas

=T LI -

Ly

S
TR

§ I

~ e Q&

Q = =

*

9@

Vetor de deslocamentos nodais da solugao particular
Vetor de forgas nodais

Parametro de forcas nodais dependentes da freqiiéncia
Vetor de forgas nodais particular

Matriz de flexibilidade

Matriz de equilibrio

Matriz de deslocamentos

Solugao fundamental de deslocamentos

Solugao particular de deslocamentos

Campo de deslocamentos discreto

Modulo de elasticidade longitudinal do material
Modulo de elasticidade transversal do material

Area da secao transversal do elemento

Momento de inércia da secao transversal

Constante elastica da fundacao

Momento fletor na secao transversal

Esforgo cortante na segao transversal

Deslocamento transversal da solu¢ao homogénea
Constantes de integragao

Matriz de compatibilidade de deslocamentos

Carregamento ao longo do elemento
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Caracteres gregos

CIDk(x) Funcao de forma para os modos de vibragao no modelo de Niakas
et al

Q Dominio do corpo elastico

Q Matriz de autovalores

Oij Tensoes normais

0;‘ j Tensoes referentes a solucao fundamental

Ufj Tensoes referentes a solugao particular

p Massa especifica

7! Coeficiente de amortecimento

0ij Parametro de amortecimento

I Contorno do elemento

I', Regiao do contorno onde se tém deslocamentos prescritos

I', Regiao do contorno onde se tém forgas prescritas

w Freqiiéncia circular de vibragao

n Vetor de amplitude modal

n Vetor conjugado de amplitude modal

A Cossenos diretores de um elemento

P Matriz de autovetores

d Matriz conjugada de autovetores

(e Rotagao da secao transversal

Y0 Deformacao da secao transversal devido ao esforco cortante

K Fator de forma

0 Numero de onda

) Delta de Kronecker

19 Coordenada de aplicacao do carregamento particular

Qo Raizes da equagao polinomial
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1
Introducao

Com a evolugao tecnoldgica da industria ferroviaria, a utilizagao de trens,
no transporte de cargas e passageiros, vem sendo consolidada como opc¢ao de
transporte viavel, tanto economicamente como também em termos de tempo
de transporte e confiabilidade.

Assim, para otimizagao do sistema, torna-se necessario que as vias férreas
acompanhem esse desenvolvimento. Dai a motivagao principal do estudo, a
criacao de modelos capazes de fornecer respostas estruturais adequadas as
solicitacoes impostas e as propriedades do sistema em anélise.

Uma estrutura ferroviaria convencional é constituida por uma superes-
trutura, cujos elementos principais sao o trilho, elementos de ligacao, como
fixadores e palmilhas, e dormentes. A subestrutura é constituida por uma ca-
mada de material granular denominada lastro, e por camadas subjacentes de
base e subbase. Dependendo da finalidade da ferrovia, ha a necessidade de
estruturas especiais como pontes e tuneis, entre outras.

Neste trabalho, o objetivo principal é a implementacao de um modelo
de interacao entre os elementos da superestrutura sobre uma camada de
lastro, para uma dada solicitacao, utilizando elementos unidimensionais numa
formulacao hibrida de elementos finitos, desenvolvida por (Dumont-2003). O
problema é formulado no dominio da freqiiéncia num desenvolvimento em série
e posteriormente, sao utilizadas técnicas avangadas de superposi¢ao modal para

obtengao de respostas no dominio do tempo.
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1.1
Organizacao do texto

No capitulo 2 apresenta-se a revisao bibliografica. Esse capitulo esta
divido em 6 secoes onde primeiramente é apresentado um panorama geral sobre
trabalhos na drea experimental e numérica presentes na literatura, destacando
os modelos propostos por (Niakas-2001, Martin-2003, Esveld-1998-2). Nas
secoes 2.4 e 2.5 sao feitas breves consideracoes sobre andlise dinamica em
vigas e elementos finitos dinamicos. Posteriormente, secao 2.6, sao apresentadas
algumas nogoes basicas sobre ferrovias e seus componentes estruturais.

O capitulo 3 esta divido em 7 secoes, onde primeiramente, secao 3.1,
é apresentada a formulacao dos elementos finitos hibridos aplicada de forma
completamente geral para problemas dependentes do tempo. Na secao 3.2 é
apresentada a formulacao no dominio da freqiiéncia, que leva a um problema
de autovalor nao linear, secao 3.5. As equacoes matriciais de equilibrio e o
desenvolvimento das matrizes numa série de freqiiéncias sao mostradas nas
secao 3.3 e 3.4. Apresenta-se na secao 3.6 o processo de superposi¢ao modal
avancada para andlise do problema no dominio do tempo. Por fim, o processo
de condensacao dinamica ¢ mostrado na segao 3.7.

O capitulo 4 apresenta o desenvolvimento, a partir da formulacao mos-
trada no capitulo anterior, das matrizes de rigidez dos elementos utilizados
na modelagem da ferrovia. Sao obtidas nas secoes 4.1 e 4.2, as matrizes de
rigidez dos elementos de treliga e viga de Timoshenko. Na secao 4.3 e 4.4 sao
apresentados alguns exemplos utilizando os elementos desenvolvidos.

No capitulo 5 é apresentado o modelo global para representacao da
ferrovia. Em seguida, segoes 5.2-5.5, sao apresentados modelos alternativos
para analise dos resultados, obtidos a partir de modificacoes feitas no dormente.
Os valores das propriedades fisicas dos elementos estruturais utilizadas neste
trabalho sao dadas na segao 5.6. Em seguida, secao 5.7 é feito um estudo de
convergencia dos modelos de interacao.

O desenvolvimento de solugoes particulares para diversas situacoes de
carregamento, com énfase no caso de cargas moéveis e impactos é apresentado
no capitulo 6.

No capitulo 7 sao elaborados alguns exemplos numéricos para verificacao
dos modelos.

Por fim o capitulo 8 apresenta alguns comentarios e conclusoes sobre os
resultados obtidos. Além de sugestoes de desenvolvimentos e melhoramentos
que possam vir a ser feitos em estudos futuros.

Vale ressaltar que os desenvolvimentos feitos nesse trabalho sao baseados

no método desenvolvido por (Dumont-2003), orientador desse trabalho, além
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das notas de aulas e apostilas e artigos publicados referentes ao curso de
Método Hibrido de Elementos de Contorno, desenvolvido e ministrado por
Dumont, desde 1987. na PUC-Rio.

1.2
Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é a criacao de um modelo de interacao
dinamica entre os elementos da superestrutura de uma via férrea utilizando
elementos finitos unidimensionais e conceitos de superposicao modal.

Um segundo objetivo é a verificacao do uso de modelos alternativos
com um numero menor de graus de liberdade, obtidos em diferentes niveis

de condensacao dinamica.
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2
Revisao Bibliografica

A literatura técnica apresenta centenas de artigos sobre analise experi-
mental e modelagem computacional de todos os elementos estruturais de uma
via férrea, desde o veiculo até a subbase, passando por trilhos, palmilhas, dor-
mentes e lastro. Embora muito esteja sendo feito nos Estados Unidos, Australia
e Japao, sao europeus a maioria dos trabalhos de pesquisa divulgados. Paises
europeus que investem em pesquisa ferroviaria sao predominantemente Alema-
nha, Austria, Franca, Inglaterra, Italia, Holanda e Suécia, com grande destaque
para os dois ultimos.

A Holanda se destaca pela Universidade Técnica de Delft, com um grupo
liderado ha décadas pelo Professor de Engenharia Ferroviaria Coenraad Esveld,
autor do principal livro da drea (Esveld-2001). A Suécia tem a Universidade
de Tecnologia Chalmers, em Gotenburgo.

Os estudos de ferrovias disponiveis na literatura técnica dedicam-se quase
exclusivamente a trens de passageiro de alta velocidade, com a preocupagao de
obter resultados e propostas concernentes ao conforto do passageiro e a inter-
feréncia ambiental dos trens. Estados Unidos e Austrélia, paises desenvolvidos
que mais utilizam trens de carga, disponibilizam muito pouco seus estudos.

No Brasil raramente sao encontrados trabalhos nessa area. Isso se deve
principalmente ao pouco investimento destinado ao setor ferroviario. Porém ja
se nota uma tendéncia ao aumento de investimentos, principalmente vindos
da iniciativa privada, que devem motivar futuros trabalhos na area numeérica

e experimental.

2.1
Cenadrio ferroviario Brasileiro

A malha ferroviaria brasileira estd implantada com o objetivo de inter-
ligar vérios estados do Pais, principalmente regioes proximas aos portos de
Parati, Angra dos Reis e porto de Santos.

Comparando as condigoes atuais da malha ferroviaria com o periodo an-
terior a desestatizacao, os indices apontam um crescimento na recuperacao

da atividade ferroviaria no Pais, com possibilidades de aumento de sua parti-
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cipacao na matriz de transporte, sobretudo a médio e longo prazo, em funcao
dos investimentos feitos pelas empresas concessionarias.

Desde 1996, quando iniciou o processo de desestatizagao, a quantidade
de carga movimentada nas ferrovias brasileiras segundo (DNIT) aumentou em
cerca de 26 %. Os investimentos permitiram um incremento da producao de
transportes em 68 % entre 1996 e 2001, (DNIT). As melhorias decorrentes
da desestatizacao tém contribuido para reduzir acidentes nas malhas em
funcionamento. No Brasil existem ferrovias com padroes de competitividade
internacional, e a qualidade das operacoes permite, por exemplo, a agilidade
desejada para a integracao multimodal.

O custo do frete, cobrado pelas operadoras nas ferrovias, é¢ em média 50 %
mais barato em relac@o ao transporte rodoviario (DNIT). Além disso as ferro-
vias oferecem rapidez e resisténcia a grandes cargas. A alternativa ferrovidria,
de fato, é importante para operadores que lidam com matérias-primas como
empresas mineradoras e petroquimicas, que além de perigosas sao transporta-
das em grandes volumes. Atualmente o sistema ferroviario brasileiro apresenta
um cenario evolutivo favoravel. Os constantes e progressivos investimentos
nesse setor tendem a elevar o potencial de atragao de novos clientes e de am-

pliacao de sua importancia nos transportes brasileiros.

2.2
Componentes estruturais de uma via férrea

2.2.1
Introducao

Genericamente, uma estrutura ferroviaria pode ser subdividida em duas
partes principais: superestrutura e subestrutura. A superestrutura é composta
por dois trilhos paralelos entre si, sobre uma série de dormentes, conectados por
elementos de fixacao conhecidos como grampos e por elementos de transicao
denominados de palmilhas. A subestrutura, em geral, é constituida por cama-
das de material granular horizontais sucessivas. A primeira camada, na qual
os dormentes se apoiam, é denominada de lastro. As camadas subjacentes sao
respectivamente o sublastro e a subbase.

Dependendo da finalidade a qual foi destinada, algumas ferrovias sao
constituidas, além dos elementos ja citados, por estruturas especiais como
pontes, tuneis e bueiros.

A durabilidade e a capacidade de transporte de uma via férrea dependem
diretamente da resposta dada pela superestrutura e subestrutura quando

interagem ao movimento de trens e a efeitos ambientais decorrentes de chuvas,
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bdormentes

A

trilho

palmilha

Figura 2.1: Elementos estruturais de uma ferrovia tipica

tempestades e variagoes de temperatura. O adequado dimensionamento das
secoes transversais de trilhos e dormentes e da profundidade das camadas
que constituem a subestrutura é fundamental para reduzir os efeitos de
deterioragao a niveis admissiveis, prolongando a vida 1util da ferrovia. Esta
secao tem a finalidade de apresentar esses componentes, que posteriormente
serao representados por elementos unidimensionais na modelagem da via

férrea.

2.2.2
Trilhos

Os trilhos, que formam a superficie rolante sobre a qual deslizam a
locomotiva e os vagoes, sao feitos de ago, ainda e sempre o melhor material para
o contato com o ago das rodas, num balanco de facilidade de fabricagao, custo,
dureza e resisténcia a abrasao. Esta superficie rolante deveria ser idealmente
plana, assim como as rodas deveriam ser idealmente circulares. Porém, defeitos
de assentamento dos trilhos e de confeccao das rodas, além dos recalques e
dos desgastes de utilizacao decorrentes das ondas de choque, sao ao mesmo
tempo causa e efeito de impactos progressivos no contato rodas-trilhos, que
se propagam para o trem, causando progressivamente desgastes dos veiculos e
desconforto para os passageiros, de um lado, e distirbios ambientais - vibracao
e ruido - por outro lado. Devido a sua producao em escala, os trilhos sao
padronizados em certos tipos de acordo com sua dimensao e peso especifico.

A AREA (American Railway Engineering Association) classifica os trilhos de


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410750/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410750/CA

Capitulo 2. Revisdo Bibliografica 24

acordo com esse critério e as secoes tipicas sao conhecidas como secoes RE.

2.2.3
Lastro

O lastro (juntamente com o sublastro) distribui o efeito da passagem
do trem para o subsolo, que é o elemento sustentador e dissipador de toda
a acao dinamica. Muitas vezes, como em trens urbanos e em tuneis, o lastro
consiste numa camada de concreto, sobre a qual se insere e assenta o trilho, de
maneira continua (nestes casos, usam-se também freqiientemente dormentes
biblocos de concreto). Neste caso, um material com boas propriedades de
amortecimento deve se entrepor entre trilho e lastro. Normalmente, porém, nas
grandes extensoes de ferrovia no campo e mesmo dentro de cidades, o lastro se
constitui, por questao de economia, de uma camada de agregado grosso sobre
sublastro de areia e solo tratado, com caracteristicas especificas de resiliéncia e
amortecimento, para prover uma adequada transferéncia da ag¢ao dinamica do
trem para o solo subjacente, com o minimo de propagacao de vibragoes para

as adjacéncias.

2.2.4
Grampos e fixadores

Sao os elementos responsaveis pela fixacao do trilho nos dormentes. Sao
em geral pecas metdalicas de variados tipos, que garantem a indeslocabilidade
dos trilhos ao longo da ferrovia. Alguns tipos de grampos e demais elementos

de fixac@o sdo mostrados nas figuras (2.2)e (2.3).

trilho
juncao dos
trilhos _placa de
juncao
fixador —
fixador do
trilho
g:;"‘:; de dormente

Figura 2.2: Elementos de fixagao longitudinal do trilho (Railway-2004)
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2.3(a): Sistema de fixacdo e transferéncia multi- 2.3(b): Sistema de fixagao K-fastener
rail

Figura 2.3: Alguns sistemas de fixacao e transferéncia de cargas em ferrovias.
Fonte: (Railway-2004) p.63,70

2.2.5
Palmilhas

O elemento de transicao entre a base do trilho e a parte superior do
dormente é denominado de palmilha. Esse elemento consiste em uma placa
elastica cuja funcao principal é reduzir a pressao transmitida pelo trilho nos
dormentes, além de diminuir o desgaste que é provocado pelo contato entre o
trilho e o dormente, ja que o contato direto dessas superficies pode ocasionar

o aparecimento de uma zona preferencial de deterioracao.

2.2.6
Dormentes

Os dormentes transferem as agoes dinamicas dos trilhos para o lastro
de brita. Pecas dispostas espagadamente no leito da ferrovia, no sentido
transversal aos trilhos, devem ser idealmente leves, resistentes ao tempo,
flexiveis e com boas propriedades de amortecimento. Um bom amortecimento
(capacidade de dissipagao de vibragoes) se consegue com muita massa e pouca
rigidez (baixo médulo de elasticidade). Dormentes com muita massa, porém,
sao mais um fator de solicitacao e degradacao do lastro. O dormente pode
assumir formas variadas, figura (2.4), mas geralmente consiste em uma viga de
secao retangular com algumas variagoes ao longo do comprimento, em madeira,
concreto, aco e materiais alternativos, como polimeros.

Dormentes de madeira

O material que melhor concilia as propriedades ideais de um dormente

é a madeira. Por ser (ou ter sido) de grande disponibilidade na natureza, deu
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2.4(a): Ferrovia com dormentes rigidos, 2.4(b): Ferrovia com dormentes de con-
Zuid-Holanda creto, Alemanha

2.4(c): Ferrovia de bitola varidavel com dor- 2.4(d): Ferrovia com dormentes na forma
mentes de madeira de blocos de concreto sobre um lastro
granular

Figura 2.4: Alguns tipos de dormentes em ferrovias (Rail-One) e
(Railway-2004)

origem ao primeiro dormente e tem sido o tipo de dormente mais usado em
todo o mundo. Seu uso atualmente tem diminuido, por maior dificuldade de
obtencao e pela consciéncia que se tem do seu potencial poluidor da natureza,
ja que a madeira tem que ser tratada quimicamente para nao se decompor
rapidamente. Dormentes de madeira, por sua leveza, sao de instalacao barata
e socialmente conveniente onde haja abundancia de mao de obra pouco
qualificada. A leveza da madeira confere ao dormente a funcao de uma grande
palmilha, causando o minimo de desgaste na ferrovia, principalmente nas
curvas, em comparagao com dormentes de concreto.

Dormentes de concreto

Segundo Kerr (Railway-2004), dormentes de concreto, principalmente
monoblocos protendidos, tém sido cada vez mais utilizados, pela facilidade
de fabricacao em plantas que envolvem baixo nivel tecnolégico e que podem
ser instaladas préximo as frentes de trabalho e pela boa disponibilidade das

matérias primas. Para que sejam viaveis estruturalmente, isto é, resistam a
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transporte e manipulacao e tenham uma vida 1util razoavel, dormentes de
concreto protendido sao em geral pesados demais para que se dispense o uso
de sofisticados equipamentos de assentamento, o que pode onerar seu custo
final. Além disso, sao muito rigidos, com pouca ou nenhuma capacidade de
amortecimento das acoes dinamicas, e sobrecarregam o lastro bem mais que
qualquer outro tipo de dormente, o que acarreta mais custo de manutencao.

Dormentes de borracha e polimeros

Atualmente tém sido pesquisado e desenvolvido dormentes de borracha
(Rail-One), a partir de material reciclado, e de polimero (areia, cinza e
resina), com propriedades que muito se aproximam das da madeira. Seu custo
e sua disponibilidade sao ainda temas de estudo, existindo apenas trechos
experimentais de ferrovias construidos com estes materiais.

Dormentes de aco

Dormentes de ago também apresentam excelentes propriedades para a
transferéncia das agoes dinamicas entre trilhos e lastro. Suas desvantagens sao
dificuldade de fabricacao, por ser um produto de nivel tecnolégico mais alto,
preco e pouca durabilidade, a menos que usados em condigoes climaticas muito
especiais ou que sejam bem protegidos.

Estudos preliminares indicam que nos Estados Unidos os custos integra-
dos de assentamento, manutencao, substituicao e destinagao final de dormentes
de borracha, polimero ou aco sao pelo menos 50 % maiores do que os de ma-
deira (Railway-2004). Pela mesma conta, dormentes de concreto protendido
seriam cerca de 30 % mais caros.

Para qualquer elemento estrutural (Railway-2004), aqui especialmente
para os dormentes, ha duas instancias em que ensaios laboratoriais se fazem
necessarios: quando do desenvolvimento de um novo produto, inovador seja
em termos de concepc¢ao estrutural seja em termos dos materiais empregados,
e quando do controle rotineiro da qualidade de uma producao em série. E
aconselhavel, embora nem sempre factivel, que os elementos trilho-dormente-
lastro de uma ferrovia, nossos objetos de estudo, sejam avaliados em campo,
com acompanhamento ao longo dos anos de seu desempenho na interacao
dinamica e dos desgastes sofridos e causados.

Em ambos os casos de novo produto e de controle de qualidade é cada
vez mais imprescindivel o uso de modelos computacionais. Para novos produ-
tos, a simulacao computacional da interacao dinamica permite o entendimento
dos fenomenos fisicos de interesse, a identificacao de parametros para ajuste
ou otimizacao e a concepgao de ensaios de laboratérios que possam substi-
tuir ou indicar observagoes de campo e estabelecer condicoes controladas de

investigacao de problemas especificos. O mais importante é que modelos com-
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putacionais permitem que complexos fenomenos de campo sejam explicados
em sua esséncia e eventualmente traduzidos para problemas simplificados que
possam ser analisados sob condigoes controladas em laboratério. E o caso, por
exemplo, do estabelecimento de um fator de amplificacao de carga para que
um problema dinamico possa ser analisado como um problema estéatico cor-
respondente. Modelos computacionais nao-deterministicos com base em dados
estatisticos obtidos em campo, seja de comportamento estrutural e de inter-
feréncia ambiental, seja de estabelecimento de vida 1til, sao cada vez mais

comuns.

2.2.7
Estrutura global de uma ferrovia

A secao transversal tipica de uma ferrovia é esquematizada na figura
(2.6). Pode-se observar a disposigao dos elementos desde o trilho até a subbase.
Verifica-se que a transferéncia de esforgos é feita de elemento a elemento, de
modo a reduzir a tensdao no subleito. Sua simetria em relacao a um plano

vertical serd considerada na modelagem.

Eixo de simetria

| |
ﬂ | wmllha
, \

Figura 2.5: Secao transversal tipica de uma ferrovia

Na estudo do comportamento da estrutura global, os aspectos considera-
dos sao as solicitacoes, na forma de forgas periddicas, impactos e cargas méveis
e as propriedades do sistema em termos de massa, rigidez e amortecimento
(Esveld-2001).

A andlise da interacao dinamica entre o veiculo e via férrea consiste na
determinacao das freqiiéncias naturais e os modos de vibracao que surgem
em virtude das solicitagoes impostas ao sistema. Assim, podemos determinar
as amplificagoes, os deslocamentos e os esforcos nos trilhos, dormentes e
subestrutura.

Conhecendo o comportamento do sistema, pode-se aumentar a vida til
dos seus componentes, diminuindo custos com manutencao e recuperagao e

melhorar as condigoes de conforto dos usuérios.
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# Cargas = variando no tempo # periédicas
# de impacto
# moveis
@ Estrutura & massa
# amortecimento Interagdo
# rigidez veiculolvia férrea

}

amplificacdao dos efeitos

Figura 2.6: Aspectos dinamicos envolvidos na andlise da interagao entre veiculo
e ferrovia.

2.3
Modelos Computacionais

Os trabalhos dos principais centros de estudos ferroviarios, produtos de
décadas de pesquisa, denotam a existéncia de sofisticados laboratérios para
experimentos de componentes da ferrovia e as vezes até de trechos inteiros,
em escala real ou muito pouco reduzida. Nota-se também a existéncia de uma
enorme quantidade de informacoes sobre as ferrovias em estudo. Quanto a
modelagem computacional, had dezenas de desenvolvimentos, mais ou menos
sofisticados, conforme a motivagao momentanea, ou as vezes em decorréncia de
décadas de pesquisa consistente, como na Holanda e na Suécia. A propdsito, o
quadro da figura (2.7) sintetiza os tipos de modelos computacionais atualmente
em uso ou desenvolvidos na Universidade Técnica de Delft (Anuario). Vé-se
que os modelos evoluem dos mais simples, baseados em teoria linear e com o
uso de poucos parametros, aos mais sofisticados, que usam complexas teorias
nao-lineares e analise nao-deterministica. Este quadro é bem representativo de
desenvolvimentos feitos em todo o mundo, em geral.

Quando se esta interessado na perturbagdo ambiental (acustica, vibragao
do solo) da passagem de um trem, complexos modelos do subsolo, baseados em
elementos finitos (Martin-2003) ou em elementos de contorno (Celebi-1998) se
justificam.

Para o estudo do conforto do passageiro, os vagoes tém que ser mode-
lados com um bom nivel de detalhamento (ADAMS), no que diz respeito as

propriedades geométricas, de rigidez e de amortecimento de seus diversos com-
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ponentes.

A literatura apresenta estudos exaustivos, tedricos , estatisticos
(Nilsen-1995) e de dados de campo (Esveld-2002, Kekesi-1998), sobre im-
perfeicoes das rodas e dos trilhos, causa primeira dos impactos dinamicos que
afetam toda a estrutura. Esforcos laterais, principalmente de impacto no caso

de curvas, sdo também objeto de estudos (Wu-2002).

modelos simples
teoria linear
numero limitado de parametros

S
?__hﬁrfodelo SDOF 1-D . 2-D ._ 3-D
analise xa modelos de viga MEF | MEF
Iinf;[ design methods
estatica CWERRI
dirdica MATLAB GTSTRUDL
RAIL ADAMS
nio-linear ANSYS
nao linear ABACUS
+
dinamica DIANA

modelos complexos
teorias complexas
materiais com parametros desconhecidos

Figura 2.7: Programas computacionais desenvolvidos ou em uso na Universi-
dade Técnica de Delft (Anuario) 97/98

H&a também uma série de estudos de previsao da vida 1til de uma ferrovia
(Lichtberger-2001, Esveld-1997), com base em seu estado de conservagao e suas
condicoes de utilizacao.

No entanto, a grande maioria dos estudos computacionais diz respeito ao
comportamento dinamico de trilho, dormente e lastro, separados (Vicent-2001,
Telliskivi-2001) ou em interacdo dinamica (Martin-2003, Niakas-2001), afe-
tados pela palmilha e o sub-lastro, as vezes considerando as, rodas, o eixo
e o veiculo como meros agentes do impacto dinamico (Niakas-2001), as ve-
zes considerando explicitamente a interacao dinamica de todo o conjunto
(Martin-2003, Degrande-2001).

Nos modelos que simulam a interacao dinamica trilho-palmilha-
dormente-lastro, o lastro e as camadas inferiores sao representadas nor-
malmente de maneira bem simplificada, agindo unidimensionalmente como

molas e amortecedores (Winkler), sem acoplamento por cisalhamento . Rara-
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mente o modelo nao-linear de Hertz é usado. No entanto, alguns estudos sao
combinados, com modelos em dois niveis de aprimoramento, que se calibram
reciprocamente (Zhai-1997).

Dentre os modelos computacionais, hd predominancia dos modelos mais
simplificados (Verichev-1998), que se justificam pela necessidade de entendi-
mento basico dos fenomenos fisicos ocorridos, mais do que a tentativa de uma
simulagao fidedigna de um problema real.

Dentre os modelos mais simples, predomina o uso de vigas de Ti-
moshenko, embora vigas de Euler também se facam presente (Andersen-2003,
Heelis-1999, Niakas-2001).

As agoes dinamicas também sao levadas em conta das maneiras mais vari-
adas. Os modelos mais sofisticados consideram, de maneira nao-deterministica,
os impactos gerados entre rodas e trilhos em virtude de imperfeigoes caracte-
rizadas estatisticamente (Esveld-2002). H& trabalhos que impoem um perfil de
velocidades aplicadas (Vostroukhov-2003, Krylov-2000), para entao avaliar a
resposta dinamica. Muitos trabalhos também analisam a resposta a uma carga
moével (Degrande-2001, Heelis-1999). Estes ultimos sdo em geral mascarados
por uma roupagem matematica sofisticada, mas desprovidos de base experi-
mental. Ha de se considerar, por exemplo, que a aplicacao de uma massa movel

¢ mais realistica que a aplicagdo de uma carga mével (desprovida de massa).

2.4
Alguns modelos de interacao dinamica em ferrovias

Na literatura sao encontrados uma grande quantidade de trabalhos na
area numérica e experimental, principalmente nos grandes centros Europeus.
Em termos de andlise numérica, a modelagem do sistema de interagao trem-
ferrovia é feita, em geral, utilizando elementos unidimensionais de viga e treliga
para representacao dos elementos estruturais da ferrovia. A seguir sao deta-
lhados os modelos de Niakas et al (Niakas-2001), Martin et al (Martin-2003) e
Esveld et al (Esveld-1998).

24.1
Modelo proposto por Niakas et al

Niakas et al (Niakas-2001) utilizaram o modelo da figura (2.8) para a
analise da interacao dinamica trem-ferrovia-solo.

O trilho é modelado como um elemento de viga de Euler-Bernoulli
com comprimento finito. Por causa do comprimento finito, foram tomados os
devidos cuidados para reduzir a influéncia das condig¢oes de contorno do trilho.

Tanto o lastro como a palmilha sao considerados elementos lineares de trelica
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Zw(t)

LZr

Kpi,Cpi

Msi | Zsi)

Kbi,Cbi

7

Figura 2.8: Modelo dinamico de andlise da interagao veiculo-ferrovia-solo
(Niakas-2001)

de rididez K3; e K,; e amortecimento Cy; e Cy;, respectivamente. O dormente
é simulado como um elemento rigido de massa concentrada M,;.

Para cada elemento, as equacoes de movimento sao desenvolvidas,
fazendo-se as devidas consideragoes.

A solucao para os deslocamentos é dada pela superposicao da funcao
de forma que descreve os modos de vibracao que é conhecida, e uma funcao

dependente do tempo, que ¢é a incognita do problema.
Z, =Y ou@)alt) (2-1)
k=1

Niakas et al (Niakas-2001) propuseram a seguinte funcao de forma para

os modos de vibragao:

2 k
Oy (x) = m—rlsin%x k =1,2,3, modos (2-2)
Levando em consideracao n modos de vibracao, o sistema total de

equacoes pode ser formado,

MY (t) + CY () + KY(t) = F(t) (2-3)
onde F(t) é o vetor de forgas externas atuante no sistema, K, C e M sao
respectivamente as matrizes de rigidez, amortecimento e massa do sistema e
Y (1), Y(t) e Y(t) sdo os vetores de aceleracao, velocidade e deslocamentos, que
sao as incégnitas do problema. Resolvendo-se o sistema de equacoes diferenciais
de segunda ordem, a solucao dependente do tempo pode ser obtida.

Para solucionar o sistema de equagbes (2-3), foi introduzida a seguinte

transformacao de varidveis ao problema:

X; =Y(t) Xy=Y(t) (2-4)
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e assim reduzi-lo a um sistema de equagoes de primeira ordem:

X, =Y(1)
MX, + CX,(t) + KX, (t) = F(t)
Xy (t) = Y(t)

X,(t) = M~ (F(t) — CX,(t) — le(t)) (2-5)

Esse sistema de equacoes pode também ser resolvido interativamente,
utilizando o método de Runge-Kutta, para um intervalo de tempo adequado.
De posse da solucao temporal, foi feito um estudo complementar para
verificar a influéncia das propriedades fisicas dos elementos no sistema, vari-
ando os valores de massa, rigidez e amortecimento. Notou-se a sensibilidade
do sistema a alteracao da relagao entre as propriedades, principalmente nas

freqiiéncias de vibragao.

2.4.2
Modelo proposto por Martin et al

No modelo de proposto por Martin et al (Martin-2003) , a discretizagao
do sistema ferrovia-solo foi realizada utilizando-se o método dos elementos
finitos. Para o trilho foram utilizados elementos de viga com funcoes de
interpolagao na forma de polinomios cubicos de Hermite. Para o lastro foram
usados elementos de barra com dois nés e o solo foi considerado como um

malha de elementos bilineares isoparamétricos de 4 nos.

El. kGA, m, mr,2

LN

K
cl
m

b

Figura 2.9: Modelo de interacao veiculo-ferrovia-solo (Martin-2003)

Apoés a discretizacao, as equacoes diferenciais parciais que governam o

problema sao reduzidas até segunda ordem, tornando-se equacoes diferenciais
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ordinarias de segunda ordem no tempo. A equacao dinamica semi-discreta

representativa do problema é representada abaixo:
M'xt + C'xt + K'x' — F* = 0 (2-6)

onde x* é o vetor de deslocamentos do sistema ferrovia-solo, M*, C' e K’ sao
respectivamente as matrizes de massa, amortecimento e rigidez desse sistema.
As forcas de contato provenientes da interacao da roda do veiculo com o
trilho sdo representadas pelo vetor F*". Para solucionar a equagao (2-6),
primeiramente, reformulam-se as equagoes de movimento de segunda ordem

(1) para a forma,
FU}T’
Aly' + Bly' = { } (2-7)
c' M t] Bt [Kt 0

0
onde X
t_ . : Al — 2-8
Y { Xt } M 0 —M ] (2-8)

A superposicao modal foi a técnica usada para solucao do problema de

autovalor resultante da equacao (2-6). A solucao do problema de autovalor gera
um conjunto de N pares complexos conjugados de autovalores e autovetores .
Os pares modais mais baixos sao considerados na sintese modal e montados
na matriz modal como pares modais.

Martin et al (Martin-2003) ainda introduziram a transformacao,

y' = Pq'(), Q1) = PT{ Y } (2-9)

para obter um conjunto de equagoes de movimento desacopladas com a seguinte

forma,

diag(a,)a(t) + diag(bn)q'(t) = Q'(?) (2-10)

diag(a,) = PTA'P, diag(b,) = P'B'P (2-11)
onde a, e b, sao constantes de normalizacao modal ou assim chamadas de
amortecimento modal e rigidez modal.

O modelo discreto de veiculo adotado na anélise é constituido de uma
massa M, que representa o corpo do veiculo conectada a rodas de massas M,
Mo por um sistema mola-amortecedor de rigidez K, e K4 e amortecimento
Cs1 e Cg. A equagao correspondente ao modelo de veiculo pode ser escrita

como

0 0
0 Cy

Xp
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v v v
Kaa Kab X

v v v

ba bb X

onde x; ¢ o vetor de deslocamento vertical da interface roda-veiculo, x; ¢ o

F’LUT’
0

0
Fext

]

_|_

(2-12)

(=

vetor de deslocamento nao-interfacial do veiculo, M", C" e K" sao as matrizes
de massa, amortecimento e rigidez do veiculo e F*' o vetor de forcas externas
representadas pelo peso do véiculo e da armacao. O vetor F“" representa as
forcas atuantes na interface roda-trilho.

Partindo-se do modelo de veiculo definido e das equac¢oes de movimento
desenvolvidas anteriormente, (Martin-2003) criaram um modelo integrado
de interacao entre veiculo e ferrovia, considerando as forcas de contato,
deslocamentos, velocidades e aceleragoes no sistema. Os deslocamentos sao

representados por '
x,(t) = NP q'(t) + x"" (2-13)

onde N sao as fungoes de forma de elementos finitos para os elementos do trilho
relativas ao contado interfacial do sistema roda-trilho, P™ é a matriz modal e
X" sao as irregularidades prescritas na superficie da ferrovia. Supondo-se uma
velocidade constante para o veiculo v, as velocidades e aceleragoes do contato

roda-trilho sao obtidas pelas equacoes algébricas

X(t) = T()g'(t) + Ut)a'(t) + % (2-14)
X(t) = R()d'(t) + S(t)q'(t) + X (2-15)
d
e T =NP", U= QVPUW (2-16)
dg
v dxirr e irr d2xirr
X" = TS v, X" = T V2 (2-17)

Finalmente, o problema dinamico de valor inicial para o sistema veiculo-

ferrovia pode ser representado na sua forma geral,

A(z,t)z + B(z,t)z = F(z,t) (2-18)
onde T
a={a x x % % B} (2-19)
[ diag(a,)| 0 0 0 0 —PYTNT]
0 0 0 0 0 1
0 0O I O 0 0
R 0 0o —-I 0 0
i T -1 0 0 0 0 |
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[ diag(b,)| 0 0 0 0]
0 |K KY 0 I
B_| 0 |Ki Kj o0 00 2.21)
0 0 0 0 -I0
S 0 0 0 0 0
U 0 0 0 0 0
F :{ 0T o petT U it _girrT }T (2-22)

Na equacao acima, o vetor z ¢ uma mistura de estado espacial que consiste
nao apenas em deslocamentos modais do sistema ferrovia-solo, mas também
nos impulsos produzidos pelas forcas de contato provenientes da interacao
veiculo-ferrovia. A equagao (2-18) é resolvida especificando uma condigao

inicial z(t = 0) = 2y, sendo zy o deslocamento inicial do sistema.

243
Modelo proposto por Esveld et al

Esveld et al (Esveld-1998, Esveld-1998-2) desenvolveram uma pesquisa
integrada numérica e experimental para avaliar o comportamento de estruturas
ferroviarias. A modelagem numérica foi feita utilizando-se elementos lineares
de viga com propriedades elasticas e dependentes do tempo. Foram conside-
radas apenas as deformacoes verticais provocadas pelas cargas méveis (forgas
por eixo de veiculo). O trilho foi modelado como uma viga de Timoshenko,
considerando-se a inércia rotacional e as deformagoes por esforgo cortante. O
amortecimento do aco, por sua pequena magnitude, foi desprezado. A massa
de ago contribui para a inércia rotacional e translacional da ferrovia. Identica-
mente, modelou-se o dormente de concreto, fazendo-se apenas a consideracao
do amortecimento. A fundacao foi modelada com uma base eldstica de Win-
kler, ou fazendo-se a consideracao das deformagoes por cisalhamento, como
uma base de Pasternak.

Entre o trilho e o dormente é colocado um material com a funcao de
transferir as cargas para a fundacgao. Nesta, sao consideradas apenas as tensoes
diretas de flexdo provenientes das cargas de veiculo. A massa do material da
fundacao ¢ adicionada a massa total do sistema. Deve-se mencionar que as
propriedades dos veiculos nao foram discutidas no modelo.

Para caracterizacao do modelo experimental, as propriedades do sistema
(massa, rigidez e amortecimento) sdo muito importantes, porém, desconhecidas
na maioria dos casos. Assim, a utilizacao de modelos reduzidos em laboratdrio
¢ uma forma bastante utilizada para obtencao desses parametros. Um dos
métodos mais conhecido, é a utilizagao do instrumento do martelo para

medicao de aceleragoes em sistemas dinamicos. Nessa experiéncia, utilizou-
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se 50cm de um trilho de ferrovia. A amostra foi colocada em um canal de
ago rigido com material de enchimento. Sobre o trilho foram colocados dois
acelerometros, dispostos simétricamente em relagao ao ponto de aplicacao da
carga, na area que sera carregada. A estrutura foi solicitada pelo impacto
aplicado com o martelo. Foram registradas as aceleragoes devidas ao impacto,
assim como a carga aplicada pelo martelo. As aceleragoes obtidas no tempo
foram transformadas via FFT (Fast Fourier Transform) para o dominio da
freqiiéncia. Devido ao tamanho reduzido do experimento, a estrutura foi
modelada com apenas 1 grau de liberdade. O material de enchimento tem
rigidez K e amortecimento C. A massa total do sistema M é igual a massa do

trilho adicionada com a massa do material de enchimento.

\ . Carga
J el Registrada
% e .______'__,_q:':.J

Medidores de T
aceleractes

Material de SEEEIAES
enchimento H

" 0.50m

Modelo dindmico
com 1 GL

Teste com o instrumento do martelo

Figura 2.10: Modelo dinamico experimental (Esveld-1998)

A anélise experimental foi estendida a um trecho de ferrovia de 4m de
comprimento. O modelo de ensaio foi colocado sobre a fundagao, constituida
por uma camada densa de areia. As propriedades do material de enchimento ja
sao conhecidas, sendo que as propriedades da fundagao serao obtidas. Aplica-
se o martelo na estrutura e registram-se as aceleragoes obtidas. Utiliza-se
novamente a FFT para obtencao das aceleracoes dependentes da freqiiéncia.

Numericamente, a experiéncia foi simulada utilizando-se elementos fini-
tos com as mesmas propriedades do modelo numérico apresentado. Foram inte-
grados numericamente 200 elementos em pequenos intervalos de tempo, houve
notavel correspondéncia entre os modelos, o que mostrou que a modelagem

numérica foi amplamente satisfatoria para esta andlise.

2.5
Consideracoes sobre analise dinamica em vigas

O comportamento dinamico de vigas sujeitas a diferentes condigoes de
contorno e carregamento foi e continua sendo alvo de estudo de varios autores.

Na modelagem de estruturas unidimensionais, a utilizacao de elementos de viga
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¢é bastante corriqueira, tendo diversas aplicagoes em engenharia, principalmente
em estruturas como porticos, cabos e na representacao dos componentes de
uma estrutura ferroviaria, como o trilho e o dormente.

Graff (Graff-1975) desenvolveu solugbes para o comportamento de vigas
esbeltas em regime de vibragao livre ou forcada.

No regime de vibracao livre, o problema é solucionado por meio de
um processo de separagao de variaveis no tempo e no espaco, em funcao de
uma freqiiéncia circular de vibracao. A solugao geral é dada pelo produto
das solucoes espacial e temporal, obtidas, respectivamente, pela solucao das
equagoes diferenciais no espago e no tempo. Conhecida essa solucao sao obtidas
as expressoes referentes a freqiiéncias e modos normais de vibracoes da viga.

Para problemas de vibracao forcada, onde a equacao diferencial de
movimento nao ¢ homogénea, Graff (Graff-1975) utiliza a série finita de Fourier
e a transformada de Laplace. Essa expansao € feita para um nimero arbitrario
de termos, considerando as propriedades de ortogonalidade dos modos normais
e tomando o cuidado na interpretacao das singularidades da solucao.

Esse desenvolvimento também é estendido para a solucao de alguns casos
particulares de carregamento, como impacto e carga mével, em uma viga com
ou sem base elastica e sem amortecimento.

Graff (Graff-1975) também apresenta um estudo inicial para viga de Ti-
moshenko, onde se consideram os efeitos da inércia a rotacao e das deformagoes
por efeito da forca cortante. Nessa abordagem, as se¢oes permanecem planas,
mas nao perpendiculares ao eixo neutro e, assim, a rotacao tem uma contri-
buicao adicional do termo referente ao efeito da forca cortante.

Em termos gerais, a teoria de Timoshenko ¢ mais geral e se mostra
ideal para a andlise de problemas de vibragao, ja que os resultados sao mais
satisfatérios e se aproximam dos resultados obtidos pela teoria exata de vigas.

Kolusek (Kolusek-1973) e Warburton (Warburton-1976) tém também de-
senvolvimentos importantes sobre o assunto, principalmente quanto a amorte-

cimento, mas nao foram aproveitados neste trabalho.

2.6
Consideracoes sobre elementos finitos dinamicos.

Na literatura, encontramos varios trabalhos no campo de vibracoes utili-
zando elementos finitos dinamicos. Dentre esses, podemos citar os trabalhos de
Gupta (Gupta-1975, Gupta-1976, Gupta-1978, Gupta-1984) para problemas de
vibragao livre além de Paz (Paz-1975) e Voss (Voss-1987). Estes trabalhos se

basearam em Przemieniecki (Przemieniecki-1968), que introduziu o conceito de
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matrizes de massa e rigidez dependentes da freqiiéncia, na analise de problemas
de vibracao livre em elementos de viga e trelica.

Dumont e Oliveira (Dumont-1997, Dumont-2001) e Dumont e Chaves
(Dumont-2003), generalizaram o método para a analise de problemas transi-
entes, formulados no dominio da freqiiéncia, para quaisquer condicoes de carre-
gamento nodal e deslocamentos iniciais. Esses autores também desenvolveram
técnicas para solucao de problemas de autovalores nao-lineares reais oriundos
da expansao das matrizes de massa e rigidez como séries de freqiiéncia.

Mais adiante, (Dumont-2006), generalizou a solu¢do do problema de
autovalor nao-linear para o caso de autovalores reais e complexos.

Utilizando os conceitos desenvolvidos por (Dumont-2003), surge a pro-
posta da anélise dinamica de ferrovias no regime transiente, utilizando ele-
mentos finitos unidimensionais de viga e trelica, e fazendo-se uso de técnicas

avangadas de superposi¢ao modal (Dumont-2001).
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3
Elementos Finitos Hibridos

Neste capitulo é mostrada resumidamente a formulacao hibrida de ele-
mentos finitos dinamicos que sera utilizada no desenvolvimento dos elementos
de treliga e viga. Sao mostradas as equagoes matriciais de equilibrio, de acordo
com a formulacao simplificada de elementos de contorno. Por fim é apresentada
uma metodologia que faz uma anélise no dominio do tempo a partir de uma
formulagao no dominio da freqiiéncia onde as matrizes sao dadas na forma de

séries em fungao de uma freqiiéncia circular de vibracao.

3.1
Formulacao do Problema

O efeito do tempo na abordagem abaixo surge devido a inércia do
corpo elastico. Assim, tenta-se encontrar um campo de deslocamentos wu;
(Dumont-2006-2), correspondente as tensoes o;;, que satisfaca a equacao de

equilibrio dinamico
O—(xayvZat)ij,j+b(xayaZat)i_pa(x7y7Z>t)i_ﬂu($ﬂyazvt)i = 0 em Q (3'1)

para uma massa especifica p, coeficiente de amortecimento p = 2(p e forgas de
massa b; que sao funcoes do espaco e do tempo. Os indices ¢ e j podem assumir
os valores 1, 2 e 3, para o caso de problemas tridimensionais. O indice apods a
virgula indica uma derivada na direcao considerada e o ponto indica derivada
em relacao ao tempo. Indices repetidos indicam um somatorio de termos, em
geral para problemas tridimensionais.

Na equagao (3-1) o dominio €2 pode ser uma estrutura ou parte dela, isto
é, uma subestrutura ou um elemento finito. O campo de deslocamentos deve

satisfazer as condicoes de contorno
U(%%Zat)z‘ = ﬂ(xvyazvt)i c1m FU7 (3_2)

onde u(x,y, z,t); sdo os deslocamentos prescritos no contorno I',. O campo de
tensdes o(x,y, z,t);; também deve estar em equilibrio com as forcas de tracao

t(x,y, z,t); prescritas no contorno I',. Assim,

0<$7?J7Z>t)z‘j77j = 7?(57%2775)2‘ em F(r- (3_3>
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onde 7; sao os co-senos diretores de I' em 2. Além disso, os deslocamentos e

velocidades iniciais devem ser conhecidos no instante inicial ¢ = 0:

u(z,y,z,t=0); =u(z,y,2,t =0);, u(z,y,zt=0); =0(x,y,2,t=0); em Q

(3-4)
Deve-se mencionar que uma solucao que satisfaca exatamente todas as

condicoes acima é possivel em certos casos particulares.

3.2
Formulacao no dominio da freqiiéncia

Uma solugao aproximada do problema proposto na secao anterior pode
ser obtida investigando a resposta harmonica para ac¢oes dinamicas variando
—iwt

no tempo de acordo com a funcao exponencial e”*, onde w é a freqiiéncia

circular de vibragao. Entao, pode-se escrever os deslocamentos,

u(a:,y,Z,t)i = a(xayazaw)i 6_th (3_5)

ou por simplicidade de notacao,

u(z,y, 2,t); = ue (3-6)

onde a dependéncia de (z,y, z,w) é implicitamente assumida.
Essa separacao de variaveis e a notacao simplificada também se aplicam
para as tensoes como também para as agoes externas. Assim as equagoes (3-1)

e (A-2) tornam-se
0ji.j + bz + pk)QUZ =0 em ) (3—7)

u; =u; aolongol',, oym; =1; aolongol, (3-8)

onde para uma dada freqiiéncia circular w,

k? = w? + 2iCw (3-9)

As condigoes iniciais da equagao (3-4) serao utilizadas mais tarde, logo
apos a transformacao da solugao do problema para o dominio do tempo em
termos de superposi¢ao modal, como serd visto na sec¢ao (3.6).

As agoes transformadas b; = b(z,y,z,w); e t; = t(r,y, 2,w); aparecem
formalmente nos desenvolvimentos no dominio da freqiiéncia e nao ha a
necessidade de calcula-las.

Na presente formulacao hibrida, assume-se um campo de deslocamentos

discreto na forma

u; = u;rd, aolongo I’ (3-10)
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em termos dos deslocamentos nodais d, = d(w), no contorno do elemento e

funcoes de interpolacao,

Ui = U(Qf,y,z)ir (3-11)
desde que d, = d, nos correspondentes pontos nodais r para deslocamentos
prescritos ; ao longo de I',,.

Assume-se também um campo de deslocamento diferente,

uwl =uw 4+ ud em Q (3-12)

)

para um dominio inteiro, de tal modo que o equilibrio da equagao (3-7) é
identicamente satisfeito. Dessa forma se pode definir uma solugao particular
u? tal que o campo de tensoes correspondente afj satisfaca a equagao
0%+ bi+pk’ul =0 em Q (3-13)
e também uma solugao homogénea para o campo de tensoes o7; tal que
0%+ bi+ pk*ul =0 em Q (3-14)
Isso caracteriza uma solugao fundamental,
*

kK
U; = uisps, 9

S
ij — OijsPs

(3-15)
para ser obtida em termos de algum parametro nodal de forcas p’ dependente
da freqiiéncia, onde o subscrito s se refere a cada um dos graus de liberdade

do modelo discreto.

3.3
Equacoes matriciais de equilibrio

O método hibrido de elementos de contorno, introduzido por
(Dumont-1987) como uma generalizagdo dos conceitos desenvolvidos por
Pian no método dos elementos finitos, s6 exige avaliacao de integrais ao
longo do contorno, desde que se usem solugoes fundamentais como fungoes de
interpolagao no dominio.

O método trata de um dominio arbitrario na forma de um tinico macro
elemento finito com tantos graus de liberdade como se requer em termos de
precisao numérica. O método tem sido aplicado com sucesso em uma variedade
de problemas de potencial e elasticidade, incluindo problemas dependentes do
tempo, e da mecanica de fratura . Numa abordagem mais simplificada deste
método desenvolvida mais recentemente (Chaves-2003), abdica-se do modelo
original completo e consistente para chegar a uma formulagao computacional
mais rapida que a anterior. A formulagao simplificada tem como resultado o

par de equacoes matriciais
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Up'=d-d
H'p*=p-p’ (3-16)

onde d = d, é o vetor de deslocamentos nodais introduzido na equagao (3-10),
d’ = d® é o vetor nodal de deslocamentos da solugao particular u? da equagao
(3-12) e (3-13), e U* é a matriz de deslocamentos, onde os coeficientes UZ,
que pertencem a ela sao os valores da solu¢ao fundamental u}, equacao (4-
39), obtidas nos pontos nodais r para um parametro de for¢a p¥. A matriz de
equilibrio HT e os vetores de forcas nodais equivalente para tracao e forcas no

dominio, p e p?, sao dados em termos das integrais:

[HT P pb} E/{uir} < 054 t; U;?mj > dI’ (3-17)
r

Eliminado p* na equagao (3-16), obtemos a equacao da matriz de rigidez

K(d-d)=p-p’ onde K=H"(U")" (3-18)

Pode-se demonstrar que a matriz de rigidez dada na equacao acima, é
simétrica se (e somente se) a funcao de interpolacao u},. introduzida na equagao
(3-10) pode representar analiticamente no contorno as expressoes de u}, intro-
duzidas na equagao (4-39) para deslocamentos no dominio (Dumont-2003).
Para o caso de elementos de trelica e viga, o contorno coincide com os pontos
nodais (Prazeres-2005, Dumont-2006-2).

De acordo com a sec¢ao (3.1) a relagao de rigidez vinda da equacao (3-18)
pode se referir ao dominio ou a uma parte dele, ou seja, um elemento finito.
Entao, todo o dominio pode ser composto com elementos finitos, desde que haja
compatibilidade de deslocamentos entre esses elementos, como na equagao (3-
10) e como requer o método dos elementos finitos (que é conceitualmente o
caso).

A seguir, no desenvolvimento das matrizes de rigidez, massa e amorteci-
mento, nao fica explicito se o desenvolvimento refere-se a um elemento tinico

ou a um conjunto de elementos. Porém, o contexto sempre dird qual é o caso.

3.4
Expansao das matrizes na forma de séries de freqiiéncia

As equacoes desenvolvidas anteriormente foram definidas como funcoes
de uma dada freqiiéncia circular w. Porém, ao invés de formularmos o problema
para uma dada freqiiéncia, pode-se expressar as solucoes fundamentais como
uma série de poténcia de freqiiéncias. Assim, as matrizes F, H e U*, podem ser

definidas como séries de freqiiéncia para um nimero n arbitrario de termos,
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na seguinte forma:

2n 2n 2n
F=> (-iwyF;, H=)Y (-iw)H;, U =) (-iwy/U; (3-19)
=0 =0 =0

assim como a matriz de rigidez K,

2n n
K=> (—iw)/K; =Ko — Y _ (iw?'C; +w’M,) (3-20)
j=0 J=1

onde Ky é a matriz de rigidez estatica. As matrizes C e M, que surgem da
expansao de K, representam, respectivamente, matrizes de amortecimento e
massa. A matriz M, que tem como coeficiente w?, representa a matriz de massa
da formulacao cléssica, cujos termos estao exclusivamente ligados a massa. As
demais matrizes M sao denominadas aqui de matrizes de massa generalizada
e seus termos representam uma mescla de massa e rigidez.

A obtencao da matriz K como um série de freqiiéncia requer a inversao
da matriz F, que também é dada por uma expansao em série de w, segundo
a equacao (3-19), (Dumont-2006-1). Segundo (Dumont-2003), para um vetor
de forgas p(t) dependente do tempo atuando na viga, podemos modelar seu

comportamento como

(KO — Z (iw?'C; + wsz]-)> (d—d") =p(t) — p(t)’ (3-21)

=1
onde os vetores de deslocamentos d sao as incognitas do problema, a serem

determinadas para forcas, velocidades e deslocamentos iniciais.

Para n assumindo o valor de 2, por exemplo, a expresséo resulta em
Z (KO - chl - wJQ»Ml - (U?Cg - W?Mg) (d - db) = p(t) - pb(t) (3—22)
j=1

Alguns autores, como (Przemieniecki-1968), escrevem a matriz K da

equagao (3-20), sem amortecimento, na forma,
K = K — w’My — w* (M — Ky) + O(w?) (3-23)
A formulacao classica, utilizada em livros de dinamica, é dada por
K = K — w’My — O(w?) (3-24)

correspondendo a uma expansao com n igual a 1 termo.
A vantagem da formulacao baseada em séries de freqiiéncia em relacao a
formulagao classica é que ela proporciona uma melhor satisfacao da equacao

diferencial de equilibrio dinamico.
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3.5
O Problema de Autovalor nao-linear

O problema de autovalor nao-linear associado a equagao (3-21), tem a
forma n
Ko® — ) (iC;8Q7 " + M;$Q%) =0, (3-25)

j=1
onde €2 é uma matriz diagonal que contém os autovalores w, e ® é uma ma-
triz cujas colunas sao os autovetores. Essas grandezas representam, respec-
tivamente, as freqiiéncias e modos de vibracao. Este problema nao-linear de
autovalor tem dificil tratamento, visto que a convergéncia numérica nao é fa-
cilmente assegurada e erros de arredondamento podem ocorrer.

A solugao do problema de autovalor é dada por (Dumont-2006), que
generalizou a solucao para o caso de problemas com amortecimento, com ®

satisfazendo as seguintes condicoes de ortogonalidade:

n 2j 27
> (Z Q2 eTiC;e0M R 4> Qk—lqﬂMj«m?j—k) =1 (3-26)

j=1 \k=2 k=1

n 25—-2 2j—1
STK P+ ) (Z QRTiC; PN 4+ Yy Q’“(I)TMj(I)QQj—’“> -Q

j=1 k=1 k=1

(3-27)

Deve-se comentar que a solucao do problema que inclui ou nao o
amortecimento tem a mesma forma de tratamento no que diz respeito a algebra
linear. A diferenca entre eles estd nos proprios autovalores e autovetores, que
sao todos reais para o caso sem amortecimento e complexos quando se considera

0 amortecimento viscoso.

3.6
Resposta transiente do sistema

Alternativamente, pode-se escrever a equagao (3-21) na forma
n ) 32j_1 82j b X
j:
que corresponde a um sistema acoplado de equacoes diferencias de alta ordem
de tempo que faz uso das matrizes obtidas na formulacao dependente da

freqiiéncia (Dumont-2001, Dumont-2003, Dumont-2005).

Vamos introduzir um vetor auxiliar de deslocamentos d;, tal que

I
d; = (z’)ﬂaaitgt), j=1---2n. (3-29)
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Aplicando esse vetor a equagao (3-28), pode-se reescrevé-la como

(K, 0 0 0 0o | (d_a )
0o M, ZCQ M, M,, d, — dli
1Cy Moy ZCg 0 d, — dg
M, iCsy 0 ds — d}
0 M, 0 O 0 . don )
[iC, M, iCy My - M, | [ d-& ) (p-p)
M, iC, M, iCsy --- 0 d, —d," 0
iCy My iCy -+ -+ 0 d, —dy’ 0
—w . . . =
M, iC; & . - 0 d; — ds’ 0
Mn 0 0 0 U 0 L d2n - d2nb ) \ 0 y,

(3-30)

Utilizando conceitos de superposi¢ao modal, pode-se aproximar os des-
locamentos dependentes do tempo pela soma finita de parcelas dadas pelo
produto entre os autovetores normalizados ®, equagao (3-26), com os vetores

de amplitudes 7(t), que passam a ser as incégnitas do problema.
d= Py (3-31)
Aplicando essa expressao a equagao (3-30) obtemos
Q(n—n")—i (7’7 - ﬁb) =" (p-p’) (3-32)

que corresponde a um sistema desacoplado de equacoes de primeira ordem,
que pode ser resolvido pelos métodos tradicionais de integracao.
Para o caso particular de estruturas com amortecimento, os deslocamen-

tos expressos em (3-33) assumem a forma
d=®n+ ®j (3-33)

sendo d o vetor de deslocamentos nodais ® os autovetores e ® os seus
conjugados complexos. A coordenada modal 1 é a solugao da equagao (3-32)
e representa o vetor temporal de amplitudes; 1 é seu respectivo conjugado

complexo.
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3.7
Condensacao dinamica

No capitulo (5) serdo mostrados os modelos de intera¢do dinamica
entre os elementos estruturais de uma via férrea. Esses modelos sao obtidos
através de modificacoes nas matrizes de rigidez, massa e amortecimento dadas
pela condensagao de alguns graus de liberdades no dormente. Nesta secao é
mostrado o procedimento utilizado na inversao e condensacao dessas matrizes.

No dominio da freqiiéncia a equacao matricial de equilibrio pode ser

escrita, b b
Ky Ke) diy —dg | _ ) Po — PG (3-34)
Ky Keo | | de —di,) P() — P(,)
onde os subscritos ¢ e e dentro dos parénteses sao os graus de liberdade internos
e externos da estrutura discreta. Entao é possivel se expressar os deslocamentos

nodais internos em funcao dos externos, obtendo assim um sistema matricial

condensado.

K(ee) K(ez K H)K(ze i| {d(e } - {(p(e) - p ) K(ez)K(”) z))}
(3-35)

Para um sistema em equilibrio estatico, esse tipo de procedimento é conhecido
como condensagao estatica. Entretanto, as matrizes desenvolvidas nesse traba-
lho foram obtidas na forma de séries de poténcia de uma freqiiéncia circular w.
Entdo a inversao de K(;) e dos produtos indicados na equagao (3-35) devem
ser interpretados na forma de séries de poténcia complexas, no caso geral de
amortecimento viscoso. Nos desenvolvimentos seguintes, por motivo de con-

veniéncia, a matriz de rigidez efetiva K da equacao (3-20) é expressa como

2n
K=> (-iw/K;+O0w”™), n>0 (3-36)

j=0
onde os termos Kj;_; e Ky; correspondem respectivamente as matrizes de
amortecimento (C;) e massa (M) dadas na equacdo (3-20), com mudancas

alternadas de sinal. Entao a inversa K(’ul) de K;;, tal que

K ”)K(u K(_ul)K(“) =1 + O<w2n+1) (3_37>

¢é a série Unica om
K = Z( iw)’ Kni + 0w (3-38)

7=0

com os coeficientes das matrizes expressos de maneira recursiva

K(_u - uOZK”)kK (it)j—k> ]:OQTL (3_39>
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Neste procedimento, somente ¢ requerida a inversao direta de K;;)o. Esse
esquema falha quando K)o ¢ uma matriz singular, pois nao hd meios de se
obter uma inversa da matriz K@l)o tal que K(n’)oK@l)o = K&%OK(M-)O =1,
(Dumont-2006-1).

Além disso (Dumont-2006-2), nao é possivel reescrever a equagao (3-36)
como uma série de poténcia de w™!, desde que nao sé esta equacao deva ser
finita para w — 0, mas também K;;)2, nao possa ser o termo principal, ja que
é o coeficiente da matriz menos confidivel em termos de precisao numérica e
significado fisico.

Coerentemente com isto, o produto K(ei)K&il)K(ie) da equacao (3-35) é

exXpresso como

2n J k
KoK Ko = 2 (=) > Ky 3 Kb Kot + Ow™) - (3-40)
7=0 k=0 =0
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4
Elementos finitos dinamicos unidimensionais

Neste capitulo serao desenvolvidos os elementos unidimensionais de
trelica e viga utilizados na modelagem da via férrea. Para cada elemento sao
apresentadas as equagoes de equilibrio, suas solucoes e os procedimentos para
a montagem das matrizes de rigidez no dominio da freqiiéncia. Por fim sao

apresentados 2 exemplos para a andlise de resultados.

4.1
Matriz de rigidez para um elemento de trelica

4.1.1
Formulacao do problema

Para um elemento de trelica com amortecimento, a equacgao diferencial

referente ao problema é dada por

Pu(w,t)  Ou(x,t) ou(z,t)
Epwm g =Y (+1)

onde E é o moédulo de elasticidade longitudinal, p é a densidade especifica

(por unidade de volume) e p = 2(p é o coeficiente de amortecimento viscoso,
definido por unidade de volume.
Supondo-se uma solucao por separacao de varidveis, o deslocamento

u (x,t) pode ser definido como:
u(z,t) = u* (z) e (4-2)

Assim, a equacao (4-1) se expressa

82 *
Engx) + p (w® + 2iCw) u*(z) = 0 (4-3)
ou 92
ngx) + K*u*(z) = 0 (4-4)
onde . P .
k* = 5 (w? + 2iCw) (4-5)

4.1.2
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Montagem da matriz de rigidez
A solugao geral da equagao (4-4) se expressa

sin(kx)

u*(z) = C4 ?

+ Cy cos(kx) (4-6)

de tal modo que
]lgirr(l) u*(z) = Chx + Cy (4-7)

Como se estd analisando um problema no dominio da freqiiéncia, em

termos de uma superposicao de harmonicos, pode-se usar
CQ =0 (4_8>

para uma solugao que oscila em torno de u*(0) = 0, sem prejuizo da formulagao
geral, como se mostra a seguir.

O campo de deslocamentos pode ser expresso na forma

. 1 sinkx sink(l — x) > Py .
= — =u 4-9
EA< : ! Hp=up (+9)

em funcao de dois parametros de forcas, numa formulacao hibrida de elementos

finitos, conforme os sistemas de coordenadas da figura (4.1). Nota-se que o
resultado serd o mesmo se usarmos uj = cos kx na equagao (4-9), assim como
nao se usar a divisao pela constante k.

Conseqiientemente, obtém-se para as tensoes normais:

du 1 o
1 _
o =F— = —< coskr —cosk(l—x) > =o'p’ (4-10)
d1, p1 d2, p2 p1* p2*
Sistema externo de coordenadas Sistema interno de coordenadas

Figura 4.1: Sistemas de coordenadas para a obtencao da matriz de rigidez de
um elemento de trelica de uma formulagao hibrida

Por outro lado, pode-se descrever para os deslocamentos nas extremida-

des do elemento, definidas como contornos I'; e I's:

u:<1 0>{21}EN1demF1 u:<0 1>{31}ENgdemF2

2 2
(4-11)
A matriz H de transformacao cinemética entre os sistemas d e p* se
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expressa:

H = /FU*TNdF—{_Ciskl}(—l)<1 0>+{ "

B —1 coskl
B coskl -1

ol

A matriz de flexibilidade no sistema interno p* se expressa

F = / o Tu*NdI
I

1 1 sin kl cos kl
= == -1 0 +
EA { —coskl}( >< k > { -1
_ sin kl | coskl —1
~ kEA —1 coskl

com a correspondente inversa

_sin kl

F'=
kEA

—1  coskl

coskl -1 ]

Finalmente, obtém-se para a matriz de rigidez

kEA | coskl —1
K=H'"F'H=
sin kl —1  coskl E
pode-se verificar que
1 -1
lim K = E—A ]
k—0 [ -1 1

4.2

sin kl
0
o)

(4-13)

(4-14)

] onde k? =2 (w? + 2iCw)  (4-15)

(4-16)

Elemento de viga de Timoshenko sobre base elastica e com amorteci-

mento

Seja um elemento de viga de Timoshenko de comprimento L e area de

secao transversal A, sob uma base elastica e com amortecimento viscoso. Para

este elemento consideram-se tanto a deformacao por cisalhamento quanto a

inércia de rotacao.

4.2.1
Formulacao do problema

Devido a deformagao por cisalhamento, a rotacao ¥ (x,t) de uma segao

transversal, sobre a qual o momento fletor realiza trabalho:
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0Y(z,1)
M =FE]l—— 4-17
e (4-17)
e a derivada da elastica w diferem entre si de uma parcela yo(x, t):
x
dy(z,1)
= 4-1
o7 ¥+ (4-18)

devido a deformacao causada pelo esforco cortante:
Q = GAry (4-19)

onde k é um fator de forma que leva em conta como a secao se deforma sob
cisalhamanto. A equagdo (4-18) expressa a compatibilidade de deformacoes
de uma secao de viga, para momento fletor M e esforco cortante Q obtidos

segundo as equagoes constitutivas (4-17) e (4-19).

M+ aM dx
dx
e
v
2Q dx Yo T a_y
o
* \\ dx
i~
ry /
4.2(a): Equilibrio de um elemento infinitesi- 4.2(b): Detalhes da adigao
mal de viga de Timoshenko cineméatica devido as de-
formagoes por esforgo cor-
tante

Figura 4.2: Elemento infinitesimal de viga submetido a uma carga distribuida
e apoiado em base base elastica

Um elemento infinitesimal da viga, figura (4.2), esta em equilibrio se-

gundo as equagoes:

B oQ D%y dy _
E Fy—0:>%+q—mﬁ—2gm§—wy—0 (4—20)
OM  mId*p
D M=0=Q-Fr="F75 (4-21)

Considerando o carregamento transversal ¢ = 0, tem-se das equagoes (4-17) a

(4-21): 5
Py 0 Y _
GAR (@ - %> —m—== —2(m—— —wy = (4-22)
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oy 9% mlId*p

Fazendo N —iwt
y(ﬂf,t) =Y (I)G . (4_24>

U(z,t) = ¢ (x)e™™

tém-se as equagoes (4-22) e (4-23) na forma transformada:
azy* al/)* - .
GAk ( 527 " B > + (mw® + 2iw¢m — w) y* =0 (4-25)
2, /%

GAk <8y — " ) + Elaaw + 7 wp* =0 (4-26)

Nestas equacoes, E é o médulo de elasticidade longitudinal, G' ¢ médulo
de elasticidade transversal , I é o momento de inércia, m é a densidade
especifica, 4 = 2(m é o amortecimento viscoso, definido por unidade de
comprimento, k é o fator de forma para a deformacao de uma secao por
esforgo cortante e w é a constante de rigidez da reacao da fundacao, definida

por unidade de comprimento e proporcional ao deslocamento (constante de

Winkler).
Eliminando-se ¢*(z) nas equagoes (4-25) e (4-26) tem-se a equacao
a4y*(x> 823/*
T—5 — k' (z) =0 4-27
VD p TV k(o) (4-27
onde
4_ M 2 - w ! 4 . 3 2
_m %icw — 2 9 4-9
k o <w + 2iCw i (mw* + 2i¢mw® + ww )) (4-28)
m EN 1 El
= — |1+ =) =u? 2i — 4-2
EI [( * G/{) A% +mGA/-i( G w)} (429)
A solucao da equagao (4-27) é expressa convenientemente na forma
inkyx + sinh k inkyz — sinh k
y(2) :Clsm 1\ ksm ok +0281n 1T kgsm 9T

(4-30)
cos kix — cosh kox
L2

by = \/\/k4+—+— ky = \/\/k:4+T—2—— (4_31)

Analogamente, obtém-se da equagao (4-25) a expressao de ¢*(z

+ C3cos kix 4 cosh kox + Cy

onde
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Ky coskix + K cosh kox Kscoskix — K cosh kyx

W(l') = Cl L + 02 k3

o4

— K5 sin kjx — K sinh ks

+ C3 (—Kysinkyz + K sinh kyx) 4+ Cy 12

d
onde v mw? o M
K =— EA K,— — EA
ko ’ ky
As expressoes de y*(x) e ¢¥*(x) foram obtidas de tal modo que

3
N B s z®  Elx
EE} y*(x) = 2C5 + 2C1x — Cya® — Cy ( 3 2GA/1>

w—0

. X 3ET
£1£% Y (x) =20 — 2Cx — Oy (mQ + QGAH)

w—0

4.2.2
Obtencao da matriz de rigidez

O campo de deslocamentos transversais y*(x) é expresso por

*

Y4

*

* * * * Dy %
y = <3/1 Y2 Y3 y4> « (~YP
D3

*

Py

onde

. sinkjx + sinh kox . sinkjx —sinh kox

cos k1x — cosh kox
k2

ys = cos kyx + cosh kyz, Yy =

As rotagoes ¢*(x) sao expressas por

*

P1
* * * * * p* k%
(0 :<”¢1 vy Y3 4> i =U'p
Ds
pi
onde
. Kycoskyx + K;qcoshksx . Kscoskyx — K;qcoshksx
,lvz)l = k’ ) ¢2 = kg

—K2 sin klx — Kl sinh k2£C

3 = —Kysinkyx + Ky sinh koz, ¢ = L2

(4-32)

(4-33)

(4-34)

(4-35)

(4-36)

(4-37)

(4-38)
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pi, P5, p5 e pj sao quatro parametros de forca, numa formulagao hibrida de
elementos finitos. Os parametros p* nao tém sentido fisico definido, embora
se pudesse fazer alguma atribuigao a partir dos limites das equagoes (4-34) e
(4-35).

Para efeito de estabelecimento das equagoes que governam o problema

da viga, escreve-se, com a mesma notagao usada para o elemento de treliga,

pi
y* _ yl* 3/2* y:); yi pi = u'p* (4_39)
P (DA P D U P3

i

Conseqilientemente, obtém-se os esforgos seccionais, segundos as equacoes

(4-17) a (4-19):
{ ]6; } = N'p” (4-40)

onde
>yt mw? e 423 mw? e A3 mw? e 4] mw? ) *
N* = EJ dx? EA wl dx? + EA ¢2 dx? + EA ¢3 dx? + EA ¢4
i ay3 day3 ayj
dzx dzx dx dx
(4-41)
2 4 M M
1 3 Q Q
X
Sistema de coordenadas Convengao para momento
para a matriz de rigidez e cortante positivos

Figura 4.3: Sistemas de coordenadas e convencao de esforcos para a viga.

Por outro lado, usando a primeira das figuras (4.3) para a defini¢ao das
grandezas do sistema externo de coordenadas e a segunda para a convenc¢ao
de momentos fletores e esforgcos cortantes positivos, pode-se descrever para
os deslocamentos e rotagoes nas extremidades do elemento, definidas como os

contornos I'y e I'y, assim como para as matrizes A com os co-senos diretores:

dy
* 10 00 d 1 0
4 = SR Nid A= em I
¥ 0100 ds 0 —1
dy

(4-42)
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dy
* 0010 d -1 0
4 = 2\ = Nod Ay = em I’y
P* 0 0 01 ds 1
dy

(4-43)

A matriz H de transformacao cinematica entre os sistemas d e p* se

expressa

AN, + N1 AN, (4-44)
=0 l

A matriz de flexibilidade no sistema interno p* se espressa

H:N*T

xr=

+ N*T
=0

F=N" (4-45)

T
Alu*
=0

xr=

T
Agu*
=l

xr=

z=l
Apés a avaliacao da inversa F~1, obtém-se a matriz de rigidez do elemento

através da seguinte expressao:
K=H'F'H (4-46)

Alternativamente, (Dumont-2003), podemos obter a matriz de rigidez
utilizando a matriz U*, de acordo com a segunda das equagoes (3-17).

Apesar da grande quantidade de termos, podemos representar a matriz
de rigidez do elemento de viga de Timoshenko de forma fechada, em funcao
dos parametros definidos nas equagoes (4-28) e (4-29) e escrevendo, por
simplicidade, C' = cosh kx, ¢ = coskx, S = sinh kx e s = sin kx. Considerando-

se a simetria escrevemos

Kll K12 K13 K14

K — | | 22 23 24 (4_47>
. o Ksy K

em funcao dos termos cujas expressoes sao

EIK1K2<CK15 + CKQS)(Kle + Kle)

K =— 2Ko K Cc+ (K2 — K2)sS — 2K,K, (4-48)
Ky, - PHGI (Kb + Kok) (“1+C) 4 (Chaka = lnK)sS)
2K, K (—1 4 cC) + (K3 — K)sS
BIK Ky(K\S + Ko5)(Kiks + Koky)
BT KK Cc+ (K2 — K2)sS — 20, K, 0
EIK Ky(C — ¢)(Kiky + Koky)
14:_ZKKCC+(K2—K2)SS—2K2K1 (4-51>
24)1 2 1
Ko EI(—sK,C + KycS)(Kiks + Kaky) (4-52)
27 2K,K,Ce + (K2 — K2)sS — 2K, K,
Ky, —  PIKS(C = o) (Kiks + k) (4-53)

T 2KGK Co+ (K2 — K2)sS — 2K, K,
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E](KQS - SK1>(K1]€2 + ng'l)

KM::_QB@K300+(K§—<K@&S—2BQK1 (4-54)
K%:_MmeKﬁ+m@mm@+mh) (455)

2K, K, Cc+ (K2 — K2)sS — 2K, K,
KM:_MKmx@m@+Kmmq+an+@@m—tha (456)

2K, K, (—1+ cO) + (K3 — K2)sS

_ BI(—sK\C + KycS)(Kiky + K»ky)

T OKLK Co+ (K2 — K2)sS — 2KGK, (4-57)
4.3

Exemplo para o elemento de trelica

Na figura (4.4) temos uma barra eldstica com extremidades apoiada e
livre representada por 5 elementos de trelica e submetida a uma carga constante
P na extremidade livre. As propriedades mecanicas, em unidades coerentes

(Dumont-2005), sao apresentadas na tabela (4.1).

(A[L] B |
| 1] 1]1000 |

pl¢]
1]5]

Tabela 4.1: Propriedades fisicas e geométricas para os elementos de trelica.

P
%X) O —

Figura 4.4: Barra com extremidades apoiada e livre submetida a uma forca P
constante (¢ > 0) discretizada em 5 elementos de trelica.

Para uma carga constante aplicada, com correspondente deslocamento
independente do tempo u(x) = Px/EA, a solugao transiente é obtida utilizando
a equagao (3-33) e impondo a condi¢ao inicial de deslocamentos wu(z, ¢ =
0)=—Pz/FEA. Na figura (4.5), observamos que os resultados obtidos utilizando
n = 4 (expansao em série de freqiiéncia com termos acima de w®) sdo mais
proximos aos valores analiticos, comparados com a abordagem classica, que usa

somente dois termos na expansao (w e w2) para problemas com amortecimento.
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151

[%2]

(@]

©

©

N

©

£ 1r

(@]

<

[%2]

S

c

(O]

€ o5

]

(&)

o

[%2]

[O]

e}

0f -
n=1
n=4
Analitica
| | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05

Tempo (s) ‘

Figura 4.5: Resposta transiente do deslocamento no segundo né (z = 0.4L)
para n = 1 (teoria cldssica) e n = 4 (expansao usando termos de ordem w®),
comparadas com a solucao analitica.

4.4
Exemplo para o elemento de viga

Vamos considerar uma viga biapoiada, figura (4.6), com propriedades

conhecidas, submetida a uma carga retangular de P(t) = 1000kN em £.

F—

by ey By

EITOTETATITITAT:

Figura 4.6: Viga biapoiada sob base elastica com amortecimento.

Utilizando o elemento de viga desenvolvido nas se¢oes anteriores, iremos
discretizar a viga da figura(4.6) utilizando 2, 4 e 6 elementos, respectivamente.

As propriedades adotadas sao listadas na tabela (4.2).
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[Am*) [I(m) [ L (m) |

| E(V/m?) [ m (kg/m) | C(1/s) | w (N/m?) |

K
o
6

0,09 | 0,0027 | 2,00

2,1.10%0 60,25 0,49 1,1.108

Tabela 4.2: Propriedades fisicas e geométricas para a viga.

lpm

4}; ot 200 00, 6 G0 1000

4.7(a): Discretizagao utilizando 2 elementos 4.7(b): Amplificacoes para n=2

0.4&

l P(t)

o o 2000 400 ¢ E00 800 1000

4.7(c): Discretizacao utilizando 4 elementos 4.7(d): Amplificacoes para n=2

dit)
d...

l P(t)

% ot 200 400 B0 00 1000

4.7(e): Discretizacao utilizando 6 elementos 4.7(f): Amplifica¢oes para n=2

Figura 4.7: Respostas para as amplificacoes da viga no né central
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Deslocamentos normalizados

2 elementosy,
- = = 4 elementos
. 6elementos
\
0 | | | \ | | | ; 14 |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
Tempo (S)

Figura 4.8: Comparagao dos resultados em um pequeno intervalo de tempo e
n=2.

A resposta transiente da viga é mostrada na figura (4.7b), (4.7d) e
(4.7f). As amplitudes dos deslocamentos foram normalizadas em relagdo ao
deslocamento estatico em cada um dos casos.

Na figura (4.8) observa-se que houve uma boa correspondéncia dos
resultados nos trés modelos de discretizagao, para um mesmo nimero de
matrizes de rigidez, massa e amortecimento utilizadas na expansao. Nas figuras
(4.7) observamos que as amplitudes diminuem exponencialmente ao longo do
tempo de acordo com a taxa de amortecimento ( e os deslocamentos tendem

ao valor estatico.
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Modelos para representacao da ferrovia

O modelo adotado para andlise da interacao dinamica entre trilho-
palmilha-dormente-lastro é mostrado na figura (5.1). O trilho é represen-
tado por um elemento de viga de Timoshenko sem amortecimento e sem
base elastica, considerando-se sua inércia a rotagao e deformagao por es-
forgo cortante. O dormente é modelado utilizando o mesmo elemento de viga
considerando-se o amortecimento e a base elastica. A palmilha é modelada
como um elemento de trelica com amortecimento e rigidez e o lastro como

uma base eldstica.

P(t
® Trilho

\
% KoM #
Palmilha‘l j“/}# Cr é Kp LLH Cr %Kp HLJ C % Ky HLJ C |

Dormente

Ka,Ma Ka,Mua Ka ,Mua Ka,Ma

a4
a4 < 4 P < 4
s y) < P a A L &
a a < <
N ‘g s Base <
aq 24 .
g ‘ 4 4 Aq <
< 4 a A <

Figura 5.1: Modelo global para os componentes estruturais da ferrovia.

L P(t)

Trilho

H_[ Palmilha

Lastro

Eixo de simetria

eio dormente

R0 A =

Figura 5.2: Vista frontal do modelo global para os componentes estruturais da
ferrovia.
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5.1
Consideracoes iniciais

A matriz de rigidez apresentada na equagao (4-46) serve para cada
elemento de trilho e cada dormente. Para o dormente, no entanto, é conveniente
modificar a matriz, para que se tenha um menor nimero de graus de liberdade

no modelo final. As seguintes modificagoes sao feitas.

5.1.1
Consideracdao de uma metade de dormente como um tnico segmento de
viga, com dois graus de liberdade localizados no ponto de apoio do trilho

Sejam dois elementos de viga de Timoshenko, de comprimentos L e b e
matrizes de rigidez K e K, respectivamente, utilizados para a modelagem de

meio dormente.

Ponto de apoio do trilho

—_— T -

-
-+
-

Figura 5.3: Sistema 1 de coordenadas para o dormente.

A condensagao dos graus de liberdade 5 e 6, internos em 3 e 4, externos
¢é dada pela seguinte expressao:
Kcond - Kee - Kei Kgl Kie (5_1)
onde K., K, K;; e K;. sao submatrizes de Ky:
kii kio | kiz ki
k k k k Kee Kei
K, — 21 Koz | Koy Kou | (5-2)
k31 kao | kaz ks Kie | Kii

k41 k42 k43 k44

Apos a condensacao, obtém-se uma nova matriz de rigidez Ky do dor-
mente, equacao (5-3), correspondente ao sistema da figura (5.4), sendo que nos
graus de liberdade 3* e 4* foram adicionadas as parcelas devidas a condensacao

dos graus 5 e 6.

Kll K12 K13 K14
K21 K22 K23 K24
K31 K32 K33 K34
K41 K42 K43 K44

&
I

(5-3)
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-
-
-+

Figura 5.4: Sistema 2 de coordenadas para o dormente.

5.2
Modelo com 5 graus de liberdade por dormente para a ferrovia (modelo
5)

O modelo resultante das modificagdes anteriores é mostrado na figura
(5.5). Nesse o modelo o dormente é representado pelos graus 3, 4 e 5; 8, 9 e 10

e assim sucessivamente.

T . e
2( Trilho 7[

Y

Dormente Palmilha

Lastro

Figura 5.5: Modelo 5 para representacao da ferrovia.

No entanto, vamos introduzir outras modificacoes de modo a reduzir

ainda mais o numero de graus de liberdade.

5.2.1
Eliminacao do grau de liberdade 2 para a representacao do engaste

K K

) K )
] | * |
1 L 3 1 } L 3

L+b ‘ ‘ L+b
Sistema 3 : eliminacédo do Sistema 4 : condensagdo dos
grau de liberdade # 2 graus de liberdade #1e #4

Figura 5.6: Representacao do engaste, com eliminacao de um grau de liberdade
e indicacao dos graus de liberdade condensados.

A matriz de rigidez do sistema 3 da primeira das figuras (5.6) se expressa,

a partir dos coeficientes de Ky do sistema 2:
Ki Ki3 Ky

Ks=| K5 Kis; Ksyg (5-4)
Ky Kyiz Ky
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5.2.2
Condensacao dos graus de liberdade 1 e 4, em funcao do grau 3
Renumeram-se inicialmente os graus de liberdade da matriz K3 da

equagao (5-4), na forma
K K | Kis

Ki=| Kin Ku| Ky (5-5)
Ks Ksi | K

Obtém-se finalmente a matriz condensada K, correspondente ao sistema

4 da segunda das figuras (5.6):

1
K K K

Ky =Kj; — [ Ks Kiy } H H 13
Ky Ky K3

5.3
Modelo com 3 graus de liberdade por dormente para a ferrovia (modelo
3)

O modelo final global resultante das transformacoes sugeridas nas secoes
(5.1.1)-(5.2.2) é mostrado na figura (5.7). Nesse modelo o dormente é repre-

sentado pelos graus 3, 6, 9, 12 e assim sucessivamente.

5 1
2 Trilho 5

T7
8~
Y Y
Palmilha
Dormente
“Lastro is .8
6 ‘ 9

i
Y

P

£ A\
3 12

>
w
|

Figura 5.7: Modelo 3 para representacao da ferrovia.

As matrizes globais de rigidez, massa e amortecimento sao obtidas de
acordo com a numeragao indicada na figura (5.7), e desenvolvidas utilizando

a abordagem mostrada na se¢ao (3.4).

5.4
Modelo com 2 graus de liberdade por dormente para a ferrovia (modelo
2)

Um modelo alternativo para modelagem da ferrovia, figura (5.8), é
obtido pela condensacao dinamica dos graus de liberdade correspondente aos

dormentes, figura (5.7), nos graus de liberdade verticais referentes ao trilho.
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Obtém-se assim, um modelo simplificado com dois graus de liberdade por
dormente, onde os graus de liberdade com numerac¢ao impar sao os novos graus

condensados.

7

2(T1 Trilho 4{T3 6 TS 8'[T #

Y
Palmilha
Dormente
HJ‘Lastro o «,,LH i ’LH

7

B B ‘a4 ce s 5o .

l

Figura 5.8: Modelo 2 para representacao da ferrovia.

5.5
Modelo com 7 graus de liberdade por dormente para a ferrovia (modelo
7)

Para uma melhor avaliacao dos resultados, considera-se um quarto mo-
delo, figura (5.9), onde as modificagdes realizadas nas segoes (5.1.1) a (5.2.2)
sao ignoradas, com excecao da consideragao da simetria da via férrea. Nesse o
modelo o dormente é representado pelos graus de liberdade 3, 4, 5, 6 e 7; 10,

11, 12, 13 e 14 e assim sucessivamente.

b e
2( Trilho 9,

\

Dormente Palmilha

Lastro

Figura 5.9: Modelo 7 para representagao da ferrovia.

5.6
Propriedades dos elementos da via férrea

Na maioria dos casos, a obtencao de resultados condizentes com o
problema fisico real é dificultada pela auséncia de informacoes referentes
a real distribuicao de amortecimento e rigidez, principalmente ao longo da
subestrutura de uma via férrea.

Essas informacgoes s6 podem ser obtidas pela realizacao de ensaios rigo-
rosos, que requerem a utilizagdo de equipamentos sofisticados e conseqiiente-

mente geram altos custos.
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Neste trabalho, os parametros fisicos dos componentes estruturais da via
férrea listados nas tabelas (5.1) a (5.3) s@o obtidos tomando-se como referéncia
dados experimentais apresentados por (Zhai-2003).

Para o trilho considera-se a secao UIC 60, padronizada e cujas dimensoes
sao apresentadas na figura (5.10). Para o dormente, figura (5.11), adota-se o

modelo NS90 de monobloco de concreto com pretensao.

72

— -—

172

150

Figura 5.10: Medidas geométricas da secao transversal do trilho UIC 60 em
milimetros (CORUS).

Os valores numéricos dos parametros fisicos e geométricos utilizados na
implementagao numérica foram obtidos levando-se em conta as defini¢oes dadas
no capitulo 4.

Para o elemento de palmilha, temos

1
= 5-7
(=5 (57)
onde p é definido como forca por unidade de comprimento dividida por
velocidade. O parametro ¢ tem unidade de freqiiéncia . A massa especifica p

¢ definida por unidade de volume. O moédulo de elasticidade E tem a mesma

unidade de tensao.

& UIC60
Secéo ‘ Palmilha
0.233
0'233{ W | ‘ I 0.02 Ig’-zo
022 0.76 050 ' 020
T T ‘ L b

Figura 5.11: Medidas geométricas do meio dormente e palmilha em metros.

O meio dormente tem sua massa total distribuida ao longo de seu
comprimento assim como seu amortecimento, de acordo com as defini¢oes de

m e p dadas anteriormente.
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(=5 (5-8)

Em relagao ao trilho, a massa m também é definida por unidade de
comprimento. Para o trilho e dormentes, o modulo de elasticidade transversal
é calculado utilizando a relacao

E
G=——
2(1+v)
E
2.5

(5-9)

com v igual a 0,25. Assim, G =

A rigidez w do lastro é definida da mesma forma que do médulo E e o

coeficiente de amortecimento segue as defini¢des anteriores de p.

(Lom) | A@m?®) | ImY) [s] E(N/m?) [ m(kg/m) |
10,545 | 76,86.10~* [ 3,217.107° | 1 [ 2,059.10"" | 60,640 |

Tabela 5.1: Propriedades fisicas e geométricas para o trilho UIC 60. Fonte dos
dados: (Zhai-2003).

| Lim)| A(m?* | Im") | & | E(N/m?) [ m(kg/m)| ((1/s) |
| 1,26 |5,126.1072 [ 2,310.10~* | 5/6 | 2,1.10"° [ 99,603 | 2,343.107 |

Tabela 5.2: Propriedades fisicas e geométricas para o dormente. Fonte dos

dados: (Zhai-2003).

| L(m) [ A(m?) | E(N/m?) [ m(kg/m) | ¢(1/s) |
1 0,02 | 0,04 | 3,25.10° [ 3,920 |4,783.10" |

Tabela 5.3: Propriedades fisicas e geométricas para a palmilha. Fonte dos
dados: (Zhai-2003).

O valor da rigidez do lastro ¢ w = 1,1.10% em kN/m?, (Zhai-2003).

Utilizando as propriedades das tabelas (5.1)-(5.3) sdo plotados na figura
(5.12) o médulo dos seis primeiros autovalores obtidos em cada modelo,
variando-se o numero de matrizes n na expansao em série de freqiiéncias.

Os modelos 3 e 5 apresentam melhores resultados, os médulos dos seus

autovalores (freqiiéncias) tendem a se aproximar a medida que aumentamos n.
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modelo 2 modelo 3 modelo 5 modelo 7

Figura 5.12: Comparacao dos autovalores obtidos em cada modelo para dife-
rentes valores de n.

Da figura (5.12), nota-se que o modelo 2 apresenta autovalores nao tao
proximos aos obtidos nos outros modelos, principalmente para n=1. A ex-
plicacao é que, devido ao grande niimero de condensagoes envolvidas na ob-
tencao das matrizes de rigidez, massa e amortecimento do dormente, algu-
mas informagoes sao perdidas. Porém nota-se a convergéncia dos autovalores
quando aumentamos o valor de n.

Para melhor visualizacao dos resultados, nas tabelas (5.4) a (5.7) sao
listados os valores dos dez primeiros autovalores obtidos em cada modelo, para

cada valor de n.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410750/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410750/CA

Capitulo 5. Modelos para representacdo da ferrovia 69
n=1 n=2 n=3
Real | Imaginaria Real | Imaginaria Real | Imaginaria
1061,6918 252,0004 | 974,0830 204,3204 | 957,7665 189,3837
1081,6048 255,8349 | 988,3609 206,2398 | 970,6360 190,4549
1118,5326 272,4925 | 1012,7770 213,8824 | 992,4275 195,5518
1174,0517 282,9143 | 1053,0683 214,7916 | 1028,5676 193,8387
1321,9085 276,0447 | 1162,3991 201,9211 | 1124,8752 177,7392
1624,0620 269,6184 | 1368,3500 184,8619 | 1297,8612 155,2702
2070,4524 267,9407 | 1640,6254 168,2424 | 1511,0000 133,5230
2617,1061 270,7127 | 1931,7526 154,9230 | 1721,5391 117,0423
3189,3632 278,4279 | 2194,5724 145,9861 | 1898,2729 106,4810
3660,1983 289,3882 | 2381,7663 141,1532 | 2017,2412 100,8018
Tabela 5.4: Autovalores obtidos no modelo 2 para n=1, 2 e 3.
n=1 n=2 n=3
Real | Imaginaria Real | Imaginaria Real | Imaginaria
998,7066 227,9218 | 967,2634 194,5363 | 963,4900 187,2182
1014,0868 230,2758 | 980,3658 195,5029 | 976,1439 187,7096
1040,6584 239,8594 | 1002,7203 200,6026 | 997,7488 191,6020
1082,8149 242,0456 | 1038,9804 198,5218 | 1032,5819 188,1523
1194,6068 227,9931 | 1133,6146 180,3583 | 1122,1434 167,6875
1397,0736 207,0622 | 1296,8017 152,7692 | 1272,3994 136,4304
1637,1339 182,4718 | 1477,5698 123,2936 | 1431,9819 104,4399
1847,5393 159,3975 | 1625,3030 99,7874 | 1556,8429 80,7164
1993,7337 142,6514 | 1722,8087 84,9406 | 1636,6376 66,6649
2074,8553 133,2496 | 1775,3988 77,2899 | 1678,8829 59,7098
Tabela 5.5: Autovalores obtidos no modelo 3 para n=1, 2 e 3.
n=1 n=2 n=3
Real | Imaginaria Real | Imaginaria Real | Imaginaria
980,8802 204,9658 | 964,7840 188,0464 | 963,6633 185,0840
994,8070 206,1232 | 977,5575 188,5180 | 976,2969 185,3297
1018,8147 212,0949 | 999,4194 192,4128 | 997,9537 188,6835
1057,1104 210,4234 | 1034,5888 188,7892 | 1032,6765 184,3447
1156,3350 190,7116 | 1124,8148 167,1368 | 1121,2295 160,8518
1328,1575 157,0330 | 1277,2786 131,3029 | 1267,6215 5,8073
1395,2413 6,0318 | 1292,7876 4,2539 | 1269,5926 3,3506
1396,2564 3,2952 | 1293,7029 2,8500 | 1270,4896 2,8247
1396,9471 2,7619 | 1294,1525 2,5646 | 1270,8563 2,6689
1397,2279 2,6151 | 1294,3351 2,4824 | 1273,2074 1,1989

Tabela 5.6: Autovalores obtidos no modelo 5 para n=1, 2 e 3.
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n=1 n—2 n=3

Real | Imaginaria Real | Imaginaria Real | Imaginaria
969,5208 190,0283 963,8149 184,6012 963,7304 184,4265
982,5473 190,3885 | 976,4548 184,7817 | 976,2969 184,5952
1004,9687 194,1468 | 998,1493 187,9959 | 998,0348 187,7803
1132,2370 189,9851 | 1032,8798 183,4082 | 1032,7271 183,1593
1040,7811 165,5736 | 1121,2711 158,9886 | 1120,9761 158,6897
1272,6474 6,7176 | 1258,4841 6,2954 | 1257,9428 6,2700
1275,3149 3,6815 | 1260,8841 3,5304 | 1260,3258 3,5215
1276,5100 3,0034 | 1261,9557 2,9228 | 1261,3898 29181
1277,0023 2,7986 | 1262,3954 2,7405 | 1261,8264 2,7371
1278.7467 19,4787 | 1264,5074 17,5174 | 1262,3954 2,7405

Tabela 5.7: Autovalores obtidos no modelo 7 para n=1, 2 e 3.

Observando os valores, nota-se que os autovalores diminuem a medida
que aumenta-se o numero de matrizes. Comparando-se com modelo nao
condensando (model 7), melhores resultados foram obtidos para n = 3,
principalmente nos modelos 3 e 5.

Com a intencao de verificar a convergéncia dos autovalores obtidos no
modelo 2, 3 e 5, utiliza-se um sistema com amortecimento pequeno, onde os
elementos (trilho, palmilha e dormente) passam a ter as seguintes propriedades

listadas a seguir:

’ A (m?) \ I (m") \L(m)\/@\E(N/mQ) \ m(kg)‘
| 76,56.10~* | 3,217.10° [ 0,545 | 1| 2,059.10° [ 1255 |

Tabela 5.8: Propriedades fisicas e geométricas para o trilho.

A (m?) | I (m*)|L(m)|
0,09 | 0,0027 | 1,40

| E (N/m?) | m (kg/m) | ¢(1/s) | w (N/m?) |
2,1.107 60,25 049 | 1,1.10°

K
5t
6

Tabela 5.9: Propriedades fisicas e geométricas para o dormente.

LA () [ L(m) | BE(N/m?) | p(kg/m?) | C(1/s) |
| 009 [ 002 ] 65100 | 098 | 030 |

Tabela 5.10: Propriedades fisicas e geométricas para a palmilha.

Na figura (5.13), pode-se verificar a convergéncia dos resultados. Os
autovalores sao menores comparados aos resultados anteriores pela reducao
nos valores das propriedades dos elementos.

Observando os resultados da tabela (5.11) e comparando-se os primeiros
autovalores, percebe-se que ha convergéncia dos resultados a medida que se

aumenta o niumero de matrizes.
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n=3

modelo 2

modelo 3

modelo 5

Figura 5.13: Comparacao dos autovalores obtidos em cada modelo para dife-
rentes valores de n para um sistema com pouco amortecimento.

modelo 2

modelo 3

modelo 5

n=1

n=2

n=3

n=1

n=2

n=3

n=1

n=2

n=3

38,8943

36,3414

35,5705

36,2288

35,2709

35,1394

35,7197

35,1657

35,1176

39,6745

36,9785

36,1462

36,8246

35,8066

35,6629

36,2785

35,6910

35,6382

12,2711

38,9468

37,8636

38,6140

37,3604

37,1689

37,9177

37,2036

37,1326

46,5247

41,8260

40,2416

41,0676

39,3944

39,1156

40,0875

39,1605

39,0557

52,5251

45,8272

43,5113

44,2515

42,0410

41,6362

42,8845

41,6903

41,5346

62,3639

52,6118

48,0948

49,0774

46,0084

45,3725

47,0365

45,4284

45,1703

Tabela 5.11: Moédulo dos seis primeiros autovalores obtidos nos modelos com
a reducao do amortecimento e rigidez.

O modelo 3 apresenta autovalores mais proximos ao modelo 5 do que o

modelo 2.

Esse estudo é importante, pois verifica-se que ha a convergéncia dos

resultados obtidos nos modelos de interagao dinamica.
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6
Solucdo particular para o caso de viga de Timoshenko

6.1
Generalizacao da solucao para um elemento viga de Timoshenko

Na secao (4.2) foi desenvolvida a solugao geral homogénea para uma viga
de Timoshenko, com carregamento transversal ¢ nulo. Agora deseja-se obter
uma solucao particular geral, para qualquer carregamento ¢(z,t).

Nas equacoes de equilibrio apresentadas anteriormente, considera-se

agora um carregamento ¢ nao nulo, tal que

Py o 0%y dy
G%(az—aﬁ MG~ XMy T Wy =~ (6-1)
oy O mld*p
&%(%_¢)*mﬁﬁ—iTE5 (6-2)

Primeiramente assume-se que o carregamento
g(x,t) = " (x)eW! (6-3)

possa ser representado pelo produto de duas fungoes dependentes do espaco e
do tempo.
Aplicando-se esta equacao juntamente com as definicoes dadas na

equagao (4-24) tém-se as equagoes (6-1) e (6-2) na forma transformada:

Pyr oY* . . .
GAk ( 502 " B ) - (mw2 + 2iw¢m — w) Yy =q (6-4)
2
G Ak <8y — ) +EI%¢ + 7 Wt =0 (6-5)

Eliminando-se ¢* nas equagoes (6-4) e (6-5), tém-se a equacao

4, % 2, % 2 2

Oxt ox? EGA%?x  EI GAk 0x2

onde os parametros k e T sdo os mesmos definidos nas equagoes (4-28) e (4-29).
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A equagao (6-6) no dominio do tempo tem a forma

v m m 1 2Cm 1 w " m2 . ﬁ mw .
v o (gataaV T caV T ea¥ Y eaat t Er t 5aazs?
20m* . 2m.  w m . 1, 1
o TRV EY T TEaat T cant T ErY (6-7)

onde o ponto indica uma derivada em relacao ao tempo e as aspas indicam a
ordem das derivadas em relacao a .

A solucao particular da equagao (6-7) terd a seguinte forma

y(@,t) = ga(t)ya() (6-8)

em que a fungao y,(x) é um modo normal da solugdo homogénea, tao simples

quanto possivel. Escolhe-se, da equagao (4-30)
Yn(2) = sin Bz (6-9)

onde (3, = %, comn=12,...

2 T,
— no, " -1
B \/\/kﬁ Tt (6-10)

No caso,

para
1
I -
- (% <w3 + 2iCw, — % ~ F (men + 2i¢mu, + wwg)» 4
m EN I ET
T, = — |1+ )w? 2iCmw, — -11
EI [( i G/{) Aw"+ mGA/{( G w)] (6-11)
. . nm
Pode-se obter diretamente w,, a partir de (3, = - comn = 1,2,...; mas
nao se faz necessario, conforme se vera.
Tem-se , portanto,
Un = =BYn; Y = B’ (6-12)

Substituindo a expressao de y(z,t) da equagao (6-8) na equagao (6-7) e

tendo em vista a equacao (6-12), para amortecimento:

> {Autn + Dutn + Buiin + Eny + Cniy } yn(2) = Q1) (6-13)

n=1
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sendo
2 2
o Blw | w _ R
A = gl 0 Dn—2<m(EI+GA)
B (ML my (M, _mw
no= P (EA+GA>+(EI+EGA%)
2(m m?
B, = =" __m 14
" EGA2k’ Cn EGA2k (6-14)

com A, >0,B,>0 A,>B, D,>0 E,<0eC, >0.

Multiplicando a equagao (6-13) por y,,(z) e integrando de zero a L, obtém-

se, pela condicao de ortogonalidade,

) . 2 L
At + Dudin + B + Bl + Colfy = = / Oz, yn(z)dz  (6-15)
0
ou

Uma solugao particular para esta equagao (com todas as constantes de
integragao nulas) tem a forma:
¢ eai(t —7)
gn(t) = / Fo(r)Y ————dr, A;= Dy +2B,q; + 3B, + 4C0
o A,
(6-17)
onde «a; sdo as 4 raizes de A,, + D,,o;; + B,o;2 + E,a;> + Cha;* = 0.

A seguir, serao desenvolvidas solucoes para uma viga esbelta e alguns

casos particulares de carregamento.

6.2
Primeiro caso: Viga esbelta com amortecimento
Para o caso particular de uma viga esbelta, tém-se na equacao (6-14):
2(m

m
b EI EI

Assim, a equacdo (6-13) se expressa:
- 2¢m m 1
4 . ..
n 4Yn T 4n ~r4n () E—— 6-18
nEZI{ﬁ Gn + 74 +E]q}y(x) 774 (6-18)
Pode-se definir §,* = 2 onde w,, # w,. Substituindo esta expressao

EI°™
em (6-18), obtém-se

= 1
> A@2n + 20 + Gn} yn() = —q (6-19)
n=1
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ou, eliminando-se y, ()

Do + 26 + G =F,  n=12 . (6-20)
9 L
em que F), = ——/ qydz.
mL J,
Por fim, utilizando a equagao (6-17)

7) [e(f\/w—f@i%)(t#) _ oV@=Ci=0t-1] g

(6-21)

1 t
Gn = = / Q(
mL~/@? — (2% Jo

A partir desta equacao pode-se obter os casos particulares de impacto e

carga moével, para viga esbelta.

6.3
Segundo caso particular: Carga Impulsiva
De acordo com equagdo (6-7), podemos representar o carregamento
Q(z,t) na forma
m 1 1
P . R
Qe t) = ~Faam Gan? ~ &if
Para o caso particular de uma carga de impacto, cuja expressao ma-
tematica ¢é q(z,t) = Po(xz —£)d(t), onde d é o delta de Dirac, a equagao (6-22)

assume a forma

Q("Eat) ==

(6-22)

m

_r L 1
sanL P = €3(t) + PO (z = §)8(t) — 7 Po(x — ) (1)

G Ak El
(6-23)

Tem-se que

/0 5(x — &) (x)dz = f(2), / 5 — ) f(x)de = —f1(€)
/O §'(z— &) f(2)d = f/(€), para  0<E<L.  (6:24)

onde £ é a coordenada ao longo de x do ponto de aplicagao do impacto .

Utilizando a definigao de F}, dada na equagao (6-15), obtemos

/ Q(z,t) sin B,xdx = —smﬁn£ {EGZLQ o(t) — (szm + —) (5(75)}
(
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Utilizando a equagao (6-17)

m ozfeait ﬁnz 1 eait
BEGA? 2« A, (GA/{ * E) ; A,

7 K

2P

qn(t) = 17 sin 3,§

(6-26)

obtém-se a solugao no dominio do tempo para a carga de impacto.

E por fim, de acordo com a equacao (6-8)

= 2P m a2l B 1 et
= : : 1
y(z,1) nz::l 7 sin 3,§ sin 3, x FGA%r 2+ A, + <—GA/£ + E]) %: A

(6-27)

obtém-se a expressao para a solu¢ao particular da equagao (6-7) para uma

carga de impacto.

6.4
Terceiro caso particular: Carga movel

Uma carga moével pode ser representada por
q(z,t) = Pé(x — V't), 0<Vt<L (6-28)

onde V ¢ a velocidade uniforme com que a carga se movimenta.

Utilizando novamente a equagao (6-15), obtemos

2P [E [ —mV? 1 ; 1 ,
F, = 7/, [(EGA% + GAFL) 3 (x—=Vt)— E&(w — Vt)} sin B, xdx
(6-29)
Observar que
82(5<$ - Vt) 1 . 625(37 - Vt) 2

Integrando a equagao (6-29) e agrupando-se os termos chega-se a ex-

pressao para Fj,.

(6-31)

. 2P [mB3,*V? B’ N 1
" L | EGA2k GAx FEI

Obtém-se, a partir da equacao (6-17):

_2r mB,2V? B B> N L Z B,V (€% — cos 3,V1t) — aysin 3,V
- L [EGA*k  GAr  EI| 4= (a2 + 3,2V2) A,

qn(t)

(6-32)
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A solucao particular final para uma carga moével de acordo com a equacao

(6-8) tem a forma

B,V (€% — cos 3,Vt) — a;sin 3, V't
Z <— SlnﬁnxQ Z (CYZ + /6”2‘/2) ; )
(6-33)

(6-34)

onde 0 _ mﬁnZVQ_ 5n2 . 1
" | EGA’%k GAxk EI

O resultado acima pode ser dado diretamente para valores numéricos e
n = 1,2, ..., usando de preferéncia uma rotina em maple. Para amortecimento
nulo, em ambos os casos particulares, o resultado pode ser obtido em forma

explicita, considerando na equagao (6-13), D, =0e E, = 0.
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7
Exemplos Numéricos

7.1
Trecho de ferrovia submetido a uma carga subita

Considere um trecho de ferrovia constituida por 10 dormentes sujeito a
uma carga subita P(t) constante e igual a 100k N, aplicada na posi¢ao indicada
na figura (7.1), correspondente ao né localizado imediatamente acima do quinto

dormente.

§1 %2 5 9 10
L& | SN S— T

Figura 7.1: Posicao do carregamento.

Para cada um dos modelos, as matrizes globais de rigidez, massa e
amortecimento sao obtidas de acordo com a numeracao indicada nas figuras
(5.8), (5.7) e (5.5) , e desenvolvidas utilizando a abordagem mostrada na se¢ao
(3.4).

A resposta transiente do sistema é obtida utilizando a formulagao desen-
volvida nas segoes (3.5)-(3.6). As propriedades fisicas do trilho, dormentes e
palmilhas sdo dadas nas tabelas (5.1) a (5.3), respectivamente.

Primeiramente sera apresentado os resultados obtidos em cada modelo
para em seguida iniciar uma analise comparativa dos mesmos, avaliando a
convergéncia quando se varia o numero de termos da expansao em série das
matrizes.

Para o modelo 2, figura (5.8), sdo plotados os deslocamentos normalizados
em relacdo ao valor estatico obtido no grau de liberdade #9 (Fator de

amplificacao) nos pontos nodais central e extremo do trecho sugerido.
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006 08

0.6

04

0.2
-0.02

-0.04
Y 002 003 004 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

tempo tempo

Figura 7.2: Resposta para uma carga Iigura 7.3: Resposta para uma carga
sibita no primeiro né, grau de li- subita no quinto no, grau de liberdade
berdade 1 para n=2 e deslocamento 9 para n=2 e deslocamento estatico
estético dy = 1,20.10 %m, modelo 2. do = —2,86.10~*m, modelo 2.

16f © ¢ 1
1.4F ©

12} ¢

deslocamento normalizado
[
T

0.6} i

0.4H 1

0.2

0 Il Il Il Il Il Il
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
tempo

Figura 7.4: Comparacao das respostas obtidas no grau de liberdade #9,

variando n de 1 (termos na ordem de w e w?) até 3 (termos de ordem de

w5 e wb), model 2.

Os resultados mostram que os deslocamentos oscilam em torno da res-
posta estatica, ou seja, as amplitudes diminuem rapidamente devido ao amor-
tecimento, até convergirem ao valor unitario. Na figura (7.2) a amplificacao é
pequena, na ordem de 12% do deslocamento estatico obtido no grau de liber-
dade 9 . Na figura (7.3), ponto onde é aplicada a carga, a amplificagdo é na
ordem de 40% maior que a resposta estatica. Observa-se na figura (7.4) que
os resultados obtidos utilizando n = 2 e n = 3 sao préximos comparados com

n=1. Nota-se que ha uma variacao na resposta permanente quando se varia n

pelo trancamento da série de freqiiéncias.
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Nas figuras (7.5) a (7.8) sado plotados os deslocamentos nodais do model

3, figura (5.8), em alguns pontos do trilho e dormentes.

0.8

06

0.4

0.2

°

0.01 0.02 0.03 0.04

o
o
g

002 003 004
tempo

tempo

Figura 7.5: Resposta para uma carga Figura 7.6: Resposta para uma carga
retangular do grau de liberdade 1, retangular do grau de liberdade 13,

model 3, para n=3 e deslocamento model 3, para n=3 e deslocamento
estatico do = 1,24.10~5m. estético dy = —3,34.10"*m.

004
001 052 003 0.04 0.01 0.02 0.03 004

tempo

tempo

Figura 7.7: Resposta para uma carga Figura 7.8: Resposta para uma carga
retangular no primeiro dormente, retangular no quinto dormente, grau
grau de liberdade 3 fixando n=3 e de liberdade 15 fixando n=3 e dy =
do = —1,50.10~%m, model 3. —2,45.10"*m, modelo 3.

Nos pontos nodais onde a carga foi aplicada, figuras (7.6) e (7.8), o
sistema oscila com amplificagdes de 1.4 e 1.5 (em relagdo ao deslocamento
estdtico do grau #15), respectivamente; e devido ao grande amortecimento,
rapidamente converge a resposta estatica. Nos pontos extremos, figuras (7.5) e
(7.7), hd uma pertubagao inicial com amplitudes pequenas que apds um curto

intervalo de tempo tente a resposta estatica.
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1.6

141

deslocamento normalizado

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
tempo

Figura 7.9: Comparacao das respostas obtidas no quinto dormente , grau #15,
variando n de 1 (termos na ordem de w e w?) até 3 (termos de ordem de w® e
w%), modelo 3.

Na figura (7.9) percebe-se novamente que os resultados sdo melhores com
o uso de mais matrizes de massa e amortecimento.
Para modelo 5, figura (5.5), sdo plotados nas figuras (7.10) a (7.13) os

deslocamentos normalizados nos mesmos pontos nodais do modelo 3.

0.8

0.6

0.4

0.01 0.02 0.03 0.04 0 0.01 0.02 0.03 0.04

tempo fempo

Figura 7.10: Resposta para uma carga Iigura 7.11: Resposta para uma carga
retangular do grau de liberdade 1, retangular do grau de liberdade 21,

modelo 5, para n=3 e deslocamento modelo 5, para n=3 e deslocamento
estético dy = 7,02.10 % m. estético dy = —3,57.10*m.
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-0.02

-0.04

-0.06

tempo

Figura 7.12: Resposta para uma carga
retangular no primeiro dormente,
grau de liberdade 3, modelo 5, fixando

n=3 e dy = 3,66.10 %m.
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0.8

06

04

0.2

0.02

tempo

Figura 7.13: Resposta para uma carga
retangular no quinto dormente, grau
de liberdade 23, modelo 5, fixando
n=3e dy = —2,80.10"*m.

1.6

o
©
©
N
©
£
o
<
=}
<
(O]
IS
]
8

- 0.4 1
(0]
©
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O —_—n=2 -
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0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035
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0.04

Figura 7.14: Comparacao das respostas obtidas no quinto dormente , grau de
liberdade 23, variando n de 1 (termos na ordem de w e w?) até 3 (termos de

ordem de w® e w%), modelo 5.

Percebe-se que o sistema apresenta o mesmo comportamento dos modelos

anteriores, ou seja, oscila e tende rapidamente a resposta estatica. Na figura

(7.14) pode-se verificar a convergéncia dos resultados. Nota-se ainda nessa

mesma figura que o modelo 5 apresentou uma maior aproximacao dos mesmos

quando se varia n, comparados aos obtidos nos modelos 2 e 3.
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7.1.1
Analise comparativa dos modelos 2, 3 e 5

Nas figuras (7.16) e (7.17), sao plotados os deslocamentos normalizados
obtidos nos modelos 3 e 5 em um mesmo ponto (quinto dormente), num
certo intervalo de tempo. Observa-se que os resultados apresentam uma boa

aproximacao, que melhora a medida que aumenta-se o nimero de matrizes.

1.6

141 b

1.2r b

0.8 b

0.6

0.4

deslocamento normalizado

0.2

—— modelo 5
modelo 7

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
tempo

Figura 7.15: Resposta para uma carga subita no quinto dormente para n=1,
modelos 5 e 7.

16

deslocamento normalizado

0 modelo 3 |
—— modelo 5
_02 1 1 1 1 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
tempo

Figura 7.16: Resposta para uma carga retangular no quinto dormente para
n=1, modelos 3 e 5.
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1.6
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0.4 b

deslocamento normalizado

0 ——— modelo 3
—— modelo 5

1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
tempo

Figura 7.17: Resposta para uma carga retangular no quinto dormente para
n=3, modelos 3 e 5.

Na figura (7.18), sao plotados os deslocamentos nodais dos dormentes
no ponto imediatamente abaixo do trilho (ver figuras (5.7) e (5.5)) obtidos ao

longo do trecho de ferrovia, para um certo valor de tempo.

0.5

.05 i
£
[72]
e -1t .
C
[}
e
S gl ,
s -1
w
o}
o
_27 ]
—©—— model 3n=1
i —#&—— model3n=3 ||
-2.5 ——o—— model 5 n=1
—s—— model 5n=3
_3 | | | | | | | | |
0 0.545 1.09 1.635 2.18 2725 3.27 3.815 4.36 4.905

x (m)

Figura 7.18: Deslocamentos nodais dos dormentes para t=0,05s variando o
valor de n, modelos 3 e 5.

Nota-se que na regiao central da figura (7.18) ha uma diferenca no valor
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do deslocamento do modelo 3 obtido variando-se n. Conforme visto na tabela
(7.1), na expansao com n=3, ou seja, com mais matrizes, os deslocamentos
tendem a serem menores que os obtidos para n=1, pelo acréscimo de rigidez,
massa e amortecimento ao elemento. Comparando-se os modelos, os resultados
obtidos para n=1 no modelo 3 sao proximos aos obtidos no modelo 5. Isso
acontece porque no modelo 3 o grau de liberdade que representa o dormente
detém as propriedades dos graus de liberdade presentes no modelo 5, incluindo
a do grau de liberdade comparado.

Nas figuras (7.19) a (7.22) s@o plotados os deslocamentos ao longo do
trilho e dormentes obtidos nos modelos 3 e 5. Percebe-se ao se variar n no
modelo 5 que ha pouca alteracoes nos resultados. No modelo 3, é notada uma

diferenca comparando-se os resultados utilizando n=1 e n=3.

model 3 (x107%) | model 5 (x107°)

né | n=1 n=23 n =1 n =23
1| 10,5835 | 9,7948 8,0892 4,4648
2| §,7301 8,3127 10,2888 | 14,1814
3 | -24,4846 | -25,959 | -23,1966 | -20,7618
4 | -137,864 | -133,612 | -140,719 | -146,376
5 | -271,801 | -245,186 | -276,415 | -276,875
6 | -135,655 | -131,918 | -136,999 | -138,092
7 | 21,5031 | -24,1037 | -20,377 | -17,5002
8 | 11,2053 | 10,7479 11,189 9,7739
9 | 11,2511 | 9,9793 8,8333 6,157
10 5,643 3,3641 4,9514 5,3297

Tabela 7.1: Valores dos deslocamentos nodais (x107%) dos dormentes ao longo
do trecho, modelos 3 e 5 fixando t=0,05s.
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—4 . . . . . . . . . —4 . . . . I . . . .
0 0545 1.09 1.635 218 2725 3.27 3.815 4.36 4.905 0 0.545 1.09 1.635 2.18( 2).725 327 3815 4.36 4.905
x(m

Figura 7.19: Deslocamentos nodais ao  Figura 7.20: Deslocamentos nodais ao
longo do trilho para t=0,05s, modelo longo do trilho para t=0,05s, modelo
3. D.

Nas figuras (7.23) e (7.24) pode-se observar que os valores dos desloca-

mentos ao longo do trilho obtidos no modelo 2 sao menores aos obtidos no
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0.5

Deslocamentos

-2.5F - n=1
-& n=2
—<- n=3

-3 . . . . . . . . .
0 0545 1.09 1.635 218 2725 327 3815 4.36 4.905
X (m)

Figura 7.21: Deslocamentos nodais ao
longo dos dormentes para t=0,05s,
modelo 3.

-4

x 10
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|
4
2

Deslocamentos (m)
iN
2

-2.5r —o n=1
- n=2

—— n=3

0545 1.09 1635 218 2725 3.27 3815 4.36 4.905
x(m)

Figura 7.22: Deslocamentos nodais ao
longo dos dormentes para t=0,05s,
modelo 5.

0.5

(m)

Deslocamentos

— o model2n=1
—s— model 2n=2 |]

3 ———  model 2 n=3
——6— model 3n=1
-3.5¢ —&——  model 3n=2 |]
—%— model 3 n=3
-4

0 0545 109 1635 218 (2.)725 3.27 3.815 436 4.905
X (m

Figura 7.23: Comparacao dos deslocamentos nodais ao longo do trilho para
t=0.05s variando o valor de n, modelos 2 e 3.

modelo 3 e 5. Isso se deve novamente ao fato que no modelo 2 o grau de li-

berdade referente ao deslocamento vertical do trilho detém as propriedades do

dormente, de acordo com as condensagoes feitas na se¢ao (5.4).
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Deslocamentos (m)

A\ \/ ——e—— model 2 n=1
-3t f ——s— model 2n=2 | |
ENs —<—— model 2 n=3

AE | o model 5 n=1
-3.5 B o model 5n=2 |7
< model 5 n=3

4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0545 109 1635 218 2725 3.27 3815 436 4.905
x (m)

Figura 7.24: Comparacao dos deslocamentos nodais ao longo do trilho para
t=0,05s variando o valor de n, modelos 2 e 5.

7.2
Pulso retangular

Com o intuito de observar o comportamento dos modelos para uma acao
de curta duragao, aplica-se o pulso retangular, equacao (7-1), com Py = 100kN

e t; = 0,04s, na mesma posigao indicada na figura (7.1),

A

Po

ts

Figura 7.25: Pulso retangular.

P(t) = P,Heaviside (t) Heaviside (t; — t) (7-1)
onde a funcao Heaviside assume valor 0 para t < 0 e 1 para t > 0, podendo

ser definida pela relacao
d
%(Heaviside(t)) = 0(t) (7-2)

onde § é o delta de Dirac.
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Para cada um dos modelos, sao plotados ao longo do tempo os desloca-

mentos verticais obtidos no primeiro e quinto nés do trilho e nos pontos nodais

referentes aos dormentes localizados imediatamente abaixo.

3e-05

2e-05

1e-05

~1e-05

~2e-05

tempo

Figura 7.26: Deslocamento obtido no
primeiro no, grau de liberdade 1 para
n=2 , modelo 2, para um pulso retan-
gular.

0.0001

~0.0001

~0.0002

~0.0003

~0.0004

tempo

Figura 7.27: Deslocamento obtido no
quinto no, grau de liberdade 9 para
n=2 , modelo 2, para um pulso re-
tangular.

0.0001

—0.0001 -}

d(m)

—0.0002 !

-0.0003 - |

—0.0004

0.01 0.02

0.03

tempo

0.04 0.05 0.06

Figura 7.28: Comparacao dos deslocamentos obtidos no quinto no, grau de
liberdade 9, variando n de 1 (termos na ordem de w e w?) até 3 (termos de

ordem de w® e w%), modelo 2.

Nas figuras (7.26) e (7.27) sao plotados os deslocamentos obtidos no

modelo 2. Pode-se observar que durante o pulso (t < ¢;) os deslocamentos

oscilam em torno do valor correspondente ao deslocamento estatico da carga

retangular do exemplo anterior. Apés o pulso (¢ > t1) os deslocamentos passam

a oscilar em torno de zero diminuindo exponencialmente até assumirem o valor

nulo.
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Ainda no modelo 2, na figura (7.49) verificamos o comportamento do

deslocamento variando n. Assim como no exemplo anterior percebe-se que os

resultados utilizando mais matrizes sao mais préoximos.

Nas figuras (7.31) a (7.34) sao plotados os resultados obtidos nos modelos

3 e 5.

tempo

Figura 7.29: Deslocamento obtido no
trilho, grau de liberdade 1 para n=3 ,
modelo 3, para um pulso retangular.

3e-05

2e-05

1e-05

Figura 7.30: Deslocamento obtido no
trilho, grau de liberdade 1 para n=3 ,
modelo 5, para um pulso retangular.

Figura 7.31: Deslocamento obtido no
primeiro dormente, grau de liberdade
3 para n=3 , modelo 3, para um pulso
retangular.

Figura 7.32: Deslocamento obtido no
primeiro dormente, grau de liberdade
3 para n=3 , modelo 5, para um pulso
retangular.

O comportamento dinamico ¢ similar ao obtido no modelo 2. Nota-se nas

figuras (7.29) e (7.30) que na regido proxima a origem dos eixos, principalmente

no modelo 5, hd uma maior pertubagao comparada ao modelo 2, figura (7.26).

Isso ocorre porque no modelo 2 houve a condensacao do grau de liberdade que

representa o deslocamento do dormente no trilho.

Na figura (7.34) percebe-se que ao variar n, o modelo 5 é menos sensivel

a alteragdes nos valores dos deslocamentos, ja no modelo 3, figura (7.33), essa

diferenca é notada.
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~0.0001 ~0.0001

d(m)

| -0.0002
~0.0002

~0.0003
-0.0003

-0.0004

tempo

tempo

Figura 7.33: Deslocamento no quinto Figura 7.34: Deslocamento no quinto
dormente, grau de liberdade 15 , mo- dormente, grau de liberdade 23 , mo-
delo 3, para um pulso retangular. delo 5, para um pulso retangular.

7.3
Comparacao dos resultados entre os modelos 2, 3 e 5

Nas figuras (7.35) e (7.36) sao feitas comparagoes entre os resultados
obtidos no modelos 2 com os modelos 3 e 5, respectivamente com ¢t = 0, 003s,
lembrando que o resultado comparado é o deslocamento do grau de liberdade
vertical dos trilhos.

Por fim, nas figuras (7.37) e (7.38) sdo comparados os resultados obtidos
para os deslocamentos verticais ao longo do trilho e dormentes obtidos nos
modelos 3 e 5 com t = 0,003s.

x 10~ x 10~

Deslocamentos (m)
Deslocamento (m)
|
N

-4t

model 2 n=1

4 model 2 n=3 | |
——6&— model 3 n=1
—&—— model 3n=3

o model 2 n=1]
o model 2 n=3|
—— model 5 n=3|
—©— model5n=1

-5 1 1 . I . . . . . -6 . . . . . . . . .
0 0545 1.09 1635 218 2725 3.27 3815 4.36 4.905 0 0545 1.09 1635 218 2725 3.27 3815 4.36 4.905

x (m)

Figura 7.35: Comparacao dos deslo-
camentos nodais ao longo do trilho ,
modelos 2 e 3, para um pulso retan-
gular.

X (m)

Figura 7.36: Comparacao dos deslo-
camentos nodais ao longo do trilho ,
modelos 2 e 5, para um pulso retan-
gular.

Observando esses tltimos resultados, nota-se a correspondéncia entres os

modelos. Devido ao processo de condensacao, ha uma diferenca de resultados,
principalmente entre os modelos 2 e 5. Nas comparagoes entre os desloca-
mentos verticais ao longo do trilho e dormentes percebeu-se que o valor do

deslocamento ¢ menor nos modelos 2 e 3 comparado ao modelo 5.
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x 10~

Deslocamentos (m)

model 3 n=1

model 3n=3 ||
——6—— model 5n=1
—— model 5n=3

6 ‘ ‘ A ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0545 109 1635 218 2725 327 3815 436 4.905
x(m)

Figura 7.37: Comparacao dos deslo-
camentos nodais ao longo do trilho |,
modelos 3 e 5, para um pulso retan-
gular.

7.4
Pulso Triangular simétrico

91

x10™

Deslocamentos (m)

model 3 n=1
model 3n=3 ||
——o— model 5n=1
—— model 5n=3

-4

5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0545 1.09 1635 218 2725 327 3815 436 4.905
x (m)

Figura 7.38: Comparacao dos desloca-
mentos nodais nos dormentes , mode-
los 3 e 5, para um pulso retangular.

Considera-se como solicitacdo o pulso triangular da figura (7.40) com

Py = 1000kN e t; = 0,04s atuando em

i P(t) i P

trés pontos nodais, figura(7.39).

7 i T

9
T

L %
. - R

(t) P()
5

Figura 7.39: Posicao do carregamento.

-
ot

Figura 7.40: Pulso triangular.

2P,

0 .y _ t
P(t) = — Heaviside (t) Heaviside (51 — t) t+

t
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t
Heaviside (t - 51) Heaviside (t; —t) (t; —t) (7-3)

Sao plotados nas figuras (7.41)-(7.43) os deslocamentos nodais verticais
ao longo do trilho e dormentes (ponto imediatamente abaixo do trilho) obtidos
nos modelos 2, 3 e 5 em relacdo ao modelo 7 (nao condensado). O modelo 5
apresentou resultados quase idénticos aos obtidos no modelo 7 (nao conden-
sado). Comparando-se os modelos 3 e 7, percebe-se uma pequena diferenga
nos resultados. O modelo 2 apresentou a maior diferenca, devido ao grande

nimero de condensagoes.

-3
10
1 X T T T T

P(t)l P(t)\ P(t)\

Deslocamentos (m)

model 2 n=1
model 2 n=3 | 4
——6— model 7 n=1
—F®— model7n=3

6 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.545 1.09 1.635 218 2725 3.27 3.815 4.36 4.905
x (m)

Figura 7.41: Comparacao dos deslocamentos nodais no trilho obtidos nos
modelos 2 e 7 para t=0,025s.
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Figura 7.42: Comparacao dos deslocamentos nodais no trilho obtidos nos
modelos 3 e 7 para t=0,025s.
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x (m)

Figura 7.43: Comparagao dos deslocamentos nodais no trilho obtidos nos
modelos 5 e 7 para t=0,025s.
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Figura 7.44: Comparacao dos deslocamentos nodais nos dormentes obtidos nos
modelos 3 e 7 para t=0,025s.
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Figura 7.45: Comparagao dos deslocamentos nodais nos dormentes obtidos nos
modelos 5 e 7 para t=0,025s.

7.5
Sistema com amortecimento reduzido

Utilizando as propriedades listadas nas tabelas (5.8), (5.9) e (5.10),

avalia-se agora o comportamento dos modelos quando se reduz consideravel-
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mente o amortecimento.

-4

x 10

15

(m)

Deslocamento

35 35
I n
WN P

-15 I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

- Tempo (s) '

Figura 7.46: Deslocamento no primeiro dormente obtido no modelo 3, variando
o nimero de matrizes de massa e amortecimento e P(t) = 100kN.

Com pouco amortecimento, o sistema oscila sem se notar uma redugao
nas amplitudes nos primeiros instantes. Na figura (7.46) observa-se o compor-
tamento do deslocamento no primeiro dormente obtido no modelo 3, variando
n.

Percebe-se, figuras (7.47) e (7.48), a aproximacao dos resultados obtidos
nos modelos 3 e 5 . Na figura (7.49) é notada uma varia¢do maior dos valores
nodais dos deslocamentos ao longo dos dormentes, entre os modelos 3 e 5 se

comparados aos resultados obtidos no primeiro exemplo.
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Figura 7.47: Deslocamento no primeiro dormente imediatamente abaixo do
trilho, modelos 3 e 5 para n = 2.
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Figura 7.48: Deslocamento no quinto dormente imediatamente abaixo do trilho,
modelos 3 e 5 para n = 2.
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Deslocamento (m)

model 3 n=2
-2.51 model 3n=3 |
—0—— model 5 n=2

—— model 5 n=3

0 0545 1.09 1635 218 2725 3.27 3815 436 4.905
x (m)

Figura 7.49: Comparacao dos deslocamentos nodais obtidos nos dormentes,
imediatamente abaixo do trilho , modelos 3 e 5.

Pulso retangular

= = = = Model 2
Model 3

Model 5 7

_5 I I I I I I I I I
0 0.545 1.09 1.635 2.18 2.725 3.27 3.815 4.36 4.905

x (m)

Figura 7.50: Deslocamentos nodais dos trilhos obtidos variando ¢ e fixando
n=1.
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T
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0 0.545 1.09 1.635 218 2.725 3.27 3.815 4.36 4.905
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Figura 7.51: Deslocamentos nodais dos trilhos obtidos variando ¢ e fixando
n=.3a.

Para o pulso retangular, (7-1), nas figuras (7.50) e (7.51) s@o plotados os
deslocamentos nodais do trilho, englobando todos os modelos e fixandon =1 e
n = 3, respectivamente. O modelo 2 apresenta a maior dispersao de resultados,
comparada aos modelos 3 e 5. Pode-se observar que os resultados obtidos nos

modelos 3 e 5 sao praticamente idénticos, principalmente para n = 3.

7.6
Trecho de ferrovia com 20 dormentes

Utiliza-se o modelo 7, figura (7.52), para simular um trecho de ferrovia
constituida por 20 dormentes. Como solicitagao aplica-se uma carga subita de

intensidade igual a Py = IMN no grau de liberdade 64 de cima para baixo.

T 1 . T 8 T 64 T 127 T 134
2 Trilho 9 Il 65 || 128 135
( H \l \l

B Y I Y
Dormente %Palmllha é} é}
E \4 057 \11 O‘M \\67 O‘70 ‘ 130 03133 ‘ 137 5140
ﬁ%%? #% é%% L i L IEDEL TR

2 69 131 120 132 [13s  [136 1139

Lastro

Figura 7.52: Distribuicao dos graus de liberdade nodais no trecho simulado

Na figura (7.53) sao plotadas as 140 freqiiéncias do problema em ordem
crescente. Devido a simetria do problema, verifica-se a presenga de zonas onde

os valores das freqiiéncias sao préximas (trecho horizontal do grafico).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410750/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0410750/CA

Capitulo 7. Exemplos Numéricos 99

4
10°} #
jhy
ha
hy
I
Iy
Iy
&
8 #
10+ . i
+
+
&
< M
107 L %ﬁ |
W
106 wﬁ*‘& J
0 20 40 60 80 100 120 140

Figura 7.53: Freqiiéncias (ao quadrado) em ordem crescente

Na figura (7.54), sao plotados os modos de vibragao ¢1, ¢o, ¢s4, Gs5, Poa
e ¢g5 da estrutura . Observa-se que os modos ¢, ¢ € pgs 880 simétricos e que

0s modos ¢g4, Pg5 € ¢g5 sao anti-simétricos.

x107°

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 7.54: Modos de vibragao ao longo dos dormentes (x1073m)

A resposta transiente dos graus de liberdade 64 e 1 s@o mostradas nas

figuras (7.55) e (7.56).
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Figura 7.55: Amplificacdo no grau de  Figura 7.56: Amplificacao no grau de
liberdade # 64, para n = 2. liberdade # 1, para n = 2.

Percebe-se que a amplificagao obtida no grau de liberdade 64 é de 1,5
vezes o valor do deslocamento estdtico (dy = 3,61.107%m) nesse mesmo nd. No

grau de liberdade 1, a amplificacdo em relacao ao né central é bem reduzida
(0,045dy).
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Conclusao

8.1
Sobre o0 método de formulacao dos elementos finitos desenvolvidos em
séries de freqiiéncia.

O método hibrido de elementos finitos utilizado na formulacao dos
elementos unidimensionais de viga e treliga, permite o tratamento de problemas
dependente do tempo no contexto do dominio da freqiiéncia para quaisquer
condigoes de contorno.

O desenvolvimento em série das matrizes fornece resultados préximos da
solucdo analitica, como verifica-se na figura (4.5), comparada a teoria classica
que utiliza apenas uma matriz de rigidez, massa e amortecimento. A utilizacao
de técnicas avancadas de superposicao modal permite a conversao de problemas
no dominio da freqiiéncia para o dominio do tempo, como alternativa ao uso
de transformadas.

Embora nao implementada neste trabalho, a analise modal permite a
consideracao de condigoes iniciais nao homogéneas e de carregamentos gerais,
inclusive cargas maéveis.

Na modelagem dos elementos, uma desvantagem ¢é o tempo de pro-
cessamento dos dados quando utilizamos termos de alta ordem na série de
frequiéncias. Isso pode ser contornado em problemas nos quais os elementos
sao iguais, e assim necessitam apenas que se calculem as matrizes para um

unico elemento, para entao repeti-las nos demais elementos.
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8.2
Quanto ao modelo de interacao

O modelo de interacao de dinamica desenvolvido neste trabalho, embora
académico e sem base experimental, mostrou-se adequado para uma analise de
efeitos dinamicos provenientes de solicitagoes subitas e forcas de curta duracgao.

Uma contribuigao preliminar do trabalho diz respeito ao desenvolvimento
de solucoes particulares em uma viga de Timoshenko para o caso de solicitacoes
na forma de forgas impulsivas e cargas moéveis.

Neste trabalho, também foi implementada e testada uma técnica de
condensacao dinamica dos graus de liberdade internos em varios niveis de
condensacao. Os modelos resultantes do processo de condensacao em geral
apresentaram resultados satisfatorios, tanto para uma carga subita quanto
para uma acao de curta duragao. Entretanto, comparando-se os modelos deve-

se destacar que:

e O modelo 5, resultante do primeiro nivel de condensacao, apresenta
resultados muito préximos aos obtidos modelo 7 (modelo onde nao houve

condensagao).

e O modelo 3, resultante do segundo nivel de condensacao, apresenta resul-
tados proximos aos modelos 5 e 7. Observa-se que houve correspondéncia,
tanto em termos de deslocamentos nodais ao longo do tempo, como das

freqiiéncias de vibracao, principalmente para n=3.

e O modelo 2 (com um nimero menor de graus de liberdade resultante
do terceiro nivel de condensacao) apresenta a maior diferenga de resul-
tados comparado ao modelo 7 . Porém tomando-se como parametro de
comparacao as freqiiéncias de vibragao do modelo, nota-se que para uma
expansao com um nimero maior de matrizes, os resultados se aproximam
do obtidos nos modelos 3, 5 e 7, figura(5.12), comprovando a convergéncia

do modelo.
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8.3
Sugestoes para trabalhos futuros

Como sugestoes para trabalhos futuros em continuagao ao que foi desen-

volvido neste trabalho, apresentam-se:

e A realizacdo de medicoes experimentais, ao longo de uma ferrovia, para
a obtencao dos parametros fisicos do lastro e demais componentes, além

da medicao in loco de deslocamentos e aceleragoes.

e A utilizagao de modelos bi e tridimensionais na modelagem dos elementos

constituintes da via férrea, principalmente o lastro e o dormente.

e O célculo de deslocamentos e aceleragoes em pontos internos dos elemen-

tos considerando o efeito de uma massa maovel.
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A
Procedimento de transferéncia de dados entre Maple, Fortran
e Matlab

A implementagao computacional dos elementos unidimensionais de viga e
trelica utilizados na modelagem de uma via férrea foi feita utilizando o software
Maple. Para cada elemento, as matrizes de rigidez, massa e amortecimento
foram obtidas utilizando-se de um desenvolvimento em série em funcao de
uma freqiiéncia circular de vibragao w. Como resultado deste desenvolvimento,
chega-se a um problema de autovalor nao-linear. O problema é solucionado
por um método interativo de sub-espago denominando Jacobi-Davidson .
Utilizando-se desses conceitos, (Dumont-2006-1) desenvolveu uma rotina em
fortran para solucao geral de problemas de autovalor nao-linear. Entretanto,
como as matrizes foram desenvolvidas em Maple, houve a necessidade de criar
um procedimento de interacao entre Maple e fortran, onde os dados de entrada
sao fornecidos pelo Maple e os autovalores e autovetores sao calculados pela
rotina NL_ eigen_complex em fortran.

A seguir, é apresentado o procedimento utilizado para obtencao dos
autovalores e autovetores, fazendo-se uso da rotina NL_ eigen_complex
(Dumont-2006-1).

Procedimento para entrada de dados

Entrada de dados

net Dimensao das matrizes
nw Numero de matrizes de massa
nn Numero de linhas da matriz

num_inter  Numero limite de interacoes
Gravando as matrizes
[1] arql:=* K.txt ©: Nomeando o arquivo txt
[2] fd1:=fopen(arql,WRITE,TEXT): Declara a fun¢ao do arquivo txt
[3] fprintf(arql,’ %q \n‘,‘exemplo com elementos de Ferrovia‘): Gravando o
titulo do arquivo txt

[4] fprintf (arql, %g %g %g \n ¢ , net, nw, num_ iter): Gravando, respectiva-
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mente, a dimensao , o numero de matrizes e o limite de interacoes no arquivo
txt

[5] Inicio do Loop para armazenamento das matrizes

[5.1] for inw from 0 to nw doPercorrendo o nimero de matrizes

[5.2] for i to net do Percorrendo o nimero de linhas

[5.3] for j to net do Percorrendo o nimero de colunas

[5.4] fprintf(arql, * %.16E \t *, Kestiny,, ,): Gravando as matrizes no arquivo
arql.txt

[5.5] od: Fim do loop [5.1]

[5.6] fprintf(arql,’ \n ¢): Imprime as matrizes em arql.txt

[5.7] od: od: Fim dos loops [5.2] e [5.3]

[6] fclose(arql): Fecha o arquivo arql.txt

[7] system(NL_ eigen_ complex): Chama a rotina em fortran que determina
0s autovalores e autovetores do problema

[8] npal Nimero de palavras no titulo (exemplo: Teste com elementos de Fer-

rovia = 5 palavras)

Procedimento para saida de dados

Lendo Autovalores Reais
9] arq:=" Omega_ phi.txt ‘: Nomeia o arquivo de saida dos autovalores
10] fd:=fopen(arq,READ, TEXT): Abre o arquivo de saida dos autovalores
11] titulo:=vector(npal,0): Cria um vetor para armazenar o titulo
12] for i to npal do Loop para armazenar o titulo
12.1] titulo;:=fscanf(fd, %s ‘)nj: Leitura do titulo
12.2] od: Fim do loop [12]

12.3] print(titulo); Imprime na tela o titulo

n: fscanf(fd %d )y Leitura do mimero de matrizes de massa
nu

]
14]
]
Jw

15 _iter:=fscanf(fd," %d ‘)nj; Leitura do nimero limite de interacoes
16 vector(nauto, 0): Cria um vetor nulo para armazenar os autovalores
16.1] for i to nauto do Loop para armazenar os autovetores

16.2] w;:=fscanf(fd," %f ‘)n;: Leitura dos autovalores

16.3] od:Fim do loop [16.1]

16.4] print(w); Imprime na tela os autovalores

[
[
[
[
[
[
[
[13] nauto:=fscanf (fd,* %d ‘)p; Leitura do nimero de autovalores
[
[
[
[16
[
[
[
i

7] ®:=matrix(nauto, nn, 0): Cria wma matriz nula para armazenar os
autovetores
[17.1] for i to nauto do Loop para leitura do nimero de autovalores

[17.2] for j to nn do Loop para leitura do nimero de colunas
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®; j:=fscanf(fd," %f *)n): Leitura dos autovetores
od; Fim do loop [17.1]
od; Fim do loop [17.2]

print(®); Imprime na tela os autovetores

17.3
174
17.5
17.
18] fclose(arq): Fecha o arquivo arq.txt

[17.3]
[17.4]
[17.5]
[17.6]
[

Lendo Autovalores Complexos
[19] arqc:=‘Complex_omega_ phi.txt : Nomeia o arquivo de saida dos autova-
lores
[20] fc:=fopen(arqc, READ,TEXT): Abre o arquivo de saida dos autovalores
21] cauto:=fscanf(fc," %d ‘)nj; Leitura do nimero de autovalores
22] n:=fscanf(fd," %d *)p); Leitura do nimero de matrizes de massa
23] num_iter:=fscanf(fd, %d ‘)n); Leitura do nimero limite de interagoes
[24] w:=vector(cauto, 0): Cria um vetor nulo para armazenar os autovalores
[24.
[
[
[
2

24.

1] for i to cauto do Loop para armazenar os autovalores
2] wi=fscanf(fc," %a ‘)nj: Leitura dos autovalores
24.3] od: Fim do loop [16.1]
24.4] print(w); Imprime na tela os autovalores
5] ®:=matrix(cauto, nn, 0): Cria wma matriz nula para armazenar os
autovetores
25.1] for i to cauto do Loop para leitura do nimero de autovalores
25.2] for j to nn do Loop para leitura do nimero de colunas
25.3] @, j:=fscanf(fd," %a ‘)p: Leitura dos autovetores
4] od; Fim do loop [25.1]
5] od; Fim do loop [25.2]
6]

print(®); Imprime na tela os autovetores

[
[
[
[25.
[25.
[25.
[26] fclose(arqc): Fecha o arquivo arqc.txt

Colocando os autovalores na forma a + b:

27] Q:=vector(cauto,0): Cria um vetor nulo 2

27.1] for j to cauto do Inicio do Loop

27.2] Qj:=(w;)uy+(w;) 2 * I; Coloca os autovalores na forma a + bi
27.3] od Fim do Loop

27.4] print(Q2) Imprime na tela os autovalores na forma a+bi

28.1] for i to cauto do Loop para leitura do nimero de autovalores

28.

[

[

[

[

[

[28] ¢:=matrix(cauto,nn,0): Cria uma matriz nula ¢

[

[28.2] for j to nn do Loop para leitura do nimero de colunas
[

[

2]
28.3] ¢ij:=(Ps )y + (Psj)j2 * I; Coloca os autovetores na forma a+bi
28.4] od: Fim do Loop [28.1]
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[28.5] od: Fim do Loop [28.2]

[28.6] print(¢) Imprime na tela os autovetores na forma a+bi

Exemplo

Considere uma estrutura com 8 graus de liberdade com rigidez, massa
e amortecimento conhecidos e geometria definida. Assim pode-se modelar seu

comportamento dinamico tendo em vista a equagao, para n = 2
(KO — iwCl — w2M1 — iw302 — W4M2) ¢ =0 (A—l)

onde K, M e C sao, respectivamente, as matrizes de rigidez, massa e amorte-
cimento e ¢ é uma matriz cujas colunas sao os autovetores do problema.
Utilizando a norma de Frobenius , podemos representar a ordem de

grandeza das matrizes em série por um numero, assim

(1,6507.10” — 1,2045.10%w — 2,0990.10°w” — 1,7331.10 %iw® — 4,9878.10 °w?) ¢ = 0
(A-2)
Fornecendo os dados de entrada no Maple,

net :=8, nw:=4, nn:=38, e num_iter := 100 (A-3)

a rotina NL_ eigen_complex calcula e fornece inicialmente os autovalores (A-4)

e autovetores reais

1]0,1026.107 | 5 | 0,9329.10®
210,1097.10" | 6 | 0,1368.10°
Y Y (A—4)
310,1639.107 | 7 | 0,3322.10°
410,3954.107 | 8 | 0,1246.10™
e em seguida os autovalores (A-5) e autovetores complexos.
994, 0559; —210.3218) 9659, 1417; —0.3341)
1027, 6393; —223.6788) 11698, 6081; —1,0153) (A-5)

1 ( 5] (
2| ( 61 (
3| (1265, 7678; —203.5979) | 7 | (18226, 4981; —0.6475)
4] (1981,5970; —155.0148) | 8 | (35302, 1539; —0.0049)

Por fim, esses autovalores (A-6) e seus correspondentes autovetores sao

colocados na forma a + b7
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1|(994,0559 — 210,3218i) |5 (9659,1417 — 0, 33414)
2| (1027,6393 — 223,6788i) | 6 | (11698,6081 — 1,01537) (A-6)
3| (1265, 7678 — 203,5979:) | 7 | (18226,4981 — 0, 64757)
4| (1981,5970 — 155,0148i) | 8 | (35302, 1539 — 0, 00497)

Para a plotagem de pontos (z,y) gerados no Maple em Matlab, podemos
utilizar o seguinte esquema:
Armazenamento dos pontos gerados no Maple em um arquivo txt
1] retart: with(plots): Reinicializando o Maple e chamando o pacote de plot
2] z:= vector ([seq (f(i),i = 1..np)]): Criando um vetor de coordenadas x
3] np: Nimero de pontos
4] system(delall): Limpando informagoes anteriores
5] pontos:=‘pontos.txt': Nomeando o arquivo de coordenadas
6] y:=vector(np,0): Criando um vetor nulo de coordenadas y
7] for j to np do Loop para gera¢ao dos pontos
1] y; = f(z;): Relagdo entre as coordenadas

fprintf (pontos, %.16E \t‘,z;): Escreve a coordenada x; em pontos.txt

fprintf(pontos, \n‘): Distribui as coordenadas em coluna

]
| fprintf(pontos, %.16E \t‘,y;): Escreve a coordenada y; em pontos.txt
]
| od: Fim do Loop

Leitura dos pontos no Matlab e plotagem do grafico
[9] load pontos.txt Carrega o arquivo tzt de coordenadas
[10] z=pontos(:,1); Lé a primeira coluna de dados
[11] y=pontos(:,2); Lé a sequnda coluna de dados
[12] plot(x,y); Gera o grdfico (x;,y;) no Matlab
Como ilustragao, sao plotados na figura (A.1) os autovalores e seus
respectivos conjugados no plano real e imaginario, utilizando os pontos gerados

no Maple e plotados no Matlab.
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Figura A.1: Distribuicao dos autovalores no plano real e imaginério

A justificativa para utilizacdo do Matlab para geracao de graficos estd
vinculada a qualidade que este programa proporciona, principalmente quando

requer-se figuras nos formatos ps e eps, utilizadas em ambiente Latex.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410750/CA


Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:
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Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao
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Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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