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Resumo

As oscilagdes mecanicas quando interferem no comportamento de um
sistema mecanico estdo relacionadas a transferéncia de energia devido ao atrito. A
dindmica desses sistemas com atrito pode ser prejudicada com o surgimento de
movimentos cadticos. O estudo do comportamento dindmico dessas oscilagdes mecanicas ¢
0 objetivo deste trabalho e para isto propomos um sistema ndo-ideal que descreve um
modelo fisico que trata do movimento de um bloco e de um motor elétrico de corrente
continua. O bloco preso a um extremo de uma mola com o outro extremo preso a um
suporte fixo estd apoiado em uma correia movimentada pelo motor elétrico. Sofrendo
influéncias da forca de atrito, da for¢ca da mola e de uma forca externa que age
harmonicamente, o bloco muitas vezes interfere na velocidade angular do motor, causando
comportamentos caodticos no sistema. Com simulagdes numéricas estudamos o sistema,
usando a transformada rapida de Fourier, transformada wavelet, expoentes de Lyapunov,
diagrama de bifurcacdo, secdo de Poincaré, trajetorias de plano de fase e graficos da
posi¢ao do bloco em fung¢do do tempo, em busca das freqiiéncias que fazem o bloco
oscilar em movimentos periodicos e cadticos. A importancia desse estudo estd em mostrar

que métodos distintos conduzem a um mesmo resultado.

Palavras-chave: sistema ndo-ideal, atrito, movimentos cadticos, diagrama

de bifurcagao.
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Abstract

The mechanical oscillations when they interfere in the behavior of a
mechanical system are related to the transfer of energy due to the friction. The dynamics of
such systems with friction can be harmed by the appearance of chaotic movements. The
study of the dynamic behavior of those mechanical oscillations is the objective of this work
and for this we proposed a non-ideal system that describes a physical model that treats the
movement of a block and a direct current motor. The block locked to the end of a spring
with the other end locked to a fixed support is rested in a belt moved by a direct current
motor. Suffering influences of the friction force, the spring force and the external force that
act harmoniously, the block many times interferes in the angular speed of the motor,
causing chaotic behaviors in the system. With numeric simulations, we studied the system
using the fast Fourier transform; wavelet transform, Lyapunov exponents, bifurcation
diagram, Poincaré section, phase plane trajectories and graphs of the block position in time
function, looking of the frequencies that make the block to oscillate in periodic and chaotic
movements. The importance of such study is to show that different methods lead to a same

result.

Keyword: non-ideal system, friction, chaotic movement, bifurcation

diagram.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Movimento adere-desliza

Muitos fendmenos fisicos que notamos, intuitivamente, ocorrem quando
existe transferéncia de energia mecéanica de uma forma para outra. Exemplo disto esta,
dentre muitos, no movimento oscilante da suspensdo de um carro, no movimento do solo
pela passagem de um Onibus nas proximidades e na propagacao do som de uma musica
associada as vibragdes acusticas. Essas oscilacdes (vibracdes) presentes nesses fenomenos
estdo relacionadas a transferéncia de energia associada a dois efeitos devido ao atrito: a
dissipacdo de energia e a auto-excitagdo. A dissipagdo de energia reduz ¢ a auto-excitagao
aumenta a quantidade de energia de um sistema. Na dindmica dos sistemas com atrito
ocorrem os ciclos limites adere-desliza e movimentos cadticos que podem prejudicar o

funcionamento das maquinas (PONTES JUNIOR, 2003).

Nos exemplos citados, temos as seguintes formas de energia:



1 — a mola da suspensdo do carro esta relacionada a energia potencial
elastica de deformacdo do material ¢ o amortecedor ¢ o dissipador (transformador) de
energia mecanica para energia térmica, que ¢ verificada pelo aquecimento do 6leo do

amortecedor;

2 — as rodas do 6nibus em movimento sobre o pavimento transmitem

energia potencial elastica para o solo;

3 — a musica ¢ a transmissao de ondas de pressao no ar (pressao acustica)

que sao percebidas por meio de nosso sistema auditivo.

Em alguns problemas de engenharia, as oscilagdes (vibragdes) mecanicas
sdo indesejadas e o controle delas traz beneficios ao sistema. Nos sistemas com o
fendmeno das oscilagdes induzidas por atrito pode ocorrer geracao de ruido e/ou oscilagdes
auto-excitadas que prejudicam o funcionamento desses sistemas. A dindmica de uma
superficie de contato com atrito produz uma alternancia de estados do movimento, que sdo
conhecidas como modo de aderéncia (stick em inglés) ¢ modo de deslizamento (slip em
inglés). Tal fenomeno pode ser facilmente observado no comportamento dinamico entre o
pneu e o pavimento (estrada) durante a frenagem brusca de um veiculo. As oscilagdes
induzidas por atrito que apresentam uma alternancia de modos de oscilar sdo denominadas
de oscilagdes adere-desliza (stick-slip em inglés). O movimento adere-desliza ¢
indesejavel, na maioria dos casos, por causa do seu efeito prejudicial sobre a operacao e
desempenho de maquinas. Sua eliminagdo ou controle ¢ um dos principais interesses dos

engenheiros envolvidos no projeto e operagdo de maquinas com componentes deslizantes.

Podemos citar como exemplo de um sistema de oscilagdes adere-desliza,
com necessidade de controle, o sistema de perfuratrizes de pogos de petrdleo, onde uma
broca muito longa ¢ movida para perfuracdo de rochas. O atrito com o solo, ao longo do
comprimento da broca, sobrecarrega o sistema gerando oscilagdes devido a elasticidade da
broca. Em razdo deste fenOmeno torna-se necessario a utiliza¢do de um sistema de controle
do motor da perfuratriz que suprima as oscilagdes torcionais adere-desliza da broca. Um

outro exemplo de fendmeno onde estdo presentes as oscilagdes adere-desliza ¢ nos pneus



do trem de pouso de uma aeronave quando tocam o solo. Em um primeiro momento os

pneus deslizam e depois aderem ao solo.

Em maquinas com transmissdo de movimento ou de poténcia que
utilizam componentes flexiveis, denominadas correias ou esteiras, pode aparecer um
fendmeno de interagdo auto-excitadora de oscilagoes adere-desliza devido ao atrito. A
correia ou a esteira transmite 0 movimento entre rodas ou interage com outros mecanismos
através do contato entre suas superficies. A andlise da dindmica desses sistemas ¢
fundamental no controle das vibragdes buscando funcionalidade ¢ conforto ambiental

devido a emissao de ruidos.

Os efeitos do atrito em sistemas dinamicos sdo de grande importancia no
mundo tecnoldgico. Atrito ¢ a principal origem do amortecimento em palhetas de turbinas,
em pinos flexiveis de juntas de estruturas espaciais como também em robos com andadores
e agarradores (FEENY, 1994). O atrito também estad presente no ranger de portas, no som
produzido por instrumentos musicais como no violino, no sistema de freios, em maquinas-
ferramentas da industria de manufaturas, em sistemas articulados de robdtica, em rodagens
de trens em curvas gerando ruidos e muitos outros fendmenos. Por muitos anos, vem sendo
estudado analiticamente, numericamente e experimentalmente. Dai a importancia deste
trabalho no estudo do comportamento de um sistema dindmico com oscilagdes adere-

desliza e atrito seco.

1.2 Sistema proposto

O sistema dinamico que analisamos consiste de um bloco sobre uma
correia inextensivel envolvendo duas rodas que giram pela acdo de um motor elétrico
nao-ideal. O bloco preso a um extremo de uma mola linear € o outro extremo preso a um
suporte fixo, oscila sobre a correia em movimento. Age sobre ele a for¢a da mola, a de
atrito e a externa que consiste de uma forga periddica. Este modelo estd ilustrado na
figura 1-1 e essa situacdo € o que geralmente ocorre na pratica em ciéncia da engenharia

(BALTHAZAR, 1999).



Figura 1-1 Modelo de um sistema dindmico ndo-ideal com atrito seco e excitacdo externa.

Um modelo semelhante a este ja foi estudado por NARANAYAN, S. e
JAYARAMAN, K., 1991 e neste estudo os autores consideraram constante a velocidade da
correia e nao-lincares a forca da mola e de amortecimento. Em busca de um sistema
dindmico mais simples com oscilacdes adere-desliza e atrito seco, desprezamos a forca de
amortecimento do bloco, consideramos variavel a velocidade da correia e linear a forga da
mola. Isto facilitou na compreensao do fendmeno ja que o numero de parametros a serem

analisados foi reduzido.

Este trabalho ¢ uma continuidade da pesquisa: analise dinamica por
wavelets em um sistema com friccio seca e amortecimento (PEREIRA, 2002), realizada
por DANILO CARLOS PEREIRA em outubro de 2002 sob orientagdo do prof. Dr. JOSE
ROBERTO CAMPANHA.

1.3 Sistema ideal e nao-ideal

Um aspecto que consideramos neste trabalho ¢ a interagao da dinamica

do sistema mecéanico e a sua fonte de energia. Em problemas de engenharia, em geral, ndo



¢ considerada a influéncia do movimento do sistema oscilante sobre sua fonte de energia.
Entretanto, em muitos problemas praticos de engenharia foram observados que a fonte de
energia do sistema ¢ influenciada pela resposta do sistema. Esta constatagdo invalida a
formulagdo tradicional da teoria das oscilagdes o que torna necessaria uma formulagao,
mais realista, que considere a interacdo das varidveis de estado da fonte de energia e das
variaveis de estado do sistema mecanico (KONONENKO, 1969), (BALTHAZAR et al.,
2002). O modelo tradicional, onde a existéncia do fenomeno de interagdo da dindmica do
sistema mecanico e a fonte de energia ndo sdo consideradas, ¢ denominado de modelo de
sistema dindmico com fonte de energia ideal (maquina ideal). O modelo que considera a
interacao dindmica entre o sistema mecanico e a fonte de energia ¢ denominado de modelo
de sistema dindmico com fonte de energia ndo-ideal (maquina ndo-ideal) (PONTES
JUNIOR, 2003). Essa interagdo foi, pioneiramente, detectada por SOMMERFELD, 1903 ¢

recebeu o nome de efeito Sommerfeld.

Neste trabalho usamos o modelo de sistema dindmico com fonte de

energia ndo-ideal.

1.4 Objetivo

O objetivo deste trabalho ¢ analisar o comportamento do modelo
proposto por meio das séries temporais geradas quando integramos as equagdes do
movimento pelo método numérico de Runge-Kutta. Para essa andlise usamos a
transformada de Fourier (Apéndice A), a transformada wavelet (Apéndice B), os expoentes
de Lyapunov (Apéndice C), os diagramas de bifurcagdo (Apéndice D) e as sec¢des de
Poincaré (Apéndice E). Também usamos os graficos que ddo a posi¢ao do bloco em funcao
do tempo (Apéndice A) e as trajetorias de plano de fase (Apéndice A) definidas pela
posi¢ao versus velocidade do bloco. Calculamos os expoentes de Lyapunov pelo algoritmo
LET (SIU, 1998), que ¢ um método ja existente, usado no calculo de expoentes de

Lyapunov e disponivel para ser usado no MATLAB 7.0.



Observamos o movimento de oscilacdo do bloco sobre a correia, o
movimento rotacional do motor, a influéncia do movimento adere-desliza do bloco sobre o
motor e a resposta do motor a esses movimentos. Neste modelo, a for¢a de atrito depende
da velocidade relativa de deslizamento descrita pela diferenca entre a velocidade da correia

e a velocidade do bloco.

Para atingir esse objetivo, no capitulo 2, fizemos um breve historico
sobre caos ¢ descrevemos os métodos matematicos: transformada de Fourier, transformada
wavelet e os expoentes de Lyapunov. No capitulo 3, descrevemos as equagoes diferenciais
que tratam do deslocamento angular e velocidade do motor elétrico CC e do deslocamento
e velocidade do bloco sobre a correia. No capitulo 4, atribuimos valores aos coeficientes do
sistema, fizemos simulagdes numéricas, usamos para estudo dos casos limitrofes a secdo de
Poincaré e o diagrama de bifurcagdo e no capitulo 5, sugerimos a continuidade do trabalho
com simulagdes numéricas do sistema para valores diferentes de massa do bloco e para
valores diferentes de amplitude da forca externa. Sugerimos também, como continuidade

logica deste trabalho, a construcdo experimental do modelo aqui proposto.



CAPITULO 2

Caos e métodos matematicos no estudo de sistemas dinamicos

2.1 Caos

Uma maneira de estudar o comportamento de certos fenomenos estd na
formulacdo de modelos matematicos (sistemas) desses fendmenos que analisem, no tempo,
a variacdo ¢ evolugcdo dinamica desses sistemas. Na formulagdo desses modelos
matematicos as equagoes diferenciais tém ampla aplicacao. Elas podem ser usadas em todo
tipo de fendomeno fisico, quimico, bioldgico ou social que envolva taxas de variagdo nos
parametros do sistema. As solucdes obtidas em sistemas de equagdes diferenciais por meio
de métodos numéricos e algoritmos revelam detalhes do comportamento do sistema e,

consequentemente, do comportamento do fendmeno que esse modelo representa.

Quando por meio de um processo numérico, integramos as equacoes
diferenciais que definem o fendmeno e, para valores muito préximos da condigdo inicial,
ndo obtemos os mesmos resultados, dizemos que o sistema € caodtico e com grande
sensibilidade a pequenas mudangas na condicdo inicial. A principal caracteristica nesses

sistemas € que comportamentos passados ndo se repetem.



Citamos como exemplo, as variacdes climaticas, os fluidos aquecidos, a
dindmica de popula¢des, os osciladores mecanicos, etc. Existem fenomenos, como a queda

de um objeto, o som, o movimento dos astros € muitos outros que ndo sao caoticos.

2.2 Breve historico do caos

Apresentaremos a seguir um breve historico do caos e detalhes sobre o

assunto podem ser encontrados em, PEITGEN, 1992, STEWART, 1991, RUELLE, 1993.

O estudo sobre sistemas caoticos se desenvolveu com maior intensidade,
salvo poucas excegdes, a partir de 1975. O norte-americano Edward Lorenz, pesquisador
de meteorologia do Instituto de Tecnologia de Massachusetts, no inicio da década de 1960,
formulou um sistema de equagdes diferenciais, com vista a aplicagdo em meteorologia,
descartando algumas varidveis do modelo proposto por B. Saltzman. Por serem equagdes
de dificil resolugdo analitica, procurou resolve-las, numericamente, em um computador,
com certas substitui¢des intuitivas. Notou que para valores proximos atribuidos a condig@o
inicial, os resultados obtidos se repetiam por um curto espaco de tempo e depois disso o
comportamento desses resultados se tornava irregular e imprevisivel. Essa irregularidade e
imprevisibilidade na evolugdo temporal de alguns sistemas (ndo lineares) sdo denominadas

“caos”.

Em 1971, os matematicos David Ruellle, francés, e Floris Takens,
holandés, apresentaram um mecanismo que, por intermédio do qual, poderiam aparecer
solugdes turbulentas da equacdo usada para descrever o comportamento de um liquido — a
equacdo de Navier-Stokes — quando um dos parametros sofria alteracdo. A turbuléncia,
embora sendo um fenomeno facilmente produzido quando, por exemplo, abrimos o tampao
de uma banheira cheia de agua, permanece misteriosa e controversa. No entanto, Henri
Poincaré (1854-1912) um matemdtico proeminente e astronomo tedrico que estudou
sistemas dindmicos foi quem reconheceu a impossibilidade da predi¢do, considerando que
o conhecimento do estado inicial de um sistema ¢ cercado de incerteza. Ele descreveu

como segue: “para pequenas diferencas nas condigdes iniciais pode ocorrer grandes



diferencas no final do fendmeno. Um pequeno erro na formagao pode produzir um enorme

erro no final. Predi¢cdes tornam-se impossiveis e nds temos um fenomeno fortuito”.

No inicio da década de 1970, Robert May, fisico australiano do Instituto
de Estudos Avangados em Princeton, fez uso, na biologia, de um modelo matematico

usado para a compreensao da dindmica das populagdes.

A equagdo do segundo grau

y = kx(1-x), (2.1)

concebida pelo matematico belga Pierre Francois Verhulst em 1845, foi usada por Robert
May para simular comportamento de epidemias. Nao se sabe por que esta equacdo ficou
conhecida pelo nome de equacgao logistica, mas ¢ um fato notavel que ela tenha sido muito

usada no estudo de populacdes no século 20.

Robert May verificou que os resultados obtidos no estudo dessa equacao
coincidiam com os dados reais de uma epidemia, na qual o nimero de infectados, em um
determinado momento, aumentava abruptamente € num momento posterior diminuia

drasticamente.

Se admitirmos k o valor da razdo de crescimento da populagdo em estudo
e, no instante n, X, a porcentagem de infectados e 1 — X, a porcentagem de nao infectados
dessa populacdo, entdo a populagdo no instante n + 1, pode ser obtida pela equagdo de

recorréncia;

Xns1 = kXn (1= Xp). (2.2)

conhecida pelo nome de mapa logistico.

Considerando uma populagdo inicial de 10% de infectados, isto &,

xo = 0,1, os valores xj, Xz, X3, ... serdo encontradas por meio do mapa logistico (2.2), e

representardo, respectivamente, as porcentagens da populacdo infectada, no fim do
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primeiro periodo, no fim do segundo periodo, no fim do terceiro periodo e assim por

diante.

Robert May notou que, para valores crescentes de k, a populacdo, em
fun¢do desse crescimento, num primeiro momento apresentava tamanho constante, depois
oscilava, regularmente, entre valores altos e baixos, e mais adiante, oscilava subitamente
duas vezes mais depressa até o momento em que esses valores passavam a mudar
irregularmente sem qualquer previsibilidade. Esse resultado foi surpreendente porque
enfraquecia um dos dogmas fundamentais da ciéncia: equa¢des matematicas eram
consideradas a forma mais elevada para expressar principios da natureza, e as solugdes de
equacdes matematicas que descrevem sistemas naturais eram tidas como repetiveis, nao
importando quem fizesse o célculo ou quantas vezes fossem eles repetidos. Esta ¢ a
aplicacdo basica da matematica a ci€ncia — fazer previsdes precisas e repetiveis. Robert
May demonstrou que equacdes escritas para descrever processos naturais podem, sob
certas circunstancias, dar resultados imprevisiveis. Desde a descoberta de Robert May,
comportamentos caoticos foram encontrados em muitas outras areas, tais como epidemias,

ritmos cardiacos, ciclos economicos e fluxo de fluidos.

No mapa logistico, para certos valores do pardmetro de controle, o
sistema mostra um comportamento regular, mas ao atingirmos certo valor critico deste
parametro, o sistema passa a exibir bruscamente o comportamento cadtico. Nessa regido
caotica, qualquer incerteza inicial na especificagdo de x( crescera exponencialmente com o

crescimento do niimero n de iteragoes.

A descoberta do caos em sistemas fisicos levou a um novo entendimento
das leis da natureza. O caos € inevitavel, mesmo para sistemas fisicos muito simples. Por
um lado, existe uma ordem ndo esperada dentro do caos, em virtude das simetrias no
movimento regular que o suporta. Sistemas ndo cadticos sdo raros, embora sirvam quase
sempre de base para nossa compreensao fisica da natureza. Por outro lado, para a classe
dominante de sistemas caoticos, erros iniciais de observagdo em geral crescem
exponencialmente e o determinismo torna-se sem sentido numa curta escala de tempo.
Assim, se a precisdo infinita deve ser abandonada, ¢ necessario que atentemos para o fato
de que as equagdes deterministicas, ndo garantem a capacidade de previsibilidade, em

virtude das incertezas nas condigdes iniciais dos sistemas a que se aplicam.
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2.3 Métodos matematicos no estudo de sistemas dinamicos

As simulagdes numéricas no sistema dindmico proposto geram séries

temporais que, analisamos pelos seguintes métodos matematicos:

a) Transformada rapida de Fourier;
b) Transformada wavelet;

c) Expoentes de Lyapunov.

Na andlise periddica do diagrama do plano de fase usamos o mapa de
Poincaré e na andlise da subita mudanca qualitativa no comportamento dinamico do
sistema quando fazemos uma pequena mudanga no valor de um pardmetro usamos o

diagrama de bifurcacdo. Esses dois métodos serdo explorados no capitulo 4.

2.3.1 Série de Fourier

A evolugdo no tempo de um sistema dindmico pode ser representada por
uma funcdo f(t) dependente do tempo t ou por uma série temporal, com a condi¢do de que t

seja escolhido, em intervalos regulares de tempo.

Dependendo do tipo da fungdo f{(t), sua representagdo pode ser feita de
dois modos diferentes. Se f(t) ¢ periddica, entdo o espectro deve ser expresso como uma
combinagdo linear de senos e cossenos, cujas freqii€éncias sdo multiplos inteiros de uma
freqiiéncia basica. Essa combinacdo linear ¢ denominada série de Fourier. Porém, se f{(t)
ndo ¢ periodica, o espectro deve ser expresso pela transformada de Fourier de f{(t)
(BAKER, 1996). Essa representagdo ¢ ttil em dinamicas caoticas, pois a transformada de
Fourier é, em geral, uma funcdo de valores complexos e, muitas vezes, ¢ preferivel
transforma-la em uma funcao de valor real, usando para isso a raiz quadrada do modulo da

transformada. Essa fung¢do real ¢ chamada de espectro de poténcia de f(t).
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O matematico francés, Joseph Fourier, em 1807 demonstrou que toda
fungdo periddica f(t), de periodo 2L, definida no intervalo [-L, L] com teR pode ser
expressa como uma somatoéria das fungdes trigonométricas seno e cosseno. Desse modo, a

equacdo matematica que define f(t) assume a forma:

f(t) = Z[an cos(o,t) + b sen(w, t)] (2.3)
n=0

onde a, ¢ b, sdo chamados coeficientes de Fourier, cujos valores sd3o deduzidos do fato de

que as fungdes seno e cosseno formam uma base ortogonal e sdo dados por:
L
1 .
3 =1 If(t)dt :
-L
1 L
a, = 3 jf(t) cos(o,t)dt, n>0; 2.4)
-L

L
b, :% If(t)sen(wnt)dt, n>0.
-L

Se o intervalo [-L, L] ¢ dividido em n partes iguais, entdo cada

subintervalo resultante dessa divisdo, tera periodo igual a:

T 2L (2.5)

©, =2xf, =i—“ (2.6)
n

Substituindo (2.5) em (2.6) obtemos:
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®, = 2n Iz (radianos por unidade de tempo) (2.7)
2L L
n

O periodo T, relacionado com a freqiiéncia angular ¢ obtido da equacdo

(2.6) e dado por:

T, = 2n (unidades de tempo) (2.8)

Oy

Substituindo (2.7) em (2.3), a série de Fourier assume a forma:
c Tn Tn
f(t)= a_ cos(—t)+b sen(—t 2.9
();[n (-0 +bysen(——=1)] (29)

Dizemos que a equagdo (2.9) ¢ uma representacao espectral de f(t). O
objetivo de usar a série de Fourier na analise de uma fung¢ao periodica ¢ obter a amplitude,
em funcdo da freqiiéncia para cada onda senoidal que compde o sinal analisado e com isso,

construir uma série discreta de freqiiéncias a partir de uma série temporal.

Utilizando a féormula de Euler, podemos reescrever a série de Fourier na

forma complexa:
w .
f(t) = Z c, et (2.10)
n=00
em que os coeficientes c, sdo obtidos por:

L
c, =ijf(t)e_iw"tdt, n=0,i1,i2,i3"' (211)
-L

2.3.2 Transformada de Fourier
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A série de Fourier ¢ usada para fungdes periddicas, enquanto que, a

transformada de Fourier ¢ para fun¢des nao periddicas.

Se a fungdo ¢é periddica tal, que f(t) = f(t + nT) com n sendo inteiro
positivo ou negativo ¢ T sendo a periodicidade basica, entdo as freqiiéncias das varias
componentes espectrais sdo todas inteiras, multiplas da freqliéncia basica wy = 2n/T.
Assim, a série de Fourier, na forma complexa, que representa a fun¢do f(t) pode ser escrita

da seguinte forma:

0

f(t) = chei““’ot (2.12)

n=—o0
onde C, sdo as amplitudes das componentes de freqiiéncias nw.

T/,
¢, =20 jf(t)e_in‘”‘)t dt. 2.13)
2n

—m/®

A transformada de Fourier ¢ uma extensdo da série de Fourier em que a
periodicidade bésica T de f(t) pode ficar infinitamente grande. Assim, quando T tende para
infinito, o espago entre as componentes das freqiiéncias torna-se infinitesimal e o espectro
discreto das componentes da freqiiéncia torna-se continuo. Por essa razdo nw, tende para @
que ¢ uma variavel continua e ¢, tende para c(w)do onde do ¢ um pequeno intervalo de

freqiiéncia e c(w) ¢ a amplitude dependente da freqiiéncia ou transformada de Fourier

(BAKER, 1996).

Nessas condicdes a equagdo (2.12) € entdo escrita na forma:

0

£(t) = jc(w)ei‘”tdw (2.14)

—00

e a equagdo dos coeficientes (2.13) torna-se:
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e}
o(w)do = Zi _[ F(t)e~dt |de (2.15)
T —00
de onde deduzimos o valor de c(w), que ¢ igual a:
1 o0
(@)= — J' F(t)e“dt (2.16)
2n
—00

As equacdes (2.14) e (2.16) sdo, respectivamente, a fungao original f(t) e
a transformada de Fourier. Com a equagdo (2.16) temos condi¢do de converter um
conjunto de sinais digitais, no dominio do tempo, em um conjunto de pontos no dominio
das freqiiéncias como também, reconstruir os sinais gerados pela fungdo original,
multiplicando os coeficientes de Fourier por sendides e cossendides de freqiliéncias

apropriadas.
2.3.3 Transformada discreta de Fourier

Uma série temporal ndo corresponde a uma funcao continua e infinita, e
sim, a um conjunto discreto de valores que muitas vezes obtemos por meio da simulagao

computacional de um modelo matematico.

O método de Runge-Kutta, aplicado na resolu¢ao do problema proposto
neste trabalho, gera uma série temporal discreta com um namero finito, n, de pontos, para
intervalos constantes de tempo. Consequentemente, para o calculo dos coeficientes de
Fourier, as integrais apresentadas em (2.4) sdo calculadas usando um método numérico de

integracao que sera explicado a seguir.

Os pontos —1t = tg, ti, tp, ... t, = w dividem o intervalo [-m, ] em n

subintervalos iguais, cujo comprimento ¢ definido por:
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At=2—7t (2.17)

n
Designando os valores da fungdo f(t) nos pontos to, ti, to, ... ty,
respectivamente, por f(ty), f(t;), f(t2), ... f(t,) e utilizando, a férmula dos retangulos

(PISKOUNOV, 1997) determinamos os coeficientes de Fourier, substituindo as integrais

apresentadas em (2.4) por somatorios.

Assim,
1 n

a, =—Ath(tk) (2.18)
(-

Substituindo (2.17) em (2.18) temos:
2 n

a, :—Zf(tk) (2.19)
3

Analogamente, calculamos os coeficientes a, € by:

a, :32f(tk)cos(ntk) (2.20)
n k=1

b, =32f(tk)sen(ntk) (2.21)
n k=1

Para o caso discreto, a transformada de Fourier dada pela equagao (2.16)

tem sua integral substituida por um somatdrio e obtemos:
IRN i
c = —Zf(tk)e—“”nt (2.22)
Tondg

A transformada de Fourier inversa ¢ dada por
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f(t) = ch elont (2.23)
k=1

Mesmo usando computadores modernos, certos calculos numéricos
tomam muito tempo. Com o objetivo de reduzir esse tempo, Tukey e Cooley, em 1965,
desenvolveram um algoritmo chamado Fast Fourier Transform (FFT) para o calculo da
transformada discreta de Fourier permitindo, de forma rapida, encontrar o espectro de
freqiiéncia de um sinal. Esse algoritmo reduz o niimero de operagdes computacionais. Para
uma quantidade de N pontos ele transforma 2N? operagdes em uma quantidade de

2Nlog,N.

A partir do espectro do sinal, podemos caracterizar se 0 comportamento
do sistema ¢ periodico ou caodtico. No entanto, deve ser aqui salientado que quando
passamos do dominio do tempo para o dominio da freqiiéncia a informagdo temporal ¢

perdida.
2.3.4 Wavelets

Apresentamos a seguir um breve histérico das wavelets e detalhes sobre

o assunto podem ser encontrados em MORETTIN, 1999, DAUBECHIES, 1992.

A palavra wavelet derivada do vocabulo em francés ondelette, que denota
o diminutivo de onda, surgiu em meados dos anos 80, a partir dos trabalhos de um grupo

de pesquisadores franceses.

O termo ondelette foi introduzido pelo engenheiro geofisico Jean Morlet
(1980), sendo a base matematica de suas idéias formalizada pelo fisico teérico de mecénica
quantica Alex Grossmann, que o ajudou a formalizar a transformada wavelet em sua forma
continua. Os dados estudados por Morlet exibiam conteudos de freqiiéncias que mudavam

rapidamente ao longo do tempo. Nesse caso a transformada de Fourier ndo era adequada
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como método de andlise. Na realidade eles redescobriram e deram uma interpretacao

ligeiramente diferente do trabalho de Alberto Caldéron sobre analise harmonica de 1946.

Foi Yves Meyer, um matematico francés, que em 1984 ressaltou uma
semelhancga no trabalho de Morlet e Caldéron. Isto o levou, em 1985, a construir funcdes
basicas (wavelets ortonormais) que, quando usadas na transformada wavelet, geravam um
dominio de tempo e freqiiéncias satisfatorias na solu¢do de problemas. Mas Meyer
verificou que, cerca de cinco anos antes, J. O. Stromberg ja tinha descoberto as mesmas

wavelets.

Em 1909, num apéndice de sua tese de doutorado, o matematico alemao,
Alfred Haar ja propunha um conjunto de func¢des base de wavelets ortonormais. Suas
wavelets eram de pequeno uso pratico e de pobre dominio de freqiiéncia. Em 1930, Paul
Levey utilizando o trabalho de Haar desenvolveu fungdes bésicas ortonormais para estudar

os sinais aleatorios do movimento browniano.

Na década de 90, Ingrid Daubechies, uma estudante de graduacido da
Universidade de Bruxelas, desenvolveu sistemas para discretizagdo de parametros de
tempo e escala da transformada wavelet. Estes sistemas apresentavam uma maior liberdade
na escolha das fung¢des basicas. Daubechies, com Stephane Mallat desenvolveram a

transicao da andlise de sinais continuos para discretos.

Em 1986, Mallat e Meyer desenvolveram a idéia de andlise de
multiresolucdo (MRA) para transformada wavelet discreta (DWT). Daubechies utilizando
os trabalhos de Mallat formalizou a teoria moderna de wavelet desenvolvendo as bases
ortonormais de wavelets suaves com suportes compactos. Nos ultimos anos, tem se
verificado muita pesquisa para outras fungdes basicas wavelets com diferentes
propriedades e modificacdes no algoritmo de MRA. Em 1992, Daubechies com Albert
Cohen, Jean Feauveau construiram as wavelets biortogonais com suporte compacto que

sao utilizados por muitos pesquisadores sobre as fungdes de base ortonormais.

Desde entdo as wavelets tem-se desenvolvido com o aparecimento de
novas fungdes-base de wavelets, novas aplicagdes e novos métodos, constituindo um novo

e solido campo de pesquisas.
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Definicao de wavelet

Wavelet ¢ uma “pequena onda” que, matematicamente, expressamos por
uma fun¢do wy(t), que pode ser suave ou ndo, simétrica ou nao e pode ter expressao
matematica simples ou ndo. Ela deve integrar para zerar, “ondeando” acima e abaixo do
eixo t e, principalmente, assegurar rapidez e facilidade no calculo da transformada wavelet

direta e indireta.

Citaremos a seguir alguns exemplos de fungdes wavelets, para melhor

ilustrar a defini¢ao dada.

Wavelet de Haar

A fungdo y(t) que define a wavelet de Haar ¢:

1, se 0<t<

N | —

y(t)=9 —1, se <t<l (2.24)

1
2

0, caso contrario

e seu grafico esta representado na figura 2-1.



4
w(t)

20

-1

0,5

v

Figura 2-1 Wavelet de Haar

Wavelet chapéu mexicano

Essa wavelet recebe esse nome pelo fato de seu grafico ser parecido ao

de um chapéu mexicano e ¢ definida pela fung¢ao:

() =(1-t")e "

(2.25)

e seu grafico esta representado na figura 2-2.

Figura 2-2 Wavelet chapéu mexicano
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Wavelet de Morlet

Essa wavelet também denominada gaussiana modulada ¢ uma funcao

complexa, para my fixo e ¢ definida por:

w(t) =t e (2.26)

A equacdo (2.26), pela formula de Euler, pode ser decomposta em uma

parte real e outra imaginaria.

Y(t) = (cosw,t+isenm,t) e 2 (2.27)
onde a parte real da wavelet de Morlet ¢ dada pela equagao:

y(t) = e_tz/zcos(o)0 t) (2.28)

Em (2.28), se atribuimos a freqiiéncia @, um valor, como por exemplo
oo = 5, temos a parte real da wavelet de Morlet, cujo grafico estd apresentado na

figura 2-3.

Figura 2-3 Wavelet de Morlet
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Escala e translacao

Na andlise de Fourier, o objetivo basico estd em aproximar uma fungao
f(t) por uma combinagao linear de componentes senoidais, cada uma com uma freqiiéncia

dada. O conjunto {wy(t) = e

,n=0, +1, £2, ...} de funcdes ortogonais, de periodo 2,
forma a base para a andlise de Fourier. Na realidade, esse conjunto ¢ gerado por dilatagdes

de uma tnica fungdo w(t) = e, ou seja, mp(t) = w(nt) para qualquer n inteiro.

O fato basico ¢ que toda funcdo periodica, de periodo 2m, de quadrado

integravel, ¢ gerada por uma superposi¢ao de dilatagdes inteiras da fungao w(t).

No entanto a analise de Fourier ¢ apropriada para analisar os processos
estacionarios. Para processos ndo estaciondrios e processos com caracteristicas especiais,

outros sistemas ortogonais podem ser uteis, como as wavelets (MORETTIN, 1979).
Enquanto a analise de Fourier consiste em decompor um sinal em senos e

cossenos de vdrias freqiiéncias a andlise wavelet ¢ a decomposi¢ao por meio de escalas

(dilatag@o e compressdo) e de translacdes.

Para interpretarmos a dilatagio (ou compressio) e uma wavelet,

consideremos (t) a wavelet de Haar definida em (2.24).

Calculando y(2t) e y(4t) temos:

1, seOSt<l 1, seO£t<l
4 8
2t)=49 -1, se l<t<l (4t)=49 -1, se l<t<l (2.29)
v I v H T '
0, caso contrario 0, caso contrario




na figura 2-4:
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Os graficos das wavelets de Haar y(t), y(2t) e y(4t) estdo apresentados

w(t) w(2t) y(4t)
(@ () 21 (©) 27
11 a=1 1 a=1/2 1 a=1/4
0 j 0 01
-1 ~11 —1
D -2 -2
0 05 1| 0 o5 1 0 05 1

Figura 2-4 Compressdo da wavelet de Haar.
Wavelets de Haar nas escalas (a) 1, (b) 1/2 e (¢) 1/4.

Observando os dominios das wavelets de Haar w(t), y(2t) e y(4t) na
figura 2-4, notamos que cada dominio ¢ obtido multiplicando o dominio da wavelet mae

por, respectivamente, 1, 1/2 e 1/4. Estes valores sao denominados fatores de escala e sdo

. 1 . , .
representados, genericamente, por a =; comj=0, 1. 2.... O valor a ¢ denominado fator

de escala.

Analogamente, o fator de escala ¢ também aplicado em outras wavelets.
Assim, fatores de escala decrescentes fazem a compressao da wavelet e fatores de escala
crescentes fazem a sua dilatagdo. Isso pode ser observado quando aplicamos essas mesmas

escalas na wavelet de Morlet conforme figura 2-5.

y(4t) w(2t) w(t)
(b) ' | (c)
1 0.8 1 0% il
i I a=1
0.4 0.4 el
o 4 o &, i —
0.4 [ 1 0.4 i. .I I. .!
08 . 1 i 1 -0.8 |
4 0o 4 ] ] 4 4 0 4

Figura 2-5 Dilatagdo da wavelet de Morlet.
Wavelets de Morlet nas escalas (a) 1/4, (b) 1/2 e (¢c) 1.



24

Se quisermos deslocar uma wavelet para um ponto qualquer b, afastado

da origem do eixo, basta calcularmos y(t — b), conforme mostra a figura 2-6.

08

0.4

0.4

-0.8

w(t)

y(t-4)

0%

0.4

-0.4

-0.3

b=4

LLE :III [

= B

0%

0.4

-0.4

-0.3

....................................

Figura 2-6 Translagdo de wavelets.

Na dilatagdo, (ou compressdo) de uma wavelet y(t) € preciso usar uma
escala a que satisfaga a condi¢cdo de a < 1 para contrair e de a > 1 para dilatar a wavelet,
enquanto que, na translagdo temos que usar o pardmetro b para mudar a origem do eixo t

para t — b. Alterando escala e posicdo da wavelet y(t), denominada wavelet “mae”,

geramos uma familia de wavelets, denominadas wavelets “filhas”, que sao,
matematicamente, definidas por:
a2 (t=b
\ya’b(t)=|a| W(Tj a,beR (2.30)

onde, usualmente, os valores atribuidos a a e b sdo: a = 277e b=k 2_j, I, keZ.

Usando a wavelet de Haar em (2.29) e atribuindo valores a j e k, obtemos

algumas wavelets “filhas”. Por exemplo:

Lwoo=2"2 w2’ t = 0)=y();

2.y 10=2"y(2"t —0)= V2 y(20;
3oy =22y 't - 1) = V2 y2t-1);
4.y 20=2"y(2’ t —0)=2y(40);
5.9, =2"2y(%t — 1) =2y(4t - 1);
6.y 20 =2"2y(2* t —2)=2y(4t-2);
7.y a23=2"2 (2%t —3)=2y(4t-3).
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O grafico da wavelet “mae” e de algumas wavelets “filhas” estdo

apresentados na figura 2-7.

Woo(t)
2.
1 /‘7
0 _I7
1
-2
0 05 1
vio(t) i)
2 21
17 11
0 0
. .t
—24 D
0 0,5 1 0 0,5 1
Yo o(t) yo,i(t) Wyoo(t) W23(t)
2 24 2 24
11 11 1 1
0 0 0 0 —
1 .t 1 1
A —21 —21 —21
0 0,5 1 0 0,5 1 0 0,5 1 0 05 1

Figura 2-7 Wavelets de Haar geradas a partir da wavelet “mae”.

Nos graficos da figura 2-7, a medida que os valores atribuidos a j
crescem, notamos que as wavelets “filhas” tornam-se mais estreitas e mais alongadas, isto

¢, com amplitudes maiores.

Os valores crescentes atribuidos a k, fazem as wavelets “filhas” se

movimentarem para a direita, dentro do intervalo de tempo At. Dessa forma, quando j e k
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assumem uma grande quantidade de valores inteiros, o sinal a ser analisado que estiver

dentro do intervalo de tempo At sera varrido pelas wavelets “filhas”.

A transformada wavelet gera os coeficientes wavelets. Cada um dos
coeficientes d;  multiplicados por apropriadas wavelets, dependentes de escala e posicdo,

obtidas de uma wavelet “mae” y(t) reconstroem o sinal original ou funcao.

Quanto maior o coeficiente maior ¢ a semelhanca entre a wavelet e o

sinal, e quanto menor o coeficiente menor a semelhanga.

Assim, reconstruimos a func¢ao f(t) usando a relagdo que segue:

f(t) = do,o‘l’o,o"' dl,oWl,O + d1,1\|’1,1 + dz,o\l’z,o + dz,l\l’z,l e (2.31)

Um sinal pode também ser representado por meio de um diagrama
tempo-escala conhecido como escalograma. Nele, os coeficientes wavelets sdo
representados por intensidades de cores, onde, usualmente, as cores frias estdo associadas
aos coeficientes menores e as cores quentes aos maiores. Os graficos da figura 2-8 com
escala em Hz e tempo em segundos (zero até 85s) mostram os coeficientes wavelets
calculados para as funcgdes (a) cos (8mt) e (b) sen (nt) por meio das cores. As cores quentes
se concentram nas proximidades da escala 4 Hz no escalograma (a) e 0,5 Hz no

escalograma (b) indicando, respectivamente, as freqiiéncias das funcdes cos(8mt) e sen(mt).

(a) ‘ ' ‘ ' ‘ ' ' ' (b)

01251 1 0125

025f 1 0.25

0ar 1 0s

escala
escala

g

i i i i i i . i
10 o0 30 0 50 &0 70 a0 10 20 0 40 A0 &0 70 a0
ternpo tempo

Figura 2-8 Escalogramas de fun¢des com freqiiéncias previamente conhecidas com escalas em
Hz e tempo em segundo. Em (a) a fungfo cos(8nt) e em (b), a fungdo sen (mt).
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2.3.5 Transformada wavelet continua

A transformada wavelet apareceu em sua forma continua com os
trabalhos de dois pesquisadores franceses, J. Morlet, um geofisico, e A. Grossmann, um

fisico tedrico (MORETINN, 1999).

Na andlise de Fourier ¢ feita uma decomposi¢do do sinal em fungdes
senos e cossenos com freqiiéncias diversas e na andlise usando a transformada wavelet a
decomposicdo do sinal ¢ feita por meio da funcdo wavelet que serd modificada com
dilatacdes e compressoes (uso da escala) e sera transladada ao longo de todo sinal. Com
isto, teremos indicagdo das freqliéncias presentes no sinal, em que tempo elas ocorrem
(informac¢do ndo fornecida com a transformada de Fourier) e, também, evita a possibilidade

de escolha errada da janela na transformada de Gabor.

Segundo DAUBECHIES, 1992, LIMA, 2002, MORETTIN, 1979,

podemos definir a transformada wavelet como:

C(a,b) = jf(t)\va,b (t)dt (2.32)
1 t-b
Yab (D) _EW(T) (2.33)

onde y(t) é a fungdo (wavelet) escolhida para se fazer a andlise do sinal f(t). O valor a € o
parametro de escala e b o parametro de localizagdo com a e b € R e a # 0. Mudando o
valor de a tem-se o efeito de dilatagdo (a > 1) ou de contragdo (a < 1), enquanto que

mudancgas no parametro b t€ém o efeito de analisar a fung¢ao f(t) em torno deste ponto.

A funcdo y (t) deve possuir as seguintes caracteristicas (DAUBECHIES,
1992):

a) satisfazer as condi¢des de normalizagao;
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o0

J-|\|/(t)|2 di=1 (2.34)

—00

b) decair suficientemente rapido para se obter uma boa localizagao;

_[ w(t)dt < oo (2.35)

c) satisfazer a condicdo de admissibilidade;

0

WYo)?
C, = _[—dm<oo (2.36)

||

—0

onde W(w) ¢ a transformada de Fourier de wy(t). Isso ¢ o que garante a existéncia da

transformada wavelet inversa:

L[ (o) L= dadb
f(t)—cw J' I Clab) =) (2.37)

d) amédia serigual a zero, y (t) comporta-se como uma onda (dai o0 nome wavelet).

I y(t)dt=0 (2.38)

2.3.6 Transformada wavelet discreta

As propriedades de wavelets, descritas anteriormente, de maneira geral,

também, sdo verdadeiras na analise de wavelet discreta.
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Consideremos o conjunto de valores

X=|" (2.39)

que representam amostras de um sinal observado ou gerados por uma funcao f(t).

Supondo T = M , M > 0, inteiro, definimos a transformada wavelet

discreta de X, com respeito a wavelet “mae” y(t), como:

T-1
dY =D Xy, (t/T) (2.40)
=0
que denotamos, simplesmente d;, . Essa transformada ¢ calculada paraj=0,1,...,M—1e

k=0,1,...,2' = 1 (MORETTIN, 1999).

Assim, na transformada wavelet discreta, os sinais sdo representados por

séries do tipo:

0= djvix® (241)

j=—ok=—00

em que as fungdes bases dadas por:

v (O=v2't-k) jkeZ (2.42)

sdo chamadas wavelets “filhas” e sdo geradas a partir de dilatacdes e translacdes de uma

unica funcdo y(t) também denominada wavelet “mae”.
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As fungdes wavelets y; i (t) séo obtidas de y(t) por uma dilatagéo e uma

translacdo. As fungdes {yii(t), j, k € Z} formam uma base que ndo precisa ser
necessariamente ortogonal. Uma das vantagens de se trabalhar com bases ortogonais € que
elas permitem a reconstru¢do perfeita do sinal original a partir dos coeficientes da

transformada de forma mais econdmica.

Consideremos numa base ortogonal gerada por y(t) onde os coeficientes

de wavelets sdo dados por
+00
dj, = 2" J f(t) w(2’ t—k) dt (2.43)
—00

A transformada wavelet ¢ a aplicagdo que associa um sinal aos seus

coeficientes wavelets.
fit) >d;, . (2.44)

Os indices j e k representam, respectivamente, escala e translagao.

Assim, cada um desses coeficientes d;x multiplicados por apropriadas
wavelets, dependentes de escala-posi¢@o, obtidas de uma wavelet “mae” y(t), reconstroem

o sinal original.
A expansdo de uma fungdo ou sinal por fungdes base wavelets nao ¢

unica. Existem vérias funcdes wavelets diferentes que podem ser usadas como fungdes

base.

2.3.7 Obtencao da transformada wavelet
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Para obtermos a transformada wavelet de um sinal, devemos proceder

conforme segue:

passo 1: tomar uma wavelet mae e compard-la com uma secdo no

comego do sinal original;
passo 2: calcular o coeficiente C a partir da transformada wavelet. Este

coeficiente representa a comparacdo da wavelet mae com esta se¢do do sinal. Quanto

maior o valor de C maior ¢é a semelhanca entre a wavelet ¢ o sinal da se¢dao tomada.

- NN\M\]\/ A

Wavelet ||

Figura 2-9 Analise wavelet em uma secao do sinal.
Wavelet Toolbox-(MISITI, 1996).

passo 3: tomar a proxima se¢do do sinal e novamente repetir 0os passos

1 e 2 até cobrir, de se¢do em sec¢ao, todo o sinal;

Sinal NJ\,.\}

Wawvelet |::> -v'JI/r-

Figura 2-10 Analise wavelet em nova se¢o do sinal.
Wavelet Toolbox-(MISITI, 1996).

passo 4: ajustar uma nova escala para a wavelet (dilatar ou comprimir) e

repetir os passos de 1 até 3;
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Sinal

Wawvelet {\/\'

Figura 2-11 Analise wavelet com uma wavelet em nova escala.
Wavelet Toolbox-(MISITI, 1996).

passo 5: repetir os passos de 1 a 4 para todas as escalas da wavelet

(tantas vezes quanto for possivel ou desejado).

Quando terminamos todos os passos descritos acima, produzimos

coeficientes wavelets em diferentes escalas e se¢des do sinal.

Os coeficientes wavelets das escalas maiores estdao associados a wavelets

mais dilatadas e, escalas menores, a wavelets mais comprimidas.

Note que quanto mais dilatada for a wavelet, maior serd a se¢do do sinal
com o qual ela estard sendo comparada e, deste modo, as caracteristicas mais visiveis estao

sendo medidas pelos coeficientes wavelets.

Assim, existe uma correspondéncia entre as escalas wavelets e a

freqliéncia revelada pela andlise wavelet, conforme vemos na figura 2-12.

wavelets detalhes alta
escalas . wn
- mais _, | rapidamente —, | freqiiéncia
equenas S )
ped comprimidas variaveis no sinal
wavelets caracteristicas baixa
escalas . mais visiveis freatiénc
grandes = mais = | mudando = | frequencia
dilatadas lentamente no sinal

Figura 2-12 Correspondéncia entre escalas e freqiiéncias na analise wavelet.
Wavelet Toolbox-(MISITI, 1996).
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2.3.8 Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov, nome em homenagem ao matematico russo,
A. M. Lyapunov, (BAKER, 1996), (FERRARA, 1994) desempenham um papel crucial na
descricdo do comportamento de sistemas dindmicos. Eles medem a taxa média de
divergéncia ou convergéncia das trajetdrias do espago de fase a partir de pontos iniciais
proximos. Por essa razao, eles podem ser usados para analisar a estabilidade dos ciclos
limites e para checar a sensivel dependéncia as condi¢des iniciais indicando a presenca de

atratores caoticos (SANDRI, 1996).

Consideremos, inicialmente, sistemas continuos com n equacdes
diferenciais ordinarias (FERRARA, 1994) e imaginemos uma pequena hiper-esfera de
condicdes iniciais no espaco de fase para escalas de tempo suficientemente pequenas. O
efeito da dinamica do sistema sera distorcer este conjunto para um hiper-elipisdide
esticando ao longo de algumas direcdes e contraindo ao longo de outras. A taxa assintdtica
de expansao do eixo maior que corresponde a dire¢dao mais instavel do fluxo ¢ medida pelo
maior expoente de Lyapunov A;. Em geral, se ordenarmos os eixos € os expoentes de
Lyapunov em ordem decrescente pela magnitude, €;>..., € A; > ...A,, cada A; quantifica a

taxa exponencial média de expansdo ou contragdo para o i-¢simo €ixo &;.

Mais formalmente, consideremos dois pontos iniciais préximos Xp € Yo
em um espaco de fase, conforme figura 2-13 onde yo ¢ uma pequena hiper-esfera de raio
€0(xo), representada matematicamente na relacdo (2.45), cuja finalidade ¢ de teste aos

estados iniciais vizinhos em torno do ponto Xy de uma linha de fluxo.
[Yo—Xo| <€(X) (2.45)

Com o passar do tempo, o fluxo deforma a hiper-esfera que se transforma
em um hiper-elipsdide com eixos principais &(t), parai= 1, 2,..., n, e que esta representado

na figura 2-13.
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Os expoentes de Lyapunov medem o crescimento exponencial dos eixos

principais g;(t) e sao definidos por

Ao=lim  lim A5 12 n (2.46)

b tom gy(Xo)-0 t g,(x,)

Em geral os A; dependem do estado inicial xo, mas em muitos casos eles

sdo constantes ao longo de uma significativa regido do espaco de fase (FERRARA, 1994).

Figura 2-13 Evolugdo de um elemento de volume esférico de raio gy(x¢) em torno de um ponto
inicial xy. Depois de um tempo t a esfera torna-se um elipsdide com eixos principais
€1(t) e &(t). Na figura esté representado o caso bidimensional.

Da equagao 2.46 obtemos:

g, (t) =g, (x,)e"". (2.47)

Concluimos que (FERRARA, 1994):

a) a existéncia de um ou mais expoentes de Lyapunov positivos define

uma instabilidade orbital nas dire¢oes associadas;
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b) para uma solucdo cadtica, associada a um atrator estranho, a
dependéncia sensitiva as condigdes iniciais implica na existéncia de pelo menos um

expoente de Lyapunov A; > 0;

c) para uma solucdo periddica ou quasi-periddica podemos esperar que
deslocamentos na dire¢do perpendicular a0 movimento diminuam com o tempo, enquanto
que ao longo da trajetoria eles ndo devem se alterar, correspondendo a um simples
deslocamento do ponto inicial. Segue, portanto, de (2.47) que no caso de solugdo periddica
ou quasi-periddica A; < 0 nas dire¢des perpendiculares ao movimento e A; = 0 ao longo da

trajetoria.

E possivel identificar um atrator pelos sinais dos expoentes de Lyapunov.
Assim, a dinamica de um atrator para um sistema continuo com quatro equacdes
diferenciais serd de um movimento peridodico se o espectro de Lyapunov apresentar um
expoente nulo e os demais negativo, cadtico, se apresentar um positivo, um nulo e os
outros dois negativos e ponto fixo se todos forem negativos (SANDRI, 1996). Esta

classificagao esta descrita abaixo:

Dinamica dos atratores Espectros de Lyapunov
Ponto fixo - = = =
Movimento periddico 0,-, - -
Movimento cadtico +,0,—, —.

Assim, um sistema continuo com quatro equagdes diferenciais ordinarias
sera cadtico, com base no espectro de Lyapunov, se tiver um expoente positivo, um nulo e

os outros dois negativos e periddicos se o espectro tiver um nulo e os demais negativos.



CAPITULO 3

Equacoes que descrevem o sistema

3.1 Introducao

Quando um sistema recebe energia de uma fonte, geralmente, admitimos
que a fonte ndo reaja ao sistema. Assim, se consideramos a fonte de energia como sendo
um motor girando com velocidade angular constante, usualmente, admitimos que esta
velocidade permanega constante € que o sistema ndo interfere no movimento rotacional do
motor (KONONENKO, 1969). No entanto, em problemas praticos da ciéncia de
engenharia, geralmente, a excitagdo ¢ dependente da resposta estrutural do sistema
dinamico. Isto ¢, a excitacdo manifesta influéncia no sistema e o sistema age na fonte de
excitacdo. Neste caso, o sistema dinamico ¢ dito ndo-ideal e a excitagdo depende da
resposta do sistema. Este fendomeno ¢ conhecido na literatura cientifica como efeito

Sommerfeld, em homenagem ao primeiro pesquisador do assunto.

No modelo proposto, conforme figura 3-1, ndés admitimos constante a
voltagem que alimenta o motor elétrico CC (motor de corrente continua), a qual implica

em velocidade angular constante. No entanto, essa velocidade nem sempre ¢ constante,
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podendo oscilar devido a influéncia do movimento de oscilacao adere-desliza do bloco no
motor elétrico. No estudo deste modelo consideramos uma correia inextensivel e sobre ela
um bloco preso a um extremo de uma mola linear com o outro extremo preso a um suporte

fixo. Esse bloco oscila sobre a correia movimentada pelo motor elétrico.

Influenciando na oscilagao do bloco temos a forca de atrito, a for¢a da

mola e a forga externa, que serdo detalhadas a seguir.

Figura 3-1 Modelo de um sistema dindmico ndo-ideal com atrito seco e excitagdo externa.

3.2 Forcas que agem no bloco

3.2.1 Forg¢a de atrito

Apesar de dificil a tarefa de modelar o atrito seco em um oscilador, visto
que a fisica do atrito seco nao ¢ completamente entendida (FENNY, 1994), dos diferentes
modelos existentes para reproduzir esse fendmeno, usamos o modelo que envolve a lei de
Coulomb que trata do atrito entre dois solidos deslizantes, publicada por Augustin de

Coulomb e que diz:
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1 — a forga de atrito ¢ independente da area de contato aparente entre as

superficies deslizantes;

2 — a forga de atrito ¢ proporcional a forca normal N, isto é, a forga
perpendicular as superficies deslizantes que pressiona os dois sélidos juntos. O fator de

proporcionalidade ¢ chamado coeficiente de atrito;

3 — o atrito cinético fx, que ¢ a forga para manter um corpo deslizante em

uma velocidade constante, ndo depende da velocidade de deslizamento. Ele ¢ menor ou

igual ao atrito estatico fg que ¢ a forca para iniciar o deslizamento. Temos entdo que:

fi=usN, fx =N, com py < ps. (3.1)

No sistema dinamico proposto modelamos a for¢a de atrito f,, causada
pela interacdo do bloco e da correia em movimento, em fungdo da velocidade relativa de
deslizamento, da forca normal N e dos coeficientes de atrito estitico ps e cinético iy

(HECKL, 1996). A velocidade relativa de deslizamento que ¢ a diferenca da velocidade do

bloco ¢ definida por u=rd—% onde 0 representa a velocidade angular do motor e x

representa a velocidade e r o raio da roda envolta pela correia.

Em um modelo tradicional, a for¢a de atrito f;, figura 3-2, ¢ proporcional

a forca normal N e ¢ definida pela equacgao:

fi=uN (3.2)

v

[

N

Figura 3-2 Forga de atrito com L e . diferentes.
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No modelo em estudo, segundo a lei de Coulomb, o coeficiente de atrito
p varia em funcao da variacao da forca normal na area em contato. Isso acontece porque

existe um coeficiente de atrito estitico us € um coeficiente de atrito cinético

(FENNY, 1994).

Quando o bloco tem a mesma velocidade da correia, a velocidade relativa
de deslizamento ¢ nula. Nessa condi¢do, o atrito estatico L toma o valor necessario para
equilibrio das for¢as que agem no bloco. Consequentemente, para manter essa condi¢ao de
equilibrio a for¢a de atrito passa a assumir muitos valores ja que o atrito estatico esta

variando e ¢ definida pela equagdao (FENNY, 1994):

f,(u)= h(u) s N (3.3)

onde —1 <h(u) <1, parau=0.

Quando o atrito estatico ¢ superado, o coeficiente L do atrito estatico

assume o coeficiente p do atrito cinético e a forca de atrito assume a forma:

f,(u) = h(u) w N (3.4)

onde h(u) =1 parau> 0 ¢ h(u) =—1 parau <0.

Quando admitimos (LYANG, 1965) pus = pux = p e consideramos que

N = mg, a for¢a de atrito f,(u), que ¢ descontinua e com muitos valores quando u = 0,

assume a forma:

fu(u) = h(wy mg (3.5)

com h(u) definida pela equagao:
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1 u>0
h(u)=4-1<y<l1 u=0e yeR (3.6)
-1 u<o0

e representada pelo grafico da figura 3-3:

h(u) A

v

Figura 3-3 Grafico da fungdo h(u) com p; e L iguais.

Para evitar a descontinuidade da lei de atrito de Coulomb e poder usar a
integracdo numérica de fungdes continuas, substituimos a equagdo (3.6) pela equacao

(LIANG, 1995):

h” (u) = tanh(¢u) (3.7)
onde ¢ ¢ um pardmetro que determina a proximidade entre a descontinuidade do modelo
de Coulomb e essa aproximagdao continua. Utilizando esse modelo, a for¢a de atrito
convencional passa a ser definida pela equacao:

f, = mgtanh(pu) (3.8)

Atribuindo a ¢ (unidade em s/m) o valor de 30 a equacao (3.8) passa,

entdo, a ser escrita na seguinte forma:
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f =pmgtanh(30u) (3.9)

A figura 3-4, obtida com recursos do MATLAB 7.0 para u variando entre
—-1,3 e 1,3, mostra a funcao h*(u) = tanh(30u), substituta da fun¢ao h(u).

Figura 3-4 Gréfico da fungdo h'(u) = tanh (30u) com p e  iguais.

3.2.2 Forc¢a da mola

A for¢a da mola também contribui para o movimento oscilatorio do bloco
e obedece a lei de Hooke que ¢ enunciada assim: quando um soélido ¢ deformado, ele
resiste a isto com uma forga proporcional a deformagao experimentada, desde que esta nao
seja demasiado grande. Em se tratando de uma deformacao unidimensional, essa lei pode

ser escrita como:

F=—kx (3.10)
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onde x € a compressdo ou alongamento da mola a partir do seu estado indeformado ¢ k a
constante de proporcionalidade. O sinal menos (-) indica que a forga se opde, ou resiste, a
deformacao.

Ao tomarmos a constante elastica k, denominada constante elastica
linear, a forca da mola (forca restauradora) que age no bloco, consequentemente, sera

linear e assume a forma:

fio=—k X (3.11)

3.2.3 Forc¢a externa

O bloco sofre ainda influéncia de uma forca externa de excitacao

harmonica que definimos pela equagdo:

fo = fcos(m t) (3.12)

onde f e ® sdo, respectivamente, a amplitude e freqiiéncia desta excitagdo harmdnica.

3.3 Equac¢ao do movimento do bloco

A equacdo que descreve o movimento do bloco obedece a segunda lei de

Newton e tem a forma:

mX=f, +f_ +f, (3.13)

onde m ¢ a massa do bloco que oscila sobre a correia, x seu deslocamento em relacdo a

posicdo de equilibrio, f, a forca de atrito, fy,, a for¢a da mola, e f; a forca externa.
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Substituindo (3.9), (3.11) e (3.12) em (3.13), obtemos a equacao que

descreve o movimento do bloco, definida por:

mX = pmg tanh(30u) — kx + f cos(mt) (3.14)

3.4 Equacao do movimento do motor CC

O motor CC (motor de corrente continua) ¢ um transdutor
eletromecanico bidirecional que pode converter, em qualquer dire¢do, a energia elétrica em

mecanica e energia mecanica em elétrica.

O esquema desse motor estd descrito na figura 3-5 e na dindmica
idealizada para ele consideramos o campo magnético constante e denotamos por R a
resisténcia do circuito e por L a indutancia do rotor. A seguir, desenvolvemos as equagdes

diferenciais que descrevem a dindmica desse sistema eletromagnético.

A relagdo entre o potencial elétrico e a forca mecanica no movimento do

rotor, através de um campo magnético, ¢ definida pela lei de inducao de Faraday e pela lei

de Ampere.
i R
LO—=>
L
+ carga
motor CC 0 | inercial atrito
-0 Jv I
- \ VA
torque
vel.
t angular

Figura 3-5 Esquema genérico de um motor elétrico CC com carga inercial 1.
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A aplicagdo da voltagem V gera a corrente i no circuito do motor
provocando, assim, um torque mecanico T no rotor. Em contrapartida, ¢ criada no circuito

certa resisténcia R a essa corrente.
O trabalho principal de todo motor com ima permanente ¢ adquirir um
torque constante pela manipulagdo da bobina e da corrente. O torque ¢ diretamente

proporcional a corrente e ¢ definido pela equagao:

t=k.i (3.15)

T
onde k; ¢ geralmente conhecido como torque constante.

A forga contra-eletromotriz Venr € diretamente proporcional a velocidade

angular @ do motor elétrico e ¢ definida pela equagao:
Vemf = Kemf ® (3.16)

onde kenr € geralmente conhecida como voltagem constante e depende de certas

propriedades fisicas do motor elétrico.

Em motores de corrente continua o torque e a voltagem constantes tem o
mesmo valor (k; = keme = k) € por essa razdo os subscritos emf e T sdo usualmente

desprezados.

A voltagem total pode entdo ser escrita como:
. di
V=1R+La + ko (3.17)

Admitindo que a corrente do circuito mude muito pouco, a derivada da
corrente pode ser desprezada e, consequentemente, igualada a zero. Este procedimento ¢

representado, conforme segue, pela equagao:
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di
—=0 3.18
" (3.18)

Substituindo a equacao (3.18) na equagao (3.17) obtemos a equacgao:

(3.19)

Substituindo a equagao (3.19) na equagdo (3.15) obtemos a equagao:

2
T:k_V_k_co (3.20)

R R

Na velocidade zero o torque do motor ¢ maximo. Este torque ¢

denominado torque de estol e ¢ definido pela equacao:

_Kv (3.21)

Com a substituicdo da equagdo (3.21) na equacdo (3.20) obtemos a

equacao do torque do motor:

k2
T:TO—?(D (322)

Substituindo na equacgao (3.22) o torque T por zero, isto € fazendo T = 0,

obtemos a velocidade maxima do motor ®,, definida pela equagao:

Rt
= k20 (3.23)

Wy

Substituindo a equacao (3.23) na equagao (3.22) obtemos a equacao geral

do torque, definida por:
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T=1,(1-—) (3.24)
®o

Esta equacdo pode ser graficamente exibida e ¢ comumente conhecida
como diagrama do torque versus velocidade angular do motor CC. O grafico da

figura 3-6 mostra o torque gerado pelo motor elétrico em funcdo da velocidade.

Para voltagens constantes um segmento de reta une o torque de estol Ty a

) , . ) . , . ~ T
velocidade maxima my. O declive dessa linha é definido pela razio —%.
®
0

Figura 3-6 Diagrama do torque de um motor CC versus velocidade angular.

O diagrama do torque de um motor CC versus sua velocidade angular ¢
uma representacao util, porque podemos obter o desejado torque de carga nesse diagrama e

verificar se o motor esta habilitado em produzir esse torque.

Obtemos a equacdo da parte mecanica do motor usando a segunda lei de
Newton que diz que a carga inercial I vezes a derivada da velocidade angular ¢ igual a

soma de todos os torques sobre o eixo do motor. O resultado ¢ a equagao:

190 _ ¢ o (3.25)
dt

onde k, ¢ o coeficiente de atrito viscoso.
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Substituindo a equagao (3.24) em (3.25) obtemos:

do o)
I—=1 (I-—)-k. o 3.26
=Tk, (3.26)

0

Substituindo as relagdes i—? =0 ¢ ®=0em (3.26) obtemos:

=1 (1—Lé)—ka0 (3.27)
0 ®
0

onde (3.27) ¢ a equagao diferencial que descreve o movimento de rotagao do motor.
3.5 Equacoes que descrevem o sistema

Em muitos problemas praticos de engenharia foram observados que a
fonte de energia do sistema ¢ influenciada pela resposta do sistema. Esta constatagdo
mostra a necessidade da construgdo de modelos que considerem a interagdo das variaveis
de estado da fonte de energia e das varidveis de estado do sistema mecanico

(KONONENKO, 1969), (BALTHAZAR et al., 2002).

O modelo utilizado neste trabalho trata de um sistema dindmico nao-ideal
com atrito seco e excitacdo externa onde interagem o movimento de oscilacdo adere-

desliza do bloco € o movimento de rotagdo do motor elétrico.

Quando atrelamos o motor CC a roda que movimenta a correia, surge um
torque no eixo do motor CC devido a for¢a de atrito existente entre o bloco e a correia.
Essa interacdo da forga de atrito e do movimento rotacional do motor d4 origem a maquina
nao-ideal, objeto de estudo deste trabalho. No modelo aqui proposto, 0 movimento do
bloco interfere no movimento rotacional do motor elétrico o qual responde interferindo no

movimento de oscilacdao do bloco.
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A acdo da forca de atrito no motor, devido ao torque, ¢ definida pela

equacao:
f,., = rn mgtanh(pu) (3.28)

Sob acdo da forca f,;, no motor elétrico, obtemos a equacao diferencial

que descreve o movimento rotacional do motor e ¢ definida por:

160 =TO(I—LG)—ka9+rumgtanh(30u) (3.29)
®
0

As equacdes diferenciais (3.27) e (3.29) descrevem o modelo dindmico

proposto que ¢ definido pelo sistema:

X = pg tanh( pu) — %x + icos (ot)

(3.30)

§=CTo_ To kg 0+ L8 anh (pu)
lo, 1 I

onde a primeira equacdo diferencial do sistema descreve o movimento do bloco sobre a

correia e a segunda o movimento rotacional do motor.

Na primeira equagao diferencial do sistema,

X =pugtanh ((pu)—%x+écos(oot) (3.31)
fa f1’1’1 fe

fo € a forca externa que excita harmonicamente o bloco, f,, a forca da mola que age no

bloco e f, a for¢a de atrito dependente da velocidade relativa de deslizamento. A diferenca

da velocidade da correia e da velocidade do bloco é denominada velocidade relativa de

deslizamento e ¢ definida pela equagdo:
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u=r0-x% (3.32)
A forga de atrito que usamos neste trabalho ¢ definida por:

f, = umgtanh(¢pu) (3.33)

que ¢ uma aproximacao suave da lei de atrito de Coulomb. Ao pardmetro ¢, que determina
uma proximidade entre a descontinuidade do modelo de Coulomb e essa aproximagdo

suave (LIANG, 1995), atribuimos o valor ¢ = 30s/m.

A forca que movimenta harmonicamente o bloco ¢ definida pela

equacao:

f, = icos((nt) (3.34)
m

(5

onde o ¢ a freqiiéncia da forga externa que variaremos para analisar o comportamento do

sistema dindmico proposto.

Na segunda equacgao do sistema,

§=To_ T—0+k—a 0+ umgtanh(gu) (3.35)
I ol 1) 1

m(0) ¢ a fungdo que define as caracteristicas do motor elétrico CC e que admitimos aqui

ser uma fungdo linear e f,, ¢ a for¢ca que age no movimento rotacional do motor e que softre

interferéncia das oscilagdes adere-desliza que ocorrem no bloco.



CAPITULO 4

Simula¢des numéricas do sistema

4.1 Introducao

As séries temporais obtidas por integracdo numérica, traduzem o
comportamento do sistema dindmico em estudo. Com elas analisamos o movimento
oscilatorio do bloco sobre a correia, a interferéncia dessas oscilagdes no movimento
rotacional do motor e o sistema dindmico como um todo. Fazemos essa andlise com os
graficos que dao a posi¢do e velocidade do bloco em fun¢do do tempo, com as trajetorias
do plano de fase, com o espectro de freqiiéncia (andlise de Fourier — FFT), com os
coeficientes wavelets (andlise wavelet) e com a taxa de divergéncia ou convergéncia das
trajetorias do plano de fase que partem de pontos iniciais proximos (expoentes de

Lyapunov).

O plano de fase ¢ um caso particular do espago de fase que ¢ definido
como todo espago matematico, com coordenadas ortogonais que representam as diregdes
de cada variavel, necessarias para especificar o estado instantaneo do sistema. Cada ponto

do espaco de fase representa um estado possivel para o sistema e por ele passa s6 uma
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trajetoria. No caso em que o espacgo de fase ¢ um plano de fase, o estado de uma particula
se movendo em uma dimensdo ¢ especificado pela sua posicdo x e velocidade v
(BAKER, 1996). As trajetorias do plano de fase que usamos para analise deste trabalho sao

tracadas usando a posicao e velocidade do bloco.

A andlise de Fourier e a analise wavelet, ambas com o objetivo de
estudar as freqiiéncias do sinal, serdo feitas, respectivamente, pela transformada rapida de

Fourier (FFT) e pela transformada wavelet.

Com recursos do MATLAB 7.0 usamos o programa do Apéndice A para
ilustrar os graficos: posi¢ao do bloco em func¢do do tempo, as trajetdrias do plano de fase e
o espectro de freqiiéncias. Com o programa do apéndice B calculamos a transformada

wavelet e com o do apéndice C, os expoentes de Lyapunov.
4.2 Atribuicao de valores aos coeficientes do sistema

O sistema de equacdes diferenciais que usamos para descrever o modelo

proposto neste trabalho ¢, conforme as dedugdes feitas no Capitulo 3, definido por:

X = pg tanh [@(r6 — %)] —%X + %cos (ot)

(4.1)

GoFo [ TooyKalg  TRME b o6 - %)]
lo, I I

~ : /k A
e na equa¢do do movimento do bloco o valor de ,|— define a freqiiéncia natural de
m

oscilacdo do bloco.

Ao sistema descrito em (4.1) atribuimos os valores numéricos que

seguem:
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w=0,622 T, = 2,5 m” kg/s”
g=98m/s> 1=0,017778 m” kg
r=0,0702m o = 78,3 rad/s (4.2)
k=1015kg/ s~ k, = 0,281 mkg/s
m = 5,72 kg u=(0,070260 — x )m/s
f=19,86 kgm/s” 6:\/E=13,32 Hz
m
¢=30s/m

e obtemos, assim, o seguinte sistema:

X = 6,10 tanh[ 30(0,0702 6— %)] - 177,4 5 x+ 3,47 cos(o )
(4.3)

0 = 140,62 — 17,600+ 137,68 tanh[ 30(0,0702 6— X)]

que sera integrado pelo método numérico de Runge-Kutta, residente no software

MATLAB 7.0.

Nos dados apresentados em (4.2) notamos que a freqiiéncia natural do

bloco ¢ definida por ® =13,32 Hz.

4.3 Integracao numérica do sistema

Transformando o sistema de equacdes diferenciais ordinarias de segunda

ordem (4.3) em um sistema de equacgdes diferenciais ordindrias de primeira ordem pela

mudanga das variaveis x, X,0 ¢ 0 por outras, definidas conforme segue,

obtemos o sistema:
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%, = 6,10 tanh[ 30(0,0702 x ,— x,)] —177,4 5x,+ 3,47 cos(® t)
(4.4)

X3 =Xy

%, =140,62 —17,60x, +137,68 tanh[ 30(0,0702 x ,— x,)]

Com o método numérico de Runge-Kutta de quarta ordem, instalado no
software MATLAB 7.0, integramos o sistema (4.4) no intervalo de zero a 180 segundos,
com intervalos de integracdo de 1/256 segundos e condi¢des iniciais: X; =0, xo =0, x3 =0
e x4 = 0. Desprezamos a parte transiente, tomamos os tltimos 8192 pontos para obtermos
quatro séries temporais que tratam, separadamente, da posi¢do do bloco e sua velocidade,
da posigdo rotacional do motor e sua velocidade. Analisamos o comportamento dinamico
do sistema por meio dessas séries usando os métodos matematicos propostos neste

trabalho.

4.4 Resultados das simulacoes

Nas simulagdes, variamos a freqiiéncia da for¢a externa no intervalo de
11 Hz a 15 Hz, com passos de 0,1 Hz. Dentre essas simulacdes, escolhemos uma seqiiéncia
crescente de freqii€ncias, que faz o bloco passar de um movimento peridodico para um
caotico e depois de um movimento cadtico para um periddico. A seqiiéncia das freqiiéncias

escolhidas ¢ {12; 12,5; 13; 13,5; 14; 14,5; 15}.

Exibimos a seguir, nas figuras de 4-1 até¢ 4-14, em (a) os graficos da
posi¢ao do bloco em funcao do tempo, em (b) as trajetorias da velocidade do bloco em
fun¢do da sua posi¢ao, em (c) os espectros de freqiiéncias da posi¢do do bloco, em (d) os
diagramas dos expoentes de Lyapunov e em (e) os escalogramas da transformada wavelet.
Calculamos os expoentes de Lyapunov (SIU, 1998) com t variando de zero até 1000
segundos e usamos a wavelet de Morlet no célculo da transformada wavelet
(COMPO, 1995). No escalograma, as cores quentes indicam os maiores coeficientes

wavelets e as cores frias os menores coeficientes.
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Figura 4-1 Gréaficos da simulagdo do sistema dindmico proposto para @ = 12 Hz. (a) posi¢do do bloco em
fungdo do tempo, (b) trajetorias do plano de fase, (¢) espectro de freqiiéncia e (d) expoentes de
Lyapunov.

Na figura 4-1, para ® = 12 Hz, a caracteristica do grafico em (a) ¢ de um
movimento periddico e em (b), também, onde as trajetdrias permanecem confinadas numa
fina faixa, conforme ilustrado. Em (c), a freqiiéncia fundamental e suas freqiiéncias
multiplas, também caracterizam movimento periddico do bloco. Em (d) com
A1 =0,00283715, A, =—1, 39047, A3 = -2, 88453 ¢ Ay = —12, 4264 temos a confirmagao do
movimento periddico com um expoente de Lyapunov nulo e os demais negativos
(SANDRI, 1996). Em (e), figura 4-2, o grafico da transformada wavelet também

caracteriza movimentos periodicos.
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Figura 4-2 Escalograma da transformada wavelet para ® = 12 Hz.
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Figura 4-3 Graficos da simulag@o do sistema dindmico proposto para ® = 12,5 Hz. (a) posi¢do do bloco em
funcdo do tempo, (b) trajetorias do plano de fase, (c) espectro de freqiiéncia e (d) expoentes de
Lyapunov.

Na figura 4-3, para ® = 12,5 Hz, a caracteristica do grafico em (a) é de
um movimento periddico e em (b), também, onde as trajetorias permanecem confinadas
numa fina faixa, conforme ilustrado. Em (c), a freqiiéncia fundamental e suas freqiiéncias
multiplas, também caracterizam movimento periddico do bloco. Em (d) com
A1 =0,00272898, A, =—1, 57962, A3 =—1, 58342 ¢ Ay =—13, 6154 temos a confirmagao do
movimento periddico com um expoente de Lyapunov nulo e os demais negativos
(SANDRI, 1996). Em (e), na figura 4-4, o grafico da transformada wavelet também

caracteriza movimentos periodicos.

(e)
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Figura 4-4 Escalograma da transformada wavelet para o = 12,5 Hz.
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Figura 4-5 Graficos da simulagdo do sistema dindmico proposto para ® = 13 Hz. (a) posi¢do do bloco em
funcdo do tempo, (b) trajetérias do plano de fase, (c) espectro de freqiiéncia e (d) expoentes de
Lyapunov.

Na figura 4-5, para ® =13 Hz, em (a), nada podemos afirmar quanto a
periodicidade do movimento do bloco. Em (b) e (c) os graficos dao indicios de movimento
caotico do bloco. Em (d) com A; = 0, 0047211, A, = -0, 119831, A3 = —1, 3453 ¢
As = —13, 3847 temos a confirmagdo do movimento periddico com um expoente de
Lyapunov nulo e os demais negativos (SANDRI, 1996). Em (e), na figura 4-6, o grafico da

transformada wavelet também da indicios de movimento periddico.
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Figura 4-6 Escalograma da transformada wavelet para o = 13 Hz.
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Figura 4-7 Graficos da simulagdo do sistema dinamico proposto para o = 13,5 Hz. (a) posi¢do do bloco em

funcdo do tempo, (b) trajetorias do plano de fase, (c) espectro de freqiiéncia e (d) expoentes de
Lyapunov.
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Na figura 4-7, para ® =13,5 Hz, em (a) o movimento do bloco nio tem

caracteristicas periddicas. Em (b) e (¢) os graficos dao indicios de movimento cadtico do

bloco. Em (d) com A; = 0, 404333, X, = -0, 00276072, A3 = =2, 1918 e A4 = —12, 50767

temos a confirmag¢ao do movimento cadtico com um expoente de Lyapunov positivo, um

nulo e os demais negativos (SANDRI, 1996). Em (e), na figura 4-8, o grafico da

transformada wavelet também da indicios de movimento cadtico.
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Figura 4-8 Escalograma da transformada wavelet para o = 13,5 Hz.
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Figura 4-9 Graficos da simulagdo do sistema dindmico proposto para ® = 14 Hz. (a) posi¢ao do bloco em
funcdo do tempo, (b) trajetorias do plano de fase, (c) espectro de freqiiéncia e (d) expoentes de
Lyapunov.

Na figura 4-9, para ® =14 Hz, em (a) o movimento do bloco ndo tem
caracteristicas periodicas. Em (b) e (c) o grafico da indicios de movimento cadtico do
bloco. Em (d) com A; = 0, 339166, A, = -0, 0011096, A3 = -1, 91544 ¢ A4 = —12, 1101
temos a confirmag¢ao do movimento cadtico com um expoente de Lyapunov positivo, um
nulo e os demais negativos (SANDRI, 1996). Em (e), na figura 4-10, o gréafico da

transformada wavelet também da indicios de movimento cadtico.
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Figura 4-10 Escalograma da transformada wavelet para ® = 14 Hz.
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Figura 4-11 Graficos da simulagdo do sistema dindmico proposto para ® = 14,5 Hz. (a) posi¢do do bloco em
funcdo do tempo, (b) trajetorias do plano de fase, (c) espectro de freqiiéncia e (d) expoentes de
Lyapunov.

Na figura 4-11, para ® =14,5 Hz, a caracteristica do grafico em (a) é de
movimento periddico no bloco e em (b) também, onde as trajetérias permanecem
confinadas em trés faixas, conforme ilustrado. Em (c) o grafico d4 indicios de movimento
caotico do bloco. Em (d) com A; = 0, 0025521, A, = —1, 8951, A3 = =5, 9865 ¢
Ay = —8, 3223 temos a confirmacdo do movimento periddico com um expoente de
Lyapunov nulo e os demais negativos (SANDRI, 1996). Em (e), na figura 4-12, o gréfico

da transformada wavelet também da indicios de movimento periddico.
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Figura 4-12 Escalograma da transformada wavelet para ® = 14,5 Hz.
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Figura 4-13 Graficos da simulagdo do sistema dindmico proposto para @ = 15 Hz. (a) posi¢do do bloco em
func¢do do tempo, (b) trajetdrias do plano de fase, (c) espectro de freqiiéncia e (d) expoentes
de Lyapunov.

Na figura 4-13, para ® = 15 Hz., a caracteristica do grafico em (a) é de
um movimento periddico do bloco e em (b), também, onde as trajetorias permanecem
confinadas numa fina faixa, conforme ilustrado. Em (c), a freqiiéncia fundamental e suas
freqiiéncias multiplas, também caracterizam movimento periédico do bloco. Em (d) com
A1 =0,00323494, A, =—1, 91622, A3 = -2, 63337 ¢ A4 = —12,0558 temos a confirmagao do
movimento periddico com um expoente nulo e os demais negativos (SANDRI, 1996). Em
(e), na figura 4-14, o grafico da transformada wavelet também caracteriza movimentos

periodicos.
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Figura 4-14 Escalograma da transformada wavelet para ® = 15 Hz.
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4.5 Secao de Poincaré

Uma maneira de observar o comportamento de sistemas dindmicos € por
meio da se¢do de Poincaré, artificio inventado por Henri Poincaré como um meio de
simplificagdo do diagrama do espaco de fase desses sistemas dindmicos. Ele ¢ construido
pela visao do diagrama do espago de fase de forma estroboscopica, de tal modo que o

movimento ¢ observado periodicamente.

Para o sistema dindmico proposto o periodo estroboscopico € o periodo

da forga externa que age no bloco (BAKER, 1996).

O método de Poincaré consiste em cortar ou secionar o atrator espiral em
intervalos regulares de tempo, observando nessas se¢des o plano definido pela posi¢do e
velocidade do bloco. Se esta segdo ¢ feita em intervalos correspondentes ao movimento da
forga externa entdo, os desenhos estroboscopicos sao todos mostrados em forma de ponto.
A posi¢do e velocidade do bloco sdo as mesmas quando a se¢do ¢ feita num periodo

T=2n/0 (0 =2nf= f=0/2n = T = 2n/®) (BAKER, 1996).

Para um comportamento periddico do sistema dinamico, a secdo de
Poincaré apresenta um conjunto de pontos coincidentes, que se repetem e estdo
concentrados em pequenas regides do mapa enquanto que para um comportamento cadtico
os pontos ndo sao coincidentes, ndo se repetem e sdo distribuidos no mapa de forma

dispersa.

Com, aproximadamente, 1250 pontos resultantes do movimento do motor
de 300 a 900 segundos em passos de 0,001s, gerados pelo programa do Apéndice E,
ilustramos a passagem do movimento periodico para o cadtico em valores vizinhos a 13 Hz
(figura 4-15), alguns movimentos cadticos em 13,5 Hz, 13,7 Hz e 14 Hz (figura 4-16) ¢ a
passagem do movimento cadtico para o periddico em valores vizinhos a 14,5 Hz

(figura 4-17).
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Figura 4-15 Passagem do movimento periddico para o caodtico. Em (a) os pontos se
concentram em duas regides da se¢do de Poincaré; em (b) os pontos comegam
a se dispersar e em (c) estdo totalmente dispersos tomando uma grande regido
da secdo de Poincaré.
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Figura 4-16 Movimento cadtico do sistema dindmico proposto. Em (a), (b) e (¢) os pontos
estdo totalmente dispersos tomando uma grande regido da se¢do de Poincaré.
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Figura 4-17 Passagem do movimento cadtico para o periédico. Em (a) os pontos estdo
totalmente dispersos tomando uma grande regido da se¢do de Poincaré, em (b)
0os pontos comegcam a se concentrar em duas regides e em (c) estdo
concentrados em duas regides da secao de Poincaré.
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4.6 Bifurcacao

Uma bifurcacdo ocorre quando uma pequena mudanga feita no valor de
um parametro (parametro de bifurcacdo) de um sistema dindmico causa uma subita

mudanca qualitativa no comportamento dinamico desse sistema (STROGATZ, 1994).

O comportamento do sistema dindmico bloco-correia-motor pode ser
globalmente observado quando verificamos a posi¢do do bloco no inicio de cada ciclo para
um determinado intervalo de freqiiéncias da forca externa. Para isto integramos o sistema
numericamente calculando para varias freqiiéncias desse intervalo a posi¢cao do bloco. O
grafico gerado pela posicdo do bloco no comeco de cada ciclo versus freqiiéncia ¢
denominado diagrama de bifurcacdo e estd representado na figura 4-18 para as freqiiéncias
da forca externas que variam de 11,8 Hz até 15 Hz em passos de 0,1 Hz. Na integragcdo do

sistema consideramos o tempo variando de 300 a 900 segundos, em passos de 0,001s.

Quando fazemos variar a freqiiéncia da forca externa ¢ possivel notar as

posic¢des que o bloco ocupa no comego de cada ciclo, examinando o grafico da figura 4-18.

013 ; ! ! ! J ;
01t

0.05

dobloco

posicio
o

-0.05

1.5 12 12.5 13 13:5 14 14.5 13
frequénecia externa

Figura 4-18 Diagrama de bifurcagdo. Os valores da posi¢do do bloco no comego de cada
ciclo dependem da freqiiéncia da forga externa que varia de 11,8 Hz até 15 Hz.
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Notamos no diagrama de bifurcacdo (figura 4-18) que, quando o varia de
11,8 Hz até as proximidades de 13 Hz e nas proximidades de 14,5 Hz até 15 Hz, o bloco
ocupa duas posi¢des no inicio de cada ciclo, caracterizando um comportamento periddico
do sistema dindmico. Para os valores restantes de o isto ¢, entre 13 Hz ¢ 14,5 Hz, o bloco
parece ocupar um numero maior de posi¢des no inicio de cada ciclo, dando indicios do

comportamento cadtico do sistema dindmico proposto.

Nas regides limitrofes, onde o sistema passa de um comportamento

periodico para cadtico e vice-versa, o mapa de Poincaré da maiores detalhes dessa regido.

4.7 Analise da interacao do movimento do bloco e da fonte de energia

Devido ao atrito, as oscilagdes que ocorrem no bloco sobre a correia
podem influenciar no movimento rotacional do motor elétrico como, também, o

movimento rotacional do motor elétrico pode influenciar nas oscilagdes do bloco.

Com o objetivo de analisar o comportamento do sistema dindmico
proposto, em situagcdes onde a interferéncia do movimento de oscilagdo do bloco no
movimento rotacional do motor elétrico e as respostas do motor elétrico a essa
interferéncia sdo visiveis, diminuimos a poténcia do motor elétrico alterando seu torque de
estol e conservamos todos os outros parametros conforme foram definidos em (4.2).
Escolhemos duas freqiiéncias da for¢a externa sendo uma delas igual a 14 Hz, onde o
comportamento do sistema ¢ cadtico e a outra igual a 12,6 Hz onde o comportamento do
sistema ¢ periddico. Os comportamentos do sistema nessas freqiiéncias sdo conhecidos,

pois ja foram estudados neste capitulo em 4.4.

Integramos o sistema, numericamente, nas freqiiéncias da forga externa
iguais a 14 Hz e 12,6 Hz e conservamos todos os outros pardmetros conforme ja foram
definidos em (4.2), com excec¢do dos torques de estol do motor elétrico, aos quais foram
dados valores decrescentes com a finalidade de diminuir a poténcia do motor elétrico. Os

torques escolhidos estao definidos a seguir:
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1) o= 18 m* kg/s?;

2) 1o = 12 m* kg/s%; (4.5)

Nt=2,2 m? kg/sz.

Analisamos os resultados dessa integracdo numérica e ilustramos da
figura 4-19 até a figura-4-24, em (a) o grafico das trajetorias do plano de fase (posicio e
velocidade do bloco), em (b) o espectro de freqiiéncia em (c) o diagrama de poténcia do

motor elétrico e em (d) o diagrama da velocidade angular do motor elétrico.

4.7.1 Freqiiéncia da forca externa igual a 14 Hz

Analisamos neste item o comportamento dindmico do sistema bloco-
correia-motor na freqiiéncia da forca externa igual a 14 Hz e nos torques que estdo

propostos em (4.5).

a.1) 7o = 18 m” kg/s

Neste torque a poténcia maxima do motor elétrico ¢ igual a 1409,4 watts
e sua velocidade angular maxima ¢ igual a 78,3 rad/s. Nessas condi¢des, o motor elétrico ¢
capaz de movimentar a correia sem sofrer grandes influéncias do atrito. Isto € verificado
quando observarmos os graficos da figura 4-19 onde em (c) a poténcia do motor elétrico
de, aproximadamente, 352 watts e em (d) sua velocidade angular de, aproximadamente,
40 rad/s se mantém inalteradas. Isto caracteriza que o movimento do bloco sobre a correia
ndo influencia no movimento rotacional do motor elétrico como, também, o motor elétrico

nao influencia no movimento de oscila¢ao do bloco.

Os gréaficos da figura 4-19 que ilustram, em (a) as trajetérias do plano de

fase confinadas numa fina faixa, em (b) apenas uma freqiiéncia e em (d) velocidade
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angular constante do motor elétrico revelam, que o sistema bloco-correia-motor tem

comportamento periddico.
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Figura 4-19 Graficos da simulagdo do sistema dindmico proposto para ® = 14 Hz e 1, = 18m” kg/s’.
(a) plano de fase, (b) espectro de freqiiéncia, (¢) poténcia do motor elétrico e (d) velocidade

angular do motor elétrico.

a2)to=12 m> kg/s2

Neste torque a velocidade angular maxima do motor elétrico continua

sendo igual a 78, 3 rad/s e sua poténcia maxima diminui para 939,6 watts. Nessas

condicdes, o motor elétrico ja comega sofrer alguma influéncia do atrito. Isto € verificado

ao observarmos os graficos da figura 4-20 onde em (c) a poténcia do motor elétrico oscila

entre, aproximadamente, 200 watts e 230 watts, em (d) sua velocidade angular também

oscila entre, aproximadamente, 24 rad/s e 33 rad/s. Isto ¢ uma -caracteristica da

interferéncia do movimento de oscilagdo do bloco no motor elétrico e das respostas do

motor elétrico a essa interferéncia.
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Os gréficos da figura 4-20 que ilustram, em (a) as trajetorias do plano de

fase confinadas numa fina faixa, em (b) a freqiiéncia fundamental e suas freqiiéncias

multiplas e em (d) a velocidade angular do motor elétrico oscilando, periodicamente,

revelam que o sistema bloco-correia-motor tem comportamento periddico.
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Figura 4-20 Graficos da simulagdo do sistema dindmico proposto para @ = 14 Hz e 1y = 12m* kg/s’.
(a) plano de fase, (b) espectro de freqiiéncia, (c) poténcia do motor elétrico e (d) velocidade

angular do motor elétrico.

a.3) 79 = 2,2 m”* kg/s’

Diminuindo ainda mais o torque de estol do motor elétrico para

T0=2,2 m’ kg/s2 e conservando a mesma velocidade angular méxima em 78, 3 rad/s, temos

um motor elétrico com poténcia maxima igual a 172,26 watts. Com essas caracteristicas, o

motor elétrico ja comega a sofrer grande influéncia do atrito. Notamos isto quando

observarmos os graficos da figura 4-21 onde em (c) a poténcia do motor elétrico oscila

entre, aproximadamente, 2 watts e 27 watts e em (d) sua velocidade angular também oscila

entre, aproximadamente, 1 rad/s e 15 rad/s. A interferéncia do bloco no movimento
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rotacional do motor elétrico e a resposta que da o motor elétrico a esse tipo de interferéncia

estdo presentes neste caso, pois as oscilagdes de poténcia e velocidade do motor elétrico

sdo claramente observadas na figura 4-21 (c¢) e (d).

Os graficos da figura 4-21 que ilustram em (a) as trajetérias do plano de

fase com caracteristicas caoticas, em (b) um niimero grande de freqiiéncias diferentes, e em

(d) velocidade angular oscilante do motor elétrico com caracteristicas cadticas, revelam

que o sistema bloco-correia-motor tem comportamento caotico.
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Figura 4-21 Graficos da simula¢io do sistema dindmico proposto para ® = 14 Hz e 1) = 2,2m” kg/s”.
(a) plano de fase, (b) espectro de freqiiéncia, (c) poténcia do motor elétrico e (d) velocidade

angular do motor elétrico.

4.7.2 Freqiiéncia da forca externa igual a 12,6 Hz

Neste item analisamos o sistema bloco-correia-motor com a freqiiéncia

da forca externa igual a 12,6 Hz, repetindo os mesmos procedimentos usados em 4.7.1.
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Neste torque e na velocidade angular maxima igual a 78, 3 rad/s o motor

elétrico atinge poténcia méaxima igual ao caso a.l. Essa poténcia d4 condi¢des ao motor

elétrico de movimentar a correia sem sofrer grandes influéncias do atrito. Notamos isto

quando observamos os graficos da figura 4-22 onde em (c) a poténcia do motor elétrico

igual a, aproximadamente, 352 watts ¢ em (d) sua velocidade angular, aproximadamente,

igual a 40 rad/s se mantém inalteradas. Isto mostra que o movimento de oscilagdo do bloco

ndo interfere no movimento rotacional do motor elétrico como também o motor elétrico

ndo interfere no movimento de oscilagdo do bloco.

Os gréaficos da figura 4-22 que ilustram, em (a) as trajetdrias do plano de

fase confinadas numa faixa, em (b) apenas uma freqiiéncia e em (d) velocidade angular

constante do motor elétrico, revelam o sistema bloco-correia-motor tem comportamento
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Figura 4-22 Graficos da simulagio do sistema dindmico proposto para @ = 12,6 Hz e 1o = 18m? kg/s”.
(a) plano de fase, (b) espectro de freqiiéncia, (c) poténcia do motor elétrico e (d) velocidade

angular do motor elétrico.



72

b.2) 7o = 12 m* kg/s*

Quando diminuimos o torque de estol do motor elétrico para
o = 12 m* kg/s* e conservamos a velocidade angular méaxima igual a 78, 3 rad/s, a poténcia
maxima do motor elétrico atinge um valor igual ao caso a.2. O atrito j4 parece influenciar
no movimento rotacional do motor elétrico, pois observando os graficos da figura 4-23
notamos que em (c) a poténcia do motor elétrico oscila entre, aproximadamente, 205watts
e 230 watts e em (d) sua velocidade angular também oscila entre, aproximadamente,
25 rad/s e 33 rad/s. Isto mostra que o movimento do bloco interfere no movimento do
motor elétrico como também o motor elétrico interfere no movimento de oscilacdo do

bloco.

Os gréaficos da figura 4-23 que ilustram, em (a) as trajetdrias do plano de
fase confinadas numa fina faixa, em (b) a freqiiéncia fundamental e suas freqiiéncias
multiplas e em (d) velocidade angular do motor elétrico oscilando periodicamente, revelam

que o sistema bloco-correia-motor tem comportamento periddico.
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Figura 4-23 Graficos da simulagdo do sistema dinimico proposto para ® = 12,6 Hz ety = 12m” kg/s’. (a)
plano de fase, (b) espectro de freqiiéncia, (¢) poténcia do motor elétrico e (d) velocidade
angular do motor elétrico.
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b.3) 7o = 2,2 m” kg/s

Diminuindo ainda mais o torque de estol do motor elétrico para
7o = 2,2 m” kg/s* e conservando a mesma velocidade angular maxima em 78,3 rad/s, temos
um motor elétrico, com poténcia maxima igual ao caso a.3, que ja comeca a sofrer grande
influéncia do atrito. Isto ¢ verificado ao observarmos os graficos da figura 4-24 onde em
(c) a poténcia do motor elétrico oscila entre, aproximadamente, 2 watts e 27 watts e em (d)
sua velocidade angular também oscila entre, aproximadamente, 1 rad/s e 15 rad/s. Isto
mostra que o movimento do bloco sobre a correia interfere no movimento do motor

elétrico como também o motor elétrico interfere no movimento do bloco.

Os graficos da figura 4-24 que ilustram em (a) as trajetérias do plano de
fase confinadas em duas finas faixas, em (b) a freqliéncia fundamental e suas freqiiéncias
multiplas e em (d) e velocidade angular do motor elétrico oscilando, periodicamente,

revelam que o sistema bloco-correia-motor tem comportamento periddico.
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Figura 4-24 Graficos da simulagdo do sistema dindmico proposto para ® = 12,6 Hz e 19 = 2,2m’ kg/sz.

(a) plano de fase, (b) espectro de freqiiéncia, (c) poténcia do motor elétrico e (d) velocidade
angular do motor elétrico.
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4.7.3 Comparacoes dos resultados

Neste item analisamos o comportamento do sistema dinamico proposto,
comparando os resultados em um mesmo torque de estol do motor elétrico e freqiiéncias
diferentes da forca externa. Consideramos as freqiiéncias da forca externa iguais a 14 Hz e
12,6 Hz ¢ os torques de estol do motor elétrico iguais aos que foram propostos em 4.5.

Nessas condigdes temos trés casos a considerar:

1) o = 18 m* kg/s’

Neste torque a poténcia e a velocidade do motor elétrico se mantém
inalteradas nas freqiiéncias de 14 Hz e 12,6 Hz, conforme ilustram, respectivamente, os
graficos (c) e (d) das figuras 4-19 e 4-22. Os planos de fases e os espectros de freqiiéncias
revelam que o sistema dindmico tem comportamento periddico, conforme observamos no
grafico (a) da figura 4-19 e (d) da figura 4-22. Isto mostra que alterando as freqiiéncias da
fora externa e conservando o torque de estol Tp = 18 m” kg/s>, o motor elétrico ndo
interfere no movimento de oscilacdo do bloco como também nao sofre influéncias desse

movimento.

2) 19 = 12 m* kg/s

Neste torque a poténcia e a velocidade do motor elétrico oscilam,
periodicamente, na freqiiéncia da forga externa igual a 14 Hz e se mantém inalteradas na
freqii€éncia externa igual a 12,6 Hz. Notamos isto quando observamos os graficos (c) e (d)
das figuras 4-20 e 4-23. Os planos de fase em (a) e os espectros de freqiiéncia em (b) nas
figuras 4-20 e 4-23 revelam que o comportamento dinamico do sistema proposto ¢

periddico.

A influéncia do movimento de oscilagdo do bloco no motor elétrico e as
resposta que o motor elétrico d4 a esses movimentos estdo presentes na freqiiéncia da forga

externa de 14 Hz e, ndo estdo na de 12,6 Hz. Notamos com isto que essa influéncia ¢
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resultante da mudancga da freqiiéncia da for¢a externa e ndo da mudanca do torque de estol

do motor elétrico.

3) 1o = 2,2 m”* kg/s’

Neste torque a poténcia e a velocidade do motor elétrico se alteram nas
freqii€éncias externas iguais a 14 Hz e 12,6 Hz conforme revelam os graficos (c) e (d), das
figuras 4-21 e 4-24. Os graficos dos planos de fase, em (a) e dos espectros de freqiiéncia
em (b) das figuras 4-21 e 4-24 revelam que o comportamento do sistema dinamico
proposto € cadtico na freqiiéncia externa igual a 14 Hz e periddico na freqiiéncia externa
igual a 12,6 Hz. Nessas duas freqiiéncias esta presente a influéncia do movimento de
oscilagdo do bloco no movimento rotacional do motor elétrico e a resposta que o motor

elétrico da ao movimento de oscilagdo do bloco.

O que notamos nessas comparagdes ¢ que o motor elétrico tem
dificuldade de movimentar a correia quando diminuimos sua poténcia. Isto ¢ constatado

quando observamos os graficos (c¢) e (d) da figuras 4-21 e 4-24.



CAPITULO 5

Conclusao

5.1 Comentarios sobre os métodos utilizados

Pela dificuldade de se saber quando um sistema dindmico se encontra
num estado periddico ou cadtico, o que fizemos neste trabalho foi aplicar métodos
diferentes para analisar o estado dindmico do sistema proposto. Observamos que o uso da
transformada wavelet ndo ¢ um método conclusivo como os expoentes de Lyapunov, mas
pode contribuir na analise de um sistema dinamico para saber se ele se encontra em um

estado periddico ou cadtico.

Cabe aqui salientar que a transformada wavelet ndao ¢ um bom método
para fornecer com precisdo os valores das freqliéncias como ¢ a transformada rapida de
Fourier. No entanto, quando buscamos o comportamento periédico ou cadtico do sistema
proposto, notamos com muita facilidade a uniformidade do grafico quando se trata de um
sistema periodico e da sua irregularidade quando caotico. Portanto, para esse tipo de

analise o método auxilia nas conclusdes sobre o comportamento do sistema.
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Pelo fato dos métodos utilizados na andlise do sistema em estudo nao
terem sido concordantes nas freqiiéncias da forga externa iguais a @ = 13 ¢ ® = 14,5
recorremos a se¢do de Poincaré e ao diagrama de bifurcagdo em busca de resposta.
Notamos que esses valores eram limitrofes de regides periddicas e caodticas e que somente
um calculo mais refinado nos métodos aqui utilizados poderia dar uma informacdo mais

precisa daquilo que estava acontecendo.

Concluimos que, as trajetorias do plano de fase, o espectro de freqiiéncia
(FFT), os expoentes de Lyapunov, os escalogramas da transformada wavelet e os graficos
da posi¢ao do bloco em fungdo do tempo, foram significativos na analise, pois reunem
informacodes que nos fazem acreditar que o comportamento do sistema analisado ¢ coerente
com os resultados obtidos. O diagrama de bifurcagdo e o mapa de Poincaré complementam

o estudo e dao uma explicacdo satisfatoria para os casos limitrofes.

5.2 Sugestoes para trabalhos futuros

Como as simulagdes em sistemas dindmicos sao muitas, este trabalho
com certeza ndo esgotou todas as possibilidades existentes neste campo. O que queremos
propor sdo outras simula¢des para o mesmo tipo de problema aqui apresentado onde a
variacdo da massa do bloco ou entdo da amplitude da for¢a externa devam ser estudadas.
Seria também interessante explorar, com o uso de wavelets, as freqiiéncias da forga externa

proximas a freqiiéncia natural do sistema ® =13,32 Hz, visto que nos valores vizinhos a

esta freqiiéncia o sistema proposto apresentou um comportamento cadtico, conforme

revelam os estudos realizados no capitulo 4.

Dando a importancia do tipo de movimento adere-desliza, a continuidade

natural deste trabalho seria a constru¢ao experimental do modelo aqui proposto.

Comparacdes com outros sistemas semelhantes também podem ser feitas,
tentando fazer alguma analogia aos métodos aqui utilizados. Essas sdo as novas

possibilidades de pesquisa que podem ser exploradas futuramente.
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Apéndice

Apéndice A

rbe.m

Este programa quando executado no MATLAB 7.0 usa a fungdo fbe.m e
exibe os graficos que tratam da posicdo do bloco em fun¢ao do tempo, das trajetorias do
plano de fase do bloco(velocidade e posicdo) e das freqiiéncias do movimento do bloco

(FFT).

clear all;

globalmigrkmF w TO I w0 ka

mi=0.622;
r=0.0702;
k=1015;
m=5.72;
F=19.86;
w=12.6;



T0=2.2;

1=0.017778;

w0=78.3;

ka=0.281;

g=9.8;

Te=1/256;

%integrando as equacdes diferenciais
[t,x]=0de45(@fbc,[0:Te:180],[0;0;0;0]);
nf=length(x);

ni=nf-8191;

tf=nf;

ti=ni;

%posigao bloco em funcdo do tempo
plot(t(tf-3600:tf),x(tf-3600:tf,1),'r-"),grid on
title(["pos bloco X tempo. para w = ' num2str(w)]),xlabel('tempo'),ylabel('pos. bloco"),
pause,close;

%plano de fase vel. bloco X posi¢ao
plot (x(16000:tf,1),x(16000:tf,2),'r-");
title( ['w ="' num2str(w)]),
xlabel('posicao'),ylabel('velocidade');
pause,close;

%matriz A(posic¢ao bloco,velocidade motor),dimensao(8192 X 2)
A=zeros(tf-ti+1,2);

AG,D=(x(ti:tf,1));

A(:,2)=(x(ti:tf,4));

%FFT da matriz A

fA1=ftt(A(:,1));
afA1=(fA1l.*conj(fAl));

%calculo da freqiiéncia

col1=0:8191;

freql=(col)/(Te*8192);

co2=(tf-ti+1)/2;

C=zeros(co2,2);% metade da matriz

for j=1:co2



C(j,1)=afA1(j+1);%primeiro elemento desprezado
end
%exibindo os valores das freqiiencias
semilogy(freq1(1:4096),C(:,1)/max(C(:,1))),axis([0 10 10"-9 10]);grid
title(['freqiiéncia do bloco para w ="' num2str(w)]),xlabel('valor da freq. bloco'),

pause,close;
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fbc.m

Esta funcdo, usada pelo programa rbe.m, descreve as equagdes

diferenciais do sistema bloco-correia-motor

function dydt=tbc(t,x)

globalmigrkmF w TO I w0 ka

dyl=x(2);

dy2=mi*g*tanh(30*(r*x(4)-x(2)))-(k/m)*x(1)+(F/m)*cos(w*t);

dy3=x(4);
dy4=(T0/T)*(1-(x(4)/w0))-(ka/T)*x(4)+((r*mi*m*g)/I)*tanh(30*((r*x(4)-x(2))));
dydt=[dy1;dy2;dy3;dy4];



86

Apéndice B

wavetest.m

Este programa quando executado no MATLAB 7.0 usa a fun¢do fbc.m, e
calcula a transformada wavelet. Ele ¢ uma adaptagdo do programa que faz parte do

algoritmo proposto por COMPO, 1995, disponivel no site indicado na bibliografia.

clear all;
globalmigrkmF w TO I w0 ka
mi=0.622;

r=0.0702;

k=1015;

m=5.72;

F=19.86;

w=12;

T0=2.5;

1=0.017778;
w0=78.3;

ka=0.281;

2=9.8;

Te=1/256;
[t,x]=0de45(@fbc,[0:Te:180],[0.001;0;1;4]);
nf=length(x);
ni=nf-8191;

tf=nf;

ti=ni;

sst=x(ti:tf,1);
variance = std(sst)"2;

sst = (sst - mean(sst))/sqrt(variance) ;
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n = length(sst);

dt=1/256;

time =[ti:tf]*dt ; % construct time array

xlim = [ti*dt,tf*dt]; % plotting range

pad=1; % pad the time series with zeroes (recommended)

dj =0.25; % this will do 4 sub-octaves per octave

sO =30*dt; % this says start at a scale of 6 months

j1 ="7/dj; % this says do 7 powers-of-two with dj sub-octaves each
lagl = 0.72; % lag-1 autocorrelation for red noise background

mother = 'Morlet';

% Wavelet transform:

[wave,period,scale,coi] = wavelet(sst,dt,pad,dj,s0,j1,mother);

power = (abs(wave))."2 ; % compute wavelet power spectrum

% Significance levels: (variance=1 for the normalized SST)

[signif,fft theor] = wave signif(1.0,dt,scale,0,lagl,-1,-1,mother);

sig95 = (signif')*(ones(1,n)); % expand signif --> (J+1)x(N) array

sig95 = power ./ sig95; % where ratio > 1, power is significant

% Scale-average between El Nino periods of 2--8 years

avg = find((scale >=2) & (scale < 8));

Cdelta=0.776; % this is for the MORLET wavelet

scale avg = (scale')*(ones(1,n)); % expand scale --> (J+1)x(N) array
scale avg =power ./ scale avg; % [Eqn(24)]

scale_avg = variance*dj*dt/Cdelta*sum(scale_avg(avg,:)); % [Eqn(24)]
%scaleavg_signif = wave_signif(variance,dt,scale,2,lagl,-1,[2,7.9],mother);
%--- Contour plot wavelet power spectrum

levels =[0.0625,0.125,0.25,0.5,1,2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024,2048,4096,8192,16384
1;

Yticks = 2. (fix(log2(min(period))):fix(log2(max(period))));
A=1./Yticks;
contour(time,log2(period),log2(power),log2(levels)),title(['wavelet para w =
", num2str(w)]);

xlabel([ 'tempo']);

ylabel(['freqiiéncia']); %*** or use 'contourfill'

%imagesc(time,log2(period),log2(power)); %*** uncomment for 'image' plot



set(gca,XLim',xlim(:))
set(gca,"YLim',log2([min(period),max(period)]), ...
'"YDir','default’, ...
"YTick',log2(Yticks(:)), ...
"YTickLabel',A)
% 95% significance contour, levels at -99 (fake) and 1 (95% signif)
hold on
contour(time,log2(period),sig95,[-99,1],'k");
hold on
% cone-of-influence, anything "below" is dubious
plot(time,log2(coi),'k")
hold off
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Apéndice C

motcor.m

Esta fungdo faz parte do algoritmo LET (SIU, 1998) e foi adaptada para

calcular no MATLAB 7.0 os expoentes de Lyapunov do sistema proposto neste trabalho.

function OUT=motcor(t,X)

x=X(1); y=X(2); z=X(3);u=X(4);

Q=[X(5), X(9), X(13), X(17);
X(6), X(10), X(14), X(18);
X(7), X(11), X(15), X(19);
X(8), X(12), X(16), X(20)];

%valores dos parametros

mi=0.622;

r=0.0702;

k=1015;

m=5.72;

=19.86;

w=14;

T0=2.5;

[=0.017778;

w0=78.3;

ka=0.281492;

g=9.8;

% equacgdes diferenciais do sistema

dx=y;

dy=mi*g*tanh(30*(r*u-y))-(k/m)*x+(f/m)*(cos(w*t));

dz=u;

du=(T0/1)*(1-(u/w0))-(ka/I)*u +(r/I)*mi*m*g*tanh(30*(r*u-y));
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DX1=[dx; dy; dz;du];

% Jacobiano

J=[ 0, 1, 0, 0;
-k/m, -30*mi*g*(sech(30*(r*u-y)))"2, 0, O0*r*mi*g*(sech(30*(r*u-y)))"2;
0, 0, 0, 1;
0, -30*(r/I)*mi*m*g*(sech(30*(r*u-y)))*2, O, -(TO/D*(1/w0)-

(ka/D)+H(r/DH*30*r*mi*m*g*(sech(30*(r*u-y)))"2];
F=1*Q;
OUT=[DX1; F(:)];
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Apéndice D

bif.m

Este programa quando executado no MATLAB 7.0 usa a fungdo fbc.m e
exibe o diagrama de bifurcacdo que trata da posi¢do do bloco versus freqiiéncia da forca

externa

clear all;
globalmigrkmF w TO I w0 ka
mi=0.622;

r=0.0702;

k=1015;

m=5.72;

F=19.86;

T0=2.5;

[=0.017778;

w0=78.3;

ka=0.281;

g=9.8;

x0=[0;0;0;0];

te=0.001;

tf=900;

ti=300;

cont02=1;

for w=11.8:0.1:15;
interval=[ti:te:tf];
[t,x]=ode45('fbc',interval,x0');
tam=length(x);
xtemp=zeros(length(x)-fix(16/te),4);
xtemp=x(fix(16/te):length(x),1:4);

Xres=xtemp;



x=xtemp;

% plot(x(:,1));

% pause,close;
numperiodos=fix((tf-(ti+fix(16/te)*te))/((2*pi)/w));
cont01=1:numperiodos;
conjunto=fix(cont01*((2*p1)/w)/te);
conjunto=conjunto’;

format long

xpos=x(conjunto,1);

xvel=x(conjunto,2);

xpos(:,2)=xvel(:,1);

matriz=xpos;
freq=zeros(length(conjunto),1);
freq(1:length(conjunto),1)=w;
tmp=Ilength(xpos);

format long;

mabif(cont02:(tmp+ cont02-1),1)=w;
mabif(cont02:(tmp+ cont02-1),2:3)=matriz,
cont02=tmp+ cont02;

save ('solmabif04.mat', 'mabif’);

end

plot(mabif(:,1),fix(1000*mabif(:,2))/1000,".' ,'markersize', 5);

pause;close;
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Apéndice E

poincare.m

Este programa quando executado no MATLAB 7.0 usa a fungdo fbc.m e

determina os pontos da secdo de Poincaré.

clear all;
globalmigrkmF w TO I w0 ka
mi=0.622;

r=0.0702;

k=1015;

m=5.72;

F=19.86;

T0=2.2;

1=0.017778;

w0=78.3;

ka=0.281;

2=9.8;

x0=[0;0;0;0];

te=0.001;

tf=900;

ti=300;

cont02=1;

w=13.7;

interval=[ti:te:tf];
[t,x]=0de45('fbc',interval,x0");
tam=length(x);
xtemp=zeros(length(x)-fix(16/te),4);
xtemp=x(fix(16/te):length(x),1:4);
Xres=xtemp;

x=xtemp;



numperiodos=fix((tf-(ti+fix(16/te)*te))/((2*pi)/w));
cont01=1:numperiodos;
conjunto=fix(cont01*((2*p1)/w)/te);
conjunto=conjunto';

format long

xpos=x(conjunto,1);

xvel=x(conjunto,2);

xpos(:,2)=xvel(:,1);

matriz=xpos;

freq=zeros(length(conjunto),1);
freq(1:length(conjunto),1)=w;

tmp=length(xpos);

format long;

mabif(cont02:(tmp+ cont02-1),1)=w;
mabif(cont02:(tmp+ cont02-1),2:3)=matriz;
cont02=tmp+ cont02;

save ('solmabif04.mat', 'mabif);
plot(mabiff(:,2),fix(1000*mabif(:,3))/1000,".' ,'markersize', 5)
title(['Freqiiéncia externa ', num2str(w),' Hz'])
xlabel("posicao’);ylabel('velocidade');

pause;close;

2
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