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Resumo

Nos realizamos simulacoes de computador em autématos de Kauffman em diversos
grafos tais como redes quadradas regulares e agregados de percolagdo invasiva afim de
investigar transi¢oes de fase, entropia total, distribui¢ao radial do dano total médio (ex-
poente dinamico z) e velocidade de propagagdo do dano quando se introduz um agente
danificador no sistema, apelidado o "homem estranho". A despeito do aumento na efi-
ciéncia de danificagdo, nés nao observamos qualquer mudancga apreciavel no limiar de
transicao para o caos tanto para o caso de rede quadrada como para o caso de mundo pe-
queno quando o homem estranho é adicionado em comparagao a quando pequenos danos
iniciais sao inseridos ao sistema.

A velocidade de propagacao da nuvem de dano até tocar as bordas do sistemas tanto
para o caso de rede quadrada como para o caso de mundo pequeno obedece uma lei de
poténcia, com um expoente critico de velocidade o que depende fortemente do tipo de rede.
Particularmente, nos temos estudado o espalhamento do dano quando algumas conexoes
sao removidas na rede quadrada e quando se considera agregados especiais de percolacao
invasiva (agregados de alta saturacdo de borda, HBSC). A velocidade de propagacio
nestes sistemas é bastante sensivel ao grau de diluicdo na rede quadrada e ao grau de
saturacao de borda em agregados de percolagao invasiva.

Finalmente, esperamos que estes e outros célculos mais elaborados sejam de ajuda
para que se possam entender problemas mais gerais relacionados a propagacao de defeitos
simples em sistemas complexos bem descritos por automatos celulares.



Abstract

We have performed computer simulations of Kauffman’s automata on several graphs
such as the regular square lattice and invasion percolation clusters in order to investigate
phase transitions, total entropy, radial distributions of the mean total damage (dynamical
exponent z) and propagation speeds of the damage when one adds a damaging agent in
the system, nicknamed "strange man". Despite the increase in the damaging efficiency,
we have not observed any appreciable change at the transition threshold to chaos neither
for the short-range nor for the small-world case on the square lattices when the strange
man is added in comparison to when small initial damages are inserted in the system.

The propagation speed of the damage cloud until touching the border of the system
in both the short-range case as the small-world case obeys a power law with a critical ex-
ponent « that strongly depends on the lattice. Particularly, we have ckecked the damage
spreading when some connections are removed on the square lattice and when one consi-
ders special invasion percolation clusters (high boundary-saturation clusters, HSBC). It is
seen that the propagation speed in these systems is quite sensible to the degree of dilution
on the square lattice and to the degree of boundary saturation on invasion percolation
clusters.

Finally, we expect that these and other more elaborated calculations will be helpful
to understand more general problems concerning the propagation of simple defects in
complex systems that are well described by cellular automata.
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INTRODUCAO

Autoématos celulares foram originalmente introduzidos por J. von Neumann e S. Ulam
por volta de 1950 como uma possivel idealizacao de sistemas biolégicos, sobretudo com
a particular proposta de modelar processos de auto-reproduc¢ao, inato nos seres vivos. A
partir de entao, o estudo de autéomatos celulares tém interessado os fisicos devido a suas
muitas aplicagdes (1, 2) e a suas contribuigdes a fisica teorica (3). De fato, problemas
envolvendo autéomatos celulares estao intimamente relacionados a modelos cléassicos da
mecanica estatistica (processos de percolagdo, spins de vidro, modelo de Ising), enfim,
qualquer sistema fisico envolvendo muitos elementos (sitios) com iteragoes locais sdo muito
bem modelados como autématos celulares. Qualquer sistema fisico satisfazendo equacoes
diferencias podem ser aproximados como uma rede de células automatas introduzindo
variaveis discretas e diferencas finitas ao sistema. Em outras palavras, automatos celulares
podem ser vistos como uma alternativa para equagoes de movimento (4), embora ainda nao
se tenha uma forma clara de conectar uma descricao a outra. Uma variedade de fenomenos
surpreendentes como estabilidade, criticalidade, fractalidade e caos, podem ser discutidos
dentro da técnica de autéomatos. Isso porque, eles podem exibir um comportamento
complicado, andlogo ao apresentado por sistema fisicos descritos por equacoes diferenciais,
mas em virtude de sua construcao mais simples sao potencialmente mais propensos a uma

analise mais detalhada e completa do processo fisico em estudo.

Em particular, n6s estamos interessados em estudar como pequenas falhas (danos)
produzidas em uma estrutura complexa de automatos se propagam ao longo de todo o
sistema. Por exemplo, uma interpretacao biologica pode ser dada ao problema se con-
siderarmos mutacoes em genes biologicos. Uma mutacao poderia ser considerada uma
mudanc¢a em qualquer particular ponto do material genético, o qual pode afetar toda a
evolucao temporal do sistema. A diferenga entre o material genético com mutagao e seu
anilogo sem a ocorréncia de mutacao é descrito pela distancia de Hamming para o sis-
tema. Outros autores (5-7) tém feito simulagdes niimericas encontrando transigoes de fase
bem como comportamento fractal em varias estruturas, inserindo pequenos danos iniciais
e em seguida deixando o sistema evoluir no tempo. Mas o que aconteceria se introduzir-

mos um agente que pudesse danificar o sistema todo o tempo, introduzindo um ruido ao



longo do desenvolvimento temporal do sistema. Nés chamaremos tal agente de "homem
estranho"porque as regras que regulam seu estado sao aleatoriamente atualizadas durante
todo o processo de evolucao do sistema, ou seja, este agente pode ser considerado uma
célula automata probabilistica entre outras células automatas deterministicas. Nos demos
este apelido a ele em analogia a um modelo social onde cada individuo de uma classe ou
sociedade segue as regras as quais definem seu papel perante essa classe ou sociedade
muito bem, com a singular excecdo de um tnico individuo. O nosso objetivo primordial
nesse trabalho é, fazendo uso desse modelo, saber se é possivel identificar um individuo
com livre arbitrio entre outros individuos desprovidos dessa qualidade tao iminentimente

humana.

Nos realizamos simulagoes numéricas com o intuito de investigar transicoes de fase,
entropia, distribuigao radial do dano total médio e velocidade de propagacao do dano ao
longo de diferentes tipos de redes de autématos celulares quando introduzimos o homem
estranho no sistema. Nos temos lidado com diversas estruturas de automatos, tais como
redes quadradas (interacoes de curto alcance), aglomerados de percolagio invasiva (8) e
também redes com a topologia de mundo pequeno (9)(interacoes de longo alcance) fa-
zendo uso de um dos mais importantes e fisicamente significativos modelos de automatos
celulares, a saber o modelo Kauffman. O modelo Kauffman ou mais geralmente redes
Booleanas aleatérias tém ganhado um renovado interesse por conta de suas recentes apli-
cagbes em sincronizagdo (10), estabilidade (11), controle do caos (12) e topologias livre
de escala (13, 14).

Os primeiros modelos envolvendo redes Booleanas foram desenvolvidos especifica-
mente por seu interesse biologico gracas aos trabalhos de S. Kauffman (15) que em 1969
introduziu o assim chamado modelo N-K (onde cada um dos N elementos do sistema
podem interagir a principio com quaisquer outros K elementos desse sistema), no con-
texto de expressao genética e adaptacdo ao meio. A partir deste trabalho inicial, tém-se
encontrado um vasto campo de aplicacoes para redes Booleanas, desde problemas bio-
logicos especificos como diferenciagio celular (16), evolugdo (17) e redes neurais (18), a
problemas de grande interesse para a fisica como o estudo do caos (19, 20) e do comporta-
mento de materiais desordenados (21, 22). De certo modo, o modelo de redes Booleanas
introduzido por Kauffman pode ser considerado como um protétipo de sistema dindmico
genérico, apresentando tanto comportamento ordenado como caotico, bem como muitas
outras estruturas tipicas de sistemas dinamicos. No limite termodinamico N — oo, po-
dem existir transicoes de fase caracterizadas por uma linha separando a regiao ordenada

da regiao caotica do espacgo de estados. Os estudos do comportamento do sistema em



ambas regioes cadtica e ordenada, assim como em pontos préoximos do ponto critico da

transicao, tem sido de grande interesse.

Em nossas simulagoes, a despeito do aumento na eficiéncia de danificagao devido a
introducao do homem estranho ao sistema, nés nao temos encontrado qualquer mudanca
apreciavel no ponto critico da transicao de fase tanto para a aproximacao de rede quadrada
como para aproximagao de mundo pequeno em comparacao a quando pequenos danos
iniciais sao inseridos nesses sistemas. Todavia, a velocidade de propagacao da nuvem
de dano até tocar as bordas do sistema em ambas as aproximacoes é substancialmente
aumentada e obedece uma lei de poténcia. Em especial, para a aproximacao de rede
quadrada, no6s temos usado uma técnica de extrapolagao para o infinito como forma
de reduzir os efeitos do tamanho finito das redes. Em adicdo a isso, nés temos também
estudado a propagac¢ao do dano em redes quadradas quando algumas de suas conexoes sao
removidas e quando consideramos aglomerados especiais de percolagao invasiva com alta
saturagdo de bordas (HBSC, sigla da palavra inglesa high boundary-saturation cluster).
Nesse trabalho de tese, n6s temos observado que a velocidade de propagagao do dano em
tais redes é bastante sensivel com respeito a diluicao da rede. Em particular, a nuvem de
dano permanece confinada em torno do homem estranho quando apenas poucas conexoes

sdo removidas da rede (tipicamente menos de 20%).

O presente trabalho foi dividido em oito capitulos da seguinte forma:

e No capitulo 1 desse trabalho, n6s definimos autématos celulares e discutimos al-
gumas de suas caracteristicas mais gerais, como a descricao global da evolugao de
automatos, bem como a classificacdo dada por S. Wolfram (23) para o comporta-

mento geral de diferentes tipos de regras autématas.

e O capitulo 2 é devotado ao estudo do modelo N-K, ou modelo Kauffman, discutindo
suas aplicagoes e propriedades gerais tais como a existéncia de transigoes de fase no
modelo, tanto em redes regulares (conexdo de primeiros vizinhos) como em redes
uniformes (conexdo aleatoria entre sitios), e descrevendo o comportamento ciclico

apresentado na versao quenched do modelo.

e No capitulo 3, nés apresentamos o modelo SW ou modelo do mundo pequeno, discu-
tindo algumas de suas principais aplicacoes de interesse para a ciéncia e descrevendo
um algoritmo para a implementagao desse tipo de topologia, bem como estudando

algumas de suas principais propriedades geométricas.

e No capitulo 4, nés apresentamos o processo de percolacao invasiva, estudando al-



gumas de suas principais aplicacdes de interesse para a fisica e descrevendo um
algoritmo para a geracao e crescimento de um agregado de percolagao pelo método
de invasao sem aprisionamento, bem como algumas propriedades fundamentais des-

tes agregados.

No capitulo 5, nés demos particular atencao ao modelo Kauffman implementado
numa rede quadrada, estudando e fazendo simulagoes nimericas do processo de
propagacao do dano quando um pequeno nimero de sitios centrais sao danificados.
Neste capitulo, nds fizemos um célculo do ponto critico p. e dos expoentes criticos
e dimensoes fractais nesse tipo de topologia e comparamos com outros resultados

encontrados na literatura.

No capitulo 6, n6s estudamos o modelo Kauffman na topologia de mundo pequeno,
fazendo simulagoes para calcular expoentes criticos e dimensoes fractais nesse tipo de

topologia e em seguida comparando com os resultados obtidos para rede quadrada.

No capitulo 7, nés analisamos o impacto gerado na evolucao temporal da entropia
do sistema, primeiro quando ligagoes de longo alcance sao adicionadas a rede qua-
drada (aproximagdo de mundo pequeno) e em seguida quando o homem estranho
é inserido na rede. Em seguida, investigamos transi¢oes de fase quando o homem
estranho é adicionado ao sistema, estudando também o impacto do processo de
remogao de conexdes (diluigdo) na rede quadrada. Depois calculamos as veloci-
dades de propagacao do dano v tanto na aproximacao de rede quadrada como na
aproximacao de mundo pequeno, calculando seus respectivos expoentes criticos de
velocidade. Finalmente, calculamos a distribuicao radial do dano total médio My

na rede quadrada e a partir dele o seu expoente dinamico (z).

No capitulo 8, nés estudamos transicoes de fase e processos dindmicos como velo-
cidade de propagacao do dano v e distribuicao radial do dano total médio M em
agregados especiais de percolagao invasiva (HBSC), introduzindo o homem estranho

ao sistema, tanto na versao quenched como na versao annealed do modelo Kauffman.

Finalmente, apresentamos nossas conclusoes e resultados principais, bem como nos-

sas pespectivas para o futuro.



1 AUTOMATOS CELULARES

1.1 Introducao

Autdomatos celulares sao idealizacoes matematicas de sistemas fisicos em que as varié-
veis de tempo e espaco sao discretas, e quantidades fisicas tomam um conjunto finito de
valores também discretos. Um autémato celular consiste de uma rede regular de extensao
variada, com uma variavel discreta em cada sitio (célula). O estado de um autoémato ce-
lular é completamente especificado pelos valores das varidveis em cada sitio. Sua evolucao
se d& em intervalos discretos de tempo, com o valor de cada variavel sendo afetada pelos
valores das variaveis em sitios de sua vizinhanca num passo de tempo anterior. Esta vizi-
nhanca é tipicamente o proprio sitio e todos os outros imediatamente adjacentes, também
chamados primeiros vizinhos. As varidveis em cada sitio sdo simultaneamente atualizadas,
em fungao dos valores das variaveis do seus vizinhos (inputs) no passo de tempo anterior,

e de acordo com um conjunto de regras locais (fungoes Booleanas).

A despeito da simpliscidade em sua construcao e funcionamento, diferentes tipos de
automatos sao capazes de exibir um comportamento complexo. Neste capitulo, nés ire-
mos discutir a natureza destes comportamentos, sua caracterizacao e a classificacao para
automatos unidimensionais finitos, ou seja, formados por uma fileira de N sitios onde
uma condi¢do de contorno pode ser definida para o sistema (na forma de um anel de
sitios). De acordo com Wolfram (23) um grande niimero de autématos celulares sdo clas-
sificados em quatro classes basicas. Onde para cada classe, autématos celulares exibem
comportamento qualitativamente similar. Isto implicaria numa universalidade no com-
portamento qualitativo de autéomatos celulares. Sistemas fisicos e biologicos complexos
poderiam, portanto, fazer parte da mesma classe de universalidade, podendo assim serem
simulados como modelos mateméaticos dados por autdmatos celulares. Por exemplo, no
nivel microscépico, os sitios poderiam representar pontos em uma rede cristalina, com
seus valores dados por algum observéavel quantizado (tal como componentes de spin) ou

serem associados a diferentes tipos de atomos ou unidades. O modelo de Ising e outros



sistemas de redes de spin, tornados nao deterministicos pela perturbacao nas regras locais
em temperaturas finitas, sdo automatos celulares simples. A estrutura espacial de flui-
dos turbulentos podem ser modelados usando automatos celulares pela aproximacao do
campo de velocidades U como uma rede de células vizinhas. Muitos sistemas biolégicos
tém sido modelados por autématos celulares (24-26). O desenvolvimento de estruturas
e padroes no crescimento de organismos vivos frequentemente parecem ser governados
por regras locais simples, sendo portanto potencialmente bem descritos por automatos
celulares. Um exemplo famoso é o caso da distribuicao de pigmento na concha da espécie

Conus textile, que exibe um padrao semelhante a uma regra autémata.

Neste capitulo, nés nos preocupamos em discutir algumas das caracteristicas gerais
de autdomatos celulares, comentando sobre a descricao global da evolugao de autéomatos,
bem como a classificacao dada por Wolfram para o comportamento de diferentes tipos de

regras automatas.

1.2 Regras Automatas

Em um autémato celular de uma dimensdo, sendo o;(t) o valor do sitio i no passo de
tempo ¢ onde cada valor de sitio é especificado por um inteiro entre 0 e £ — 1. A evolucao

do sistema é dada por:
O'Z(t) = F(O'Z',r<t — 1), cee ,O'i<t — 1), ce 70-i+rr(t - 1)), (11)

onde F' é uma funcao arbitraria que especifica a regra do autémato celular, e o parametro
r determina a regiao de atuacao da regra para cada sitio, isto é, o valor de um dado sitio
depende dos tultimos valores de uma vizinhanca de até 2r + 1 sitios. Apo6s ¢ passos de
tempo, uma regiao de até 1 + 2rt sitios podem, portanto, ser afetado por um dado valor
inicial de sitio. Na pratica, contudo, para a maioria das regras F', o valor de um dado
sitio ap6s muitos passos de tempo depende de um nimero menor de sitios iniciais, e a
velocidade de propagacao das caracteristicas automatas, dadas pela regra F', propagam-se

em uma velocidade menor para passos de tempo muito grandes.
Uma forma especial para a Eq. 1.1 é

oi(t) = £ ajoies(t - 1), (12)

j==r

onde os o sao constantes inteiras, e a funcdo f leva um argumento inteiro. Regras



padrao corrente 111 | 110 | 101 | 100 | 011 | 010 | 001 | 000
novo estado para o sitio central | 0 1 0 1 1 0 1 0

Tabela 1.1: Exemplo de um conjunto de regras locais para a evolucao temporal de um
automato celular com k=2 e r = 1.

especificadas de acordo com a Eq. 1.1 podem ser reproduzidas diretamente tomando
a; = k"7 Uma classe especial de automatos celulares sdo automatos celulares totalisti-
cos, em que o valor de um sitio depende somente da soma dos valores de seus vizinhos
(possivelmente de seu proprio valor) no passo de tempo anterior. O "jogo da vida" (27, 28)
é um exemplo famoso de um autémato celular totalistico de duas dimensoes. Regras to-

talisticas sao obtidas tomando «; = 1 na Eq. 1.2

A forma da funcao F' no mapeamento dado pela Eq. 1.1 pode ser especificada por

um "nimero de regra" (29)

Rp= Y F(oip. .. 00)k=i=r7"" (1.3)

{Uifryo"H»r}
A funcao f na Eq. 1.2 pode também ser especificada por um niimero codigo

(2r+1)(k—1)
Cr= > k'f(n) (1.4)
n=0

Um total de k¥ regras automatas sao possiveis da forma dada pela Eq. 1.1. Para um
automato unidimensional tendo k£ = 2 e » = 1, sua regra local é descrita por um ntimero
binario de oito digitos como exemplificado na tabela 1.1. Nesta tabela, os oito possiveis
estados de vizinhanga para um dado sitio central sao dados na linha superior, enquanto
a linha inferior especifica a regra para a evolug¢ao no tempo do automato celular dando
o valor que sera tomado pelo sitio central no préximo passo de tempo. A evolugao deste
automato celular é obtida pela aplicagao sucessiva desta regra ’01011010’ ou pela Eq. 1.3
(regra 90) para cada sitio em cada passo de tempo. Regras locais para autématos celulares
podem ser consideradas como fun¢oes Booleanas das varidveis dos sitios de vizinhanca.
Para o exemplo da tabela 1.1, o valor de um particular sitio é dado simplesmente pela
soma modulo 2 dos valores de seus dois sitios vizinhos num passo de tempo anterior. O

equivalente Booleano para esta regra é portanto
O'Z(t) = Ui—l(t - 1) D 0i+1(t - ].), (15)

onde @ denota uma soma modulo-2 ou disjuncao exclusiva. A representacdo em funcgoes

Booleanas para regras autdmatas ¢ conveniente para implementagoes praticas em compu-



tadores digitais, uma vez que os valores de uma sequéncia de sitios sao bem representados
por bits em uma palavra de computador (tipicamente 64 bits). Copias desta palavra des-
locada tanto para direita quando para esquerda sao feitas, desta forma regras automatas

podem ser aplicadas em paralelo para todos os bits na palavra usando comandos légicos
simples (AND, OR e XOR).

1.3 Caracterizacao Global do Comportamento de Auto-
matos Celulares

Podemos considerar automatos celulares como sistemas dinamicos (30, 31), onde em
muitos casos apresentam uma evolugao temporal irreversivel. Regras automatas podem
transformar diferentes configuracoes iniciais em um tnica configuracao final. Uma parti-
cular configuragao tem tinicos descendentes mas nao necessariamente tem tnicos prede-
cessores. Assim, trajetérias descritas no espago das configuracoes na evolucao temporal
de um dado automato celular com diferentes configuragdes podem convergir, mas nunca
divergir. Um exemplo trivial é um autéomato governado pela regra 0, sob a qual todas
possiveis configuracoes iniciais evoluem ap6s um passo de tempo para a mesma configu-
racao nula. Em um sistema reversivel, cada estado tem um tinico descentente e um tinico
predecessor, de tal forma que trajetorias representando a evolugao temporal de diferentes
estados nunca podem se encontrar. Assim, o nimero total de configuracoes acessiveis deve
permanecer constante com o tempo para sistemas reversiveis (teorema de Liouville). Con-
tudo, em sistemas irreversiveis, o niimero de configuragoes acessiveis pode decrescer com o
tempo, onde trajetorias partindo de quase todas configurancoes iniciais ficam encerradas
em atratores formados por apenas algumas das possiveis configuragoes. Esta evolugao
para atratores, partindo de um estado inicial arbitrario sem nenhuma correlacao entre os
sitios da rede, possibilita o surgimento de um comportamento de auto-organizagao, em
que padroes e estruturas podem ser geradas ap6s longos intervalos de tempo a partir de

estados iniciais desorganizados.

O comportamento irreversivel de automatos celulares pode ser analisado através do
comportamento de sua entropia S. A entropia é definida usualmente como o logaritmo
do nimero médio de estados possiveis do sistema, ou em termos da probabilidade de

ocupacao de um dado estado do sistema p; como

S = Zpi In p;. (1.6)



A entropia total de um sistema é a soma das entropias de todos os subsistemas esta-
tisticamente indepententes. Ela é maximizada quando um sistema esta completamente
desorganizado, e o nimero maximo de subsistemas agem indepedentemente. Para auto-
matos celulares Booleanos, ou seja aqueles onde os sitios admitem apenas valores 0 e 1,
sua entropia adquire um valor méximo de um bit por sitio para um ensemble equiprovavel,
isto é, onde todas as configuracoes sao igualmente possiveis. Para sistemas reversiveis a
evolucao temporal quase sempre leva a um aumento na entropia S. Contudo, para sis-
temas irreversiveis, como na maioria dos autématos celulares, a entropia pode diminuir
com o tempo. Esta diminui¢do na entropia marca seu carécter irreversivel. Automatos
celulares podem, assim, ser considerados anélogos discretos de sistemas governados por
equagoes diferenciais de primeira ordem no tempo (tal como a equagdo de difusdo), e
exibir a mesma irreversibilidade local. Todavia, pode-se construir autéomatos celulares
unidimensionais reversiveis deixando que uma particular configuragdo dependa de duas
configuragoes anteriores, em analogia com equacoes diferencias de segunda ordem rever-

siveis, tal como a equacao de onda.

Uma vez que estados iniciais desordenados, onde cada sitio pode tomar um dos seus k&
valores possiveis com igual probabilidade, sao estatisticamente aleatoérios, e a evolugao de
automatos celulares irreversiveis geram um desvio desta estatistica equiprovavel, pode-se
definir entropias especificas para a existéncia de todas possiveis subsequéncias de valores
de comprimento X de sitrios num dado passo de tempo, onde temos uma probabilidade
ngx) para cada uma das kX possiveis subsequéncias de comprimento X. Podemos definir

uma entropia de conjunto espacial s*)(X) dada por

$x) = o (Y061 ) 7

onde 0(p) = 1 para p > 0 e §(0) = 0, e também uma entropia de medida espacial s} (X)
dada por

kX
1 X X
s(X) = —}(ZPE "og, p) )), (1.8)
j=1

onde o sobreindice (z) denota o comprimento da subsequéncia X e o subindice p denota
uma determinada configuracao de automato celular, ja que o valor da entropia depende
da medida de probabilidade de cada subsequéncia X para diferentes configuragoes. A
entropia de conjunto, dada pela Eq. 1.7 pode ser determinada diretamente pelo niimero

total N®)(X) de subsequéncias de comprimento X, com probabilidade de ocorréncia
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diferente de zero, pela equacao

s@(X) = %logk N@(X). (1.9)
As entropias nas Eqs. 1.7 e 1.8 para autdématos celulares infinitos podem ser calculadas ou
através de muitas subsequéncias X numa dada configuracao, ou através de subsequéncias
X em um ensemble de diferentes configuragoes, dando resultados quase sempre iguais
se considerarmos que mudancas em alguns valores de sitios nao influénciam substanci-
almente o resultado da medida de probabilidade sobre um ensemble de todas possiveis
configuracgoes iniciais. Para automatos celulares de extensao finita, podemos definir as en-
tropias s(*(N) e sff)(N ), onde N é o ntimero total de sitios presentes no sistema. O valor
de s (N) em um particular passo de tempo é determinado pela fracio de configuracdes
acessiveis ao sistema pela evolugdo temporal partindo de qualquer configuracao inicial,
sendo igual ao valor de sff)(N ) se todas configuraces acessiveis naquele passo de tempo
tiverem a mesma probabilidade de ocorréncia sobre um ensemble de k" configuracoes

possiveis.

Das definicdes 1.7 e 1.8, podemos ver que as entropias s (X) e sff)(X ) satisfazem as

seguintes desigualdades

s(X) <sP(X) <1 (1.10)
(S
0 < s (X) < sW(X). (1.11)

Pela desigualdade 1.10, s (X) = sff) (X) para um sistema equiprovéavel, em que todas

)

as probabilidades pgm sdo iguais e s (X) = 1 se todas as possiveis subsequéncias k~

ocorrem, enquanto pela desigualdade 1.11, sff)(X ) = s (X) = 0 se e somente se apenas
uma subsequéncia de comprimento X ocorre com probabilidade pﬁx) # 0 . Ambas as

entropias s (X) e s (X) satisfazem a condicdo de subaditividade
(Xl + X2)8<X1 + XQ) S X18<X1) + XQS(XQ), (112)

onde s denota ambas as entropias.

Podemos definir uma dimensio' de conjunto unidimensional d® a partir da definicao

'Em geometria fractal, a dimensdo de Hausdorff ou fractal d é uma quantidade estatistica que fornece
um indicagdo de como um fractal preenche o espago, quando se toma escalas cada vez menores. Uma
forma de definir dimensédo fractal é perguntar quantas bolas (intervalos em 1 dimensdo) N(e) de raio €

sa0 necessarias para cobrir uma regido fractal; e como este nimero se comporta no limite quando ¢ — 0,
) . log N (e )
ou seja d = lim._g ] 1( ) (ver Apéndice C).
og =

€
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1.9 como
d® = lim s@(X), (1.13)

X —o00
e da mesma forma uma dimensao de medida unidimensional dff) dada por

d(x) = lim s;(f)(X), (1.14)

X—00

onde pelas Eqgs. 1.10 e 1.11, temos também
(z) ()
0<d; <d¥ <1 (1.15)

Um configuracao de automato celular desordenada, em que todas possiveis sequéncias de
valores de sitio ocorrem com probabilidade diferente de zero, resulta em d®) = d,(f) =1,
enquanto uma configuracio homogénea, tal como a configuracio nula, resulta em d® =
dff) = 0. Para passos de tempo muito grandes, a dimensao de conjunto dada pela Eq.
1.13 pode ser usada para caracterizar o conjunto de configuragdes pertencentes ao atrator,

sem levar em conta suas probabilidades.

Podemos também definir entropias temporais que caracterizam a sequéncia de valores
tomados por um particular sitio através de muitos passos de tempo durante a evolugao do
automato celular, com uma probabilidade pgt) para cada uma das k7 possiveis sequéncias
de valores que um determinado sitio pode ter em 7' passos de tempo sucessivos. Em

analogia com as Eq. 1.7 e 1.8, n6s temos

Or) = g lom (X064, (1.16)

sO(T =——<Zp log,. p{' ) (1.17)

respectivamente a entropia de conjunto temporal s®)(T') e a entropia de medida temporal

sff)(T), satisfazendo relacoes analogas as Eqs. 1.10, 1.11 e 1.12 para as entropia espaciais.

De forma analoga, podemos também definir dimensoes temporais como dada pela Eq.

1.13 para dimensao de conjunto espacial.

d® = lim sO(T), (1.18)

T—o00

e a dimensao de medida temporal pode ser definida por

d(t lim s )(T). (1.19)

T—o00
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Figura 1.1: Evolugao temporal de automatos celulares unidimensionais com k =2 e r = 2,
obedecendo 12 diferentes regras automatas a partir de estados iniciais desorganizados,
onde cada sitio tem um propabilidade de 1/2 para receber valores 1 ou 0. Cada linha
horizontal representa um passo de tempo na evolu¢do do autémato. (Fonte: Wolfram (23).)

Para sitios cujos valores variam periodicamente durante a evolucao temporal do autémato

celular, ou seja dentro de um ciclo limite, nés temos d*) = dff) = 0.

O comportamento das dimensoes definidas acima podem portanto ser usado para

determinar o quanto a evolucdo de automatos celulares é caotica. De forma geral, se

. . t ,
d,(f) > (0, nés temos um "caos espacial", se d&) > (, n6s temos um "caos temporal".

1.4 Classes de Autéomatos Celulares

O desenvolvimento temporal de diferentes tipos de automatos celulares, partindo de

uma configuragao inicial aleatoéria, podem exibir diferentes tipos de padroes dependendo,
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é claro, do tipo de regra a ser seguida pelo automato celular. Um exemplo disso esta
representado na Fig. 1.1, onde algumas regras de um autdémato unidimensional com
k = 2 e r = 2 sao mostradas. Podemos ver da Fig. 1.1 que determinadas regras geram
padroes com uma estrutura evidente. As quatro classes de Wolfram podem ser assim

simplificadas:

e Classe 1 (regras 4 e 16 na figura 1.1) tem um estado final homogéneo, com d,(f) =
dy =o.

e Classe 2 (regras 8 e 24 na figura 1.1) gera estruturas periddicas espacialmente sepa-

radas, com d”) > 0 e d\ = 0.

e Classe 3 (regras 2, 6, 10, 12, 14, 18, e 22 na figura 1.1) gera padrdes desordenados
com a presenca de "cavidades" tridngulares de todos os tamanhos, com dff) >0e
d,(f) > 0.

e Classe 4 (regra 20 na figura 1.1) gera estruturas localizadas complexas, com dff) >0
e d,(f) > 0.

Na linguagem de sistemas dinamicos, Wolfram associa a classe 1 a pontos fixos, classe
2 a ciclos limites, classe 3 ao caos com atratores "estranhos" e a classe 4 a uma nova
classe de comportamento complexo que nao existe em sistemas dindmicos com poucos
graus de liberdade. Essas quatro classes apresentam niveis de previsibilidade diferentes:
Para a classe 1, todas os estados iniciais convergem para um mesmo estado final, sendo
seu comportamento completamente previsivel. Para a classe 2, precisamos conhecer uma
dada regiao no estado inicial para sabermos como serd uma determinada regiao no seu
estado final. Para a classe 3, o conhecimento de uma determinada regido no seu estado
final depende em geral, de um completo conhecimento do seu estado inicial. Para a classe
4, a exemplo da classe 3, o conhecimento do seu estado final depende de uma regiao ar-
bitrariamente grande do seu estado inicial, podendo essa dependéncia ser contudo, ainda
mais complexa. Segundo Wolfram, alguns autdématos da classe 4 poderiam simular qual-
quer outro autémato celular, sendo assim, considerados computadores universais. Embora
neste capitulo n6s tenhamos abordado apenas o comportamento geral de autéomatos uni-
dimesionais, o comportamento geral para o caso bidimensional (32) parece também ser

dividido em classes andlogas as quatro classes vistas para o caso unidimensional.
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2  REDES BOOLEANAS
ALEATORIAS

2.1 Introducao

Chamamos de redes Booleanas, ao conjunto de /N variavies, ou elementos, que podem
receber apenas dois valores possiveis (ou seja, 0 ou 1), e que interagem entre si de acordo
com certas regras de interacao, dadas por um conjunto de funcoes de acoplamento que
determinam o valor de cada varidvel no proximo passo de tempo, especificando assim, a
dindmica do sistema. Redes Booleanas sao de especial interesse em diversos campos, desde
regulacao e controle genético até modelagem de sistemas de democracia e organizagao
social, passando pela sua aplicacdo a modelos classicos da mecanica estatistica, como

percolacao, modelo de Ising e vidros de spin.

No modelo de redes Booleanas existem duas grandes simplificagoes em relacao a sis-
temas reais: A primeira é o fato de assumirmos que cada um dos N elementos do sistema
podem interagir com K outros elementos, sendo estas interagdes controladas por fungoes
Booleanas de acoplamento escolhidas aleatoriamente do espaco de todas 22 possiveis
funcées de K variaveis Booleanas (argumentos). Este cardcter genérico na escolha dos
acoplamentos das variaveis, constitui uma simplificacao de sistemas reais, na medida que
a grande maioria dos problemas fisicos ou biolégicos reais tem acoplamentos muito es-
pecificos determinados pela propria estrutura do sistema. Contudo, em muitos casos, a
estrutura desses acoplamentos pode ser muito complexa ou simplesmente desconhecida,
fundamentando assim, um escolha genérica no acoplamento das varidveis. A segunda
simplificacdo é a natureza binéria das varidveis. Em muitos sistemas fisicos, variagoes
continuas nas variaveis dinamicas podem determinar uma mudan¢a no comportamento
do sistema quando um valor critico da variavel é alcancado, por exemplo no potencial
de ativagdo das sinapses de um neurénio ou de uma dada reacao quimica. Apesar des-
sas variagoes continuas nas variaveis dinamicas, a aproximagcao binéria é particularmente

adquada, ja que se pode ter uma boa representacao dos estados do sistema tanto acima
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Aleatoria Canalizante
o Tiee) 36 | Jil0hw, 0w, 0isw)  fildia, T, Tsm)
1 1 1 1 0
1 1 0 1 1
1 0 1 0 1
1 0 0 1 0
0 1 1 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 1 1
0 0 0 0 1

Tabela 2.1: Exemplo de duas fun¢oes Booleanas com trés variaveis de controle para um
dado sitio ¢. A primeira delas é uma funcao tipicamente aleatéria, enquanto a segunda é
uma funcao canalizada pelo seu primeiro argumento. Quando o0;;(; = 0, o resultado da
funcao é sempre 1, de outra forma pode ser 1 ou 0.

como abaixo desse valor critico, de uma forma muito mais simples do que se considerarmos

funcoes de acoplamento continuas entre as varidveis.

2.2 Descricao do Modelo N-K

O modelo N-K ou simplesmente o modelo Kauffman, é um modelo dinAmico dado por
uma mistura de todas regras Booleanas possiveis. Em um passo de tempo inicial, cada
um dos N elementos da rede recebem um valor da variavel o; que pode assumir apenas
o valor 1 ou 0. Em passos de tempo sucessivos, a dindmica da rede é governada por um
conjunto de fungdes de acoplamento {f;}, que especifica a regra Booleana que cada sitio
© da rede irad seguir. Essas fun¢des de acoplamento Booleanas f; tém como argumentos
K; variaveis de controle especificadas para cada sitio ¢ da rede. Desta forma, o valor da
variavel o; no passo de tempo t + 1 é determinado pelos valores das varidveis de controle
K; no passo de tempo anterior . Podemos resumir analiticamente a dindmica do sistema,
pela equacao

oi(t +1) = filojm (1), o2 (1), - - 0k @) (1)), (2.1)
onde f; é a funcao Booleana que controla o estado do sitio ¢ da rede no tempo t + 1 e
que depende dos valores das K; varidveis no tempo anterior t. O niimero de variaveis de
controle K; presentes na rede da qual depende a evolucao temporal de um dado sitio 1,
define a chamada conectividade da rede. Em geral, a conectividade de cada sitio poderia
ser diferente para cada sitio, contudo ao longo desse trabalho nés iremos sempre assumir
a seguinte condi¢cdo K; = K (i = 1,---,N). Uma vez especificada a conectividade, o

conjunto de variaveis de controle {o;x(;)} (inputs) e o conjunto de fungdes Booleanas
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i) (#) | T (t) | ois@) (@) | o () | filo (8), -, 05,(t))
p l—p
1 0 1 0 1 0
0 1 1 0
1 1 0 0 1 0

Tabela 2.2: Exemplo de aplicagdo de um campo de magnetizacao p para uma rede de
conectividade K = 4, como sendo a probabilidade da fun¢ao Booleana de um dado sitio ¢
dar como resultado 1. Trés diferentes configuragoes de vizinhanca de um dado sitio ¢ sao
mostradas.

{fi}, para cada sitio ¢ da rede, temos definida uma realizagido para aquela rede.

Na Eq. 2.1, o conjunto de variaveis de controle {o;x(;)} da funcdo Booleana f; pode
assumir 2 configuracoes diferentes destas variaveis, dando para cada uma delas, um valor
diferente para a funcao. Desta forma, podemos ter um total de até N; = 22" diferentes
funcoes definidas. Um exemplo de definicdo destas fungoes é dado na tabela 2.1 para o
caso K = 3, onde podemos ter 22 = 8 configuracoes diferentes dos argumentos Tj1(i)» Oj2(i)
e 0j1(i), resultando em valores diferentes para a fun¢ao Booleana f;, o qual determina o
novo estado do sitio  num passo de tempo seguinte. Outras 22" = 956 funcoes Booleanas
de acoplamento podem ser definidas como feito na tabela 2.1, apenas mudando os valores

dos resultados das fungoes para diferentes configuracoes dos seus argumentos.

No6s podemos definir um ensemble para todas as possiveis fungoes de acoplamento,
associando uma probabilidade para cada uma das N; possiveis funcoes f;. Se conside-
rarmos que cada uma das funcdes tém a mesma probabilidade 1/N; de serem escolhidas,
entdo temos uma distribuicao uniforme. Alternativamente, podemos introduzir um campo
de magnetizacao'(6, 33) na escolha das fungdes no ensemble, com uma probabilidade p
da fungdo dar 1 como resultado (spin up) e uma probabilidade 1 — p da fung¢do dar 0
como resultado (spin down), conforme exemplificado na tabela 2.2 para trés diferentes
configuragao de vizinhanca (K = 4) de um dado sitio i da rede. Este tipo de ensemble
foi largamente usado por nds na realizagao das simulacoes feitas. Uma outra forma de
definir o ensemble é dar diferentes pesos para tipos particulares de funcoes. Funcoes de
canalizagdo (34) podem ser geradas considerando que determinadas variaveis de controle
das fungoes sdo decisivos para o valor da fungao. A segunda fung¢do da tabela 2.1 é um
exemplo de fungao de canalizagao, onde se 0;1; = 0, entao o resultado da fun¢ao é tam-
bém 0, de outra forma a funcao pode assumir qualquer valor. De forma geral, podemos

simular, por exemplo, propiedades aditivas de atividades sinapticas inter-neurais (35) se

1Este termo é usado desde que se tenha em mente que cada elemento da rede pode ser considerado
um pequeno magneto.
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considerarmos que as func¢oes sao dadas por uma combinacao linear de termos envolvendo

as variaveis de controle da funcgao.

Em nosso trabalho, apos termos definido um realizagao para rede, as atualizagoes dos
estados de seus sitios sao dadas pela Eq. 2.1 para todos os sitios ao mesmo tempo, isso
é conhecido como atualizacao sincronizada da rede. Contudo, pode-se também realizar
atualizacoes seriais (36) para os estados dos sitios, onde a atualizagao é feita somente para
um sitio em cada passo de tempo escolhido de forma aleatéria ou seguindo um esquema
de ordenacao previamente definido. Além disso, se impusermos que a realizacao da rede
¢ mantida fixa ao longo do tempo, entao nés estamos lidando com a versao quenched do
modelo Kauffman. Por outro lado, se permitirmos que a realizacao da rede possa mudar
a cada passo de tempo, entao nds temos a versao annealed para o modelo Kauffman. Uma,
grande diferenca entre as duas versoes do modelo é que na versao quenched existem ci-
clos limites. Como a evolucao temporal é totalmente deterministica nesta versao, e desde
que N diferentes variaveis Booleanas podem produzir até 2V configuracoes no espaco de
estados, n6s devemos retornar a uma prévia configuracao de rede anteriormente visitado
ap6s no maximo 2V passos de tempo. Consequentemente, o sistema repetird as mesmas
configuracdes, sem nunca deixar o ciclo. Cada uma das possiveis 2"V configura¢oes inici-
ais irao gerar movimentos que eventualmente resultarao num particular comportamento
ciclico. Existem muitas questoes importantes relacionadas a ciclos limites, entre outras
coisas, podemos destacar o cilculo do comprimento destes ciclos, ou seja, do niimero de
configuragoes que fazem parte deste ciclo, bem como do nimero de diferentes ciclos ou

atratores existentes para uma dada realizagao do modelo.

Uma das grandes vantagens na utilizacao do modelo Kauffman é o fato de podermos
considerar qualquer tipo de topologia nos acoplamentos dos elementos da rede. A din&-
mica da rede depende tanto qualitativa como quantitativamente da forma como definimos
as conexoes entre os elementos, ou seja, como determinamos o conjunto de variaveis de
controle dos sitios da rede. Dois extremos de conexao tém sido amplamente usados. Por
um lado, redes uniformes de interacao de longo alcance, conhecido como aproximagao de
campo-médio (37, 38), em que para cada sitio i, as K variaveis de controle sdo escolhidas
aleatériamente entre as N variaveis da rede (rede uniforme). Tal aproximagao foi intro-
duzida para descrever interagoes genéticas, explicar a ocorréncia de mutagoes e processos
de estabilidade em genes biolégicos. De fato, isso foi a proposta inicial do modelo N-K.
Por outro lado, este modelo tem sido considerado em redes regulares, com interacoes de
primeiros vizinhos, a assim chamada aproximagao de curto alcance (6). Por exemplo,

as K variaveis de controle podem ser escolhidas dos 2d vizinhos mais préoximos de uma
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rede hiper-ctibica de dimensao d. Neste trabalho de tese, entre outras coisas, nés estuda-
mos o caso intermediario entre estes dois extremos de conexao, fazendo uso da topologia
conhecida como topologia do mundo pequeno (ver Capitulo 3), onde as conexdes entre
os sitio da rede sdao escolhidas tanto entre elementos distantes como entre seu respecti-
vos elementos vizinhos. A escolha da topologia adotada é de crucial importancia para
o comportamento ciclico destes sistemas. De particular interesse no nosso trabalho é o
modelo Kauffman de primeiros vizinhos na rede quadrada. Neste sistema, o nimero de
ciclos limites relevantes® crescem exponencialmente com o tamanho do sistema na regiao
ordenada, como mostrado por Derrida e Flyvbjerg (39). Kauffman identificou estes di-
ferentes ciclos limites como os diferentes tipos de células existentes e encontrou que seu
nimero deveria crescer como /N para N genes interagentes. Assim, o modelo Kauffman
de primeiros vizinhos na rede quadrada nao é o modelo mais realistico para tal aspecto
biologico. Todavia se considerarmos uma rede uniforme de conectividade K = 2 tem-se
acreditado que tanto o comprimento dos ciclos como o niimero médio de ciclos limite cres-
cem algebricamente como V/N 3, adequando assim, a interpretacio do comportamento
exibido por sistemas vivos. De fato, isto foi um dos resultados mais interessantes do mo-
delo Kauffman. Contudo, Bilke e Sjunnesson (11) colocaram em questio essa dependéncia
para o numero médio de diferentes ciclos, argumentando que o niimero de diferentes confi-
guragoes obtidas, tomadas como representativas do espaco de estados foram subestimada.
Recentemente, Samuelsson e Troein (42) deram uma prova rigorosa que o nimero de atra-
tores crescem mais rapidamente que qualquer lei de poténcia. Até agora, apenas a versao
annealed do modelo foi resolvida analiticamente, enquanto para a versao quenched apenas
simulagoes computacionais foram feitas. Isso é devido principalmente ao fato de que tanto
as variaveis de controle {ojx(;} quanto as funcdes de acoplamento {f;} sdo fortemente
correlacionadas na versao quenched, tornando dificil, assim, encontrar uma correta funcao
de distribuicao de probabilidade para os estados do sistema, num determinado tempo ¢,

que leve em conta estas particularidades.

2.3 Transicao de Fase no Modelo N-K

Uma das principais utilidades para o modelo N-K é estudar como os sistemas respon-
dem a pequenas mudancas ou danos inseridos no sistema, ou ainda mais especificamente,

como estas mudangas se propagam ao longo de todo o sistema, quando se considera seu

2(iclos limites relevantes sdo aqueles ciclos que ndo sdo rapidamente alcancados por ndo terem uma
base de atragao pequena.
30 leitor interessando poderia, por exemplo, consultar as Refs. (40, 41)



19

limite termodindmico (N,t) — co. Se levarmos em consideragdo duas configuragoes ini-
ciais de rede {0;(0)} e {p;(0)} no tempo ¢t = 0, que diferem entre si apenas pelos estados
de poucos sitios e que obedecem a mesma dindmica, a distancia d(t) entre estas duas
configuragoes {0;(t)} e {p:(t)} num tempo ¢ qualquer é dada por

N

d(t) = Z(Ui(t) —pi(1))?, (2:2)

i=1
dando o niimero de sitios que diferem entre estas duas configuracées no tempo t. A quan-
tidade d(t) na Eq. 2.2 é conhecida como a distincia de Hamming entre configurac¢oes no
tempo ¢, ou simplesmente como dano ou informacao na rede. Para uma rede uniforme, se
no seu desenvolvimento temporal o dano ou o fluxo de informagcao inicial se propaga para
um numero de elementos que crescem exponencialmente com o tempo, entao o sistema
é dito na fase cadtica ou desordenada. De modo geral, este comportamento ocorre para
valores grandes de K, incluindo até K = N. Se, por outro lado, o dano inicial se pro-
paga tipicamente apenas para um nimero limitado de elementos, o sistema é dito na fase
congelada ou ordenada. Este comportamento surge para valores pequenos de K, mais
especificamente K = 0 e usualmente K = 1. Existe uma sintuagdo intermedidria, conhe-
cida como fase critica, onde o dano inicial se propaga para um nimero cada vez maior
de diferentes elementos do sistema com o passar do tempo, mas de uma forma algébrica,

exibindo um comportamento fractal.

Uma outra medida interesante é o overlap normalizado entre configuragdes a(t), defi-
nido como

alt) =1- 22, (2.3)

Assim, podemos saber se a vai a 1 ou a um valor menor quando tomamos ¢t — oc. Se o
overlap a(oco) sempre vai para 1, independentemente das configuragoes iniciais, entdo o
sistema nao pode reter nenhuma fracao da informacao contida nos estados iniciais. Por
outro lado, se a(c0) < 1, o sistema de alguma forma "se lembra" da informacao contida
nos estados iniciais. Para uma rede uniforme de sitios com conectividade K, podemos
encontrar uma expressao analitica para a evolu¢ao temporal do overlap a(t). Como para
computar o valor de um dado elemento de rede o;(t) no tempo ¢, precisamos conhecer
no maximo as variaveis de controle e as funcoes Booleanas de 1 + K + K2 4 --- + K1
elementos diferentes, entao quando N é muito grande, todos estes elementos podem ser
considerados como escolhidos aleatoriamente e nao faz a menor diferenca se considerarmos
a versao quenched ou annealed do modelo. De forma geral, se considerarmos um ensemble

de funcoes Booleanas com um campo de magnetizacdo p, o nimero de sitios que tém
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todas as suas variaveis de controle (entradas) idénticas em ambas as configuragdes {o;(t)}
e {p:(t)} & Na(t)]*, tendo portanto, o mesmo valor no tempo ¢+1. O niimero de sitios que
tém pelo menos uma de suas varidveis de controle diferentes é N{1— [a()]*} e estes sitios
tém uma probabilidade 2p(1 — p) de terem o mesmo valor no tempo t + 1. Considerando

ambos os casos, temos

a(t +1) = [a(®)]" + 2p(1 — p){1 = [a(t)]"}, (2.4)
resultando em (]
1 —la(t
1)=1—- —-—+"— 2.
a(t +1) K. , (2.5)
onde K. é dado em termos de p como
1
Ko=—F". 2.6
2p(1 — p) (256)
Fazendo p = 1/2 nas Eqs. 2.5, 2.6, obtemos
1— [a(t)]¥
alt+1)=1- # sendo K, =2, (2.7)

que é o caso particular da evolucao temporal do overlap a(t) para fungdes Booleanas
pertencentes a um ensemble uniforme. No limite ¢ — oo, a(t) assintoticamente tendera
para um ponto fixo a*, e pela Eq. 2.5, teremos

1— [a*]K

] —
a KC

(2.8)

A Eq. 2.8 deixa clara a existéncia de trés fases para o modelo. Quando K > K, o sistema,
est& na fase cadtica; a* € menor que um, mesmo para configuracoes iniciais bem proximas.
Quando K aproxima-se de K. por valores acima, a* aumenta cada vez mais em direcao a
seu valor limite a* = 1, porque cada vez menos varidveis tém seus valores finais sensiveis
aos valores iniciais. Por outro lado, quando K < K., a* = 1, ou seja, a fracao de sitios que
tém seus valores finais sensiveis aos valores iniciais do sistema é precisamente zero, para
qualquer configuragao inicial do sistema. Esta divisao clara para as fases do modelo em
termos da conectividade K é perfeitamente obedecida para uma rede uniforme de longo
alcance. Contudo, para redes regulares com K > 0, o seu ponto fixo a* é sempre instavel
e menor que um, refletindo o fato que qualquer rede regular pode armazenar, de alguma
forma, a informagao de seus estados iniciais. Uma outra forma de analisar transicoes de
fase no modelo é encontrar o valor critico para o campo de magnetizagdo p, resolvendo
para p a Eq. 2.6 e encontrando p.(K) para um dado valor da conectividade K. Na Fig.

2.1 esté representada o diagrama de fase dado pela Eq. 2.6 para o modelo Kauffman em
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10

Regiao Cadtica

P

Figura 2.1: Diagrama de fase para o modelo Kauffman em uma rede uniforme de conexoes
de longo alcance. A &area sombreada representa a regiao congelada, enquanto a regiao
acima da curva representa a regiao cadtica. A linha critica separando as duas fase é dada
pela Eq. 2.6.

uma rede uniforme de conexdes de longo alcance, onde a regiao sombreada representa
todos os pontos no espaco p-K que estao na fase congelada, enquanto a regidao acima da

curva representa todos os pontos na fase cadtica.

A transicdo de fase no modelo N-K apresenta estreita similaridade como a transi¢ao
de percolacao da fisica estatistica. O modelo de redes Booleanas de dimensao d com
interacao de primeiros vizinhos na versao annealed é equivalente ao modelo de percolacao
direcionada (5) na dimensdo d + 1, onde o eixo preferencial de percolagio é o eixo dos
tempos. Cada sitio do plano ¢ + 1 esta conectado a seus K vizinhos no plano ¢. Assim,
por exemplo, o modelo N-K na rede quadrada resulta numa rede BCC, quando o eixo do
tempo é adicionado. Para a versdo quenched (43, 44), uma correspondéncia semelhante
também é encontrada com o modelo de percolacao direcionada quando consideramos
redes uniformes de longo alcance. Contudo, o caso particularmente interessante para nos
de uma rede de interacao de primeiros vizinhos na versao quenched permanece ainda sem

nenhuma correspondéncia com algum tipo de modelo de percolagao conhecido.



22

Figura 2.2: Representacdo esquemaética do espago de estados do modelo Kauffman, divi-
dido em ciclos e em suas respectivas bacias de atracao. Cada ponto representa um estado
possivel do sistema, os estados sobre os circulos representam o regime ciclico da dinamica
do sistema (atrator), enquanto os ramos enraizados nos circulos representam seu regime
transiente.

2.4 Comportamento Ciclico no Modelo N-K

Na versao quenched de uma rede finita, para uma dada configuragao inicial, a evolucao
temporal do sistema torna-se peridédica ap6s um certo tempo. Isso acontece por conta do
ntimero finito de diferentes configuragdes no espago de estados do sistema (2" configura-
coes diferentes). Apés um tempo de no maximo 2V passos, o sistema deve retornar a uma
mesma configuracao anteriormente visitada. Desse modo, para cada configuracao inicial,
o sistema é levado a um atrator peridédico ou ciclo limite. O nimero de diferentes configu-
racoes iniciais que levam para um mesmo atrator define uma bacia de atracao para uma
dada realizacao do modelo. Como existem diferentes atratores para uma dada realizacao,
podemos dividir o espaco de estados do sistema em um conjunto de diferentes bacias de
atracdo, levando a atratores ou ciclos com diferentes periodos. A Fig. 2.2 mostra o espaco
de estados para uma determinada realizacao, dividido em ciclos e em suas respectivas ba-
cias de atracao. Tanto o nimero de atratores como o periodo de cada atrator sao sensiveis
ao tamanho do sistema N e a fase em que o sistema se encontra. Usando simulacoes de
computador, Kauffman estudou o periodo médio dos atratores para uma rede uniforme
com um ensemble de fungoes também uniforme (modelo Kauffman usual), e encontrou

que eles cresciam com o tamanho do sistema N de uma forma exponencial para K > 3

e como uma lei de poténcia para K = 1 e K = 2 (conectividade critica). Contudo, o
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comportamento de escala do periodo médio dos atratores com o tamanho do sistema,
na regido critica e abaixo dela (0 < K < 2), a exemplo do nimero médio de atratores
discutido na secgdo 2.2, tém sido mostrado (ver Refs. (38) e (45)) crescer linearmente

com o tamanho da rede V.

Cada configuracao inicial pertence a bacia de atragao de um atrator. Entao, seja €2,
o nimero de configuragoes pertencentes a bacia de atracao de um atrator 7. Podemos
entao, associar a cada atrator 7 um peso W, dado por

Q,

Wq— - 2_N’ (29)

onde W, é a probabilidade que uma configuracao inicial escolhida aleatériamente, faca
parte da bacia de atracao do atrator 7. Entao, a probabilidade Y, para uma dada reali-

zagao, de duas quaisquer configuracoes aleatérias cairem no mesmo atrator é dada por
Y =) (W) (2.10)

O ntumero de diferentes atratores relevantes é presumivelmente da ordem de 1/Y. Por-
tanto, quanto menor for a probabilidade Y, maior serd o nimero de diferentes atratores
presentes numa dada realizac¢do. Para o modelo Kauffman usual, Derrida e Flyvbjerg (39)
encontram propriedades estatisticas qualitativamente similares a teoria de vidros de spin
na aproximacao de campo médio (46) com respeito a essa estrutura de bacias de atragao.
Por exemplo, no limite termodindmico N — oo, a probabilidade Y tende para um valor
finito. Isso deixa clara a existéncia de poucas bacias de atracdo de grandes dimensoes
preenchendo todo o espago de estados. Para o modelo Kauffman de primeiros vizinhos na
rede quadrada, eles encontraram que o niimero de atratores relevantes cresce exponenci-
almente com o tamanho do sistema na fase congelada. Infelizmente, na fase caodtica, os
periodos dos atratores sao exponencialmente grandes, e a questao pode ser investigada
apenas em redes de pequenos tamanhos. O comprimento destes ciclos tém sido medidos
para varias redes regulares, e parece crescer exponencialmente com o nimero de sitios
na fase cadtica (exp(const x N)) e como v/L (L sendo o tamanho linear do sistema) na
fase congelada (6), enquanto na fase critica em p. parece crescer como exp(const x L),

existindo porém, fortes flutuagoes estatisticas (47).
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3 O MODELO WS

3.1 Introducao

O modelo WS, devido a Duncan J. (W)atts e a Steven W. (S)trogatz (9), mais conhe-
cido como o modelo do mundo pequeno em virtude de sua analogia com o fenémeno do
"mundo pequeno", proposto pelo psicologo social Milgram (48). Segundo ele, o nimero
médio de pessoas necessarias para connectar duas quaisquer outras, escolhidas aleatori-
amente e separadas geograficamente, seria cerca de seis pessoas, o assim chamado "seis
graus de separagao". Este modelo permite uma interpolacao entre redes regulares e unifor-
mes (aleatorias), pela introdugdo de uma probabilidade ¢ de religagao entre as conexoes de
sitios vizinhos na rede regular para sitios nao-vizinhos de longa distancia. Assim, podemos
estudar a dinamica de redes contidas no intervalo entre estes dois extremos topologicos,
apenas alterando a probabilidade de religacao ¢q. Se ¢ = 0, temos uma topogogia regular
de rede e se ¢ # 0, temos uma rede uniforme, também conhecido como topologia tipo

campo médio, onde sitios escolhidos aleatoriamente podem estar conectados entre si.

O estudo da dinamica em redes uniformes tém importantes aplicacées no estudo de
propagacao de doengas (49), na sincronizagao de osciladores (50) e em regulagio genética
(15), principalmente por possuirem uma distdncia média entre sitios relativamente pe-
quena, mesmo para redes grandes. A distancia média entre sitios nessa topologia cresce
logaritmicamente com o tamanho do sistema. Contudo, redes sociais reais estdao bem
longe de serem descritas por esse tipo de rede, apresentando uma estrutura local com alta
probabilidade de conexao (sitios vizinhos ou pessoas vizinhas) e uma baixa probabilidade
de conexao entre sitios nao-vizinhos escolhidos aleatoriamente. Por exemplo, dois vizinhos
podem possuir muitos vizinhos em comum, apresentando portanto, um alto coeficiente de
aglomeragao (ver sec¢do 3.3.2) em relacao a redes uniformes. Situagdes semelhantes tam-
bém sdo encontradas nas conecgoes em redes neurais(9) e na estrutura de ligagdo quimica
de macromoléculas (51). Portanto, o modelo WS ¢ til para conciliar as propriedades

locais de redes regulares com propriedades globais de redes uniformes, pela introducao
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Figura 3.1: Procedimento de religacio do modelo WS, interpolando entre uma cadeia
regular e uma rede uniforme sem alterar a conectividade média dos sitios. Partindo de
uma cadeia regular de sitios (¢ = 0), conexdes de longo alcance sdo introduzidos fazendo
aumentar o valor da probabilidade de religacdo ¢, de tal forma que quando ¢ = 1 todas
as conexoes sao religadas aleatoriamente.(Fonte: Watts and Strogatz (9).)

de conexoes de longo alcance entre sitios nao-vizinhos na rede regular através da proba-
bilidade de religao ¢q. O comportamento de mundo pequeno, causado pela coexisténcia
de ligacoes de curto alcance com ligacoes de longo alcance, resulta numa distancia média
entre sitios relativamente pequena se comparada a redes regulares mas com um alto grau
de aglomeragao local (os vizinhos de um dado sitio ¢ tém uma grande chance de serem

vizinhos entre si), se comparado com redes uniformes.

Ao longo desse trabalho, n6s temos usado a topologia de mundo pequeno aplicada ao
modelo Kauffman afim de estudar o processo de crossover entre redes regulares e unifor-
mes como forma de encontrar uma nova classe de universalidade, e assim, complementar
trabalhos anteriores sobre o assunto. A seguir, nés discutimos o algoritmo para a ge-
racao da topologia de mundo pequeno em uma rede unidimensional e algumas de suas

propriedades geométricas mais importantes.

3.2 O algoritmo

O algoritmo de construgao proposto por Watts e Strogatz para uma rede com topologia
de mundo pequeno é dado da seguinte forma: Partindo de uma rede unidimensional com
N sitios e condigao de contorno (em forma de anel), onde cada sitio da rede esta conectado
a seus K vizinhos. Um sitio é escolhido e com uma probabilidade ¢ cada uma de suas
K conexdes com sitios vizinhos (K/2 em cada lado) sdo religados a outros sitios de rede
escolhidos aleatoriamente. O anel é percorrido no sentido horario, e esse procedimento

é repetido para cada sitio da rede até que uma volta seja completada. Desta forma,
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conexoes de longo alcance sao introduzidas na rede. Para garantir que a rede continue
conectada apesar das conexoes de longo alcance, devemos ter N > K > In(N) > 1.
Se auto-conexoes e conecoes duplas forem excluidas do processo, teremos introduzido em
média ¢/N K /2 conexdes de longo alcance na rede. Na Fig. 3.2 é mostrado o procedimento
de religagdo, partindo de uma cadeia regular (¢ = 0) com N = 20 e K = 4. Quando

q = 1, temos uma cadeia uniforme ou gréfico aleatorio.

3.3 Propriedades Geométricas

Como sugerido por Watts e Strogatz, duas grandezas sdo utéis para caracterizar o
comportamento de mundo pequeno. A primeira diz respeito ao caracter global do sistema,
dado pela distancia média caracteristica entre sitios L(NN,q) e a segunda diz respeito ao

caracter local do sistema, dado pelo seu coeficiente de aglomeragao C'(N, q).

3.3.1 Distancia Média Caracteristica

A distancia média caracteristica é definida como sendo o nimero de sitios no cami-
nho mais curto que conecta dois outros sitios, mediado sobre todos os pares de sitios.

Matematicamente, podemos definir L(N, p) como

L(N,q) = m Z dij, (3.1)
7]

onde d;; é a distancia entre os sitios ¢ e j. A distancia média caracteristica L(V, p) dada
pela Eq. 3.1 é mediada sobre todos os pares de sitios e sobre a disordem induzida pelas
religacoes de sitios. Para ¢ = 0, nés temos uma cadeia linear de sitios, e L(N,0) ~ N/2K,
ou seja, a distancia média caracteristica para uma cadeia regular aumenta linearmente com
N. Por outro lado, para ¢ = 1 temos uma cadeia uniforme e L(N,1) ~ In(N)/In(K).
No modelo WS, para valores pequenos de ¢, L(N,q) comporta-se linearmente com N,
enquanto para valores grandes de ¢, L([V,q) tem um comportamento logaritmico com o
tamanho N do sistema. Esta mudang¢a no comportamento de escala de L(N, q) é devida a
introducao de conexoes de longo alcance na rede, conectando regices da rede que de outra
forma estariam bem distantes entre si, causando uma diminui¢do nao-linear na distancia
média entre sitios. Investiga¢oes numeéricas e argumentagoes analiticas (52-54), mostram
que a transi¢do no comportamento de escala de L(NN, q) depende, para um dado valor de
q, do tamanho do sistema /N ou inversamente, do valor de ¢, para um dado valor de N.

De forma que, para um dado valor de ¢, temos um tamanho de crossover para o sistema



27

de N* ~ ¢ ", onde 7 = 1/d e d é a dimensdo da rede regular antes do procedimento de
religagdo (d = 1 para a cadeia linear), tal que se N < N*, L(N,q) ~ N, enquanto se
N > N*, L(N,q) ~ In(N). Assim, o comportamento de escala para L(N, q) é dado por

L(N,q) ~ N°F (]]\Y) | (3.2)
onde
Flu) = U se u <1 (3.3)

In(u) sewu>1.

Contudo, simulagbes numéricas (55), e estudos analiticos como grupo de renormalizagio
(53) e expansbes em série (56) mostraram que a distancia média caracteristica L(N, q)

obedece a seguinte lei geral de escala

N N ) (3.4)

L(N,q) ~
onde f(u) é a fungdo de escala universal dada por

const se u < 1
flu) = (3.5)

In(u)/u seu>1.
A Eq. 3.5 deixa claro que a distidncia média caracteristica L([V,q) depende apenas da
fungao escalar f(u) de uma variavel escalar u = ¢K N¢. Podemos dar uma interpretacio
fisica para a variavel u como sendo duas vezes o nimero médio de religagoes feitas na rede
para um dado valor de ¢, enquanto a fung¢ao escalar f(u) forneceria uma média do quanto

a distancia entre dois sitios da rede é reduzida para um dado valor de u.

3.3.2 O Coeficiente de Aglomeracao

Uma outra grandeza importante para a caracterizagao do comportamento de mundo
pequeno é o coeficiente de aglomeragao C'(¢q) que caracteriza localmente a topologia. Seja
¢; o numero de vizinhos de um sitio 7, entao existe no maximo até c;(c; — 1)/2 possiveis
conexoes entre estes vizinhos. Se denotarmos por C; a fracao destas conexoes que sao de
fato existentes na rede, entdo o coeficiente de aglomeracio C(q) é definido como a média
de C; sobre todos os sitios da rede. Para uma rede regular (¢ = 0), cada sitio ¢ tem
¢; = K vizinhos e um nimero de conexoes entre eles de 3K /2(K /2 —1)/2, e portanto um
coeficiente de aglomeracao C(0) = 3(K/2 — 1)/2(K — 1). Em um gréfico do coeficiente

de aglomeracdo relativo C(q)/C(0) contra ¢, podemos observar que seu valor é muito
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Figura 3.2: Distancia média caracteristica L(N, q) e coeficiente de aglomeracdo C'(q) para
o modelo WS. Os dados sao médias sobre 20 realizacoes aleatorias do procedimento de
religacdo, para redes com 10° sitios e uma conectividade média de K = 10 por sitio, e
estao normalizados por seus respectivos valores para rede regular (¢ = 0). A queda nos
valores de L(N,q) corresponde ao come¢o do comportamento de mundo pequeno.(Fonte:
Watts and Strogatz (9).)

proximo de 1 para uma larga regiao de valores de ¢ (até cerca de ¢ = 0, 10), ao passo que
a distancia média relativa caracteristica L(N,q)/L(N,0) tem uma queda ji para valores
pequenos de ¢ tao logo N seja suficientemente grande, como mostrado na Fig. 3.3.2 para
uma cadeia linear com N = 10% e uma conectividade média de K = 10 vizinhos por
sitio. Assim, o fato de C'(q)/C(0) praticamente ndo mudar durante a transi¢do para um
comportamento de mundo pequeno revela que esse comportamento é quase imperceptivel

em seu nivel local, sendo portanto a principal caracteristica desse tipo de topologia.

Barrat e Weigt (54) encontraram uma forma de derivar a dependéncia de C(q) com
q, fazendo uso de uma defini¢do alternativa mas equivalente de C'(q). De acordo com
essa defini¢cdo, o coeficiente de aglomeragao C (q) é definido como a razdo entre o niimero
médio de conexoes entre os vizinhos de um sitio e o niimero médio de possiveis conexoes

entre os vizinhos de um sitio, resultando na férmula

C(q) = C(0)(1 - q)°, (3.6)
onde K1
C(0) = 7;[? __1>). (3.7)

A diferenca entre é(q) e C(q) é pequena e pode ser mostrado que vai a zero quando
fazemos N muito grande. Portanto, o comportamento de C'(q) é simplesmente descrito

por C(q) ~ C(0)(1—q)?, com uma depedéncia muito pequena sobre o tamanho do sistema.



29

4 PERCOLACAO INVASIVA

4.1 Introducao

Percolagao invasiva é um processo de crescimento dinamico que foi primeiro proposto
por Lenormand e Bories (57), Chandler et al (58), e Wilkinson e Willemsen (8) para expli-
car o transporte de um fluido, chamado invasor, através de um meio poroso preenchido por
outro fluido imissivel ao primeiro, chamado defensivo. Em um meio idealizado, a rede de
poros e capilares podem ser considerados como uma rede regular, onde para cada sitio ou
conexao da rede podemos atribuir uma pressao de capilaridade f; responsavel pela difusao
do fluido invasor através do meio. Se a pressao f; for maior que a pressao de equilibrio do
sistema meio + fluido defensivo, entao o fluido invasor avanga um sitio a cada passo de
tempo na rede. Na pratica isso pode ser simulado, atribuindo um niimero aleatério r» no
intervalo [0, 1] para cada sitio ou conexao e escolhendo o sitio ou conexdo mais proximo
da interface entre os dois fluidos com o menor niimero aleatorio. Se nés considerarmos o
nimero r como a resisténcia que os sitios oferecem a passagem do fluido, entdo escolher
o sitio com o menor nimero aleatério é equivalente a selecionar um poro com o maior

tamanho, desta forma percolacao invasiva pode simular processos de drenagem.

Quanto & compressibilidade do fluido defensor, podemos considerar dois tipos de pro-
cessos de percolacao invasiva: Percolacao invasiva com aprisionamento, onde o fluido in-
vasor aprisiona o fluido devensivo em regioes especificas na qual o fluido invasor nao pode
penetrar, refletindo o fato do fluido defensivo ser incompressivel. Este modelo foi primeiro
estudado por Chandler et al (58) e Wilkinson e Willemsen (8). Percolagdo invasiva sem
aprisonamento, onde se considera fluidos defensivos de infinita compressibilidade, ou seja,
durante o processo de percolagao, regioes cercadas podem ser invadida pelo fluido invasor.
Este modelo foi estudado por Wilkinson e Barsony (59) que através de simula¢oes Monte
Carlo, encontraram uma conexao entre este processo de percolagdo com processos de per-
colagdo ordinaria (60, 61)(mesma classe de universalidade), onde sitios na vizinhaca do

agregado de percolacao sao incorporados a este se os sitios tém ntmeros aleatorios r < p,
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sendo p a probabilidade de percolagao na rede.

Dada a importancia da estrutura de agregados de percolagao invasiva para o nosso
trabalho, neste capitulo nos falaremos sobre o algoritmo de criacao de percolagao invasiva

sem aprisionamento, bem como de algumas propriedades fundamentais destes agregados.

4.2 O Algoritmo

O processo de crescimento do agregado a partir de um dado sitio, em uma rede infinita

é controlado pelo seguinte algoritmo:

1. Atribua numeros aleatorios r no intervalo entre [0, 1] para cada sitio de uma rede

infinita.

2. Escolha um sitio como a semente do agregado (primeiro sitio pertencente ao agre-
gado), e para cada passo de tempo defina a borda do agregado como os sitios vizinhos

mais proximos deste.

3. Em cada passo de tempo aumente o niimero de sitios pertencentes ao agregado por
um, escolhendo o sitio com o menor ntimero aleatério entre os sitios que compoem

a borda do agregado naquele passo de tempo.

Agregados de percolacao ordinéria sao formados apena modificando a regra 3 acima, onde
para cada passo de tempo, os sitios da borda do agregado que possuem nimero aleatorios
r < p sao incorporados ao agregado, e o processo de crescimento termina quando todos
os sitios da borda do agregado possuem numeros aleatérios r > p. A introdugao da
probabilidade de percolacao p em percolacao ordinéria introduz uma limitagao no tamanho
do agregado, ao passo que para a percolacao invasiva o processo de crescimento pode se

estender indefinidamente.

4.3 Propriedades Fundamentais de Percolacao Invasiva

4.3.1 O Perfil de Aceitacao

A conexao entre o modelo de percolagao invasiva sem aprisionamento e o modelo de
percolagao ordinéria é demostrada pela seguinte propriedade fundamental de percolacao

invasiva. Primeiro se definirmos o "perfil de aceitagao" a,(r) tal que a,(r)dr seja a
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probabilidade que o niimero aleatério escolhido no n-ésimo passo de tempo esteja no

intervalo [r,r + dr|. Entéo, fazendo n — oo, nés temos

p.l oser <p.

oo (1) = (4.1)

0 se r > Pe.
Assim, o perfil de aceitagao a, () comporta-se como uma func¢ao degrau quando tomamos
o limite n — oo, sendo esta propriedade fundamentada em simulagdes numéricas (59) e
estudos analiticos (62). Na pratica um perfil de aceitagdo cumulativo b, (r) é computado

por
bu(r) = (n+ < my >, —=1)71 > am(r), (4.2)

onde < ny >, é o nimero médio de sitios na borda imediatamente antes que o sitio seja

selecionado para fazer parte do agregado. No limite n — 0o, n6s temos

1 ser <pe
boo (1) = (4.3)

0 ser>pe.
Wilkinson e Barsony(59) conjecturam que a taxa de convergéncia do perfil de aceita-
¢do cumulativa b, (r) para uma fun¢io degrau segue uma lei de escala governada pelas

quantidades
Dc 1
B, = / [1— b, (r)]dr B, = / by, (r)dr, (4.4)
0 Pc

que representam o desvio do perfil de aceitacgao cumulativa b, (r) de uma fungao degrau,

onde Bi(n) e By(n) sdo supostos ter um comportamento de lei de poténcia dado por
Bi(n) ~ By(n) ~n Y4, (4.5)
onde o expoente A, é chamado o expoente gap de percolagao, dado por

Dy = By + - (4.6)

Os expoentes 3,, 7, sdo os expoentes criticos de percolagdo (ver Apéndice B). Sendo
conjeturado que A, é o mesmo tanto para percolacao invasiva como para percolagao
ordinaria. Uma solucdo exata para o problema na rede de Bethe (63) vem a confirmar
isso. Portanto a percolacao invasiva sem aprisionamento e a percolaciao ordinaria parecem
pertencer a mesma classe de universalidade e assim, percolacao invasiva pode ser usada
para estudar o comportamento critico do modelo de percolagao ordinaria. Para redes

bidimensionais, simula¢oes numéricas (59) deram um valor 1/A, ~ 0, 393.
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4.3.2 A Dimensao Fractal

Podemos também definir uma dimensao fractal associada com a forma geométrica do

agregado de percolacao invasiva, através do raio do médio quadrado desse agregado

R(n) = (<mi1 an>n) 1/2, (4.7)

onde R,, é a distancia Euclidiana da semente até o m-ésimo sitio escolhido, e < . >,
representa a média sobre todos os agregados de tamanho n. No limite de n — oo, noés
esperamos que R(n) cres¢a como uma lei de poténcia em termos do tamanho do agregado

n, da seguinte forma
R(n) ~ n/% (4.8)

onde d, é a dimensao fractal do agregado de percolagao invasiva varrendo toda a rede. De
forma idéntica ao expoente gap de percolacao A\, conjectura-se que a dimensao fractal
d, é a mesma tanto para o modelo de percolagao invasiva sem aprisionamento como para
o modelo de percolacao ordinaria, e ambos estao relacionados por A, = v,d,, sendo v,
um terceiro expoente critico de percolagao que governa como a distancia de correlagao
&,(p) varia com a probabilidade de percolagdo p, na forma &,(p) ~ |p — p.| "7, onde p.
é a probabilidade de percolagao critica na rede. Para percolacao invasiva com aprisio-
namento, simula¢ées Monte Carlo (8) resultaram em uma dimensédo fractal para redes
bidimensionais de d, >~ 1.82, um tanto menor que o encontrado para o modelo de perco-
lacao ordinéria d, ~ 1, 896, enquanto para redes tridimensionais nenhuma diferenca entre
ambos os modelo foi encontrada. Contudo, ainda nao estd plenamente demostrado que
percolacao invasiva com aprisionamento nao pertenca a mesma classe de universalidade

da percolacao ordinaria.

Considerando percolac¢ao invasiva com aprisionamento, a probabilidade P;(r,t) que
um sitio, a uma distancia r do sitio semente, seja invadido ap6s um intervalo de tempo t,

satisfaz a seguinte lei de escala (64):
Pi(r,t) ~r7tf(r* /1), (4.9)

onde f(u) é uma fungdo de escala com um comportamento de lei de poténcia dado por
flu) ~ v (u < 1) e f(u) ~ u2(u > 1), onde os expoentes (; e (; para o0 caso
bidimensional sdo respectivamente 1 e 48/91 (65). Este comportamento de escala implica
que o ponto mais provavel para se encontrar a interface entre os dois fluidos apés um

intervalo de tempo ¢, estd em r ~ t/%.
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5 REDE QUADRADA

5.1 Introducao

Neste capitulo, n6s temos estudado o modelo Kauffman ou mais geralmente redes
Booleanas aleatérias na topologia regular de rede quadrada, em que cada sitio da rede
tem um nimero de variaveis de controle dado pelo seus quatro primeiros vizinhos (K = 4),
afim de analisar a dinAmica do processo de propagagao do dano (ou informagao), buscando
calcular pontos criticos de transicao de fase, expoentes criticos e dimensoes fractais nesse
tipo de sistema, sendo nossos resultados comparados com outros resultados existentes na
literatura. Para isso, nos simulamos redes quadradas de varios tamanhos, onde danos
iniciais sao inseridos simulando duas redes idénticas (réplicas), com sitios correspondentes
obedecendo & mesma func¢ao Booleana, escolhida aleatoriamente para cada sitio (ambas
as redes possuem a mesma realizagao de rede), diferindo apenas pela mudanga nos valores
das variaveis iniciais de uma pequena quantidade de sitios centrais entre essas redes, e
em seguida deixando ambas as redes evoluir no tempo, calculando assim, a distancia de
Hamming entre ambas as redes. Em nossos célculos, nés utilizamos a versao quenched do
modelo, em que apoés ser escolhida a fungao Booleana para sitio da rede, ela é mantida ao
longo de toda evolucao do sistema. O estudo de transicao de fase é realizado fazendo-se
variar o valor do campo de magnetizacdo p (ver capitulo 2) para as varias realizages de
rede e definindo-se um parametro de ordem () para o sistema em termos da distancia
de Hamming para passos de tempo muito grandes (limite termodinamico), de acordo com

a teoria de Landau.

Nesse modelo, sao observadas trés fases para o sistema: A fase congelada em p < p,,
onde danos iniciais inseridos no sistema ficam ou restritos a uma pequena porc¢ao de sitios
da rede ou simplesmente desaparecem no limite ¢ — oo; a fase critica em p = p., onde o
dano atinge uma porcao consideravel de sitios da rede e cresce como uma lei de poténcia
com o tamanho do sistema, apresentando um comportamento fractal; e finalmente a fase

cadtica em p > p., onde o dano pode atingir uma grande porcao dos sitios da rede, e
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cresce exponencialmente com o tamanho do sistema. Uma vez encontrado o ponto critico
p. para esse modelo, nés procedemos o cilculo dos expoente criticos e das dimensoes
fractais do sistema. Esta transicao de fase é reminescente de outras transicoes de fase,
como a transigdo para-ferromagnética de sistemas de spin, identificando 1/(0) com o campo
magnético H e 1(oc0) com a magnetizagdo M, entdo para o paramagneto p < p., a
magnetizac¢ao 1)(0c0) vai a zero se 0 campo vai a zero, com uma susceptibilidade constante
1(00)/1(0) para campos pequenos. Por outro lado em p > p,., o sistema esta em sua fase
ferromagnética, e nés temos uma magnetizacao finita ¢ (c0), quando o campo vai a zero.
Se analizarmos em termos de mutacao biologica, a fase cadtica do modelo é inteiramente
inadequada para a manutencao da vida, dada a grande instabilidade do sistema, enquando
sistemas no ponto de critico p. ou proximo a ele (limiar da fase critica) parecem gerar as
condigoes propicias para a manutencao da vida, uma vez que o sistema nessas condig¢oes
garantiria a estabilidade necesséria sem prejuizo da possibilidade de evolugao do organismo

vivo.

Nossos calculos nesta primeira fase do trabalho foram realizados utilizando um método
de manipulag¢do paralela de bits, chamada "multispin coding" (66-68), armazenando 64
bits numa palavra de computador, onde cada bit representa uma variavel de sitio (spin
up ou down), sendo necessaria a utilizacdo de func¢oes logicas de manipulagdo de bits
(AND/OR), bem como de fungdes de deslocamento de bits numa palavra de computador
(SHIFT) tanto para implementacdo das regras e atualizagdes das varidveis para cada sitio

como para estabelecer condicoes de contorno na rede’.

5.2 O Algoritmo

Uma forma padrao para implementar o modelo Kauffman em computadores é intro-
duzindo um parametro p, ou seja, um campo de magnetizacao p, tal que para cada sitio da
rede nos selecionamos entre as 22 (K = 4 na rede quadrada) regras ou fun¢es Booleanas
(ver se¢ao 2.2) uma para a qual o resultado terd valor 1 (spin up) com probabilidade p
e 0 (spin down) com probabilidade 1 — p. Em uma simulagdo de computador, primeiro
percorremos todos os NNV sitios do sistema, e para cada sitio percorremos também todas as
2K configuracoes de vizinhanca, e em seguida para cada tal configuracao de vizinhanca
determinamos pelo sorteio de um nimero aleatério se sua variavel (spin) sera 1 ou 0 (up

ou down); se o namero aleatorio sorteado for menor que p, entdo sua variavel recebera o

1Um exemplo de um programa FORTRAN para o cilculo do parametro de ordem na rede quadrada
utilizando o método multispin coding é fornecido no Apéndice A



35

0.5

Figura 5.1: Grafico de 1) versus p para o caso de rede quadrada (¢ = 0). Tamanhos de
rede L=256; o, L=384; A and L=512; {.

valor 1, caso contrario, ele recebera o valor 0. Uma vez tendo percorrido todas as configu-
racoes de vizinhaga para cada sitio, entdo podemos dizer que temos fixado uma regra para
aquele sitio, ou em outras palavras definido uma funcao Booleana para ele, e podemos
ir para o proximo sitio da rede. Apoés termos estabelecido as regras para cada sitio da
rede, noés temos automaticamente definido uma realizacao de rede, uma vez que a propria
estrutura da rede ja define a conectividade para cada sitio. Em seguida, nés selecionamos
uma configuracao inicial das variaveis Booleanas atribuindo para cada sitio da rede um

valor de varidvel 1 ou 0 com igual probabilidade.

5.3 Transicao de fase

Com o objetivo de entender como uma mutagao simples se propaga através de um
material genético, ou como pequenas falhas de hardware se propagam sobre uma arqui-
tetura de computador, nos consideramos duas redes quadradas (réplicas), idénticas na
conectividade e nas regras, e também idénticas na configuracao inicial da rede, exceto
pela mudanga de um pequeno niimero de varidveis em sitios centrais (tipicamente menos
que 1% dos sitios da rede). O nimero de spins que no passo de tempo t forem diferentes

entre estas duas replicas é chamada a distancia de Hamming ou simplesmente o dano



36

naquele passo de tempo. Para duas configuragoes de rede {o;(t)} e {p;(t)}, a distancia de

Hamming normalizada ¢ dada por

) = 5 Y (o) — i) 6-1)

e n6s podemos definir um parametro de ordem v para o sistema tomando na Eq. 5.1 o
limite ¢ — oo, isto é
d(t)

= 1 lim —~2 5.2
4 d((})IEOtg?o N’ (5-2)

e podemos também definir uma suceptibilidade y como

L ad(1)
X = }E?o 3d(0) (5.3)

Computacionalmente a convergéncia para o pardmetro de ordem como definido pela Eq.
5.2 é tipicamente alcancada ap6s algumas poucas centenas de passos de tempo. Desta
forma nés podemos estudar tanto a transicao de fase como a velocidade de propagagao
da nuvem de dano (ver capitulo 7) em todas as redes tratadas no presente trabalho. O
parametro de ordem 1) assim como 1/x vao a zero na concentragdo critica p. de forma
similar & transicao de fase para-ferromagnética. Em outras palavras, para p < p., um
pequeno dano inicial pode desaparecer ou ficar restrito a um pequeno nimero de sitios
"danificados", ou seja, pertencentes a um aglomerado de sitios danificados, ap6s um tempo
suficientemente grande. Podemos dizer entao, que o sistema encontra-se na fase conge-
lada. Por outro lado, para todo p > p., um pequeno dano inicial pode se propagar ao
longo de uma parte consideravel do sistema. Entao nds dizemos que o sistema esta na
fase cadtica. De particular interesse é, contudo, o caso limite p = p. chamado estado
critico do sistema, onde propriedades fractais aparecem (ver préxima se¢do). Para saber
mais a respeito de transicoes de fase em autéomatos de Kauffman o leitor deveria consul-
tar, por exemplo, a Ref. (5). Como uma forma de encontrar o valor de p. no modelo
Kauffman na rede quadrada, estudamos o comportamento do parametro de ordem 1,
definido pela Eq. 5.2, em relagdo a variagoes no valor do campo de magnetizacao p para
redes de diferentes tamanhos quando um pequeno niimero de sitios centrais regularmente
espassados sao danificados e tomando uma média de 100 diferentes configuragoes iniciais
de rede para cada ponto considerado. Todos os calculos foram feitos até 3 x 10® passos
de tempo sobre um processador Intel Pentium IV. As velocidades de atualizagao de rede
(varredura) utilizando um algoritimo multispin coding sobre uma méquina Intel que pode
armazenar 64 spins em uma palavra de computador foi de cerca de 2,44 atualizagoes por

nanosegundo para duas configuragoes de rede seguindo as mesmas regras de interagoes
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Figura 5.2: Grafico log-log (base e) de ¥ L ™5V versus (p — p.)L~'/" para o caso de rede
quadrada (¢ = 0).Tamanhos de rede L=256; o, L=384; A and L=512; {.

na versao quenched do modelo. Nosso resultado para o parametro de ordem ) na rede
quadrada é mostrado na Fig. 5.1 para trés tamanhos de rede (L = 256, 384 e 512). A
transicao entre a fase congelada e a fase cadtica é vista ocorrer em torno de p. = 0, 30,
este resultado é um pouco maior que o resultado obtido pela Ref. (6) de aproximada-
mente p. = 0,28, usando um método de vetorizagao simples de um spin por palavra de
computador, mas muito proximo ao obtido pela Ref. (69) de cerca de p. = 0,31, usando

2

o algoritmo da Silva-Herrmann®. Estas divergéncias no valor de p. sao em decorréncia

sobretudo de efeitos do tamanho finito das redes.

Nos estimamos os expoentes criticos para o modelo de rede quadrada, considerando
a fragdo de sitios danificados (¢) em cada lado do ponto critico p., apés um intervalo de
tempo suficientemente grande. Na regido cadtica (p > p.), esta fragao de sitios danificados
vai a zero como ¢ ~ (p—p.)?. Enquanto na regido congelada, a raziao do dano final d(co)
pelo dano inicial d(0), varia como x ~ (p. — p)~7. Em seguida, nos fizemos um colapso
de todos os dados afim de testar a consisténcia dos resultados obtidos, fazendo uso da

seguinte relacao de escala

(L, p) = LY F((p — pe) L), (5.4)

2Este método consiste basicamente em encontrar o valor de p. através da propagacao do dano em um
gradiente de valores do campo de magnetizacio p. Para maiores detalhes o leitor deveria consulta a Ref.
(70).
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q=0,00 q=0,05 q=20,10
De 0, 30 0,17 0,16
I} 0,31 +0,04 0,78 0,04 0,74 4+ 0,04
y 2,504+0,15 4,75+ 0,20 4,65+ 0,15

Tabela 5.1: Tabela mostrando os valores do ponto critico p. e os respectivos expoentes
criticos tanto para a rede quadrada (¢ = 0) como para a aproximagdo de mundo pequeno
(¢ # 0). As estimativas de erro apresentadas sdo desvios padroes simples dos dados.

onde L é a dimensao linear da rede L X L e v é o expoente descrevendo a divergéncia
do comprimento de correlacao® em p.. A Fig. 5.2 mostra o colapso dos dados na rede
quadrada em p. = 0, 30, estando em boa concordancia com a Ref. (69). Desta Figura,
n6s podemos observar que os pontos seguindo a relacao de escala dada pela Eq. 5.4 tém
uma inclinacao de reta igual ao expoente critico § para este modelo. Isto poderia ser
uma indicagao da qualidade dos nossos dados. Noés também calculamos v por meio da
Eq. 5.3 no limiar critico p.. Nossas estimativas para os expoentes criticos e para o valor
do ponto critico p., tanto para o caso na rede quadrada como para o caso na aproximagcao

de mundo pequeno (a ser discutido no proximo capitulo) sdo mostradas na tabela 5.1.

5.4 Dimensoes Fractais

Na fase cadtica, o dano se propagara e alcancara as bordas da rede apés um tempo 7T
que é proporcional a L, deixando para trds um nimero M, de sitios danificados durante
esse processo, o qual escala como L? (d ¢ a dimensdo da rede). De grande interesse &,
contudo, o comportamento de escala de T, e M, exatamente em p.. Podemos definir

através da proporcionalidade assintotica L. — oo, as seguintes dimensoes fractais
< My >~ L% (5.5)

<T, >~ L%, (5.6)

3No Apéndice B é dada uma relacio ttil dos expoentes criticos usados no modelo Kauffman em
analogia aos existentes para percolacao ordinaria.
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Figura 5.3: Gréfico log-log do tempo de toque %(vgrsus L; e, dano vs L; o para o caso
de rede quadrada (¢ = 0).

o subindice zero na Eq. 5.5 especifica o caso mais geral dos momentos M;* da distribuicao
de probabilidades p; de um dado sitio ¢ da rede ser danificado num periodo de tempo fixo

t, na seguinte forma geral

onde p; =n;/ Y, n;, e n; &€ o niumero de vezes que um dado sitio ¢ danificado num periodo
de tempo fixo t. Para £ = 0, nos temos o caso especial M, definido na Eq. 5.5, onde

#(0) = dy/d; e em geral nos temos
4 = GO)(1—K)  para p>p. 53)

Em analogia com a teoria de percola¢ao, nés temos determinado as dimensoes fractais
dy e d; para a rede quadrada, calculando a massa de dano M, e o tempo de toque 7; nas
bordas da rede para diversos tamanhos de rede L no ponto critico p.. A Eq. 5.5 informa
como o dano médio aumenta com o tamanho da rede L no ponto critico, enquanto a Eq.
5.6 descreve como o tempo médio para o dano se propagar até as bordas da rede aumenta
com o tamanho da rede L neste ponto. As médias nas Egs. 5.5 e 5.6 sao tomadas sobre

aquelas realizagoes que eventualmente tocam a borda superior ou inferior da rede.

Para realizar esses cilculos, nés danificamos uma linha inteira de sitios em cada passo

de tempo e deixamos o sistema evoluir até a nuvem de dano efetivamente tocar as bordas

4Estes momentos M}, tém sido usados para estudar comportamento multifractal no modelo Kauffman.
O leitor interessando poderia consultar a Ref. (71), onde é evidenciado tal comportamento em p. na rede
quadrada.
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da rede. Nossos resultados para o tempo de toque 7; e a massa de dano M, nesse tempo
de toque foram mediadas sobre 100 realizagoes para redes quadradas e sao mostradas
como um grafico log-log do tempo contra o tamanho do sistema L na Fig. 5.3. Nossos
resultados na rede quadrada sao dy = 1,79 e d; = 1,35. Estes valores estao em boa
concordancia com os resultados obtidos na Ref. (69) e obdecem as relagdes de escala. A
partir da tabela 5.1, n6s temos 0 = 0,31 e 7 = 2,48. Assumindo hiper-escala, nés temos
dv = 7 + 2(3, assim nés obtemos v = 1,55. A teoria de percolagdo ordinaria sugere que
dy = d — /v, predizendo, portanto, dy = 1,80 e estando em perfeita concordancia com o

nosso resultado numeérico.

5.5 Teoria de Escala Dinamica

Para valores bem acima de p., o dano criado em um sitio se propaga com uma ve-
locidade v constante. A grosso modo, o dano se moveria quando muito, por um sitio a
cada passo de tempo em relacao a sua origem. Contudo o carater aleatério do modelo
Kauffman reduziria de algum modo essa velocidade. Para a rede quadrada (K = 4),
a velocidade de propagacao do dano seria de cerca de um quarto da constante da rede
(L/4) por passo de tempo, em p = 1/2. Dessa forma, se ignorarmos constantes de ordem
unitiria, o tempo ¢t para o dano se propagar a uma distancia r da origem é dado por

r
t=—.
v

(5.9)

Perto de p., o comprimento de correla¢do ¢ torna-se muito grande (ver Apéndice B) e

a velocidade v é em geral muito pequena. A dimensao de velocidade d, é definida a partir
da proporcionalidade assintotica

v~ R (5.10)

Perto da transicao, a Eq. 5.9 é portanto substituida por
t=ERrf(r/é), (5.11)

com uma fungdo de escala f(z) se aproximando de uma constante para argumentos z
muito grandes. Para argumentos pequenos, a funcio f(z) deve variar como 2% afim de

fornecer um r finito num intervalo de tempo finito. Portanto, temos que
t~r® dy=1+d,. (5.12)

Se levarmos em conta apenas aqueles casos onde o dano nao se extinge ou nao permanece
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finito, ou seja p > p., o dano real M, cresce em uma rede de dimensdo d como ¢ com o
tempo. No ponto critico, ¢’ deve variar como L%~? sendo d, a dimensao fractal da rede.

Portanto, em p. nés temos:
Mo ~ €0 r?(r/€), (5.13)

com uma fung¢do de escala g(z) se aproximando de uma constante para argumentos z

do—d para argumentos pequenos. Portanto, no ponto

muito grandes e variando como z
critico p. noés temos:

My ~ 7% ~ ¢20), (5.14)

onde ¢(0) = dy/d;. O expoente da Eq. 5.14 deve ser diferente de dj para valores abaixo
de p., uma vez que temos que mediar também sobre tentativas em que o dano nao se
propaga ao longo da rede, isto é, ou se extinge ou fica restrito a um pequeno niimero de
sitios em volta do sitio perturbado. Contudo, se levarmos em conta todas as tentavivas
possiveis de propagacao do dano, bem sucedidas ou nao, entao devemos considerar que
o dano atinge um limite assintético proporcional ao tamanho do agregado médio, o qual
varia como £477 (sendo 7 o expoente de Fisher®). Portanto, para pontos préximos de p,,

mas nao necessariamente acima de p., temos
My ~ E27Th(r /€). (5.15)

Para argumentos grandes, a fung¢ao de escala h(z) deve se comportar como uma constante,
enquanto para argumentos pequenos ela deve se comportar como 227", ou seja, em pontos

proximos a transicao de fase, teremos M, escalando como
My ~ 777, (5.16)

em substituicao a Eq. 5.14.

As relacoes discutidas acima sdo comumente encontradas em processos de percolagao,
como a propagacao de uma fogueira numa floresta, e em outros fendmenos como o do

deslocamento de uma formiga em um labirinto.

5Para um maior aprofundamento sobre relacdes de escala em fenémenos criticos, o leitor deveria
consultar o capitulo 3 da Ref. (72)
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6 APROXIMACAO DE MUNDO
PEQUENO

6.1 Introducao

A exemplo do estudo feito para a rede quadrada, apresentado no capitulo anterior,
neste capitulo nés analisaremos o caso mais geral, inserindo uma probabilidade de reli-
gacao ¢ para cada uma das quatro conexoes de primeiros vizinhos entre os sitios na rede
quadrada (K = 4) para qualquer outro sitio ndo necessariamente vizinho. Em outras
palavras, queremos estudar como a introducao de ligacoes de longo alcance influenciam o
processo de transicao de fase, bem como o comportamento fractal apresentado por essas

redes de automatos, descobrindo assim, uma nova classe de universalidade.

No passado, a topologia de conexao para o modelo Kauffman foi assumida ser ou com-
pletamente aleatoria, conhecida como aproximagdo de campo médio (modelo Kauffman
usual) em que cada sitio da rede tem suas K variaveis de controle escolhidas aleatoria-
mente entre os N sitios da rede, ou completamente regular. Mas muitas redes biologicas,
tecnologicas e sociais sao melhor descritas através de grafos que apresentem um aspecto
intermediario entre estes dois extremos. A topologia de mundo pequeno, parece ser muito
interessante para esse propoésito. Com o objetivo de obter um maior conhecimento sobre
essa regido intermediaria, nos interpolamos entre redes regulares e redes uniformes (ale-
atorias), partindo de uma rede quadrada com N sitios e K = 4 variaveis de controle de
primeiros vizinhos e introduzindo uma probabilidade de religacao ¢ (ver capitulo 3) para
cada uma das K entradas, conectando um sitio a qualquer outro na rede, de tal forma
que a conectividade média por sitio ndo seja alterada, como indicada na Fig. 6.1. Sis-
temas dindmicos com acoplamento de mundo pequeno entre suas variaveis, exibem uma
velocidade de propagacao de transmissao de informacao elevada e uma alta sincroniza-
¢ao entre variaveis inicialmente nao correlacionadas. Em particular, pequenos danos na

rede, por exemplo mutacoes no material genético ou doencgas sexualmente transmissiveis,
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Figura 6.1: Procedimento de religagao na aproximagao de mundo pequeno. Nesta figura,
ligagoes de longo alcance que estao além da regiao de rede representada nao sao mostradas.

espalham-se mais facilmente em redes com a topologia de mundo pequeno que em redes

regulares.

A exemplo das simulagoes feitas para o caso da rede quadrada, para a aproximacao
de mundo pequeno (¢ # 0) nés também temos usado a técnica de "multispin coding"
de manipulacao paralela de bits para tentar determinar o ponto critico p. em analogia a
teoria de percolacao. Para esse fim, nos analisamos a massa de dano normalizado, isto é,
nosso parametro de ordem v contra o campo de magnetizacdo p. Uma vez determinado
o valor do ponto critico p., nos calculamos os expoentes criticos e as dimensoes fractais

dessas redes.

6.2 Resultados e discussao

Para encontrar o ponto critico p. na aproximacdo de mundo pequeno (¢ # 0), estu-
damos o comportamento do parametro de ordem ), definido pela Eq. 5.2, em relacao a
variacoes no valor do campo de magnetizacao p para redes de diferentes tamanhos quando
um pequeno nimero de sitios centrais regularmente espassados sao danificados e tomando
uma média de 1000 diferentes configuracgoes iniciais de rede para cada ponto considerado.
Todos os calculos foram feitos até 3 x 10° passos de tempo sobre um processador Intel
Pentium IV, com as religacoes entre os sitios sendo feitas a cada passo de tempo durante
toda a evolugdo do sistema. As velocidades de atualizagio de rede (varredura) utilizando
um algoritimo multispin coding sobre uma méquina Intel foi a mesma para a rede qua-
drada, ja que os testes de religacao de sitios foram feitos para ambos os casos ¢ = 0 e
q # 0, portanto de cerca de 2.44 atualizagdes por nanosegundos para duas configuragoes

de rede seguindo as mesmas regras de interacoes na versao quenched do modelo. Nossos
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Figura 6.2: Grafico de ¢ versus p para o caso de rede quadrada (¢ = 0,05). Tamanhos
de rede L=256; o, L=384; A and L=512; {.

resultados para o parametro de ordem @ na rede com topologia de mundo pequeno sao
mostrado na Fig. 6.2 para ¢ = 0,05 e na Fig. 6.3 para ¢ = 0,10, ambos os casos para
trés tamanhos de rede (L = 256, 384 e 512). A transicdo entre a fase congelada e a
fase caotica ocorre em torno de p. = 0,17 para ¢ = 0,05 e em torno de p. = 0,16 para
q = 0,10. Estes resultados estao bem abaixo do resultado obtido por nés para a rede
quadrada (¢ = 0) de cerca de p. = 0,30, usando o mesmo método. O efeito principal
de se adicionar ligacoes de longo alcance em redes regulares como a quadrada é ampliar
a regiao critica da transicdo, em comparacao com a transi¢ao de fase em redes regulares
como a quadrada. Dessa forma, podemos entender a adicao de ligacoes de longo alcance
na rede como uma pertubacao adicional introduzida ao sistema em comparacao ao caso

de redes regulares.

Nos estimamos os expoentes criticos na aproximacao de mundo pequeno, considerando
a fragdo de sitios danificados (¢/) em cada lado do ponto critico p., apés um intervalo de
tempo suficientemente grande. Na regido cadtica (p > p.), esta fragio de sitios danificados
vai a zero como ¢ ~ (p—p.)?. Enquanto na regido congelada, a razao do dano final d(co)
pelo dano inicial d(0), varia como x ~ (p. — p)~7. Em seguida, nos fizemos um colapso
dos dados, a exemplo do realizado para a rede quadrada, afim de testar a consisténcia dos

resultados obtidos, fazendo uso da relagao de escala dada pela Eq. 5.4. A Fig. 6.4 mostra
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Figura 6.3: Grafico de ¢ versus p para o caso de rede quadrada (¢ = 0,10). Tamanhos
de rede L=256; o, L=384; A and L=512; {.

o colapso dos dados na aproximagao de mundo pequeno com ¢ = 0,05 em p. = 0,17,
enquanto a Fig. 6.5 mostra o colapso dos dados nesta aproximagao com ¢ = 0,10 em
pe. = 0,16. Destas Figuras, podemos observar que os pontos seguindo a relacao de escala
dada pela Eq. 5.4 tem uma inclinagao de reta igual ao expoente critico § para este
modelo. Isto poderia novamente ser uma indicacao da qualidade dos nossos dados. Nos
também calculamos v por meio da Eq. 5.3 no limiar critico p.. Nossas estimativas para
os expoentes criticos e para o valor do ponto critico p., para a aproximacao de mundo
pequeno (¢ = 0,05 e ¢ = 0, 10) sdo mostradas na tabela 5.1. Nessa aproximagao, podemos
ver facilmente dos valores mostrados nessa tabela que os expoentes criticos nao obdecem

a relacao de hiper-escala.

Em analogia com a teoria de percolagao, nés temos determinado as dimensoes fractais
dy e d; para o modelo Kauffman na aproximacao de mundo pequeno, calculando a massa
de dano M, através da Eq. 5.5 e o tempo de toque 7; nas bordas da rede através da
Eq. 5.6, para diversos tamanhos de rede L no respectivo ponto critico p.. As médias
dos resultados para determinar ambas as dimensoes dj e d;, foram tomadas sobre aquelas

realizagoes que eventualmente tocam a borda superior ou inferior da rede.

Para realizar esses cilculos, nés danificamos uma linha inteira de sitios em cada passo
de tempo e deixamos o sistema evoluir até a nuvem de dano efetivamente tocar as bordas

da rede. Nossos resultados para o tempo de toque 7; e a massa de dano M, durante
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Figura 6.4: Gréfico log-log de L™/ wversus (p — p.)L~'/" na aproximacio de mundo
pequeno (¢ = 0,05).Tamanhos de rede L=256; o, L=384; A and L=512; {.
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Figura 6.5: Gréfico log-log de L™/ versus (p — p.)L~'/* na aproximacio de mundo
pequeno (¢ = 0, 10).Tamanhos de rede L=256; o, L=384; A and L=512; {.

esse tempo de toque foram mediadas sobre 1000 realizagoes para redes na aproximagcao

de mundo pequeno e sao mostradas como um grafico log-log do tempo de toque 7} contra

o tamanho do sistema L na Fig. 6.6 para ¢ = 0,05 e na Fig. 6.7 para ¢ = 0, 10. Nossos

resultados nesta aproximacao sao dy = 1,04 e d; ~ 0 para ambos os casos analisados.
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Figura 6.6: Gréfico log-log do tempo de toque 7} versus L; o, dano vs L; o na aproximagao
de mundo pequeno (¢ = 0, 05).

Comparativamente estes valores de dimensoes fractais estao bem abaixo dos obtidos para
o caso da rede quadrada, devido sobretudo a alta capacidade de propagacao do dano até
atingir as bordas da rede quando sao inseridas ligacoes de longo alcance na rede. Nessa
aproximacao, podemos ver facilmente a partir dos valores mostrados na tabela 5.1 que os
expoentes criticos ndo obdecem a relagao de percolagao que sugere dy = d — (3/v, como

satisfeito para o caso da rede quadrada.

Log (T,
O = N W A Ol O N ®

N
w
N
(@)
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~
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Figura 6.7: Gréfico log-log do tempo de toque 7} versus L; o, dano vs L; o na aproximagao
de mundo pequeno (¢ = 0, 10).
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7 DINAMICA DE REDES NA
PRESENCA DE UM
DANIFICADOR

7.1 Introducao

Até agora nos temos estudado transicoes de fase e fractalidade tanto na aproximagao
regular de rede quadrada (¢ = 0) como na aproximagao de mundo pequeno (¢ # 0), intro-
duzindo apenas pequenos danos iniciais nas redes e verificando como e em que condigoes
esses danos se propagam ao longo dessas estruturas. Neste capitulo, nés estudaremos
transicoes de fase e processos dindmicos como velocidade de propagacao do dano e dis-
tribuicao radial do dano total médio em ambas as aproximagoes, introduzindo um agente
danificador ao sistema, apelidado "homem estranho". Ele recebeu este nome por conta da
analogia feita com um modelo social em que todos os individuos de uma classe ou comu-
nidade seguem as regras ou fungoes especificas para cada individuo, com a excecao de um
unico individuo. No nosso modelo simplificado de redes, isso é equivalente a um problema,
de redes Booleanas em que todos os spins sao deterministicos, ou seja, obedecem sempre
a mesma regra Booleana durante toda a evolucao temporal do sistema, com excegao de
um tnico spin de rede (homem estranho) que pode mudar suas regras aleatoriamente a
cada passo de tempo. Este comportamento aleatério do estado do homem estranho na
rede introduz uma quantidade grande de sitios danificados com o tempo, uma vez que o
homem estranho produz dano durante todo o processo. Esta caracteristica peculiar de
comportamento do homem estranho, motiva uma anélise comparativa do estudo de tran-
sicao de fase entre o método anterior de introducao do dano, abordado nos dois tltimos
capitulos, e o presente método. Em adicao, dada a alta eficicia de danificagao obtida com
a introducao do homem estranho, isso nos motiva a estudar o impacto gerado na entropia
do sistema quando é adicionado o homem estranho, bem como quantidades dindmicas

como a velocidade de propagacao do dano e a distribuigao radial do dano total médio em
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redes regulares (expoente dindmico z).

Uma outra questao abordada neste capitulo, diz respeito a sensibilidade do processo
de propagacao do dano na rede quadrada com respeito ao grau de diluigao em suas cone-
xoes de rede. Em particular, ¢ mostrado que a velocidade de propagacao nesse sistema
é bastante sensivel quando se remove aleatoriamente algumas de suas conexdes. O dano
permanece confinado em volta do homem estranho quando somente poucas conexoes sao
removidas (tipicamente 20%). Isso mostra a existéncia de regides instéveis (33) presentes
no sistema, isto é, regides formadas por sitios susceptiveis sobre o qual depende o processo
de propagacao do dano. Para fazermos tal anélise, n6s utilizamos um cédigo computa-
cional que armazena os N sitios de rede em um vetor de dimensao N, onde condicoes
periodicas sao inseridas durante esse processo de vetorizacao. Este procedimento de veto-
rizacao de cada spin da rede em um elemento de vetor, embora consuma mais tempo de
CPU e seja mais dispendioso em termos de memoria que o método de multispin coding,
possibilita uma maior flexibilidade no que diz respeito a alteracdes topologicas na rede,

como é o caso do modelo de diluicao na rede quadrada.

Em nossas simulagoes, a despeito do aumento na eficiéncia de danificacao, nés nao
observamos qualquer mudanca apreciavel no limiar de transi¢ao ao caos tanto para a apro-
ximacao de rede quadrada como para aproximacao de mundo pequeno quando o homem
estranho é adicionado em comparacao a quando pequenos danos iniciais sao inseridos no
sistema. Todavia, a velocidade de propagacao da nuvem de dano até tocar as bordas do
sistema em ambas as aproximacoes é substancialmente aumentada e obedece uma lei de
poténcia. Em especial, para a aproximacao de rede quadrada, nés usamos uma técnica de

extrapolacao para o infinito como forma de reduzir os efeitos de tamanho finito das redes.

Neste capitulo, nés comecamos analisando o impacto gerado na evolugao temporal da
entropia do sistema, primeiro quando ligacdes de longo alcance sao adicionadas & rede
quadrada (aproximagdo de mundo pequeno) e em seguida quando o homem estranho é
inserido na rede. Em seguida, investigamos transicoes de fase quando o homem estranho
é adicionado ao sistema, estudando também o impacto do processo de remocao de co-
nexoes (diluigdo) na rede quadrada. Depois calculamos as velocidades de propagacgao da
nuvem de dano tanto na aproximagdo de rede quadrada (¢ = 0) como na aproximagao de
mundo pequeno (g # 0), calculando seus respectivos expoentes criticos de velocidade ay,.
Finalmente, calculamos a distribuicao radial do dano total médio na rede quadrada e a

partir dele o seu expoente dindmico (z).
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7.2 Resultados e discussao

Para termos uma idéia de como a introdugao de ligacoes de longo alcance, bem como
quando se introduz o homem estranho ao sistema, perturba a evolucao temporal de uma
rede regular como a quadrada, n6s fizemos calculos numéricos da entropia total S da rede,
com o sistema partindo de uma dada configuragao inicial em um ensemble equiprovavel e
deixando o sistema evoluir de acordo com um conjunto de funcdes Booleanas de acopla-
mento {f;} dos sitios da rede. Como dito anteriormente no capitulo 1, a entropia total
do sistema pode ser definida como o logaritmo do niimero médio de estados possiveis do
sistema €2, isto é, S = In () ou em termos da probabilidade de ocupac¢ao de um dado estado

do sistema p; como

S = Zpl- In p;. (7.1)

Inicialmente, nos calculamos o valor da entropia S para uma rede quadrada com N = 16
sitios fazendo mudar apenas o valor do campo de magnetizacao p, onde todo o espago de
configuracoes com 26 = 65536 configuracoes possiveis foram geradas para um ensemble
com 1000 configuragoes iniciais de rede, para uma dada realizacdo do modelo Kauffman.
A Fig. 7.1 mostra a evolugao temporal da entropia total S durante os primeiros 100
passos de tempo para cinco valores diferentes de p. Para valores de p abaixo do ponto
critico dessa rede (p. = 0, 25), o valor da entropia vai a zero ap6s alguns poucos passos de
tempo, enquanto para valores de p acima desse ponto critico o valor da entropia estabiliza
em algum valor abaixo do valor de entropia méxima S = 1, deixando clara a entrada
do sistema em um ciclo limite onde um mesmo nimero de configuracoes sao igualmente
possiveis. Este decréscimo no nimero de configuracoes acessiveis é uma caracteristica
direta da irreversibilidade desses sistemas. Podemos ver da Fig. 7.1 que durante o regime
transiente, isto é, antes do sistema entrar no ciclo limite, o nimero de estados acessiveis é
maior quanto maior for o valor do parametro p. Em seguida, nés fomos progressivamente
aumentando o niimero de conexdes de longo alcance na rede, introduzindo uma probabi-
lidade de religacao q para essa rede sob um campo de magnetizacao p = 0, 28, como esta
ilustrado na Fig. 7.2 onde cinco valores de ¢ foram considerados, partindo desde o caso
de rede quadrada (¢ = 0) até o caso de rede uniforme ou aleatoria (¢ = 1,00). Podemos
ver da Fig. 7.2 que o resultado de se introduzir ligagoes de longo alcance na rede é dimi-
nuir o nimero de estados acessiveis do sistema a medida que o valor de ¢ aumenta. Na
linguagem de teoria de informagao, a memoéria da rede é cada vez mais perdida quanto

maior for o nimero de conexoes de longo alcance introduzidas.
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Figura 7.1: Grafico mostrando a evolugao temporal da entropia total S na aproximacgao
de rede quadrada (¢ = 0) com 16 sitios para cinco valores do parametro p, para uma
dada realizacdo do modelo Kauffman, em um ensemble com 1000 configuragoes iniciais
escolhidas aleatoriamente.

De particular interesse é, contudo, quando adicionamos o homem estranho ao sis-
tema. Na Fig. 7.3, sdo mostrados nossos resultados para o cilculo da entropia quanto
adicionamos o homem estranho na rede comparativamente ao caso de rede quadrada sem
a presenca do homem estranho para dois valores de p. O efeito principal gerado pelo
homem estranho é introduzir uma desordem adicional ao sistema, aumentando o valor de

sua entropia, e assim, o numero de estado acessiveis da rede.

Como um teste preliminar acerca de como o homem estranho age em um sistema
de células automatas, nos simulamos duas réplicas de uma rede quadrada para analisar
a evolucao temporal da distancia de Hamming (ver Eq. 5.1) até 1000 passos de tempo
para homens estranhos com diferentes padroes de comportamento na rede, especificada
pela probabilidade @ de o homen estranho modificar aleatoriamente sua regra num dado
instante de tempo. Podemos entender a probabilidade @ como uma taxa de atividade
do homem estranho. Assim, se considerarmos um homem estranho com w = 0, 50, entao
para cada passo de tempo ele tem uma chance de 50% de aleatoriamente modificar sua
regra. Nas Figs. 7.4 e 7.5, n6s mostramos a evolucao temporal da distancia de Hamming
em uma rede quadrada com 6400 sitios e cinco diferentes valores de @w em p = 0,30 e

p = 0,40 respectivamente, mediado sobre 100 diferentes configuragoes iniciais.
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Figura 7.2: Grafico mostrando a evolugdo temporal da entropia total S em uma rede
quadrada com 16 sitios quando sdo inseridos ligacoes de longo alcance (casos ¢ # 0) para
um campo de magnetizacao de p = 0, 28, para uma dada realizacao do modelo Kauffman,
em um ensemble com 1000 configuragoes iniciais escolhidas aleatoriamente.

Como podemos observar das Figs. 7.4 e 7.5, mudancas nos valores da probabilidade
w sao somentes relevantes no estado transiente para p = 0,40. Mesmo para valores um
tanto pequenos de w como 0, 01, o sistema converge rapidamente em direcao a seu estado
estacionario, onde a distancia de Hamming nao muda apreciavelmente com o tempo.
Devido ao pouco impacto pela mudanca de @w quando consideramos o desenvolvimento
temporal assintético do sistema, de agora em diante ndés sempre consideraremos w = 1, 00
ao longo desse trabalho. Todavia, uma variacao aprecidvel de w poderia implicar numa
mudanga significativa nos tempos necessarios para a nuvem de dano tocar as bordas
da rede, ja este processo acontece eminentemente no regime transiente. Um aspecto
interessante do problema é procurar transicao de fase na rede quadrada quando o homem
estranho é introduzido no sistema, onde temos investigado o impacto causado quando se
remove aleatoriamente algumas de suas conexdes. Com este procedimento de remocgao
de conexoes de rede, as variaveis de controle (inputs) de primeiros vizinhos podem variar
de K =1 a K = 4 para cada sitio. Este procedimento foi realizado introduzindo uma
probabilidade de conexao pj;,. para cada um dos quatro inputs dos sitios e impondo
pelo menos um input por sitio de rede. Os sitios da rede sao tratados um de cada vez.

Em sentido horério se sorteia um nimero aleatério para cada um dos seus quatro inputs



53

. .
@
@ VO R ]
o
o
= ]
LL
40 60 80 100
Figura 7.3: TempO (t)

Grafico mostrando a evolucao temporal da entropia total S em uma rede quadrada com
16 sitios quando é inserido o homem estranho no sistema (linhas continuas: vermelha
(p =0,15) e preta (p = 0,28)) em comparacdo ao caso andlogo com auséncia do homem
estranho na rede (linhas descontinuas: vermelha (p = 0, 15) e preta (p = 0, 28)), para uma
dada realizacdo do modelo Kauffman, em um ensemble com 1000 configuracoes iniciais
escolhidas aleatoriamente.
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Figura 7.4: Evolugao temporal da distancia de Hamming em uma rede 80x80 para cinco
valores diferentes de @ em p = 0, 30.
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Figura 7.5: Evolucao temporal da distancia de Hamming em uma rede 80x80 para cinco
valores diferentes de @ em p = 0, 40.
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Figura 7.6: Transicao de fase em uma rede 500 x 500 para trés valores da probabilidade
DPink- O ponto critico em py; = 1,00; o, é 0.31, enquanto em py;,. = 0,90; L1, 6 0,37 e
em prne = 0,80; A, h& auséncia de transi¢ao de fase.
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Figura 7.7: Velocidade de propagacdo do dano na aproximacao de rede quadrada (¢ = 0),
para redes de tamanhos L = 100; o, 300; A, 700;%/, junto com uma extrapolagao desses
dados (L — 0); +.

{o;}; se o nimero sorteado for menor que py;,, entio esse input é uma variavel da fungao
Booleana f; (Eq. 2.1), de outra forma é simplesmente descartada. Este procedimento de
"looping" é repetido até que pelo menos um input seja uma variavel da fungdo Booleana.
Dessa forma sitios desconectados foram evitados em nossas simulagoes. Fizemos isso para
uma rede quadrada de tamanho 500 x 500 através do calculo do parametro de ordem
¢ (Eq. 5.2) mediado sobre 100 realiza¢oes com até 1000 passos de tempo, para trés
valores diferentes de pjnx, como esta mostrado na Fig. 7.6. A partir dos resultados
mostrados nessa figura, duas conclusoes podem ser tiradas: Por um lado, a atividade
continua do homem estranho nao afeta o valor do ponto critico que para rede quadrada
esta em aproximadamente 0,31 de acordo com a Ref. (69). Um mesmo comportamento é
esperado quando se considera transi¢oes de fase na aproximacao de mundo pequeno (73).
Por outro lado, o espalhamento do dano na rede quadrada é bastante sensivel com respeito
a remocao de algumas de sua conexoes. Isso é devido a existéncia de regioes instaveis
na rede, da qual depende fortemente o processo de propagacao do dano. Como podemos
ver da Fig. 7.6, tomando uma probabilidade de conexao pj,x = 0,90, o valor do ponto
critico na rede é aumentado para p = 0,37. Ainda mais dréstico é quando consideramos
um pnr = 0,80, onde ndo encontramos mais uma transicao de fase, ficando o sistema

permanentemente na fase congelada.
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Figura 7.8: Velocidade de propaga¢io do dano na aproximagao de mundo pequeno (¢ # 0),
para redes de tamanhos L = 100; o, 200; A, e 300; <.

Tirando vantagem da alta capacidade do homem estranho em provocar dano, nds
temos realizado diversos calculos numéricos afim de calcular a velocidade de propagacao
do dano v, medindo o tempo gasto para a nuvem de dano efetivamente tocar as bordas
da rede, onde o homem estranho é deliberadamente colocado em algum sitio central da
rede, tanto na aproximagio de rede quadrada (¢ = 0) como na aproximagao de mundo

pequeno (q # 0), ambos na versdo quenched do modelo. Para o caso da aproximacao de

0.6 . . .
ngéd’cp
O,..@"Q'
-0.8 o
— o
> -1 e
= O_] 0a,=0.27
12t 7
_1.4 - - -
-5 4 _3 2 1
Log(p-pe)

Figura 7.9: Grafico log-log de v versus (p — p.) para os dados extrapolados da Fig. 7.7 na
aproximagao de rede quadrada (¢ = 0).
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rede quadrada (¢ = 0), nés aplicamos uma técnica de extrapola¢do como forma de reduzir
os efeitos de tamanho finito das redes. Esta extrapolacao foi realizada analisando como
a velocidade de propagagdo do dano v depende do reciproco do tamanho da rede (1/L)
quando tomamos o limite . — oo para cada valor de p considerado. A Fig. 7.7 mostra as
velocidades de propagac¢ao do dano v em redes quadradas L x L, com tamanhos L = 100,
300, 700 e L — oo (dados extrapolados) mediados sobre 100 diferentes realizagoes para
cada parametro p, enquanto a Fig. 7.8 mostra a velocidade de propagacao na aproximagao
de mundo pequeno em ¢ = 0,05 para redes de tamahos L = 100,200 e 300 mediado
sobre 1000 diferentes realizagoes. Dessa figura, é notavel um consideravel aumento da
velocidade de propagagao em relagao ao caso de rede quadrada mostrado na Fig. 7.7,
bem como uma clara dependéncia dessa velocidade de propagacao com o tamanho do
sistema. Em adi¢do, para o caso de rede quadrada, a velocidade de propagacao do dano
v € praticamente constante acima de p = 0,45. Em outras palavras, faz pouca diferenca

para a dindmica do sistema se estamos em p = 0,45 ou em p = 0, 50.

Uma vez calculadas as velocidades de propagacao do dano v em ambas as aproxi-
macoes, em seguida noés fizemos uma estimativa dos expoentes criticos o, da velocidade.
Para a aproximagio de rede quadrada (¢ = 0), a Fig. 7.9 mostra um grafico log-log de
v contra (p — p.) dos dados extrapolados mostrados na Fig. 7.7, nossa estimativa para o
expoente critico de velocidade na rede quadrada (¢ = 0) é oy =~ 0,27, enquanto na Fig.
7.10 um colapso dos dados para o caso da aproximacao de mundo pequeno em ¢ = 0,05

é obtido tomando o log-log de v/L contra (p — p.) dos dados mostrados na Fig. 7.8,

—_ 2 . 5
—_ 4 . 5 & I I (43 @

Figura 7.10: Grafico log-log de v/L versus p — p. dos dados da Fig. 7.8 na aproximagao
de mundo pequeno (¢ = 0,05). Tamanhos de rede L = 100; o, 200; A, e 300; .
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20

Figura 7.11: Grafico semi-log do dano total médio My wversus a distancia » do homem
estranho em uma rede quadrada 200 x 200 para trés valores do parametro p acima do
ponto critico, a saber, p = 0.32; o, 0.35; 4, e 0.45; .

sendo g5 ~ 0,62 nossa estimativa para o expoente critico de velocidade em ¢ = 0, 05.
Desses resultados, podemos ver claramente que a velocidade de propagacao do dano na
aproximagao de mundo pequeno (¢ # 0) é muito maior que na rede quadrada (¢ = 0) e
sobretudo, depende linearmente do tamanho linear da rede (L). Isso esta de acordo com

a constancia da dimensao fractal de tempo d;, obtida no capitulo anterior.

Uma outra questao de interesse é saber como a nuvem de dano emitida pelo homem
estranho evolui com o tempo quando levamos em consideracao diferentes valores do campo
de magnetizacdo p. Para responder a esta questdo, nés temos realizado simulagoes afim
de determinar o expoente dinamico z do processo de propagagao do dano tanto na rede
quadrada como em agregados especiais de percolacao invasiva (ver proximo capitulo).
Inicialmente, nés determinamos a distribuicao radial do dano total médio My, sendo
definido como o niimero médio de vezes que os sitios ao longo de uma linha reta partindo
do homem estranho, colocado em um sitio central da rede, tém sido danificados durante
todo o desenvolvimento temporal da rede ap6s o tempo transiente do processo. Na pratica,

isso foi realizado através de um armazenamento vetorial do dano total' ao longo de uma

10O dano total fornece o dano acumulado durante todo o tempo de interacio na rede, ou seja, o ntimero
de vezes que os sitios da rede foram danificados ao longo de toda evolucao temporal do sistema, diferindo
do dano real que fornece o numero de sitios danificados num dado passo de tempo.
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Figura 7.12: Grafico log-log do comprimento caracteristico inverso 0 versus (p — p.) em
uma rede 200 x 200. A inclinacao da reta fornece o valor para o expoente dindmico z.

linha reta partindo do homem estranho em uma rede 200 x 200 sobre 1000 realizacoes
do modelo. O tempo de evolucao da rede foi de duas vezes o tempo de toque 7T; nessa
rede, como forma de sair do regime transiente do processo para cada valor do parametro p
considerado. A Fig. 7.11 mostra o grafico semi-log do M contra a distancia » do homem

estranho para trés valores diferentes de p acima do ponto critico ajustando M por
My = Aexp(ér — ¢), (7.2)
onde A e ¢ sao constantes. O expoente dindmico z é definido por

0 o (p - pc)za (73)

onde d é o comprimento caracteristico inverso e p. ¢ o ponto critico. Assim, podemos
determinar o expoente dindmico z fazendo um grafico log-log de ¢ vs (p — p.), como mos-
trado na Fig. 7.12 para uma rede quadrada 200 x 200 com cinco valores de p considerados.
Nossa estimativa para o expoente dindmico z na rede quadrada foi de z ~ —0.156, onde
o sinal negativo significa que o dano acumulado decresce quando se fica cada vez mais
distante do ponto critico p. da rede, uma vez que menos tempo de interacao é necessario
até a nuvem de dano tocar as bordas da rede, e portanto, hd menos dano acumulado na

rede para valores cada vez mais distantes do ponto critico.
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8 DINAMICA EM UM i
AGREGADO DE PERCOLAGAO
INVASIVA

8.1 Introducao

A exemplo do estudo feito no capitulo anterior para redes quadradas e de sua variagao
na aproximacao de mundo pequeno quando é inserido o homem estranho no sistema,
nesse capitulo nés procedemos uma andlise semelhante para uma estrutura de agregado
de percolacao invasiva confinada em uma regiao quadrada L x L. Nesse tipo de estrutura,
as conexoes de cada sitio sao dadas pelo crescimento do agregado de percolacao invasiva
sem aprisionamento (ver capitulo 4), a partir de um sitio semente localizado na regido
central da rede quadrada. Este processo de crescimento do agregado termina ap6s um
determinado ntimero de vezes que o agregado em formacao atinge as bordas da rede
quadrada (condigdo de saturacao de borda), de tal forma que uma quantidade maior de
sitios pertencentes a rede quadrada sejam adicionados ao agregado de percolagao como
forma de garantir a propagacao do dano, provocado pelo homem estranho, até os limites
do agregado. A principal motivacao para esse estudo é a propria caracteristica de agregado
de percolacao formado pela nuvem de dano na rede quadrada para pontos acima do ponto
critico p. da rede, sendo portanto a estrutura de agregados um limite topolégico para que

o dano possa se propagar pelo sistema.

Neste capitulo, n6s estudaremos transicoes de fase e processos dinamicos como veloci-
dade de propagacao do dano v e distribuicao radial do dano total médio My em agregados
especiais de percolagio invasiva (HBSC, sigla da palavra inglesa high boundary-saturation
cluster), introduzindo o homem estranho ao sistema, tanto na versdo quenched como na
versao annealed do modelo Kauffman. Em particular, é visto que para a versao annealed
do modelo o dano se propaga mais facilmente e com maior velocidade que para a versao

quenched, além de ter um expoente dindmico z menor.
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8.2 Resultados e discussao

O processo de crescimento do aglomerado de percolacao invasiva estudado aqui é
parecido com o discutido no capitulo 4, mas diferente em seus detalhes. Estes aglomerados
sao criados partindo de uma rede quadrada e atribuindo a cada sitio da rede um nimero
aleatorio entre 0 e 1. O algoritmo para criar um agregado tipico é dado da seguinte forma:
Primeiro se escolhe um sitio central na rede para ser a semente inicial do agregado. Em
seguida, escolhe-se o sitio com o menor niimero aleatorio entre seus vizinhos mais proximos
e adiciona-se este sitio ao aglomerado. Isso define um novo conjunto de primeiros vizinhos
para o agregado, isto €, uma nova borda do agregado. Entao novamente se conecta ao
agregado o sitio com menor nimero aleatério pertencente a este novo conjunto de sitios
vizinhos e assim por diante. Para realizar este procedimento de busca do menor ntimero
pertencente a borda do agregado em cada passo de tempo, nés utilizamos um algoritmo
de sorteio chamado heapsort, em que os elementos de uma lista sao organizados em uma
estrutura de dados chamado heap, de tal forma que que o elemento raiz (elemento com o
menor nimero) é colocado no final da lista e em seguida retirado dela, sempre mantendo
a estrutura heap para uma préxima retirada, e resultando num tempo de pior cenério
de O(nlogn). O processo de crescimento continua até o agregado tocar as bordas da
rede quadrada um certo nimero de vezes. Estes miiltiplos toques nas bordas da rede
quadrada tém o efeito de aumentar o niimero de conexdes no agregado dentro dessa rede.
Tal procedimento foi necessério para garantir a propagacao do dano através de todo o
sistema. Nos chamamos este agregado, construido com este procedimento, de HBSC
(high boundary-saturation cluster). Em nosso algortimo, o niimero de sitios tocando as
bordas da rede quadrada é controlado pela variavel X, (saturagdo de borda), definida
entre 0 e 1. De tal forma que quando X, = 0, 80, cerca de 80% dos sitios que compoem
a borda da rede quadrada farao parte desse agregado. Uma vez criado HBSC, o homem
estranho ¢ inserido na semente inicial de uma das réplicas do agregado e a comparacao
entre eles é realizada ao longo de toda evolugao temporal do sistema. As Figs. 8.1 e 8.2
mostram HSBC’s confinado numa rede quadrada de tamanho 200 x 200, respectivamente
para 3, = 0,10 e X, = 0,40, onde alguns sitios danificados por conta da acao do homem

estranho, ap6s 100 interacoes de rede, sao também mostrados.

De forma semelhante a feita para a rede quadrada, nés fizemos uma anélise para o
parametro de ordem ¢ em HBSC’s construidos a partir de uma rede 100 x 100, onde N
na Eq. 5.1 é o nimero de sitios em um agregado tipico. Nossos resultados sao mostrados

na Fig. 8.3 para trés valores da variavel de saturagao de borda X;. Particularmente, para
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Figura 8.1: Estrutura de HBSC confinado em uma rede quadrada 200 x 200 para uma
saturagao de borda ¥, = 0, 10, visto ap6s 100 interacoes de rede. Os sitios azuis represen-
tam sitios pertencentes ao HBSC, enquanto os sitios verdes representam sitios danificados
pelo homem estranho localizado no sitio semente do agregado.
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Figura 8.2: Estrutura de HBSC confinado em uma rede quadrada 200 x 200 para uma
saturagao de borda ¥, = 0, 40, visto ap6s 100 interagoes de rede. Os sitios azuis represen-
tam sitios pertencentes ao HBSC, enquanto os sitios verdes representam sitios danificados
pelo homem estranho localizado no sitio semente do agregado.
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Figura 8.3: Transicao de fase em um HBSC confinado em uma rede 100 x 100 para trés
valores de saturacao de borda X, na versao quenched: ¥, = 0,70; o, Xy = 0,80; [ e
Ye =0,90; A. Em X, = 0,90, é também mostrado nosso resultado na versao annealed,

0.

s = 0,90, é mostrada a curva para o parametro de ordem 1) tAmbem na versao annealed
do modelo. N6s podemos observar uma transi¢ao de fase em torno de p. = 0, 36 na versao
quenched e em torno de p. = 0,26 na versao annealed. Para outros valores de Y nao
foram observadas transicoes de fase na versao quenched do modelo, de tal forma que, para
efeito de comparacao entre ambas as versoes, ao longo desse capitulo analisaremos apenas
HBSC’s com uma saturacao de borda de ¥ = 0,90. Para essa saturacao de borda, a Fig.
8.4 mostra o grafico log-log de 1) contra (p — p.) em ambas as versdes do modelo. Nossas

estimativas para os expoentes criticos J para ambas as versoes quenched e annealed sao:

ﬁannealed — 0’ 49 + O, 02
pauenched — 0,47 40, 02.

Devido & alta capacidade do homem estranho em provocar dano, nés temos realizado
diversos célculos numéricos afim de calcular a velocidade de propaga¢ao do dano v, me-
dindo o tempo gasto para a nuvem de dano efetivamente tocar as bordas da rede, sendo
0 homem estranho deliberadamente colocado no sitio semente do HBSC, em ambas as

versoes do modelo.
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Figura 8.4: Grafico log-log de 1) versus (p — p.) para um HBSC construido dentro de uma
rede 100 x 100 para ambas as versoes quenched; o, e annealed; /\.
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Figura 8.5: Velocidade de propagacao v do dano no HBSC com uma saturacao de borda
de X5 = 0,90 construido dentro de uma rede 100 x 100 em ambas as versoes quenched,
A, e annealed; o.
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Figura 8.6: Gréfico log-log de v versus (p — p.) para os dados da Fig. 8.5 para ambas
as versoes quenched; o, e annealed; /A em um HBSC dentro de uma rede 100 x 100 com
s =0,90.

No6s temos construido HSBC’s dentro de redes de tamanho 100 x 100 e feito simulagoes
sobre 1000 diferentes HSBC’s tanto na versao quenched como na versao annealed. A Fig.
8.5 mostra os resultados obtidos para a velocidade de propagagao do dano v em HSBC’s
em valores acima e um pouco abaixo do ponto critico p. nessas estruturas. A principal
razao para a velocidade de propagacao do dano nao ter ido a zero abaixo de p. é a presencga
de efeitos de tamanhos finitos dessas redes. Um tanto interessante é observar a partir da
Fig. 8.5 que na versao annealed a velocidade de propagacao do dano é maior que na versao
quenched, sobretudo devido ao fato de que na versao annealed é mais facil para nuvem
de dano contornar os obstéculos irregulares existentes nesse tipo de rede, por conta das

continuas atualizacoes nas fungoes Booleanas dos sitios do HBSC.

Para estimar os expoentes criticos o da velocidade de propagacdao no HBSC, nés
fizemos um grafico log-log da velocidade de propagacao v contra (p — p.) dos resultados
da Fig. 8.5, conforme mostrado na Fig. 8.6. Nossos resultados para os expoentes criticos
de velocidade no HBSC com saturacao de borda de >, = 0,90 sao aproximadamente os
mesmos para ambas as versoes do modelo. Para a versao quenched, nés obtemos a =~ 0, 30
enquanto para a versao annealed, nés obtemos a =~ 0,33, onde usamos p. = 0,36 e

pe. = 0,26 como seus respectivos pontos criticos.
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Figura 8.7: Grafico semi-log do dano total mé({io Mr versus a distancia r do homem
estranho em um HBSC dentro de uma rede 100 x 100 para trés valores do parametro p
acima do ponto critico do agregado na versao quenched, a saber, p = 0,37; o, 0,41; 4, e
0,45; o.
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Figura 8.8: Grafico log-log do comprimento caracteristico inverso d versus (p —p.) em um
HBSC dentro de uma rede 100 x 100 para ambas as versoes quenched;o, e annealed; /\.
A inclinagao da reta fornece o valor para o expoente dinamico z.

Da mesma forma que para a rede quadrada, também para o HBSC n6s calculamos os
expoentes dindmicos z em ambas as versoes do modelo Kauffman, a partir da distribuicao
radial do dano total médio M sobre o HBSC para diferentes valores do parametro p acima

do ponto critico do HBSC. Na préatica, isso foi feito por meio de um armazenamento
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q = 0,00 q=0,05 HBSC
« 0,27 0,62 0,30
I} 0,31+0,04 0,78+ 0,04 0,474+ 0,02
2 0,156 % 0,165

Tabela 8.1: Tabela mostrando os valores para os expoentes criticos o e  nas aproximacoes
de rede quadrada (¢ = 0), de mundo pequeno (g # 0) e em HBSC na versdo quenched do
modelo, onde sao também mostrados os valores do expoente dinAmico z nas arquiteturas
de rede quadrada e de HBSC nesta versao do modelo.

vetorial do dano total para cada sitio pertencente ao HBSC, confinado em uma rede
100 x 100, ao longo de uma linha reta a partir do homem estranho até as bordas da rede
quadrada, sobre 1000 realizacoes diferentes do sistema. A Fig. 8.7 mostra o grafico semi-
log de M; wversus a distancia radial r partindo do homem estranho na versao quenched
para trés valores diferentes de p acima do valor do ponto critico e ap6s aproximadamente

duas vezes o tempo de toque nesse HBSC.

No6s determinamos os expoentes dindmicos em ambas as versoes do modelo através
do grafico log-log do comprimento inverso caracteristico 9, definido pela Eq. 7.3, versus
(p — p.), conforme mostrado na Fig. 8.8. Nossa estimativa para os expoentes dindmicos

2 Sa0:

unenched ~ _0’ 165
e

zarmealed ~ _07 188,

sendo o expoente dindmico para a versao annealed menor que o seu valor na versao
quenched, deixando claro que na versao annealed o dano total médio decresce mais rapido
do que na versao quenched, & medida que ficamos cada vez mais distantes do ponto critico
p. do sistema. A tabela 8.1 resume nossos resultados para os expoentes criticos a e 3 nas
aproximagoes de rede quadrada (¢ = 0), de mundo pequeno (¢ # 0) e em HBSC, todos
na versao quenched do modelo. Nessa mesma tabela, sao também mostrados os valores
do expoente dindmico z nas arquiteturas de rede quadrada e de HBSC nesta versao do

modelo.
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CONCLUSAO

Com o uso do nosso algoritmo baseado na técnica de multispin coding, n6s inicialmente
simulamos autématos de Kauffman, analizando como pequenos danos centrais espalham-
se no sistema tanto na aproximagao de rede quadrada (¢ = 0) como na aproximagcao de
mundo pequeno (¢ # 0). Neste trabalho, nés temos visto que para a aproximagao de
mundo pequeno a velocidade de espalhamento do dano é maior que para o caso de rede
regular, uma vez que o tempo requerido até a nuvem de dano tocar as bordas inferior
ou superior da rede é bem menor que o tempo requerido na aproximacgao de rede qua-
drada. Em seguida, fazendo uma anéalise do pardmetro de ordem 1) variando em relagao
ao campo de magnetizagao p, nés pudemos encontrar os respectivos pontos criticos p.
em cada aproximacao. Uma vez encontrados os pontos criticos em cada aproximacao,
n6s numericamente calculamos seus respectivos expoentes criticos 3 e v, considerando a
fracao de sitios danificados em cada lado do ponto critico p., apés um intervalo de tempo
suficientemente grande. Na regido caotica (p > p.), esta fragdo de sitios danificados vai a
zero como ¥ ~ (p — p.)”. Enquanto na regido congelada, a razio do dano final d(co) pelo

dano inicial d(0), varia como x ~ (p. —p)~ 7.

Danificando uma linha central inteira durante todo o desenvolvimento temporal do
sistema e calculando o valor do parametro de ordem, bem como o tempo necesséario para
a nuvem de dano tocar as bordas inferior ou superior das redes em p. para diferentes
tamanhos de rede, nés estimamos as dimensoes fractais dy e d; em ambas as aproximagoes
como sendo dy = 1,79 e d; = 1, 35 para a rede quadrada (¢ = 0) e dy = 1,04 e d; =~ 0 para
a aproximagao de mundo pequeno (¢ # 0). Para o tltimo caso, nés ndo mais observamos

relacoes de escala analogas as de teoria de percolacao.

Em seguida, relatamos alguns dos resultados mais importantes de simulagoes numéri-
cas feitas por nés para estudar a propagacao de dano no modelo Kauffman em diferentes
grafos tais como redes quadradas e agregados especiais de percolagao invasiva (HBSC)
fazendo uso de um agente danificador que altera suas regras aletoriamente durante todo
o desenvolvimento temporal do sistema. Em particular, nés temos procurado por pontos
criticos analisando o parametro de ordem para cada caso tratado. N6s nao temos encon-

trado qualquer mudanga apreciavel tanto para a aproximagao de rede quadrada (¢ = 0)
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como para o caso na aproximacao de mundo pequeno (¢ # 0) em relagdo quando se intro-
duz pequenos danos iniciais ao sistema. Contudo, a velocidade de propagacao do dano v é
grandemente aumentada devido ao poder do homem estranho em danificar o sistema. Isso
decresceu o nosso esforco computacional, uma vez que menos tempo de processamento foi
necessario para o calculo da velocidade de propagacao v assim como da distribuicao radial
do dano total médio Mr nestes grafos. Os expoentes criticos para a velocidade de pro-
pagacao « assim como os expoentes dinamicos z foram calculados com razoavel precisao
para ambos os casos de rede quadrada e de agregados de percolacdao. Para o agregado de
percolacao, analisamos tanto o caso quenched como o caso annealed do modelo Kauffman,
mostrando que o dano total médio é menor na versao annealed que na versao quenched
em intervalos de tempo da ordem do tempo de toque 7; no agregado especial de perco-
lacao invasiva. NoOs encontramos para o caso de rede quadrada um expoente critico de
velocidade ay ~ 0,27 e um expoente dindmico z ~ —0, 156. Para aproximagao de mundo
pequeno noés obtemos s ~ 0,62, para uma probabilidade de religacao de ¢ = 0.05 na
rede quadrada. Em agregados especiais de percolacdo invasiva, nés obtemos expoentes
criticos de velocidade a =~ 0,30 para a versao quenched e o =~ 0,33 para a versao anne-
aled e expoentes dinamicos de z ~ —0, 165 na versao quenched e z ~ —0, 188 na versao

annealed.

Em adigao, nds observamos uma alta sensibilidade com respeito & propagacao do dano
quando algumas conexoes de rede sao aleatoriamente removidas ou quando consideramos
agregados de percolagao com diferentes valores de saturacao de borda ¥,. Para a rede
quadrada, o dano permanece confinado em volta do homem estranho quando somente
poucas conexdes sdo removidas (tipicamente 20%). Isso mostra a existéncia de regides
instaveis presentes no sistema, isto é, regioes formadas por sitios susceptiveis sobre os
quais depende o processo de propagacao do dano, enquanto para agregados de percolagao,
é necessario uma alta saturacao de borda > para que o dano consiga se propagar ao longo

do sistema.

Finalmente, n6s esperamos que estes e outros calculos mais elaborados sejam tteis
para que se possa entender problemas mais gerais relacionados a propagacao de defeitos
simples em sistemas desordenados bem descritos por autématos celulares. Para estudos
futuros, seria interessante observar como o homem estranho pertuba a bacia de atragao
na versao quenched do modelo Kauffman nos grafos esdudados aqui. Esta anélise seria
importante para uma melhor compreensao da dinamica desses sistemas sendo portanto,

objeto de futuras investigacoes.
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APENDICE A - Programa Multispin Coding
para Rede Quadrada

KAUFFMAN MODEL TO A LATTICE LxL
MULTISPIN CODING PROGRAM * VERSION 01-JUL-2005*
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O programa MULTISPIN.F realiza um calculo do parametro de ordem MEDIA contra
o parametro P mediado sobre um nimero NCOF de realizacoes. Os valores de P sao
fornecidos via arquivo "font.lis" e os resultados do parametro de ordem sdo armazenados
no arquivo "file.dat". A matriz N(I,J) armazena os valores de spin dos sitios da rede,
enquanto a matriz NR(I,J,K) armazena os resultados das fungoes Booleanas para cada
configuragdo de vizinhanga dos sitios da rede. As matrizes NN(I,J) e NNR(I,J,K) sdo
referentes a réplica da rede

SRk Rk KRR KRR SRRk sk Kok KRSk sk ok sk K Sk K Sk sk sk sk ko sk ko sk skok kb ok kK ok

LL é o numero de palavras de computador

NBIT é o nimero bits numa palavra de computador

iMAX é o tempo maximo de interacao na rede

NCOF é o ntimero de realizacoes

Q ¢é a probabilidade de religacao dos sitios da rede
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REAL rand48,secl,sec2, MEDIA

INTEGER*8 NR, N, NN, M, MM, H

INTEGER TRAMP,LL,cont,sm(3),bit

PARAMETER (LL=4,NBIT=64,L=LL*NBIT,LP1=L+1,LL1=LL+1)

DIMENSION NR(0:LP1,LL,16),N(0:LP1,0:LL1),NN(0:LP1,0:LL1),M(L,LL),

& MM(L,LL),H(L,LL)

DATA iMAX,NCOF,Q/300,100,0.0/

CALL cpu-time(secl)



OPEN(1,FILE="file.dat’)
OPEN(2,FILE="font.lis’)
22 READ(2,* end=23)P
PP1=1.0+P
sm(1)=3427

sm(2)=6432

sm(3)=4362

cont=0

TRAMP=0

DO 44 IV=1,NCOF
cont= cont+1

DO 1 J=1,LL

DO 2 =1L

2 N(LLJ)=0

DO 3 II=1,NBIT

DO 3 1=1,L

N(I,J)= ior(ishft(N(I,J),1),ifix(1.5-rand48(sm)))
3 NN(I,J)=N(L,J)

DO 1 K=1,16

DO 5 I=1,L

5 NR(L,J,K)=0

DO 1 II=1,NBIT

DO 11=1,1,

1 NR(I,J,K)=ior(ishft(NR(LJ,K),1),ifix(PP1-rand48(sm)))
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INSERCAO DOS FLIPS EM SITIOS DA REDE
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DO 77 bit—8,32,8

DO 77 J=2,3

DO 77 1=126,130,2

N(I,J)=ibset(N(L,J),bit)

NN(LJ)=ibelr(NN(I,J), bit)

77 CONTINUE

DO 7 ITIME=1,iMAX

DO 8 I=1,L N(L,0)= ishftc(N(L,LL),NBIT-1,NBIT)



NN(I,0)= ishftc(NN(I,LL),NBIT-1,NBIT)
N(I,LL1)= ishftc(N(I,1),1,NBIT)
NN(I,LL1)= ishftc(NN(I,1),1,NBIT)

8 CONTINUE

DO 9 J=1,LL

N(0,J)=N(L,J)

NN(0,J)=NN(L,J)

N(LP1,J)=N(1,J)

NN(LP1,J)=NN(1,J)

9 CONTINUE

DO 10 J=1,LL

DO 11 =1L

A=I+1

B=J-1

C=I-1

D=J+1

E=I

F=J
F (rand48(sm).LT.Q) A=int((L+1)*rand48(sm))
F (rand48(sm).LT.Q) B=int((LL+1)*rand48(sm))
F (rand48(sm).LT.Q) C=int((L+1)*rand48(sm))
F (rand48(sm).LT.Q) D=int((LL+1)*rand48(sm))
F (rand48(sm).LT.Q) E=int((L+1)*rand48(sm))
F (rand48(sm).LT.Q) F=int((LL+1)*rand48(sm))

N1H =iAND(N(E,D),N(E,B))

N2H —iAND(N(E,D),NOT(N(E,B))

— N

(

(
N3H =iAND(NOT(N(E,D)),N(E,B)
N4H :iAND(NOT( (E,D)),NOT(N(E,B)))
N1V =iAND(N(A,F),N(C,F))
N2V —iAND(N(A NOT( (C,F)))
N3V =iAND(NOT(N(A,F)),N(C,F))
N4V —=iAND(NOT(N(A,F)),NOT(N(C,F)))
NN1H=iAND(NN(E,D),NN(E,B))
NN2H=iAND(NN(E,D),NOT(NN(E,B)))
NN3H=iAND(NOT(NN(E,D)),NN(E,B))

i
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NN4H=iAND(NOT(NN(E,D)),NOT(NN(E,B)))
NN1V=iAND(NN(A,F), NN(C,F))
NN2V=iAND(NN(A,F),NOT(NN(C,F)))
NN3V=iAND(NOT(NN(A,F)),NN(C,F))
NN4V=iAND(NOT(NN(A,F)),NOT(NN(C,F)))
M(L,J)= iAND(NR(I,J,1),iAND(N1H,N1V))
& +iAND(NR(L,J,2),iAND(N1H,N2V))
& +iAND(NR(L,J,3),iAND(N1H,N3V))
& -+iIAND(NR(L,J,4),iAND(N1H,N4V))
& +iAND(NR(LJ,5),iAND(N2H,N1V))
& +iAND(NR(LJ,6),iAND(N2H,N2V))
) ( )
) ( )
) ( )

(A
(A

(
(
(
(
& +iAND(NR(L,J,7),iAND(N2H,N3V

& +iAND(NR(I,J,8),iAND(N2H,N4V

& +iAND(NR(L,J,9),iAND(N3H,N1V

& +iAND(NR(L,J,10),iAND(N3H,N2V
(NR(I,J,11) iAND(N3H,N3V
(NR(1,J,12) iAND(N3H,N4V
(
(
(
(

)

& +HAND(NR )

)
1,J,13),iAND(N4H,N1V

)

)

)

& +HiIAND(NR
& +iAND(NR
& +iIAND(NR(LJ,14) iAND(N4H,N2V
& HAND(NR(L,J,15),iAND(N4H,N3V
& +AND(NR(I,J,16),iAND(N4H,N4V))
11 MM(L,J)= iAND(NR(L,J,1) iAND(NN1H,NN1V))
& +HAND(NR(LJ,2),iAND(NN1H,NN2V)
& +iAND(NR(I,J,3),iAND(NN1H,NN3V)
& +iAND(NR(LJ,4),iAND(NN1H,NN4V)
& +HAND(NR(L,J,5),iAND(NN2H,NN1V)
& +iAND(NR(L,J,6),iAND(NN2H,NN2V)
) ( )
) ( )
) ( )

o~ o~ A~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~

)
)
)
)
)
)

N
N

)
( )
( )
( )
( )
& +iAND(NR(L,J,7),iAND(NN2H,NN3V))
& +HAND(NR(L,J,8),iAND(NN2H,NN4V))
& +iAND(NR(L,J,9),iAND(NN3H,NN1V))
& +iAND(NR(L,J,10),iAND(NN3H,NN2V))
& +iAND(NR(L,J,11),iAND(NN3H,NN3V))
& +HAND(NR(I,J,12),iAND(NN3H,NN4V))
& +iAND(NR ) ( )

( ) ( )

& +iAND(NR

1,J,13)iAND(NN4H,NN1V
1,J,14) AND(NN4H,NN2V

P~ A~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~
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& +HAND(NR(I,J,15),iAND(NN4H,NN3V))
& +iAND(NR(I,J,16),iAND(NN4H,NN4V)))

10 CONTINUE
DO 14 J=1,LL
DO 14 1-1,L
N(I,J)=M(1,J)
NN(I,J)=MM(I,J)
14 CONTINUE
7 CONTINUE
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CALCULO DO DANO REAL NA REDE(ACMAG)
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ACMAG=0

DO 18 110,63

DO 18 J=1,LL

DO 18 I=1,L

H(I,J)=ieor(N(L,J),NN(LJ))
ACMAG=ACMAG-+iand(ishft(H(1,J),-II),1)

18 CONTINUE

TRAMP= TRAMP +ACMAG

44 CONTINUE

>kskook sk >kok ok sk skok ok skoskeok ok sk kok sk sk skok sk sk skok skokok sk skok sk sk kok sk skosk sk kosk ok koskook sk kokeok skokok kokoksk

CALCULO DA MEDIA SOBRE TODAS CONFINGS INICIAIS
ok ok koK ok kKR kKR kKR ko ok koK ok ok kR kKR kKR kKo kKK Rk ok
MEDIA=dfloat(TRAMP) /dfloat(cont)
WRITE(1,40)P,MEDIA /(L**2)

40 FORMAT(F5.3,3x,F7.5)

GO TO 22

23 CALL cpu-time(sec2)

print*, "the time-processor was:" sec2-secl.

STOP

END

ook FUNCAO GERADORA DE UM NUMERO PSEUDO-ALEATQRIQ*sssckokok
FUNCTION rand48(seed)



INTEGER seed(3)

INTEGER*4 i1,i2,i3,i11,i21,i31,i12,i22,i13
INTEGER*4 E66D,DEEC,FFFF
PARAMETER(E66D=58989, DEEC=57068, FFFF=65535)
REAL rand48

il=seed(1)

IF(il.LT.0) il—il+ 65536

i2=seed(2)

IF(i2.LT.0) i2=i2+ 65536

i3=seed(3)

IF(i3.LT.0) i3=i3+ 65536

i11=11*E66D

i21=12*E66D

131=13*E66D

i12=i1*DEEC

i22=i2*DEEC

i13=i1*5

i1—IAND(i11,FFFF)+ 11
i11=ISHFT(i11,-16)+ ISHF T(i1,-16)
i1-TAND(il,FFFF)
i11=i11+IAND(i21,FFFF)+IAND(i12,FFFF)
i2-IAND(i11,FFFF)
i3—ISHFT(i11,-16) - ISHF T (i21,-16) - ISHF T (i12,-16) +
& IAND(i31,FFFF)+ IAND(i22,FFFF) + IAND(i13,FFFF)
i3=TAND(i3,FFFF)

¢ rand48—i3*2**(-16) +i2*2**(-32)
rand48=i3*1.52587890625D-05-+12*2.328306D-10
IF(i1.GE.32768) i1=i1-65536

seed(1)=il

IF (i2.GE.32768) i2—i2-65536

seed(2)=i2

IF(i3.GE.32768) i3=13-65536

seed(3)=i3

RETURN

END
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APENDICE B - Leis de Escala

Processos de percolacao e o modelo Kauffman possuem uma importante caracteristica
em comum de obedecerem leis de escalas universais. O comportamento de muitas quan-
tidades que caracterizam os processos de percolacao proximo ao limiar de percolacao p.
e o processo de propagacao do dano no modelo Kauffman préximo ao ponto critico p., é
insensivel a estrutura da rede e ao tipo de percolagdo (site ou bond). Essa universalidade
no comportamento de muitas dessas propriedades em ambos os modelos é descrita quan-
titativamente por leis de escala obedecidas por essas propriedades em pontos préoximos de
Pe, € pelos seus respectivos expoentes criticos, os quais dependem somente da dimensao
Euclidiana d da rede. Em geral para pontos préoximos de p., noés temos as seguintes leis

de escala:

e O Parametro de ordem v, que fornece a fracao de sitios ocupados (sitios danificados)
ou ligagoes no agregado de percolacdo (nuvem de dano), seguindo a seguinte lei de

escala:
w ~ (p - pc)ﬁ' (Bl)

e O comprimento de correlacdo &, que é o raio tipico do agregado de percolacao
(nuvem de dano) para p < p., e a escala de comprimento sobre o qual a rede
percolante (dano na rede) é macroscopicamente homogénea para p > p,, isto é, suas
propriedades macroscopicas independem do tamanho linear da rede L, obedece a

seguinte lei de escala:
En~lp—p™". (B.2)

e A susceptibilidade y, que diz como o dano final varia com o dano inicial, obedece a

seguinte lei de escala:
X~ (pe—p)7". (B.3)

Em p = p., o comprimento de correlacao £ diverge, e as propriedades macroscopicas

do sistema passam a ser dependentes de L. Nesse caso, o agregado de percolagdo (nuvem
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de dano) é estatisticamente auto-similar em todas as escalas menores que &, e o nimero

de sitios (ou ligagoes) ocupados (danificados) M, escala com & como:
My ~ &%, (B.4)

onde dy é a dimensdo fractal do agregado (nuvem de dano), que das Egs. B.1 e B.2 ¢

dado por:

dy=d— g. (B.5)

Como L < & em p = p., n6s podemos substituir & por L na Eq .B.4 e o parametro de

ordem 1 e a susceptibilidade x seguiriam as seguintes leis de escala dependentes de L

W~ I8/
X ~ I

—~
w0
N

~—
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APENDICE C - Dimensao Fractal

Uma das formas de se definir dimensao fractal é considerar uma transformacao de
similaridade r(W) que mapeia todos os pontos © € W sobre os novos pontos ' = rz.
O conjunto W é dito auto-similar com respeito a razao de escala r < 1, se W é igual a
unido de n(r) réplicas de r(W). Para um conjunto auto-similar W, podemos definir uma
dimensao de auto-similaridade d, dada por

_ Inn(r)

T In(1/r)

(C.1)

Uma outra forma, é a dimensao de capacidade d., definida em um conjunto de pontos
W € R tal que N(e¢) denota o nimero minimo de caixas de dimensao d necessarias
para cobrir o conjunto de pontos W, entdo N(e) é proporcional a e % quando ¢ — 0.

Explicitamente, temos

m —— (C.2)

sendo um caso especial da dimensao mais geral de Hausdorff. Se considerarmos um

conjunto de caixas de tamanho linear ¢;. A medida de Hausdorff é dada por
Hy(e) = inf Z er (C.3)

onde o infimo na Eq. C.3 é o valor minimo obtido quando levamos em conta todos os
possiveis conjuntos de cobertura do conjunto de pontos W, sujeitos ao vinculo ¢; < e. A

dimensao de Hausdorff dy é entao dada pelo limite

0 se k> dy,
lii%Hk(E) = J finito se k = dy, (C.4)
00 se k < dg.

Para o caso especial em que ¢; = ¢, a dimensao de Hausdorft dy se reduz a dimensao
de capacidade d.. Se um objeto é auto-similar, N(re) = n(r)N(e), e portanto, pelas

Egs. C.1 e C.2, noés temos que d. = ds. E geralmente, n6s temos também d. > dy,



80
mas para a maioria dos casos de interesse ambas as dimensoes sao iguais, e dessa forma
dc = ds = dH = dfractal-

Podemos também, definir uma dimensao de informacao d;,f, a partir da funcao de

informacao I dada por

I = —Zpi(e) Inp;(e), (C.5)

onde p; é a probabilidade que o elemento ou estado do sistema esteja ocupado, normalizado

por

sz‘(e) =1L (C.6)

A dimensao de informacao d;,s é entao definida por

. I
e—0t hl( )

_ Z pl lnpz

Se cada estado ¢ for igualmente provavel de ser visitado, entao podemos escrever

dinf =

sz sz ) 1, (08)

assim

dmf = lim

(C.10)

onde d. é a dimensao de capacidade, e em geral nés temos d;, s < d..
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