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Resumo

Nesta dissertacdo, estudamos um conjunto completo de solugdes cosmologicas
da teoria de Brans-Dicke, nas quais tanto a densidade de energia do vacuo quanto a
constante gravitacional caem linearmente com o parametro de Hubble. Uma classe
particular de solucdes apresenta uma razao constante entre as densidades de energia do
vacuo e da matéria, jogando luz, portanto, sobre o assim chamado problema da
coincidéncia césmica. Fixando, com base nos limites observacionais para a idade do
universo, o Unico parametro livre de tais solugdes, obtemos uma densidade de energia
da matéria em acordo com as observagdes. Uma segunda classe de solugdes,
interessante do ponto de vista tedrico, apresenta pardmetro de Brans-Dicke e termo
cosmologico negativos, além de singularidades futuras de tipo big-rip. Destas ultimas
solugdes, duas ndo sdo aceitaveis do ponto de vista observacional, por apresentarem
fator de desaceleracdo sempre negativo ou sempre positivo, respectivamente. A terceira
delas leva, para tempos longos, a uma densidade relativa de matéria constante, o que

também constitui uma possivel solug¢do para o problema da coincidéncia cdsmica.

Abstract

We investigate cosmological solutions of Brans-Dicke theory with both the
vacuum energy density and the gravitational constant decaying linearly with the Hubble
parameter. A particular class of them, with constant deceleration factor, sheds light on
the cosmological constant problems, leading to a presently small vacuum term, and to a
constant ratio between the vacuum and matter energy densities. By fixing the only free
parameter of these solutions, we obtain cosmological parameters in accordance with
observations of the relative matter density and the universe age. In addition, we have
three other solutions, with Brans-Dicke parameter ® = -1 and negative cosmological
term, two of them with a future singularity of the big-rip type. Although interesting
from the theoretical point of view, two of them are not in agreement with the observed
universe. The third one leads, in the limit of large times, to a constant relative matter

density, being also a possible solution to the cosmic coincidence problem.



I. INTRODUCAO

Observagoes recentes sugerem que a densidade de energia total no universo é maior que
a densidade de matéria (barionica + escura), sendo a razao entre esta e a densidade critica
da ordem de ,, = 0,3. Além disso, medidas da anisotropia da radiacao césmica de fundo
indicam que nosso universo é espacialmente plano [1], o que sugere a existéncia de outra
forma de energia desconhecida, usualmente chamada de energia escura.

Por outro lado, a relagao luminosidade-desvio para o vermelho observada em supernovas
tipo la sugere que, na presente fase, o parametro de desaceleragao do universo, ¢, é negativo,
e portanto o universo sofre atualmente uma expansao acelerada [2, 3].

Varios modelos tém sido propostos na busca de solucoes compativeis com estes dados
observacionais. Para essa energia desconhecida existem alguns candidatos, como a constante
cosmoldgica, a chamada quintesséncia, ou ainda o gas de Chaplygin generalizado. Destes,
o mais simples e antigo é a constante cosmoldgica, também associada com a densidade de
energia do vacuo.

Podemos contextualizar o estudo da energia escura em diferentes teorias de gravitacao,
entre elas a teoria geral da relatividade [4, 5], onde sdo usadas as equagoes de campo de
Einstein, e na qual a constante gravitacional de Newton, G, é uma constante universal; e
a teoria de Brans-Dicke [5, 6], uma teoria escalar-tensorial onde a constante gravitacional
torna-se uma funcgao do espago e do tempo, e onde um novo parametro, w, é introduzido.
Mais recentemente, renovou-se o interesse por este tipo de teoria, dada sua associagao com
teorias de super-cordas, teorias de dimensoes extras e modelos cosmologicos inflacionarios
ou com expansao acelerada [7-9)].

Na teoria de Brans-Dicke, a relatividade geral é restabelecida no limite w — +o00. Ob-
servagoes astronomicas no sistema solar impoem um limite inferior para w bastante alto.
Entretanto, tal resultado corresponde ao limite de campo fraco, e se aplica na hipétese mais
simples de uma teoria com w constante. Em alguns modelos cosmoldgicos com w variavel,
existe um mecanismo atrativo que leva w — +oo em tempos longos. Assim, é possivel que
a relatividade geral nao seja adequada para descrever o universo em tempos precoces, ou
ainda que requeira corre¢oes no limite cosmologico.

Nesta dissertacao consideramos a teoria original de Brans-Dicke, com parametro w cons-

tante, e associamos a energia escura a equacao de estado do vacuo. Investigamos modelos em



que a energia do vacuo decai com a expansao do universo, hipétese que tem sido considerada
como uma possivel solucao para o problema da constante cosmoldgica, o qual refere-se
a questao de por qué o valor observado presentemente para A é cerca de 120 ordens de
grandeza menor do que o previsto pelas teorias quanticas de campo [10].

A dissertagao se organiza da seguinte forma. No préximo capitulo revemos um dos
possiveis caminhos de raciocinio que nos levam as equacoes de Einstein, as equagoes fun-
damentais da teoria da Relatividade Geral. O objetivo é tao somente preparar o terreno
para uma breve revisao, no capitulo IV, das equacoes de Brans-Dicke, no contexto das
quais encontraremos nossas solucoes. Neste sentido, nao faremos uma discussao prévia dos
fundamentos geométricos dessas teorias, remetendo o leitor a literatura especializada [4, 5].

No capitulo III revemos os modelos de Friedmann, ou seja, a construgao de uma métrica
espacialmente homogénea e isotrépica e a obtencao das equagoes de campo correspondentes,
no contexto da Relatividade Geral, em presenca de um termo cosmoldgico constante (a
constante cosmologica). No capitulo V obteremos entao nossas solugoes para a métrica de
Friedmann espacialmente plana, no contexto da teoria de Brans-Dicke, desta vez com termo
cosmolégico variavel. Alguns graficos ilustrativos dessas solugoes poderao ser encontrados
no Apéndice, logo apés o capitulo de conclusoes. Por fim, listamos um extrato da literatura
recente sobre o tema, o qual, reconhecemos, esta longe de ser exaustivo.

Designaremos os indices 4-dimensionais do espago-tempo, que tomam os valores (0,1,2,3),
com letras gregas, e os indices do espago tridimensional, que tomam os valores (1,2,3), com
letras latinas. Usaremos o sistema natural de unidades, com ¢ = 1, e a signatura do tensor

métrico serd (+, —, —, —).



II. AS EQUACOES DE EINSTEIN DO CAMPO GRAVITACIONAL

Como dito na Introducao, nao faremos uma revisao dos fundamentos geométricos da
teoria geral da relatividade. Entretanto, para facilitar a compreensao do leitor, antes de
comecarmos a deduzir as equagoes do campo gravitacional, explanaremos alguns conceitos
bésicos.

Na teoria geral da relatividade, o tensor métrico g, ¢ definido através da equagao
ds® = g, datda”,

onde ds ¢ o elemento de intervalo do espaco-tempo curvo.

A fim de construirmos equacoes fisicas que em um referencial arbitrario tenham a mesma
forma que em um referencial galileano, temos que substituir a operagao de derivada pela de
derivada covariante, a qual para um 4-vetor é definida por

o _ G,

2
K ox”

—T%,C,

onde I'}j, € o simbolo de Christoffel. Pode-se mostrar que a relagao entre g, e I';, é dada

por
N 1, 1 o (09 09,  0Gu
FMV _ )\F)\”uy — A % . H

2 59 oY Ok oz

Para definirmos as equagoes do campo gravitacional, precisamos construir também um

tensor que, além do tensor métrico e suas primeiras derivadas, inclua também suas segundas
derivadas. Dessa forma, podemos obter o tensor

A A
ols B or,,
oxV? OxP

A o o A a TA
R B — + Fuﬁrau - Fuuraﬁ'

Este tensor é chamado tensor de curvatura, e pode-se mostrar que ele é o tinico tensor que
pode ser construido com o tensor métrico e suas primeiras e segundas derivadas.

Para obter as equagoes do campo gravitacional devemos lembrar que o mesmo carrega
energia e momento, os quais também influenciam na configuragao do campo. Portanto, es-
sas equacoes devem ser equacoes diferenciais parciais nao lineares. Pode-se, assim, desde
ja, concluir que o principio de superposicao nao se aplica a este campo. Entretanto, pode-
mos chegar a essas equagoes lembrando que em um campo gravitacional forte é sempre
possivel, em qualquer ponto, definir um sistema de coordenadas localmente inercial, em cuja

vizinhanga o campo gravitacional é fraco e, portanto, as equagoes sao lineares. Apos as
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obtermos, fazemos, novamente com base no principio de equivaléncia, uma transformacao
de coordenadas inversa, para chegar as equacoes de um campo gravitacional qualquer, arbi-
trariamente forte.

Nesse referencial localmente inercial, como o campo ¢ fraco, podemos usar a lagrangiana
da relatividade restrita para obter, no limite nao relativistico, goo = 1 + 2¢ [4], onde ¢
é o potencial gravitacional determinado pela equagio de Poisson VZp = 4nGp,, (G é a
constante gravitacional de Newton, e p,, é a densidade de matéria). O tensor momento-

energia, considerando-se a matéria um fluido perfeito, é dado por

T:;L/ = (pm + pm)uuuu — PmAuv,

onde u, = %“ ¢é a 4-velocidade. Considerando também que a matéria é nao relativistica,
a energia de repouso p,, é muito maior que a pressao p,. Assim, esta equagdo se torna
le’lﬁ = Py, € T >~ P,

Com estas consideragoes podemos escrever V2ggy ~ 87GTg. Esta equagao sugere-nos
que as equagoes do campo devem ter a forma G, = kT, onde G, é uma combinagao
do tensor métrico e suas primeiras e segundas derivadas, e onde k£ ¢ uma constante de
acoplamento. G, deve também ser simétrico, e sua derivada covariante G*,.,, = 0, pois,
devido a conservagao da energia-momento, T™*,., = 0.

O tensor de curvatura R ,5, é uma combinacio das primeiras e segundas derivadas do

tensor métrico. Portanto, vamos fazer
R+ Cgu R — Ag, = KT}, (1)

onde R, = RAHAV é o tensor de Ricci, R = R é o escalar de curvatura, e C' e A sao

constantes. Calculando a derivada covariante de ambos os lados desta equacgao, obtemos

1
Rt + OS8R, = 0 = (2 + C) R, =0,

onde, devido a arbitrariedade de R, concluimos que C' = —%. Assim, a equacgao (1) se torna
1 m
R, — §gWR —Ag = kTW. (2)
Tomando o traco da equagao (2), obtemos R = —kT™ — 4A, e temos entao
m T
R =k (TW - “2) ~ Ag. 3)
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Considerando, como exposto acima, que p,, > pp,, (T™ ~ T™), obtemos

58Tm00 k‘TmOO k?pm

)-A(sg— g A=A (4)

ROO — <Tm00 o

A partir das defini¢oes do tensor de curvatura e do tensor de Ricci dadas anteriormente,
podemos obter

Roo = 85Fg0 - aorgﬁ + Fg()rgﬁ —-T gﬁrfz()'

Sabendo que, para um campo fraco, podemos desprezar os termos de segunda ordem, e
considerando também que para um campo estatico todas as derivadas temporais se anulam,
temos Roo = 9;T,. Como Ryy = gooR% € goo = 1, temos Rgo ~ R%. Portanto, a equagao

(4) se torna

ko
o, = % — A (5)
Mas, como
1 1
Fiogo = 5(3091'0 + 0ogio — 0igoo) = — 50900,
entao
@TBQ = 8Ti,00 = —iazaigoo-
Lembrando que, para campos fracos, goo = 1 + 2p e 0'0;p = —V?ip, a equacao (5) torna-se
kpm
V() = 20 ©)

Esta equacao, no limite newtoniano, deve se reduzir a equagao de Poisson e, portanto,
neste limite A = 0 ou ¢ tdo pequena que pode ser desprezada. Assim, a equagao (6) se torna

Vip = k"%, cuja solucao é

Lk pm(r)

(T av’.

B

Se considerarmos que a fonte é pontual e esta na origem, temos

ko Mé(r) kM
r)=—— L dV = ———.
#(7) 8 |7 — 1] 8rr
Comparando esta equagao com o potencial newtoniano ¢ = —%, concluimos que k =
871G, e a equacao (2) se torna, finalmente,
1 m
R, — ig,wR — Ag = 87GTy,. (7)

Estas sao as equacoes do campo gravitacional de Einstein, onde A é a constante cosmoldgica.



III. O MODELO COSMOLOGICO ISOTROPICO DE FRIEDMANN

No estudo do universo em larga escala é possivel desprezar as heterogeneidades locais,
devidas a acumulagao de matéria nas galdxias. Consideramos o universo com a mesma
densidade de matéria em todas as regioes do espaco. Também consideramos que nao ha
nenhuma direcao privilegiada, ou seja, que o universo € isotrépico em larga escala. A matéria,
portanto, nao tem, em média, uma direcao privilegiada de velocidade. Ao exposto acima
chamamos principio cosmoldgico, que em resumo refere-se a homogeneidade e isotropia do
universo em larga escala. Por este principio, em todos os instantes de tempo a métrica
espacial é a mesma em todos os pontos.

Para construirmos uma métrica isotropica partimos da analogia geométrica do espago
isotropico tri-dimensional com a hipersuperficie de uma esfera contida em um espaco 4-
dimensional, pois, como sabemos, sobre esta hipersuperficie nao ha nenhuma direcao privi-
legiada, e a curvatura é a mesma em todos os pontos. O espago correspondente a esta
hipersuperficie é o espaco tri-dimensional com curvatura positiva.

A equacao desta hipersuperficie de raio a é
w2y 22l = d? (8)
e o quadrado do elemento de comprimento é dado por
di? = da® + dy* + dz* + dx. (9)

Usando-se a equagao (8), pode-se eliminar dx, na equagao (9), obtendo-se

(zdx + ydy + zdz)?
dI* = da® + dy? + dz° + P (10)
Se introduzirmos as coordenadas esféricas r, 0 e ¢, a equagao (10) se torna
2 dr? 20102 | w2 2
dl* = [ + r(df” + sin” Odp*), (11)
42

a
onde a é interpretado como um fator de escala e é funcao somente de ¢.
No caso do espago com curvatura negativa, o elemento de comprimento pode ser formal-

mente obtido da equagao (11) substituindo a por ia. Assim, obtemos

dr?

r2
(12

di* =

+ 72(d6? + sin’ Odp?). (12)



Vemos assim que as equagoes (11) e (12) podem ser resumidas em uma sé, fazendo-se

d 2
> = 2 1 r2(d6? + sin® 0dp?), (13)
1—k%
onde k = +1, se a curvatura do espaco for positiva; & = —1, se a mesma for negativa; e

k =0, se o espago for plano, caso em que a equacao (13) se reduz a métrica euclidiana
di* = dr? + r*(d6? + sin® 0dp?). (14)

No caso do espaco com curvatura positiva, também chamado fechado, é possivel, para
efeito de simplificacao, fazer uma transformacao de coordenadas, substituindo a coordenada
r pelo angulo y, através da relacao r = asiny, com x variando de 0 a m. Desta forma, a
equagao (13) se torna

dI* = a®[dx* + sin® x(df? + sin? 0dp?)), (15)

onde a distancia a partir da origem das coordenadas é ay. O volume do espaco tri-
dimensional nestas coordenadas ¢ [ 4mwa?sin® x(ady) = 2n%a. Portanto, o espago tri-
dimensional com curvatura positiva é finito, embora ilimitado.

Da mesma forma, no caso do espaco com curvatura negativa, também chamado aberto,
faz-se uma transformagcao de coordenadas r = asinh y, com y variando de 0 a +o00. Desta

forma, a equagao (13) se torna
dI* = a*[dx* + sinh® x(d#? + sin? 0dp?)], (16)

e o volume do espago tri-dimensional é [)X4ma? sinh? X' (ady’), sendo, portanto, infinito,
quando xy — +0o0.
No caso do espago plano, a transformacao de coordenadas é simplesmente r = ay, com

x variando de 0 a +00. A equagao (13) fica entao
di? = a®[dx® + x*(d6? + sin® 0dp?)), (17)

e o volume do espago tri-dimensional é [ 4wa®y"?(ady’), sendo também infinito, quando
X — +00.

As equagoes (15)-(17) podem ser resumidas na forma

di* = a*[dx* + f*(x)(d6* + sin® 0dp?)], (18)



onde f(x) é igual a sin x, sinh y ou ¥, conforme o universo seja fechado, aberto ou plano,

respectivamente. Ou seja,

1)
f(x) = { sinhx (k= —-1)
X (k=0).

Neste modelo isotropico, o referencial mais conveniente é um sistema de observadores

siny (k

co-moveis, ou seja, que em cada ponto do espago se movem juntamente com a matéria.
A velocidade da matéria neste referencial é nula em todo o espaco, nao se estabelecendo,
portanto, nenhuma direcao privilegiada. Neste referencial, goy nao pode depender das co-
ordenadas espaciais, pois, do contrario, a marcacao do tempo proprio seria diferente em
diferentes pontos do espaco. Pode-se, portanto, através de uma definicao adequada da co-

ordenada temporal, escolher ggg = 1, de maneira que a métrica do espago-tempo se torna
ds* = *dt* — a*[dx® + f*(x)(d0® + sin® 0dp?)]. (19)

Assim, a variavel ¢ é o tempo préprio sincronico em qualquer ponto do espaco. E con-
veniente também introduzir o chamado tempo conforme 7, através da relacao cdt = adn.

Assim, a equagdo (19) se torna
ds* = a*[dn* — dx* — f*(x)(d6* + sin® §dp?)]. (20)

Para efeito de comparacao com as solugoes que serao obtidas nesta dissertacao, baseadas
nas equacoes de Brans-Dicke, calculemos a solucao das equacgoes de Friedmann para o modelo
ACDM (cold dark matter), com “constante” cosmolégica A constante.

A equagao (20) é chamada métrica de Robertson-Walker. Dela vemos que gog = a?,
g1 = —a?, gar = —af2(x), gs3 = —a’f*(x)sin®f e g;j = 0 (se i # j). Com isto pode-se
obter

3a
Ry =—— 21
0 a 9 ( )
2k 2a® a4
R'Y = R% = R = 2 2 a (22)
6k 6 6a°
f=ra o & 23)

R =R'g=0e R; =0 (se i # j), onde o ponto significa derivada em relagao a .

Usaremos o referencial co-mével, conforme mencionado acima, no qual temos

u’ =1,



u' = 0. (24)

Consideraremos também que o universo esta preenchido com um fluido perfeito, e portanto

o tensor momento-energia da matéria é dado por

T:zl/ - (pm + pm)u,uuu — PmAuv- (25)

Usando (21), (23), (24) e (25) nas equagoes de campo obtemos

a> kA 81Gpn

2o T . 2
a?  a®* 3 3 (26)
Por outro lado, usando (22), (23), (24) e (25) nas mesmas equagoes obtemos
a® k  2a
—§—§—3+A=87Gpm- (27)
As equagoes (26) e (27) podem ser reescritas, respectivamente, na forma
a> k8@ A
L T (), 28
a2+a2 3 (p +87TG> (28)
a? k  2a A
————— = _8rG ( - ) , 29
a> a® a AP 81G (29)

onde na equagao (28) o termo ﬁ pode ser interpretado fisicamente como a densidade de

A

energia escura ou densidade de energia do vacuo, py = g .

Da mesma forma, na equacao
(29), o termo —% pode ser interpretado como a pressao associada a energia escura ou ao

—ﬁ. Como A é constante, vé-se que tanto py como p, sao constantes durante

VACUO0, pp =
a evolucao do universo.

Podemos reescrever as equagoes (28) e (29) como

a>  k  8nGp

E2taE= 50 (30)
a* ko 2a

onde p e p sd@o, respectivamente, a densidade de energia total e pressao total (matéria +
VAcuo).
Derivando a equagao (30) com respeito a t, isolando d, comparando-o com d da equagao

(31) e usando novamente a equacao (30), obtemos
, a
pt3_(p+p)=0. (32)

10



Esta ¢ a equacao da continuidade ou equagao de conservacao associada ao tensor momento-
energia total, a qual pode ser obtida também diretamente de T*#,., = 0. A equagao (30),
por outro lado, chamamos usualmente equacao de Friedmann.

Essas duas equagoes contém trés fungoes a determinar: p, p e a. Portanto, com ajuda da
equagao de estado da matéria, podemos encontrar suas solugoes. Como estamos interessados
aqui em solucoes para tempos recentes e para um universo espacialmente plano, vamos fazer

k=0 e p, =0. Assim, as equagoes (30) e (32) se tornam, respectivamente,

3H?

= — 33
P= e (33)

. a
Pm + Bapm =0, (34)

onde H = a/a é o parametro de Hubble.
Integrando a equacgao (34), obtemos

pm = Aa"?, (35)

onde A é uma constante de integragdo. Levando as equagoes (33) e (35) em (34), temos

4rGA
.2 o
T Ut (36)

onde

é o chamado parametro de desaceleragao.

Multiplicando ambos os lados da equagao (31) por a?/a? obtemos, para k = 0,

A\ M2
ou ainda
Aa?
a? = —a (38)
Comparando as equagoes (36) e (38) obtemos
ArGANY? (1 —2¢ 1/
a:< A ) <1+q> ' (39)

Se supusermos que A > 0, da equagao (39) vemos que o dominio de ¢ é (-1,1/2], com a

variando de 0, quando ¢ = 1/2, até +o0, quando ¢ tende assintoticamente para —1.

11



_ 3H?

A densidade relativa de matéria, §2,,, definida em relagao a densidade critica p. = £-%, é

dada por Q,,, = pm/pe = 1 — A/3H?. Substituindo (37) nesta equagio, obtemos
2
Q= §(1 +q). (40)

Derivando a equacao (38) com repeito a t e multiplicando a equagao resultante por a/a?,

obtém-se, apés o uso de (37), a equagao diferencial
—(1+q)(1 —2¢)"*AY? = g,

cuja solucao é
2 arctanh/ 1522

t= N LA (41)

onde a constante de integracao foi tomada igual a zero para que a singularidade ocorra em

t = 0. Aqui ¢ varia de 0, quando g = 1/2, até +o00, quando ¢ tende assintoticamente a —1.

Multiplicando a equagao (37) pela (41) obtemos o parametro de idade do universo,

2 arctanh, /=24

Ht = TR (42)

onde Ht varia de aproximadamente 2/3, quando ¢ = 1/2, até 400, quando ¢ tende assin-
toticamente para —1. Para —0,7 < ¢ < —0, 4, correspondente ao intervalo 0,2 < €, < 0,4,
previsto pelas observagoes, temos aproximadamente 1,1 > Ht > 0,9.

Outras solucoes possiveis no contexto da Relatividade Geral, nao discutidas aqui, sao
aquelas com A varidvel. Esta possibilidade tem sido bastante explorada na literatura (ver,
por exemplo, [11-14]). Como discutido na Introdugao, o objetivo de se usar ansatz com
A variavel é tentar resolver o problema da constante cosmoldgica. O decaimento do vécuo
nesses modelos é concomitante com a criacao de matéria, pois o tensor momento-energia
total é conservado. Em alguns desses modelos, o parametro de desaceleracao e a densidade
relativa de matéria variam, da mesma forma que no modelo ACDM estudado acima, e, como
neste ultimo, seus valores atuais estao de acordo com as observagdes. (Vale lembrar que no
modelo de Einstein-de Sitter (A = 0), estes valores sao constantes (¢ = 1/2 e ,, = 1)). Os
valores obtidos para o parametro de idade também sao aproximadamente os mesmos que
os obtidos acima para o modelo ACDM, os quais estao também de acordo com os limites
observados, 0,8 < Ht < 1,3, o que corresponde, aproximadamente, a 11,2 Gano < t < 18,2
Gano. (No modelo de Einstein-de Sitter, por outro lado, obtem-se Ht = 2/3, portanto em

desacordo com a observagao).
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IV. SUMARIO DA TEORIA DE BRANS-DICKE

O ponto de partida da teoria de Brans-Dicke é o principio de Mach, o qual afirma que
a inércia de um corpo material é devida a interacao entre este e a distribuicao de matéria
do universo, e nao uma caracteristica intrinseca do corpo, como na mecanica de Newton.
Uma maneira de definirmos a massa inercial de um corpo é identificd-la com sua massa
gravitacional, possibilidade esta que constitui uma manifestacao do principio de equivaléncia.
Por outro lado, a massa gravitacional pode ser definida através da aceleracao gravitacional
por ela gerada, ou seja, através da grandeza GM/r?, medida em um ponto qualquer do
espaco.

Vemos assim que a definicdo de massa inercial, de sua grandeza e unidade, é equivalente
a definicao da grandeza e unidade da constante gravitacional GG. Se, segundo Mach, a massa
inercial de um corpo depende da distribuicao de matéria no universo, com a variacao desta
ultima variard também a primeira, ou, o que é equivalente, variara a constante gravitacional.
Na teoria de Brans-Dicke, esta tultima esta relacionada com o valor médio de um campo
escalar ¢, que por sua vez depende da distribuicao de matéria no universo.

Com as quantidades G, h, ce H, onde H é o parametro de Hubble medido presentemente,
¢é possivel construir uma quantidade com dimensao de massa, da mesma ordem de grandeza

h’H
Ge

da massa do pion: ( )1/3 ~ m,. Dirac sugeriu que esta relagao, embora inexplicavel, nao
¢ uma coincidéncia, e deve permanecer véalida para qualquer valor de H, ou seja, ao longo da
evolugao do universo (a consideraremos véalida ao menos durante a evolugao recente). Para
isso, é necessario que ao menos uma das constantes G, h, ¢ ou m, varie com o tempo. Tendo
em vista nao alterar os bem estabelecidos modelos microscépicos da matéria, Dirac propos,
entao, que G x H. Esta relacao serd por nés usada mais adiante.

A teoria de Brans-Dicke comega estabelecendo a equagdo de campo M?¢ = 4x\T*, para
o campo escalar ¢, onde M?¢ = ¢*, é o D’Alambertiano de ¢, A é uma constante de
acoplamento, e 7, é o tensor momento-energia da matéria (em nosso caso, matéria +

vacuo). Podemos fazer uma estimativa do valor médio de ¢ supondo que o universo é

uma esfera contendo um fluido césmico com densidade p ~ 1072%g/cm3 e raio R ~ 10%cm,

1

& =1,35x10%g/cm, vemos

encontrando (@) ~ 102X g/cm. Associando esta grandeza com
que A é uma constante adimensional da ordem da unidade.

Estas consideragoes levaram Brans e Dicke a substituir, nas equagoes de Einstein, G' por

13



1
57
as equagcoes do campo gravitacional se tornam

e a incluir nas mesmas um tensor momento-energia T;fy para o campo escalar ¢. Assim,

1 8
R/,LI/ - §g,uz/R = E(T,ul/ + T/?y)? (43>

onde ¢, em escala cosmoldgica, sé depende do tempo.

Multiplicando esta equacgao por ¢ e tomando a derivada covariante, obtemos
1
(RMV - 555R)¢,u = 87TT¢'MV;;M (44)

pois, pela identidade de Bianchi, a derivada covariante do lado esquerdo de (43) é zero, e
postulamos a conservacao independente do momento-energia da matéria, ou seja, 7%,,, = 0,
necessaria a nao violacao do principio de equivaléncia.

Da equacao (44) podemos obter T%,, fazendo inicialmente

T, = A(9)8 b + B($)0,6,00.” + C(9)0 " + 3, D(¢) T . (45)

Tomando o trago de (43), obtemos

—— + (A(¢) +4B(¢))9,.0." + (C(¢) +4D(¢)) M ¢| .

Substituindo este valor de R e usando (45) em (44), podemos obter as expressoes para A(¢),

B(¢), C(¢) e D(¢). Entao, a equagao (43) pode ser escrita na forma

1 8 w 1 1
R = 0B = S Tt 25 (000 = 5000,67) + (600 = 00T 0). (46)
onde
1 3 2
Y=y T T AT 3

Sendo A uma constante positiva, temos w > —%. Com este valor de A, a equacao de campo

para ¢ pode ser reescrita como
8T

M2 = TH 47
¢ 342w " (47)
A equagao (46) pode também ser escrita como
o 1+tw A w 1
RV:iTLV_ 3L 90 VT 9 v — e 48
! o) { ! <3 + 2w> I A} + ¢2¢7u¢, + ¢¢,M, (48)

Na aplicagao da teoria de Brans-Dicke a cosmologia, consideramos o universo homogéneo

e isotropico, e portanto usamos a métrica de Robertson-Walker,
ds? = a*(n)[d* — dx* — f*(x)(d6 + sin® 8dg?))].

14



Com esta métrica podemos obter

a
F?J = ﬁgija (50)
3a
R =—— 51
0 a 9 ( )
2k 24
RII—R2:R33:_?—?—*, (52)

ROiIRiOIOGRij:O (Se’l#])
Consideramos também, como nos modelos de Friedmann, que o universo é preenchido

com um fluido perfeito, portanto

T;w - (P + p)uuuu - pguua (53)

e tomamos um sistema de observadores co-moveis, ou seja,

Usando (49), (51), (53) e (54) em (48), obtemos

3 81 [(2+w)p+3(1+wp R
a—‘gs[ 34 2 ]‘%z‘gs- (55)
Usando ainda (50), (52), (53) e (54) em (48), temos
2k 2?2 G St [(l+w)p—wp] da
ETE Ta Ty [3+2w]+¢a' (56)
E substituindo (49), (50), (53) e (54) em (47), obtemos
d(¢a3) 8 3
T e G O (57)

Isolando % na equacio (56), ¢ na equacao (57) e substituindo em (55), obtemos, depois
de algumas simplificagoes, ' .

ko _Smp da we

a2 a® 3¢ pa 6¢%

Como ja dito, a lei de conservagao para a matéria, 7%,., = 0, deve continuar valida, pois

(58)

do contrario, o principio de equivaléncia nao seria satisfeito. Portanto,
, a
pr3-(p+p)=0. (59)

As equagoes (57), (58) e (59) sao as equagoes fundamentais da cosmologia de Brans-Dicke,

as quais iremos usar nesta dissertacao.
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V. SOLUCOES COM TERMO COSMOLOGICO VARIAVEL

Nosso objetivo nesta dissertagao é encontrar solucoes da teoria de Brans-Dicke que satis-

facam a uma particular lei de variacao para G. Como citado anteriormente, vamos usar

a relacao de Eddington-Dirac, G ~ %, onde m, é a massa do pion. Tomaremos, entao,
G = &, onde X ¢ da ordem de grandeza de m? [15-17]. Além disso, como é usual,

vamos relacionar o campo escalar de Brans-Dicke com a “constante” gravitacional através
de ¢ = Gy/G, onde Gy é uma constante positiva da ordem da unidade.

Consideraremos, junto com a lei de variacao para G dada acima, dois diferentes ansatz.

3aH?
8rG

O primeiro é dado por p = onde p = p,, + pa € a densidade total e a é uma constante

adimensional da ordem da unidade. Este ansatz é justificado pelas observacoes, as quais
indicam que p,, ~ &, onde p. = % ¢ a densidade critica. Por outro lado, sabemos que py
tem, quando muito, a mesma ordem de grandeza que p,,, caso contrario sua presenca seria
mais evidente.

O segundo ansatz serd dado por A = 3H?, onde 3 é uma constante da ordem da unidade.
Estamos, assim, inferindo uma lei de variacao para o termo cosmoldgico, a qual tem sido
bastante considerada na literatura, com base em diferentes argumentos teéricos [12, 16, 18—
20]. Mostraremos que este segundo ansatz leva a um conjunto de solugdes mais amplo que
o primeiro, contendo as solucoes daquele como caso particular.

Vamos procurar solugoes para tempos recentes, ou seja, com p,,, = 0, e para um universo

espacialmente plano. Tomaremos, para o termo cosmolégico, a equagao de estado do véacuo,

PA = —PA-

A. 1° ANSATZ

Fazendo p,, = 0, k = 0 e usando a equacao de estado do vacuo, py = —pa, as equacoes
de Brans-Dicke podem ser escritas como

d(pa®) 8
dt 342w

(P + 3PA) a37 <60)

p=—3Hpp,, (61)
) .
8T by wi

3 ¢ 6%
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Usando nosso ansatz p = 3;%2 e G= %, obtemos
p=3a\H, (63)
6= (69
e

¢ = 8TAGo(1 + q). (65)

Com ajuda das equagoes (63)-(65), podemos reescrever (60)-(62) na forma
(34 2w)AGo[g + (1 + q)3H] = 3aAH + 3pa, (66)
pm = aXH(1 4+ q), (67)
PR (68)

Go 6
A equagao (68) nos diz que ¢ é constante, pois «, Gy e w 0 sdo. Assim, ¢ = 0, e a equagao
(66) se reduz a
(34 2w)AGo(1 + q¢)H = aAH + py. (69)

Podemos também verificar, com ajuda de (67), que p,, < H.

Usando as equagoes (63) e (67), podemos obter a densidade do vacuo,

pr = aXH(2 — q). (70)
Substituindo A = %, obtemos py = O‘(Qg; (gHQ. Como py = %, concluimos que A =

a(2 — q)H?, o que nos sugere nosso 2° ansatz, com 3 = «(2 — q), a ser usado mais adiante.
Esta relacao tem sido considerada, em diferentes contextos tedricos, na literatura recente
16, 20, 21].

Levando (63) e (67) em (61), obtemos

1
— —(1
I (1+q)t+C,

onde C' é uma constante de integracao. Faremos C' = 0, de forma que H — oo para t — 0.

Temos entao
1 1

= . 71
1+qgt (1)

Substituindo H por a/a em (71), temos ainda
a= AtT, (72)
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onde A é outra constante de integracao.
A densidade relativa de matéria, definida em relacao a densidade critica, pode ser obtida

usando-se G = 8%\. Assim, p. = 3\H, e, usando (67), obtemos

pm  a(l44q)
Q,="2= "7 73
o 3 (73)

Substituindo ps da equagao (70) na equagao (69), temos ainda

a  (3+2w)(l+q)
= (74)

Comparando os valores de & dados pelas equagoes (68) e (74), podemos obter uma relagao

entre w e ¢, dada por

(34 2w)(1 +q) = 2+q—%(1—|—q)2 (3—q). (75)

Podemos também, eliminando w das equagdes (68) e (74), obter & em funcdo somente

de g,

o 12(2+q)+3(1+q)°
G~ (B9 +12 (76)

Com essas relagoes em maos, podemos obter resultados passiveis de comparagao com

observagoes correntes [22]. Se, por exemplo, ¢ = 0, das equagoes (75) e (76) obtemos
w==6/5ea/Gy=9/5 De (71) obtemos Ht = 1. Da equacao (72) temos a = At. E de
(73), Qn/a = 1/3. Como o ~ 1, podemos ver que 2, ~ 1/3, em acordo com estimativas
astrondomicas [23]. O parametro de idade Ht estd também em muito bom acordo com
observagoes de aglomerados globulares [24].

Se, por outro lado, fizéssemos ¢ = —1, ao invés da equagao (71) obteriamos H = cons-
tante, ou seja, o universo de de Sitter, com p,, = 0 e p, constante. Vale notar, porém, que
q = —1 nao satisfaz a equagao (75), ou seja, o universo de de Sitter ndo satisfaz as equagdes

de Brans-Dicke para este ansatz.

B. 2° ANSATZ

Da mesma forma que no primeiro ansatz, vamos partir das equacoes de Brans-Dicke com

pm =0 e k=0. Usando a equagao de estado do vacuo, py = —px, temos
d(éag) 8 3
= 3 7

18



p=—3Hpy, (78)

oSOy o (79)

30 ¢ 6 ¢
Tomando nosso ansatz A = BH? e G = %, e lembrando que py = %, obtemos
pa = BAH. (80)

Além disso, da mesma forma que no primeiro ansatz, temos também

. 8’/T)\G0

1

o= (81)
e

¢ = 8TAGo(1 + q). (82)

Usando as equagoes (80)-(82), podemos reescrever (77)-(79) na forma

(34 2w)AGo[d + 3H(1 4 q)] = p + 36\H, (83)

p+3Hp— 3B H? =0, (84)

p=3AGoH |2+ q— =(1+q)?|. (85)

6

Temos aqui um sistema soluvel, de trés equagoes com trés fungoes a determinar, H, p e q.
Substituindo p dada por (85) na equagao (83), obtemos
6 B3+2w)[g+3H(1+q)] - 3H[2+q— $(1+9)*
Go 3H

Desta forma, sabendo-se que G% é constante, ficamos diante de duas possibilidades: ou ¢ = 0,
B_.

GT)’

. (86)

caso em que temos uma simples relagao entre g e ou (86) é uma equagao de evolugao,

com ¢ # 0.

1. Ocaso¢g=0

Neste caso, a equagao (86) se torna

goz(smw)(uq)— 2+q—%(1+q)2 - (87)

Usando (85) em (84), obtemos, por integragao,

1 3Gol2+q-§(1+9)° -8

"ty
H Go[2+q—2(1+¢)?
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Podemos fazer C' = 0, de forma que H — oo para t — 0. Logo,

=", (88)
t
onde
Go[2+q—%(1+q)
3Go[2+q—5(1+q)? -5
Da equagao (88), substituindo H por %, obtemos
a= At", (90)
onde A é uma constante de integragao.
Por outro lado, de (90) podemos obter ¢ = 177” Portanto,
1
S 91
" 14y o1
Podemos assim escrever as equagoes (88) e (90) como
1 1
= —- 92
1+gqt’ (92)
a= At (93)
Substituindo n da equagao (89) em (91), obtemos
= [pro-Faso]
— = |2 ——(1 2—q). 94
G +te—(1+49)7° (2-4q) (94)
Com a equacao (94) podemos obter
w
pa = BAH = AGoH |2+ = 2 (14| 2~ g). (95)
Usando as equagoes (85) e (95), temos ainda
w
pmzp—pAZAGJIP+q—6O+ﬂfhl+®- (96)

Para obtermos a densidade relativa de matéria, definida em relacao a densidade critica,

precisamos calcular antes esta tltima. Usando nosso ansatz G = L, temos

8T’
_3 o (97)
Pe=SnG ~ '
Logo, das equagoes (94), (96) e (97), obtemos
pm _ B (1+4q
Q, =Pm =2 (2T 08
pe 3 (2——q> (58]
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Comparando G% dado por (87) - obtido usando-se as equagdes (83) e (85) - com aquele
dado por (94) - obtido com base nas equagoes (84) e (85) -, podemos obter uma relagao
entre w e q,

(34 2w)(1 +q) = 2+q—%(1+q)2 (3—q). (99)

Podemos também, eliminando w das equagoes (87) e (94), obter G% em fungao somente

de q,
B 122+ q) +3(1+q)?

G~ U+9B-gr12 C70 (100)

Vamos agora comparar os resultados deste ansatz (A = $H?) com os do primeiro (p =

3;%2). Se compararmos o valor de p dado por (85) com o valor obtido da equacao (63) do

primeiro ansatz, obtemos

%(1 +q)?|, (101)

que é igual a equagao (68) do primeiro ansatz. Entao, a equacao (95) pode ser escrita como

Oé:G(] 2+q—

pr = @AH (2 — q), (102)

que é idéntica a equacao (70) do primeiro ansatz. A equagao (96), por sua vez, pode ser
reescrita como

pm = aNH (1 + q), (103)

que equivale & equagao (67) do primeiro ansatz.

A equagao (94) pode ser posta na forma

B=a(2-q), (104)

ja antecipada no primeiro ansatz. Usando a equagao (104), podemos verificar que as equagoes
(98) e (100) sao idénticas as equagoes (73) e (76) do primeiro ansatz. Por fim, podemos
verificar que as equagoes (92), (93) e (99) s@o iguais as equagoes (71), (72) e (75), respecti-
vamente, do primeiro ansatz.

Concluimos, assim, que na teoria de Brans-Dicke o ansatz A = 3H?, com ¢ constante, é

equivalente ao ansatz p = 3;%2 [25].
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2. Ocaso¢#0

Na equagao diferencial (86), substituindo H por % e separando as varidveis, obtemos

dq 3 da
(Go(6w+6)2+6w(Go+ﬂ)) _ (q + M)Q T 3+2wa

Gow?

w

6

Go(6w+6)24+6w(Go+)

Analisaremos inicialmente o caso em que a grandeza Coi?

é positiva. Nas secoes

2.3 e 2.4 analisaremos os casos em que a mesma ¢ negativa ou nula, respectivamente.

Se Go (6w+6)2+6w(G0 +3
Gow?

) > 0, podemos integrar esta equagao fazendo

s Go(6w +6)* + 6w(Go + )

G0w2
e
6+ Tw
zZ=q-+ .
w
Assim, obtemos
6 / dz= 3 da
wl kK2—22 3+2w/) a
Sua solucao é dada por
3+2w
o= AlETLt ol
- K—q— 6+w7w ’

onde A é uma constante de integragao.

FazendoB:ff—k%,C:m—%eD:%,temos

D
B +q
=A|l— 105
o/ g (105)
Se b
B +q B +q
—— <0=a=A . 106
et <osa=a(2E0) (106)
Se 5
B+g¢ (B + q)
— >0=a= — | . 107
4 — (107)
Vamos resolver as equagoes (106) e (107), de forma a encontrar as fungoes ¢, H e p.
2.1 - Solugao da equagao (106)
Fazendo » = § e invertendo a equacao (106) obtemos
B+ Czp
g= 2o (108)
D — 1
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Com a definicao de ¢, a mesma se torna
#2(B 4 Cx?) 4 zi(zD — 1) = 0.
Fazendo y =2 ey = %, temos
y(B+ CaB) + y'z(xD — 1) =0,

cuja solucao é
Cl xB

(zD — 1)D(B+0)’

y(z) =

onde (] é uma constante de integracao.

E facil ver que H =2, 0 que leva a

B-1
Hz) = — O1° . (109)
(x5 — 1)D(B+C)

Por outro lado, temos dt = %‘"’, de forma que

(27% _ 1)D(B+C)
t :/ R (110)

As equagoes (108)-(110) sao solugdes das equagdes (83) e (85) de Brans-Dicke. Vamos
verificar agora se elas satisfazem a terceira das equacoes de Brans-Dicke, a equagao (84).

Fazendo p' = dp e usando p dada por (85), a equagao (84) se torna

SAGO{ZIZP—F(]—:G—FQ)}—FHZ:(‘; lg_w§+q)]}+

+i {3)\GOH {2 +q-(1+ q)ﬂ - B)\H} -

Usando as equagoes (108) e (109), obtemos

3 __{(C+1)x113+(B—

1) w 2
— 24q——(1+ }-i-
o o [ 1- S0+ + o

+3 [2+q—cg(1+q)2}.

Substituindo nesta equacao o valor de x dado por (106) (apés fazer x = %), obtemos entao
£_4_8_B0(w—3) (B—-0C)(w — BCw g
Go 3 3D(B+C) 3D(B + C 2
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wB-C)+w-—3 9 w Wl 3
3D(B + C) _]Q+[3D(B+C)+6]q' (111)

B

Nesta equacao, w, Go B, C, e D sao constantes. Portanto, para ¢ varidvel, os coeficientes

de q, ¢% e ¢ devem ser nulos simultanea e identicamente. Isto ocorre somente para w = —1

e G% = —3. Como G ¢é positivo, concluimos que 3 é negativo, ou seja, que a “constante”

cosmolégica (e, portanto, a energia do vacuo) tem que ser negativa.

Temos, entao, B = 12+ 1, C = 12 —-1e D = — Assim, as equagoes (106),

3“)_‘
no

(108)-(110) podem ser escritas como

R
<\/12+1+q> =
T = s

yer-ord 112
g—V12+1 (112)

VI2 41+ (V12 = 1Da V12
- +1+ Eﬁ )z 7 (113)

r—Vviz — 1
H=Ca/® (a2 1), (114)
1

Oyt = (115)

)
Na tultima delas, escolhemos convenientemente uma segunda constante de integragao, de
forma que a — 0 quando t — 0.

As equagoes (113)-(115) estao representadas nos graficos 1 e 2 do Apéndice. Observando

os gréficos de (113) e (115), verificamos que a equacao (106) dé origem a dois universos

a

distintos. Em um deles, temos a = 0 em ¢ = 0 e, quando ¢ — +00, 4 — 1 assintoticamente.

Ao mesmo tempo, ¢ = vV12 — 1 em a = 0, tendendo a +oo assintoticamente. Sendo ¢

a

positivo, a expansao ¢ desacelerada, com sua velocidade tendendo a zero quando § — 1.

No segundo caso, temos a origem do tempo em —oo, com a se expandindo desde o valor

assintotico 4 = 1 até 4 — +oo, para Cit — —\/%. Por outro lado, ¢ é inicialmente —oo,

quando § — 1, e cresce tendendo assintoticamente para —(1/12 + 1), quando § — +o0.
Sendo ¢ negativo, a expansao é acelerada, ou seja, o fator de escala deste universo tende
desenfreiadamente para +oco.

Usando a equagao (112), podemos expressar as equagoes (114) e (115) em fungao de ¢:

48C,
=1 11
¢ +2q— 11 (116)
(§]
—V12+1
o T e e (117)

24 ’
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onde o dominio de g é [v/12 — 1,400), em um universo, e (—oo, —v/12 — 1), no outro. A
equagao (116) esta representada no grafico 3 do Apéndice.

O parametro de idade pode ser obtido usando as equagoes (116) e (117), levando a

2q — 21242
= 44 + (118)
¢ +2q—11
(ver gréfico 4).
Usando as equagoes (80) e (85), obtemos
1 2
pm = p— pr = 3NGoH [3+q+6(1+q) } :
Substituindo nesta a equagao (116), temos
2
q°+8q+19

m = 240\GoCy | —i—— 119
P ’ 1<q2+2q—11 (119)

(ver gréfico 5).
A densidade relativa de matéria, definida em relacao a densidade critica, pode ser obtida

com ajuda das equagoes (116) e (119), resultando em

Qo Pm __Pm
Go 3)\G0H PA

1
= 6((12 + 8¢ + 19). (120)

As equagoes (119) e (120) podem ser expressas em funcao de z, com o uso da equagao

(113). Assim, temos

P — (4~ V12)2V2 + (4 + VI2)a VT (121)
3AGoCy
e

QA+ VIR 44— V12 129
Gy g2V1Z _9p—V12 4 ] (122)

representadas no grafico 6 do Apéndice.

Substituindo a equagao (116) em (80), obtemos ainda
48

PA (123)

3NGoCh @ +2¢— 11

(ver o grafico 7).
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2.2 - Solugao da equagao (107)

Fazendo as mesmas transformacoes e seguindo os mesmos passos que foram usados na

solugao da equacao (106), obtemos as seguintes equagoes:

1
- B
- O‘Tfi (124)
D + 1
Cle_l
H == b@oy (125)
1)
¢ 1 1 D(B+C)
t:/ (+? +1) dz, (126)
Ol.Z'B

com B, C e D definidos como antes.

As equagoes (124)-(126) sao solugoes das equagoes (83) e (85) de Brans-Dicke. Vamos
verificar também se satisfazem a terceira equagao de campo, a (84). Novamente, fazendo as
mesmas transformagoes e seguindo os mesmos passos usados na solu¢ao da equacao (106),

chegamos a mesma equagao (111) obtida anteriormente. Como j& vimos, somente com

w=—1le Gﬂo = —3 se anulam simultaneamente os coeficientes de ¢, ¢* e ¢ nessa equacao.
Logo, da mesma forma que antes, B =+v12+ 1, C=+v12—-1,e D = —\/%.
Portanto, as equagoes (107) e (124)-(126) podem ser escritas como
V12 +1 ~7n
oo (Y2t Ta , (127)
Vv12—-1—gq
(V121 VR - 121 198
q - x—\/ﬁ + 1 I ( )
2
H=CaV? (2724 1), (129)
1 1
Cit =— (130)

VR (/1) VI
Na ultima delas, escolhemos a segunda constante de integracao de forma que a — 0 quando
t— 0.

As equagoes (128)-(130) estao representadas nos graficos 8 e 9 do Apéndice. Observando
os graficos de (128) e (130), verificamos que a equagao (107) gera apenas um universo. Temos

a=0emt=0,ea— +oo quando Cit — \/% Por outro lado, ¢ = V12 — 1 em a = 0,
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diminui a medida em que a cresce, torna-se negativo e, quando a — +oo, ¢ — —v/12 — 1.
O fator de desaceleracao ¢ positivo até § ~ 0,8, tornando-se negativo a partir de entao.

Usando a equagao (127), podemos expressar as equagoes (129) e (130) em fungao de ¢:

48CH

H=———"+ 131
@2 +2¢—11 (131)
€
—V12+1

onde o dominio de g é (—v12 — 1,12 — 1] (ver o grafico 10).
O parametro de idade, por sua vez, pode ser obtido usando-se as equagoes (131) e (132),

levando a
2 — 24/12 + 2
ot = 4 +
¢ +2q—11

(133)

(ver gréfico 11).
Como no caso da solucdo da equagao (106), usando as equagoes (80), (85) e, posterior-
mente, a equacao (131), obtemos

(134)

2

q +8q+19

= —240GyCy (L2
P ° 1<q2+2q—11

(ver gréafico 12). A densidade relativa de matéria, definida em relagdo a densidade critica,
pode entao ser obtida com ajuda das equagoes (131) e (134), sendo dada por

Qm Pm Pm 1 2
Qn __Pm Lo e gy 135
Go  3\GoH _ pa g€ +8a+19) (135)

Como podemos observar, as equagoes (120) e (135) sao idénticas.
As equagoes (134) e (135) podem ser expressas em fungao de z, com ajuda de (128).

Assim, temos

P — (4~ V12)2V2 + (4 + VI2)a~ VT (136)
3NGCy
e

Q. (4 +V12)27 2 44— /12 137
Gy o2 ppViEiq (137)

as quais estao representadas no grafico 13. Observamos que (121) e (136) sao iguais.

Substituindo a equacao (131) em (80), obtemos ainda
48

PA (138)

3A\GoC1 2 +2¢—11

(ver o gréfico 14).
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2.3 -0 caso K2 <0

As solugoes encontradas nas segoes 2.1 e 2.2 originaram-se da equagao diferencial (86),

Go(6w+6)2+6w(Go+8)
Gow?

supondo-se que > 0. Suponhamos agora que esta grandeza é negativa.

Podemos resolver a equagao (86) fazendo

9 Go(6w + 6)* + 6w(Go + 5)
K= —
Gow?

6+ Tw
Z2=q+ o

Assim, obtemos

6 dz 3 da

CWKP24+ 22 342w a

Y

cuja solucao é

6 + 4w q+ &
a=Crexp | — — arctan ——*— |,
WK K
onde C] é uma constante de integracao.

’
Fazendo D' = 25 ¢ F = ™ ficamos com
6+4w w

at+E

a = Cye prarctan £ (139)
Tomando a funcao inversa e fazendo x = In o obtemos
q= —r"tan(D'z) — F, (140)
ou ainda, com o uso da defini¢ao de ¢,
i+ [l — & tan(D'z) — E] = 0.
Fazendo y =4 ey = %, obtemos
Y +y[l — &' tan(D'z) — E] = 0,

cuja solucao é
/

y(z) = H = CoeB=V[cos(D'x)] 77, (141)

onde C5 é uma constante de integracao.

Como dt = %x, temos ainda

t= / cos(D0)]7 (142)

Cze(E—l):c
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As equagoes (140)-(142) sao solugdes das equagdes (83) e (85) de Brans-Dicke. Vamos

verificar se satisfazem também a equacao remanescente (84). Fazendo-se p = % e usando-se
o valor de p dado por (85), a equagao (84) se torna
dH w dg |3 —w(l+q)
AGod 24— 21 ﬂ 7 ) et Sl 2}
3G0{dm{+q 6( o]+ dm[ 3 *
+3{9G¢1P+q—za+qﬂ-qﬂﬂ}:o
Usando a equagao (141), obtemos
ﬁ / / [ w 2] dq 3 — w(l + Q)
—=|EF+2 tan(D 2 ——(1 — | —].
e [E+2+ K'tan(D'z)] |2+ ¢ 6( +q) o 3
Com ajuda agora de (140), chegamos a
s { w 2] q
— =(2- 2 ——(1 — 3 —w(l 143
G =20 2ta- U+ +gp B w4+l (143)
pois 3; = %.
Da equagao diferencial (86), podemos obter
i 2+q—3(+qP - B+2w)(1+9+5
3H 3+ 2w '
Substituindo esta expressao em (143), temos
3w 3w? I} llw  7w? I}
04+ 42 3l 6
—|—2+2 wGO—l—( 2—|—2 ng q—+
w bW\ o, (w W\
_3_ 4= Z 4= =0. 144
+<3 5 T 2>q+<2+2>q (144)

Pode-se verificar que as equagoes (111) e (144) sao idénticas. Nesta tltima, w e G% sS40

constantes. Portanto, para g varidvel, os coeficientes de ¢, ¢% e ¢* devem ser simultaneamente

nulos, o que s6 é possivel se w = —1 e Gﬂo = —3. Mas a equagao (139) é solugao da equagao
2

diferencial (86) fazendo-se k2 = —GO(GWF%OZG;"(GOW ) Paraw = —1e G% = —3, temos

k' = —12, contrariamente & nossa suposicao inicial de que &2 > 0.

Portanto, no caso ¢ # 0, a equacao (139) satisfaz as equagoes (83) e (85) de Brans-Dicke,
mas nao a equacgao (84). Esta ultima sé é satisfeita se ¢ = 0, caso em que a equagao (143)

se reduz a equacao (94), ja estudada. Se, por exemplo, ¢ = 0, a equacdo (99) nos fornece

6

w =z, e a equagao (144) se torna

3 3 1 w 18

G w2t~ 75

Este valor coincide com o obtido no caso ¢ = 0.
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2.4 - 0 caso k* =0

Para esgotar todos os casos (e solugdes) possiveis, suponhamos agora que a grandeza

Go(6w+6)24+6w(Go+3)

o é nula. Da equagao diferencial (86) obtemos

_7/ da
_3+2w a’

6+ 7w

onde fizemos, como antes,

zZ=q-+

Sua solucao é
1 w a

= In —
g+ T 23+ 2w) Oy

onde ('] é uma constante de integragao.

Fazendo D" = 2(3i2w) e, como antes, F = %, ficamos com
1 a
——=D"In—-.
g+ FE 4

Introduzindo a variavel auxiliar x = In Cil, temos entao

1
- D'y

Com a definicao de ¢, a mesma se torna
i* + D"(1 — E)xi® + D"xi = 0,
ou, fazendo-se F' = D"(1 — F),
i? + Fzi® + D"zi = 0.
Tomando agora y = & e 3y’ = %%, obtemos
y+ Fey+ D"xy =0,

cuja solucao é
Fz+1n x>

y(x) = H = Cyexp <_ D

onde (5 é uma constante de integragao.
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Da mesma forma que no caso anterior, as equagoes (145) e (146) sao solugoes das equagoes
(83) e (85) de Brans-Dicke. Vamos verificar se satisfazem também a equagao (84). Fazendo-
se pl = g—fc e usando-se a expressao de p dada por (85), a equagao (84), como ja vimos no
caso anterior, torna-se

dH w 5 dg |3 —w(l+q)
3AGO{dm {2+q 6(1+q)}+Hdm[ 3 +

+3 {3/\G0H [1 ra- 20+ q)ﬂ - ﬁAH} 0.

Usando a equagao (146) e, em seguida, a (145), chegamos & mesma equagao (143) do caso
anterior, a qual, como ja vimos, nos leva a (144). Portanto, solu¢oes com ¢ variavel s6 sao
possiveis se w = —1 e G% = —3. Para estes valores, entretanto, k2 = 12, contrariamente a
suposi¢ao inicial de que k? = 0. Concluimos assim que, também neste caso, a equagio (84)

nao é satisfeita, ou seja, nao hé solucao com ¢ variavel.
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VI. CONCLUSAO

Nesta dissertacao encontramos algumas solucoes exatas da cosmologia de Brans-Dicke,
usando dois diferentes ansatz. Mostramos que o primeiro é um caso particular do segundo,
quando o parametro de desaceleracao ¢ é constante.

Como pudemos verificar, no primeiro ansatz a relacao entre a densidade de matéria e
a densidade de energia do vacuo é constante, caracterizando uma possivel solucao para o
chamado problema da coincidéncia césmica, isto é, a aproximada coincidéncia observada
atualmente entre essas duas densidades. Esta possibilidade nao ¢ apenas qualitativa, mas
passa também por uma analise quantitativa mais cuidadosa, pois uma densidade relativa de
matéria ao redor de 1/3, como indicado pelas observacoes, leva a um parametro de idade
Ht =~ 1, o que corresponde a uma idade do universo de aproximadamente 14 Gano, também
em acordo com os limites observacionais.

No entanto, esse ansatz apresenta suas proprias limitacoes. A mais séria delas é um
parametro de desaceleragao constante (igual a zero, para Ht = 1). Apesar de alguns autores
26, 27] ndo descartarem a possibilidade de uma expansdo uniforme ao longo de toda a
evolucao do universo, uma fase inicial de expansao desacelerada é normalmente considerada
necessaria para a formacao de grandes estruturas. Por essa razao temos considerado nosso
ansatz valido apenas no limite de tempos longos, o que diminui a capacidade preditiva do
modelo.

Com o segundo ansatz, além do caso ¢ constante, encontramos trés solugoes com gq
variavel, nas quais a densidade de energia escura é negativa. Em uma delas o parametro de
desaceleracao é sempre muito positivo. Em outra, é sempre muito negativo. Portanto, estes
dois casos sao interessantes apenas do ponto de vista tedrico, pois nao estao de acordo com
as observagoes.

Por fim, encontramos uma solucao em que o parametro de desaceleracao ¢é inicialmente
positivo, tornando-se depois negativo, mas sempre finito. Neste caso (como também em um
dos casos anteriores) temos um big-rip futuro, com o fator de escala, a densidade de matéria
e o parametro de Hubble divergindo em um tempo finito, mas com a densidade relativa de
matéria permanecendo finita. Como se pode ver do grafico 11 do Apéndice, para valores
do parametro de idade no intervalo correspondente as observagoes, 0,8 < Ht < 1,3, os

valores do parametro de desaceleracao se encontram no intervalo —2,0 > ¢ > —2,9. Com
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ajuda dos gréaficos 8 e 13, pode-se ver também que, para este intervalo de ¢, os valores da
densidade relativa de matéria estao no intervalo 1,1 > Q,, /Gy > 0,7. Como sabemos das
observagoes, 0,4 > €,, > 0,2, e portanto esta solucao satisfaz as observacgoes, desde que
Gy esteja aproximadamente no intervalo 0,3 < G < 0,4. Além disso, apds esse periodo,
Q,,/Gp tende para um valor constante da ordem de 0,5, o que também caracteriza uma
possivel solugao para o problema da coincidéncia césmica.

Nas trés solucoes com ¢ variavel, é interessante observar que o tempo cosmologico varia
linearmente com ¢, o qual pode, portanto, ser usado para definir a marcacao do tempo. E
interessante observar também que a densidade de energia total pode ser negativa, pois a
densidade de energia escura ¢ negativa. Na ultima solugao, por exemplo, p é positiva até
q ~ —2, 3, tornando-se negativa a partir de entao.

Um resultado que pode parecer limitador sao os valores encontrados para o parametro w
de Brans-Dicke, dado que observacoes na escala do sistema solar impoem limites extrema-
mente altos para o mesmo. Lembremos, no entanto, que estamos considerando a versao mais
simples das teorias escalar-tensoriais, a qual tem aqui apenas carater efetivo. Corregoes a
relatividade geral, se existem, podem ser dependentes de escala, de forma que observagoes
no sistema solar nao limitam, em principio, correcoes em escala cosmoldgica. Em particu-
lar, nenhuma dependéncia temporal do campo escalar de Brans-Dicke (e, portanto, de G)
deve ser esperada no sistema solar, onde a métrica é estacionaria, enquanto que nenhuma
dependéncia espacial deve existir em larga escala, por conta do principio cosmologico.

Desta forma, uma generalizacao das solugoes aqui estudadas parece ser necessdria, seja
no sentido de modificar nossos ansatz no caso de tempos pequenos, seja no de considerar
teorias escalar-tensoriais mais gerais, com w dependente de escala. O estudo aqui realizado,
ainda que de escopo mais limitado, mostra a potencialidade e variedade de solugoes em tais

contextos.
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