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RESUMO 
 

 

Neste trabalho apresentamos um problema de planejamento e programação da 

produção numa fundição automatizada de grande porte. Este problema consiste em programar 

simultaneamente os fornos e as linhas de moldagem, ou seja, devem-se determinar as 

quantidades adequadas das ligas e peças produzidas pelos fornos e pelas linhas de moldagem 

em cada período do planejamento, respeitando-se as capacidades e atendendo a demanda com 

o mínimo de atraso. Um modelo matemático já foi proposto em Araujo e Arenales (2004) o 

qual foi resolvido com um pacote de otimização inteira utilizando uma técnica de horizonte 

rolante. No presente trabalho foi desenvolvido uma Heurística Lagrangiana para a resolução 

do problema. Resultados computacionais são apresentados comparando a Heurística 

Lagrangiana, o método desenvolvido em Araujo e Arenales (2004), a solução obtida na 

prática, e a solução da nova versão do pacote. 

 

Palavras-chave: Dimensionamento de Lotes, Heurística Lagrangiana, Programação da 

Produção, Fundições. 

 
 

 

 



ABSTRACT 
 

 

In this work we present the production planning and programming problem that arises 

in a large automated foundry. This problem consists in to program simultaneously the 

furnaces and the molding lines, i. e., it must to determine the right quantity of alloys and items 

to be produced by the furnaces and molding lines in each planning period, satisfying  the 

capacities and attending the demand with minimum backorders. A mathematical model was 

proposed in Araujo and Arenales (2004) which was solved by an integer optimization package 

in a rolling horizon basis. In this work we developed a lagrangean heuristic to solve the 

problem in order of to eliminate the necessity of the package. Computational results are 

presented comparing the lagrangean heuristic, the method developed by Araujo and Arenales 

(2004), the practical solution and the solution of the package new version. 

 

Keywords: Lot Sizing,  Lagrangean Heuristic, Production Programming, Foundries.  
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CAPÍTULO 1 

Introdução 

Com o Brasil sendo o sétimo produtor de fundidos no mundo, (R. Modern 

Casting, ed. dez/2005), e com os percentuais crescendo anualmente, devido em grande parte 

às condições naturais extremamente favoráveis  do país, que possui todas as matérias-primas 

além de tecnologia de ponta e mão de obra qualificada, atualmente, as fundições estão 

presentes em todas as regiões do país produzindo desde peças simples de uso doméstico, até 

as mais sofisticadas, como autopeças de veículos e peças e/ou partes de máquinas e 

equipamentos de uso industrial. Segundo o relatório da Associação Brasileira de Fundição 

(ABIFA) em agosto de 2006 o setor produziu uma média diária de 11.987 toneladas, exportou 

64.856 toneladas, gerando cerca de 57.753 empregos diretos, com o incremento de produção 

em torno de 5,9% em relação ao ano de 2005. 

Segundo Campos e Davies (1978), devido a ausência de estudos científicos a 

respeito da solidificação dos metais havia um preconceito generalizado na década de 70 pelas 

indústrias sobre a qualidade metalúrgica inferior dos produtos conformados por solidificação 

(fundição e lingotamento) em relação à dos produtos conformados por deformação mecânica 

(laminação, extrusão e forjamento). No entanto, nas últimas décadas a tecnologia nessa área 

se desenvolveu muito com a criação de novas técnicas de moldagem e fusão e, ainda, com o 

desenvolvimento de novos materiais e ligas especiais com propriedades características. 

A grande maioria da produção brasileira de fundidos é fabricada por fundições 

cativas, que são departamentos de grandes empresas (por exemplo, algumas montadoras de 

automóveis) cuja produção é destinada, basicamente, para consumo próprio. Essas fundições 

cativas estão orientadas para a produção em série, automatizada e fabricam grandes 

quantidades de cada item. Este trabalho enfoca problemas de planejamento e programação da 
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produção, numa fundição cativa do interior do estado de São Paulo.  

Mesmo nessas fundições cativas, é possível perceber a deficiência na utilização 

de métodos científicos para auxiliar na programação da produção, ou seja, dar subsídios para 

o setor de gerenciamento da produção dentro de uma empresa que é responsável pela 

transformação de matérias-primas em produtos acabados. Este setor denomina-se 

planejamento e controle da produção (PCP) e coordena todas as atividades, desde a aquisição 

das matérias primas até a entrega dos produtos. 

A estrutura hierárquica de um sistema PCP pode ser dividida em três níveis de 

planejamento distintos: estratégico, tático e operacional (Anthony, 1965). 

a) Estratégico: definem-se as metas globais da empresa e as políticas 

adequadas para atingi-las, determina objetivos em longo prazo. 

b) Tático: responsável pela utilização eficiente dos recursos disponíveis, 

cumprindo os objetivos do estratégico. Decisões de médio prazo. 

c) Operacional: Está relacionado ao dia-a-dia da produção, ou seja, decisões 

de curto prazo.  

Este trabalho enfoca problemas de dimensionamento de lotes envolvendo 

problemas de tomada de decisão relacionados com o planejamento tático-operacional, 

especificamente voltado para o setor de fundições. O planejamento da produção nestes níveis 

consiste no processo de determinar o quanto e quando produzir e/ou comprar num horizonte 

de planejamento finito. Também determina os níveis de estoque e os recursos necessários 

(Thomas e McClain, 1993). 

O problema de dimensionamento de lotes consiste em planejar a quantidade de 

itens a ser produzida em várias (ou única) máquinas, em cada período ao longo de um 

horizonte de tempo finito, de modo a atender certa demanda, podendo estar sujeito a algumas 

restrições, como por exemplo, restrições de limitação de capacidade, tendo como objetivo 

otimizar uma função, que pode ser, minimizar custos. 



 15

O problema de dimensionamento de lotes pode ter um único estágio ou múltiplos 

estágios de planejamento. Um sistema tem um único estágio quando os itens a serem 

produzidos são independentes, isto é, um item não depende do outro para ser produzido. Nos 

sistemas com múltiplos estágios um item final possui itens componentes, cuja produção ou 

compra também pode ser planejada. 

Em Araujo e Arenales (2004) foi proposto um modelo inicial para o problema de 

dimensionamento de lote numa fundição de grande porte. Este modelo foi resolvido com um 

pacote de programação inteira. No presente trabalho foi implementado um método 

computacional para o modelo matemático desenvolvido em Araujo e Arenales (2004), 

buscando diminuir custos e a resolução de problemas de coordenação. Os resultados 

computacionais do método proposto foram comparados com aqueles obtidos pelo pacote e 

com os obtidos na prática pela indústria. 

O trabalho está dividido da seguinte forma:  

No Capítulo 2 tem-se uma revisão bibliográfica dos problemas de 

dimensionamento de lote e a descrição de alguns métodos de solução; o método de Wagner e 

Whitin (1958), a Heurística Lagrangiana de Trigeiro et al. (1989) e a Heurística Lagrangiana 

de Toledo e Armentano (2005). Tais métodos serviram de base para o desenvolvimento 

descrito no Capítulo 3, onde trataremos do Planejamento e Programação da Produção numa 

Fundição Automatizada de Grande Porte e apresentamos um modelo matemático, bem como 

um método de solução. No Capítulo 4, serão expostos os resultados computacionais obtidos 

com o método de solução e, finalmente, no Capítulo 5 apresentamos as conclusões e 

sugestões para pesquisas futuras. 
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CAPÍTULO 2 

Revisão Bibliográfica 

 

Os primeiros estudos de problemas de dimensionamento de lotes ocorreram com 

o Economic Order Quantity (EOQ) em 1913 (Harris, 1990), que consiste num modelo sem 

restrição de capacidade e com um único item. A demanda é estacionária, ou seja, ocorre 

continuamente com uma razão constante. Os períodos de tempo são contínuos e o horizonte 

de planejamento é infinito. É possível resolver este problema otimamente por uma expressão 

analítica. 

Posteriormente, surgiram modelos que tentavam se ajustar cada vez mais à 

realidade. Em 1950 surgiu o Economic Lot Scheduling Problem (ELSP) que considera 

restrições de capacidade e vários itens. A demanda também é estacionária e os períodos de 

tempo são contínuos com um horizonte de planejamento infinito. Resolver o ELSP 

otimamente consiste num problema da classe NP-difícil. 

O próximo avanço se deu no sentido de considerar a demanda dinâmica. Surge 

então o modelo de Wagner e Whitin (1958) que tem como características diferenciais o fato 

de se tratar de um modelo que assume um horizonte de planejamento finito dividido em vários 

períodos discretos, sendo que a demanda é dada a cada período e pode variar, ou seja, tem-se 

uma demanda dinâmica. Wagner e Whitin (1958) propõem um método para resolver este 

problema otimamente em tempo polinomial. Evans (1985a) propõe um algoritmo com a 

mesma complexidade do algoritmo de Wagner e Whitin (1958), porém, testes computacionais 

mostraram que o algoritmo de Evans (1985b) é muito eficiente. Em trabalhos mais recentes, 

Federgruen e Tzur (1991), Wagelmans et al. (1992) e Aggarwal e Park (1993) apresentam 

novos algoritmos de menor complexidade para resolver este problema. Uma revisão 
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bibliográfica recente deste problema pode ser encontrada em Brahimi et al. (2006). 

O passo seguinte nas pesquisas, e que até hoje predomina na maioria dos estudos 

de problemas de dimensionamento de lotes, consiste, em linhas gerais, de modelos que 

consideram demanda dinâmica e restrições de capacidade simultaneamente. Tais modelos 

serão tratados com mais detalhes nas seções seguintes, onde são apresentadas uma breve 

revisão dos modelos e metodologias para problemas de dimensionamento de lotes 

encontrados na literatura. 

De acordo com Bahl et al. (1987) os problemas de dimensionamento de lotes 

podem ser divididos em dois grupos básicos: modelos monoestágio, em que a produção de um 

item não depende da produção de outros itens e modelos multiestágios, onde se tem uma 

produção dependente, ou seja, para se produzir um item é necessário que se tenha produzido 

outros itens (componentes) que serão utilizados na produção deste último.  

Revisões bibliográficas de problemas de dimensionamento de lotes são 

encontradas em Billington et al. (1983), Bahl et al. (1987), Maes e Van Wassenhove (1988), 

Goyal e Gunasekaran (1990), Kuik et al. (1994), Karimi et al. (2003). 

Na revisão bibliográfica feita por Karimi et al. (2003) é feita uma classificação 

do problema, de forma mais detalhada que em Bahl et al. (1987), considerando diversas 

características, tais como: tipo de horizonte de planejamento, número de estágios, número de 

itens, restrição de capacidade, deterioração dos itens, tipo de demanda, estrutura do tempo e 

custo de preparação e permissão de atraso no atendimento a demanda.  

2.1 O Problema de Dimensionamento de Lotes Monoestágio 

2.1.1  Problema Monoestágio com Um Único Item 

O problema de dimensionamento de lotes monoestágio com um único item 

consiste na determinação da produção dos lotes de apenas um item para vários períodos de 
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tempo, de modo a minimizar as somas dos custos de preparação, produção e estoque sobre um 

horizonte de planejamento. Deve-se também atender uma demanda preestabelecida e, pode-se 

considerar a formulação com ou sem restrição de capacidade.  

Considere os seguintes dados: 

tC  Custo unitário de produção no período t. 

tS  Custo de preparação para a produção no período t. 

tH  Custo unitário de estocagem no período t. 

td  Demanda do período t. 

M Número grande. 

As variáveis de decisão são: 

Xt Unidades produzidas no período t. 

It  Unidades estocadas no período t. 

Yt Variável binária, indicando a produção ou não no período t.  

Índice: 

t = 1, .... , T Períodos de tempo. 
 

Formulação do Problema: 

∑
=

++
T

t
tttttt )YSXCIH(min

1

                 (1) 

Sujeito a: 

tttt dIXI =−+−1             t = 1,...,T   (2)  

0≤− tt MYX          t = 1, ...,T    (3) 

01 ouYt =      t = 1,...,T   (4) 

0≥tt IeX   000 == TIeI  t = 1,...,T   (5) 
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A Modelagem Matemática acima pode ser explicada por:  

(1) A função objetivo que minimiza a soma dos custos de produção, estoque e 

preparação.  

(2) Restrições de balanceamento de estoque, ou seja, a quantidade produzida 

num período mais a quantidade disponível em estoque no início, menos o que 

sobrar em estoque no fim do período deve ser igual a demanda do período.  

(3) e (4) Restrições que asseguram que existe produção num período somente se 

as máquinas estiverem preparadas neste período.  

(5) Restrições de não negatividade. O estoque inicial e final é nulo. 

O problema Monoestágio com um único item sem restrição de capacidade pode 

ser resolvido otimamente através do algoritmo de programação dinâmica desenvolvido por 

Wagner e Whitin (1958). Cabe salientar aqui que, apesar de sua simplicidade, este problema é 

de grande importância, pois muitos problemas complexos podem ser relaxados tendo como 

resultado vários problemas mais simples, iguais a este.  

Neste e nos outros modelos a seguir pode-se considerar atrasos, definido pela 

variável −
tI  que consiste nas unidades atrasadas no período t. Desta forma a Equação (2) é 

substituída por ,dIIXII tttttt =+−+− −+−
−

+
− 11 onde +

tI é igual a variável tI  no modelo (1)-(5). 

2.1.2  Problema Monoestágio um Único Item com Restrição de Capacidade 

O problema Monoestágio para um item com restrição de capacidade, pode ser 

formulado da mesma maneira que o problema (1)-(5), acrescido no modelo às restrições de 

capacidade (8), que levam em consideração o tempo despendido para a produção e para a 

preparação de máquina. 

Considere os seguintes dados adicionais: 
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tCap  Limite de capacidade (em unidades de tempo) no período t. 

tb  Tempo necessário para produção no período t. 

tf  Tempo de preparação da máquina no período t. 

Formulação do Problema: 

∑ ∑ ∑
= = =

++
T

t

T

t

T

t
tttttt YSXCIHmin

1 1 1

     (6) 

Sujeito a: 

tttt dIXI =−+−1    t = 1,...,T   (7) 

ttttt CapYfXb ≤+    t = 1,...,T   (8) 

0≤− tt MYX     t = 1,...,T    (9) 

01 ouYt =                                  t = 1,...,T   (10) 

0≥tt IeX     t = 1,...,T   (11) 

2.1.3  Problema Monoestágio com múltiplos itens com Restrição de Capacidade 

No modelo apresentado a seguir (Trigeiro et al. 1989), a demanda é conhecida 

sobre os períodos do horizonte de planejamento, a capacidade disponível é limitada e são 

considerados tempo e custo de preparação de máquina. O objetivo do modelo é determinar um 

plano de produção que minimize os custos, sujeito a um conjunto de restrições que inclui o 

atendimento de uma demanda preestabelecida. 

Os seguintes dados são utilizados no problema: 

itC  Custo unitário de produção do item i no período t. 

itS  Custo de preparação da máquina para a produção do item i no período t. 

itH  Custo unitário de estocagem do item i no período t. 
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ib  Tempo necessário para produzir uma unidade do item i. 

if  Tempo de preparação da máquina para a produção do item i. 

tCap  Limite de capacidade (em unidades de tempo) no período t. 

itd  Demanda do item i no período t. 

M Número grande. 

As variáveis de decisão são: 

itX  Unidades do item i produzidas no período t. 

itI  Unidades do item i estocadas no período t. 

itY  Variável binária, indicando a produção ou não do item i no período t. 

Índices: 

t = 1,...., T  Períodos de tempo. 

i = 1,...., N Itens.  

Formulação do Problema:  

∑∑ ∑∑ ∑∑
= = = = = =

++
T

t

N

i

T

t

N

i

T

t

N

i
itititititit YSXCIHmin

1 1 1 1 1 1

              (12) 

Sujeito a: 

itititit dIXI =−+−1    i=1,..., N     t=1,..., T  (13) 

∑ ∑
= =

≤+
N

i

N

i
titiiti CapYfXb

1 1
  i=1,..., N     t=1,..., T  (14) 

0≤− itit MYX     i=1,..., N     t=1,..., T   (15) 

01 ouYit =     i=1,..., N     t=1,..., T  (16) 

0≥itit IeX     i=1,..., N     t=1,..., T  (17) 
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A Formulação (12)-(17) é semelhante à formulação (6)-(11). Entretanto são 

considerados vários itens, por isso, têm-se dois índices, i e t. 

Quando custos de preparação são considerados e os recursos de produção são 

limitados, Florian et al. (1980) mostram que encontrar a solução ótima para o problema com 

um único item, sem tempo de preparação é um problema NP-difícil. Bitran e Yanasse (1982) 

mostram que vários casos de problemas com um único item podem ser resolvidos otimamente 

em tempo polinomial, tornando-se NP-difícil quando um segundo item é introduzido. 

Portanto, o problema monoestágio com vários itens, ou mesmo multiestágio também é NP-

difícil. Quando se considera tempo de preparação, o problema de decisão relativo a encontrar 

uma solução factível é NP-Completo (Maes, et al.1991). 

A consideração ou não de tempos de preparação na modelagem do problema tem 

gerado algumas controvérsias. Alguns autores sugerem que os tempos de preparação já estão 

incluídos implicitamente nos custos de preparação (Maes, et al. 1991), não sendo necessário 

incorporá-los ao modelo. Outros autores, afirmam que a substituição dos tempos de 

preparação por seus custos pode levar a uma representação falsa do consumo de recursos 

(Billington, et al. (1983) e Kuik et al. (1994)).  Billington et al. (1994) destaca que o tempo de 

preparação pode ser ignorado em algumas indústrias de processo, mas em vários sistemas 

com restrição de capacidade, um dos fatores mais críticos do problema de dimensionamento 

de lotes é o tempo de preparação e não seu custo. Trigeiro et al. (1989) fazem um exemplo 

mostrando que certos problemas não devem ser formulados sem a inclusão de tempos de 

preparação.  

Quando não existem restrições sobre as capacidades, o problema monoestágio 

com vários itens passa a ser decomposto em itens, ou seja, pode ser decomposto em 

subproblemas, um para cada item a ser produzido. Assim, é possível resolver cada um destes 

subproblemas por algum algoritmo de programação dinâmica. Por exemplo, o algoritmo 
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ótimo desenvolvido por Wagner e Whitin (1958). Como veremos adiante, esta decomposição 

não pode ser feita de forma simples no problema multiestágio. 

Existem na literatura métodos ótimos e heurísticos para resolver o problema 

monoestágio, sendo que, a maioria desses trabalhos não considera tempo de preparação. 

Dentre os trabalhos onde se desenvolveram métodos ótimos sem considerar tempo de 

preparação estão: Barany et al. (1984), Evans (1985), Eppen e Martin (1987) e Hindi (1995). 

Existem vários trabalhos onde se desenvolveram procedimentos heurísticos para resolver o 

problema monoestágio sem tempo de preparação: Cattrysse et al. (1990), Singh e Rajamani 

(1991) e Kirca e Kökten (1994). Vale observar que, devido à complexidade do problema, os 

procedimentos ótimos resolvem apenas problemas pequenos, enquanto os procedimentos 

heurísticos fornecem soluções para problemas de maior porte.  

Por aumentar bastante a complexidade do problema, a quantidade de trabalhos 

que consideram tempo de preparação é bem menor, principalmente, em se tratando do 

desenvolvimento de métodos ótimos. Diaby et al. (1992a) desenvolvem um método Branch-

and-Bound. Souza e Armentano (1994) resolvem o problema com limitação nas variáveis de 

produção utilizando o algoritmo ótimo de Van Roy (1983). Armentano et al. (1999) 

representam o problema como uma rede generalizada e utilizam um algoritmo Branch-and-

Bound. Recentemente Belvaux e Wolsey (2000), Belvaux e Wolsey (2001) e Wosley (2002) 

desenvolveram um pacote (baseado no método Branch-and-Cut) para modelagem e resolução 

otimamente de problemas de dimensionamento de lotes.   

Dentre as várias heurísticas que consideram tempo de preparação não nulo 

destacam-se: Trigeiro et al. (1989) que desenvolvem um método heurístico que consiste em 

relaxar as restrições de capacidade aplicando a técnica de relaxação Lagrangiana. Em seguida, 

se a solução for infactível, um método de factibilização é aplicado, o qual transfere produção 

entre períodos na tentativa de factibilizar a solução (heurística Lagrangiana) e, finalmente, os 
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multiplicadores duais são atualizados utilizando o método do subgradiente (conforme 

apêndice), (Held et al., 1974 e Camerini et al., 1975). Lozano et al. (1991) propõe um 

algoritmo similar ao de Trigeiro et al. (1989). Araujo e Arenales (2000) fizeram uma 

modificação no método desenvolvido por Trigeiro et al. (1989) e obtiveram uma melhoria nos 

resultados computacionais. Diaby et al. (1992b) também utilizam relaxação Lagrangiana em 

conjunto com uma reformulação do problema como um problema de transporte.   

2.1.4  Problema Monoestágio com Múltiplos Itens com Restrição de Capacidade 

em Máquinas Paralelas 

O Problema Monoestágio com múltiplos itens com restrição de capacidade em 

máquinas paralelas, consiste em determinar quanto produzir de cada item para satisfazer a 

demanda em cada um dos períodos de planejamento finito. Cada item pode ser produzido em 

qualquer máquina, acarretando um tempo de preparação que é gasto antes de começar a 

produção.  

O seguinte modelo foi proposto em Toledo e Armentano (2005). 

Os seguintes dados são utilizados no problema: 

ijtS   Custo de preparação do item i na máquina j no período t. 

ijtC  Custo unitário de produção do item i na máquina j no período t 

itH   Custo unitário de estoque do item i no período t 

itd    Demanda do item i no período t, 

ijf        Tempo de preparação da máquina j para produzir o item i. 

ijb   Tempo necessário para produzir uma unidade do item i na máquina j. 

M    Número grande. 

tCap   Limite de capacidade (em unidades de tempo) no período t. 
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As variáveis de decisão são: 

ijtX   Quantidade do item i produzida na máquina j no período t (variável) 

itI  Estoque do item i no fim do período t (variável) 

ijtY   Variável binária que assume o valor 1 se o item i é produzido na 

máquina j no período t, e 0 caso contrário (variável). 

Índices: 

t = 1,...., T  Períodos de tempo. 

i  = 1,...., N Itens.  

j = 1,......M       Máquinas. 

Formulação do Problema:  

∑∑∑ ∑∑
= = = = =
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ititijtijtijtijt IH)YSXC(min

1 1 1 1 1
    (18) 

Sujeito a: 
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j
t,iijt dIIX =−+∑
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1
1   i = 1,..., N      t = 1,..., T  (19) 

∑
=

<+
T

i
jtijtijijtij Cap)YfXb(

1

 i = 1,..., N      t = 1,..., T  (20) 

ijtijtij MYXb ≤    i = 1,..., N      t = 1,..., T  (21) 

00 =iI       t = 1,..., T  (22) 

01,0 ouYIeX ijtitijt =≥       (23) 

A formulação (18)-(23) é semelhante à formulação (12)-(17). Entretanto são 

consideradas várias máquinas. 

Na formulação anterior o valor de M poderia ser substituído pelo valor mínimo 
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entre: a capacidade menos o tempo de preparação e a somatória do tempo unitário de 

produção vezes a demanda de todos os períodos restantes, ou seja, para o modelo (18)-(23) M 

poderia ser substituído por 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−= ∑
=

T

tk
ikijijijijt db,fCminθ , observe que este já é um limite 

superior suficiente para a variável ijtX . O mesmo raciocínio vale para as formulações 

anteriores. 

Há uma escassez de trabalhos que consideram o ambiente de produção com 

máquinas paralelas.  

Em Carreno (1990) é proposta uma heurística considerando os tempos de 

preparação, onde o problema abordado não permite a produção de um item em mais de uma 

máquina; a produção de cada item começa quando seu nível de estoque chega a zero; a 

demanda é contínua e o horizonte de planejamento infinito. 

Sabbag (1995) propôs uma heurística para resolver o problema de 

dimensionamento de lotes em máquinas paralelas não idênticas considerando o tempo de 

preparação de máquina; partindo-se de uma solução inicial infactível e buscando a 

factibilidade através da transferência de quantidades de produção entre os períodos e entre as 

máquinas, aplicando um passo de melhoria objetivando uma solução de melhor custo. 

Toledo e Armentano (2005) propõe uma heurística baseada na relaxação 

lagrangiana das restrições de capacidade e de otimização do subgradiente. A partir de uma 

solução infactível, obtida pela minimização do problema lagrangiano são feitos 

deslocamentos entre períodos e máquinas na tentativa de encontrar uma solução factível, 

tendo como idéia principal distribuir o excesso de capacidade entre os períodos e/ou 

máquinas. Na última fase, que é a fase de melhoria da solução, parte-se de uma solução 

factível e procura-se por soluções factíveis com um custo mais baixo. 
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2. 2 O Problema de Dimensionamento de Lotes Multiestágios 

No Problema de Dimensionamento de Lotes Multiestágios os itens a serem 

produzidos são dependentes, isto é, a produção de determinado item depende da produção de 

outro item, que é chamado item componente.  

Devido o modelo tratado neste trabalho ser monoestágio, o modelo multiestágio 

será tratado de forma resumida. 

2.2.1  Problema Multiestágio com Múltiplos Itens e com Restrição de Capacidade 

Os seguintes dados são utilizados no problema:  

itC   Custo unitário de produção do item i no período t. 

itS  Custo de preparação para a produção do item i no período t. 

itH   Custo unitário de estocagem do item i no período t. 

ib  Tempo necessário para produzir uma unidade do item i. 

if  Tempo de preparação para a produção do item i. 

tCap  Limite de capacidade (em unidades de tempo) no período t. 

itd  Demanda do item i no período t. 

M Número grande. 

Dados adicionais: 

ijr   Unidades do item i necessárias para compor uma (1) unidade do item j. 

)i(Suc  Conjunto dos itens sucessores imediatos do item i; 

As variáveis de decisão são: 

itX  Unidades do item i produzidas no período t. 
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itI  Unidades do item i estocadas no período t. 

itY  Variável binária, indicando a produção ou não do item i no período t. 

Índices: 

t = 1,...., T  Períodos de tempo. 

i = 1,...., N Itens. 

Formulação do Problema:  
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1 11 1 1 1

                            (24) 

Sujeito a: 

∑
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tititi CapfiYXb

1 1
   i=1,..., N     t=1,..., T  (26) 

0≤− itit MYX      i=1,..., N     t=1,..., T  (27) 

01 ouYit =      i=1,..., N     t=1,..., T  (28) 

0≥itit IeX      i=1,..., N     t=1,..., T  (29) 

A diferença básica entre esta formulação e as demais, está na restrição (25), em 

que tem a restrição de balanceamento de estoque, que faz com que a produção e o estoque de 

um item sejam suficientes para suprir a demanda independente, mais, eventualmente, uma 

quantidade para compor o lote dos itens sucessores. 

2.3 O Problema de Dimensionamento e Sequenciamento de Lotes 

O problema de dimensionamento e sequenciamento de lotes determina um plano 

de produção que atenda as demandas dos itens e em qual seqüência os lotes devem ser 
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produzidos. Uma abordagem usual das pesquisas, e que geralmente acontece na prática, no 

tratamento do problema de dimensionamento e sequenciamento de lotes consiste na 

determinação do tamanho dos lotes e, a seguir, na resolução do problema de sequenciamento 

em cada período separadamente.  

Entretanto, segundo Drexl e Kimms (1997), em se tratando de planejamento a 

nível operacional os dois problemas estão interligados e devem ser tratados de forma 

integrada.  

Atualmente existem vários estudos onde se tenta modelar de forma integrada os 

dois problemas. Será feita adiante uma breve revisão bibliográfica destes estudos finalizando 

com a apresentação de um modelo que generaliza todos os outros. Uma revisão completa foi 

feita por Drexl e Kimms (1997).  

Um dos primeiros modelos apresentados consiste no Problema de 

Dimensionamento de Lotes e Programação da Produção Discreta (Discrete Lot Sizing and 

Scheduling Problem – DLSP). Como já foi observado, as decisões de sequenciamento já estão 

embutidas neste modelo, sendo que, são considerados micro-períodos (horas, por exemplo) e 

não mais macro-períodos (semanas, por exemplo) como nos modelos de dimensionamento de 

lotes. Outra característica particular deste modelo consiste no fato de que somente um item 

pode ser produzido por período (Small Bucket Problem) e, o item produzido utiliza toda a 

capacidade do período (produção “tudo ou nada”).  

O DLSP consiste num problema de complexidade NP-difícil, sendo que uma 

solução factível pode ser encontrada em tempo polinomial. Entretanto, se for considerado 

tempo de preparação ou máquinas paralelas, o problema de encontrar uma solução factível 

passa a ser NP-completo. Estudos com respeito à complexidade do DLSP podem ser 

encontrados em Salomon et al. (1991). 

Atualmente existem muitas pesquisas em torno do DLSP. Dentre elas tem-se van 
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Hoesel e Kolen (1994), Fleischmann (1994), Salomon (1997), Brüggerman e Jahnke (2000) e 

Jans e Degraeve (2004).  

Uma das principais limitações do modelo DLSP consiste no fato de que, uma vez 

que houve preparação de máquina para a produção de determinado item, deve-se utilizar toda 

a capacidade do período, ou seja, produção “tudo ou nada”.  

Algumas variações do DLSP foram propostas, uma delas é o Problema de 

Dimensionamento de Lotes e Programação da Produção Contínua (Continuous Setup Lot 

Sizing Problem – CSLP).   

O modelo CSLP é bastante parecido com o DLSP. Entretanto, permite que não 

seja utilizada toda a capacidade do período. Com isso, pode-se iniciar um novo lote sem custo 

de preparação adicional. Apesar desta vantagem, a quantidade de pesquisas relativas ao CSLP 

é bem menor quando comparado ao DLSP. Dentre as pesquisas existentes têm-se Karmarkar e 

Schrage (1985) e Karmarkar et al. (1987).  

 Uma outra extensão do DLSP consiste no Problema de Dimensionamento de 

Lotes e Programação da Produção Contínua Compartilhada (Proportional Lot Sizing and 

Scheduling Problem – PLSP). 

Nos modelos DLSP e CSLP apenas um item pode ser produzido por período. No 

entanto, no modelo PLSP é possível produzir no máximo dois itens num período. Em Drexl e 

Haase (1995) é introduzido o modelo PLSP a partir das características principais do DLSP e 

do CSLP. Um método de solução é apresentado. Posteriormente, Drexl e Haase (1996) 

apresentam um algoritmo guloso baseado no mesmo método utilizado por Drexl e Haase 

(1995). 

Na Seção 2.2 deste trabalho foram citadas várias pesquisas em modelos 

multiestágios, entretanto, nenhuma delas considera o modelo conjugado de dimensionamento 

e sequenciamento de lotes. Atualmente, vários trabalhos têm sido direcionados a modelos que 
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consideram o problema conjugado num ambiente multiestágio, entre eles, tem-se Dauzère-

Pérès e Lasserre (1994), Kimms e Drexl (1998b), Kimms (1996), Kimms e Drexl (1998a), 

Kimms (1999) e Kimms (1997b). 

A seguir apresentamos com mais detalhes o seguinte modelo: 

2.3.1  Problema de Dimensionamento de Lotes e Programação da Produção 

Generalizado (General Lot Sizing and Scheduling Problem – GLSP) 

Uma crítica que se pode fazer aos modelos descritos anteriormente, que 

consideram que apenas um (ou poucos) item pode ser produzido por período é que, em 

problemas práticos, o número de períodos pode ser proibitivamente grande. Entretanto, 

quando se trabalha com heurísticas, pode-se resolver problemas com centenas de períodos 

num tempo computacional relativamente baixo.  

Os modelos citados anteriormente (2.1.1 a 2.1.4) mostram que poucos itens 

podem ser produzidos em cada período. No entanto, atualmente, algumas pesquisas enfocam 

modelos dos tipos apresentados nas Seções (2.1.1 a 2.2.1), mas tratam do problema conjugado 

ao invés de tratar apenas do problema de dimensionamento de lotes. O modelo apresentado a 

seguir considera os dois problemas integrados. 

O modelo considera ηt “posições” dentro de cada período, sendo que em cada 

posição somente um lote pode ser feito. O usuário define o número máximo de lotes (ηt) por 

período. A idéia principal do GLSP está no fato de que cada lote está associado unicamente a 

uma “posição”, e em cada “posição” a demanda é estacionária. A maioria dos dados utilizados 

neste modelo é semelhante aos dados utilizados anteriormente. Considere os seguintes dados 

adicionais: 

tη : Número máximo de posições no período t (t=1,....,T) (se tη = 1 ∀t => 

CSLP). 
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Considere ainda as seguintes variáveis, as quais são semelhantes às apresentadas 

anteriormente, entretanto, com uma pequena adaptação a este modelo. 

inX  Unidades do item i produzidas na posição n. 

itI  Unidades do item i estocadas no período t. 

inZ  Variável que indica se foi considerado o custo de preparação para 

produzir o item i na posição n (o modelo faz com que assuma somente os valores 0 ou 1). 

inY  Variável binária que indica se a máquina foi preparada para produzir o 

item i na posição n ( 1=inY ) ou não ( 0=inY ) 

Diante disso, o modelo GLSP pode ser escrito da seguinte forma: 
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01 ouYin =    i=1,..., N     n=1,..., η      (36) 

0≥itI      i=1,..., N     t=1,...,T       (37) 

0≥inin Z,X     i=1,..., N     n=1,..., η     (38) 

Descrição do Modelo Matemático: 

(30) A função objetivo consiste em minimizar a soma dos custos de preparação e 

estocagem. 

(31) restrições de balanceamento de estoque. Observe que um item particular 

pode ser produzido em várias posições dentro de um período. 

(32) as restrições garantem que um item está programado para ser produzido 

numa posição n, a máquina está corretamente preparada. 

(33) restrições que incorporam a limitação de capacidade. 

(34) restrições que impedem que haja mais de uma preparação numa 

determinada posição. 

(35) restrições que indicam a posição na qual se tem início um novo lote. 

Dentre os trabalhos que estudam o modelo GLSP têm-se: Haase (1996), Haase e 

Kimms (2000), Fleischmann e Meyr (1997), Meyr (2000) e Meyr (2001).  

Outros trabalhos que consideram o problema de dimensionamento e 

sequenciamento de lotes de forma integrada em ambientes large bucket (vários itens 

diferentes podem ser produzidos por período), porém com formulações diferentes do GLSP 

são: Laguna (1999), Kang et al. (1999), Clark e Clark (2000), Clark (2000) e Clark (2003).  

2.4 Revisão de métodos de Resolução. 

Veremos nesta seção, métodos de solução para alguns dos modelos apresentados 

no capítulo anterior. Estes métodos são apresentados com detalhes, pois serão utilizados como 
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base para o método proposto neste trabalho. 

2.4.1 O método ótimo de Wagner e Whitin. 

Este método resolve de forma ótima o modelo (1)-(5) para tanto, baseia-se na 

seguinte propriedade de otimalidade para o problema monoestágio, sem restrição de 

capacidade, com custo de preparação fixo e um único item: It-1 Xt = 0 para t = 1, ....., T 

(Johnson e Montgomery, 1974). Isto significa que a demanda de um período t deve ser 

satisfeita completamente com a produção do período t (Xt), ou com o estoque do período t-1 

(It-1). Assim, a quantidade produzida num determinado período deve ser exatamente igual a 

soma de um conjunto de futuras demandas, ou seja: 

X1 = d1  ou  X1 = d1 + d2 ....  ou  X1 = d1 + d2 + .... + dT 

X3 = 0  ou  X3 = d3  ou  X3 = d3 + d4 ....  ou  X3 = d3 + d4 + .... + dT 

    . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

XT = 0  ou  XT = dT 

A Figura 1 parte da hipótese que temos 4 períodos para produzir um produto. 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 1: Exemplo gráfico de um problema com quatro períodos. 

 

Associando os quatro períodos a uma rede com cinco nós, o arco arc (t,j) para t<j 

está associado ao custo total ( j,tC ) para produzir uma quantidade que atenda as demandas do 

período t até o período j-1, ou seja, 51,C  = custo total para produzir no período 1 uma 
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quantidade que satisfaça as demandas da semana 1 até a semana 4. 

O método de Wagner e Whitin consiste numa técnica de programação dinâmica, 

onde a solução ótima é obtida utilizando-se do seguinte sistema de equações: 

)fC(minf tj,ttjt +=
>

, para t = 1, ... , T          

Condição final: 01 =+Tf  

Observe que, tf é o custo mínimo para o período de planejamento t.  

Para resolver o exemplo acima através dessa fórmula primeiramente deve-se 

calcular os custos j,tC , os quais serão usados na fórmula. Observe que estes custos são dados 

por: 

121

321211

−−+

++++++

++++

+++++++=

jjtt

ttttttttttj,t

d)H...HH(...

d)HHH(d)HH(dHSC
 

para t = 1, 2, ... , T e j = t+1, t+2, ..., (T+1). 

Para este exemplo tem-se: t=1, 2, 3, 4 e j=2, 3, 4, 5. 

Diante disso, para encontrar uma política de produção ótima basta verificar os 

cálculos, ou seja, a soma da produção em todos os períodos e encontrar o tf  mínimo obtido 

pela fórmula. 

Vejamos o seguinte exemplo:  

Certa firma que fabrica um determinado produto deseja fazer um planejamento 

da produção para um horizonte de quatro semanas. Sabe-se que a demanda para estas quatro 

semanas será de 104, 174, 46 e 112 unidades. Suponha que a firma faça no máximo uma 

preparação de máquina a cada semana e que não haja restrição de capacidade de produção. 

Considerando St = R$200,00 (∀t) por preparação e tH  = $3,00 (∀t) por unidade 

estocada a cada período, tem-se: 

21,C  = 200  
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31,C  = 200 + 3 x 174 = 722 

41,C  = 200 + 3 x [174 + (46 x 2)] = 998 

51,C  = 200 + 3 x [174 + (46 x 2) + (112 x 3)] = 1484  

32 ,C  = 200  

42 ,C  = 200 + 3 x 46 = 338 

52 ,C  = 200 + 3 x [46 + (112 x 2)] = 1010 

43,C  = 200  

53,C  = 200 + 3 x 112 = 536 

54 ,C  = 200 

Determinado os custos, o próximo passo é obter o custo mínimo de planejamento 

para cada período através da aplicação da fórmula, )fC(minf tj,ttjt +=
>

, obteremos: 

5f  = 0 

4f  = )fC(min jj,j
+

> 44
 = )fC(min , 554 + = 200 ( neste caso só há uma opção) 

- o mínimo ocorre em j = 5 

3f  = )fC(min jj,j
+

> 33
 = 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+

+

553

443

fC
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,
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⎫

⎩
⎨
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+
+

0536
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min  = 
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⎨
⎧
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min  = 400 

- o mínimo ocorre em j = 4 

2f  = )fC(min jj,j
+

> 22
 = 
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min  =538 

- o mínimo ocorre em j = 4 
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1f  = )fC(min jj,j
+

> 11
 = 
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1484
1198
1122
738

min  = 738 

- o mínimo ocorre em j = 2 

Diante disso, para encontrar uma política de produção ótima basta verificar os 

cálculos, ou seja, na semana 1 o valor ótimo de j é j = 2, isto significa que a quantidade 

produzida na semana 1 deve ser igual a demanda da semana 1( 10411 == dX ). Na semana 2 o 

valor ótimo de j é j = 4, logo a quantidade produzida na semana 2 deve ser igual a demanda da 

semana 2 mais a demanda de semana 3 ( 22046174322 =+=+= ddX ). O próximo período é 

a semana 4, na qual o valor ótimo de j é j = 5 o que implica em 11244 == dX . Assim, a 

política ótima para este exemplo pode ser denotada por X = (104, 220, 0, 112). 

2.4.2 Heurísticas Lagrangianas 

2.4.2.1 Abordagem Heurística para o PDL Monoestágio com Restrição de 

Capacidade por Trigeiro et al. (1989). 

Veremos nessa seção um método de solução para o modelo (12)-(17) do capítulo 

anterior. 

O método desenvolvido por Trigeiro et al. (1989) é um método heurístico que 

consiste em relaxar as restrições de capacidade (14) utilizando a técnica de relaxação 

Lagrangiana, obtendo-se vários subproblemas, um para cada item, sem restrição de 

capacidade. Estes subproblemas são resolvidos por programação dinâmica utilizando o 

algoritmo de Wagner e Whitin (1958), descrito na seção anterior. O valor da solução do 

problema relaxado constitui um limitante inferior para o problema original. Em geral, a 

solução do problema relaxado é infactível para o problema original, pois viola as restrições de 



 38

capacidade. Aplica-se então, uma heurística que transfere a produção entre períodos, na 

tentativa de obter uma solução factível. Por fim, a atualização dos multiplicadores de 

Lagrange é feita utilizando-se o método de otimização do subgradiente. 

Custos e tempos de preparação são considerados no modelo e, além disso, os 

custos e a demanda não são constantes no tempo. No entanto, mesmo modelando para custos 

variáveis, Trigeiro et al. (1989) consideraram todos os custos constantes no tempo em suas 

implementações.  

• Algoritmo Geral 

A seguir, um algoritmo geral é apresentado seguido de alguns comentários e, 

posteriormente serão discutidos alguns dos passos propostos no algoritmo. 

it := 1;          (a) 

k := 0;          (b) 

Repita 

 RL(12);         (c) 

 Se Heurística() = factível       (d) 

  Então Sol_Incumbente := Heurística();    (e) 

 k :=  k + 1;         (f) 

Até it <= 150; 

Os passos (a) e (b), fazem a inicialização do índice de repetição e do 

multiplicador de Lagrange de otimização do subgradiente, respectivamente. 

O passo (c) Aplica a Relaxação Lagrangiana às restrições de capacidade (12) 

obtendo subproblemas independentes por item. Para cada item, é resolvido o subproblema por 

programação dinâmica (Wagner e Whitin, 1958) e obtido uma solução. 

No passo (d) é aplicada a Heurística Lagrangiana, para encontrar uma solução 

para o problema, se a solução encontrada for infactível, o resultado é descartado. 

No passo (e), encontrando uma solução factível, se a solução encontrada for 
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melhor que a armazenada (sol_incumbente), então a solução factível para o problema é 

atualizada. 

No passo (e), é atualizado os multiplicadores de Lagrange pelo método de 

otimização do subgradiente. Faça k k+1.  

Observe que a cada iteração, o passo (c) produz um limitante inferior para o 

valor ótimo da função objetivo. A utilização do método do subgradiente no passo (f) garante 

que o algoritmo produzirá, no limite, o melhor (maior) limitante inferior. No entanto, em se 

tratando de programação inteira, tem-se que o valor do melhor limitante inferior pode ser 

menor que o valor ótimo da função objetivo do problema original, devido ao chamado “gap 

de dualidade”, que consiste na diferença entre o valor ótimo da função objetivo do problema 

dual Lagrangiano (melhor limitante inferior) e o valor ótimo da função objetivo do problema 

original. 

A avaliação da qualidade da solução obtida é feita através do “gap”, ou seja, da 

diferença entre o valor da função objetivo para melhor solução factível encontrada e o valor 

do limitante inferior. Quando esta diferença é pequena, pode-se dizer que o valor da função 

objetivo obtido pela solução factível está próximo do valor ótimo. No entanto, quando o 

“gap” é alto, não se pode afirmar se o valor obtido pela solução factível está longe do valor 

ótimo, ou se existe um grande “gap de dualidade”. 

• Obtenção do Limitante Inferior  

Para se obter um limitante inferior para o problema, aplica-se a técnica de 

Relaxação Lagrangiana descrita no apêndice. Ao aplicar a Relaxação Lagrangiana às 

restrições de capacidade o modelo passa a ser escrito da seguinte forma: 

Problema Lagrangiano: 

t
t i t i t

k
titi

k
tititi

k
tititit CAPY)sS(X)bc(IHmin∑∑ ∑∑ ∑−+++ λλλ   (39) 
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Sujeito a: 

itititt,i dIXI =−+−1         (40) 

0≤− itit MYX          (41) 

⎩
⎨
⎧ >

=
contráriocaso,

Xse,
Y it

it 0
01

        (42) 

0≥itit IeX          (43) 

  

Observe que as únicas restrições que ligavam os itens eram as restrições de 

capacidade. Assim, o problema relaxado pode ser decomposto item a item, obtendo-se vários 

subproblemas, um para cada item, sem restrições de capacidade. Isto torna possível a 

utilização da técnica de programação dinâmica de Wagner e Whitin (1958), a qual é aplicada 

em cada um dos subproblemas separadamente. As soluções para estes subproblemas são 

agrupadas e, em geral, a solução resultante deste agrupamento não é factível para o problema, 

devido ao fato de não serem consideradas as restrições de capacidade. O valor da função 

objetivo para a solução do problema relaxado produzirá um limitante inferior para o problema 

original. 

• Heurística de Factibilização  

Como mencionado anteriormente, em geral, a solução encontrada pelo algoritmo 

de programação dinâmica é infactível. A idéia da heurística de factibilização é fazer pequenas 

mudanças na solução obtida pelo passo 1, tentando ajustar os lotes de acordo com a 

capacidade disponível em cada período, ou seja, a heurística tenta eliminar a violação da 

restrição de capacidade. 

O procedimento tem no máximo quatro passos, descritos a seguir. Se a violação 

não for eliminada, o procedimento é abandonado, as variáveis duais são atualizadas e, um 
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novo problema Lagrangiano é resolvido produzindo outra solução. 

A seguir descreve-se resumidamente os passos da Heurística de Factibilização, 

maiores detalhes podem ser encontrados em Trigeiro et al. (1989) e Araújo e Arenales (2000). 

• 1o Passo Regressivo: 

Este passo é iniciado no fim do horizonte de planejamento e evolui em direção 

aos períodos anteriores. Se houver violação de capacidade em um período, cada item com 

produção positiva é avaliado, com o objetivo de verificar qual é o mais adequado para ser 

transferido. O item mais adequado é aquele que tem o menor custo por unidade de violação 

eliminada. 

Pode ser feito: a) Movendo todo o lote para o período imediatamente anterior; b) 

Mover todo o lote para outro período anterior; c) Mover somente a quantidade necessária para 

eliminar a violação; d) Mover todo o lote para o período t-j. 

O mesmo processo é aplicado ao período anterior (t-1) e assim por diante, até o 

período 2. Observe que, ao final do passo regressivo tem-se uma solução factível, exceto 

possivelmente para o primeiro período. 

• 1o Passo Progressivo: 

Este passo é iniciado no começo do horizonte de planejamento e evolui em 

direção aos períodos posteriores. O período alvo é sempre o imediatamente posterior e a 

quantidade transferida é o estoque itI . Os itens que podem ser transferidos são: a) os itens que 

foram agrupados pelo algoritmo de Wagner e Whitin (1958); b) aqueles que foram 

transferidos pelo primeiro passo regressivo. As transferências terminam quando as violações 

acumuladas são eliminadas para todos os períodos, ou seja, as necessidades acumuladas até o 

período t forem menores ou iguais à capacidade acumulada até o mesmo período (para todo t): 
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Observe ainda que nenhuma tentativa é feita para evitar violação no período 

alvo. No entanto, não são permitidos atrasos na produção. 

• 2o Passo regressivo: 

Idêntico ao primeiro, exceto pelo seu estado inicial que é determinado pelo 

resultado dos dois primeiros passos. 

• 2o Passo progressivo: 

Mais rigoroso do que o primeiro. Neste segundo passo progressivo continua-se 

trabalhando no período até que toda a violação seja eliminada, não mais somente a 

acumulada. Ao final desse passo, não encontrando uma solução factível, retorna uma 

mensagem de que não pode ser encontrada uma solução factível e o algoritmo continua com a 

atualização dos multiplicadores de Lagrange. 

Quando uma solução factível é encontrada, aplica-se um procedimento de 

melhoria da solução (arranjo final) com o objetivo de eliminar estoques desnecessários. 

Trigeiro et al. (1989) argumentam que este procedimento é necessário, pois, nenhum cuidado 

foi tomado para manter a propriedade 01 =− itt,i XI  (idéia básica do método de Wagner e 

Whitin (1958)). 

• Arranjo Final ou Procedimento de Melhoria: 

Iniciando com uma solução factível, os períodos são processados em ordem 

decrescente. Períodos sem folga de capacidade são ignorados e, em um período t com folga de 

capacidade, todos os itens que são produzidos são analisados, selecionando aqueles em 
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que 01 ≠− itt,i XI , ou seja, seleciona-se os itens que estejam sendo estocados do período anterior 

(t-1) e, estejam sendo produzidos no período atual (t). 

O arranjo final modifica as equações de balanceamento de estoque para o item k.  

Em resumo, este arranjo transfere produção do item k, no período t-j, para o 

período t, mantendo a factibilidade da solução. 

• Atualização dos Multiplicadores de Lagrange (Passo 3) 

A atualização dos multiplicadores de Lagrange é feita utilizando o método de 

otimização do subgradiente.  

A direção do subgradiente é dada pela restrição de capacidade e é 

exponencialmente suavizada (Camerini et al., 1975). Trigeiro et al. (1989) fazem apenas 

alguns comentários com respeito ao método de otimização do subgradiente, de modo que, não 

descreve exatamente a maneira como este método é utilizado. 

2.4.2.2 Abordagem Heurística para o PDL em máquinas paralelas com 

restrição de capacidade 

Veremos nessa seção, de uma maneira resumida, um método de solução para o 

modelo (18)-(23), do capítulo anterior. Como nosso trabalho foi baseado em Toledo e 

Armentano (2005), no próximo capítulo, quando descrevemos a heurística utilizada em nosso 

programa, apresentaremos mais detalhes sobre essa heurística, assim como as implementações 

realizadas. 

O método desenvolvido por Toledo e Armentano (2005), é um método heurístico 

que consiste em relaxar as restrições de capacidade (20), utilizando a técnica de relaxação 

lagrangiana e a otimização dos subgradientes para resolver o problema de dimensionamento 

de lotes com múltiplos itens com restrição de capacidade em máquinas paralelas.  
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Na heurística utilizada, é realizada a decomposição do modelo original do 

problema, em n subproblemas um para cada item e para cada subproblema n, cada máquina 

passou a ser considerada separadamente, gerando assim m problemas mais simples, tornando-

o possível agora de ser resolvido, utilizando o algoritmo de Wagner e Within (1958) de 

programação dinâmica.  

O método de Toledo e Armentano (2005) parte geralmente de uma solução 

infactível (por violar as restrições de capacidade), obtida na resolução do problema relaxado e 

entra na fase de Factibilização.  

Nessa fase são realizados dois tipos de deslocamento: regressivo e progressivo, 

tendo como alvo as máquinas que estão com suas restrições de capacidades violadas, 

transferindo a produção para máquinas que estejam produzindo o item analisado, eliminando 

assim as restrições de capacidade das máquinas.  

As transferências são realizadas de uma máquina j, do período t, para outro 

período tl e outra máquina ml ou para o mesmo período t em outra máquina ml, levando em 

consideração os custos de tempo para produzir determinado item i na máquina ml, e custo de 

preparação da máquina ml, para produzir o item i, sem deixar de verificar se as restrições de 

capacidade e de estoque não estão sendo violadas. Sendo que a máquina ml que obtiver o 

menor custo, irá produzir o item i analisado. Com as n melhores alternativas (para o 

subproblema), após aplicar os passos da factibilização têm-se agora uma solução factível. 

A terceira e última fase do método, é a fase da melhoria, que parte de uma 

solução factível encontrada pela heurística de factibilização, e também se utiliza, de dois 

descolamentos: regressivo e progressivo.  

O alvo agora nessa fase, é encontrar as máquinas que já estejam produzindo e 

que possuam folga na sua capacidade de produção, podendo receber uma quantidade de itens i 

a serem produzidos, mantendo a solução factível. Antes da transferência verifica-se se essa 
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movimentação trará uma diminuição nos custos, garantindo assim, que depois de aplicado o 

método da melhoria, se tenha uma solução melhor do que a encontrada na factibilização.  

Esse método é aplicado até que se encontre uma solução ótima, ou que o número 

de iterações estipuladas seja alcançado, apresentando assim a última melhor solução gerada, 

ou que a solução seja dada como infactível. 
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CAPÍTULO 3 

Planejamento e Programação da Produção numa Fundição 

Automatizada de Grande Porte utilizando Relaxação Lagrangiana 

3.1 Introdução 

A grande maioria da produção brasileira de fundidos é fabricada por fundições 

cativas, que são departamentos de grandes empresas (por exemplo, algumas montadoras de 

automóveis) cuja produção é destinada basicamente, para consumo próprio. Essas fundições 

cativas estão orientadas para a produção em série, automatizada e fabricam grandes 

quantidades de cada item.  

Uma fundição é caracterizada pela transformação, numa primeira etapa, de 

minérios de ferros em ligas metálicas, que por sua vez, ainda em estado líquido, são 

despejados dentro de moldes, os quais são normalmente feitos de areia e resina, para a 

produção de peças fundidas. Assim, dois tipos de equipamentos básicos estão presentes numa 

fundição: fornos de fusão, para a produção de ligas metálicas e, máquinas de moldagem, para 

a produção dos moldes. 

Atualmente, na fundição estudada, primeiro é feito o dimensionamento de lotes 

planejando assim os itens a serem feitos pelas máquinas de moldagem e, as decisões de 

programação dos fornos são tomadas somente num segundo momento, de acordo com o que 

foi planejado para as máquinas de moldagem.  No entanto, de acordo com Drexl e Kimms 

(1997) “Os problemas de dimensionamento de lotes e programação da produção interagem 

com outras atividades de uma indústria, por exemplo: planejamento de distribuição, corte e 

empacotamento e programação de projetos. A coordenação destas tarefas de planejamento é, 

portanto, muito importante para evitar altos custos transacionais. Contudo, as pesquisas têm 
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praticamente negligenciado os problemas de coordenação. Como o aproveitamento de 

oportunidades para diminuir custos é um aspecto vital num ambiente competitivo, a resolução 

de problemas de coordenação talvez seja a meta mais crucial de trabalhos futuros”.  

Este trabalho tem como objetivo contribuir nas pesquisas, com a construção de 

um modelo matemático e de um método de resolução a partir de deste estudo de caso onde 

propomos um modelo que trata de forma integrada o problema de dimensionamento de lotes 

das peças a serem produzidas nas linhas de moldagem e o problema de programação das ligas 

a serem produzidas nos fornos.  

A motivação para o desenvolvimento deste método de resolução para o problema 

de dimensionamento de lotes está na importância da aplicação na automatização da indústria; 

na programação simultânea das máquinas de moldagem e dos fornos e na complexidade em 

confeccionar ferramentas matemático/computacionais para resolver problemas de tomada de 

decisão relacionados com o planejamento tático-operacional, determinando o quanto produzir 

e/ou comprar além dos níveis de estoque e recursos necessários tendo como objetivo a 

redução dos custos.  

No trabalho de Araujo et al. (2006), após algumas visitas a empresas de 

diferentes setores industriais, os autores observaram que em vários casos tinha-se uma 

estrutura similar àquela encontrada em fundições, por exemplo: na indústria de fabricação de 

derivados de tomates, na indústria de bebidas (Rangel e Ferreira (2003)), dentre outras. Tal 

estrutura deve aparecer em todas as indústrias que têm o processo produtivo dividido em duas 

etapas, as quais são dependentes. Na primeira etapa a “matéria-prima” do produto é fabricada, 

por exemplo, a fabricação da liga pelos fornos em fundições e a fabricação do xarope nos 

tanques das indústrias de bebidas. Então, na segunda etapa esta “matéria-prima” é usada para 

fabricar o produto final, por exemplo, a liga despejada dentro dos moldes para fazer os itens 

finais e o xarope despejado para a fabricação dos diferentes tipos de embalagens de bebidas.  
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3.2 Definição do Problema 

 Em Araujo e Arenales (2004), foi feito um estudo numa fundição cativa. A 

seguir descreve-se o processo produtivo desta Fundição. A Figura 2 mostra um conjunto de 

nove fornos e três máquinas de moldagem, ilustrando a estrutura da produção.  

 

No nosso problema a fundição possui dois setores, conforme a Figura 2, sendo 

que o primeiro setor possui 5 fornos e duas linhas de moldagens para a produção, 

restringindo-se os fornos desse setor a somente abastecer as linhas de moldagem desse setor. 

Dois tipos principais de ligas são produzidos: cinzenta e nodular, sendo que o primeiro setor 

produz apenas peças referentes à liga cinzenta e o segundo setor pode produzir peças das duas 

ligas (cinzenta e nodular). Porém, uma vez que uma liga é produzida em um determinado 

período, os fornos do segundo setor, devem produzir a mesma liga, repassando-a para o 
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Figura 2: Conjunto de Fornos e máquinas de moldagem 
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reservatório. 

Nas máquinas de moldagem estão integradas algumas das operações, tais como a 

produção dos moldes, a injeção da liga metálica nos moldes, o resfriamento da liga, a 

eliminação da areia e finalmente a eliminação de rebarbas, que consistem em resíduos de 

ligas. Por isso são chamadas linhas de moldagem.  

Os moldes são compostos de várias cavidades e, cada uma das cavidades gera 

uma peça (produto final). O número de cavidades de cada molde varia de 6 a 48. 

Subtendendo-se que um único molde pode produzir um conjunto de 48 peças e esse conjunto 

de peças é chamado de “árvore”. A Figura 3 mostra um molde com 10 cavidades (peças) 

utilizadas pela indústria nas linhas de montagem. 

 
Figura 3: Conjunto de 10 peças (árvore) 
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Como os equipamentos podem estar organizados em setores, é comum que 

algumas linhas de moldagem sejam abastecidas por ligas metálicas de fornos pré-

determinados. A Figura 4 ilustra um dos nove fornos utilizados na indústria. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Assim como os fornos têm a capacidade limitada para a produção de ligas/hora, 

as linhas de moldagem possuem uma limitação de produção. Sendo que por questão de 

qualidade algumas peças não podem ser produzidas por determinadas linhas de moldagem.  

A programação da produção é feita por turno de trabalho. A fundição estudada 

funciona 24 horas por dia, que é dividido em três (3) turnos de trabalho. Os fornos funcionam 

Figura 4: Forno da fundição 
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ininterruptamente durante os três (3) turnos, porém, uma fração de tempo do terceiro turno é 

utilizada para a manutenção das linhas. Isto faz com que os fornos estejam com carga máxima 

no início do primeiro turno do dia seguinte. É também interessante observar que muitas vezes 

a programação feita pela empresa admite diminuir o tempo de manutenção.  

Para efeito de programação da produção, cuja ênfase está nas linhas de 

moldagem (ilustrada na Figura 5), é suficiente considerar apenas duas ligas, cinzenta e 

nodular e, portanto, as subdivisões de cada liga não são consideradas. Esta simplificação é 

perfeitamente aceitável, pois a transformação da liga (cinzenta ou nodular) para uma das 

subdivisões é feita depois que a base estiver pronta, apenas adicionando-se diferentes 

elementos.  

 

 

 

O setor 1 tem capacidade de armazenamento de 10.000 kg, enquanto o setor 2 

tem capacidade para 8.000 kg. A energia contratada para os fornos atualmente é de 6.000 

Figura 5: Linhas de moldagem 
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kW/h sendo que são despendidos 750 kW de energia para a fabricação de 1.000 kg/hora de 

liga, restringindo a fabricação em uma hora, no máximo a 8.000 kg de liga. Sendo que este 

valor representa a capacidade total de reposição dos fornos por hora. Baseado na informação 

que a distribuição de energia, por hora, para o setor 1 é de, no máximo 4.000 kW e para o 

setor 2 é de no máximo, 2.500 kW por hora, temos a produção máxima de 5.330 kg de liga e 

3.330 kg de liga por hora respectivamente. 

A soma das capacidades máximas de reposição dos setores ultrapassa a 

capacidade máxima (8.000 kg/hora), indicando que a reposição nos dois setores tem que ser 

calculada. 

Na modelagem matemática existirão variáveis de decisão referentes ao 

armazenamento das ligas e variáveis de decisão referentes à reposição das ligas. Tais 

variáveis serão limitadas pelas capacidades de armazenamento e de reposição dos setores. 

A demanda interna de cada peça é constante em cada mês, ou seja, durante 1 

mês, a cada dia tem-se a mesma quantidade demandada para cada peça. Para se fazer a 

programação da produção para um dia de trabalho e preciso considerar o estoque inicial de 

cada dia. No estoque inicial são consideradas as peças que estão prontas na fundição, bem 

como as peças que estão armazenadas no setor de usinagem. 

O problema da programação da produção na fundição estudada consiste em 

programar simultaneamente os fornos e as linhas de moldagem. Determinando as quantidades 

adequadas das ligas produzidas pelos fornos em cada período do planejamento, respeitando-se 

as capacidades dos fornos (seja de reposição como de armazenagem), as quais serão usadas 

para a fabricação de peças nas máquinas mais adequadas (uma mesma peça pode ser 

produzida em máquinas diferentes, porém uma máquina pode ser considerada pelo 

programador como “mais adequada que outra”). Isto deve ser feito de modo a atender a 

demanda. 
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A Tabela 1 exibe uma carteira de pedidos da indústria, representadas por 

unidades (1) e Kg (2). 

 

Peça Família Demanda 
Peça (1) 

Cavi- 
dades (1) 

Demanda 
Árvore

Peso 
Peça (2)

Peso 
Árvore 

(2)

Peso 
Dia (2) 

Li- 
ga 

Est. 
Inicial (1)

Peso 
Est. Ini (2)

1 A 2580 6 430 2,73 16,4 7052 C 777 12745,53

2 B 4248 6 708 3,30 19,8 14018,4 C 397 7863,90

3 C 17496 12 1458 1,79 21,48 31317,84 C 1502 32264,75

4 D 11328 6 1888 2,78 16,7 31529,6 C 2706 45190,20

5 E 6576 6 1096 2,62 15,7 17107,2 C 1174 18434,42

6 F 5664 8 708 1,73 13,8 9770,4 C 700 9660,00

7 F 5652 12 471 1,03 12,3 5793,3 C 875 10762,50

8 G 404 4 101 4,13 16,5 1666,5 C 193 3176,25

9 B 4200 35 120 0,31 10,8 1296 C 280 3024,00

10 G 400 8 50 1,29 10,34 517 C 150 1551,00

11 D 11305 35 323 0,42 14,8 4780,4 C 189 2790,86

12 E 6545 35 187 0,35 12,2 2281,4 C 257 3137,14

13 G 408 12 34 0,65 7,8 265,2 C 350 2730,00

14 G 400 20 20 0,52 10,4 208 C 20 208,00

15 G 396 36 11 0,24 8,75 96,25 C 11 96,25

16 A 2600 40 65 0,22 8,9 578,5 C 185 1646,50

17 B 2562 42 61 0,17 7,3 445,3 C 452 3302,38

18 A 2592 48 54 0,14 6,85 369,9 C 125 856,25

19 G 384 24 16 0,30 7,3 116,8 C 171 1247,08

20 A 2583 21 123 0,75 15,85 1949,55 N 310 4905,95

21 B 4245 15 283 0,89 13,37 3783,71 N 360 4813,20

22 F 5655 15 377 0,69 10,3 3883,1 N 673 6935,33

23 C 5817 21 277 0,58 12,1 3351,7 N 732 8859,50

24 H 11616 48 242 0,35 17 4114 N 542 9208,33

25 D 11322 18 629 0,69 12,4 7799,6 N 581 7205,78

26 E 6570 18 365 0,70 12,62 4606,3 N 417 5258,33

27 G 400 10 40 1,23 12,3 492 N 110 1353,00

Tabela 1: Carteira de pedidos real da fundição. 
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Podemos observar na Tabela 1, que a indústria possui 27 peças que devem ser 

programadas para a produção diária. A Tabela 1 exibe também, a demanda diária para cada 

peça, cavidades de cada molde, demanda por árvores (calculada dividindo-se a demanda da 

peça pelo número de cavidades do molde), peso bruto de cada peça (em Kg), peso bruto de 

cada árvore (em Kg), a liga para confeccionar cada peça (onde, C= Cinzenta, N=Nodular) e o 

estoque inicial (por número e peso das árvores). 

A seguir apresenta-se o modelo Matemático proposto por Araujo e Arenales 

(2004). A notação utilizada na apresentação do modelo segue a notação de Araújo e Arenales 

(2004), com alguns ajustes para ser utilizada no presente trabalho. 

3.3 Modelagem Matemática 

Antes de apresentar a modelagem matemática, faz-se necessário inserir algumas 

exigências impostas pelo gerente de produção da indústria, que vêm complementar as 

informações anteriores, na tomada de decisões do planejamento e programação da produção: 

• a programação deve ser feita em número de árvores de cada tipo de peça, 

ou seja, deve-se determinar o número de vezes que o molde (que fabrica 

determinada peça) será utilizado, em cada linha de moldagem, em cada 

turno de trabalho. 

• os lotes devem ser quebrados em 3, caso a demanda sejam maior que 

1000 árvores ou em 2 caso a demanda esteja entre 500 e 1000 árvores. 

Por outro lado os tamanhos dos lotes não devem ser muito pequenos, 

pois, existe um custo de preparação das linhas de molde que estava sendo 

utilizado (o tempo e o custo de preparação são independentes da 

seqüência). Embora o tempo e custo de preparação sejam pouco 

relevantes na produção, são considerados no modelo com o propósito de 

inibir a formação de lotes pequenos. Deste modo, não é importante 

considerar no modelo matemático o fato da linha de moldagem estar 
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preparada para a produção de uma peça fabricada no período anterior (em 

problemas com tempo e custo de preparação alta esta consideração pode 

ser importante). 

• é desejável que se tenha estoque de peças para um dia inteiro de trabalho, 

prevenindo-se da possibilidade de quebras das máquinas, falta de energia 

ou qualquer outro fator que interfira na produção das peças. 

Os seguintes dados são utilizados no problema: 

kCap   Capacidade total de armazenamento da liga k (é determinada pela 

capacidade dos fornos que podem armazenar a liga k); 

CT  Capacidade total de armazenamento de todos os fornos; 

kpReC  Capacidade máxima de produção (reposição) da liga k numa hora de 

trabalho (é determinada pela capacidade de reposição dos fornos que podem produzir a liga 

k); 

CTrep   Capacidade total de reposição de todos os fornos numa hora de trabalho 

(delimitada pela energia contratada); 

itd  Demanda (em número de árvores) da peça i no período t; 

iρ  Peso unitário bruto de cada árvore da peça i; 

)k(S   Conjunto de peças que utilizam a liga k; 

ima  Quantidade de árvores da peça i que a linha m consegue fazer por hora; 

mnh    Horas disponíveis na linha de moldagem m no sub-período n; 

mnq    Horas de paralisações na linha de moldagem m no sub-período n; 

nhf   Horas disponíveis nos fornos no sub-período n; 

+
itH   Custo de estocagem de uma árvore da peça i no período t; 

−
itH  Custo pelo atraso na entrega de uma árvore da peça i no período t; 
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imc  Custo para produzir uma árvore da peça i na linha m (cim =∞ significa 

que a árvore da peça i não pode ser produzida pela linha m); 

inmaxX  Tamanho máximo de um lote da árvore da peça i, para o sub-período n; 

itaxIm   Estoque máximo de árvores da peça i no período t; 

ms  Custo de preparação na linha m 

mst  Tempo de preparação na linha m; 

0kCF  Quantidade de liga k no início do planejamento (também no início de 

cada dia).  

Observação: As horas disponíveis ( mnh ) para cada linha poderiam incluir as 

horas de paralisação ( mnq ), pois para efeito de programação deve-se considerar: ( mnmn qh − ). 

Porém, mnq  é um parâmetro aleatório que auxilia o programador em simulações. 

As variáveis de decisão do problema são: 

imnX   Quantidade de árvores da peça i produzida na linha m no sub-período n. 

+
itI   Quantidade estocada de árvores da peça i no período t. 

−
itI  Quantidade em atraso (ou, estoque negativo) de árvores da peça i no 

período t. 

knCF  Quantidade disponível (em kg) de liga k no final do sub-período n; 

knCR  Quantidade de reposição (em kg) da liga k no sub-período n; 

imnY   Variável binária que indica a preparação para produzir a árvore da peça 

i na linha m no sub-período n. 

Índices: 

m=1, ... , M  Linhas de moldagem; 
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k=1,..., K Tipos de ligas; 

i=1, ..., N Tipos de peças; 

t=1, ..., T Períodos de tempo. 

tη     Número máximo de sub-períodos no período t (t=1,..., T).  

∑
−

=

+=
1

1

1
t

tF
τ

ητ  Denota o primeiro sub-período do período t; 

1−+= ttt FL η   Denota o último sub-período do período t; 

TL,,Fn K1=  Sub-períodos. 

Formulação do Problema: 
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      n=F1, ...,LT (52) 

0>−
itI        i=1, ..., N t=1,...,T    (53) 
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{ }10,Yimn ∈    i=1, ..., N m=1, ..., M n=F1,...,LT  (54) 

 A função (44) é composta de três parcelas que objetivam a formação de 

estoques ou atrasos, a designação das peças para serem fabricadas nas máquinas mais 

adequadas e evitar a formação de lotes pequenos. Para isto, os coeficientes em (44) devem ser 

definidos pelo utilizador. Por exemplo, quando há interesse de se manter peças em estoques, 

de modo que, em caso de quebra de máquina, a demanda possa ser atendida pelo estoque, 

valores negativos são usados em +
itH  para incentivar que as variáveis +

itI  sejam positivas. A 

variável −
itI  corresponde a atrasos e o gerente de programação pode ajustar −

itH  de modo a 

proibir ou não atrasos de certos itens. Além disso, os estoques negativos fornecem uma 

ferramenta para a avaliação dos prazos de entrega. Por exemplo, se 301 =id  e uma solução tal 

que: 101 =
−
iI , ,Ii 52 =

− 03 =
−
iI , significa que a demanda para o item i será totalmente atendida 

com 3 (três) dias de atraso. Desta forma, é possível alertar o cliente e, se necessário, re-

calibrar os parâmetros relativos a esta peça. A segunda parcela da função objetivo é também 

usada para levar em conta algumas proibições do processo produtivo, pois algumas peças não 

podem ser feitas por determinada linha, devido a alguma restrição da linha de moldagem. 

Assim, um valor alto para imc  faz com que o item i não seja produzido na máquina m. Além 

disso, o segundo termo ainda descreve algumas prioridades em relação a certas peças que, se 

possível, deveriam ser feitas em linhas específicas, as quais são mais adequadas para produzir 

tais peças. O terceiro termo em (44) define os custos de preparação.  

As restrições (45) são de balanceamento de estoque e consideram tanto estoques 

positivos, como negativos (atrasos). As restrições (46) são devido à limitação de tempo 

disponível das linhas de moldagem e (47) indicam que pode haver produção de determinada 

peça somente se houver preparação para esta peça e, a quantidade total produzida de árvores 

da peça i na linha m no sub-período n deve ser menor que o tamanho máximo do lote para a 
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peça i. As restrições (48) são restrições de balanceamento da capacidade dos fornos, levando 

em consideração a quantidade de liga restante do turno anterior ( 1−n,kFC ), a capacidade de 

reposição de cada liga ( knCR ) e a quantidade (em peso) de liga utilizada em cada turno 

( ∑ ∑
∈ =)k(Si

M

m
imni X

1
ρ ). Cabe observar que, os fornos estarão com sua capacidade máxima de 

armazenamento no primeiro turno de cada período, devido às máquinas de moldagem terem 

sido paradas para manutenção. Em (49) a quantidade de liga restante num turno ( knCF ) é 

limitada pela capacidade total de armazenamento da liga ( kCap ) e, em (50) a quantidade 

restante de todas as ligas (∑
=

K

k
knCF

1

) é limitada pela capacidade total de armazenamento (CT ). 

Em (51) a capacidade de reposição da liga k num sub-período n ( knCR ) é limitada pela 

capacidade máxima de reposição por hora da liga k, vezes o número de horas do sub-período 

( nk hf*Crep ) e, em (52) a capacidade de reposição de todas as ligas num sub-período 

(∑
=

K

k
knCR

1
) é limitada pela capacidade total de reposição por hora (restrição devido à energia 

contratada), vezes a quantidade de horas do sub-período ( nhf.*CTrep ). As restrições (53)-

(54) limitam as variáveis de atraso e definem a variável de preparação como binária.  

3.4. Método da Solução 

O modelo matemático (44)-(54) foi resolvido em Araujo e Arenales (2004) com 

um pacote de otimização inteira. Os resultados computacionais foram comparados com 

aqueles obtidos pela empresa, mostrando expressivos ganhos de produtividade e redução de 

atrasos na entrega dos pedidos.  

A estratégia da solução proposta para o Planejamento e Programação da 

Produção numa Fundição Automatizada de Grande Porte, é baseada na relaxação Lagrangiana 
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das restrições do modelo matemático, relacionadas à limitação de tempo disponível nas linhas 

de moldagem. 

O método utilizado no nosso trabalho é baseada no método desenvolvido por 

Toledo e Armentano (2005), relaxando as restrições de capacidade (46), aplicando a 

heurística da relaxação Lagrangiana, que contém uma estratégia geral de solução para 

problemas de programação matemática, permitindo a decomposição destes, em subproblemas 

mais fáceis (para uma caracterização geral do método da relaxação Lagrangiana, recomenda-

se consultar o anexo deste trabalho). 

Nosso método, é divido em 4 fases: Obtenção do Limitante Inferior, 

Factibilização,  Melhoria e Factibilização dos Fornos. Sendo que as três primeiras fases, 

apresentam suas adaptações em relação a Toledo e Armentano(2005), para poder resolver o 

problema estudado nesse trabalho. Na primeira fase, tem-se a obtenção de um limitante 

inferior onde é feita a relaxação da restrição (46), utilizando-se o pacote Ampl/Cplex 10.0.1, 

A segunda fase da metodologia compreende em fazer a leitura das variáveis, 

imnimnitititit Y,X,I,I,H,H −+−+  que o pacote Amp/Cplex calculou e aplicar a heurística 

desenvolvida, para factibilizar o problema em relação a restrição relaxada. 

Na heurística de factibilização que envolve os passos progressivos e regressivos, 

o excesso das máquinas é dado por: 

( )
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Para eliminar o Excesso (m,n) (onde m representa uma máquina e n um turno ou 

subperíodo) podemos considerar a movimentação da quantidade q, de um item i, produzido 

em (m,n) para ml ≠ > m, sendo ml a máquina para onde está sendo transferida a quantidade,  

e/ou nl ≠  n., considerando nl o turno para onde está sendo transferida a produção. A 

quantidade a ser transferida será encontrada em:  
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( ( )( ) ( ) ( ) )inimnim maxX,X,a*n,mExcessominq =  

Onde , 

q = quantidade excedida na máquina m, no sub-período n multiplicado pela 

quantidade de árvores da peça i que a máquina m consegue fazer por hora, com isso 

obteremos a quantidade do item i, necessária para eliminar o excesso. Estabelecendo que 

possa ser somente o excesso que viola as restrições de capacidade, ou a quantidade máxima 

do item i, produzida na máquina m, que pode ser transferida do turno n ( imnX ), ou o tamanho 

máximo de um lote da árvore da peça i no sub-período nl ( inlmaxX ). 

A situação (q, i, m, ml, n, nl) que denota a transferência do item i, da máquina m 

para a máquina ml e do sub-período n para o sub-período nl, de forma a minimizar essa 

relação, é verificada em:  

duçãoRe
PenalidadeAdicional_CustoRazão ∂+

=  

O Custo Adicional, após os ajustes do estoque, é calculado a partir de: 

)oduçãoPr_CustoSetup_Custo(Estoque_CustoAdicional_Custo ++=  

Onde, diferente de Toledo e Armentano, (2005), no estoque, temos que 

considerar o atraso, modificando o cálculo para: 

( ))ii(Depois_Fo_Valor)ii(Antes_Fo_ValorEstoque_Custo −= , sendo o 

Valor_Fo_Antes = ∑
=

++−− +
T

t
itititit )IHIH(

1

 para obter o valor anterior a transferência e o 

Valor_Fo_Depois = ∑
=

++−− +
T

t
itititit )IauxHIauxH(

1
, com o valor atual da transferência, com as 

variáveis +−
itit Iaux,Iaux  já atualizadas. 

Sendo assim, no custo adicional iremos obter o valor de estocar ou atrasar a 

produção dos itens, acrescentados de )cc(*qs*)Y( imlimmiml −+−1 , ou seja, dos custos de 
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preparação da máquina ml, mais diferença dos custos de produção.  

A Penalidade é obtida através do valor excedido dos itens já transferidos, isto é, 

a situação atual da máquina m e do turno n que teve os itens transferidos, somando com a 

diferença entre o excesso já com a nova situação de transferência e a situação que se 

encontrava antes da transferência, para as máquinas ml e o turno nl, que receberam os itens, 

como mostra a seguir: 

[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+

=
nC

nlmlantesExcessonlmldepoisExcessonmdepoisExcesso
Penalidade

),(_),(_),(_  

 

Onde o fator ∂  (penalidade) é limitado ao intervalo [0,1], e como podemos 

considerar estoque e o atraso, temos que fazer uma adaptação em relação à heurística de 

Todelo e Armentano (2005), passando a considerar a manutenção tanto do estoque quanto do 

atraso, no cálculo do custo adicional.  

A Redução é encontrada através da seguinte função: 

ima
qduçãoRe = , sendo que se 0<− qXimn , então, m

im
sta

qduçãoRe += , 

acrescentando assim o tempo de preparação na linha m que irá produzir o item i.  

Outra diferença do método em relação a Toledo e Armentano (2005), é em 

relação à transferência dos itens, após aplicar o Razão, e encontrar o melhor item a ser 

transferido, temos que considerar que a transferência do item será realizada entre os sub-

períodos, mas, o período tem que ser considerado, pois pode ocorrer transferência para dentro 

do mesmo período, o que não alteraria o estoque ou atraso, que tem seus custos e quantidade 

considerada para o período e não para o sub-período, então, se o período a ser transferido é 

menor que o período onde está a quantidade, deve-se: 

Verificar se há atraso ( 0>−
itI ), em caso positivo, fazer a diminuição do atraso: 

a) 0≥−−= −−− )qI(se,qII ititit  
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ou  

( ) 00 <−−−== −−+− )qI(se,qIIeI itititit , transferindo assim, a diferença para o 

estoque positivo. 

Ao final do processo de Factibilização deve-se aplicar o método de melhoria, 

buscando eliminar as folgas de capacidade das máquinas que estão em produção, transferindo 

para outras máquinas e/ou sub-períodos. 

A fase de Factilização dos Fornos, é realizada pelo pacote Ampl/Cplex 10.0.1, e 

a solução obtida, sendo factível, é considerada como a melhor, até que outra solução factível 

melhor surja e/ou uma solução ótima seja encontrada. 

Um algoritmo geral será apresentado, seguido de alguns comentários e, 

posteriormente serão analisados individualmente. 

Algoritmo Geral 

it := 1;          (a) 

k := 0;          (b) 

Repita 

 f(x) := RL;         (c) 

 Se Factibliza_Maquina() = factível      (d) 

       Então  

         Inicio 

            Melhoria;        (e) 

              Se Factibiliza_Fornos() = factível     (f) 

                   Então Sol_Incumbente :=  Factibiliza_Fornos();   (g) 

         Fim; 

   k := k + 1;         (h) 

Até it <= 500; 

 

Os passos (a) e (b) inicializam a variável de iteração e o multiplicador 

Lagrangiano, respectivamente. 
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No passo (c), obtemos um valor (f(x)), através da relaxação do problema.  

No passo (d), é aplicada a Factibilização das linhas de moldagem. Se a solução 

encontrada é factível, aplica-se a fase de melhoria (e), e a fase de factibilização dos fornos (f). 

Se a solução encontrada for factível, atualizar a solução incumbente (g).  

No passo (h) é realizada uma iteração do subgradiente. 

No método desenvolvido o algoritmo é repetido por um número de iterações 

determinadas na execução, como default, foram utilizadas 500 iterações. 

3.5. Obtenção do Limitante Inferior 

Para se obter um limitante inferior para o problema, aplica-se a técnica de 

Relaxação Lagrangiana à restrição (46), o problema resultante (lagrangiano) pode ser visto a 

partir dessa nova modelagem matemática: 

Problema Relaxado Lagrangiano: 
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CTCF
K

k
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       n=F1, ...,LT (60) 

)hf(pReCCR nkkn ≤≤0     k=1, ..., K n=F1, ...,LT (61) 
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1
      n=F1, ...,LT (62) 

0>−
itI        i=1, ..., N t=1,...,T    (63) 

{ }10,Yimn ∈    i=1, ..., N m=1, ..., M n=F1,...,LT     (64) 

Observe que as únicas restrições que ligavam os itens eram as restrições de 

capacidade (46). Assim o problema Lagrangiano (55)-(64) pode ser decomposto item a item, 

obtendo-se vários subproblemas, um para cada item, sem restrições de capacidade. Este 

modelo é mais fácil e foi resolvido com o pacote de otimização inteira. Entretanto, em 

trabalhos futuros deve-se desenvolver um método baseado no método de Wagner e Whitin, 

aplicando a técnica de programação dinâmica, conforme descrito na seção 2.4.1, para este 

modelo. 

O valor da função objetivo do problema Lagrangiano, (55)-(64), para cada 

0≥mnμ , (multiplicadores do subgradiente), produzirá um limitante inferior para o problema 

original (44)-(54), a cada iteração que a heurística do software desenvolvido faz, sendo que o 

valor inicial para encontrar o limitante inferior é zero. Nas demais iterações o valor a ser 

passado de mnμ , é encontrado em: 
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μμ , sendo que ( )mng μ  

representa o método de otimização do subgradiente, e é utilizado para atualizar os 

multiplicadores de Lagrange, onde ( )mng μ , fornece o maior dos limitantes inferiores (Held et 

al. 1974 e Camerini et al. 1975). 
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3.6 Heurística de Factibilização (Baseada em Toledo e Armentano (2005)) 

Na solução anterior do modelo (44)-(54) as restrições de capacidade dos fornos 

não foram consideradas, e como mencionado anteriormente, em geral a solução encontrada 

pelo algoritmo é infactível. Nesta fase, deve-se obter uma solução factível para o modelo, 

incluindo as restrições de capacidade (46). A idéia da heurística de factibilização é a 

movimentação de produção da máquina m, para outras máquinas dentro do turno n, ou a 

movimentação de produção para outros turnos n, na mesma máquina m, ou para outra 

máquina m, tentando os ajustes de acordo com a capacidade disponível em cada sub-período 

(turno).  

Os passos da heurística são descritos a seguir. 

3.6.1 Passo Regressivo  

Esse passo é iniciado no último sub-período TL , e vai percorrendo os sub-

períodos anteriores até 11 +F . Se houver violação de capacidade para a máquina m num sub-

período n, a quantidade (q) em excesso, encontrada no conjunto (m, n), será transferida para 

um novo conjunto (ml, nl), que já esteja produzindo ( 1=llnimY ), sendo que nl será encontrado 

por ( ){ }11 F,Lmax,nnl nt −= = , considerado na transferência que, se nl = n, então m ≠  ml. 

Cada item produzido é analisado buscando assim, qual o melhor item a ser 

transferido, ou seja, como a função objetivo do problema (44)-(54) é minimizar os custos, o 

melhor item é aquele que possui o menor custo/unidade de violação eliminada. 

Obtendo o melhor razão, teremos o processo de transferência regressiva (back), 

onde é realizada a diminuição dos itens produzidos imnX , sendo que a eliminação de todos os 

itens acarretará em 0=imnY , ou seja, tira-se a preparação dessa máquina m, no sub-período n, 

para o item i. Durante a transferência regressiva, surge mais uma alteração do nosso método 
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em relação a Toledo e Armentano (2005), visto que durante essa transferência o nosso método 

faz a verificação se existe atraso. 

Para que um item i, seja transferido para um sub-período n, se a quantidade não 

violar a restrição de capacidade, podemos verificar que: 

• Todo o item i será movido para o sub-período anterior, sem deixar que a 

restrição de quantidade máxima a ser produzida do item i, no sub-período 

seja violada ( inlmaxX ); 

• Todo o lote será movido para outro sub-período anterior, onde é 

produzido o item i, para não acrescentar os custos de preparação da 

máquina. 

Mas se a quantidade a ser transferida do item i, viola as restrições de capacidade, 

deve-se levar em conta: 

• A quantidade a ser movida para o sub-período anterior, será a que irá 

eliminar a violação. 

• A quantidade a ser movida para outros sub-períodos, será a que irá 

eliminar a violação. 

O item de menor custo é transferido de acordo com um dos procedimentos 

descritos acima. Se persistir a violação no sub-período n, um outro item é escolhido e o 

processo é repetido até que a violação do período seja eliminada. Após o final da 

movimentação ( 11 +F ) podemos considerar que no final do passo regressivo tem-se uma 

solução factível, com exceção do sub-período 1F . 

3.6.2 Passo Progressivo 

Esse passo é iniciado no período 1F  e percorre o horizonte de planejamento em 

direção ao período 1−TL , verificando se há violação de capacidade, para toda máquina m no 

sub-período n, representada pelo conjunto (m, n). A quantidade excedida (q), será transferida 
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para um novo conjunto (ml,nl), sendo que nl será encontrando por: ( ){ }Tnt L,Fmin,nnl 1+= = , 

para todo item i, que esteja sendo produzido ( 1=imnY ), considerando que, se nl = n, então m 

≠  ml. 

Em Toledo e Armentano (2005), a quantidade a ser transferida, não pode ser 

maior que o estoque do período anterior da transferência, haja vista que o estoque não pode 

ser negativo. Na heurística utilizada em nosso programa, esta restrição não é tratada, pois o 

problema trabalha com atraso. As opções que devem ser consideradas na nossa heurística, 

para transferir um item i de um determinado sub-período n de uma máquina m, para o sub-

período nl, e máquina ml são: 

• Mover toda a quantidade sem violar ( inlllnim maxXXq ≤+ ). 

• Mover somente a quantidade necessária ( llniminl XmaxX − ), para não 

violar a restrição acima. 

O item de menor custo é transferido de acordo com um dos procedimentos 

descritos acima. Se persistir a violação no sub-período n, um outro item é escolhido e o 

processo é repetido até que a violação do período seja eliminada. Após o final da 

movimentação ( )TL , com as restrições de capacidade do sub-período 1F  (não é analisado no 

passo regressivo), sendo eliminada, teremos um solução factível. Senão o fator de penalidade 

∂  é incrementado, e o passo é re-processado, até o limite do ∂ , seja alcançado, e o problema 

é considerado como infactível.  

 3.7 Melhoria da Heurística 

Assim como a factibilização, o método de Toledo e Armentano (2005) é 

utilizado, para a melhoria, com as modificações necessárias para o nosso programa resolver o 

problema estudado neste trabalho. 

Com uma solução factível sendo encontrada utilizando os dois passos anteriores 
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(regressivo e progressivo), são realizados mais dois passos: melhoria regressiva e melhoria 

progressiva. Estes passos baseiam-se principalmente na busca de redução dos custos, 

incidindo nos estoques, principalmente sobre o atraso, cujo custo é mais elevado (quando 

comparado com os outros custos), de forma a penalizá-lo fortemente, pois geram uma reação 

em cadeia no restante da empresa. As transferências são realizadas, mantendo a factibilização. 

São considerados na melhoria, somente os sub-períodos que possuam folga de 

capacidade que é determinada por: )n,m(ExcessoalgFo −= , e partindo de um sub-período 

com folga de capacidade, todos os itens que são produzidos são verificados, buscando 

encontrar soluções que tenham um custo menor. Para tal verificação utilizamos: 

( ))ii(Depois_Fo_Valor)ii(Antes_Fo_ValorEstoque_Custo −=   

( ) mlllnim Sm*YSetup_Custo −= 1  

( )( )imlim cc*qoduçãoPr_Custo −=  

Com os novos custos de estoque, custos de preparação das máquinas, e custos de 

produção, utilizamos, que poderia ocorrer com a transferência do item i, para a maquina ml, 

do sub-período nl encontrado, obtemos o valor total dessa transferência em: 

)oduçãoPr_CustoSetup_Custo(Estoque_CustoduzidoRe_Custo +−=  

Ao encontrar o melhor item a ser transferido, se este apresentar uma redução de 

custos, são aplicadas as transferências, como na fase de factibilização, realizando as 

atualizações de estoque, atraso, produção e preparação das máquinas. Ao finalizar a melhoria, 

utilizando os passos que veremos abaixo, caso tenha havido alguma transferência, podemos 

considerar que foi obtida uma solução factível melhor. 

3.7.1 Melhoria Regressiva 

Partindo de uma solução factível, o movimento dessa melhoria, inicia em TL  

percorrendo até 1F , se em um determinado período for encontrada Folga, então, verificamos a 
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quantidade (q), a ser transferida para este sub-período, através de: 

))a*st(*)Y((algFoq immimn−−= 1  

Encontrada a quantidade a ser transferida, é realizada uma nova movimentação, 

para encontrar onde esse item i, está sendo produzido, tendo como horizonte de 

movimentação: TLnln ≤≤ , considerando ainda que (ml≠ m) ou (n≠ nl), onde ml é determina 

a máquina para onde está sendo feita a transferência e nl o sub-período da transferência. 

Enquanto em Toledo e Armentano (2005): 

• Verifica se a quantidade a ser transferida não excede a quantidade que 

está sendo produzida; 

Na nossa heurística, verifica-se além dessa violação, se: 

• A quantidade para onde está sendo não transferido o item i, não viola a 

restrição do número máximo de itens i produzidos no sub-período nl 

em inlmaxX .  

Com as restrições não sendo violadas, aplica-se a função do Custo_Reduzido, e 

se o resultado encontrado for satisfatório, a transferência é realizada, esses passos são 

realizados até que a folga encontrada seja zerada. E um novo sub-período é analisado, 

repetindo o ciclo até o fim do horizonte de movimentação ( )1F , passando a melhoria 

progressiva. 

3.7.2 Melhoria Progressiva 

Processo similar ao da melhoria regressiva, a melhoria progressiva tem como 

alvo encontrar as folgas existentes nas máquinas onde há produção. Utilizando o horizonte de 

movimentação 11 +F , percorrendo até TL , ao encontrar 1=imnY , onde (m ≠  ml) e (n ≠  nl). 

Em Toledo e Armentano (2005), nesse passo da melhoria, existe o cuidado de: 
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• Mover somente a quantidade, sem violar a restrição de estoque 

0≥itI para os períodos anteriores da transferência. 

Em relação à heurística utilizada no nosso programa, não há essa restrição, pois 

o estoque negativo passa a ser considerado atraso. O que é considerado em relação a 

quantidade a ser transferida é: 

• Mover toda a quantidade desde que ( inlllnim maxXXq ≤+ ) não seja 

violado. 

• Mover somente a quantidade necessária ( llniminl XmaxX − ), para não 

violar a restrição acima. 

As transferências são realizadas, até que a folga seja zerada ou que não tenha 

mais item i sendo produzidos em outros sub-períodos ou outras máquinas. 

Ao finalizar o passo da melhoria, quando percorrer todo o horizonte até TL , é 

verificado o valor da função objetivo, se o valor for a melhor solução encontrada é realizado a 

factibilização dos Fornos, caso contrário uma nova iteração é realizada. 

 3.8 Factibilização dos Fornos 

Na heurística de factibilização e das melhorias, utilizada no programa, as 

restrições dos fornos (43)-(47) foram desconsideradas. O programa depois de realizar as 

factibilizações e melhorias e encontrar uma solução factível, gera como entrada de dados 

imnimnitit Y,X,I,I −+  e faz a execução do pacote Ampl/Cplex 10.0.1, para factibilizar as restrições 

dos fornos. 

O resultado apresentado pelo pacote Ampl/Cplex é lido pelo programa e se a 

solução encontrada for factível, os dados serão guardados para posteriores comparações, das 

soluções encontradas. Observe que, a função objetivo do modelo que foi resolvido com a 

nossa heurística, não possui custos para os fornos. 
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CAPÍTULO 4 

Resultados Computacionais 

Neste capítulo, descreveremos os testes computacionais realizados e a análise de 

seus resultados, os quais foram comparados com os testes realizados em Araujo e Arenales 

(2004), com os resultados obtidos através do pacote Ampl/Cplex 10.0.1, e também com os 

resultados coletados a partir da solução obtida na prática pela indústria. 

Com o pacote Ampl/Cplex, colocamos o processamento para ser realizado por 

10 (dez) horas, a fim de obter uma solução para comparar com os outros resultados obtidos. 

Os resultados foram obtidos com a execução do programa numa máquina 

Pentium 4, 3000 MHz, com 512 MB de memória RAM. Foram realizados vários testes, como 

aumento da iteração (10, 100, 150, 500,1000) até o aumento de processamento do pacote 

Ampl/Cplex, para a fase de factibilização dos fornos; com a melhor solução sendo obtida 

utilizando 500 iterações (com 1000 iterações obtivemos o mesmo resultado), num tempo de 

52 minutos, o que nos dá: iterações
segundos,* 246

500
6052

= , em média. 

Utilizaram-se como dados de entrada a carteira de pedidos real da empresa, com 

suas demandas, gerada para toda a semana, com os valores iguais em todos os dias, estoques 

iniciais, estoques iniciais em atraso, conforme Tabela 1, no capítulo anterior. 

Os dados de entrada utilizados para obter os resultados computacionais, no 

pacote Ampl/Cplex 10.0.1, e no programa desenvolvido, foram os mesmos coletados em 

Araujo e Arenaes (2004). Segue relação dos custos utilizados, que incidem na solução do 

problema. 

Custos 

Os custos que incidem no problema, vão determinar os parâmetros para a 
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obtenção do resultado (função objetivo), a sua manipulação é determinante na tomada de 

decisão para a heurística. 

Os custos para produzir um item i, numa determinada máquina m ( imc ), foram 

elaborados de maneira a restringir as máquinas m, para que não produzam o item i. Para tanto 

foram estabelecidos custos muito altos para os itens não serem produzidos na máquina, a 

Tabela 2, exemplifica, alguns itens e seus custos de produção em determinadas máquinas: 

Tabela 2 – Custo de Produção imc  

Máquinas 

Peças 

L1 L2 L3 

1 1 10 2 

2 1 2 10000 

3 2 10 1 

4 1 10000 10000 

5 10000 10000 1 

 

O outro custo a ser considerado, é o custo de preparação das máquinas ( mS ), este 

custo é utilizado para garantir que os lotes sejam melhores distribuídos, transferindo os itens 

para as máquinas onde os itens já são produzidos. Foi utilizado o valor único de 0,2 para todas 

as máquinas a serem preparadas. 

O valor negativo do custo de estocagem ( +
itH ) foi utilizado para poder gerar itens 

para suprir um dia de trabalho, conforme solicitação da empresa, que deseja ter um estoque 

para um dia de trabalho. A cada re-processamento diário, são considerados o estoque do dia 

anterior em +
0iH , mas o custo para seu cálculo é zero, pois ele já foi calculado no dia anterior. 

Cabe observar que a demanda diária é de 10.137 árvores de peças e 159.290 kg e o estoque 

inicial para os dias simulados é 14.239 árvore de peças e 209.226 kg. 

O outro custo é referente aos atrasos ( −
itH ), são custos relativamente altos, pois o 



 74

atraso gera um ciclo de problemas na empresa, por isso o cuidado de não deixar acumular o 

atraso da produção. 

Durante a simulação, nos 5 (cinco) dias, a quantidade de paralisações por 

quebras das linhas foi bastante expressiva (ver Tabela 3), dificultando a programação da 

produção. Observe que, em geral, apenas 71,90% foi disponível para a produção 

Tabela 3: Tempo disponível nas 3 máquinas de moldagem a cada dia. 

 1 2 3 4 5 Média 

Tempo Total (h) 64,86 64,86 64,86 64,86 64,86 64,86 

Tempo de Paralisações (h) 16,68 12,8 25,05 20,34 16,25 18,22 

Porcentagem Disponível 74,28 80,27 61,38 68,64 74,95 71,90 

 

Resultados Comparativos 

Para cada dia de programação foram utilizados, para a resolução do modelo, 

1215 variáveis binárias imnY , 1215 variáveis lineares imnX , 270 variáveis lineares +
itI e −

itI . 

Partindo dos critérios utilizados em Araujo e Arenales (2004) para comparar as 

programações realizadas na prática e a programação obtida pela resolução matemática 

realizada, vamos comparar os resultados acrescentando aos resultados de Araujo e Arenales 

(2004), a programação realizada pelo pacote Ampl/Cplex 10.0.1 e o nosso programa. Os 

resultados serão representados entre as Tabelas 4 a 7, onde as colunas apresentam 

informações para 5 períodos (T), e as médias obtidas para os 5 períodos e, as linhas da tabela 

determinam: os números de preparações obtidas em cada período, o custo total de produção, a 

quantidade dada em unidades do total de estoque e o peso em Kg do total estocado, o total 

atrasado e o peso total do atraso, o peso da produção diária, a porcentagem utilizada das 

linhas sem e com preparações. Tais critérios de comparação foram estabelecidos com o 

gerente da indústria. 
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Tabela 4: Número de preparações da produção: 
 1 2 3 4 5 Média 

Prática 15 22 15 19 21 18,4 
Araujo e Arenales 22 27 24 26 27 25,2 

Cplex 21 23 20 20 19 20,60 
Vilela e Araujo 21 25 17 21 19 21 

 
Tabela 5 : Custo de Produção: 

 1 2 3 4 5 Média 
Prática 9129 16677 14094 13332 17583 14163 

Araujo e Arenales 13298 14092 10222 11810 12482 12381 
Cplex 11139 12068 10351 11981 8244 10756,60 

Vilela e Araujo 13179 10524 8263 9387 7212 9713 
 

Tabela 6 : Quantidade de Estoque em Unidades: 
 1 2 3 4 5 Média 

Prática 12098 10810 8694 7386 7226 9242,8 
Araujo e Arenales 13029 12721 9698 8129 7241 10164 

Cplex 12889 12408 9526 8141 5772 9747,20 
Vilela e Araujo 11942 10434 6675 4079 1154 6856,80 

 
Tabela 7: Peso do Estoque em Kilos: 

 1 2 3 4 5 Média 
Prática 174971 152104 123140 106907 100650 131554 

Araujo e Arenales 204548 201938 154618 128936 117744 161557 
Cplex 195004 192471 142336 123361 90640 148762,40

Vilela e Araujo 196316 197686 143178 112980 95856 100866,80
 

Tabela 8 : Quantidade de Atraso em Unidades: 
 1 2 3 4 5 Média 

Prática 0 0 247 580 1752 515,8 
Araujo e Arenales 0 0 0 0 0 0 

Cplex 0 13 0 0 24 7,40 
Vilela e Araujo 48 620 231 393 0 258,40 

 
Tabela 9 : Peso do Atraso em Kilos: 

 1 2 3 4 5 Média 
Prática 0 0 2821 6922 21909 6330 

Araujo e Arenales 0 0 0 0 0 0 
Cplex 0 164 0 0 209 74,60 

Vilela e Araujo 595 8189 2943 5243 0 3394 
 

Tabela 10: Quantidade Produzida em Unidades: 
 1 2 3 4 5 Média 

Prática 7996 9272 7352 8496 8804 8384 
Araujo e Arenales 8935 9829 7113 8568 9249 8738,8 

Cplex 8787 9643 7254 8765 7744 8438,60 
Vilela e Araujo 7792 8009 6195 7651 7212 7371,8 
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Tabela 11: Peso Produzido em Kilogramas: 
 1 2 3 4 5 Média 

Prática 125035 143346 120582 138956 138046 133193 
Araujo e Aren 154714 156681 111960 133606 148091 141010 

Cplex 145056 156593 109156 140478 126360 135528,60 
Vilela e Araujo 128556 131014 94227 121760 114717 118054,80 

 

Tabela 12: Utilização das máquinas : 
 1 2 3 4 5 Média 

Prática 81,92 88,21 97,14 93,27 92,06 90,20 
Araujo e Aren 95,7 95,74 94,56 95,19 95 95,27 

Cplex 95,14 94,96 93,91 94,92 74,98 90,65 
Vilela e Araujo 93,91 95,93 70,39 78,27 91,49 86,85 

O programa em comparação aos outros resultados obtidos, apresentou um 

número maior de preparações em relação à indústria e ao pacote Ampl/Cplex e menor em 

relação ao método de Araujo e Arenales (2004). Com isso é possível observar que o método 

obtém um número de preparação entre as médias dos outros métodos. 

Os custos de produção do modelo foi o menor entre todos os métodos. Isso pode 

ser explicado por dois motivos: pela menor quantidade produzida (veja as linhas relativas à 

quantidade e peso produzido); por uma melhor associação de peças às linhas de moldagem. 

Como todos os demais resultados comparados, o nosso programa também teve 

seu estoque sendo reduzido diariamente, refletindo num aumento de quebras e paralisações 

)q( mn . Embora o nível de estoque tenha ficado abaixo dos outros métodos, observe que em 

relação ao atraso o método obteve uma média 53,61% menor que a indústria. Isso mostra 

claramente que, devido aos custos envolvidos, a heurítica dá ênfase maior a redução de atraso 

do que a manutenção do nível de estoque. 

Esse bom desempenho médio em relação ao atraso foi obtido mesmo com o 

percentual em queda a partir do terceiro dia, refletindo que nos dias primeiros dias, o 

percentual de utilização foi muito bom, chegando a ser melhor que o pacote Ampl/Cplex e o 

modelo de Araújo e Arenales (2004).  

De fato, o percentual de utilização das máquinas esteve num nível acima da 
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indústria nos dois primeiros dias, o que não ocorreu em relação aos demais períodos. Obtendo 

uma média relativamente boa, ficando próximo do valor da indústria. 

Foi realizada também uma análise de utilização de cada linha de moldagem, 

separadamente. Sendo estabelecidas as porcentagens de utilização do tempo disponível. Na 

média os percentuais obtidos pelo programa foram menores que os outros métodos e igual à 

prática com exceção da linha L3, onde a indústria desrespeitou o tempo de manutenção e 

utilizou um tempo maior que o permitido. 

Tabela 13: Porcentagem de utilização das linhas (com preparações): Máquina 1. 
 1 2 3 4 5 Média 

Prática 52,02 63,02 98,98 80,96 96,73 75,91 
Araujo e Arenales 97,2 96,74 97,04 96,27 93,96 96,40 

Cplex 97,20 94,28 96,16 96,02 0 80,39 
Vilela e Araujo 96,41 96,19 24,14 55,46 96,05 75,60 

 

Tabela 14: Porcentagem de utilização das linhas (com preparações): Máquina 2. 
 1 2 3 4 5 Média 

Prática 93,75 96,92 82,82 88,90 76,27 88,03 
Araujo e Arenales 94,05 95,27 92,79 95,21 95,58 94,74 

Cplex 91,06 96,04 92,00 95,65 94,58 94,16 
Vilela e Araujo 94,74 94,66 75,82 79,97 88,81 87,35 

 

Tabela 15: Porcentagem de utilização das linhas (com preparações): Máquina 3. 
 1 2 3 4 5 Média 

Prática 96,13 104,71 106,09 104,19 102,67 102,53 
Araujo e Arenales 95,79 95,2 93,64 94,62 95,05 94,91 

Cplex 96,63 94,48 93,31 93,58 96,16 94,97 
Vilela e Araujo 91,34 97,04 77,79 88,11 91,40 89,14 
 

De forma geral a solução obtida pela heurística produz uma quantidade baixa, 

em relação aos outros 3 métodos, o que implica numa baixa utilização das linhas. Entretanto, 

mesmo produzindo uma quantidade baixa os atrasos são menores que os obtidos na prática 

refletindo assim, a ênfase da heurística na redução de atrasos em detrimento à manutenção do 

nível de estoque. O tempo computacional pode ser considerado razoável, dado que a 

programação é feita para os 5 dias de forma detalhada (3 turnos por dia). Observa-se também 

que o tempo computacional permite a utilização prática do método.  
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CAPÍTULO 5 

Conclusões e Pesquisas Futuras 

Neste trabalho foi estudado o problema de dimensionamento de lotes para uma 

fundição de grande porte, envolvendo a produção de múltiplos itens através de moldes que 

variam de 6 a 48 peças (chamadas de árvores), em múltiplas máquinas, paralelas, com 

capacidade distintas de máquinas e fornos. A produção dos itens pode ser feita em qualquer 

máquina, somando-se ao custo de produzir o item, o custo de preparar as máquinas para a sua 

produção. 

O objetivo foi de desenvolver uma heurística, para obter a resolução de forma 

integrada, para o problema de dimensionamento de lotes das peças a serem produzidas nas 

linhas de moldagem e o problema de programação das ligas a serem produzidas nos fornos, 

para máquinas paralelas com múltiplos itens, diminuindo os custos de produção. 

De forma diferente de Araújo e Arenales (2004), desenvolvemos um método que 

considera a programação detalhada para os 5 dias e obtivemos bons resultados, num tempo 

computacional razoável. 

Em relação à prática, o resultado obtido pode ser considerado muito bom, visto 

que em relação aos atrasos, preparações e com alguns comparações individuais entre os outros 

tópicos analisados, esteve melhor.  

Em relação ao pacote Ampl/Cplex 10.0, utilizando um tempo muito menor a 

solução encontrada pode ser considerada razoável. 

Observe que na aplicação da heurística desenvolvida o pacote Ampl/Cplex é 

utilizado duas vezes: uma para resolver o problema relaxado e outra para a factibilização dos 

fornos. 

Como pesquisas futuras, deve-se implementar um método de solução para o 
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modelo relaxado, que pode ser baseado no método de Wagner e Whitin (1958). Além disso, 

deve-se considerar a factibilização dos fornos durante a fase de transferências, eliminando 

assim, a necessidade do pacote. Adicionalmente, novos testes devem ser feitos de forma a 

melhorar o desempenho da heurística e, por fim, uma interface gráfica deve ser desenvolvida.  

Desta forma pretende-se ter um método de solução totalmente independente de 

pacotes, com uma interface gráfica amigável, facilitando assim, a utilização do método pela 

indústria. 
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APÊNDICE 

Relaxação Lagrangiana 

A Relaxação Lagrangiana é uma das técnicas mais aplicadas na resolução de 

programação inteira. O seu sucesso deve-se ao fato de permitir obter, em certas condições, 

formulações mais fortes ou de fornecer de uma forma muito eficiente limites inferiores de 

qualidade semelhante aos obtidos com a relaxação linear. 

A relaxação lagrangiana é uma técnica usada para resolver problemas de 

otimização combinatória em que as restrições têm uma estrutura de que se pode tirar partido. 

Acontece frequentemente que é possível re-arranjar as restrições de um problema em vários 

conjuntos, de forma a fazer sobressair uma estrutura especial. 

Held & Karp (1970), que utilizaram um método Lagrangiano para resolver o 

problema do caixeiro viajante, foram precursores do uso deste método; Geoffrion (1974) deu 

ao mesmo o nome de Relaxação Lagrangiana. 

A lista de aplicações da relaxação Lagrangiana é muito extensa. Tais aplicações 

incluem o problema do caixeiro viajante, problemas de localização, o problema de atribuição 

generalizado, problemas de recobrimento e particionamento de conjuntos e problemas de 

roteamento entre outros. Algumas aplicações da relaxação Lagrangiana podem ser 

encontradas, por exemplo, no artigo de Sridharan (1995). Entre as aplicações recentes da 

relaxação Lagrangiana estão, por exemplo, as de Galvão (2000,2002) e Fumero (2001).  

Consideremos então o seguinte problema (P) 

v(P) = min[cx] 

  (P) sujeito a:  Ax ≤ b 

           Dx ≤ c 

                        x ∈ S 
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A idéia é relaxar as restrições complicadas colocando-as na função objetivo 

como uma “penalização”. Assim, a relaxação Lagrangiana do problema acima, com relação 

ao conjunto de restrições complicadas é definida associando a este conjunto um vetor u ≥  0, 

denominado de multiplicador de Lagrange ou variáveis duais. O problema Lagrangiano 

obtido utilizando a técnica de relaxação Lagrangiana para o problema (IP) é dado a seguir: 

   v(Pu)min {cx + u(Ax-b)} 

         (Pu) sujeito a:  Dx ≤ c 

x ∈ S 

Observe-se que o problema Lagrangiano é um problema em x, resolvido para um 

dado vetor fixo u. Neste caso devemos escolher u ≥  0 para garantir que v(Pu) seja um limite 

inferior para (P). Caso as restrições sejam da forma Ax ≥  b, os multiplicadores devem ser não 

positivos para garantir que v(Pu) ≤ v(P). Finalmente, se Ax = b, o sinal de u é irrestrito. 

Uma solução ótima para (P) é obtida através da relaxação Lagrangiana quando 

duas condições são satisfeitas simultaneamente: (i) a solução da relaxação Lagrangiana é 

viável no problema (P), isto é, (Ax* - b) ≤  0, onde x* é a solução ótima de (Pu) para u = u*;  

(ii) são satisfeitas as condições de folgas complementares dadas por u* (Ax* - b) = 0 

(Greenberg & Pierskalla, 1970). Observe-se que o fato de a solução ótima Lagrangiana x* ser 

viável para o problema (P) não é suficiente para garantir que tal solução será ótima para (P). 

Fisher (1981) e Parker & Rardin (1988) provaram que v(Pu) é uma função linear 

por partes, contínua e côncova, mas geralmente não diferençável no ponto ótimo. O fato de 

uma função ser côncova implica que um ótimo local é um ótimo global. Esta propriedade da 

relaxação Lagrangiana faz com que ela seja uma proposta atraente como estratégia para obter 

limites de solução de (P). 

Para otimizar o problema lagrangiano podem ser utilizados vários métodos. 

Além do método do subgradiente, que será aqui apresentado, existe o método de ajuste de 
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multiplicadores, em que é utilizado apenas um pequeno conjunto de direções para atualização 

do vetor de multiplicadores.  

Método do Subgradiente 

O método do subgradiente é uma adaptação do método do gradiente para funções 

não diferenciáveis em todos os pontos do domínio. O método do subgradiente é um método 

bem conhecido, usado para otimização de funções diferenciáveis. O método consiste em partir 

de um valor inicial de  

 

O gradiente de uma função no ponto x é um vetor dado por : 

⎟
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, em que 
xi

)x(
δ
δ  representa a derivada parcial da 

função f(x) em ordem a xi , calculada no ponto x. 

Para um dado ponto x e uma direção d, tal que 0>∇ d).x(f , a otimização pelo 

método do gradiente, baseia-se na idéia de um pequeno passo de valor k, dado na direção d 

produz uma solução com maior valor de função objetivo, i.e, para o ponto y = x + t.d, temos 

que f(y) > f(x). 

• Algoritmo do Subgradiente: 

O método consiste em partir de um valor inicial de u (um vetor nulo) e, em cada 

iteração, atualizar u, na direção de um subgradiente, de acordo com um dado passo. 

Um subgradiente válido, na iteração k, é dado por (Axk – b). Assim a atualização 

é feita do seguinte modo: )bAx(tuu kkkk −+=+1 , sendo o tk , o passo definido por um 

parâmetro (δ , foi utilizado no nosso programa) para ajustar o tamanho do passo à medida que 

se pretende escolher com maior minúcia os valores de u. O valor inicial deste parâmetro, 

utilizado no nosso método foi escolhido dentro do seguinte intervalo : 0 <δ < 1. 

Os passos do algoritmo, são resumidos abaixo: 
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Passo 1: : Escolha um ponto inicial uk e faça k =1. 

Passo 2: Determine um subgradiente s(uk)∈ ∂ ZLR(uk). Se s(uk)=0, PARE (uk é 

uma solução ótima).  

Passo 3: Faça uk+1=uk + θus(uk) para θk>0. Faça k←k + 1 e volte ao passo 2.  

A convergência do método depende essencialmente da escolha do tamanho do 

passo θk 

Teoricamente, o algoritmo do subgradiente pode parar quando em alguma 

iteração k, encontrar s(λk)=0∈ ∂ ZLR(λk). Mas esta situação dificilmente acontecerá, por isso 

adota-se um número máximo de iterações, ou um critério de parada baseado na não melhoria 

da solução após certo número de iterações. 
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