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a cada dia e por não deixar que o cansaço se sobrepusesse.

Agradeço ao professor Ryuichi, a quem muito considero, pela admirável dedi-

cação e paciência durante este trabalho.

Agradeço ao professsor Armando Caputi pela valiosa participação nos seminários
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Agradeço ao meu namorado Rogério, pelo companheirismo, atenção, carinho e
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Resumo

Neste trabalho mostraremos os seguintes teoremas:

1) Uma hipersuperf́ıcie mergulhada, conexa, compacta com curvatura média

constante no espaço Euclidiano é a esfera de curvatura constante (Aleksandrov).

2) Uma hipersuperf́ıcie mergulhada, conexa, compacta com curvatura escalar

constante no espaço Euclidiano é a esfera de curvatura constante (Ros).

iv



Abstract

In this work we show the following theorems:

1) A compact, connected imbedding hipersurface with constant mean curvature

in the Euclidian space is a round sphere.(Aleksandrov)

2) A compact, connected imbedding hipersurface with constant scalar curvature

in the euclidian space is a round sphere.(Ros)

Key-words: r-th mean curvature, compact hipersurfaces, Aleksandrov theorem,

Ros theorem.
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Introdução

Seja ϕ : Mn → Rn+1 uma hipersuperf́ıcie e denote as curvaturas principais de ϕ

por λ1, ..., λn. O polinômio simétrico elementar de grau r de {λ1, ..., λn} é chamado

de r-ésima curvatura média de ϕ e será denotado por Hr. Por exemplo, H1, H2 e

Hn são proporcionais à curvatura média, curvatura escalar e a curvatura de Gauss-

Kronecker, respectivamente.

Em 1954, Hsiung [10] mostrou que se tivermos Mn estritamente convexa e Hr

constante para algum r = 1, ..., n, então Mn é necessariamente uma esfera. Este

resultado, juntamente com o celebrado Teorema de Hadamard para hipersuperf́ıcies

convexas, implica que toda hipersuperf́ıcie compacta com Hn constante mergulhada

no espaço euclidiano é uma esfera.

Em 1958, Aleksandrov mostrou que a esfera é a única hipersuperf́ıcie conexa,

compacta e mergulhada com curvatura média constante no espaço euclidiano.

Em 1988, Ros provou que a esfera é a única hipersuperf́ıcie conexa, compacta e

mergulhada com curvatura escalar constante no espaço euclidiano.

Neste trabalho, demonstraremos os resultados obtidos por Aleksandrov [1] e

Ros [15]. Ressaltamos que a técnica utilizada na demonstração do Teorema de

Aleksandrov é diferente daquela utilizada no trabalho original.

Nosso trabalho encontra-se dividido em quatro caṕıtulos. No primeiro intro-

duzimos os conceitos básicos sobre tensores, variedades diferenciáveis e Geometria

riemanniana. Em seguida, dedicamos o segundo caṕıtulo à apresentação do Teo-

rema de Hadamard para hipersuperf́ıcies convexas e o terceiro caṕıtulo apresenta o
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Teorema da divergência, a Primeira e Segunda Fórmula de Minkowski, a Fórmula

de Lichnerowicz e a Fórmula de Reilly.

Por fim, no quarto caṕıtulo faremos a demonstração do Teorema de Aleksandrov

e do Teorema de Ros seguindo as idéias de Reilly [14] e Ros [15], [16].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos conceitos e resultados que tomaremos como básicos.

Com isso, estaremos fixando algumas notações que utilizaremos ao longo deste tra-

balho.

Na primeira seção apresentaremos uma introdução ao estudo de tensores. Em

seguida será apresentada a teoria sobre Variedades Diferenciáveis e abordaremos

alguns preliminares de Geometria riemanniana que são de nosso interesse. Ao final

estudaremos as Imersões Isométricas e as suas Equações Fundamentais.

Ressaltamos que a teoria sobre tensores, variedades diferenciáveis e geometria

riemanniana pode ser encontrada em [3], [5], [6], [9] e [18], e assim omitiremos

demonstrações.

1.1 Tensores sobre um Espaço Vetorial

Ao longo desta seção consideraremos V um R-espaço vetorial de dimensão finita n

e V ∗ seu espaço dual.

Definição 1.1 Um tensor do tipo (m, s) sobre V é uma forma (m + s)-linear

T : V ∗ × ...× V ∗︸ ︷︷ ︸
mfatores

×V × ...× V︸ ︷︷ ︸
sfatores

→ R.
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Definição 1.2 Defina a soma entre tensores do tipo (m, s) por

(T + S)(ω1, ..., ωm, v1, ...vs) := T (ω1, ..., ωm, v1, ..., vs) + S(ω1, ..., ωm, v1, ..., vs)

e a multiplicação por um número real por

(c.T )(ω1, ..., ωm, v1, ..., vs) = c.T (ω1, ..., ωm, v1, ..., vs).

O conjunto formado pelos tensores de tipo (m, s) sobre V , munido das operações

acima é um R-espaço vetorial (nm+s)-dimensional, o qual será denotado por V m,s.

Definição 1.3 Seja T um tensor de tipo (m1, s1) e S um tensor de tipo (m2, s2). O

produto tensorial T ⊗S entre T e S é um tensor de tipo (m1 + m2, s1 + s2) definido

como

(T ⊗ S)(ω1, ..., ωm1 , ..., ωm1+m2 , v1, ..., vs1 , ..., vs1+s2)

:= T (ω1, ..., ωm1 , v1, ..., vs1).S(ωm1+1, ..., ωm1+m2 , vs1+1, ..., vs1+s2).

O espaço de tensores sobre V munido da soma, multiplicação por escalar e pro-

duto tensorial ⊗ é uma álgebra sobre R, a qual denotaremos por ⊗T (V ).

Observação 1.4 Observe que V 1,0 = (V ∗)∗ e por meio do isomorfismo natural

entre V e (V ∗)∗, podemos identificar V e V 1,0 da seguinte maneira: Cada v ∈ V

está identificado com Tv : V ∗ → R dada por Tv(ω) := ω(v). Além disso, temos que

V 0,1 = V ∗ e por convenção, V 0,0 = R.

Tal identificação pode ser estendida, ou seja, dado T ∈ V m,s podemos conside-

rá-lo como uma aplicação (k + l)-linear

T : V ∗ × ...× V ∗︸ ︷︷ ︸
kfatores

×V × ...× V︸ ︷︷ ︸
lfatores

→ V m−k,s−l

definida por

T (ω1, ..., ωk, v1, ..., vl) = T (ω1, ..., ωk, ·, ..., ·︸ ︷︷ ︸
(m−k)entradas

, v1, ..., vl, ·, ..., ·︸ ︷︷ ︸
(s−l)entradas

). (1.1)
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Em particular, note que T : V ∗×V → R pode ser identificado com um operador

linear sobre V .

Definição 1.5 Seja T ∈ Tm,sV com m, s ≥ 1. O traço de T com relação ao par

(i, j) é o tensor de tipo (m− 1, s− 1) definido por

(tr(i,j)T )(ω1, ..., ωm−1, v1, ..., vs−1) :=∑
k

T (ω1, ..., ωi−1, βk, ωi, ..., ωm−1, v1, ..., vj−1, wk, vj, ..., vs−1)

onde (w1, ..., wn) é uma base ordenada de V e (β1, ..., βn) sua base dual. O traço de

T em relação ao par (1, 1) será simplesmente denotado por trT .

Observe que tal definição não depende da escolha da base em V .

1.1.1 Tensores sobre um Espaço Vetorial com Produto In-
terno

Agora, vamos supor que V é munido de um produto interno 〈., .〉.

Definição 1.6 Sejam (e1, ..., en) uma base ortonormal de V , (β1, ..., βn) sua base

dual e T ∈ V m,s. Definimos a norma ‖T‖ de T por

‖T‖2 =
n∑

i1,...,im,j1,...,js=1

T (βi1 , ..., βim , ej1 , ..., ejs)
2.

Nesta subseção indicaremos 〈., .〉 por g. Note que g ∈ V 0,2.

Podemos identificar V com V ∗ por meio da correspondência u 7−→ ωu, onde

ωu(v) = g(u, v),∀v ∈ V .

Analogamente, para todo ω ∈ V ∗ consideraremos a correspondência: ω 7−→ uω,

onde uω é o único vetor tal que ω(v) = g(uω, v),∀v ∈ V. Isto é, também estamos

identificando o funcional linear ω com o vetor uω.

Assim, podemos definir o tensor inverso de g, por g−1(ω, ω) = g(uω, uω),∀ω, ω ∈

V ∗. É imediato verificar que g−1 ∈ V 2,0.
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O próximo resultado nos dá uma identificação entre tensores de tipo (m, s) com

tensores de tipo (m− 1, s + 1) em espaços vetoriais com produto interno.

Proposição 1.7 Sejam (V, g) um espaço vetorial real V munido de produto interno

g, e T ∈ V m,s. Se S = tr(g ⊗ T ), então

S(ω̂1, ω2, ..., ωm, vωi
, v1, ..., vs) = T (ω1, ..., ωm, v1, ..., vs),

onde ω̂1 indica que estamos excluindo ω1.

Demonstração: Consideremos uma base (w1, ..., wn) de V e sua base dual (β1, ..., βn).

Dado ω ∈ V ∗, afirmamos que
∑

k ω(wk)βk = ω.

De fato, dado v ∈ V podemos escrevê-lo como v =
∑

l λlwl, para certos λ′ls em

R.

Assim, (∑
k

ω(wk)βk

)
(v) =

∑
k

ω(wk).βk

(∑
l

λlwl

)

=
∑

k

ω(wk).

(∑
l

λlβk(wl)

)
=
∑

k

λkω(wk)

= ω

(∑
k

λkwk

)
= ω(v),

e pela arbitrariedade de v, segue o resultado.

Deste modo,

S(ω̂1, ω2, ..., ωm, vω1 , v1, ..., vs)

=
∑

k

(g ⊗ T )(βk, ω2, ..., ωm, wk, vω1 , v1, ..., vs)

=
∑

k

g(wk, vω1).T (βk, ω2, ..., ωm, v1, ..., vs)

=
∑

k

ω1(wk)T (βk, ω2, ..., ωm, v1, ..., vs)

=
∑

k

T (ω1(wk)βk, ω2, ..., ωm, v1, ..., vs)
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= T (ω1, ..., ωm, v1, ..., vs),

como queŕıamos. �

Do mesmo modo, em espaços vetoriais com produto interno também podemos

identificar tensores de tipo (m, s) com tensores de tipo (m + 1, s − 1), como nos

mostra o seguinte resultado.

Proposição 1.8 Sejam (V, g) um espaço vetorial real V munido de produto interno

g e T ∈ V m,s. Se S = tr(g−1 ⊗ T ), então

S(ωv1 , ω1..., ωm, v̂1, v2, ..., vs) = T (ω1, ..., ωm, v1, ..., vs).

Demonstração: Análoga à demonstração da proposição anterior.

Corolário 1.9 Sejam ωv e vω como definidos anteriormente. Então, temos que

ωv = tr(g ⊗ v) e vω = tr(g−1 ⊗ ω), onde vω está identificado com o seu bidual.

Demonstração: Basta notar que identificando v e vα com o seu bidual, temos

tr(g ⊗ v)(v1) = v(ωv1) = ωv1(v) = g(v, v1) = ωv(v1), para todo v1 ∈ V e tr(g−1 ⊗

ω)(β) = ω(vβ) = g(vω, vβ) = vω(β), para todo β ∈ V ∗. �

Ressaltamos que essas identificações serão muito usadas durante a dissertação.

Por exemplo, quando nos referimos ao traço de uma forma bilinear estaremos nos

referindo ao traço do operador linear identificado com a forma bilinear.

1.2 Variedades Diferenciáveis

Ao longo da dissertação o termo diferenciável significará de classe C∞.

Definição 1.10 Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M e

uma famı́lia de aplicações injetoras xα : Uα ⊂ Rn → M de abertos Uα de Rn em M

tais que:

7



(1) ⋃
α

xα(Uα) = M.

(2) Se xα e xβ são tais que xα(Uα) ∩xβ(Uβ) = W 6= ∅, então x−1
α (W ) e x−1

β (W )

são abertos em Rn e a aplicação x−1
β ◦ xα : x−1

α (W ) → Uβ é diferenciável.

(3) A famı́lia (xα, Uα) é maximal em relação às condições (1) e (2).

Definição 1.11 Dado p ∈ xα(Uα) dizemos que (xα, Uα) é uma parametrização (ou

sistema de coordenadas) de M em p, e chamamos xα(Uα) de vizinhança coordenada

em p.

Definição 1.12 Uma estrutura diferenciável em M é uma famı́lia de parametrizações

(xα, Uα) que satisfazem (1) e (2).

Para toda estrutura diferenciável em M , existe uma única famı́lia maximal de

parametrizações que a contém, o que induz uma topologia em M .

Observamos que ao indicarmos uma variedade por Mn, entendemos que o ı́ndice

n indicará a dimensão de M .

A próxima definição vem introduzir a idéia de diferenciabilidade de aplicações

definidas em variedades diferenciáveis.

Definição 1.13 Sejam Mn e Nm variedades diferenciáveis. Dizemos que a aplicação

ϕ : M → N é diferenciável em p ∈ M , se para cada parametrização yβ : Vβ ⊂ Rm →

N em ϕ(p) existir uma parametrização xα : Uα → M em p com ϕ(xα(Uα)) ⊂ yβ(Vβ)

tal que y−1
β ◦ ϕ ◦ xα é diferenciável. Dizemos que ϕ é diferenciável em um aberto de

M se for diferenciável em todos os pontos deste aberto.

Se observarmos a condição (2) da Definição 1.10, temos que a definição acima

não depende da escolha das parametrizações.
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Com relação às aplicações diferenciáveis podemos destacar as funções reais de

classe C∞ definidas em uma variedade M . Convém ressaltar que o conjunto destas

funções torna-se um anel quando munido das operações de soma e multiplicação

usuais de funções, o qual denotaremos por D(M).

Agora, convém apresentarmos um teorema de existência de partição da unidade.

Antes porém, necessitamos de algumas definições.

Definição 1.14 Seja M uma variedade diferenciável. Uma famı́lia de abertos Vα ⊂

M com
⋃

α Vα = M é localmente finita se todo ponto p ∈ M possui uma vizinhança

U tal que U ∩ Vα 6= ∅ apenas para um número finito de ı́ndices.

Definição 1.15 Dada uma função f : M → R dizemos que o fecho do conjunto dos

pontos onde f é diferente de zero é o suporte de f .

Definição 1.16 Dizemos que uma famı́lia {fα} de funções diferenciáveis fα : Mα →

R é uma partição da unidade se:

(I) Para todo α, fα ≥ 0 e o suporte de fα está contido em uma vizinhança

coordenada Vα = xα(Uα) de uma estrutura diferenciável {(xβ, Uβ)} de M .

(II) A famı́lia {Vα}é localmente finita.

(III)
∑

α fα(p) = 1, para todo p ∈ M (esta condição faz sentido, pois em cada p,

fα(p) 6= 0 para apenas um número finito de ı́ndices).

Dizemos que a partição {fα} da unidade é subordinada à cobertura {Vα}.

Teorema 1.17 Uma variedade diferenciável M possui uma partição diferenciável

da unidade se e somente se toda componente conexa de M é Hausdorff e tem base

enumerável.

Admitiremos que as variedades mencionadas daqui em diante são Hausdorff e

que sua topologia possui base enumerável, de tal forma que M admite uma partição

da unidade.
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Definição 1.18 Dada uma variedade diferenciável M , dizemos que uma aplicação

diferenciável α : (−ε, ε) → M é uma curva diferenciável em M .

Definição 1.19 Seja α : (−ε, ε) → M uma curva diferenciável em M . Suponha

que α(0) = p ∈ M e seja D o conjunto das funções reais em M diferenciáveis em p.

Então, definimos o vetor tangente à curva α em t = 0 como a função α′(0) : D → R

dada por α′(0)f = d(f◦α)
dt

|t=0, f ∈ D.

Definição 1.20 Um vetor tangente em p ∈ M é o vetor tangente em t = 0 de

alguma curva diferenciável α : (−ε, ε) → M com α(0) = p. O conjunto dos vetores

tangentes à M em p será indicado por TpM .

Dados um sistema de coordenadas (x, U) em p com x(0) = p, uma curva dife-

renciável α : (−ε, ε) → M com α(0) = p e α′(0) = v ∈ TpM e f ∈ D(M), podemos

escrever f ◦ x(q) = f(x1, ..., xn), q = (x1, ..., xn) ∈ U e x−1 ◦ α(t) = (x1(t), ..., xn(t)).

Logo,

α′(0)f =
d(f ◦ α)

dt
|t=0 =

d

dt
f(x1(t), ..., xn(t))|t=0 =

n∑
i=1

x′i(0)

(
∂f

∂xi

(0)

)
=

=

(∑
i

x′i(0)
∂

∂xi

(0)

)
f

e sendo assim, podemos expressar α′(0) ∈ TpM no sistema de coordenadas (x, U)

por

α′(0) =
∑

i

x′i(0)
∂

∂xi

(0).

Em outras palavras, TpM é gerado pelo conjunto de vetores
{

∂
∂x1

(0), ..., ∂
∂xn

(0)
}

,

onde ∂
∂xi

(0) é o vetor tangente à curva coordenada xi 7→ x(0, ..., 0, xi, 0, ..., 0).

Observamos que é posśıvel verificar que o conjunto TpM com as operações usuais

de soma e multiplicação por escalar é um R-espaço vetorial n-dimensional e deste

modo, note que { ∂
∂x1

(0), ..., ∂
∂xn

(0)} é uma base de TpM . Em resumo, a escolha de
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um sistema de coordenadas (x, U) determina uma base associada { ∂
∂x1

(0), ..., ∂
∂xn

(0)}

em TpM .

No entanto, é importante observar que a estrutura linear definida em TpM não

depende do sistema de coordenadas escolhido.

O espaço vetorial TpM é chamado o espaço tangente à M em p.

Definição 1.21 Seja Mn uma variedade diferenciável e seja TM = {(p, v) : p ∈

M, v ∈ TpM}. Podemos munir o conjunto TM com uma estrutura diferenciável

natural, obtendo assim uma variedade diferenciável TM de dimensão 2n, a qual é

chamada de fibrado tangente de M .

A Definição 1.13 apresentou como é estendida às variedades a noção de diferen-

ciabilidade de uma aplicação. A seguir, definiremos a diferencial de uma aplicação

em um ponto.

Definição 1.22 Dadas M e N variedades diferenciáveis, seja ϕ : M → N diferen-

ciável. Se p ∈ M e v ∈ TpM definimos a diferencial de ϕ em p, dϕp : TpM →

Tϕ(p)N , calculada em v por

dϕp(v) = (ϕ ◦ α)′(0),

onde α : (−ε, ε) → M é uma curva diferenciável com α(0) = p e α′(0) = v.

Proposição 1.23 A aplicação dϕp : TpM → Tϕ(p)N é linear e não depende da es-

colha de α.

Definição 1.24 Sejam M e N variedades diferenciáveis. Uma aplicação ϕ : M →

N é um difeomorfismo se ela é um homeomorfismo diferenciável com inversa ϕ−1

diferenciável.

Do clássico Teorema da Função Inversa ainda temos que se dϕp : TpM → Tϕ(p)N

for um isomorfismo, então ϕ é um difeomorfismo local em p ∈ M .
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Definição 1.25 Sejam M e N variedades diferenciáveis e ϕ : Mn → Nm uma

aplicação diferenciável. A aplicação ϕ é chamada imersão se dϕp é injetora para

todo p ∈ M . Além disso, se ϕ : M → ϕ(M) é um homeomorfismo, onde ϕ(M) tem

a topologia induzida de N , dizemos que ϕ é um mergulho.

Se M ⊂ N e a inclusão i : M → N é um mergulho, então dizemos que M é uma

subvariedade de N . Se já tivermos uma imersão ϕ : Mn → Nm, temos que n ≤ m e

a diferença m− n é chamada a codimensão da imersão ϕ.

Proposição 1.26 Sejam M e N variedades diferenciáveis e ϕ : Mn → Nm uma

imersão. Então, para todo ponto p ∈ M , existe uma vizinhança V ⊂ M de p tal que

a restrição ϕ|V : V → N é um mergulho.

Considere F : U ⊂ Rn → Rm uma aplicação diferenciável. Dizemos que um

ponto p ∈ U é um ponto cŕıtico de F se a diferencial dFp : Rn → Rm não é sobre-

jetora. A imagem F (p) de um ponto cŕıtico é chamada um valor cŕıtico de F . Um

ponto a ∈ Rm que não é um valor cŕıtico é chamado um valor regular de F . Note

que qualquer ponto a 6∈ F (U) é um valor regular de F .

Teorema 1.27 Seja F : U ⊂ Rn → Rm uma aplicação diferenciável e a ∈ F (U)

um valor regular de F . Então a imagem inversa F−1(a) ⊂ Rn é uma subvariedade

de Rn de dimensão n−m = k.

Quanto à noção de orientabilidade de uma variedade apresentamos a seguinte

definição:

Definição 1.28 Seja M uma variedade diferenciável. Se M admite uma estrutura

diferenciável (xα, Uα) tal que para todo par α, β com xα(Uα)∩xβ(Uβ) 6= ∅ a diferen-

cial da mudança de coordenadas xβ ◦ x−1
α tem determinante positivo, então dizemos

que M é orientável. Caso contrário, dizemos que M é não-orientável.
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Definição 1.29 Um campo de vetores X em uma variedade diferenciável M é uma

correspondência que a cada ponto p ∈ M associa um vetor X(p) ∈ TpM .

Definição 1.30 Um campo de vetores X em uma variedade diferenciável M é dito

diferenciável se e somente se X(f) é diferenciável para toda f diferenciável em M .

Utilizaremos a notação X (M) para representar o conjunto dos campos de vetores

diferenciáveis em M .

Convém observar que dado p ∈ M e uma vizinhança coordenada (x, U) de p é

posśıvel escrever

X(p) =
∑

i

ai(p)
∂

∂xi

,

onde ai : U → R.

Nesse sentido, por vezes é conveniente pensarmos em um campo de vetores X

como uma aplicação X : D → F , onde F representa o conjuntos das funções em M ,

definida do seguinte modo:

(Xf)(p) =
∑

i

ai(p)
∂f

∂xi

(p),∀f ∈ D.

Com isso, verifica-se que X(f) é diferenciável se e somente se, as funções a′is o

forem.

Dados dois campos de vetores diferenciáveis X e Y , podemos destacar um exem-

plo importante de campo de vetores diferenciável, o qual é chamado de Colchete de

Lie de X e Y , o qual denotamos por [X, Y ], e é dado por

[X,Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f)) ∀f ∈ D(M)

ou simplesmente,

[X, Y ] = XY − Y X.

Além disso, tal campo possui as propriedades abaixo:

13



(I) [X, Y ] = −[Y,X] (anticomutatividade);

(II) [aX + bY, Z] = a[X, Z] + b[Y, Z] (linearidade);

(III) [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 (identidade de Jacobi);

(IV) [fX, gY ] = fg[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X,

onde Z ∈ X (M), f, g ∈ D(M) e a, b ∈ R.

1.2.1 Campos de Tensores em uma Variedade Diferenciável

Na seção 1.1 estudamos tensores sobre um R-espaço vetorial V arbitrário. Na seção

anterior, observamos que dada uma variedade diferenciável M e um ponto p ∈ M ,

o espaço tangente à M em p é um R-espaço vetorial. Neste caso, vamos denotar o

conjunto dos tensores de tipo (m, s) sobre TpM por Tm,s
p M .

Definição 1.31 Um campo de tensores T de tipo (m, s) em uma variedade dife-

renciável M é uma correspondência que a cada ponto p ∈ M associa um tensor

T (p) ∈ Tm,s
p M . Um campo de formas lineares é chamado de 1-forma.

Vamos denotar por Tm,sM o conjunto dos campos de tensores definidos em M .

Definição 1.32 Dizemos que uma 1-forma ω em M é diferenciável se e somente

se ω(X) é diferenciável, para todo campo de vetores diferenciável X em M .

Definição 1.33 Um campo de tensores T de tipo (m, s) em M é dito diferenciável

se e somente se T (ω1, ..., ωm, X1, ..., Xs) é diferenciável para toda m-upla de 1-formas

ω1, ..., ωm em M e toda s-upla X1, ..., Xs de campos de vetores diferenciáveis em M ,

com 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ j ≤ s.

Assim, encerramos esta seção já familiarizados com as definições básicas de va-

riedades diferenciáveis, o que nos permite formalizar importantes conceitos de Ge-

ometria riemanniana necessários ao nosso trabalho. É o que estudaremos na próxima

seção.
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1.3 Preliminares de Geometria Riemanniana

Nesta seção estudaremos variedades diferenciáveis como objetos munidos de uma

estrutura métrica. Fundamentalmente, tal estrutura é constitúıda ao introduzirmos

um produto interno em cada espaço tangente à variedade, como vemos na seguinte

definição.

Definição 1.34 Uma métrica riemanniana em uma variedade diferenciável M é

um campo de tensores de tipo (0, 2) diferenciável em M que a cada ponto p ∈ M

associa um produto interno 〈, 〉p em TpM .

Observamos que deixaremos de escrever o ı́ndice p em 〈, 〉p sempre que não houver

possibilidade de confusão.

Definição 1.35 Uma variedade diferenciável munida de uma métrica riemanniana

é chamada de variedade riemanniana.

Em virtude da existência de uma partição da unidade em M temos a seguinte

proposição:

Proposição 1.36 Toda variedade diferenciável M possui uma métrica riemanni-

ana.

A definição abaixo nos dá o conceito de equivalência entre duas variedades rie-

mannianas.

Definição 1.37 Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo ϕ :

M → N é chamado uma isometria se para todo p ∈ M e todo par u, v ∈ TpM temos

〈u, v〉p = 〈dϕp(u), dϕp(v)〉f(p).
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Na Seção 1.2 apresentamos a definição de campos de vetores diferenciáveis em

uma variedade diferenciável M . Então é natural perguntar-nos como se dá a derivação

de tais campos de vetores.

Com o propósito de bem definirmos tal derivação, passamos às seguintes definições.

Definição 1.38 Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma

aplicação ∇ : X (M) × X (M) → X (M), a qual indicaremos por (X, Y ) → ∇XY

satisfazendo as seguintes propriedades:

(I) ∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z,

(II) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(III) ∇X(fY ) = f∇XY + X(f)Y ,

onde X,Y, Z ∈ X (M) e f, g ∈ D(M).

Definição 1.39 Um campo de vetores V ao longo de uma curva c : I → M é

correspondência que a cada t ∈ I associa um vetor V (t) ∈ Tc(t)M .

Definição 1.40 Dizemos que um campo de vetores V ao longo de uma curva é

diferenciável se para toda função diferenciável f em M , a função t 7→ V (t)f é

diferenciável em I.

O próximo resultado mostra que a escolha de uma conexão afim ∇ em M origina

uma derivada de campos de vetores ao longo de curvas bem definida.

Proposição 1.41 Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇.

Então existe uma única correspondência que associa a um campo de vetores V dife-

renciável ao longo da curva diferenciável c : I → M um outro campo de vetores DV
dt

ao longo de c, denominado derivada covariante de V ao longo de c, tal que:

(a) D
dt

(V + W ) = DV
dt

+ DW
dt

, onde W é um campo de vetores ao longo de c.

(b) D
dt

(fV ) = df
dt

V + f DV
dt

, onde f é uma função diferenciável em I.
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(c) Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ X (M), isto é, V (t) = Y (c(t)),

então DV
dt

= ∇ dc
dt

Y .

Definição 1.42 Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇.

Um campo de vetores V ao longo de uma curva c : I → M é chamado paralelo

quando DV
dt

= 0, para todo t ∈ I.

Proposição 1.43 Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇.

Seja c : I → M uma curva diferenciável em M e V0 um vetor tangente a M em

c(t0), t0 ∈ I (i.e. V0 ∈ Tc(t0)M). Então existe um único campo de vetores paralelo

V ao longo de c, tal que V (t0) = V0, onde V (t) é chamado o transporte paralelo de

V (t0) ao longo de c.

É de nosso interesse observar que a noção de derivada covariante de campos de

vetores se estende aos campos de tensores.

Porém, antes de estudarmos tal situação é conveniente o seguinte questiona-

mento: dados X, Y ∈ X (M) e uma 1-forma ω em M , como calcular (∇Xω)(Y )?

Para esclarecermos tal questão basta observarmos que ω(Y ) ∈ D(M), e pela

regra de Leibniz devemos ter ∇X(ω(Y )) = ω(∇XY ) + (∇Xω)(Y ). Logo, é natural

definirmos (∇Xω)(Y ) := ∇X(ω(Y ))− ω(∇XY ) e assim o faremos.

Analogamente podemos definir a aplicação

∇Y : Tm,sM → Tm,sM

por

∇Y T (ω1, ..., ωm, X1, ..., Xs) = Y (T (ω1, ..., ωm, X1, ..., Xs))

T (∇Y ω1, ..., ωm, X1, ..., Xs)− ...− T (ω1, ..., ωm, X1, ...,∇Y Xs). (1.2)

Chamamos ∇Y T de derivada covariante de T em relação à Y .
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Definição 1.44 Dado um campo de tensores T de tipo (m, s) em M , definimos a

diferencial covariante de T como um campo de tensores ∇T de tipo (m, s + 1) em

M dado por

∇T (ω1, ..., ωm, Y, X1, ..., Xs) = ∇Y T (ω1, ..., ωm, X1, ..., Xs).

Devido ao nosso interesse por determinados campos de tensores, antes de prosse-

guirmos nosso estudo sobre variedades riemannianas, vamos apresentar alguns exem-

plos.

Exemplo 1.45 Considere g a métrica riemanniana em M . Veja que g é um campo

de tensores de tipo (0, 2) em M , e portanto ∇g é de tipo (0, 3).

Assim, ∀X, Y, Z ∈ X (M) obtemos ∇g(Z, Y,X) = Z(g(X, Y )) − g(∇ZX, Y ) −

g(X,∇ZY ) = Z〈X, Y 〉 − 〈∇ZX, Y 〉 − 〈X,∇ZY 〉.

Exemplo 1.46 Considere f ∈ D(M). Sabemos que f é um campo de tensores de

tipo (0, 0), e dado X ∈ X (M), temos que ∇f(X) = X(f).

Observação 1.47 Veja que ∇f(X) = 〈∇f, X〉, onde ∇f é o gradiente de uma

função real f visto como campo de vetores. Sendo assim, o gradiente de f visto

como campo de vetores pode ser identificado com a diferencial covariante da função

f (ver corolário 1.9). Observe que a diferencial covariante de f coincide com a

diferencial df de f e que a mesma não depende da métrica riemanniana.

Proposição 1.48 Sejam T, T1, T2 ∈ Tm,sM , c ∈ R e X ∈ TpM onde p ∈ M .

Então, se ∇ é a diferencial covariante de tensores, temos que:

(a) ∇X(cT1 + T2) = c∇XT1 +∇XT2.

(b) (∇X(tr(i,j)T )) = (tr(i,j)(∇XT )).

(c) ∇X(T1 ⊗ T2) = (∇XT1)⊗ T2 + T1 ⊗ (∇XT2).
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Demonstração: Os itens (a) e (c) seguem imediatamente das Definições 1.2, 1.3 e

da igualdade (1.2).

Para obter (b) calcule (∇X(tr(i,j)T ))(ω1, ..., ωm−1, v1, ..., vs−1) e (tr(i,j)(∇XT ))(ω1,

..., ωm−1, v1, ..., vs−1) explicitamente, onde ω1, ..., ωm−1 são 1-formas diferenciáveis e

v1, ..., vs−1 são campos de vetores diferenciáveis. �

Definiremos agora um caso importante de conexão afim, o qual é denominado

conexão de Levi-Civita.

Definição 1.49 Uma conexão ∇ em uma variedade riemanniana M é dita com-

pat́ıvel com a métrica se e somente se

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉,

∀X, Y, Z ∈ X (M).

Observação 1.50 Pelo Exemplo 1.45, note que ∇g ≡ 0 se e somente se ∇ é com-

pativel com a métrica.

Proposição 1.51 Seja M uma variedade riemanniana. Uma conexão ∇ em M é

compat́ıvel com a métrica se e só se para todo par V e W de campos de vetores ao

longo da curva diferenciável c : I → M tem-se

d

dt
〈V, W 〉 =

〈
DV

dt
, W

〉
+

〈
V,

DW

dt

〉
, t ∈ I.

E justificada por este último resultado, apresentamos a seguinte proposição.

Proposição 1.52 Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇ e

uma métrica riemanniana 〈., .〉. Se a conexão é compat́ıvel com a métrica 〈., .〉, então

para toda curva diferenciável c e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P

e P ′ ao longo de c, temos que 〈P, P ′〉 = constante.
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Definição 1.53 Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é dita

simétrica quando

∇XY −∇Y X = [X, Y ]

para todo X, Y ∈ X (M).

É válido ressaltar que em um sistema de coordenas (U,x), o fato da conexão ∇

ser simétrica implica que para todo i, j = 1, ..., n,

∇Xi
Xj −∇Xj

Xi = [Xi, Xj] = 0,

onde Xi denota ∂
∂xi

.

Teorema 1.54 (Levi-Civita) Dada uma variedade riemanniana M , existe uma única

conexão afim ∇ em M satisfazendo as condições:

(a) ∇ é simétrica.

(b) ∇ é compat́ıvel com a métrica riemanniana.

A conexão dada pelo teorema acima é denominada conexão de Levi-Civita (ou

riemanniana) de M . Daqui em diante, ∇ sempre indicará a conexão de Levi-Civita.

Definiremos alguns campos de tensores que serão muito importantes no decorrer

do trabalho.

Definição 1.55 Seja f ∈ D(M). O campo de tensores de tipo (0, 2) ∇(∇f) = ∇2f

em M dado por

∇(∇f)(X, Y ) = X(∇f(Y ))−∇f(∇XY ), ∀X,Y ∈ X (M)

é chamado de Hessiano de f .

Veja que ∇2f é simétrico, pois

∇2f(X,Y )−∇2f(Y, X) = X(∇f(Y ))−∇f(∇XY )− Y (∇f(X)) +∇f(∇Y X) =
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= X(Y (f))− Y (X(f)) +∇f([Y, X]) =

= [X, Y ](f) + [Y,X](f) = 0,

ou seja, ∇2f(X, Y ) = ∇2f(Y, X).

A seguinte proposição nos dá uma maneira alternativa de calcular o Hessiano, e

sua demonstração é conseqüência direta das definições e identificações usadas.

Proposição 1.56 Seja M uma variedade riemanniana e ∇ a sua conexão de Levi-

Civita. Então

∇2f(X, Y ) = 〈∇X∇f, Y 〉 (1.3)

onde ∇f do lado direito da equação é o campo vetorial identificado com a 1-forma

∇f .

Definição 1.57 Seja T um campo de tensores de tipo (0, m) definido em uma var-

iedade riemanniana M n-dimensional. Definimos o operador divergente de T divT

como um campo de tensores de tipo (0, m− 1) dado por

divT (v2, ..., vm) =
∑

k

(∇wk
T )(wk, v2, ..., vm),

onde {wk}, k = 1, ..., n, é uma base ortonormal de V .

Definição 1.58 Dada uma variedade riemanniana Mn, consideremos X ∈ X (M),

p ∈ M e {Yk}n
i=1 uma base ortonormal de TpM . Então definimos o divergente de X

divX em p como

divX(p) =
n∑

k=1

〈∇Yk
X, Yk〉.

Pelo que já observamos na subseção 1.1.1, é posśıvel associarmos a cada campo

de vetores X ∈ M um funcional linear ωX , e veja que

divωX =
∑

k

(∇Yk
ωX)(Yk) =

∑
k

∇Yk
(ωX(Yk))− ωX(∇Yk

Yk) =
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=
∑

k

∇Yk
〈X,Yk〉 − 〈X,∇Yk

Yk〉 =
∑

k

Yk〈X, Yk〉 − 〈X,∇Yk
Yk〉 =

=
∑

k

〈∇Yk
X, Yk〉,

o qual coincide com o divergente usual de campos de vetores em M .

Definição 1.59 Dada f ∈ D(M) definimos o laplaciano de f em p ∈ M como

∆f =
∑

k

∇2f(Yk, Yk) = div(∇f),

onde {Yk} é uma base ortonormal de TpM .

Daremos agora a definição de geodésica e alguns conceitos que são dependentes

dessa definição.

Dada uma curva diferenciável c : I → M fica naturalmente determinado um

campo de vetores tangentes à M ao longo de c dado por dc
dt

. No entanto, existem

curvas com particularidades interessantes com respeito a este campo de vetores.

Tomando como ponto de partida a noção de derivada covariante, bem como, a

de transporte paralelo, podemos introduzir o conceito de curva geodésica em uma

variedade riemanniana.

Definição 1.60 Uma curva diferenciável γ : I → M é uma geodésica em t0 ∈ I se

D
dt

(
dγ
dt

)
= 0 no ponto t0. Se γ é geodésica ∀t ∈ I, dizemos simplesmente que γ é

uma geodésica.

Definição 1.61 Se [a, b] ⊂ I e γ : I → M é uma geodésica, então γ|[a,b] é um

segmento de geodésica que liga γ(a) a γ(b).

Definição 1.62 Um segmento de geodésica γ : [a, b] → M é chamado minimizante

se l(γ) ≤ l(c), onde l(.) denota o comprimento de uma curva e c é qualquer curva

diferenciável por partes ligando γ(a) a γ(b).
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Definição 1.63 Um conjunto S ⊂ M é dito fortemente convexo se para quaisquer

dois pontos p1, p2 do fecho de S existe uma única geodésica minimizante γ ligando

p1 a p2 cujo interior está contido em S.

É posśıvel mostrar que todo ponto p ∈ M possui uma vizinhança fortemente

convexa.

Definimos agora o referencial geodésico, que será útil posteriormente.

Seja p ∈ M e U uma vizinhança fortemente convexa de p. Fixe uma base

ortonormal {w1, ..., wn} de TpM . Então existem n campos de vetores diferenciáveis

E1, ..., En em U tais que:

a) Ei(p) = wi ∀i = 1, .., n.

b){E1(q), ..., En(q)} é uma base ortonormal de TqM , ∀q ∈ U .

c) ∇Ei
Ej(p) = 0 ∀i, j = 1, ..., n.

Esses campos são obtidos explicitamente. Dado q ∈ U , considere γp,q uma

geodésica minimizante ligando p a q. Seja Ei(q) o transporte paralelo de wi ao

longo de γp,q. Pode-se mostrar que os campos Ei assim constrúıdos satisfazem as

condições a), b) e c). Uma n-upla de campos de vetores assim constrúıdos é chamado

de referencial geodésico em p.

A próxima definição introduz a curvatura (ou tensor de curvatura), que é um

objeto central em geometria riemanniana.

Definição 1.64 A curvatura R de uma variedade riemanniana M é uma corres-

pondência que associa a cada par X, Y ∈ X (M) uma aplicação R(X, Y ) : X (M) →

X (M) dada por

R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, Z ∈ X (M),

onde ∇ é a conexão riemanniana de M .
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Proposição 1.65 A curvatura R de uma variedade riemanniana goza das seguintes

propriedades:

(I) R é bilinear em X (M)×X (M), isto é,

R(fX1 + gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),

R(X1, fY1 + gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, X2),

f, g ∈ D(M), X1, X2, Y1, Y2 ∈ X (M).

(II) Para todo par X,Y ∈ X (M), a curvatura R(X, Y ) : X (M) → X (M)é

linear, isto é,

R(X, Y )(Z + W ) = R(X, Y )Z + R(X, Y )W,

R(X,Y )fZ = fR(X, Y )Z,

f ∈ D(M), Z,W ∈ X (M).

(III) (Primeira Identidade de Bianchi).

R(X, Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = 0.

A Proposição 1.65 permite-nos uma observação interessante, pois dela resulta

que a curvatura R : TpM × TpM × TpM → TpM de acordo com (1.1), pode ser

identificada a um campo de tensores de tipo (1, 3) em M , o qual por abuso de

notação também denotaremos por R.

Por outro lado, a Proposição 1.7 nos diz que podemos identificar R com o campo

de tensores de R̃ = tr(g⊗R) de tipo (0, 4) fazendo R̃(W, X, Y, Z) = 〈R(X, Y )Z,W 〉.

A próxima proposição estabelece algumas propriedades da curvatura:

Proposição 1.66 (a) 〈R(X, Y )Z,W 〉+ 〈R(Y, Z)X, W 〉+ 〈R(Z,X)Y,W 〉 = 0

(b) 〈R(X, Y )Z,W 〉 = −〈R(Y, X)Z,W 〉

(c) 〈R(X, Y )Z,W 〉 = −〈R(X, Y )W, Z〉

(d) 〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(Z,W )X, Y 〉
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A partir da curvatura apresentamos a definição seguinte, onde indicaremos por

‖X∧Y ‖ a expressão
√
‖X‖2‖Y ‖2 − 〈X, Y 〉2 que representa a área do paralelogramo

determinado pelos vetores X e Y .

Definição 1.67 Dada uma variedade riemanniana M , p ∈ M e σ ⊂ TpM um subes-

paço bi-dimensional de TpM , definimos para os vetores X(p), Y (p) ∈ σ linearmente

independentes a curvatura seccional de σ em p como

K(X(p), Y (p)) =
〈R(X, Y )Y,X〉
‖X ∧ Y ‖2

.

É importante observar que a curvatura seccional é relativa ao subespaço σ ⊂ TpM

escolhido. Então, ao invés de escrevermos K(X, Y ) podemos escrever K(σ). Isto

é posśıvel pois pode-se demonstrar que K(X,Y ) não depende da escolha da base

{X, Y } em σ.

Lema 1.68 Seja M uma variedade riemanniana e p ∈ M . Defina uma aplicação

trilinear R′ : TpM × TpM × TpM → TpM por

〈R′(X, Y, W ), Z〉 = 〈Y, W 〉〈X, Z〉 − 〈X, W 〉〈Y, Z〉,

para todo X, Y, W, Z ∈ TpM . Então M tem curvatura seccional constante igual a

K0 se e só se R = K0R
′, onde R é a curvatura de M .

Já identificamos a curvatura R ao tensor R de tipo (1, 3) em M e note que

(trR)(X, Y ) =
n∑

k=1

〈R(wk, X)Y,wk〉

onde {w1, ..., wn} é uma base ortonormal de TpM .

A partir do tensor curvatura podemos definir outros tensores que têm papel

fundamental em nosso trabalho. Sendo assim, concluiremos esta seção apresentando

tais definições.
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Definição 1.69 Dada uma variedade riemanniana M e p ∈ M , consideremos uma

base ortonormal {w1, ..., wn} de TpM . Então, para quaisquer X,Y ∈ TpM definimos

o tensor de Ricci, denotado por Ric, como o tensor de tipo (0, 2) dado por

Ric(X, Y ) = (trR)(X, Y ) =
n∑

k=1

〈R(wk, X, Y ), wk〉.

Além disso, se ‖X‖ = 1, então Ric(X, X) é chamado de curvatura de Ricci na

direção X.

É válido observar que esta definição não depende da escolha da base ortonormal

em TpM .

Pela Proposição 1.8 podemos identificar Ric a um tensor R̂ic de tipo (1, 1) em M ,

e sendo assim, dada uma base ortonormal (w1, ..., wn) em TpM e sua dual (β1, ..., βn),

temos que

trR̂ic =
n∑

k=1

R̂ic(βk, wk) =
n∑

k=1

Ric(wk, wk).

Com isso, apresentamos a seguinte definição.

Definição 1.70 Dada uma variedade riemanniana M e p ∈ M , consideremos uma

base ortonormal (w1, ..., wn) de TpM . Então, definimos a curvatura escalar S em p

como sendo o tensor de tipo (0, 0) dado por

S(p) = trR̂ic =
n∑

j,k=1

〈R(wj, wk)wk, wj〉.

Novamente observamos que tal definição não depende da escolha da base ortonor-

mal em TpM .

1.4 Imersões Isométricas e as Equações Funda-

mentais

Definição 1.71 Sejam Mn e M
n+k

(k ≥ 1) variedades Riemannianas. Uma imersão

ϕ : Mn → M
n+k

é dita isométrica se 〈dϕp(v), dϕp(w)〉M = 〈v, w〉M , ∀v, w ∈ TpM.
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Dada uma imersão isométrica ϕ : Mn → M
n+k

, podemos estabelecer relações

entre objetos definidos em ambas as variedades. Estas relações são expressas por

meio das Equações Fundamentais das Imersões Isométricas.

Lembremo-nos que a Proposição 1.26 nos diz que se ϕ : Mn → M
n+k

é uma

imersão, então ϕ é localmente um mergulho. Nestas condições, podemos identificar

um aberto U de M com ϕ(U), e dizer que ϕ é localmente a aplicação de inclusão.

Mais ainda, podemos considerar U como uma subvariedade de M . Em particular,

estamos identificando p ∈ U com ϕ(p) ∈ ϕ(U).

Conseqüentemente, para cada p ∈ M , o espaço tangente TpM é considerado um

subespaço vetorial de TpM de dimensão n (já considerando a identificação acima).

Assim, se considerarmos o espaço k-dimensional TpM
⊥ = { v ∈ TpM : 〈u, v〉 =

0,∀u ∈ TpM}, podemos escrever

TpM = TpM ⊕ TpM
⊥.

O espaço TpM
⊥ é chamado de espaço normal à M em p.

Temos deste modo, o fibrado normal

TM⊥ = {(p, ξp)|p ∈ M, ξp ∈ TpM
⊥} =

⋃
p∈M

TpM
⊥.

Um campo de vetores normal ξ é uma correspondência que a cada p ∈ M associa

um vetor em TpM
⊥. Dizemos que ξ ∈ TM⊥ é diferenciável se ele for localmente a

restrição à TM⊥de algum campo de vetores diferenciável em M . Indicaremos por

X (M)⊥ os campos de vetores diferenciáveis normais à M .

Tomemos agora, campos locais de vetores X e Y tangentes a M . Como ϕ|U é

um mergulho, existem extensões locais X e Y de X e Y , respectivamente, numa

vizinhança de U em M .

Assim, se ∇ é a conexão de Levi-Civita de M , faz sentido calcularmos ∇XY , ou

até mesmo ∇XY .
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Pode-se mostrar que ∇XY não depende da extensão Y de Y que tomamos, e

portanto, por simplicidade de notação, denotaremos ∇XY por ∇XY , lembrando

que isso significa tomar uma extensão de Y para calcular a derivada covariante.

Temos então:

∇XY = (∇XY )> + (∇XY )⊥. (1.4)

No entanto, é posśıvel verificar que (∇..)
> é a própria conexão de Levi-Civita de

M (que denotaremos por ∇), isto é, (∇XY )> = ∇XY.

Definição 1.72 Definimos a segunda forma fundamental da imersão ϕ, como sendo

a aplicação bilinear α : X (M)×X (M) → X (M)⊥ dada por α(X,Y ) = (∇XY )⊥.

Deste modo, ∀X,Y ∈ X (M), obtemos de (1.4) a fórmula de Gauss

∇XY = ∇XY + α(X, Y ). (1.5)

Proposição 1.73 Se X, Y ∈ X (U), a aplicação α : X (U)× X (U) → X (U)⊥ dada

por

α(X, Y ) = ∇XY −∇XY

é simétrica e bilinear em relação à D(M).

Além disso, se X ∈ X (M) e ξ ∈ X (M)⊥, podemos escrever

∇Xξ = (∇Xξ)> + (∇Xξ)⊥, (1.6)

e com relação à componente normal, definimos

∇⊥
Xξ := (∇Xξ)⊥.

Veja que para quaisquer ∀X, Y ∈ X (M), f, g ∈ D(M) e ξ ∈ X (M)⊥, temos

que ∇⊥ : X (M) × X (M)⊥ → X (M)⊥ é por definição: ∇⊥
fX+gY ξ = ∇fX+gY ξ −

(∇fX+gY ξ)>.
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Com isso, podemos concluir que ∇⊥ é D(M)-linear em X e R-linear em ξ, pois

∇ e ∇>
são conexões afins.

Além disso, ∀f ∈ D(M) temos ∇⊥
Xf(ξ) = f∇⊥

Xξ + X(f)ξ.

Assim, ∇⊥ é uma conexão afim em TM⊥ chamada conexão normal.

Se η ∈ X (M)⊥, então X〈ξ, η〉 = 〈∇⊥
Xξ, η〉 + 〈ξ,∇⊥

Xη〉, ou seja, ∇⊥ é compat́ıvel

com a métrica.

Quanto à componente tangencial, definimos

AξX := −(∇Xξ)>, (1.7)

onde Aξ : X (M) → X (M).

Proposição 1.74 Para todo p ∈ M , temos que Aξp : TpM → TpM é um operador

linear auto-adjunto.

Demonstração: Basta verificar que dados X, Y ∈ X (M) e ξ ∈ X (M)⊥, temos da

Proposição 1.51 e das expressões (1.6) e (1.5) que

〈Aξ(X), Y 〉p = 〈−(∇Xξ)>, Y 〉 = 〈−∇Xξ, Y 〉 = 〈ξ,∇XY 〉 =

= 〈ξ,∇XY + α(X, Y )〉 = 〈ξ, α(X, Y )〉 = 〈ξ, α(Y, X)〉 = ... = 〈Aξ(Y ), X〉p.�

Note que em particular, 〈AξX, Y 〉 = 〈α(X, Y ), ξ〉.

Veja que de (1.6) e (1.7) obtemos

∇Xξ = −AξX +∇⊥
Xξ, (1.8)

e chamamos tal expressão de Fórmula de Weingarten e o operador Aξ é chamado

de operador forma (shape operator), ou ainda, por abuso de linguagem, de segunda

forma fundamental.

A curvatura R em M é dada por

R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,∀Z ∈ X (M), (1.9)
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e em virtude dos objetos definidos até aqui observemos que ao considerarmos R e

R as curvaturas de M e M , respectivamente, e dados quaisquer X,Y, Z ∈ X (M),

segue que:

∇X∇Y Z = ∇X(∇Y Z + α(Y, Z)) = ∇X∇Y Z +∇Xα(Y, Z) =

= ∇X∇Y Z + α(X,∇Y Z)− Aα(Y,Z)X +∇⊥
Xα(Y, Z).

Analogamente,

∇Y∇XZ = ∇Y∇XZ + α(Y,∇XZ)− Aα(X,Y )Y +∇⊥
Y α(X, Z).

Finalmente, também pela Fórmula de Gauss temos

∇[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z + α([X, Y ], Z),

e tomando a parte tangencial em (1.9) resulta:

(R(X,Y )Z)> = ∇X∇Y Z − Aα(Y,Z)X −∇Y∇XZ + Aα(X,Z)Y −∇[X,Y ]Z

⇒ (R(X,Y )Z)> = R(X, Y )Z + Aα(X,Z)Y − Aα(Y,Z)X.

Assim, ∀W ∈ X (M) temos: 〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z,W 〉+〈α(Y,W ), α(X, Z)〉−

〈α(X, W ), α(Y, Z)〉, obtendo assim a chamada Equação de Gauss:

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z,W 〉+ 〈α(X, W ), α(Y, Z)〉 − 〈α(X, Z), α(Y, W )〉.

(1.10)

Observe que ao considerarmos X, Y ∈ TpM ortonormais e o subespaço σ de

TpM gerado por eles e se K(X, Y ) = 〈R(X, Y )Y,X〉 e K(X, Y ) = 〈R(X, Y )Y,X〉

denotam as curvaturas seccionais em M e M de σ, respectivamente, temos de (1.10)

que

K(X, Y ) = K(X, Y ) + 〈α(X, X), α(Y, Y )〉 − ‖α(X, Y )‖2.

Defina

(∇⊥
Xα)(Y, Z) = ∇⊥

Xα(Y, Z)− α(∇XY, Z)− α(Y,∇XZ),∀X, Y, Z ∈ TpM.
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Com isso, ao considerarmos a componente normal em (1.9) obtemos a Equação

de Codazzi:

(R(X, Y )Z)⊥ = (∇⊥
Xα)(Y, Z)− (∇⊥

Y α)(X,Z).

Finalmente, consideramos o tensor curvatura em TM⊥, ou seja, R⊥(X, Y )ξ =

∇⊥
X∇⊥

Y ξ−∇⊥
Y∇⊥

Xξ−∇⊥
[X,Y ]ξ para todo X, Y ∈ TM e ξ ∈ TM⊥. Das equações (1.8)

e (1.5) segue que a componente normal de R(X, Y )ξ satistaz a Equação de Ricci:

(R(X, Y )ξ)⊥ = R⊥(X, Y )ξ + α(AξX, Y )− α(X, AξY ).

Ressaltamos que se fizermos o produto escalar por η ∈ TpM
⊥, na expressão

acima, a Equação de Ricci pode ser escrita como

〈R(X, Y )ξ, η〉 = 〈R⊥(X, Y )ξ, η〉 − 〈[Aξ, Aη]X, Y 〉,

onde [Aξ, Aη] = AξAη − AηAξ.

Analogamente, fazendo alguns cálculos, a Equação de Codazzi pode ser escrita

como

(R(X, Y )ξ)> = (∇Y A)(X, ξ)− (∇XA)(Y, ξ),

onde (∇Y A)(X, ξ) = ∇Y AξX − Aξ∇Y X − A∇⊥Y ξX.

Agora que formalizamos tais equações, vamos reescrevê-las para o caso de uma

imersão ϕ : Mn → M
n+k

c , onde M
n+k

c denota uma variedade de curvatura seccional

constante igual a c.

Sabemos pelo Lema 1.68 que R = cR′, e deste modo, as equações de Gauss,

Codazzi e Ricci podem ser escritas como:

Equação de Gauss

〈R(X,Y )Z,W 〉 = c〈R′(X,Y, Z), W 〉+ 〈α(X, W ), α(Y, Z)〉 − 〈α(X,Z), α(Y, W )〉,

(1.11)

Equação de Codazzi

(∇⊥
Xα)(Y, Z) = (∇⊥

Y α)(X, Z),
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ou equivalentemente,

(∇XA)(Y, ξ) = (∇Y A)(X, ξ), (1.12)

Equação de Ricci

R⊥(X, Y )ξ = α(X, AξY )− α(AξX, Y ),

ou equivalentemente,

〈R⊥(X, Y )ξ, η〉 = 〈[Aξ, Aη]X,Y 〉. (1.13)

Decorre da última equação que R⊥ = 0 se e somente se [Aξ, Aη] = 0 para todo

ξ, η, isto é, se e somente se para todo p ∈ M existe uma base de TpM que diagonaliza

simultaneamente todos os operadores Aξ.

Em particular, se ϕ : Mn → M
n+k

é uma imersão isométrica onde a codimensão

k de ϕ é igual a 1, então ϕ é denominada uma hipersuperf́ıcie. É imediato que dado

p ∈ M , temos dimR((TpM)⊥) = 1, e neste caso, [Aξ, Aη] = 0.

Por outro lado, vimos que ∇Xξ = ∇⊥
Xξ − AξX = ∇⊥

Xξ + ∇Xξ>, e além disso,

0 = X〈ξ, ξ〉 = 2〈∇Xξ, ξ〉. Logo, ∇Xξ = 0 e pela definição de R⊥(X, Y )ξ, segue que

a equação de Ricci é naturalmente satisfeita, pois teremos em (1.13) uma equação

do tipo 0 = 0. Isto é, no caso das hipersuperf́ıcies, temos de fato somente duas

equações fundamentais.

Dada uma imersão isométrica ϕ : Mn → M
n+1

, x ∈ M e ξ ∈ TpM
⊥ sabemos

que o operador Aξ é auto-adjunto, e portanto, existe uma base ortonormal de TxM

constitúıda de autovetores e1(x), ..., en(x) associados aos autovalores λ1(x), ..., λn(x).

Neste sentido, denominamos λ1(x), ..., λn(x) de curvaturas principais de ϕ em x,

e analogamente dizemos que e1(x), ..., en(x) são direções principais.

Definição 1.75 Uma imersão isométrica ϕ : Mn → M
n+k

é dita umb́ılica em

x0 ∈ M quando Aξ = λξI para todo ξ ∈ Tx0M
⊥, onde λξ ∈ R e I é a aplicação

identidade em Tx0M .
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Além disso, dizemos que ϕ é uma imersão umb́ılica quando é umb́ılica em todo

x ∈ M .

Definição 1.76 Seja Aξ a segunda forma fundamental relativa à imersão ϕ : Mn →

M
n+1

e x ∈ M . Então, para todo r ∈ N, 1 ≤ r ≤ n definimos a r-ésima curvatura

média Hr de ϕ em x por

Hr(x) =
∑

i1 6=i2 6=... 6=ir

λi1(x).λi2(x)...λir(x),

onde os ı́ndices i1 6= i2 6= ... 6= ir são distintos dois a dois.

Algumas r-ésimas curvaturas médias recebem nomes especiais.

Definição 1.77 Dada uma imersão ϕ : Mn → M
n+1

com a segunda forma funda-

mental Aξ, definimos a curvatura média H de ϕ em x por

H(x) =
1

n

n∑
i

λi(x) =
1

n
(trAξ) =

1

n
H1(x).

Quando r = n, chamaremos Hn(x) = λi1(x)λi2(x)...λir(x) = det(Aξ) de curvatura

de Gauss-Kronecker de ϕ em x.

Daqui em diante estudaremos um caso particular de imersão isométrica ϕ :

Mn → M
n+1

, a saber, quando M
n+1

= Rn+1.

Vamos denotar a esfera unitária n-dimensional em Rn+1 por Sn(1) e supor Mn

orientável.

Então, fixada uma orientação em M , podemos escolher em TM⊥ um campo de

vetores normal unitário (global) ξ e definir a seguinte aplicação:

N : Mn → Sn(1)

por

x 7→ ξx.
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Note que tal aplicação está globalmente definida (pois tomamos M orientada), e

a mesma é chamada Aplicação Normal de Gauss. Além disso, ξx ∈ Sn(1) representa

a translação do vetor ξx ∈ TxM
⊥ para a origem de Rn+1. Mais ainda, para todo

x ∈ M, os espaços vetoriais TxM e TN(x)S
n(1) são paralelos em Rn+1, donde segue

que existe um isomorfismo natural entre tais espaços, e nestas condições, podemos

identificá-los.

Veja que N é claramente diferenciável. Além disso, temos o seguinte resultado:

Proposição 1.78 A diferencial da aplicação normal de Gauss em p ∈ M , dNp :

TpM → TpM , é um operador linear auto-adjunto.

Proposição 1.79 Seja ϕ : Mn → Rn+1 uma hipersuperf́ıcie orientável com aplicação

normal de Gauss N : Mn → Sn
1 . Então, para cada x ∈ M, temos

(dNx) = −Aξ(x).

Demonstração : Consideremos X ∈ TxM e seja γ : (−ε, ε) → M uma curva

diferenciável com γ(0) = x e γ′(0) = X.

Segue da definição de diferencial, que

(dNx)(X) =
d

dt
(N ◦ γ)(t)|t=0 = X(ξx) = (∇Xξ)x = −Aξ(x)X,

onde a última igualdade se dá pela Fórmula de Weingarten (1.8). �

Deste último resultado podemos concluir que α(ei, ej) = −〈dN(ei), ej〉.

Sabemos que a curvatura seccional de Rn+1 é nula, e sendo assim, a equação

(1.11) pode ser escrita como

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈α(X, W ), α(Y, Z)〉 − 〈α(X, Z), α(Y, W )〉.

Em particular, se dado x ∈ M o conjunto {e1, ..., en} é uma base ortonormal de

TxM que diagonaliza Aξ, temos que

S(x) =
n∑

i,j=1

〈R(ei, ej)ej, ei〉 =
∑
i,j

〈α(ei, ei), α(ej, ej)〉−〈α(ei, ej), α(ej, ei)〉 =
∑
i6=j

λiλj =

34



= H2(x). (1.14)

Neste caso veja que a definição de curvatura escalar coincide com a definição da

segunda curvatura média dada na Definição 1.76.
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Caṕıtulo 2

Hipersuperf́ıcies Convexas em Rn

Neste caṕıtulo apresentaremos o Teorema de Hadamard para Hipersuperf́ıcies Con-

vexas que aponta implicações topológicas importantes da aplicação normal de Gauss.

Para isso serão necessários alguns resultados de Topologia, os quais não faremos

demonstração, ressaltando que podem ser consultados em [13].

Com isso, concluiremos que a esfera é a única hipersuperf́ıcie conexa e compacta

com curvatura de Gauss-Kronecker constante mergulhada no espaço euclidiano.

2.1 O Teorema de Hadamard para hipersuperf́ıcies

convexas

Vamos iniciar esta seção apresentando resultados preliminares de Topologia.

Ao longo desta subseção E e B denotarão espaços topológicos.

Teorema 2.1 Todo subespaço compacto de um espaço topológico Hausdorff é fechado.

Teorema 2.2 Seja f : E → B uma função cont́ınua bijetora. Se E é compacto e

B é Hausdorff, então f é um homeomorfismo.

Definição 2.3 Seja π : E → B uma aplicação cont́ınua sobrejetora. Um conjunto

aberto U de B é chamado um aberto distinguido de B por π se π−1(U) puder ser
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escrito como ⋃
α∈J

Vα,

onde os V ′
αs são abertos disjuntos entre si e π|Vα : Vα → U é um homeomorfismo.

Definição 2.4 Seja π : E → B cont́ınua e sobrejetora. Se todo ponto b de B

tem uma vizinhança U que é um aberto distinguido por π, então π é chamada uma

aplicação de recobrimento e E é dito um espaço de recobrimento de B.

Proposição 2.5 Se π : E → B é uma aplicação de recobrimento, com E conexo

por caminhos e B simplesmente conexo, então π é homeomorfismo.

Proposição 2.6 Se f : E → B é um homeomorfismo local, com E compacto e B

conexo, então f é uma aplicação de recobrimento.

Teorema 2.7 (Teorema da Separação de Jordan-Brouwer) - Seja M uma

hipersuperf́ıcie conexa e compacta de Rn. Então Rn − M consiste em dois abertos

conexos (regiões) D1 e D2, tais que M = D1 ∩ D2, isto é, M é a fronteira dos

domı́nios Di, sendo um destes compacto.

Demonstração: Uma demonstração deste resultado pode ser consultada em [8].

Daqui em diante, admitiremos que as imersões mencionadas são isométricas e

quando for conveniente vamos denominar a imersão ϕ : Mn → Rn+1 de hipersu-

perf́ıcie, entendendo que ϕ é um mergulho e que estamos nos referindo à subvar-

iedade M ≈ ϕ(Mn) de Rn+1.

Vejamos agora alguns resultados auxiliares para a demonstração do Teorema de

Hadamard.

Proposição 2.8 Seja ϕ : Mn → Rn+1 hipersuperf́ıcie compacta. Então existe um

ponto x0 ∈ M e um vetor normal ξ ∈ Tx0M
⊥ tal que a segunda forma fundamental

Aξ é positiva definida.
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Demonstração: Vamos considerar a função f : M → R dada por f(x) = 1
2
‖ϕ(x)‖2,

que é claramente diferenciável, e note que ϕ(x) pode ser vista como um vetor posição

em Rn+1. Assim, dado p ∈ M e X ∈ TpM temos que ∇Xϕ = X, onde ∇ é a conexão

riemanniana de Rn+1.

Note que pela compacidade de M, está garantida a existência de x0 ∈ M, tal que

f assume um valor máximo. Deste modo, para todo X ∈ Tx0M temos

0 = X(f)(x0) = X(
1

2
〈ϕ, ϕ〉)(x0) = 〈X,ϕ(x0)〉

e conseqüentemente, segue que ϕ(x0) é normal a M em x0.

Além disso, considerando α a segunda forma fundamental de ϕ temos que

0 ≥ X(X(f))(x0) = X〈X, ϕ〉(x0) = 〈∇XX, ϕ(x0)〉+ 〈X, X〉 =

〈∇XX, ϕ(x0)〉+ ‖X‖2 = 〈α(X, X), ϕ(x0)〉+ ‖X‖2.

Agora, tomando ξ = −ϕ(x0) ∈ Tx0M
⊥, obtemos 〈α(X, X), ξ〉 ≥ ‖X‖2, ou seja,

〈AξX, X〉 ≥ ‖X‖2,∀ X ∈ TM e pela arbitrariedade de X segue o resultado. �

Na Seção 1.3 do caṕıtulo anterior, vimos que se ϕ : Mn → M
n+k

é uma imersão

isométrica e p ∈ M , então TpM é um subespaço de TpM de dimensão n. Em partic-

ular, no caso em que M
n+k

= Rn+1, TpM pode ser identificado com um hiperplano

de Rn+1. Sendo assim, quando for conveniente, vamos nos referir a TpM como o

hiperplano tangente à M em p.

Ao considerarmos que a segunda forma Aξ é definida em um ponto x ∈ M , é

posśıvel obter informações à respeito da posição de M com relação ao hiperplano

tangente à uma vizinhança de x em M . A fim de verificarmos isso, vamos inicial-

mente apresentar algumas definições.

Definição 2.9 Dada uma hipersuperf́ıcie ϕ : M → Rn+1, dizemos que ϕ é local-

mente convexa em um ponto x ∈ M quando existe uma vizinhança U de x em M,

tal que ϕ(U) está de um mesmo lado do hiperplano TxM em Rn+1.
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Além disso, dizemos que a imersão ϕ é localmente estritamente convexa em x

quando ϕ(x) é o único ponto em ϕ(U) ∩ (dϕ)x(TxM).

Proposição 2.10 - Seja ϕ : M → Rn+1 uma hipersuperf́ıcie com segunda forma

definida em um ponto x0 ∈ M. Então ϕ é localmente estritamente convexa em x0. Em

particular, qualquer hipersuperf́ıcie compacta M de Rn+1 é localmente estritamente

convexa em algum ponto.

Demonstração : Seja ξx0 ∈ Tx0M
⊥ e defina h : M → R dada por

h(x) = 〈ϕ(x)− ϕ(x0), ξx0〉.

Observe que h mede a distância orientada de qualquer ponto x de M ao hiperespaço

que contém x0 e é normal a ξx0 .

Note que h ∈ D(M) e para todo X ∈ Tx0M,

X(h) = 〈X, ξx0〉 = 0

e

XX(h) = 〈∇XX, ξx0〉 = 〈∇XX, ξx0〉+ 〈α(X, X), ξx0〉 = 〈Aξx0
X,X〉.

Veja que x0 é um ponto cŕıtico de h e por hipótese, Aξx0
é definida. Portanto, h

tem um máximo ou mı́nimo estrito local em x0. Logo, dada uma vizinhança U de x0,

temos que ϕ(U) ∩ Tx0M = {x0}, e segue que ϕ é localmente estritamente convexa

em x0. Mais ainda, pela Proposição 2.8, resulta a segunda afirmação. �

Lema 2.11 Seja A um campo de operadores lineares auto-adjuntos diferenciáveis

em uma variedade riemanniana Mn. Então existem n funções cont́ınuas λ1, λ2, ..., λn

tais que para todo x ∈ Mn, {λi}n
i=1 são os autovalores de Ax.

Demonstração: A demonstração deste resultado pode ser consultada em [17].

Por domı́nio convexo entendemos um subconjunto aberto B de Rn+1 tal que,

dados dois pontos p, q ∈ B, o segmento unindo p à q está contido em B.
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Definição 2.12 Dizemos que uma hipersuperf́ıcie mergulhada ϕ : M → Rn+1 é uma

hipersuperf́ıcie convexa quando ela é a fronteira de um domı́nio convexo B ⊂ Rn+1.

Uma hipersuperf́ıcie é estritamente convexa se ela for convexa e para todo p ∈

TpM , dϕp(TpM) ∩ ϕ(M) = {ϕ(p)}.

A partir daqui, já estamos em condições de demonstrar o resultado principal

desta seção.

Teorema 2.13 (Teorema de Hadamard para Hipersuperf́ıcies Convexas)

Seja ϕ : M → Rn+1 uma hipersuperf́ıcie conexa e compacta. Então as seguintes

afirmações são equivalentes:

(I) A segunda forma fundamental é definida em todo ponto de M,

(II) M é orientável e a aplicação normal de Gauss N : Mn → Sn
1 é um difeo-

morfismo.

(III) A curvatura de Gauss-Kronecker Hn é não nula em todo ponto de M.

Além disso, qualquer uma das condições acima implica que a hipersuperf́ıcie é

uma hipersuperf́ıcie estritamente convexa.

Demonstração:

(I) ⇒ (II) Escolha um vetor ξx unitário em TxM
⊥ tal que Aξx é negativa definida

para todo x ∈ M . Fixe x0 ∈ M . Agora, considere uma vizinhança U de x0 e uma

extensão η (unitário) de ξx0 em U . Note que ηx0 = ξx0 , e para qualquer x 6= x0 ∈ U

temos ηx = ±ξx. Mas, pela escolha de ξ devemos ter ηx = ξx para todo x ∈ U e

deste modo, podemos concluir que o campo de vetores ξ é cont́ınuo em M . Então

M é orientável.

Note que a aplicação Aξ é injetora, e segue da Proposição 1.79 a injetividade

de dNx para todo x ∈ M e do Teorema da Função Inversa, temos que N é um

difeomorfismo local.
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Sendo M compacta, também temos da Proposição 2.6 que N é uma aplicação

de recobrimento, e além disso, como Sn(1) é simplesmente conexa para n ≥ 2, pela

Proposição 2.5 segue que N é um difeomorfismo global.

(II) ⇒ (III) Por hipótese, N é um difeomorfismo, logo, dNx é injetiva em todo

x ∈ M e pela Proposição 1.79 segue o resultado.

(III) ⇒ (I) Pela Proposição 2.8 sabemos que existe x0 ∈ M e ξx0 ∈ Tx0M
⊥ tal

que Aξx0
é positiva definida.

Agora, consideremos arbitrariamente x ∈ M e ξ ∈ TxM
⊥. Sendo M conexa por

caminhos, tomemos uma curva diferenciável c ligando x a x0 e consideremos η um

campo normal diferenciável ao longo de c, de modo que η coincida com ξx0 .

Note que desta maneira está definido ao longo de c um campo de operadores

auto-adjuntos Aη, e pelo Lema 2.11 existem n funções cont́ınuas λ1, ..., λn.

Como Hn(x) 6= 0 para todo x ∈ M , segue que λi(x) 6= 0 para todo i = 1, ..., n.

Por outro lado, temos por hipótese que λ1(x0), ..., λn(x0) > 0 e pela continuidade

das funções λi segue que λi(x) > 0.

Portanto, a segunda forma fundamental é definida em todo ponto de M e as

afirmações (I),(II) e (III) são equivalentes.

Para provarmos a última afirmação, inicialmente vamos mostrar que ϕ é um

mergulho, ou seja, que ϕ é um homeomorfismo sobre ϕ(M). Note que para isto basta

mostrarmos a injetividade de ϕ, pois M é compacta e ϕ(M) ⊂ Rn+1 é Hausdorff.

Com efeito, vamos supor x1, x2 ∈ M de modo que ϕ(x1) = ϕ(x2), e escolhamos

um campo de vetores ξ normal e unitário em M , de maneira que Aξ seja negativa

definida.

Agora, considere a aplicação h : M → R dada por h(x) = 〈ϕ(x)− ϕ(x1), ξx1〉.

Note que para todo X ∈ Tx1M , X(h) = 〈X, ξx1〉 = 0, e

XX(h) = 〈∇XX, ξx1〉 = 〈α(X, X), ξx1〉 = 〈Aξx1
X, X〉 < 0,
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pela escolha de Aξ.

Afirmamos que x1 é o único máximo local de h, e conseqüentemente, um máximo

global.

De fato, suponha que existe y ∈ M tal que y é um máximo local de h.

Então, para todo Z ∈ TyM , temos 0 = Z(h) = 〈Z, ξx1〉, donde segue que ξx1 =

±ξy.

Além disso, devemos ter ZZ(h) = 〈Aξx1
Z,Z〉 < 0, e assim resulta que ξx1 = ξy.

No entanto, sendo N um difeomorfismo, onde temos N(y) = N(x1), então deve-

mos ter x1 = y.

Como x1 é um máximo global de h e h(x1) = h(x2), então x1 = x2, e segue o

resultado.

Em particular, o espaço afim dϕx1(Tx1M), com exceção de ϕ(x1), está contido

na componente ilimitada de Rn+1 − ϕ(M).

Visto que ϕ é um mergulho, devemos mostrar que ϕ(M) é fronteira de um

domı́nio convexo em Rn+1.

Note que ϕ(M) é compacta e conexa, e pelo Teorema 2.7, ϕ(M) divide Rn+1

em duas componentes conexas por caminhos, cuja fronteira comum é ϕ(M). Vamos

denominar por B a componente limitada, e consideremos arbitrariamente p e q em

intB.

Sabemos que existem pontos p = y0, y1, ..., yr = q tais que y0y1, y1y2, ..., yr−1yr

formam uma poligonal unindo p à q inteiramente contida em intB, e vamos supor

que pq * intB, ou seja, que B não é um domı́nio convexo.

Então, existe 1 < j ≤ r tal que pyi ⊂ intB com 1 ≤ i ≤ j − 1, mas pyj * intB.

Agora, consideremos β : [0, 1] → intB dada por β(s) = syj + (1 − s)yj−1, e

definamos para todo s ∈ [0, 1], a aplicação αs : [0, 1] → Rn+1 por αs(t) = tβ(s) +

(1− t)p.
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Tomemos

s1 = sup{s ∈ [0, 1] : αs([0, 1]) ∩ f(M) = ∅}

t1 = inf{t ∈ [0, 1] : αs1([0, t]) ∩ f(M) 6= ∅}

e αs1(t1) = z1 ∈ f(M).

Note que αs1([0, 1]) está contida no espaço afim dϕz1(Tz1M) e portanto, αs1(0) =

p está na componente ilimitada de Rn+1 − ϕ(M), o que é um absurdo.

Portanto, B é convexo e M é uma hipersuperf́ıcie convexa.

Seja x1 ∈ M e ξx1 o vetor normal unitário a Tx1M , tal que Aξx1
é negativa

definida. Considere a função altura h : M → R dada por h(x) = 〈ϕ(x)−ϕ(x1), ξx1〉.

Por um argumento idêntico ao que foi usado nesta demonstração, temos que x1 é o

único máximo global de h. Mas isso equivale a dizer que dϕx(TxM)∩ϕ(M) = ϕ(x)

para todo x ∈ M e portanto ϕ é estritamente convexa. �

Teorema 2.14 (Hsiung) Seja ϕ : Mn → Rn+1 uma hipersuperf́ıcie estritamente

convexa tal que para algum r, 1 ≤ r ≤ n, a r-ésima curvatura média Hr é constante.

Então Mn é uma esfera.

Demonstração: A demonstração deste resultado pode ser consultada em [10].

Corolário 2.15 Seja ϕ : Mn → Rn+1 uma hipersuperf́ıcie conexa, compacta e mer-

gulhada com curvatura de Gauss-Kronecker Hn constante. Então Mn é uma esfera.

De acordo com este resultado e pelo Teorema de Hadamard podemos concluir

que a esfera é a única hipersuperf́ıcie compacta e conexa com curvatura de Gauss-

Kronecker Hn constante no espaço euclidiano.

Para concluir, enunciamos uma proposição que será útil no decorrer do trabalho.

Proposição 2.16 Seja ϕ : M → Rn+1 uma imersão umb́ılica, onde M é conexa.

Então ϕ(M) é um conjunto aberto de um hiperplano afim ou uma esfera.
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Uma demonstração deste resultado pode ser consultada em [5].

Observe que se acrescentarmos a hipótese de que M é compacta na proposição

anterior resulta que M deve ser uma esfera.
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Caṕıtulo 3

Equações da Análise Geométrica

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar resultados que serão utilizados na demonstra-

ção do Teorema de Aleksandrov [1] e do Teorema de Ros [15]. Estes resultados estão

distribúıdos em quatro seções do seguinte modo: Na primeira seção, apresentamos

o Teorema da divergência. Como corolário, obtemos uma fórmula para o volume

da região limitada por uma hipersuperf́ıcie compacta. A segunda seção é dedicada

à demonstração da Primeira e Segunda Fórmula de Minkowski. Na terceira seção

apresentamos o Teorema de Lichnerowicz e por fim, na quarta seção apresentamos

a Fórmula de Reilly [14], a qual é determinante na solução do Teorema de Ros.

Tendo em vista que estamos tratando de imersões é necessário fixarmos algumas

notações importantes.

Dada uma hipersuperf́ıcie ϕ : M → Rn+1 vamos denotar por ∇ e ∇ a conexão

riemanniana de M e Rn+1, respectivamente.

Do mesmo modo, denotaremos a diferencial covariante de uma função (ou gra-

diente) definida em M por ∇ e para uma função definida em Rn+1 por ∇. Nestas

condições, também será denotado por ∇2 e ∇2
o hessiano e por ∆ e ∆ o laplaciano

de uma função. O gradiente ∇f de uma função diferenciável f denotará tanto a

1-forma como o campo de vetores identificado a ∇f , e o significado de ∇f ficará

claro no contexto.
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Seja F uma função diferenciável definida sobre um aberto U ⊂ Rn+1 e M ⊂ U

uma hipersuperf́ıcie de Rn+1. Associe a p ∈ M , uma base ortonormal {e1, ..., en, N}

de Rn+1, de modo que N seja normal a M em p. Se considerarmos f = F |M , então

veja que f ∈ D(M) e ∇f coincide com a componente tangencial do campo ∇F , ou

seja, para cada ponto p ∈ M temos

∇f(p) = ∇F (p)− 〈∇F (p), N(p)〉N(p), (3.1)

e assim pela equação (1.3) para quaisquer X, Y ∈ TpM, obtemos

∇2f(X, Y ) = 〈∇X∇f, Y 〉 = 〈∇X∇F, Y 〉 − 〈∇X〈∇F, N〉N, Y 〉 =

∇2
F (X,Y )−〈X(〈∇F, N〉)N+〈∇F, N〉∇XN, Y 〉 = ∇2

F (X, Y )+〈∇F, N〉〈AN(X), Y 〉.

(3.2)

Além disso, ao considerarmos {e1, ..., en} direções principais associadas às cur-

vaturas principais λ1, ..., λn em TpM, ∀p ∈ M, obtemos: ∆F =
∑

i∇
2
F (ei, ei) +

∇2
F (N, N) e por (3.2) resulta que ∆F =

∑
i(∇2f(ei, ei) − 〈∇F, N〉〈AN(ei), ei〉) +

∇2
F (N, N) = ∆f − 〈∇F, N〉

∑
i λi +∇2

F (N, N). Ou seja,

∆F = ∆f − nH〈∇F, N〉+∇2
F (N, N). (3.3)

A seguir, vamos apresentar dois exemplos importantes que ilustram esta situação.

Exemplo 3.1 Consideremos F : Rn+1 → R dada por F (x) = 1
2
‖x − c‖2, para um

certo ponto fixo c em Rn+1.

Note que ∇F = x − c e ∇2
F (w, v) = 〈∇w(x − c), v〉 = 〈w, v〉, ∀x ∈ Rn+1 e

v, w ∈ Rn+1.

Suponha uma hipersuperf́ıcie ϕ : M → Rn+1 e considere f : M → R dada por

f(x) = F |M = 1
2
‖x− c‖2.

Veja que por (3.1) e (3.2) obtemos:

∇f = (x− c)− 〈x− c, N〉N = (x− c)> (3.4)
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e

∇2f(X, Y ) = 〈X, Y 〉+ 〈AN(X), Y 〉〈x− c, N〉,∀X, Y ∈ TpM. (3.5)

Exemplo 3.2 Seja Π um hiperplano afim de Rn+1 que passa por um ponto c ∈ Rn+1,

cuja direção normal é determinada pelo vetor unitário −→n ∈ Rn+1.

Considere a função h : M → R dada por h(p) = 〈p− c,−→n 〉, ∀p ∈ M.

Observe que h ∈ D(M) é a restrição à M da função H ∈ D(Rn+1) dada por

H(x) = 〈x− c,−→n 〉.

Note que ∇H = −→n e ∇2
H(v, v) = 0, ∀v ∈ Rn+1.

Assim,

∇h = −→n − 〈−→n , N〉N

e

∇2h(X, Y ) = 〈AN(X), Y 〉〈−→n , N〉,∀X, Y ∈ TpM.

3.1 O Teorema da divergência

Seja ϕ : M → Rn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta. Ω será a região limitada cuja

fronteira é M . Denotaremos o volume de Ω por V e o volume de M por A. O

elemento de volume de Rn+1 será denotado por dV e o elemento de volume de M

será denotado por dA.

Teorema 3.3 (Teorema da Divergência) Seja Ω ⊂ Rn+1 um domı́nio compacto e

consideremos M = ∂Ω a hipersuperf́ıcie compacta formada pela fronteira de Ω. Se

Z : Ω → Rn+1 é um campo de vetores diferenciável sobre Ω e N o campo normal

unitário interior de M , então∫
Ω

divZdV = −
∫

M

〈Z,N〉dA.
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Teorema 3.4 Sejam ϕ : M → Rn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta orientada e

X ∈ X (M). Então ∫
M

divXdA = 0.

Em particular,
∫

M
∆fdA = 0, para toda função f ∈ D(M).

Como uma aplicação do Teorema (3.3) apresentamos o seguinte lema.

Lema 3.5 Seja Mn ⊂ Rn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta orientável tal que M =

∂Ω. Então, para qualquer ponto fixo x0 ∈ Rn+1, temos

V = − 1

n + 1

∫
M

〈x− x0, N〉dA, (3.6)

onde x ∈ M e N é o campo normal unitário interior de M .

Demonstração: Consideremos o campo de vetores Z em Ω dado por Z(x) = x−x0

e ∀x ∈ Ω. Temos que divZ = n + 1.

Então, por (3.3) obtemos∫
Ω

divZdV = (n + 1)V = −
∫

M

〈x− x0, N〉dA.

3.2 Primeira e Segunda Fórmula de Minkowski

Agora, podemos apresentar o seguinte Teorema.

Teorema 3.6 Seja ϕ : M → Rn+1 uma hipersuperf́ıcie mergulhada, compacta e

orientada. Então

(I)

∫
M

(1 + H〈ϕ, N〉)dA = 0 (3.7)

e

(II)

∫
M

n(n− 1)H + S〈ϕ, N〉dA = 0, (3.8)

onde H é a curvatura média de ϕ e S é a curvatura escalar de M .

Referimo-nos a (3.7) e (3.8) como a Primeira e Segunda Fórmula de Minkowski,

respectivamente.
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Demonstração: Vamos considerar f : M → R dada por f(p) = 1
2
‖ϕ(p)‖2 e uma

base de direções principais {ei}p em TpM . Então, pelo Exemplo 3.1 e da igualdade

(3.2) temos por que

∇2f(ei, ei) = 〈ei, ei〉 − 〈dNp(ei), ei〉〈ϕ, N〉 = 1 + α(ei, ei)〈ϕ, N〉.

Assim,

∆f =
∑

i

(1 + α(ei, ei)〈ϕ, N〉) = n +
∑

i

α(ei, ei)〈ϕ, N〉 =

= n + nH〈ϕ, N〉 = n(1 + H〈ϕ, N〉). (3.9)

Mas, do Teorema 3.4 resulta que

n

∫
M

(1 + H〈ϕ, N〉)dA = 0,

e obtemos (3.7).

Para demonstrar (3.8), vamos considerar h : M → R dada por h(p) = 〈ϕ(p), N(p)〉,

e note que para todo p ∈ M e X ∈ TpM , temos

X(h) = 〈X,N〉+ 〈ϕ, dNp(X)〉 = 〈(ϕ)>,−ANp(X)〉 = −〈ANp(ϕ)>, X〉.

Logo, ∇h = −ANp((ϕ)>). Mas pela igualdade (3.4) e como podemos identificar

ϕ(p) ∈ Rn+1 com (x − c) por meio de translação, veja que ∇f = ϕ>, donde segue

que

∇h = −ANp(∇f), ∀p ∈ M.

Assim, dado X ∈ TpM , obtemos

∇X∇h = ∇X(−AN(∇f)) = −∇X(AN(∇f)) =

−(∇XAN)(∇f)− ANp(∇X∇f) = −(∇∇fAN)(X)− ANp(∇X∇f),

onde a última igualdade é garantida por (1.12).
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Portanto da igualdade (1.3) e da igualdade acima resulta que

∇2h(X, X) = −〈∇∇fAN(X), X〉 − 〈ANp(∇X∇f), X〉.

Mas, também podemos escrever

−〈∇∇fAN(X), X〉−〈ANp(∇X∇f), X〉 = −〈∇∇fAN(X), X〉−〈(∇X∇f), ANp(X)〉 =

= −〈∇∇fAN(X), X〉 − ∇2f(X, ANp(X)). (3.10)

Além disso, da expressão (3.5) temos que

∇2f(X,ANp(X)) = 〈X, ANp(X)〉+ 〈AN(X), AN(X)〉h(p) =

= 〈α(X,X), N〉+ ‖AN(X)‖2h(p). (3.11)

Logo, somando as igualdades (3.10) e (3.11) resulta que

∇2h(X,X) = −〈∇∇fAN(X), X〉 − 〈α(X,X), N〉 − ‖AN(X)‖2h. (3.12)

Então, considerando uma base {ei}p de direções principais em p, obtemos

∇2h(ei, ei) = −〈∇∇fAN(ei), ei〉 − λi − λ2
i h.

Logo,

∆h = tr(∇2h) = −tr(∇∇fAN)−
∑

i

λi −
∑

i

λ2
i h (3.13)

e como pela Proposição 1.48

tr(∇∇fAN) = ∇f(tr(AN))

resulta que

∆h = −∇f(tr(AN))−
∑

i

λi −
∑

i

λ2
i h = −∇f(nH)− nH − ‖α‖2h =

−〈∇f,∇nH〉 − nH − ‖α‖2h.
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Mas,

n2H2 − ‖α‖2 =

(
n∑

i=1

λi

)2

−
n∑

i=1

λ2
i =

∑
i6=j

λiλi = S (3.14)

devido a (1.14). Com isso, temos que

∆h = −〈∇f,∇nH〉 − nH − ‖α‖2h = −n〈∇f,∇H〉 − nH − (n2H2 − S)h.

Além disso, pela definição do operador div, temos que

ndiv(H∇f) = n〈∇f,∇H〉+ nH∆f.

Mas, também temos pela igualdade (3.9) que

nH∆f = n2H(1 + H〈ϕ, N〉).

Deste modo, resulta que

ndiv(H∇f) = n〈∇f,∇H〉+ n2H(1 + H〈ϕ, N〉),

e resulta desta igualdade e da igualdade (3.13) que

div(nH∇f) + ∆h = n2H + n2H2〈ϕ, N〉 − nH − n2H〈ϕ, N〉+ S〈ϕ, N〉 =

= n(n− 1)H + S〈ϕ, N〉,

e pelo Teorema da Divergência segue que∫
M

n(n− 1)H + S〈ϕ, N〉dA = 0.�

3.3 Fórmula de Lichnerowicz

A fim de demonstrarmos a Fórmula de Reilly é necessário apresentarmos o Teorema

de Lichnerowicz.

Sejam Xi, i = 1, 2, 3 campos de vetores em uma variedade riemanniana M e

f ∈ D(M). Conforme a definição de diferencial covariante de tensores, temos que

X1(f) = ∇X1f = ∇f(X1)
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X2X1(f) = X2(∇f(X1)) = ∇2f(X2, X1) +∇f(∇X2X1)

e

X3X2X1(f) = ∇3f(X3, X2, X1) +∇2f(∇X3X2, X1) +∇2f(X2,∇X3X1)

+∇2f(X3,∇X2X1) +∇f(∇X3∇X2X1). (3.15)

Dados T, S ∈ Tm,sM , temos pela Proposição 1.48 que ∇X(T ⊗S) = ∇XT ⊗S +

T ⊗∇XS.

Então,

∇2(∇f ⊗∇f)(Xi, Xi, Xj, Xj) = ∇Xi
∇Xi

(∇f ⊗∇f)(Xj, Xj)

= [∇Xi
(∇Xi

∇f ⊗∇f) +∇Xi
(∇f ⊗∇Xi

∇f)](Xj, Xj)

= [∇Xi
∇Xi

∇f ⊗∇f + 2∇Xi
∇f ⊗∇Xi

∇f +∇Xi
∇Xi

∇f ⊗∇f ](Xj, Xj)

= 2∇2f ⊗∇2f(Xi, Xj, Xi, Xj) + 2∇3f ⊗∇f(Xi, Xi, Xj, Xj). (3.16)

Pela Definição 1.6 temos que

‖∇f‖2 =
n∑

j=1

(∇f(ej))
2,

e

∆‖∇f‖2 = div(∇‖∇f‖2) =
∑

i

(∇ei
∇‖∇f‖2)(ei) =

∑
i

∇2(‖∇f‖2)(ei, ei)

=
∑
i,j

∇2(∇f ⊗∇f)(ei, ei, ej, ej),∀f ∈ D(M). (3.17)

onde (e1, ..., en) é uma base ortonormal de TpM .

Com isso, apresentamos o próximo resultado.
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Teorema 3.7 (Fórmula de Lichnerowicz) Seja M uma variedade riemanniana e

f ∈ D(M). Então,

1

2
∆(‖∇f‖2) = ‖∇2f‖2 + 〈∇(∆f),∇f〉+ Ric(∇f,∇f).

Demonstração: Para cada p ∈ M vamos considerar o referencial geodésico {E1, ..., En}

ortonormal definido em uma vizinhança U de p. Assim, de (3.17) e (3.16) obtemos

que

1

2
∆(‖∇f‖2) = ‖∇2f‖2 +

∑
i,j

∇3f(Ei, Ei, Ej).∇f(Ej)

= ‖∇2f‖2+
∑
i,j

∇3f(Ej, Ei, Ei).∇f(Ej)+(∇3f(Ei, Ei, Ej)−∇3f(Ej, Ei, Ei))∇f(Ej).

(3.18)

Primeiramente observe que

∇3f(Ei, Ei, Ej) = (∇Ei
∇2f)(Ei, Ej)

= Ei(∇2f(Ei, Ej)) +∇2f(∇Ei
Ei, Ej) +∇2f(Ei,∇Ei

Ej)

= Ei(∇2f(Ei, Ej)) = Ei(∇2f(Ej, Ei))

pela simetria de ∇2f e o fato de (E1, ..., En) ser um referencial geodésico ortonormal.

Analogamente obtemos ∇3f(Ei, Ej, Ei) = Ei(∇2f(Ej, Ei)) e portanto

∇f(Ei, Ei, Ej) = ∇3f(Ei, Ej, Ei). (3.19)

Além disso, note que

n∑
i,j=1

∇3f(Ej, Ei, Ei)∇f(Ej) =
n∑

i,j=1

(∇Ej
∇2f)(Ei, Ei)∇f(Ej)

=
n∑

i,j=1

Ej(∇2f(Ei, Ei)).∇f(Ej)−∇2f(∇Ej
Ei, Ei)∇f(Ej)−∇2f(Ei,∇Ej

Ei).∇f(Ej)

=
n∑

i,j=1

Ej(∇2f(Ei, Ei)).∇f(Ej)
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pois ∇Ej
Ei = 0. Com isso, temos que

n∑
i,j=1

∇3f(Ej, Ei, Ei)∇f(Ej) =
n∑

i,j=1

∇Ej
(∆f).∇f(Ej) = 〈∇(∆f),∇f〉. (3.20)

Substituindo (3.19) e (3.20) em (3.18) temos que

1

2
∆(‖∇f‖2) = ‖∇2f‖2 + 〈∇(∆f),∇f〉

+
∑
i,j

(∇3f(Ei, Ej, Ei)−∇3f(Ej, Ei, Ei))∇f(Ej). (3.21)

Agora, usando (3.15), temos que

∇3f(Ei, Ej, Ei) = EiEjEi(f)−∇2f(∇Ei
Ej, Ei)−∇2f(Ej,∇Ei

Ei)

−∇2f(Ei,∇Ej
Ei)−∇f(∇Ei

∇Ej
Ei) = EiEjEi(f)−∇f(∇Ei

∇Ej
Ei). (3.22)

Analogamente, temos que

∇3f(Ej, Ei, Ei) = EjEiEi(f)−∇f(∇Ej
∇Ei

Ei). (3.23)

Substituindo (3.22) e (3.23) em (3.21), temos que

1

2
∆(‖∇f‖2) = ‖∇2f‖2 + 〈∇(∆f),∇f〉+

∑
i,j

[Ei, Ej]Ei(f).∇f(Ej)

+
∑
i,j

∇f(∇Ej
∇Ei

Ei −∇Ei
∇Ej

Ei).∇f(Ej)

= ‖∇2f‖2 + 〈∇(∆f),∇f〉+
∑
i,j

∇f(R(Ej, Ei)Ei)∇f(Ej)

= ‖∇2f‖2 + 〈∇(∆f),∇f〉+
∑
i,j

〈R(Ej, Ei)Ei),∇f〉∇f(Ej)

= ‖∇2f‖2 + 〈∇(∆f),∇f〉+
∑
i,j

〈R(∇f(Ej)Ej, Ei)Ei,∇f〉

= ‖∇2f‖2 + 〈∇(∆f),∇f〉+ Ric(∇f,∇f)

o que conclui a demonstração.�
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3.4 Fórmula de Reilly

Teorema 3.8 (Fórmula de Reilly) Seja ϕ : M → Rn+1 uma hipersuperf́ıcie com-

pacta orientável e Ω ⊂ Rn+1 o domı́nio compacto limitado por M , ou seja, ∂Ω = M.

Consideremos em M a orientação dada pelo campo normal unitário interior N .

Então, para qualquer função diferenciável F : Ω → R, temos que∫
Ω

(∆F )2−‖∇2
F‖2dV =

∫
M

(nH〈∇F, N〉−2∆f)〈∇F, N〉dA+

∫
M

〈AN(∇f),∇f〉dA,

onde f ∈ D(M) é a restrição de F à M .

Demonstração: Consideremos o campo de vetores sobre Ω dado por

Z(x) = ∆F (x)∇F (x)− 1

2
∇‖∇F‖2(x),∀x ∈ Ω.

Então, tomando a base canônica {e1, ..., en+1} de Rn+1, temos que

divZ =
n+1∑
i=1

〈∇ei
Z, ei〉 = 〈∇F,∇(∆F )〉+ (∆F )2 − 1

2
∆‖∇F‖2 = (∆F )2 − ‖∇2

F‖2

devido à Fórmula de Lichnerowicz. Pelo Teorema da Divergência resulta que

∫
Ω

(∆F )2 − ‖∇2
F‖2dV = −

∫
M

〈Z,N〉dA. (3.24)

Assim, calculando 〈Z,N〉 nos pontos p ∈ M , temos:

〈Z(p), N(p)〉 = 〈∆F (p)∇F (p), N(p)〉 − 1

2
〈∇‖∇F‖2(p), N(p)〉 =

= ∆F (p)〈∇F, N〉(p)− 1

2
〈∇‖∇F‖2(p), N(p)〉. (3.25)

Além disso, fazendo as devidas identificações temos que

〈∇‖∇F‖2, N〉 = ∇N‖F‖2 = ∇N〈∇F,∇F 〉 = 2〈∇N∇F,∇F 〉 = 2∇2
F (N,∇F ).

Logo,

1

2
〈∇‖∇F‖2, N〉 = ∇2

F (N,∇F ) = ∇2
F (N,∇f) +∇2

F (N, 〈∇F, N〉N) =
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∇2
F (N,∇f) + 〈∇F, N〉∇2

F (N, N). (3.26)

Agora, para todo p ∈ M e X ∈ TpM , temos que

∇2
F (X, N) = 〈∇X∇F, N〉 = X〈∇F, N〉 − 〈∇F,∇XN〉 =

= X〈∇F, N〉 − (〈∇f,∇XN〉+ 〈〈∇F, N〉N, ANX〉) =

= X(〈∇F, N〉) + 〈∇f, AN(X)〉 = 〈∇〈∇F, N〉, X〉+ 〈∇f, AN(X)〉.

Em particular, se X = ∇f temos que

∇2
F (∇f, N) = 〈∇〈∇F, N〉,∇f〉+ 〈∇f, AN(∇f)〉. (3.27)

Portanto, substituindo (3.3) e (3.26) em (3.25) segue que

〈Z,N〉 = 〈(∆f − nH〈∇F, N〉+∇2
F (N, N))∇F, N〉

−[(∇2
F (N,∇f)) + 〈∇F, N〉.∇2

F (N, N)] = 〈∆f∇F, N〉

−〈nH〈∇F, N〉∇F, N〉+〈∇2
F (N, N)∇F, N〉−∇2

F (N,∇f)−〈∇F, N〉.∇2
F (N, N) =

= ∆f〈∇F, N〉 − nH〈∇F, N〉2 − 〈AN(∇f),∇f〉 − 〈∇〈∇F, N〉,∇f〉.

Logo, (3.24) pode ser escrita como:∫
Ω

(∆F )2 − ‖∇2
F‖2dV

=

∫
M

〈∇〈∇F, N〉∇f〉dA+

∫
M

(−∆f〈∇F, N〉+nH〈∇F, N〉2)dA+

∫
M

〈AN(∇f),∇f〉dA.

(3.28)

Por outro lado, note que

div(〈∇F, N〉∇f) =
∑

i

(∇ei〈∇F, N〉∇f)(ei) =
∑

i

∇〈∇F, N〉(ei).∇f(ei)

+〈∇F, N〉∇2f(ei, ei) =
∑

i

〈∇〈∇F, N〉, ei〉∇f(ei) + 〈∇F, N〉∆f =
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〈∇〈∇F, N〉,∇f〉+ 〈∇F, N〉∆f.

E pelo Corolário 3.4 temos que∫
M

〈∇〈∇F, N〉,∇f〉+ 〈∇F, N〉∆fdA = 0,

ou seja, ∫
M

〈∇〈∇F, N〉,∇f〉dA = −
∫

M

〈∇F, N〉∆fdA,

que substituindo em (3.28) fica∫
Ω

(∆F )2−‖∇2
F‖2dV =

∫
M

(nH〈∇F, N〉−2∆f)〈∇F, N〉dA+

∫
M

〈AN(∇f),∇f〉dA

e assim, obtemos o resultado. �

A seguir apresentaremos um resultado no qual aplicamos a Fórmula de Reilly

em sua demonstração. Este resultado nos auxiliará na demonstração do Teorema

de Aleksandrov.

Antes, precisamos do seguinte teorema.

Teorema 3.9 Seja ϕ : M → Rn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta tal que Ω é o

domı́nio compacto limitado por M . Então, existe uma única função diferenciável

F : Ω → R que é a solução do seguinte problema de Dirichlet: ∆F = 1 em Ω e

f = F |M = 0 em M = ∂Ω.

Demonstração: Uma demonstração deste resultado pode ser consultada em [7].

Teorema 3.10 Seja ϕ : M → Rn+1 uma hipersuperf́ıcie compacta orientável e

Ω ⊂ Rn+1 o domı́nio compacto limitado por M e consideremos sobre M a orientação

dada pelo campo normal unitário interior N . Então, se a curvatura média H de ϕ

é não nula em todo ponto x ∈ M , temos

V ≤ 1

n + 1

∫
M

1

H
dA,

onde a igualdade é válida se e somente se M é uma esfera n-dimensional.
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Demonstração: Pela Proposição 2.8 existe x0 ∈ M e ξ ∈ Tx0M
⊥ tal que Aξ

é positiva definida. Decorre dáı que H(x0) > 0, e como H não se anula, pela

conexidade de M devemos ter H(x) > 0 para todo x ∈ M .

Agora, seja F : Ω → R a solução do problema de Dirichlet dada pelo Lema 3.9,

e considerando f = F |M temos ∇f(x) = 0 e ∆f(x) = 0 para todo x ∈ M .

Deste modo, da fórmula de Reilly obtemos∫
Ω

(1− ‖∇2
F‖2)dV = n

∫
M

H〈∇F, N〉2dA. (3.29)

Seja (e1, ..., en+1) a base canônica de Rn+1. Note que

(∆F )2 =

(
n+1∑
i=1

∇2
F (ei, ei)

)2

≤ (n + 1)
n+1∑
i=1

(∇2
F (ei, ei)

2

≤ (n + 1)
n+1∑
i,j=1

(∇2
F (ei, ej))

2 = (n + 1)‖∇2
F‖2 (3.30)

onde a segunda relação é a desigualdade de Cauchy-Schwarz. A igualdade vale nessa

relação se e somente se ∇2
F (ek, ek) = ∇2

F (el, el) para todo par de ı́ndices k e l.

A terceira relação de (3.30) é uma igualdade se e somente se ∇2
F (ei, ej) = 0 para

todo i 6= j. Portanto (∆F )2 ≤ (n + 1)‖∇2
F‖2, e a igualdade vale em algum x ∈ Ω

se e somente se existe um escalar λ(x) tal que ∇2
F (., .) = λ(x)〈., .〉. Mas ∆F = 1

implica que λ(x) deve ser 1
n+1

. Dáı temos que

‖∇2
F‖2 ≥ 1

n + 1
, (3.31)

onde a igualdade é válida em algum x ∈ Ω se e somente se ∇2
F (., .) = 1

n+1
〈., .〉 neste

ponto.

Assim, substituindo (3.31) em (3.29) resulta que

n

∫
M

H〈∇F, N〉2dA =

∫
Ω

(1− ‖∇2
F‖2)dV ≤ n

n + 1

∫
Ω

dV,

isto é, ∫
M

H〈∇F, N〉2dA ≤ 1

n + 1
V. (3.32)
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Por outro lado, pelo Teorema 3.3 segue que V =
∫

Ω
∆FdV = −

∫
M
〈∇F, N〉dA,

e com isso aplicando a desigualdade de Schwarz em (3.32) temos que

V 2 =

(∫
M

〈∇F, N〉dA

)2

=

(∫
M

(
√

H〈∇F, N〉) 1√
H

dA

)2

≤

≤
∫

M

H〈∇F, N〉2dA

∫
M

1

H
dA ≤ V

n + 1

∫
M

1

H
dA,

ou seja,

V ≤ 1

n + 1

∫
M

1

H
dA. (3.33)

Observe que (3.33) é uma igualdade se e somente se (3.32) é uma igualdade. Mas,

(3.32) é uma igualdade se e somente se (3.31) o for, ou seja, se para todo x ∈ Ω a

função F satisfaz a igualdade ∇2
F (., .) = 1

n+1
〈., .〉.

Em outras palavras, se e somente F é a solução do seguinte sistema de equações

de derivadas parciais: ∂2F
∂xi∂xj

= 0, quando i 6= j e ∂2F
∂

x2
i

= 1
n+1

, para i, j = 1, ..., n + 1.

Observe que ao integrarmos explicitamente resulta que

F (x) =
1

2n + 2
‖x‖2 + 〈y, x〉+ b,

onde y ∈ Rn+1 e b ∈ R. Mas, completando quadrados podemos escrever F da

seguinte maneira:

F (x) =
1

2n + 2
‖x + (n + 1)y‖2 + b− n + 1

2
‖y‖2.

Agora, note que 0 é um valor regular de F , e pelo Teorema 1.27 F−1(0) é uma

subvariedade de Rn+1 de dimensão n.

Sendo assim, como M = F−1(0) 6= ∅ devemos ter b − n+1
2
‖y‖2 < 0. Com isso,

segue que M é uma esfera de centro −(n+1)y e raio r =
√

(n + 1)2‖y‖2 − (2n + 2)b,

como queŕıamos. �
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Caṕıtulo 4

Hipersuperf́ıcies compactas de
curvatura constante

Neste caṕıtulo apresentamos os resultados principais deste trabalho.

Já conclúımos que o Teorema de Hadamard nos leva ao seguinte resultado: se

ϕ : M → Rn+1 é uma hipersuperf́ıcie compacta com curvatura de Gauss-Kronecker

K (n-ésima curvatura média) constante, então M deve ser uma esfera.

Temos agora o objetivo de mostrar que se ϕ : M → Rn+1 tem a curvatura média

ou a curvatura escalar constante, obtemos o mesmo resultado.

O caso de H ser constante é demonstrado por Aleksandrov [1]. Já o caso em que

S é constante foi provado por Ros [15] utilizando a Fórmula de Reilly, esta última

desenvolvida no artigo [14].

4.1 Teorema de Aleksandrov

Teorema 4.1 (Teorema de Aleksandrov) Seja uma hipersuperf́ıcie ϕ : M → Rn+1

conexa, compacta e mergulhada com curvatura média H constante. Então, M deve

ser uma esfera n-dimensional de raio r = 1
H

.

Demonstração: Já temos pela Proposição 2.8 que H deve ser uma constante po-

sitiva se tomamos a orientação do campo normal unitário interior N em M .
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Deste modo, pelo Teorema 3.10 temos que V ≤ 1
(n+1)H

∫
M

dA = A
(n+1)H

, ou seja,

A ≥ (n + 1)HV (4.1)

e a igualdade é válida se e somente se M é uma esfera de raio r = 1
H

.

Mas, veja que pela 1a fórmula de Minkowski obtemos

0 =

∫
M

(1 + H〈ϕ, N〉)dA = A + H

∫
M

〈ϕ, N〉dA,

isto é,

A = −H

∫
M

〈ϕ, N〉dA.

Considerando x0 = 0 no Lema 3.5 e lembrando que identificamos x com ϕ(x),

segue que A = (n + 1)HV , e temos a igualdade em (4.1).

Portanto, M é uma esfera de raio r = 1
H

. �

4.2 Teorema de Ros

A aplicação dNp : TpM → TpM é um operador linear auto-adjunto. Então existe

uma base ortonormal de TpM formada por autovetores que diagonaliza a matriz

[dNp]. Desde já vamos considerar {ei}p como sendo a referida base.

Considerando α a segunda forma fundamental de ϕ, temos que ‖α‖2 =
∑

ij α(ei, ej)
2,

e então, pela fórmula (3.14), temos que

S = n2H2 − ‖α‖2.

Afirmamos que

n2
∑
i6=j

λiλj ≤ n(n− 1)

(∑
i

λi

)2

, (4.2)

onde a igualdade é válida se e somente se λi = λj, ∀i, j = 1, ..., n, ou seja, em pontos

umb́ılicos de M .
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De fato, temos que(∑
i

λi

)2

= (λ1 + λ2 + ... + λn)2 = λ2
1 + λ2

2 + ... + λ2
n +

∑
i6=j

λiλj

≤ λ2
1 + λ2

2 + ... + λ2
n +

∑
i6=j

λ2
i + λ2

j

2
= λ2

1 + λ2
2 + ... + λ2

n +
n∑

i=1

(n− 1)λ2
i

= n

(
n∑
i

λ2
i

)
e note que teremos a igualdade se e somente se λi = λj, ∀i, j = 1, ..., n.

Assim,

n

(∑
i

λi

)2

≤ n2

(∑
i

λ2
i

)
e conseqüentemente

−n2

(∑
i

λ2
i

)
≤ −n

(∑
i

λi

)2

.

Agora, somando n2 (
∑

i λi)
2 a ambos os lados da desigualdade, obtemos

n2
∑
i6=j

λiλj ≤ n(n− 1)

(∑
i

λi

)2

,

e a igualdade é válida se e somente se λi = λj, ∀i, j = 1, ..., n, ou seja, nos pontos

umb́ılicos de M , como queŕıamos.

Então, veja que de (4.2) obtemos:

n2S = n2

(∑
i6=j

λiλj

)
≤ n(n− 1)

∑
i,j

λiλj = n2

(∑
i

λi

)2

− n

(∑
i

λi

)2

=

= n2[n2H2 − nH2] = n2(n(n− 1)H2),

onde a igualdade é válida se e somente se λi = λj, ∀i, j = 1, ..., n.

Portanto,

S ≤ n(n− 1)H2, (4.3)
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e note que se tivermos λi = λj, ∀i, j = 1, ..., n, então vale a igualdade (
∑

i λi)
2 =

n (
∑

i λ
2
i ) ⇒ n2H2 = n‖α‖2 ⇒ ‖α‖2 = nH2, e então teremos S = n2H2 − nH2 =

n(n− 1)H2, ou seja, a igualdade é válida somente em pontos umb́ılicos de M .

A seguir apresentamos um dos resultados principais de nosso trabalho.

Teorema 4.2 (Ros) Seja M uma hipersuperf́ıcie conexa e compacta mergulhada em

Rn+1. Se a curvatura escalar S de M é constante, então M é uma esfera.

Demonstração: Por hipótese, M é compacta e então existe p0 ∈ M e ξ ∈ Tp0M
⊥

tal que Aξ é positiva definida. Assim, S deve ser uma constante positiva. Além

disso, devemos ter H positiva em p0 ∈ M . Mais ainda, por (4.3) temos que H não

se anula, e sendo M conexa, podemos concluir que H é positiva em todo ponto

p ∈ M .

Assim, podemos escrever (4.3) do seguinte modo:

√
S ≤

√
n(n− 1)H, (4.4)

e se integrarmos em M , obtemos
√

SA ≤
√

n(n− 1)
∫

M
HdA, ou ainda,

SA2 ≤ n(n− 1)

(∫
M

HdA

)2

. (4.5)

Novamente, temos que a igualdade é válida se e somente se, todos os pontos de

M são umb́ılicos.

Sendo S constante, do Teorema 3.6 e da igualdade em (3.6) resulta que

0 = n(n− 1)

∫
M

HdA +

∫
M

S〈ϕ, N〉dA = n(n− 1)

∫
M

HdA + S

∫
M

〈ϕ, N〉dA =

= n(n− 1)

∫
M

HdA− (n + 1)SV,

isto é, ∫
M

HdA =
(n + 1)SV

n(n− 1)
. (4.6)
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Agora, considerando (4.5) e (4.6) obtemos

SA2 ≤ n(n− 1)

[
(n + 1)SV

n(n− 1)

]2

=
(n + 1)2S2V 2

n(n− 1)
,

ou ainda,

A2 ≤ SV 2 (n + 1)2

n(n− 1)
⇒ A2

V 2
≤ S

(n + 1)2

n(n− 1)
⇒

⇒ n(n− 1)

(n + 1)2

A2

V 2
≤ S. (4.7)

Além disso, teremos a igualdade se e somente se M é uma esfera em Rn+1.

Nosso objetivo agora é mostrar que também é válida a desigualdade contrária.

De fato, sabemos pelo Teorema 3.9 que existe uma única função diferenciável

F : Ω → R tal que F é a solução do seguinte problema de Dirichlet: ∆F = 1 em Ω

e f = F |M = 0 em M = ∂Ω.

Do Teorema 3.3 temos que

V =

∫
Ω

∆FdV = −
∫

M

〈∇F, N〉dA, (4.8)

e pela desigualdade (3.30) sabemos que (∆F )2 ≤ (n + 1)‖∇2
F‖2. Assim, pela

Fórmula de Reilly obtemos∫
M

nH〈∇F, N〉2dA =

∫
Ω

(∆F )2 − ‖∇2
F‖2dV ≤

≤
∫

Ω

(∆F )2 − (∆F )2

(n + 1)
dV =

n

n + 1
V,

ou seja,

∫
M

H〈∇F, N〉2dA ≤ V

n + 1
. (4.9)

Agora, note que por (4.4), (4.8) e da desigualdade de Schwarz temos∫
M

H〈∇F, N〉2dA ≥
√

S√
n(n− 1)

∫
M

〈∇F, N〉2dA ≥
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≥
√

S√
n(n− 1)A

(∫
M

〈∇F, N〉dA

)2

=

√
S√

n(n− 1)A
V 2.

Com isso, de (4.9) obtemos

V

n + 1
≥

√
S√

n(n− 1)

V 2

A
,

ou ainda,

V 2

(n + 1)2
≥ S

n(n− 1)

V 4

A2
⇒ S ≤ n(n− 1)

(n + 1)2

A2

V 2
,

e obtemos a igualdade em (4.7), como queŕıamos. �
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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