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Resumo

No presente trabalho apresentamos alguns teoremas da teoria de pontos fixos,
dentre eles, os teoremas de ponto fixo de Krasnoselskii para cones em espacos de Banach
e a Alternativa de Leray-Schauder. Esses resultados sao aplicados no estudo de solugoes
positivas para a classe de problemas de valor de contorno de segunda ordem com miltiplos

pontos de fronteira
u’(t) + f(tu(t)) =0, 0<t<l,
u(0) =0, u(l)=g(ulm),..,u(nm-2)),

onde f:[0,1]xR — Reg: R™ 2 — R sao fungdes continuas, possivelmente nao-lineares,

e N, ..., Mm—2 sdo dados em (0, 1).



Abstract

In this work we present some theorems from fixed point theory, among them, the
fixed point theorems of Krasnoselskii to cones in Banach spaces and the Alternative of
Leray-Schauder. These results are applied in the study of positive solutions to the class

of second order multi-point boundary value prolems

u’(t) + f(tu(t)) =0, 0<t<l,
u(0) =0, u(l) = g(u(m), .., u(nm-2)),

where f:[0,1] x R — R and g : R™ 2 — R are continuous functions, possibly nonlinear,

and 7y, ..., y,_o are given in (0, 1).
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Introducao

A aplicacao de teoremas de ponto fixo no estudo de equacoes diferenciais nao lineares é um
procedimento atual e efetivo. Mais recentemente, diversos estudos sobre a existéncia de
solugoes positivas para equacoes diferenciais ordinéarias foram realizados, sendo motivados
pela publicac¢ao do livro de D. Guo e V. Lakshmikantham [7], onde é apresentada novas
aplicacoes do teorema de Krasnoselskii [11] para cones em espagos de Banach.

No Capitulo 1 apresentamos os teoremas de ponto fixo de Banach, Brouwer e
Schauder. Os teoremas de Krasnoselskii para cones sao apresentados no Capitulo 2.
Seguiremos a metodologia apresentada no livro de Agarwal, Meehan e O’Regan [1].

Os teoremas de pontos fixos estudados nos Capitulos 1 e 2 sao entao aplicados ao
estudo de solugoes positivas de uma classe de equacoes diferenciais de segunda ordem com
multiplo pontos de fronteira. Mais precisamente, no Capitulo 3, estudamos problemas do
tipo

u'(t)+ f(tu(t) =0 0<t<l,

w(0) =0, (1) =glulm),.., u(Nm-2))
onde f:[0,1] x R - Re g:R™? — R sao fungdes continuas possivelmente nao-lineares
e N,y N2 € (0,1). Esta classe de problemas tem sido muito estudada por diversos
autores, entre outros, [9, 8, 10]. Transformando-o numa equagao integro-diferencial da

forma
u(t) = h(t) —I—/O k(t,s)f(s,u(s),u'(s))ds, para t € [0,1],

os resultados sao obtidas por meio do Teorema de Ponto Fixo de Krasnoselskii e da

Alternativa de Leray-Schauder. Os resultados do Capitulos 3 complementam estudos



anteriores contidos em [10, 15, 16].

No Capitulo 4 apresentamos dois algoritmos computacionais para obtengao de
solugoes numéricas de problemas de segunda ordem com trés pontos de fronteira. Nao hé
registro de estudos numeéricos para essa classe de problemas. Os resultados foram aceitos

para publicacao em forma de artigo, na revista Communications in Applied Analysis (ver

3])-



Capitulo 1

Preliminares

No presente capitulo apresentaremos conceitos necessarios para o bom desenvolvimento
da dissertacao. Em particular, apresentaremos os teoremas de ponto fixo de Brouwer e

de Schauder.

1.1 Alguns Conceitos Topolégicos

Definicao 1.1. Dois espagos topologicos X e Y sao homeomorfos se existe uma bijecao

f: X =Y continua com inversa continua. A aplicacdo f € dita um homeomorfismo.

Definicao 1.2. Um espaco topologico X tem a propriedade do ponto fizo se, toda aplicagao

continua f : X — X tem um ponto fizo.

Teorema 1.3. Se X tem a propriedade do ponto fixo e X é homeomorfo a 'Y entao Y

tem a propriedade do ponto fixo.

Demonstracao: Sejam h : X — Y um homeomorfismo e g : ¥ — Y uma aplicacao

continua. Devemos mostrar que g tem ponto fixo em Y. Note que
hlogoh: X — X

é continua. Como X tem a propriedade do ponto fixo, existe g € X com
h™'ogoh(xy) = .
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Logo, g(yo) = yo onde yo = h(xzg) e portanto, ¥ tem a propriedade do ponto fixo. O

Definicao 1.4. Um subconjunto A de um espaco topologico X € um retrato de X se
existe uma aplicagdo continua r : X — A com r(a) = a para todo a € A. A aplicagdo r é

denominada retracao.

Teorema 1.5. Se X tem a propriedade do ponto fizo e A € um retrato de X entao A tem

a propriedade do ponto fixo.

Demonstragao: Sejam f: A — A uma aplicacao continua e 7 : X — A uma retragao.

Vamos mostrar que f tem um ponto fixo em A. Observe que
for: X —AcCX

é continua. Como X tem a propriedade do ponto fixo, segue que existe o € X com f o
r(zo) = x9. Como f(r(xy)) € A temos que zg € A. Assim, r(zg) = o e conseqlientemente,

f(zo) = ¢ onde xy € A.

1.2 Os Teoremas de Brouwer e Schauder

Nesta secao vamos devotar nossos esforcos em demonstrar o teorema de ponto fixo de
Brouwer, bem como uma generalizacao do mesmo, isto é, o teorema de Schauder, o qual

serd de grande utilidade posteriormente.
Teorema 1.6. (Brouwer) A bola fechada unitdria no R™ tem a propriedade do ponto fixo.

A demonstracao deste resultado sera feita de maneira muito construtiva, ou seja,
vamos apresentar uma série de resultados que serao necessarios na prova. No que segue,

estaremos considerando o R™ munido do produto interno

(z,y) = Z%’Qm
i=1

€ norma

1
]| = (z,z)2.
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Também, B" e S"~! denotarao, respectivamente, a bola fechada unitéria e a esfera

unitaria no R":
B = [z € R [lafl <1} e $" = {w € R"; ]| = 1).

Definicao 1.7. Seja A C R". Uma aplicacio f : A — R" é dita de classe C* se
esta tem uma extensao continua em uma vizinhanca aberta de A na qual a extensao é

continuamente diferencidvel.

Teorema 1.8. Sejam A um subconjunto compacto do R™ e f : A — R" de classe C* em

A. Entao eziste uma constante L > 0 (constante de Lipschitz) com
1f(z) = fWIl < Lllz — yll, para todo z,y € A.

Demonstragao: Como f é de classe C! em A entao pela desigualdade do valor médio
(ver [12]), dados =,y € A existe a € A tal que

1 (@) = f)ll < [sup [[f'(tz + (1= D)y)]llz = yll.

te(0,1)
Entao, || f(z) — f(y)|| < Lljz —y||. O

Teorema 1.9. Sejam A um dominio limitado e fechado (isto €, o fecho de um aberto
conero) em R™ ¢ F: A — R" de classe C' em A. Entdo existe um intervalo (—¢, €), para
algum € > 0, no qual a fungao

¢t = Vol(fi(A))
¢ um polinomio de grau menor ou igual a n; aqui f; : A — R™ é dado por fi(x) = x+tF(x)
e Vol refere-se ao volume de Lebesgue no R".

Demonstracao: Ver [5]. O

Definigao 1.10. Seja A C R™. Um campo vetorial f : A — R™ € dito regular se f(x) # 0,
Vo € A, e unitdrio se || f(x)|| =1,Vz € A. O campo f: S"' — R™ é dito tangente a
St se (x, f(x)) =0, Vo € S™ L.



Teorema 1.11. Suponha que F : "1 — R™ é um campo vetorial unitdrio de classe C*

que € tangente a S"1. Entao para t > 0 suficientemente pequeno,
ft(Sn—l) — (1 + t2)%Sn_1,
onde f;: x — x+tF(z).

Demonstracao: Defina

F*(x) = ||| F(==), 2 € R" — {0}

]

E imediato que tal aplicacdo estd bem definida e é de classe C*. Considere

3
A={z eR": §||x||§§}

N | —

Sendo F™* de classe C! e A compacto, temos do Teorema 1.8 que F™* é Lipschitziana em
A, digamos de constante L. Assim, suponha ¢ > 0 com ¢ < min{3, 7}. Fixe z € 5" ' e
defina G : A — R" dada por G(z) = z — tF*(x). Agora, como ||F(y)| =1 paray € S"!

e |t| < % temos que G : A — A. Também, dados z,y € A temos

1G(z) =Gl = [HIEF" () = F ()]
< [tlLllz = yll

Uma vez que |t|L < 1 segue que G é uma contracao, logo, pelo teorema de Banach temos

que G tem ponto fixo z € A, ou seja,
r+tF*(z) = 2.

Agora, como 1 = (z + tF*(x),z + tF*(z)) e usando o fato de que [|F(u)|| = 1,Vu € S"!
e (v, F(v)) = 0,Yv € S, segue imediatamente que |z| = (1 +?)~'/2. Dai, temos que
y = (1+13)Y2z € S"71 e portanto, fi(y) =y +tF(y) = (1 +t3)"/2z. Assim, mostramos
que (14 32871 C f(S™!) para 0 < t < min{%, %} Agora, devemos mostrar que

f:(S"7Y) € (1 + t?)Y/28"1. Dessa forma, seja z € f,(S"') entdo z = y + tF(y) onde



y € 8", Assim,

lzll = [ly+tF(y)l
(y +tF(y),y +tF(y))"?

= ((y,y) + t2<F(y)7 F(y)) + 2t{y, F(y)>)1/2
= (142

0 que prova a inclusdo desejada, e portanto, f,(S"™1) = (1 + 2)1/29"1,

Teorema 1.12. Seja k € {1,2,...}. Entdo nao existe campo vetorial unitdrio de classe

C' tangente a S?*.

Demonstracao: Suponha que exista tal campo vetorial, digamos F : S%¢ — R+,

Sejam a,b € R tais que, 0 < a < 1 < b e considere A = {z € R**1:q < |z|| < b} e

F*: A — R?*! dada por
P = ellF (5.

Sendo F tangente a S?*, temos que F* é tangente a qualquer esfera concéntrica com S
que estd contida em A. De fato, seja S(c) uma esfera concéntrica a S?* e raio ¢, onde

a <c<b. Sejaz e S(c)entdo xr = ¢, logo

T
ll]l?

e = (g telF (7)) = (i () ) =0 =0

Seja fi(x) = x + tF*(x), entdo aplicando o Teorema 1.11 a cada esfera contida em A

concluimos que,

fi(A) = (1 +t3)12A

para t > 0 suficientemente pequeno. Conseqiientemente,

Vol(fi(A)) = (14 )75 Vol(A),

2k+1 ~ . . . A . ..
Entretanto, (1 +¢*)"2 ndo coincide com um polinémio em nenhuma vizinhanga de zero,

o que contradiz o Teorema 1.9. O



Teorema 1.13. Seja k € {1,2,3,...}. Entao ndo existe campo vetorial continuo, regular,

tangente a S?*.

Demonstragao: Suponha que exista um campo vetorial F' com estas caracteristicas.

Como F' é regular e continuo segue que
m = min{ || F(z)|; > € Sk} > 0.

Pelo teorema de Aproximagao de Weierstrass® (aplicado a cada componente de F') existe

um campo vetorial P : S?* — R+ tal que

|P(a) - Fa)]| < 5, Vz € S,

onde cada componente de P é um polindémio (e conseqiientemente de classe C*°). Também,

CcOo1mo

[P@@) || = |F ()] = [1P(z) = F(z)]| > %,W e 5%,

entao P é regular. Agora, considere o seguinte campo vetorial

Q . S2k’ N R2k+1

r — P(x)—(P(x),x)x.

Posto que P é de classe C'™ segue que () também ¢é de classe C*°. Ainda, ) é tangente a

S?F. De fato, seja x € S?*, entdo

(z,Q(2)) = (z, P(z) — (P(x),z)z) = (z, P(z)) — (P(z),z)||z|* =0,

logo a afirmacdo. Além disso, para cada x € S* e usando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz, temos

Q) = [[P(2)]| = [Qz) — P(x)]

5 — [(P@).2)| = 5 = [(P(a) = F(x).2)
5~ IP@) — F@)] >0,

V

v

Tal resultado pode ser visto em [12].



o que mostra que @ € regular. Dessa forma, podemos definir o campo

R:S2% _, R
Q(x)
Q)]

que é continuo, unitdrio e tangente a S%*, o que contradiz o teorema anterior.O]

T

O espaco R™ pode ser visto como um subespaco de R"*! por identificar cada ponto
= (z1,...,T,) € R" com o ponto (1, ..., z,,0) € R"™'. Dessa forma, qualquer ponto de
R™™! pode ser representado como (z,Z,11) com x € R" e z,,1; € R. Com esta notagao,

podemos dividir a esfera unitaria S™ C R"*! em hemisfério superior
St =A@, zn41) € S nya > 0}

e o hemisfério inferior
SE = {(xvxn+1) € Sn;xn-&-l S O}

A esfera unitaria

gl = st gn

¢ o equador. Sejam e,1 = (0,...,0,1) (pdlo norte) e —e,41 = (0,...,0,—1) (pdlo sul).

Como sabemos, a projecao estereografica de e, em S™ é a aplicacao
) +

S, :R" — §"
20 |2 -1

x = Y Y
(1 +zf? 1+ HaﬁHQ)

que é de classe C* e transforma B" em S™. Além disso, S, (z) = x,Vx € S"!'. Da

mesma forma, definimos a projecao S_ de —e, ;1 em S™ pela aplicacao
S_:R" — S
2 1—||=|]?
r , )
L (Jf|7 1+ ]

Tais projecoes serao usadas na demonstracao do teorema central desta secao.
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Demonstracao do Teorema de Brouwer: Vamos supor inicialmente que n = 2k. Supon-
hamos também que exista uma aplicacdo continua f : B?* — B? que nao tem ponto fixo.

Defina o campo vetorial G : B?* — R?*+! por
G(z) =z — f(x).
E claro que G é regular em B%*. Ainda, para cada = € S2*1, temos
(G(x),2) =1 —(z, f(x)) > 0.

De fato, por Cauchy-Schwarz temos que, (z, f(z)) < ||z||||f(z)] < 1. Agora, se (z, f(z)) =
1 entdo f(x) = x o que nado ocorre, logo devemos ter (z, f(x)) < 1, provando a afirmagao.
Dessa forma, esta bem definida a aplicagao
1 — |z|f? ) 2k
Fo)=2— | —F——F— ) f(z), 2z € B™. 1.1
Observe que, se F((x) = 0 com x € B? entdo 0, z e f(x) sdo colineares, logo, pela férmula

de projecao ortogonal (vide [?] ou [4]), temos

(, f(@)z = ||l=]I*f (). (1.2)

Assim, por (1.1) devemos ter f(x) = x o que é um absurdo. Portanto, F' é regular em
B?. Observe ainda que F(x) =z se z € S*~1.

Para cada x € B* considere o conjunto {z + tF(x);t € [0,1]}. A imagem deste
conjunto sob S, é um arco diferencidvel com ponto inicial pertencente a S?. Assim,

defina o campo vetorial T_ em S por

) = { g8t r@)} i

2 2 — 2z, F(x))z,2(x, F(z
= (U ()~ 20 F)e 200, F@)

onde, y = S, (x) € S%, para x € B?*. Observe que tal aplicacdo estd bem definida pois
S, (z+tF(z)) é um arco diferenciavel. Além disso, se F/(x) # 0, x € B?** entao T_(y) # 0.

Para ver isto, suponha que T"_(y) = 0 entao, 2(z, F(z))z = (1 + ||z||*) F(z). Agora, como
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(z, F(z))) = 0 segue que, F(z) = 0 o que é uma contradi¢ao. Assim, 7_(y) = 0. Observe
ainda que T_ é continua. Também, T_ é tangente a S?*. Para verificar esta afirmacao

devemos mostrar que (T_(y),y) = 0 para y = Sy (z) € S?*. Com efeito,

(T-().y) = (A+ 21 F(2) — 2z, F(2)), 2(z, F(2))), 22, |z]* - 1))
= 201+ [|2*){z, F(2)) — 4z, F@)|2]* + 2(2, F@))(|=]* - 1)
= 0.

Além disso, como F(x) = x se x € S*~! entao

2

el + I = 2l 20)”) = v,

T(y) =

para y € S?-1,

De maneira similar, podemos definir o campo vetorial 7'y em Sik por

1) = { G5 tF@)} e
2
L+ Py

2(z, F(2))x — (1 + ||2]*) F(2), 2(z, F(z)))

onde, y = S_(z) € S?. E facil ver que T, (y) = T_(y) para todo y € S*~! e que
tal campo goza das mesmas propriedades de T_. Agora considere para cada y € S? a

aplicagao
=] W eSS (13)
T\ (y) ye€ Sik
Observe que T' é continua pois T e T_ o sdo e T}, = T_ em S?*~!. Ainda, sendo T, e
T campos tangentes a S2F e regulares, segue que T' é tangente a S e regular, o que
contradiz o teorema anterior.
Assim, f tem um ponto fixo e portanto nossa prova esta completa se n = 2k. Para

provar o resultado para B" = B?~! basta observar que se f : B?*~1 — B?~1 § continua

entao
g:B* — B*
(-T,332k) — (f($)70)

12



tem ponto fixo, digamos (xg,0). Logo, f(zg) = zo. Portanto, f tem ponto fixo. O
Nosso interesse agora ¢é exibir uma generalizacao do Teorema de Brouwer, a saber,
o Teorema de ponto fixo de Schauder. Para tanto, vamos apresentar resultados que nos

auxiliarao na prova deste dltimo.

Teorema 1.14. (Projecao sobre um convexo fechado) Sejam H um espago de Hilbert,

K C H convexo, fechado e nao-vazio. Entao para cada f € H existe um unico u € K tal
que

— ul| = mi —v|l. 1.4

17— ull = min £ — o] (1.4)

Além disso, u se caracteriza por

ue K

i 1.5
(f—u,v—u)<0,YweK (15)

Escrevemos u = Pi f a projecao de f sobre K.
Demonstracao: Ver [2].0

Proposicao 1.15. Nas mesmas hipoteses do teorema anterior se verifica

|Pr f1 — P fo| <|fi — fol, V11, f2 € H.

Demonstracao: Pondo u; = Pk f1 e us = Pk f> resulta de (1.4), (1.5) e do Teorema 1.14
que

(fi —u,v—u) <0 Yo e K, (1.6)
(fo—u2,v—up) <0 VveK. (1.7)
Substituindo v por us em (1.6) e v por u; em (1.7), obtemos
lur = ual® < (i = fos w1 — ua).
Portanto, ||u; — us|| < ||f1 — f2||. O

Teorema 1.16. Todo subconjunto C' de R™, nao vazio, fechado e convero é um retrato

de R™.

13



Demonstracao: Para cada x € R", nds sabemos que existe um tnico y = Po(x) € C
com

[z =yl = mf{[lz — ull;u e CF,

isto é, Po é aplicacao que associa a cada x € R™ o ponto mais proximo de C'. Ainda, Py é
pela proposicao anterior, lipschitziana, logo continua e portanto uma retracao de R™ em

C. O

Teorema 1.17. Todo subconjunto C' de R™ convexo, fechado, limitado e nao-vazio tem a

propriedade do ponto fizo.

Demonstracao: Note que C' esta contindo em alguma bola fechada B* do R™. Pelo
Teorema de Brouwer temos que B™ tem ponto fixo, logo, como B™ e B* sao homeomorfos,
segue que B* tem a propriedade do ponto fixo. Sendo C' um retrato do R (Teorema 1.16)
temos que C' é retrato de B*, dessa forma, C' tem a propriedade do ponto fixo (Teorema
1.5). O

Desde que um espaco vetorial normado X seja isomorfo ao R" com dimX = n,
temos pelo resultado anterior que, todo subconjunto nao vazio de X que seja convexo,
fechado e limitado tem a propriedade do ponto fixo. Gostariamos de extender o Teorema
1.17 para um espaco de dimensao infinita. Para isso, devemos impor novas condi¢oes
sobre as funcoes consideradas. Apenas a continuidade nao nos garante tal extensao.

Como contra-exemplo, considere

[e.9]

Iy = {x = (w1, 22,..); [|7]|* = Z |2:]* < oo}

i=1
B={rely|a] <1}
Defina

f:B — 0BCB

r — (V1= |z|? 2z, 29, ...).

14



Como as componentes de f sao continuas segue que f é continua, entretanto f nao tem
ponto fixo. De fato, se existisse tal ponto, deveriamos ter x; = x;,1, Vi € N. Logo, a cor-
respondente série converge se, e somente se, z; = 0,Vi € N. Dali, (0,0,...) = f(0,0,...) =

(1,0,...) o que é absurdo.

Definicao 1.18. Sejam X e Y espacos vetoriais normados. Uma aplicacio F : X —'Y
¢ dita compacta se F(X) estd contido num subconjunto compacto de Y. Uma aplicagdo
compacta F': X —'Y € dita de dimensao finita quando F(X) estd contido num subespago

de dimensdo finita de Y.

Seja A = {ay, ..., a,} um subconjunto finito de um espago vetorial normado F =

(E,| - ||). Para cada € > 0 dado considere o conjunto

n

A = UB(ai,e)

i=1
onde, B(a;,€) = {z € E;|x—a;|]| < €}. Paracadai=1,...,n seja u; : Ac — R a aplicagado
dada por

pi(z) = max{0, e — [lz — a; }.

Denotaremos por co(A) o menor conjunto convexo contendo A. A projecao de Schauder

é a aplicacao

P.:A. — co(A)
i Mi(x)a;
2y i)

Note que P. estd bem definida pois, se x € A, entdao = € B(a;, €) para algum i € {1,...n}

X

e portanto, > | p;(x) # 0. Também, P.(A.) C co(A) pois cada P,(z) é uma combinacao

convexa dos pontos ay, ..., a,.

Teorema 1.19. Sejam C um subconjunto convexro de um espaco vetorial normado e
A=A{ay,...,a,} C C. Se P. denota a projecao de Schauder, entao
(i) P. € uma aplicag¢do continua e compacta.

(i) |z — P.(z)|| < e,V € A..
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Demonstracao: Como cada p; é continua, temos que P. é uma aplicacao continua. Para

mostrar a compacidade, seja {P.(x,)}>°_; uma seqiiéncia qualquer em P,(A.). Considere

n
= E i ()
i=1
entao,
Zu Ton ) A
xm 1 m 7,'
(x
=1 m

Note que para cada m € {1,2,..},

(talem) o))

plem) (T,

portanto a compacidade do cubo implica na compacidade da aplicacao P.. Assim, demon-

stramos (7). Para provar (ii), note que dado x € A, tem-se,

1
|z = Pe(z)l| = M@HM EZM%H
< ol Lm@le ol
1
< meu(m):e

pois u;(x) = 0 quando ||z — a;|| > €, completando assim a demonstrac¢ao. O

Nosso proximo resultado é conhecido como teorema de aproximagao de Schauder.

Teorema 1.20. Sejam C' um subconjunto convero de um espago vetorial normado E
e F': E — C uma aplicacao continua e compacta. Entao para cada € > 0 existe um
subconjunto finito A = {ay,...,an,} em F(E) e uma aplicagdo continua de dimensao finita
F.: E — C com as sequintes propriedades:

(i) ||Fe(z) — F(z)|| < €e,Vz € E.

(i1) F.(E) C co(A) C C.

Demonstragao: F(FE) esta contido num subconjunto compacto K de C, portanto, como

K é totalmente limitado segue que existe um conjunto {as, ...,a,} C F(F) com F(E) C
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Ac. Seja P.: A, — co(A) a projegao de Schauder e defina a aplicacao

F.:FE — C
z — P (F(z)).

Observe que, se x € E entao F(z) € A.. Logo, pelo teorema anterior, ||F(xz)— F(x)| < e.
Ainda, por construgao, F.(E) C P.(A.) C co(A) C C, encerrando a prova. O
Antes de provarmos o teorema do ponto fixo de Schauder, introduziremos o conceito

de e-ponto fizo.

Definicao 1.21. Sejam D um subconjunto de um espaco vetorial normado E e F': D — E
uma aplica¢ao. Dado € > 0, um ponto d € D com ||d — F(d)|| < € é chamado um e-ponto

fizo de F.

Teorema 1.22. Sejam D um subconjunto fechado de um espaco vetorial normado E e
F . D — E uma aplicacao continua e compacta. Entao F' tem um ponto fizo se, e somente

se, F' tem um e-ponto fizo.

Demonstracgao: E claro que se F' tem ponto fixo entao F' tem um e-ponto firo. Vamos
mostrar a reciproca. Suponha que F' tem um e-ponto fizo. Agora para cadan € {1,2,...}

seja d,, um (%)—ponto fizo para F', logo,

ldn = F(dn)|| < (1.8)

1
n

Como F' é compacta, F(D) estd contida num subconjunto K de E e portanto
existe uma subseqiiéncia (F'(d,,)) de (F(d,)) com F(d,, ) — = € K quando k — oco. De
(1.8) segue que d,, — = quando k — oo. Sendo D fechado temos que z € D. Ainda,
da continuidade de F' temos que F(d,, ) — F(z) entdo, novamente por (1.8), temos
|z — F(x)|| = 0 e portanto F(x) =xz. O

Agora vamos provar o teorema de ponto fixo de Schauder.

Teorema 1.23. Seja C' um subconjunto convezxo e fechado de um espago vetorial normado

E. Entao toda aplicagao continua e compacta F . C'— C' tem um ponto fixo.
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Demonstracao: Em vista do resultado anterior, basta demonstrarmos que F' tem um
e-ponto fixo para todo € > 0. Assim, seja € > 0. Temos pelo Teorema 1.20 que existe

F.: C — C continua e de dimensao finita com

|F.(z) — F(2)| < &,Yz € C (1.9)

F.(C) C co(A) C C,

para algum conjunto finito A C C. Desde que co(A) ¢ limitado, fechado e F(co(A)) C
co(A) temos pelo Teorema 1.17 que existe z. € co(A) com z. = F.(z.). Entao, por (1.9)

temos

lxe — F(zo)]| <e.

Portanto, F' tem um e-ponto fizo e conseqiientemente, I’ tem ponto fixo. O
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Capitulo 2

Teoremas de Ponto Fixo em Cones

Passaremos nossa atencao neste capitulo ao estudo analitico de alguns teoremas de bas-
tante relevancia dentro da teoria de ponto fixo, a saber, a Alternativa de Leray-Schauder
e os teoremas de ponto fixo de Krasnoselskii. No que segue, estaremos considerando E

um espago de Banach, C' C E fechado e convexo, U um subconjunto aberto de C.

2.1 Aplicacoes essenciais

Denotaremos por K(U,C) o conjunto de todas as aplicaces F : U — C continuas
e compactas e, por Ky (U,C), o conjunto de todas as aplicaces F € K(U,C) com
v # F(x), Vo € OU. Deste tltimo conjunto (Kpy (U, C)), vamos retirar uma classe de
fungoes especiais (aplicagdes essenciais) que serao utéis mais adiante para analisarmos

conceitos topoldgicos sobre este conjunto, mais especificamente, as homotopias.

Definicao 2.1. Uma aplicacio F € Koy(U,C) € dita essencial em Koy (U, C) se, toda
aplicagio G € Koy (U,C) com G |oy= F |ou tem ponto fivzo em U. Do contrdrio tal
aplicagio € dita ndo essencial em Koy (U, C), isto é, existe uma aplicacio G € Koy (U, O)

sem ponto fixzo com G |gu=F |su.

Como exemplo natural de uma aplicagao essencial em Ky (U,C), considere a

aplicagao constante F(U) = p, p € U. Tal aplicagdo é muito tutil nesta teoria. As-
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sim, vamos mostrar que F é essencial em Ky (U, C). Com efeito, seja G : U — C uma

aplicacao compacta e continua com G |gy= F |gv= p. Seja J : C — C dada por

G(z),sex €U
J(x) = .
p,sexeC—U

E facil ver que J estd bem definida. Além disso, como G |sy= F |sy= p e F
e GG sao continuas segue que J é continua. Como F e G sao compactas segue que J é
compacta. Assim, pelo teorema de ponto fixo de Schauder temos que J tem um ponto
fixo z € C. Posto que p pertence a U entdo x € U. Assim, v = J(x) = G(z) e portanto

x é ponto fixo de G, resultando que F é essencial em Kay (U, C).
Observacao 2.2. Se F € Koy (U,C) entio F tem ponto fivo em U.

Definicao 2.3. Duas aplicacoes F e G pertencentes a Kaoy(U,C) sio ditas homotdpicas
em Koy (U, C), se existe uma aplicag¢do continua e compacta H : U x [0,1] — C tal que
Hy(-) = H(-,t) : U — C pertence a Koy (U, C) para todot € [0,1], com Hy = F e H, = G.

Neste caso, H € dita uma homotopia entre F e G.
Notagao: F ~ G em Ky (U,C).

Teorema 2.4. Sejam E um espaco de Banach, C' um subconjunto de E fechado e convexo,

U um subconjunto aberto de C e F,G € Kay(U,C). Suponha que
r#tG(x)+ (1 —t)F(x),V(z,t) € OU x [0,1].
Entio F ~ G em Koy (U, C).
Demonstragao: Seja H : U x [0,1] — C dada por
H(z,t) =tG(z) + (1 — t)F(z).

Vamos mostrar que H ¢é uma aplicacao continua e compacta. De fato, sendo F' e G

aplicagoes continuas temos imediatamente que H é uma aplicacao continua. Dessa forma
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resta mostrarmos a compacidade. Assim, seja ((2,,t,))nen Uma seqiiéncia em U x [0, 1].
Sem perda de generalidade, podemos supor ¢, — ¢ € [0,1]. Como F e G sao compactas,

existe uma subseqiiéncia (x,, )ren tal que

F(z,,) —vel

G(zy,) wuel

quando k — oo.

Devido a convexidade de C' temos que
H(zp,, tn,) = tn,G(xn,) + (1 —t,, ) F(zy,) > tut+ (1 —thv e C

quando k — co. Assim, H : U x [0,1] — C é uma aplicacdo compacta. Além disso, como
r # tG(x) + (1 — t)F(x), V(x,t) € OU x [0,1] temos que H; € Koy (U,C), ¥t € [0,1].
Também, Hy = F e H; = G. Portanto, F ~ G em Kyy(U,C). O

2.2 Alternativa de Leray-Schauder

A seguir, vamos relacionar os conceitos vistos na secao anterior, ou seja, caracterizaremos

aplicagoes nao essenciais em Ky (U, C) em termos de homotopias.

Teorema 2.5. Sejam E um espago de Banach, C' um subconjunto de E fechado e convexo,
U um subconjunto aberto de C e F € Kyy(U,C). Entio as sequintes condigdes sao
equivalentes:

(i) F € nao essencial em Koy(U,C);

(ii) Existe uma aplicacio G € Koy (U, C) que ndo possui ponto fizo e é tal que F ~ G em
Ko (U, O).

Demonstracao:  Suponha que F' é nao essencial, entao existe uma aplicagao G €

Koy (U, C) que nao possui ponto fixo e é tal que G |sy= F |sy. Agora, suponha que

21



existe z € OU e t € [0, 1] com
r=1tG(x)+ (1 —t)F(x).

Como F |gu= G |sv segue que x = G(x), o que é uma contradi¢ao. Logo, segue do
teorema anterior que F ~ G em Kyy(U,C). Assim, mostramos que (i) = (i1).

Vamos mostrar (i1) = (7). Seja H : U x [0,1] — C uma homotopia entre F e G.
Considere

B={r€U:z= H(z,t) para algum ¢ € [0, 1]}.

Se B = () entdo para cada t € [0, 1] temos que H; ndo tem ponto fixo em U e, em particular,
F ndo tem ponto fixo em U e portanto é ndo-essencial em Ka;r(U,C). Assim, suponha
que B # (. A continuidade de H implica que B é fechado em U. Ainda BN oU = () pois
H; € Kay(U,C). Logo, pelo Lema de Uryshon (ver [14]), segue que existe uma funcao
continua g : U — [0,1] com u(0U) = 1 e u(B) = 0. Desta forma, podemos definir a
aplicagio J : U — C dada por J(z) = H(x,u(z)). Como H é compacta, continua e y é

continua temos que J é continua e compacta. Além disso, se x € OU temos que
J(z) = H(z,1) = F(x).

Portanto, J |sgy= F |sy. Ainda, x # J(x) para todo € U pois do contrario, isto é, se

r = J(x) para algum x € U entdo z = H(z, u()). Logo,
re€B=pur)=0=2=H(x,uz)) =H(z0) =Gx)=r=_Gx)

o que é uma contradicdo. Conseqiientemente, J € Koy (U, C) e J nio tem ponto fixo em
U. Também, J |sy= F |sy e portanto, F' é ndo essencial em Ky (U, C). O

Vimos no Teorema 2.5 condi¢oes necessarias e suficientes para determinar quando
duas fungoes em Kpy (U, C) sdo homotépicas. Agora, vamos mostrar que propriedade de

ser essencial é invariante por homotopias em Ky (U, O).

Teorema 2.6. Sejam E um espaco de Banach, C' um subconjunto fechado e convexo de
E e U um subconjunto aberto de C. Suponha que F,G € Koy(U,C) e F ~ G. Entio, F

é essencial em Koy (U, C) se, e somente se, G € essencial em Koy (U, C).
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Demonstragao: Se F é nio essencial em Ky (U, C) entdo pelo teorema anterior existe
uma aplicacio T € Ky (U, C) sem ponto fixo com F ~ T em Ky (U,C). Como G ~ F
temos G ~ T em Kyy (U, (') entdo, novamente pelo teorema anterior, temos que G é nao
essencial em Kpy (U, C). De maneira andloga, podemos concluir que se GG é ndo essencial
em Koy (U, C) entdo F é nio essencial em Kayr (U, C), encerrando a prova do teorema. O

A propriedade de uma aplicacao ser essencial é, em certo sentido, muito forte,
pois uma aplicacao essencial “contagia”com a mesma propriedade outras aplicagoes que

se aproximam na sua fronteira. Dito de maneira formal temos o seguinte resultado.

Teorema 2.7. Sejam E um espaco de Banach, C' um subconjunto fechado e convexo de E
e U um subconjunto aberto de C. Suponha que F € Koy (U, C) € essencial em Koy (U, C).
Entao existe € > 0 com as sequintes propriedades:

(i) cada aplicagdo continua e compacta G : U — C' satisfazendo ||F(x) — G(x)|| < € Va €
oU, pertence o Koy (U, C).

(i) G (como descrito em i) é essencial em Koy (U, C).

Demonstracao: Como F : U — C é uma aplicacdo compacta e sem ponto fixo em
OU, temos pelo Teorema 1.22; que existe € > 0 tal que ||z — F(z)|| > ¢, Vo € OU. Se
G : U — C satisfaz

|G(z) — F(x)|| <€, Vo € U

entao,

|G(z) = af| = [l = F(z)|| = |G(2) = F(z)[| > e —e=0

e portanto, G nao possui ponto fixo em OU. Agora,
|G(x) — F(x)|| <e< ||z — F(z)], z € OU. (2.1)

Assim, z # tG(z) + (1 — t)F(x), Vo € U e t € [0, 1].
De fato, suponha que existe z € OU e t € [0, 1] tal que

r=tG(z)+ (1 —1t)F(z)
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entao
|z — F(2)|| = [[tG(z) — (1 =) F(z) — F(2)|| = [[t(G(z) — F(2))|| < [|G(z) = F(z)]

portanto,

[ = Fo)l| < |G(x) = F(z)]. (2.2)

De (2.1) e (2.2) temos uma contradi¢ao. Entdo, x # tG(x) + (1 —t)F(x), V(z,t) €
OU x [0,1]. Logo, do Teorema 2.4 segue que F ~ G em Ky (U, C) e do teorema anterior
segue que G é essencial em Koy (U,C). O

Agora, vamos apresentar um teorema de suma importancia no presente trabalho,
cuja demonstragao ¢ motivada por aspectos topoldgicos vistos nos resultados anteriores.
Contudo, vale observar que tal teorema também pode ser demonstrado usando direta-

mente o teorema de ponto fixo de Schauder (ver [1]).

Teorema 2.8. (Alternativa de Leray-Schauder) Sejam E um espago de Banach, C' um
subconjunto fechado e convexo de E, U um subconjunto aberto de C' e p € U. Entao toda
aplicacdio continua e compacta F : U — C tem ao menos uma das sequintes propriedades:
Ou

(A1) F tem um ponto fivo em U, ou

(A2) existe u € OU e um X € (0,1) com u= AF(u) + (1 — \)p.

Demonstragao: Suponha que (A2) ndo ocorra e x # F(x), Vo € OU (do contrério
nio terfamos o que fazer). Seja G : U — C' a aplicacio constante u — p e considere a

aplicacdo continua e compacta H : U x [0,1] — C dada por
H(z,t) =tF(z) 4+ (1 —t)p.

Devido a (A2) temos que para cada t € [0,1],  # Hi(x) para todo = € OU. Assim, H
define uma homotopia entre F e G em Ky (U, C). Dessa forma, como G é essencial em
Ky (U, C) e aplicando o Teorema 2.6 temos que F é essencial em Ky (U, C) e portanto

existe z € U com xz = F(z). O
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2.3 Teoremas de Ponto Fixo de Krasnoselskii

Nesta secao apresentaremos os teoremas de ponto fixo de Krasnoselskii e algumas gene-
ralizagoes dos mesmos. Tais resultados sao muito tuteis para demonstrar a existéncia de
multiplas solucoes em diversos problemas envolvendo equagoes diferenciais ordinérias.
No presente estudo, denotaremos E = (FE, || - ||) um espago de Banach e C' um
subconjunto de E nao vazio, fechado e convexo com au+ fv € C para todoa >0, >0

e u,v € C. Seja p > 0, denotaremos
B, = {w:2 € Cellz]| < p}, S, = {w 2 € Cellz] = p}
e B,={B,US,}.

Teorema 2.9. Sejam E e C' como descritos anteriormente e r, R constantes tais que

0 <7 < R. Suponha que F € K(Bg,C) e que as sequintes condi¢coes sao satisfeitas:

x# F(z) ,Vr e S, USk. (2.3)
F: B, — C ¢ nao-essencial em Kg,(B,,C) (2.4)
ie, F'|g € ndo-essencial em Kg, (B,,C). ‘
e
F: Br — C ¢ essencial em em Kg,(Bg,C). (2.5)

Entao F tem um ponto fixro em Q = {x;x € C er < ||z| < R}.

Demonstragao: Suponha que F' nao tem ponto fixo em . A condigdo (2.4) implica
que existe uma aplicacio § € K(B,,C) com 0 |s.= F |s. ez # 0(z), Vo € B,. Assim,

podemos definir a aplicacao

CI)IERHO

dada por
F(z),ser <|z]| <R

O(z),se 0 < |lz|| <r
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Das hipdteses sobre F' e 6 temos que ® é continua e compacta, portanto, ® €
K(Bg, ). Além disso, como @ ndo tem ponto fixo em B, e F ndo tem ponto fixo em
segue que ® nio tem ponto fixo em Br. Logo, ® € Kg,(Bg,C), ® |s,= F |s, e ® nio
tem ponto fixo em Bp, entdo F é nio essencial em K. Sk (Bg,C) o que é uma contradicdo
em vista de (2.5). O

Como vimos anteriormente, aplicagoes essenciais e homotopias estao intimamente

ligadas. Dessa forma, é natural analisarmos o resultado anterior em vista de homotopias.

Teorema 2.10. Sejam E e C' como descritos anteriormente, v e R constantes tais que,

0 <7 < R e suponha que as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

N : B x [0,1] — C € uma aplicagdo continua e compacta com

N(z,0) = OVx € By e € tal que para cada t € [0,1],2 # N(x,t),Vx € Sg. (26)
H : B, x[0,1] — C ¢é uma aplicacdo continua e compacta 27)
e é tal que para cada t € [0,1],x # H(z,t),Vr € S,.
H( DIz, = NG, Dlg, (2.8)
e
x # H(z,0), Va € B,. (2.9)

Entao N(-,1) tem ponto fizo em Q ={zx;x € C er < ||z|| < R}.

Demonstragao: Vimos anteriormente que a aplicacao nula é uma aplicagao essencial
em Ks,(Bg,C). Note que N(-,1) =~ N(-,0) por (2.6). Assim, como N(-,0) = 0 segue do
Teorema 2.6 que N (-, 1) é essencial em Kg,,(Bg,C). Além disso, H(-,0) é ndo essencial em
Kgs, (B,,C). De fato, de (2.7) segue que H(-,0) € Kg,(B,,C) e de (2.9) segue que H(-,0)
nio tem ponto fixo em B,, logo ndo é essencial em Kg (B,,C). Agora, por (2.7) temos
que H(-,1) ~ H(-,0) e novamente pelo Teorema 2.6 segue que H (-, 1) é ndo-essencial em

K, (B,,C). Em vista de (2.8) temos que



é ndo essencial em Kg, (B,,C). Também, de (2.6), (2.7) e (2.8) segue imediatamente que
N(z,1) # z, Vr € Sg U S,.. Dessa forma, temos
i. N(-,1): Bg — C é essencial em Kg,(Bg,C);
ii. N(-,1): B, — C é ndo essencial em Kg,(B,,C);
iii. N(x,1) #z, Vo € SpUS,.

Logo, do Teorema 2.9 segue que N(-, 1) tem um ponto fixoem Q2 = {z;z € Cer <
|z|| < R}. O

Baseados no teorema anterior, apresentaremos agora, o teorema de Krasnoselskii

de compressao de cone.

Teorema 2.11. Sejam E e C como descritos anteriormante, F € K(Bg,C) er, R

constantes tais que 0 < r < R e suponha que as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

r # AF(z) para X € [0,1] e x € Sg (2.10)

existe um v € C' — {0} com x # F(z) + 0v (2.11)

para quaisquer 6 >0 e x € S,.

Entao F tem um ponto fizo em Q = {z;2 € C er < ||z|| < R}.

Demonstragao: Suponha que z # F(z) para todo x € S, U Sk (pois do contrario nao

temos o que demonstrar). Da compacidade de F', temos que existe M > 0 tal que
|F(z)|| < M,V € B,.

Ainda, seja 9y > 0 tal que
dollv|| > M + . (2.12)

Sejam N(-,t) = tF(-) e H(-,t) = T(-) + (1 — t)dpv. Vamos aplicar o teorema anterior,
assim, observe que as condigoes (2.10) e (2.11) (com 6 = (1 — t)dp) implicam que (2.6) e

(2.7) sdo satisfeitas. Além disso, (2.8) também ocorre pois
N(z,1) = F(x) = H(x,1) , Vo € B,.
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Finalmente, (2.12) implica que (2.9) é satisfeito, pois
H(z,0) = F(x) + dov = [|H(z,0)[| = |[F(@)]| = dol[v]| > M — (M + 1) =r = [l

Portanto, o resultado segue do Teorema 2.10. O

A rigor, o teorema anterior é do ponto vista analitico bastante sofisticado, entre-
tanto sua aplicacdo é muito trabalhosa. Assim, somos levados a apresentar uma forma
mais sucinta deste resultado. Em verdade, o teorema seguinte é mais conhecido como teo-
rema de Krasnoselskii de compressao de cone do que o resultado anterior. Tal fato deve-se
a sua interpretagao geométrica. Dessa forma, passaremos esta referéncia ao préximo re-

sultado.

Teorema 2.12. (Teorema de Krasnoselskii de Compressao de Cone) Sejam E = (E,||-||)
um espago de Banach, C C E um cone e || - || crescente com respeito a C. Além disso,
sejam 7, R constantes com 0 < r < R. Suponha que F : Qp N C — C ¢ uma aplicacio

continua, compacta e satisfaz as sequintes condigoes:

|F'(z)|| < ||z|| para todo x € Opllr N C (2.13)

| F'(z)|| > ||z|| para todo x € OS2, N C. (2.14)

Entao F tem um ponto firo em CN{x € E :r < ||z|| < R}.

Observacao 2.13. || - || ser crescente com respeito a C significa que dados u, v em C
vale a desigualdade:

[u+vl] = [lull.

Demonstragao:  Primeiramente , vamos mostrar que a condi¢ao (2.13) implica em

(2.10). Com efeito, suponha que existem x € Sg e A € [0,1) com z = AF(z), entdo
R = |zf| = [MIF@) < [F @) < [l] = B,
o que ¢ uma contradigao.
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I FCx) [|=]1=]

Figura 2.1: Interpretagao geométrica do teorema.

Agora vamos mostrar que (2.14) implica em (2.11). De fato, suponha que existe
v e C —{0} com z = F(x)+ dv para algum § > 0 e z € S,. Desde que || - || é crescente

com respeito a C' e dv € C' nds temos,
z]| = [[F(z) + dv|| = [|[F(z)]| > |||,

o que é uma contradicao. Dessa forma, aplicando o Teorema 2.11 temos que F' tem ponto
fixoem CN{x e E:r<|z| < R}.O
A partir de agora, nossa atencao volta-se em apresentar o teorema de Krasnoselskii

de expansao de cone. Dessa forma, precisamos do seguinte resultado.

Teorema 2.14. Sejam E um espaco de Banach, C' um cone em E e r, R constantes tais
que 0 < r < R. Suponha que F € K(Bg,C) e suponha que as sequintes condi¢oes sio
satisfeitas:

x # F(x)para todo x € S, U Sk, (2.15)
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F : B, — C ¢ essencial em Kg (B,,C) (2.16)

F: Bp — C ¢ ndo essencial em Kg,(Bg,C). (2.17)

Entao, F tem ao menos dois pontos fizos xo e x1 tais que xg € B, ex1 € Q={x:z €

Cer<|z| < R}.

Demonstracgao: E imediato de (2.16) que F' tem um ponto fixo em B,. Entao, resta
verificar que F' tem ponto fixo em (). Para tanto, vamos supor que tal fato nao ocorra,
isto é, F' ndo tem ponto fixo em € e vamos construir uma aplicacio continua e compacta
em B, que coincide com F em S, e ndo possui ponto fixo, contradizendo assim o fato de
F ser essencial em Kg (B,,C). Dessa forma, seja ¥ = F |5. A condicdo (2.17) implica
que existe uma aplicagdo 6 : Br — C continua e compacta com 0 |g,= F |s, e = # 0(x)

para todo z € Bg. Assim, fixemos p € (0,7) e consideremos a aplicacio ® dada por
20(22), 50 0 < o] < p,
= (r—p)|lz| (B—p)r—(R—r)| ]|
() o Yo hse s < lzf <
U(z),ser <|z|| <R

Observe que ® : Bp — (' estd bem definida. De fato, se 0 < [|z]| < p, entdo H%:L‘H <
%p = R, ainda, se p < ||z|| < r, entao

(R = p)r = (B —r)[l«|
(r = p)llz|

o5 EB=pr = (R

H(R_p)r_(R_T)HxHIH < |(R_IO)T_(R_T)IO|
(r = o)l B [(r = p)]
Portanto a aplicagao ® esta bem definida. Também, como ¥ e # sao continuas e compactas

= R.

segue imediatamente que a aplicacao ® é continua e compacta. Além disso,
P |SR: v |SR: F |SR e d |§: v |§: F |§’

e como # nao tem ponto fixo em Bp e F nao tem ponto fixo em ﬁ, segue que ¢ nao tem

ponto fixo em Bpg. Assim, a restricao ® : B, — C' é uma aplicacao continua, compacta,
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sem ponto fixo em B, e é tal que,

Qs =V |s=F

Sr

o que é uma contradi¢do em vista da condigao (2.16). O

A seguir vamos provar o teorema de Krasnoselskii de expansao de um cone.

Teorema 2.15. Sejam E um espaco de Banach, C' um cone em E e r, R constantes
com 0 < r < R. Suponha que F € K(Bg,C) e suponha que as sequintes condi¢oes sio
satisfeitas:

x # AF(z) para todo A € [0,1) ex € S, (2.18)

existe um v € C — {0} com
(2.19)
x # F(x) + v para qualquer § > 0 e x € Sk.

Entdo F tem um ponto fizo em Q= {x:x € C er < ||z|| < R}.

Demonstracao: Suponha que z # F(x) para todo z € S, U Sg, pois do contrario nao
terfamos o que fazer. Vamos aplicar o teorema anterior para demonstrar este resultado.

Assim, considere a aplicacio H : B, x [0,1] — C definida por
H(xz,\) = AF(x).

Por (2.18) segue que H; € Kg,(B,,C) para todo t € [0,1]. Como F é uma aplicacio
continua e compacta segue que H é uma aplicacao continua e compacta. Portanto, H
define uma homotopia em Kg (B,,C) entre Hy = 0 e H; = F. Como a aplicacio nula
é essencial em Kg (B,,C) segue pelo Teorema 2.6 que F' : B, — C é essencial em
Ks, (B,,C). Assim, a condi¢ao (2.16) do teorema anterior estd satisfeita. Agora, seja
dp > 0 tal que

|dov]| > sup ||F(z)|| + R. (2.20)

z€SR

Considere a aplicacio N : Bg x [0,1] — C' definida por
N(z,\) = F(x) + Adgv.

31



Do fato de F ser continua e compacta segue que N é continua e compacta, assim, da
condicio (2.19) segue que N define uma homotopia em Kg,(Bg,C) entre Ny = F e
Ny = F + dgv,ie,

Ny ~ N, em Kg, (Bg,C). (2.21)

Sejam A € [0,1] e z € Sg, entao a desigualdade (2.20) implica que

1600 + AF(z)|| > R = ||z|.
Assim,

x # AF(x) 4+ 0pv se A € [0,1] e z € Sg. (2.22)
Seja G : Bg — C a aplicacao constante G(x) = dyv. Considere a aplicacio J : Bg X
[0,1] — C definida por
J(z,\) = dov + AF(x).

De (2.22) e do fato de F' ser continua e compacta segue que J é uma homotopia em
Ks,(Bgr,C) entre Jy = G e J; = Ny, isto ¢é,

N, ~ G em Kg,(Bg,C). (2.23)
Logo, de (2.21) e (2.23) temos que

Ny ~ G em Kg,(Bg,O). (2.24)

Agora, G(z) = §yv para todo © € By e §v € C — Bg. Logo, G é ndo-essencial
em KSR(ER,C’). Dessa forma, pelo Teorema 2.6 temos que Ny = F é nao-essencial
em Kg, (Bg,C) implicando assim na condigao (2.17) do teorema anterior, encerrando a

demonstracao do resultado. O

Teorema 2.16. (Teorema de Krasnoselskii de Ezpansio de Cone) Sejam E um espago
de Banach, C um cone em E e || - || crescente com respeito a C'. Além disso, sejam r, R
constantes tais que 0 < r < R e suponha F : QpNC — C (aqui, Qp = {z € E : ||z|| < R})

uma aplicagdo continua, compacta e que satisfaz as sequintes condigoes:
|E'(z)|| > ||z|| para todo x € Ogr N C (2.25)
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|F(x)|| < ||z|| para todo x € 0gQ, N C. (2.26)

Entao F tem ponto fito em CN{x € E:r < |z| < R}.

Demonstracao: A idéia é usar o resultado anterior, isto é, mostrar que (2.25) implica
em (2.19) e (2.26) implica em (2.18). Dessa forma, vamos mostrar a primeira implicagao.
Entao, suponha que existe v € C' — {0} com x = F(z) + dv para algum § > 0 e algum

x € Sg. Posto que || - || é crescente com respeito a C' e v € C, temos
[l = [[E(z) + dvl} = [|F ()] > [l

o que é uma contradicao.
Agora vamos mostrar que (2.26) implica em (2.18). Assim, suponha que existe

x € S, e existe A € [0,1) com z = AF(z). Entao,
r= |zl = AF@) < [[F@)] < [l =r

o que também é uma contradi¢ao.O
Em seqiiéncia, vamos combinar alguns teoremas a fim de estabelecer existéncia de

multiplos pontos fixos.

Teorema 2.17. Sejam E um espago de Banach, C um cone em E e || - || crescente
com respeito a C. Além disso, sejam r, R constantes tais que 0 < r < R e suponha
F:QprNC — C (aqui, Qp = {x € E : ||z|| < R}) uma aplicagdo continua, compacta e

que satisfaz as sequintes condigoes:

x # F(z) para todo x € 0. N C, (2.27)
|F'(x)|| > ||z|| para todo x € OpQlr NC' (2.28)

e
| F(2)|| < ||z|| para todo x € 02, N C. (2.29)

Entdao F tem ao menos dois pontos fizos xg e x1 com xo € 2, NC ex; € C'N (QR — ﬁr).
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Demonstragao: Primeiramente, observe que a condigao (2.29) implica que = # F(x)
para todo A € [0,1) e z € Q). NC, assim, pela Alternativa de Laray-Schauder segue que
F tem um ponto fixo g € CNQ,. Agora, em vista de (2.27) segue que x5 € ,NC. Além
disso, o Teorema 2.16 implica que F tem um ponto fixo z; € C N (Qr — Q,). Observe
que 71 € CN(Qr —Q,). De fato, se 1 € C e ||z1]| =, temos que z1 € 9, N C, o que
contradiz (2.27). Portanto, z; € C'N(Qx —€,), encerrando a demonstracdo do resultado.

O

Teorema 2.18. Sejam E um espaco de Banach, C' um cone em E e || - || crescente com
respeito a C'. Além disso, sejam L,r e R constantes tais que 0 < L < r < R e suponha

F:QrNC — C uma aplicacio continua, compacta e que satisfaz as sequintes condicoes:

x # F(z) para todo x € 0. N C, (2.30)
|E'(z)|| > ||z|| para todo x € 0g€2r, N C, (2.31)
|E(x)|| < ||z]| para todo x € Q. N C (2.32)
e
|F(z)|| > ||z|| para todo x € OpQ2r N C. (2.33)

Entao F tem ao menos dois pontos fizos xg € x1 com xyg € C N (Q, —Qp) ex; € CN

(QR - ﬁr)

Demonstracao: Em vista de (2.31), (2.32) e do Teorema 2.12 segue imediatamente
que F tem um ponto fixo o € C' N (Q, — Q). Ainda, pela condicio (2.30) segue que
xzo € CN(Q, — Q). Agora, pelas condigdes (2.32), (2.33) e pelo Teorema 2.16 temos que
existe 71 € C' N (Qr — Q,) ponto fixo de F. Novamente, da condicio (2.30) temos que

11 € CN(Qr — Q,), donde segue o resultado. O
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Capitulo 3

Equacoes Diferenciais de Segunda
Ordem com Mailtiplos Pontos de

Fronteira

No presente capitulo vamos ilustrar as idéias e resultados obtidos no capitulo anterior.

3.1 Existéncia e Multiplicidade de Solucoes via Al-
ternativa de Leray-Schauder

No que segue, vamos considerar o seguinte tipo de problema de valor de fronteira:

u'(x) + F(z,u(z), v (x) =0
u(0) =0, u(1) = g(u(m), .., u(Nm-2))

(3.1)

onde F': [0,1]] x RxR — Reg:R™? — R sdao continuas possivelmente nao lineares
e My ...y Mm—2 € (0,1). Classicamente, problemas envolvendo equagoes diferenciais de
segunda exigem condicoes de fronteira em dois pontos, entretanto, no problema dado por
(3.1) notamos a presenca de m-pontos de fronteira, a saber, {0, 11,2, ..., Nm_2,1}. Essa

classe de problemas foi proposta pela escola soviética [9] e desde entao diversas variagoes
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delas foram estudadas. Neste sentido, nosso intuito nesta secao é aplicar a Alternativa de
Leray-Schauder para mostrar a existéncia de solu¢do para o problema (3.1).

Inicialmente, sabemos que as solugoes de (3.1) podem ser escritas como

u(r) = /0 Gz, t)F(t, u(t), v (t))dt + g(u(m), .., u(m-2)),

onde G ¢ a fungao de Green para o problema u”(x) + F(x) = 0 com u(0) = u(1) = 0, ou

seja,

x(l1—t),sex <t
G(z,t) = . (3.2)
t(l—2x),set<zx
Denotaremos por C1[0, 1] o espago das fungoes continuamente diferencidveis definidas em

[0, 1] munido da norma

fullor = lelle + W lloe = gmis fu(a)] + o ' (<)}

Dessa forma, mostrar que existe solu¢ao para o problema (3.1) é equivalente a

mostrar que o operador T : C'[0, 1] — C*[0, 1] definido por

1
(Tu)(z) = / Gz, t)F(t,u(t),u'(t)dt + g(u(n), ..., w(Pm—2))z
0
tem ponto fixo. Neste sentido, temos o seguinte teorema.

Teorema 3.1. Sejam F : [0,1] x RxR — R e g : R"™? — R continuas e suponha
que existe uma constante p, independente de A, tal que ||u||cr # p, para toda solucao
u e CY0,1] de
1
u(z) =\ (/ G(x, t)F(t,u(t),u'(t))dt + g(u(m), ...,u(an)):r;) ,x € [0,1] (3.3)
0

onde X € (0,1). Entdo, o problema (3.1) tem ao menos uma solugao u* € C*(0, 1] tal que

|w*[|er < p.

Demonstracao: Primeiramente, temos pelo Teorema de Arzela-Ascoli, que o operador
T definido acima é continuo e compacto. Além disso, sabemos que a solugao de (3.3) é

um ponto fixo de \T. Dessa forma, seja
U = {u e C'0,1]; Jullen < p}.
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Entao, como ||ul|cr # p (u € C[0,1], solugao de (3.3)), temos pela Alternativa de Leray-

Schauder (fazendo p = 0) que existe uma solucdo u* € U de (3.2) tal que ||u*||c1 < p.O
O resultado que acabamos de demonstrar garante a existéncia de solugao geral para

o problema proposto em (3.1). Agora, vamos apresentar um resultado que caracteriza um

pouco mais a solucao do supracitado problema.

Teorema 3.2. Suponha que as sequintes condi¢oes ocorram:

Al. F(t,u,v) >0 para todo (t,u,v) € [0,1] x Rt xR e g(w) > 0, Vw € R™ 2,

A2. F(t,u,v) < a(t)w(|ul) + b(t)h(|v|) onde a,b : [0,1] — [0,+00) sdo continuas e
h,w : [0,400) — [0,400) sdo continuas e crescentes.
A3. g(v) < r(||v]leo) , para todo v € R™2 onde, r : [0,+00) — [0,+00) € continua e
crescente.
AY4. Eziste o > 0 tal que (w(a) + h(a)) +7r(a) < 2 onde

d = max{max |a(s)|, max |b(s)|}.

5€[0,1] s€[0,1]

Entdo, o problema (3.1) tem ao menos uma solugdo positiva u* € C[0,1] tal que

|u*||er <, isto é, 0 < u*(t) < a para todo t € (0,1].

Demonstracao: A idéia da demonstracao deste resultado é aplicar o teorema anterior.

Assim, considere

u(z) = /0 G(z, t)ﬁ(t, w(t), ' (£))dt + glu(m), ..., w(Mm—2))x (3.4)

onde F(s,u,v) = F(s,|ul,v), (s,u,v) € [0,1] x R x R. Note que F' est4 bem definida e

continua . E imediato de (A1) que,
u é nao-nula e u(z) >0, Vz € [0, 1].
Dessa forma, considere

u(z) =\ (/0 G(z, t)ﬁ(t,u(t),u’(t))dt + g(u(n), ..., u(Nm—2))x) (3.5)
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Observe que,

t(l—2x) t<z

G(z,t) = (3.6)
z(l—t) =<t
—t t<zx

0,G(z,t) = (3.7)
(1—t) =<t

logo,
G(z,t) = |G(z,1t)] < |0.G(z,1)].

Ainda, é facil verificar que

(3.8)

DO | —

1
/ 19,G(x, t)|dt <
0

ol = ute) = ([ G P b a0 )+ glutre)ulam-2))
< /OGx,t (8, [a(0)], o/ ()t + gl )s ey w(s))
< [ G O WO )+ gfun) e )
logo, por (42), (A3) e (3.8) temos
W < [ 10,6001l + BORW D)+ glaton) -l =)

< w(ulleo) max la(t |/ |0,G(z,t)|dt

t€[0,1]

+h([|u'lloc) max [b(t I/ |0:G(, 1) dt + r(max{fu(m)], ..., [u(nm—2)[})

t€[0,1

d d
< gwlllullee) + Fh(lwlloo) +r(lfulloo)
onde d é definido em (A/). Entao,

[ufloe < g(w(HUHoo) + h([u'lls0)) + (o) (3.9)
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Além disso, posto que

[/ ()] S/O |0:G (2, )| F(t, [u(t)], v/ (1)) dt + g(w(m), .., u(thn—2))

e procedendo como anteriormente concluimos que

[e]loe < C%(w(HUHm) + h(l[w']ls0)) + r(llulloo). (3.10)
Assim,
[uller < d(w(llullo) + A0 llo0)) + 2r([|ullso)- (3.11)

Comparando (3.11)e (A4) segue que, ||ul|cr # «. Dessa forma, aplicando o teorema
anterior temos que (3.4) tem uma solucao u* € C'[0,1] tal que ||u*||c1 < @ com u*(t) > 0
para todo t € (0,1] (u*(0) = 0). Note que, se procedermos como foi feito acima concluimos

que ||u||er < . E fécil verificar que u* é solucao de (3.1). De fato,
1
u(x) = / G(x, ) F(t,u*(t), u* (t))dt + gu*(m), .., W' (Nn_2))x
0
1
- / Gz, )F(t, [u* ()], u™ (t))dt + g(u* (1), ..., w* (Dn_2))T
0

- /0 Gz, ) F(t,u (t), u” (£))dt + g(w (), ooy 0 (r2) )@

encerrando a prova do teorema. O

3.2 Solucoes Positivas via Teorema de Krasnoselskii

Nesta se¢ao vamos modificar o problema (3.1) a fim de aplicar o teorema de Krasnoselskii

visto anteriormente. Assim, o novo problema com multiplos pontos de fronteria é
u”(t) + f(t,u(t)) =0
w(0) =0, u(1) = g(u(m), .., u(Nm-2))

onde f :[0,1]] xR — Reg: R™"™? — R sdo continuas possivelmente nio lineares e

(3.12)

My s Mm—o € (0,1). Como visto anteriormente, sabemos que as solugoes do problema

(3.12) sao pontos fixos do operador
T:C[0,1] — C[0,1] (3.13)
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dado por X
Tu(x) = /0 Gz, t)f(t,u(t))dt + g(u(m), ..., u(Nm—2)), (3.14)

onde C10, 1] é o espago das fungdes continuas definidas em [0, 1] e equipado com a norma,

Jullen = ma fu(t).

e (G é funcao de Green vista anteriormente, isto é,

tl—xz) t<zx
G(z,t) = : (3.15)
z(l—t) =<t
Observe que G tem as seguintes caracteristicas:
i. G(x,t) < G(t,t) para todo (z,t) € [0,1] x [0,1];
ii. G(x,t) > pG(t,t) para todo (z,t) € [p,1 —p] x [0,1]] e 0 <p < %
Seja K = {u € C[0,1];u(z) > 0, ¥z € [0,1]}. B facil verificar que K define
um cone em C[0,1]. A seguir, exibiremos um resultado que garante a existéncia de uma

solugao neste cone com uma certa caracterizacao para mesma.

Teorema 3.3. Suponha que as sequintes condicoes sao satisfeitas:
(B1) f € continua em [0,1] x R e f(x,u) > 0 para todo (x,u) € [0,1] x R*;
(B2) f(x,u) < q(z)w(|u]) , ¥Y(z,u) € [0,1] xR, onde q : [0,1] — [0,400) e w : [0, +00) —
[0, +00) sdo continuas com w nao decrescente;
(B3) g : R™2 — R € continua, positiva e g(v) < r(||v]|) onde ||v||e = max{|v1], ..., |[Um_2|}
er:[0,400) — [0,+00) € continua e nao decrescente;
(B4) Existe o > 0 tal que o > dw(a) + r(a) onde
d= sup /1 G(z,t)q(t)dt;
z€(0,1] Jo
(B5) f(x,u) > 7(x)w(|u|) para todo (z,u) € [p,1 —p] x R onde T : [p,1 — p] — (0, +00)
€ continua;
(B6) Existe 3> 0 com 3 < w(pp) fpl_p G(o,t)7(t)dt onde o € [0,1] € definido por
1-p 1-p
/p G(o,t)T(t)dt = sup}/p G(z,t)7(t)dt.

z€[0,1
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Nestas condigoes o problema (3.12) tem uma solugao positiva u* € C[0,1] com
(a) a <|u*llco < e

min  u*(z) > pa se a < 3
xE[p,l—p]

ou,

(0) B < |ullco < e

min  u*(z) > pf se a > L.
Ie[pvl_p]

Demonstragao: Pelo teorema de Arzeld-Ascoli temos que o operador T : C[0,1] —
(10, 1] dado anteriormente é continuo e compacto. Agora, seja
C={ueC0,1;u(x) >0e min u(z)> p|lullco}.

xE[pJ—p]

E f4cil verificar que C' trata-se de um cone em C|0, 1]. Além disso, observe que T : C' — C.

De fato, temos por (B1)
(10w = [ G0+ o). w2 0
para todo € [0, 1]. Assim, por (i) temos que
(@] = )6 = [ GO+ ol ulam )
< [ G0t + glutm), . utn )

donde,
[ Tul|co S/O G(t,t) f(t,ut))dt + g(u(m), ..., u(Nm-2))- (3.16)

Por outro lado, para cada = € [p,1 — p| e por (ii) temos
T = [ Gl (b ul)dt + glum), -2}
> [ pGA et + gulm). )l

= o ([ G050+ gutn.utrm-) )

41



logo, por (3.16) segue que
(Tu)(z) = p||Tullco, Vo € [p, 1 — p]
e portanto,

min (Tu)(x) > p||Tu|co

donde segue que T'(C) C C.
Sejam

Qy ={u e C0,1]; ||ul|co < a}

Qs = {u e C01]; [luflco < B},

vamos mostrar que:

| Tul|co < ||u||co para todo u € C NI, (3.17)
| Tul|co > ||ul|co para todo u € C'N 0. (3.18)

Assim, seja u € C'N 0L, entao, ||ul|co = a. Dessa forma, por (B2), (B3) e (B4) temos:
[(Tu)(2)] = (Tu)(z) < /0 Gz, t)q(t)w(u(t))di + g(ulm), ..., u(nm—2))

/0 G, )ty (|lullco)dt + r(max{u(m), ... u(m_2)})

IN

w(jullo) / G, )qg(t)dt + r(uljen)

< dw([ullgo) +r(flullco).

Bntéo, ||Tullco < duw(fulles) + r(lullcs) = dw(a) + r(a) < a = [Julles. Portanto,
|Tul||co < ||u]|co para todo u € C'NOQ,. Vamos mostrar a desigualdade dada em (3.18).

Assim, seja u € C'N €5 entdo, pela hipotese (B5) segue que

(Tu)(2)] = (TU)(l%):/O Gz, ) f(t,u(t))dt + g(u(m), - u(m—2))z

1-p

G(x, t)T(t)w(u(t))dt.

A%
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Agora, como u € C' e tomando ¢ definido em B6, temos

Tu(o)| > / 7 Glo ) (w(ult))dt

> [ Gl Ouiluleo
= wiplulle) [ Glot)rt)dt
> B =|ullco.

Portanto, ||Tu|lco > |Jul|co para todo u € C'N 02s. Assim, pelo Teorema 2.12 (se
B < a) ou pelo Teorema 2.16 (se o < 3), segue que existe um ponto fixo u* € CN{u €
C10,1] : min{a, 5} < |lullco < max{a, 5}}, logo, min{e, 5} < |[u*]|co < max{«, 5},
entao, usando o fato de u* € C' segue que
:UEI[Ip},ilIlp] u*(z) > pmin{a, 5}.

Agora, vimos que

[Tullco < |lullco, se [luflco = a

[Tullco > Jlullco, se [luflco = 5,

entdo como u* é ponto fixo de 1" segue que ||u*||co # « e ||u*||co # (. Dessa forma,

a< |u|lco<fe min u*(r)>pase a<pf
xT

€lp,1-7]
ou
B<|uleo <ae a:e%)l,iﬂp] u*(z) > pl se, B < a.
O

Observacao 3.4. O Teorema 3.2 visto na secdao anterior, continuaria vdlido se con-
siderdssemos a fung¢ao f dada no Teorema 3.3 com as hipédteses (B1)-(B4) (bastaria
fazer F(x,u,v) = f(x,u)), isto é, existe solugao positiva u € C[0,1] com ||u|lco < « para

o problema (3.12).
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Teorema 3.5. Suponha que (B1)-(B6) ocorram com o < [3. Entdo, o problema (3.12)

tem ao menos duas solugoes positivas ug,u; € C[0,1] tais que

0 < JJuplleo < a < ||lur]lco < B e min wui(x) > pa.
z€[p,1—p]

Demonstracao: Da observacao anterior temos que a existéncia de uy. Do Teorema 3.3

segue imediatamente a existéncia de u; e portanto o resultado. O

44



Capitulo 4

Solucoes Numéricas

Neste capitulo vamos apresentar solugoes numéricas para o problema

u'(x) + f (2, u(x), u'(z)) =0
u(0) =0, u(l) = g(u(n))

onde f:[0,]] x RxR —Reg:R— R sao continuas e n € (0,1).

4.1 Resultados de Existéncia

(4.1)

Iniciaremos nosso estudo apresentando resultados que, em verdade, nao sao tao fortes

como os vistos anteriormente mas contribuirao para estabelecer condigoes para o estudo

numérico que se inicia.

Teorema 4.1. Suponha que existem constantes positivas ag,ag,bs, by tais que:

|f (@, u,w)] < ag(ful + wl]) + by,

|9(w)| < aglul + b,
(lf 1
7 +CLg < 5,

para todo x € [0,1] e u,w € R. Entao o problema (4.1) tem solugao.
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Demonstragao: Considere operador T : C''[0, 1] — C*[0, 1] definido por

(Tu)(x) = /0 Gz, 1) f(t,u(t), u'(t)dt + g(u(n))z

Sabemos que as possiveis solugdes de (4.1) sao pontos fixos do operador 7. Posto que este
operador é continuo e compacto (Arzela-Ascoli), vamos mostrar que existe R > 0 tal que
T : B(0,R) — B(0, R). Dai, seguira do teorema de Schauder que T' tem ponto fixo. Com
efeito, temos de (4.2) e (4.3) que,

/
Mhax |f(z, u(@), v'(2))] < aglluller + by (4.5)
e
Jnax 9(u(@))] < aglluller + by. (4.6)
Entao, como
! 1 ! 1
|G s ge [ oG o<, (47)
0 8 0 2

para todo x € [0, 1], concluimos que

1

[(Tu)(z)] < g Jnax | f (@, u(x), v (x))] + |g(u(n))|
as by

< (F+ag) lullen + 3+,
Procedendo de maneira similar, podemos constatar também que
/ ay bf
(Tu) ()] < (L +ay) lulles + 3+,
Assim, pela hipdtese (4.4) temos que

mae{ [Tu(2)]. | (Tu) (2)]} < .

para ||ul/lcr < R tomando R suficientemente grande. Portanto, existe R > 0 tal que
|Tu|lcr < R sempre que ||ul|cr < R, encerrando a demonstragao do resultado. O

As solugoes dadas pelo teorema anterior nao podem ser calculadas iterativamente.
Solugdes iterativas sao usualmente obtidas utilizando o Principio de Contragao (ver [1]).

Neste sentido vamos precisar do resultado seguinte.
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Teorema 4.2. Suponha que as hipdteses do Teorema 4.1 ocorram. Além disso, suponha

também que

od
?f +2d, <1, (4.8)
onde,
dy = max{|0, f(z,u,w)| + [Opf(x,u, w)|; |u| + |w| < R ex € [0,1]}
e

dy = max{[g'(u)|; |u] < R},

sendo R o raio dado no teorema anterior. Nestas condi¢oes, o problema (4.1) tem uma

tnica solucdo. Além disso, esta solucdo € limite uniforme da seqiiéncia iterativa uF*' =

Tuk.

Demonstragao: Vimos no teorema anterior que existe R > 0 tal que T aplica B(0, R)
em B(0, R). Portanto, pelo teorema de ponto fixo de Banach, basta mostrarmos que 7' é

uma contracdo em B(0, R). De fato, usando (4.7) e o teorema do valor médio, temos que

1

(Tu—=Tv)(@)] < gmax|f(z,u u) = flz,0,0)| +|g(u(m) = g(o(n)

d
ol = vller + dgllu = vljen

5d
|Tu — Toljer < ( L2 > lu — vl

Assim, de (4.8) segue que T é uma contracio em B(0, R), donde segue o resultado. O

4.2 Solucoes Iterativas

Em vista do resultado anterior, vamos exibir simula¢oes numéricas para o problema (4.1)

por meio da férmula

= [Jt(l—=x)F(t uk(t) u (t))dt
+ [, w(1 = O F (1 ub(), u* (1)) dt + g(u(n))e,
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onde as integrais podem ser computadas usando a regra do trapézio e as aproximagoes
de u(n) sao calculadas via interpolagdo por spline ctibico. De maneira simples temos o
seguinte algoritmo.
Algoritmo 1
1- Defina uma malha uniformemente espagada {xz;}.
2- Escolha uma aproximacao inicial u} = u®(x;).
3- Para N =1,2,3, ...

- Compute u™¥(n) usando interpolacao por spline ctibico.

- Compute ujv *! ysando a formula (4.9) com a regra do trapézio.
- Teste a convergéencia.

4- Finalize as iteragoes.

Exemplo 1: Considere o seguinte problema linear

u'(z) = -6z 0<z<l,
w(0) =0, u(l) = g(u(n)),

(4.10)

onde ¢(t) = s/2, para vermos a dependéncia do método com relagdo ao valor de 7. As

solucoes exatas para n = 0.12, n = 0.58 e n = 0.98 sao respectivamente,

31223

-z, u(r)

225611 Caanr
~ 203757 '

= T7rg0® ¢ and wu(r)=——zx—=x

u(w) = 12500

Obtivemos solucoes numéricas considerando malhas com espacamentos h = 0.1 e h = 0.05,
com aproximacao inicial u’ = 0 e vérios valores para 7. Os resultados estdo expostos nas
tabelas 1 e 2, onde

EN = max|u§v —u(z;)l,

representa o erro absoluto maximo na N-ésima iteracao.
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Tabela 1: Espacamento da malha A = 0.1

Iteration | E* (n =0.12) | E¥ (n = 0.58) | E* (n = 0.98)
1 .629106e-1 .271047e-0 .380470e-1
2 377465e-2 .786099e-1 .198258e-1
3 .226494e-3 .228029e-1 .108974e-1
10 .165500e-7 .125188e-4 237733e-2
20 .165500e-7 .858690e-5 .231920e-2
30 .165500e-7 .858690e-5 .231915e-2

Table 2: iterative method with mesh size h = 0.05

Iteration | E* (n =0.12) | E¥ (n = 0.58) | E* (n = 0.98)
1 .629106e-1 .271047e-0 .380470e-1
2 377463e-2 .786038e-1 .186396e-1
3 .226478e-3 227951e-1 913001e-2
10 .300000e-9 .393350e-5 .553160e-4
20 .300000e-9 .430000e-8 .651050e-5
30 .300000e-9 .520000e-8 .663300e-5

Pelo exposto acima, observamos que as solugdes numéricas de (4.1) sdo muito

estas sao calculadas usando outras aproximacoes.

4.3 Método de Tiros

49

sensiveis aos valores de 7. As aproximagoes de u(n), por meio de spline ciibico, perdem
exatidao quando 7 aproxima-se de 1. Isso deve-se ao fato de que a condicao de fronteira

em r = 0 é exata entao as aproximacoes sao melhores do que préximo de x = 1 onde

Em alguns casos os métodos de tiros (ver [6]) fornecem resultados mais precisos do que

o método iterativo usado anteriormente. Assim, vamos determinar solugoes numéricas




para o problema (4.1) usando este método. Dessa forma, devemos transformar (4.1) no

seguinte problema de valor inicial
v = flr,u,u) O0<zx<1
u(0) =0 (4.11)
w'(0)=wv

cuja solugdo u = u(z,v) é aproximada usando o método de Runge-Kutta de quarta ordem

(RK4). Entao o problema é reduzido em determinar um vetor velocidade v tal que

u(1l,v) — g(u(n,v)) = 0. (4.12)

Assim, dados as aproximacoes iniciais vy e vy, temos através de um argumento de iteracao
linear

(g(u(n, vr)) — u(l,vp — 1)) (vk — vE-1)
u(1l,vp) — u(l, vg_1)

Vg1 = Vp_1 + k=1,2,3... (4.13)

converge para a solucao de (4.12). De maneira simples, temos o seguinte algoritmo.
Algoritmo 2
1- Defina uma malha uniformemente espagada {x;}.
2- Escolha velocidades iniciais v, v;.
3- Compute u;(v1) = u(x;,v1) usando RK4.
4- Para N =1,2,3...
- Compute u(n,vy) usando interpolacao por spline cibico.
- Compute vy pelo método das secantes (4.13).
- Compute u;(vy41) usando RK4.
- Teste a convergéncia.

4- Finalize as iteragoes.

Observacao 4.3. O método de tiros propriamente dito consiste em transformarmos um
problema de valor de fronteira em um problema de valor inicial onde o vetor velocidade
wmictal deste novo problema é determinado de maneira que as solugoes dos dois problemas

cotncidam.
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Figura 4.1: Método de tiros.

Exemplo 2: Considere o seguinte problema nao linear

w'(x) =u® — 92t + 32% — 62 — 025, 0 <z <1,
u(0) =0, u(l) = g(u(n)),

(4.14)

onde

g(s) = s* — 0.5180491164.

The exact solution is u(x) = 0.5z — 2.

A solugao exata é u(z) = 0.5z —x3. Iremos comparar as solugoes numéricas obtidas
usando os dois algoritmos apresentados. Para o método iterativo (algoritmo 1) tomaremos
u? = 0 como chute inicial e as aproximagoes das derivadas u} sao calculadas usando a
formula de diferengas finitas centradas. Para o método de tiros, tomaremos velocidades
iniciais vg = 0 e v; = 1. Os resultados obtidos, fazendo h = 0.1, estao expostos na tabela

a seguir.
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Tabela 3: f dependendo de u' e n = 0.37

Iteracao | EN (iterativo) | EN (tiros)
1 .180491e-1 .2833946e-1
2 177919e-2 .1053749e-1
3 .113632e-2 .1036038e-2
10 .115503e-2 .1498592e-4
20 .115503e-2 .1498592¢-4
30 .115503e-2 .1498592e-4

O exemplo 2 mostra que o método de tiros pode ser mais vantajoso do que o método
iterativo. Isto deve-se ao fato de que, neste exemplo, f depende essencialmente em u’ e
como o método iterativo computa as aproximacoes desta derivada usando diferencas finitas
combinadas com regra do trapézio, é natural uma certa perda de exatidao nas solugoes
obtidas por este.

Finalizando nosso estudo numeérico, vamos exibir um exemplo que mostra que os

métodos apresentam resultados comparaveis quando 7 é préximo de 1.

Exemplo 3: Vamos considerar o mesmo problema apresentado no exemplo 1 e analisar
os resultados do método de tiros para varios valores de 7.

Tabela 4: Método de tiros com h = 0.1 e varios valores de n

Iteration | E* (n =0.12) | E¥ (n = 0.58) | E* (n = 0.98)
1 .339718e-2 .707489e-1 178432e-1
2 .203845e-3 .205226e-2 .980768e-2
3 122457e-4 .595706e-2 .587025e-3
10 .147000e-7 .875500e-5 211289e-2
20 .147000e-7 .772900e-5 208725e-2
30 .147000e-7 .772900e-5 208723e-2
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Como podemos observar na tabela acima as aproximagoes da solu¢ao também sao

sensiveis aos valores de n como foi observado no método iterativo visto anteriormente.
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