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Resumo

Neste trabalho, estudamos o semigrupo de valores S de uma curva plana com

d > 2 ramos.

A descricao explicita de S é dada em termos dos semigrupos de valores das curvas
com d— 1 ramos e de um conjunto finito de elementos chamados maximais relativos,
os quais podem ser obtidos em termos dos maximais absolutos, por meio de uma

propriedade de simetria.

Finalmente os pontos maximais absolutos sao descritos em termos da teoria de

contato maximal.



Abstract

In this work, we study the semigroup S of values of a plane curve with d > 2

branches.

The explicit description is given by the semigroup of values of plane curves with
d — 1 branches and a finite set of elements called relative maximals which can be

obtained in terms of absolute maximals by means of a symmetry property.

Finally, we can describe the absolute maximals using the theory of maximal

contact.
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Introducao

Neste trabalho estudamos o semigrupo de valores de curvas planas com varios ramos,

o qual esta intimamente ligado com a classificagao topoldgica de curvas planas.

O problema da classificagao topoldgica de curvas planas irredutiveis foi resolvido
por Brauner e Zariski por volta de 1930. Foi mostrado que duas curvas planas irre-
dutiveis sao topologicamente equivalentes (equisingulares) se, e somente se, elas tém
o mesmo semigrupo de valores, ou, equivalentemente, possuem os mesmos expoentes
caracteristicos. Mas e o caso redutivel? Zariski mostrou, em 1966, que duas curvas
planas reduzidas sao equisingulares se, e somente se, elas tém o mesmo nimero de
ramos, cada ramo de uma curva € equisingular a um ramo da outra e o indice de

intersecao entre dois ramos correspondentes ¢ preservado.

Em 1972, Waldi provou que duas curvas planas reduzidas com varios ramos sao
equisingulares se, e somente se, elas possuem o mesmo semigrupo de valores S. Uma
questao natural que surge, é de como obter o semigrupo de valores S, a partir dos

semigrupos de cada ramo e do indice de intersegao entre estes ramos.

Garcia, em 1980, respondeu parcialmente esta questao para 2 ramos, basica-
mente quando os ramos possuem tangentes distintas. Em 1984, Bayer respondeu

totalmente a questao para dois ramos.

Delgado, em 1987, estudou o caso de curvas planas para varios ramos, ge-
neralizando resultados de Garcia e Bayer, mostrando como obter S a partir dos

semigrupos de cada ramo e do indice de intersecao entre eles.

Neste trabalho, dissertamos sobre os resultados obtidos por Delgado. No entanto,
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nosso enfoque se diferencia do de Delgado, pelo fato de enquanto este considera
curvas sobre um corpo algebricamente fechado qualquer, utilizando assim parame-
trizacoes de Hamburguer-Noether, consideramos o corpo dos ntimeros complexos e

portanto, parametrizacoes de Newton-Puiseux.

Iniciamos o trabalho com um capitulo contendo os principais resultados para
curvas planas irredutiveis, o leitor encontrard as demonstragoes omitidas em [H]. No
capitulo IT por meio do teorema da geragao, provamos que ¢é possivel determinar S,
se conhecemos os semigrupos das curvas planas com d’ < d ramos e o conjunto dos
elementos chamados maximais relativos de S, o qual é um conjunto finito. Com o
teorema da simetria, asseguramos que o conjunto dos maximais relativos e absolutos
sao simétricos com respeito a um elemento bem determinado de S . No capitulo
1T apresentamos uma maneira explicita de obter os maximais absolutos irredutiveis,
com os quais podemos calcular todos os maximais absolutos e finalizamos o capitulo,
com um algoritmo para a determinagao do semigrupo S. Todas as demonstragoes
do capitulo II e III sao baseadas em [D], quando néo for o caso, faremos mengao ao

autor.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos conceitos e resultados basicos da teoria de curvas
planas irredutiveis que serao usados nos demais capitulos. Como a maioria dos
resultados sao conhecidos pelos iniciados na teoria, preferimos omitir varias das
demonstracoes para nao desviar dos objetivos centrais do trabalho, os interessados

poderao encontré-las em [H].

1.1 Curvas Planas

Dedicamos esta secao a apresentacao das definigoes e conceitos béasicos de curvas

planas.

Definicao 1.1 Uma curva plana € uma classe de equivaléncia de elementos ndao
nulos do ideal mazimal M = (X,Y) do anel das séries formais C[[X, Y]], mddulo

a relagao de associado.

Se f € M\{0} C C[[X,Y]], denotaremos por (f) a curva determinada por f, ou
seja,
(f) = {u.f;u é uma unidade de C[[X,Y]]}.
Portanto, (f) = (g) se, e somente se, existe uma unidade u € C[[X,Y]] tal que

f=u.g.
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Uma curva plana (f) ¢ dita irredutivel, se a série f for irredutivel em C[[X, Y]],
caso contréario, diremos que a curva é redutivel. Note que a irredutibilidade (ou

redutibilidade) independe do representante da curva.

Definicao 1.2 Seja f € C[[X,Y]]\{0} e escreva
f:Fn+Fn+1+~"7

onde cada F; € um polinomio homogéneo de grau i e F,, # 0. O inteiro n € chamado

de multiplicidade de f e denotado por mult(f).

r

E fato conhecido que podemos escrever F, = H(aiX + b;Y)%. Cada uma das
i=1
retas a; X + b;Y é chamada reta tangente a curva (f). Duas curvas sao ditas

transversais se nao possuem retas tangentes em comum.

Como a multiplicidade de uma série é igual a de qualquer um de seus associados,
define-se a multiplicidade da curva (f) como sendo a multiplicidade de f. Uma
curva de multiplicidade 1 sera dita suave. Caso a multiplicidade seja maior do que

1, diremos que a curva ¢é singular.

Muitas das propriedades de uma curva plana sao preservadas por mudanca de
coordenadas em C[[X, Y]], isto ¢, através de um C-automorfismo de C[[X,Y]]. Isto

serve de motivagao para a préxima definicao.

Definicao 1.3 Dadas duas curvas planas (f) e (g), diremos que elas sio equiva-
lentes, escrevendo (f) ~ (g), se existir um C-automorfismo ® de C[[X,Y]], tal

que

Em outras palavras, (f) e (g) s@o equivalentes, se existirem um C-automorfismo

® e uma unidade u de C[[X, Y]], tais que

O(f) = u.g.
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O carater redutivel ou irredutivel de uma curva, bem como a sua multiplicidade,

entre muitos outros conceitos, se conservam por equivaléncia de curvas.

A abordagem que adotaremos neste trabalho é a de tratar as curvas planas
dadas através de parametrizacoes. Para tanto utilizaremos o teorema de Newton-
Puiseux. Por este teorema, temos que toda curva plana irredutivel dada por uma

série de poténcias f(X,Y'), admite (a menos de uma mudanga de coordenadas)uma

{32

Tal parametrizagao serd chamada de parametri-zagao de Newton-Puiseux.

parametrizacao da forma

Dada uma parametrizagao de Newton-Puiseux de uma curva ( f), podemos através
de mudangas de coordenadas e de parametro (se necessario), considerar que esta seja

dada na forma
r= t%

(f): y = tﬁl—l—Zaiti
> B

onde mult(f) = By < (1 e #1 nao é divisivel por f.

Chamamos de expoentes caracteristicos da curva plana irredutivel (f) aos

inteiros 3y, B1, ..., B, obtidos, de uma parametrizagao como acima, do seguinte modo:

Considere eg = 3y e para i > 1 defina
Bi =min{j ; a; # 0 e e;_; nao divide j},
€; = de(ﬁi, 6i—1>-

Pode-se mostrar que existe um inteiro ¢ > 0, chamado género da curva plana
irredutivel, tal que e, = 1. Assim, os expoentes caracteristicos de uma curva plana

irredutivel sao em numero finito.

Exemplo 1.4 Seja

ek
T oy= 2316 — 420 2422 4 82 4
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Entao,
fo=e= 8ef =12
er = mde(12,8) =4,  logo [y =22
eo = mdc(22,4) =2,  logo (3 =23
es = mdce(23,2) =1

Assim, os expoentes caracteristicos de (f) sao 8,12,22 e 23.

1.2 Intersecao de Curvas

Nesta secao abordaremos o conceito de indice de intersecao entre duas curvas. Para

isto, introduziremos algumas defini¢oes e resultados.
Seja f € M. Denotaremos por (f) o ideal gerado por f em C[[X,Y]].

Define-se o anel de coordenadas da curva (f), como sendo a C-algebra

clx. Y]

==

Quando f ¢é irredutivel, temos que Oy é um dominio, mais ainda, neste caso é
um anel local. O corpo de fragoes Ky de Oy, isto é, {#; g,h € Oy; h # 0} é isomorfo
a C(t) e o fecho integral 6f ={h e Ky B"+ah" '+ -+ a, =0 com a; € O}
de Oy é isomorfo a C[[t]].

O proéximo resultado mostra que o anel Oy é um importante invariante das classes

de equivaléncia de curvas planas.

Teorema 1.5 Dadas duas curvas planas (f) e (g), tem-se que (f) ~ (g) se, e

somente se, Or ~ Oy, isto €, Oy e Oy sao isomorfos como C-dlgebras.

Demonstracao: Veja demonstracio em [H]. O

Definigao 1.6 Sejam f,g € C[[X,Y]]. O indice de intersegao de f e g é dado

por

I(f,9) = dime =55 € NU {oo}.
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Observe que I(f,g) = dimC%, onde ¢ representa a imagem de g € C[[X,Y]]
em Oy.

O 1indice de intersecao possui propriedades notaveis, abaixo apresentamos as

principais.

Teorema 1.7 Sejam f, g, h,u,v € C[[X,Y]], ® um automorfismo de C[[X,Y]], com
u e v unidades. O indice de intersecao € totalmente caracterizado pelas sequintes

propriedades:
i) I(f,g) < 0o se, e somente se, f e g sio primos entre si em C[[X,Y]].
it) I(f,9) = I(g, f)-
ii) I(®(f), ®(9)) = I(uf,vg) = I(f,9)-
) I1(f,gh) = I(f,9) + I(f,h).
) I(f.g) = 1 se, e somente se, (f) e (g) sdo suaves e transversais.

vi) I(f.g+hf)=1(f,9).
O teorema abaixo, fornece uma outra maneira de calcular o indice de intersecao.

Teorema 1.8 Sejam f, g € C[[X,Y]] e f = fi...fr uma decomposicao para f em
fatores irredutiveis com f; e f; nao associados para todo i # j, entao

T

I(f,g) = Zv@-(g),

onde v;(g) = ordy g(z;(t),y;(t)) com (x;(t),y:(t)) uma parametriza¢io de Newton-
Puiseux de (f;).

1.3 Semigrupos

Nesta secao introduziremos o conceito de semigrupo de valores de uma curva plana

irredutivel, bem como suas principais propriedades.
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Definicao 1.9 Seja S # () um subconjunto de N contendo o elemento 0. Dizemos

que S é um semigrupo em N, se S € fechado para a adicado.

Se v, ..., v, € N, entao o conjunto
<U0, ...,’l},«) = {)\01)0 + ...+ )\r'UT; )\07 ey )\r S N}

é um semigrupo em N, chamado semigrupo gerado por vy,...,v,. Os elementos

v, ..., U, s20 chamados geradores de S.

Dado um semigrupo S em N, os elementos do conjunto N \ S sdo chamados de
lacunas de .S. Um semigrupo pode ter finitas ou infinitas lacunas. Quando o niimero
de lacunas de S é finito, existe um tinico elemento ¢ € S, chamado condutor de S,

tal que
a)c—1¢S8S.

b)se z€ Nez>c¢, entdo z € S.

Definicao 1.10 O semigrupo de valores associado a uma curva plana irredutivel

(f) € o conjunto

S(f) ={1(f,9);9 € CIIX, YT\ ()} € N.

Para verificar que S(f) é de fato um semigrupo, basta observar as propriedades
de indice de intersecao. Além disto, o semigrupo de valores de uma curva plana
irredutivel tem condutor ¢. Mais ainda, z € S(f) se, e somente se, c —1—z & S(f)
(Veja [H]).

Para obter o sistema minimo de geradores de S(f), é suficiente considerarmos
vo = min S(f)\{0} e v; = min S(f)\ (vy,...,v;_1). Procedendo deste modo, temos
V0, V1, -, Vg € S(f), tais que S(f) = {aovo + -+ + vy € N} = (vg,...,0g). A
escolha do indice g para o 1ltimo expoente caracteristico bem como para o ltimo

gerador de S(f) nao foi uma coincidéncia. De fato, Zariski mostrou como obter o
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sistema minimo de geradores de S(f) a partir dos expoentes caracteristicos (veja

[H] cap. 6) a saber, temos as relagoes
v = o

Vir1 = nv; + Bir1 — G,

onde ng =1, n; = il RN er, = mdc(Bo, ..., Br)-

(2

Observacao 1.11 Através do sistema minimo de geradores do semigrupo S(f) =
(v, V1, ..., vg) de uma curva plana irredutivel (f), podemos obter o condutor de S(f)

pela formula (veja [H] Proposicao 2, Capitulo 7)

9
c= Z(nl — v, — v+ 1.

i=1
Deste modo, podemos calcular o semigrupo de valores de uma curva plana irre-

dutivel e seu condutor, usando os expoentes caracteristicos.

Exemplo 1.12 Considere a curva dada no exemplo 1.4, ou seja,

(=t
Ly = 1243410 — 420 4 222 4 gy

Vimos que By =8, 1 =12, Py =22 e 3 = 23. Assim,

vg =8 ng =1
vy =ngvo+ B —Lo=05 =12 ny =2
vg = mvy + B — B = 34 ng = 2
U3 = Ny + B3 — B = 69 ng = 2.

Logo, S(f) = (8,12,34,69) e neste caso, temos que ¢ = 108.
Definicao 1.13 Sejam S um semigrupo de N com condutor ¢ e p € S\ {0}. Defi-
nimos a seqiiéncia de Apéry ay,...,a,_1 de S, com relagdao a p, como:

CL(]:O

j—1
a; = min (S\U(ai—i-piN)), 1<j<p-1,
i=0
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onde, a; + pN = {a; + Ap; A € N}.

CAPITULO 1. PRELIMINARES

A seqiiéncia de Apéry possui muitas propriedades, dentre elas destacamos:

a) 0=ap < a; <..<ay.

b) a; #a; modp, 0 <i<j<p-—1.
p—1

¢) S = J(a; +pN).

=0
d)c=a,1—(p—1).

Mais ainda, se S é o semigrupo de uma curva plana irredutivel, entao

e) a,_1 — a; = a,_1_;, para todo 0 < i <p—1.

As justificativas das propriedades acima podem ser encontradas em [HJ.

Exemplo 1.14 Seja a curva (f) dada no exemplo 1.4, vimos no exemplo 1.12 que

S(f) = (8,12,34,69) e neste caso, temos que a seqiéncia de Apéry de S(f) com

relagao a 8 é:

0,12, 34, 46,69, 81,103, 115.

1.4 Contato

Nesta secao apresentamos o conceito de contato entre curvas planas irredutiveis. A

férmula do contato é classica e possui varias propriedades. A nocao de contato sera

amplamente utilizada no ultimo capitulo deste trabalho.

Sejam (f) e (h) duas curvas planas irredutiveis com as seguintes parametrizagoes

de Newton-Puiseux:

r= t"
(f):] y= )
)3 y= win) =

> bits

Jj=Jjo

com expoentes caracteristicos 3y, ..., B, € 5, ..., ﬁ;, respectivamente.
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Definicao 1.15 Sejam (f) e (h) como acima. Dizemos que as curvas (f) e (h) tém

contato de ordem a € QU {0}, se

a = maxg,gordx(go(Cx%) = Qﬁ(Cx%)),

onde ¢ e € C sao, respectivamente, uma n— ésima e uma m— ésima raiz da unidade.

De agora em diante estaremos escolhendo uma parametrizacao para (f) e (h)

que atinge o maximo na definicao acima. Deste modo, temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.16 Sejam (f) e (h) duas curvas planas irredutiveis cujas parametri-
zacoes sao como as dadas anteriormente e com ordem de contato «, de modo que
% <a< % para algum q > 1. Entao

ez‘_@ (2 {Ogigq—l,sea:%

n
m e B v 0§z’§q,sea>%.

Demonstracao: Sejam

1 ) i ir
p(xn) = arn + axm + ...+ a;,xn + ..

1 Jo J1 is
P(xm) =bjxm +bjrm + ..+ bjxm + .
com @g...a;,,, 7 0,bjp..bj., #0e = <o <

brtl Js+1
n '’ m

Suponhamos que o = min{ },entaor =se

i Jl — —
E_E’ a’il _ij Z—O,...,T.
Por outro lado, a;,,, # bj,,, se == = = Agora, dado que % < a< _ﬁan e

mdec(mn, mig, ..., mi;) = m.mdc(n, iy, ..., 1;) = n.mdc(m, jo, ..., j1), 0 resultado segue
das definicoes de e;, e;-, 0i, ﬁ;- e da relacao entre estes inteiros e os elementos do
sistema minimo de geradores do semigrupo de cada curva dada na secao anterior.

O

A proposicao anterior motiva a seguinte definigao:
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r=rpm=maz{j € N; it = 3 Vi,0 <i < j}.

S

Se S(f) = S(h), entao ry, = g = ¢'. Por outro lado, se S(f) # S(h), entao

% # % e a ordem de contato « entre (f) e (h) satisfaz

/
M@
n > m J?

a < max{

que também é valido quando S(f) = S(h), considerando que (3,11 = 0.

O proximo resultado, relaciona o contato entre duas curvas e o indice de in-

tersecao entre elas.

Teorema 1.17 Sejam (f) e (h) dadas como no inicio da se¢ao. Suponha que (f) e

(h) tenham ordem de contato o e S(f) = (v, ..., v,) onde vy =n. Se a < %, entao
I(f,h) = anm. Mais ainda, assumindo ny = 1, temos que as afirmacdes abaizo sao

equivalentes.

i) P <o < P para algum g € {1, ..., g}

) I(f,h) Vg + na—Lq

m nQ...Ng—1 ny.Mg

Demonstragao: Sejam G; = {( € C;(% =1} e Gy = {( € C; (" = 1}. Dado que
a curva (f) estd associada ao polinémio H (Y — gp((x%)) (Veja [H]), temos pelo

¢eGo
teorema 1.8 que

I(f, h) = ordy, f(£7, (1)) = m.ord, f(z, (zm)) = m.ord, H (w(xi) - ﬂgﬁ))

¢eGo
=m. Z ord, (1/J(x%) - go((xb)
¢eGo
g+1 1 1
= mz Z ord, (@D(mﬁ) - gp({xﬂ) , (1.1)
=1 ¢eG;_1\G;

onde Ggy1 = 0.

Note que da expressao acima, segue que se o < %, entao I(f,h) = anm.
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, para algum ¢ € {1,...,g}. Note

. .. 5 Ba+1
i) = ii) Suponhamos agora que =2 < o < =&

que (% # 1, sempre que ¢ € G;_; \ Gy parai=1,...,q — 1. Assim

ord, ((a%) — p(cat)) = 2 (1.2

n

Vamos dividir a demonstragao em dois casos.

Bq

n -

Caso 1) Suponha a =

Neste caso, quando ¢ € G4_1, temos que
ord, ((a) — p(Cat)) = ord, ((ah) — ) = D (13

A igualdade anterior e (1.2), juntamente com o fato de que {G;_1 \ G; = e¢;_1 — ¢;,

nos da por (1.1) que

qg—1
I(f,h) =m (eq_la + Z(ei—l — eﬁ%) :
i=1

Usando a defini¢ao de n; e a relagao entre os expoentes caracteristicos e os elementos

do sistema minimo de geradores do semigrupo, obtemos

I(f,h) 1 B 1
o Qeq_1 + 5%—1(% -8y = gqeq—l + ﬁeq—l(“q —Fq) =

Caso 2) Considere Bn—q <a< %

Neste caso, também para ( € G, temos que a igualdade (1.3) é verificada. Deste

fato e de (1.2) em (1.1), obtemos que

q
Bi
I(f,h) =m (eqoz + 2(61'_1 — €z')g .
Como no caso anterior, temos que

14,h) ! 1 w22 f
o Ga@ + EEQ(%H — Bgr1) = g + Eeq(nqvq — A = nO---;qfl - ”1---nqq'

i1) = i) Suponhamos que, para algum ¢ € {1, ..., g} tenhamos,

I(f, h) Uy _{_na—ﬁq‘

m ng...Ng—1 ny...Nng
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Se (f) e (h) tém ordem de contato &, com % <a< %, entdo temos que provar
que g =qea=a.

Da primeira parte da demonstracao, temos que ¢ > 0 e

m no..Ng-1  Ni..Ng

Vamos considerar os seguintes casos:
Caso 1) Suponha que q # ¢ e a # a.

Devemos entao mostrar que se

p Ber1 Be _ ~ _ Ben1
n n n n
entao temos
v noa — v na — 3
q q ¢ ¢
+ +
Ng...Ng—1 ni..ny Ng...Ne—1 ny..Ne

Podemos supor sem perda de generalidade que g < ¢, e é suficiente mostrar o

caso ¢ = q + 1. Nesta situacao temos que

Ve i na — [ _ _Ygt1 I na — By s _Yat1
Ng...Ng—1 ny...Ne Nng...Ng Ni..Ngp1  Np...Ng
NgUq + Bgt1 — B v Ber1 — B, v na —f
_ Y q q _ q + e 4 q + a
Ng...Nyg ng...Mg—1 ng...Ng ng...Ng—1 Ng...Ng

Caso 2) Suponha que ¢ = g e a # a.

Sem perda de generalidade podemos supor B < oy < @ < Bt ¢ assim
n n
v na — v no —
q + 6(] > q + ﬂq
Ng...Ng—1 ni..ng Ng...Ng—1 ny...Ng
provando o resultado. O

Observe que o teorema anterior nos da uma maneira de calcular o indice de

intersecao de duas curvas, quando ambas estao na forma paramétrica.
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Exemplo 1.18 Sejam

r= t!
(f){ y= () =64 10 — ¢!

onde fop =4, =6,B2=11,n1 =ny =2, v =4,v1 =6, v =13 e

=t
(h): { y= b() = -1,

/!, !, [
onde B, =v) =2,0] =v; =3,n] =2.

Temos que
1 1 )
a = maze ord, (p(Crt) —P(sa?)) = 9
Assim, % = ﬂ—; <a< g—i = % e pelo teorema anterior temos que
I(f,h —
(f, ):ﬂ_i_voa b1 _ 38,
2 o ny

e portanto, I(f, h) = 16.

Observagao 1.19 Sejam (f), (g9) e (h) curvas planas irredutiveis, apg, ogp € Qgp 0

contato entre as curvas, como indicam os indices.
1) Segue do teorema anterior, que se o, < agp, entao 1(f,h) < I(g,h).

2) Dentre os nimeros gy, sy € Qgp, hd dois iguais e o terceiro € maior ou igual

aos outros.

Sejam (f) uma curva plana irredutivel fixa com semigrupo de valores S(f), de
género g e (h) uma curva plana irredutivel qualquer, denotaremos por gen(h) seu
género. Introduzimos abaixo a nogao de contato maximal entre (f) e todas as curvas

(h), com a restricao de que gen(h) < g.

Definigao 1.20 Dada uma curva plana irredutivel (f) com semigrupo de valores
dado por S(f) = (vo, vy, ...,v,), dizemos que uma curva plana irredutivel (h), com

gen(h) =~ < g, tem contato maximal de ordem ~y com (f), se

I(fv h) = v'erla

onde Vg4 = 0.
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Observe que sempre podemos obter uma curva (h), satisfazendo as condigdes da
definicao anterior. Por exemplo, se

r= th
() y= 9+ at

>0

entdo uma curva (h) com género -y que tem contato maximal de ordem 7 com (f) é

dada por
Ba
T = t*
Byt+1 1
(h) . B1 p

Em particular, temos que (f) tem contato maximal de ordem ¢ consigo propria.



Capitulo

Semigrupo de Uma Curva
Redutivel

Neste capitulo introduziremos o objeto central deste trabalho, o semigrupo de valores
S de uma curva plana com d > 2 ramos, bem como um procedimento para a
determinacao do mesmo. Por meio do teorema da geracao, que apresentaremos
adiante, provaremos que é possivel determinar .S, se conhecemos os semigrupos das
curvas planas com d’ < d ramos e o conjunto dos elementos chamados maximais
relativos de S, o qual é finito. Com o teorema da simetria provaremos que os pontos
maximais relativos e absolutos sao simétricos com respeito a um elemento de S bem

determinado.

2.1 Algumas Propriedades Algébricas

Seja (f) uma curva plana reduzida com d ramos, isto é, f = fi.fs...fs € M\ {0},

onde cada f; € C[[X, Y]] é irredutivel e f; ndo é associado a f; para todo i # j.

Denotemos por O = % e O; [<X>Y” para 1 < j < d, por O e (’)
representaremos o fecho integral de O e O; respectivamente, como definimos no
capftulo anterior. Temos que O é isomorfo a O; x ... x Og(Veja [G]) e como O; ~

C[[t:]] temos que O ~ C[[t,]] % ... x C[[td]].
Dados dois anéis R, e Ry, com R; C Rs. Definimos o ideal condutor de R; em

17
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Ry, como sendo o ideal {r € Ry; r.Ry C R;}. Deste modo, C; denotara o ideal

condutor de O; em Z’)\; e C representard o ideal condutor de O em O.

Temos uma inclusao natural de O em O; x ... x Q4 dada por:

© : @) — O; x ... x Oy
g+ fA — (9+ fiAd,....g+ faA)

onde A =C[[X,Y]]eg € A.

No que segue identificaremos O com sua imagem ¢(O).

Observacao 2.1 Consideremos em O o ideal gerado pelos elementos (médulo f):

ka, o ka, onde ka = fi.ficifivrfa E facil ver que, via inclusao, esse
k#1 kd ki
ideal de O, fica identificado com o ideal de Oy x ... x Oy, dado por

[T #01 x .. x I] £+0u.

k1 kd

Denotando por C’' o ideal condutor de O em O; x ... x Oy, temos a seguinte

proposic¢ao:

Proposicao 2.2 Com as notagoes anteriores, temos que

¢ =][£0: x ... x ][] #Oa.

k£l k£d

Demonstracao: E claro que C' D H frO1 X ... X H f:Oq.
k£l ktd
Para mostrarmos a outra inclusdo, seja ¢ € A = C[[X,Y]] qualquer. Assim,

g+ fA=(g9+ fLA,...,9+ f4A). Se g+ fA € C', entdo temos que

(9+ fA).(1,0,...,0) = (¢ + f14,0,...,0) € O

(g+ FA)(0,1,..,0) = (0, g+ foA,...0) €O

(g+ fA).(0,...,0,1)

<O7 "'707g + fdA) €0.
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Deste modo, para cada 1 < j < dexiste g; € A, tal que (0, ...,0,g+f;A,0,...,0) =
(9; + fiA, ..., g9; + f4A). Assim, vemos que g; = H frh; para algum h; € A. Logo,

k#j
g+ fiA=T] frh; + f;A. Isso mostra que ' C [[ fO1 x ... x [ [ f+Ou- O
k#j k#1 k#d

Denotemos agora por C” o ideal condutor de O x ... x Oy em O. Evidentemente

C" = Cy x...xCq4. Deste modo, temos que C'C" C C, isto é, H fxC1 ><...><H fCa CC.

k#1 ksd
Esta inclusao é conseqiiéncia do seguinte resultado geral.

Lema 2.3 Sejam R C S C T anéis, C7 o ideal condutor de R em S, Cs o ideal

condutor de S em T e C3 o ideal condutor de R em T, entao temos que C1Cy C Cs.

Demonstragao: A demonstracao deste resultado é imediata. O

A proposicao abaixo, descreve precisamente o ideal condutor C.

Proposicao 2.4 Com as notagoes introduzidas anteriormente, temos que

C =] fiCix ... x [] fCa-

k1 kd

Demonstracao: Vimos que H frC1 X ... X H fxCa CC.
kA1 kd
Agora seja g € A = C[[X, Y]] qualquer. Se g+ fA € C, entao g + fA € C', isto

¢ (g4 HiA, g+ faA) € [] fr01 x .. x ] f1Oa.
k#1 kd
Deste modo, existem h; € A paratodo 1 < j < d, tais que (g+ f14, ..., g+ faA) =

(I ] feha + A, . T] feha + faA).

k#1 k#d
Mostraremos que h; + f;A € C;, para todo 1 < j <d.

Uma vez que estamos supondo (H fehi+ f14, ..., H frha+ f4A) € C, segue que
k£l k#d
(T feha+ FrA, o T frha+ f2A)(0x .. x Oy x ... x0) € O e assim, (0, ... (] [ fihy+
AL kd k]
£A)0;,...,0) C O.
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Para mostrar que h; + f;A € C;, basta mostrar que (h; + f;A)p; € O;, para todo
p; € O;.

Sabemos que (O,...,(H frh; + fjA)p;,....,0) € O . Logo, existe g; € A, tal

k#j
que (O,...,(H frxhi + fiA)p;,...,0) = (g5 + fLA,....,g; + faA). Assim, temos que
k#j
H frq; para algum ¢; € A, e deste modo H frhj + f;A) kaqj + f;A.
k#j k#j k#j

Usando que O; é dominio, podemos cancelar H fr em ambos os lados e obtemos
k#j
entao que (h; + f;A)p; = q; + f;A € Oj. Isso mostra que (h; + f;A)0; C O; e

portanto, h; + f;A € C;. O

Sabemos que, para cada 1 < j < d, vale a igualdade:

©@

dime(gt) = dime (),

<
)

que pode ser vista como conseqiiéncia da simetria do semigrupo S(f;). Na verdade,
tal igualdade se mantém para curvas com varios ramos, como mostra o proximo

resultado.

Gle

Teorema 2.5 Toda curva plana é Gorenstein, isto é, dimc(5) = dz’mc(%).

Demonstracao: Como observamos acima, o teorema ¢é valido para o caso irre-

dutivel. Para o caso redutivel, basta mostrar que:

!

1) dz‘m(c(—ole?xod) = dimc(£).

2) dim@(—olx'“xod> = dzmc(g)

Q)
Vejamos:
1) Temos que dimc(m——cn le -~ Od Zdzmc Zdzmc . Por outro
d H IO d
lado, dime (% Z dime L = dzm(c . onde a tltima igualdade
H fk j=1
k#j

é conseqiiéncia do isomorfismo de C-espacos vetoriais:
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0; — [[ /0
k#j
g+ fiAd= [ feg+ fiA
k#j
O1X...X0y4
2) Como —8— ~ 91X:X94 hagta demonstrar que dime (225%94) = 2.dimc($).
C/

Temos que

dime( le ©12:x0u) E dime(s=———

) _2 1 i Jj)
H kO ]21 f] gfk 1<;j§d (f f])
k#j

onde a segunda igualdade segue da definicao do indice de intersecao.

Assim, devemos mostrar que dim@(g) = Z I(fi, f;). Pela proposicao 2.2 e
1<i<j<d
pela observacao 2.1, temos que

dch(%) = dz’m@“ ClIX.Y]) 1,

BT /v T £:&

k#£1 k£d

Resta entao, mostrar que dimc© ClY]] 1 = Z I(fi, f;)

(%H Sry e H fk§ 1<i<j<d

k#1 k#d

Mostremos tal igualdade por inducao sobre d.
Para d = 2, a igualdade corresponde justamente a definicao de indice de in-
tersecao de 2 ramos. Suponhamos que a igualdade seja verificada para d — 1 ramos

f; € C[[X,Y]]. Em particular, para f, f3, ..., fg temos:

dimeo——CXY a2 — N g5, f)).

BH Jir ooy H fk§ 2<i<j<d

k#£1,2 k#1,d

Agora pelo isomorfismo

C[[X.,Y
XY dizrl

(thfk) ~ (fl,ka)7

k#1 k1
H
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onde H = (H Sy oves H f), temos que
kA1 kd

(- 117)

d
dim@w :Zf(flafk)‘i‘dimc 7
=2

Por outro lado, considerando os ideais em C[[X, Y]], temos que

Br. 1T hi&

k#1 (f1 Clx.Y]]

~ ) ~ ,
7t (kaaaka?) (H fk)"'a H f/f)

k£2 kd k#£1,2 k#1,d

onde o primeiro isomorfismo é induzido pela projecao modulo H fr e o segundo é

k#1
induzido pela multiplicacao por f;.
Usando que, dimc© Clx. Y]] T Z I(fi, f;), temos que
BH fka"') H fk§ 28i<y=d
k#£1,2 k#1,d
o 1
gfl, H fk§
: k#1
dszT = Z [(fmf])’
2<i<j<d
0 que mostra o resultado. O

2.2 Geracao do Semigrupo de Valores

Como na secao anterior, (f) denota uma curva plana reduzida sobre C, dada por

f=f.faeC[X,Y]], comd > 2.

Definicao 2.6 O semigrupo S = S(f) associado a (f) é o conjunto

S =S(f)={(ay,...,aq) € N existe h € C[[X,Y]] tal que I(fi,h) = a;}.
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Veja que de fato S é um semigrupo, uma vez que I(f;,h) = 0 sempre que h é
uma unidade de C[[X, Y]] e I(fi, hg) = I(fi,h) +I(fi, g) para todo h,g € C[[X,Y]].

Assim, (0,...,0) € S e S é fechado com respeito a adigao.

No que segue, denotaremos por I o conjunto {1, ...,d}, os elementos de N serao

representados por letras gregas e sobre N¢ consideremos a ordem parcial
QSﬁ@QZSﬁZ,VZGI

Além disto, como no capitulo 1, indicaremos I(f;, h) por v;(h) e v(h) representa
(v1(h),...,va(h)). Note que, se h € O é uma reta transversal a todos os ramos, entao
temos que v(h) = min S\ {0}. Lembremos também que, o fecho integral de O é

O = C[[t1]] ... x C[[t4]] e o ideal condutor de @ em O é C = (') x ... x (t7%), com

pi = ¢+ Z I(fi, f;), onde ¢; é o condutor do semigrupo S; do ramo (f;). (Veja
1<i<j<d
proposicao 2.4). Segue assim que p+N? C S, onde p = (py, ..., pg) € mais ainda, p é o

menor elemento em S com esta propriedade. O elemento p sera chamado condutor

de S.

As propriedades que seguem serao freqlientemente utilizadas nos resultados que

apresentaremos.

Propriedade 2.7 (Propriedade A) Sejam «, § € S, entdo

inf(a, B) = (min{aq, B}, ..., min{ag, Ba}) € S.

Demonstragao: Sea, € S, entao existem w, z € O tais que v(w) = aewv(z) = [.
Além disto, para qualquer a € C temos que w + az € O e a menos de um valor bem
determinado de a, temos que v;(z + aw) = min{v;(z), v;(w)}. Portanto, a menos de

um numero finito de possibilidades para a € C, temos que

v(w+ az) = (min{ay, fr}, ..., min{aq, Ba})

e portanto, inf(«,3) = v(w + az) € S. O
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Propriedade A para o caso de dois ramos.

Note que a propriedade acima ¢é valida também para mais de dois elementos de
S, ou seja, se al,...,ad € S, entao inf(al,...,a?) € S. Mais ainda, se v;(z) = v;(w)
para algum ¢ € I, entao existe um tdnico a € C tal que v;(z + aw) > v;(2) = v;(w) e

assim, temos a seguinte propriedade:

Propriedade 2.8 (Propriedade B) Dados a,3 € S com «; = [3; para algum
i €1, existey € S comy; > o = B ey, > min{ay, Bk} para todo k € I, valendo a

igualdade se ay, # P.

Propriedade B para o caso de dois ramos.

Agora, para um dado o € N? e J = {iy, ...,4,} C I definimos:

,,,,,
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Se pry : N© — N* denota a projecao natural correspondente ao conjunto de

indices J, entao indicaremos S; = {pr,(a);a € S}.

Definicao 2.9 Um elemento o € S serd chamado maximal, se F(a) = (). Se,
mais ainda, tivermos que Fy(a) =0 para todo J C I, J# 1 e J # (), entao « serd
chamado de maximal absoluto. Se a é mazimal e Fy(«) # 0 para todo J C I, tal

que §J > 2, entao a serd chamado maximal relativo.

Fr2(a) =0 Fi(o) =0 Fr2(c) #0 Fi(o) =0
b 1 /

Fa(a) =0 ~>

— F13(a) =0 S

/ — Frg(a) #0
— F3(a) =10 — F3(a) =0

Fo 3(a) #4077

« = ponto maximal absoluto « = ponto maximal relativo

Observacao 2.10 No caso d = 2, todos os pontos mazimais sao caracterizados pela

condicao Fi(a) = Fy(a) = 0, logo nao existe diferenca entre mazimais absolutos e

maximais relativos.
O lema abaixo nos da uma outra caracterizagao dos pontos maximais relativos.

Lema 2.11 Dado um semigrupo S C N e o € N? com as sequintes propriedades:
i) existe i € I com Fi(a) =0,
iW)F; j(a) # 0 para todo j € I\ {i}.

Entao o € um mazimal relativo de S.

Demonstracao: Primeiro, verificaremos que o é um maximal de S.

Tome o’ € F; ;(a) para cada j € I\ {i}, entdao a € S, dado que pela propriedade

A, temos que o = inf{a?,j € I\ {i}}. Agora assuma que vy € Fy(a) para algum
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k € I\ {i}, entdao temos que pry(a*) = pri(y) = i e pela propriedade B aplicada
ayea” existe 8 € S tal que By > ay, i = ai, 35 > mm{vj,oz?} > o, para todo
Jj € 1\ {i,k} e entao § € F;(«), contradizendo a hipdtese 7). Segue assim, que « é

um maximal.

Mostraremos agora que F;(a) # () para todo J C I com #J = 2.

Se k,1 € I\ {i}, dado que pri(a!) = pri(a*) = «;, entdo novamente pela pro-
priedade B aplicada a o! e of, existe 8 € S tal que 3 € Fy ().

Finalmente, se J C I, com fJ > 2, escrevemos J = [ U...U I, com I, = 2 e
tomemos 7' € FT,(«). Entao pela propriedade A, temos que v = inf{y!,...,7'} €
Fj(a) e assim Fjy(a) # 0. O

Lema anterior
=

Note que para d = 2, o lema anterior garante que Fj(a) = () se, e somente se,

Fy(a) = 0.

Observe, ainda, que para todo maximal « de S temos que o« < p, onde p é o

condutor de S, logo o conjunto M(.S) dos maximais de S é finito.

O teorema abaixo evidencia a importancia dos pontos maximais relativos para

a obtencao do semigrupo de uma curva reduzida com varios ramos.

Teorema 2.12 (Geragao) Sejam {a',...,a"} o conjunto dos mazimais relativos
de S e 3 € N tal que, pry(3) € Sy para todo J C I com #J = d — 1. Entdo temos

que B € S se, e somente se, 3 & F(a') para todoi =1,...,n.

Demonstracao: A condigao necesséria é evidente.
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Para provar a condicdo suficiente, dado § € N? vamos considerar o seguinte

conjunto,

Fij(é):{ﬁeStalque,ﬁi:&,ﬁr>6rparar§jeﬁs>5Sparas>j,s;£z'}.

Suponhamos por absurdo que 3 = (i, ..., 34) € N¢ satisfaz as condi¢oes do teorema,
mas que § ¢ S. Entao existe j € [ tal que F]d(ﬁ) = (), caso contrario, isto é,
se existisse 7/ € Ff(ﬁ) para todo j € [ terfamos, pela propriedade A, que § =
inf{y’,j € I} € S. Sem perda de generalidade, podemos assumir que j = 1, isto &,
F(B) = 0.

Consideremos 7 > 1 o menor inteiro para o qual existem 3/ ,....,8; € N e
YLyt € S tais que, definindo 37 = (B, ..., Bi, By, -, B;) € NP e FY (37) =
Fi(871) N F{(5+), temos

1) i < Br et e Fl (67") para k =i+1,...d.

2) F{(B") = 0.

Note que tal inteiro existe. De fato, por hipotese, temos que existe v € S tal que

privgay(7) = priovay(B). Se va > B, entdao v € F(3), mas F(3) = 0. Se va = fBu,

entao teriamos que § = v € S, uma contradicao pois v € S e 3 € S, assim segue
que vg < Sy.

Deste modo, faz sentido considerar

Vi = max{pra(v);y € F{ (B, ..., Ba-1,0)}

e além disto, como vimos, 7 < 4.

Tomemos um elemento v¢ € Fy (B34, ..., Ba_1,0) tal que pry(7¢) = ~4 e denote
B4 = (B, ..., Ba1,7:). Veja que 44 € Ff{;l(ﬁd) e além disto, note que F (%) = 0

pois, se existisse 1 € Fld_l(ﬁd), teriamos que

m=0=0,n>p0=06,Yi<d—1ens>p4=n73,
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contrariando a maximalidade de 7. Assim mostramos que d— 1 satisfaz as condigoes
1) e 2) anteriores.

Vamos mostrar agora que i = 1. De fato, assuma que ¢ > 1 e considere G5 =
(B1, -y Bi=1,0, B4, -, B7). O conjunto FY( é“) é nao vazio, pois por hipotese temos
(Bry s Bizt1, Big1, - Ba) € Snyiy, segue que existe (B, ..., Bi1,n, Biy1, ..., 0a) € S
para algum n € N satisfazendo n < 3;, dado que F{(5"™') = (. Agora seja 3F =
maz{pr;(a),a € FI (B} < B, pois Fi(B+!) = 0, tome v* € Fi(B5™) tal que
pri(v') = B; e considere o elemento ' = (51, ..., Bi—1, 57, Bfr1s -, 05) € N

Dado que 7% € F},(8") e 37 < (3, temos que 7* € Ff;l (") para todo indice
k =1i+1,..,d Por construcao, 7' € Ff:l(ﬁl) e da definicao de [}, segue que
FI7Y(p") = 0, assim i — 1 satisfaz as condicdes 1) e 2) acima, o que é uma contradicio

devido a minimalidade de i.

Deste modo, existe 8* = 32 = (31,055,....,5;) € N com 3 < 3, Fi(3*) =
FI(B*) = 0 en' € F(8%) = Fi(8"), para todo i > 2. Segue entao, do lema
anterior, que 4* é um maximal relativo de S e 3 € F1(8*) o que contraria nossa

hipétese. Isto completa a prova do teorema. O

Observacao 2.13 O teorema acima fornece um procedimento para determinar o
semigrupo de valores de uma curva plana com d ramos, se conhecemos 08 semigrupos

das curvas com d' < d ramos e 0s maximais relativos de S.

Além disto, vale observar que tal teorema foi provado por Garcia em [G| para o
caso d = 2. Neste caso seu enunciado torna-se mais simples, como apresentamos no

corolario abaixo.

Coroldrio 2.14 (Garcia) Sejamd =2 e {a',...,a"} o conjunto dos pontos mdzimos

de S. Temos que S = {3 € Sy x Sy; 8 & F(a') para todo i =1,...,n}.
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As figuras 2.1 e 2.2 no final do capitulo apresentam alguns exemplos de semigru-

pos de curvas com 2 e 3 ramos.!

2.3 A Simetria do Conjunto dos Maximais

Nesta secao apresentaremos um resultado que expressa a propriedade de simetria dos
pontos maximais relativos e absolutos em relagao a um ponto bem determinado de S.
Entre outros fatos, tal resultado nos diz que para obter S, podemos nos concentrar
nos pontos maximais absolutos em vez dos relativos. Antes porém, introduziremos

alguns conceitos, notagoes e resultados auxiliares.

De agora em diante, dado J C I denotaremos por f” a série de poténcias dada

por f7 = Hfi e por e/ = pry(v(f’)) € Sy, isto &, pri(e’) = Zvj(fk) =

igJ kegJ
Zl(fj,fk) para todo j € J . Em particular, quando J = {j}, escrevemos
k]

€j = €J = Zv](fl) c Sj.

i#]
Considere o semigrupo S, dado pela imagem da aplicacio v : O — N’ con-

siderando v;(0) = oo para todo i € I.

Fixemos J C I e um subconjunto B de S, denotemos por P;(B) o conjunto
P;(B) ={p € S,pr;(B) € B}. Se B = {a}, entdo escrevemos simplesmente P;(«)
e denotamos por oy, € N’ o elemento definido por prj(as) = a e pri(a) = oo para

todo i & J.

Para futuras referéncias, apresentamos o seguinte lema:

Lema 2.15 Com as notacoes anteriores temos que s € S se, e somente se, eriste

v € N? tal que pry(y) = a e Fy(y) = 0.

Demonstragao: Imediata. g

10s exemplos mencionados foram obtidos de uma rotina implementada em Maple por M. E.
Hernandes.
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Um outro modo de caracterizar o fato de as, € S é dado no resultado abaixo.

Proposigao 2.16 Sejam J C I e € S;. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
i) as € S.

i) a — e’ € S;.

Demonstragao: i) = ii) Se as € S, entdo existe h € O tal que v(h) = o, isto
é, vi(h) = oo, para todo k ¢ J. Disto segue que h = gfi, para algum g € O e todo

k ¢ J. Temos entao que h = h’ka, com h' € O e h' # 0 em O, para todo j € J,
ke
ou seja, v;(h') < oo, para todo j € J. Assim, temos que prj(as) = pryj(v(h)) =

el +prj(u(h)) € Sjy.

it) = i) Se a — &’ € S, entdo temos que existe h € O, tal que pry(v(h)) =

a—c¢l=a —prJ(Q(H fx)) e assim, y(thk) =a, €S, O

k. kgJ
Observe que a proposicao anterior generaliza o caso de dois ramos obtido por
Garcia, no sentido de caracterizar quando F;(«) é infinito, mais explicitamente temos

o seguinte corolario.

Corolario 2.17 (Garcia) Sejamd =2 e a € S, temos que Fy(«) (respectivamente
Fy(a)) € infinito se, e somente se, pri(a) — vi(f2) € S1 (respectivamente pro(a) —

’U2<f1> € 52)

Demonstracao: Considere J = {1}, temos pelo lema 2.15 que F(«) é infinito se,
e somente se, (pry(a))s € S, que pela proposicao anterior é equivalente a pry(a) —

el € S, como e! = vi(f2), o resultado segue. O

Definicao 2.18 Seja v € S. Definimos o conjunto de Apéry de S com relagcao

a -y, como sendo o conjunto

A (S)={BecS;8-v¢&S}
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Os elementos do conjunto
N,(S)={B e S;F(B) C A,(9)}
serao chamados de vértices de Apéry com relacdao a .

Observagao 2.19 Note que se a € mazimal de S, entao o € N.,(S) para todoy € S
e o+ € N,(5). Assim, em geral, o conjunto N,(S) ndo estd contido em A.,(S).
Além disto, se d =1, entao A,(S) = N,(S) € o cldssico conjunto de Apéry para S,

apresentado na secao 1.35.

A figura 2.3 dada no final do capitulo apresenta exemplos de conjunto e vértices

de Apéry de um semigrupo com 2 ramos.>

A proxima proposicao relaciona os vértices de Apéry de S com vértices de Apéry

de SJ.

Proposigao 2.20 Sejam v € S, a € N,(S) e J C I, entao prj(«) € um vértice de
Apéry de S; com relagdo a prj(y)+¢e’ € Sy. Em particular, se a é um maximal de
S, entdo pry(a) é um vértice de Apéry de Sy com relacio a &”.

Demonstracgao: E suficiente provar a proposicao para o caso §J = d — 1, dado
que para todo J podemos usar sucessivas projecoes para um dos indices e obter o

caso desejado.
Vamos assumir que J = I\ {d} e considerar o = pr;(a) e 3 = pr;(y)+¢’ € S;.

Se para algum j € J temos n € Fj(a?) e n & Ag(Sy), entao n — 3 € S;. Pela
proposicao anterior, temos (7 — prs(7))e € S e assim pelo lema 2.15, para algum
0 > ag — v temos n* = (1 — Y1,y .y Na—1 — Ya—1,0) € S. Dado que pri(n* + ) > «;

para todo ¢ € J \ {j}, temos que n* +v € Fj(a) e n* +v & A,(S) o que é uma

20s exemplos mencionados foram obtidos através de uma rotina implementada em Maple por
M. E. Hernandes.
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contradicao, visto que a € N, (S). Entéo pr;(a) é um vértice de Apéry com relagao
apri(y) +¢e’.

Se a é um maximal, entdo pela observacao 2.19, temos que o € N,(S) para

todo v € S, em particular tomando v = (0, ...,0) temos que o resultado segue

imediatamente da primeira parte da proposicao. O

Coroldrio 2.21 (Garcia) Sejam d = 2 e o um ponto mazximal de S, entdo temos

que pri(a) € Ay (£,)(S1) e pra(a) € Ay, s)(S2).

Demonstragao: Pela proposigao anterior, temos que pr;(a) € N (S;). O resultado
segue, lembrando que €' = vy (/f2), €2 = vo(f1) e notando que pela observacio 2.19,

no caso de um ramo, temos que N.i(S;) = A.i(S;). O
No restante destas notas, consideramos o elemento
r=(c+e' —1cg+e*—1,...,cq+e*—1) € N,

onde ¢; é o condutor do semigrupo S; do ramo (f;).

Observe que, se v € S e a € N,(5), entao pela proposi¢ao anterior, temos que
a; € N, ;.(S5;), mas pela observacao 2.19, temos que N, .i(S;) = A,,;.:(S;) assim,
a; — ' —; € S;. Conseqiientemente das propriedades do conjunto de Apéry dos

semigrupos S;, obtemos que o; < ¢; + €° +7; — 1. Deste modo, temos que
aeN,(S)=>a<T+7y
aeM(S)=a<rT,

onde M(S) denota o conjunto dos pontos maximais de S.

A proposicao abaixo, servird como caso inicial para o teorema que segue.

Proposicao 2.22 (Garcia) Seja d = 2, entdo 7 é ponto maximal de S e T+ (1,1)

é condutor de S.
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Demonstragao: Inicialmente, note que ¢; + ¢ — 1 > ¢;, assim existe uma curva
(h;) tal que v;(h;) = ¢; + €' — 1 para i = 1,2. Conseqilientemente, existem a; > 0 e
Gy > 0 tais que

y(h’l) = (Cl +‘€i - 1751) S Sa
v(hy) = (g, co +e* —1) € S.

Como ¢; + &' —1—¢'=¢; — 1 & S; segue, do coroldrio 2.17, que Fy(c; +&' —1,5)
e Fy(ay,co + &2 — 1) sao finitos. Tomemos (¢; + &' — 1,0) e (o, 3 + €2 — 1) com
B > 1 e a > ap, os pontos maximos de Fi(c; + &' — 1,8)) e Fy(a,co + &% — 1)

respectivamente.

Pelo coroldrio 2.21, temos que 3 € A.2(Ss) e a € A.1(S)), assim 3 < ¢y +e2—1

ea<c +el—1.

Suponha que 3 < ¢y +¢%—1, entdo 3’ = co+e2—1— 3 > 0 e pela propriedade ¢)

da seqiiéncia de Apéry, dada na se¢ao 3 do capitulo 1, temos que 3’ € A.2(Ss) C Ss.
Se (g) é uma curva tal que v3(g) = (', entao existe o’ > 0 tal que v(g) = (¢/, ') €
S e assim
(ci+e'—1,8)+(,B)=(ci+e' -1+, +e*—1) € S.
Mas lembre-se que («, cs +€* — 1) é ponto méximo, entao
cotet—1>a>c+et—14ad >+t =1

um absurdo.

Segue assim que, 8 =cy +c2—1e portanto 7 = (¢c; + ' —1,co +e2—1) € Se

¢ ponto maximo de S.
Agora provaremos que 7 + (1,1) é o condutor de S.

Dado (¢; + et +a,co +e2+ ) € N2, com a > 0 e 8 > 0, considere hy f; + ha fo,

onde

Ul(hg) =a—+c € S<f1> e ’Ug(hl) = ﬁ—i- Co € S(fg)
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Temos que v(hifi + hofs) = (vi(hafa), v2(h1f1)) = (@ + &' + 1, 8+ € + ), isto
é, p <7+ (1,1). Mas, como 7 é maximal de S, temos que 7 < p, seguindo assim

p=1+(1,1). 0

O teorema abaixo, generaliza a proposicao anterior para d > 2.

Teorema 2.23 Seja S o semigrupo de uma curva plana com d ramos. Temos que

T € um maximal relativo de S. Mais ainda, 7+ (1,...,1) € o condutor de S.

Demonstragao: Provaremos por indugao sobre d.
Para d = 2, o resultado segue da proposi¢ao anterior.

Denotaremos por 1(i) o conjunto I — {i} e assumiremos que o resultado seja
verdadeiro para os semigrupos Sy(;) e cada semigrupo tenha seu correspondente 7.
Dado que 7% € ST, entao pela proposicao 2.16, temos que (18 + sl(i))oo € S, além
disto, segue do lema 2.15, que existe 7% € S, com pry;(7) = 7' + el =prigp(r) e

pri(TY) > pri(7). Segue entdo, que 7 = inf{7,i€ I} € S.

Mostremos que 7 + 1 é o condutor p de S, onde 1 = (1,...,1) € N9 Tome
v > 7+ 1. Dado que, por hipétese de indugao, o condutor de Sy € 7t 4+ 1' (onde
1t = priy(l)), temos entao que prj(y) € Sy, para todo J C I com J # I. Mais
ainda, se o é um maximal de S, entao temos necessariamente que o < 7 e pelo
teorema da geracao 2.12, temos v € S, assim o condutor p de S é tal que p < 74 1.
Agora dado que ¢; — 1 € S;, da proposicao 2.16, segue que (¢; + &' — 1) & S, entdo
pelo lema 2.15, existe v € N% com v; = ¢; + &' — 1, satisfazendo Fy(y) = 0. Isto

implica que p; > ¢; + €%, para todo i € I, e portanto p = 7 + 1.

Agora vejamos que 7 é um maximal de S. Assuma que para algum [ € [ exista
o € Fi(1),isto é, y = ¢+e'—1ea; > ¢j4+&/—1 para todo j € I\{l}. Tome i o maior
inteiro tal que, existam oy, ..., &} com oy, > ay, para l < k < i, de modo que a(i) =
(o1, ey 1, e = 1,a), 1, ooy @y i1, oy g) € S. Se i < d, tome € Fyii(a(i)),

que existe, pois § > p . Dado que ;11 = «;,1, usando a propriedade B, aplicada ao
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indice i+1, obtemos a(i+1) = (a1, ..., 1, e —1,a), 1, ooy Ay, Qisa, ..oy tg) €S,

contrariando a maximalidade de 7.

Deste modo, i = d e temos que o' = a(d) € Fj(a) para todo [ < d. Agora, por
recorréncia, podemos construir uma seqiiéncia a, ', ..., o™t ... tal que o™ € Fj(7) e
a" € Fy(a™), para todo n > 1. Assim, pelo lema 2.15, temos que (¢;+¢&' — 1)y € S
o que é uma contradi¢ao. Segue que Fy(7) = () para todo [ € I, e assim temos que

F(1) =0, concluindo que 7 é um maximal de S.

Resta mostrar que 7 é maximal relativo. Para tanto, seja J C I, J # [ com
#J > 2. Temos que pry(7) = 7;+¢’, onde 7; é em Sy, o elemento andlogo a 7. Pela
proposicao 2.16, temos que (pr;(7))e € S, e em particular, pelo lema 2.15, temos

que Fy(1) # 0. O
Veja que a proposicao 2.4 ja nos permite concluir que o condutor do semigrupo
S é 7+1, o que o teorema anterior nos da, é uma outra forma de obter tal resultado.

Os proximos resultados nos auxiliarao no ultimo teorema deste capitulo.

Lema 2.24 Seja o € S e denote por o o elemento T — o € N, Entdo temos que:
i) F(o/) = 0.
it) Se, mais ainda, Fy(ca) # O para todo J C I com §J > 2, entao Fa(a') =0
para todo A C I, A# 1.

Demonstracao: i) Se § € F(d/), entao é evidente que § + a € F(7). Como
B+« €S, terfamos que T nao seria maximal de S, contrariando o teorema anterior,
logo F(a') = 0.

i1) Tomemos A C I com §A < d—1. Supondo por absurdo que Fa(a’) # (), tome
[ € Fa(d/). Dado que Fj(a) # 0 para o conjunto J = (I — A)|J{i}, onde i € A,

considere ' € Fj(a). Entao §+ ' € F;(7) o que é um absurdo. O

Observe que o lema anterior nao garante que se « € S, entdo o/ =7 — a é um
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elemento de S. Caso o/ € S, entao teremos que o/ é um elemento maximal de S.

Proposicao 2.25 (Garcia)Sejam d = 2 e a um elemento maximal de S, entdo

T — « também € um maximal de S.

Demonstragao: Pelo lema 2.24, basta demonstrar que o =7 — « € S. Para isso

vamos usar indugao sobre o) = ¢; +¢e! — 1 — ay.
Se oy =0, entdo a =7 e =(0,0) € S.
Suponhamos entao que o) >0e ' & S.

Afirmagao: Se ¥/ = 17— ¢ S e 7 é ponto maximal, entdao existem ¢ e 7,

maximais de S, tais que v € F1(8) e 7' € Fy(n).

Provemos a afirmacao. Como 7 é ponto maximal, temos pelo corolario 2.21,
que v; € A.i(S;), entdo pela propriedade e) da seqiiéncia de Apéry apresentada na
secao 1.3, temos que v, = ¢; +&; — 1 —v; € A.i(S;). Pelo coroldrio 2.17, existem
maximais 0 e 7 de S, tais que ] = 01 e v5 = 12. Se 7, < b2 ou 7} < my, entdo como
d+7v, n+veSe

=Y +Nn=60+m, =7+ < b+ 7,
=Nt <mtynen=+r="n0+%,

terfamos que 0+ € Fi(7) ou n+v € Fy(7) um absurdo, uma vez que 7 é maximal
de S. Segue assim, que 75 > dy e v, > 11, ou seja, 7' € F1(8) e 7' € Fa(n). O que
prova a afirmacao.

Voltemos a proposicao.

Segue da afirmacao acima, para v = « que existe um maximal 7 de S tal que
o' € Fa(n).

Considere / =7 —n. Comony =T —m =T —ahb =aeny =17 —n >
1 — o = oy, temos que 7' € Fy(a). Mas o é maximal de S, portanto n ¢ S.

Novamente pela afirmacao, usando v = 7, segue que existe 4 maximal de S, tal

que ' € F1(6).
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Mas deste modo, temos que 6, = 1} > a; e assim ¢; + &' — 1 — 8, < ¢ + &b —
1 — a; = o}, segue por hipétese de indugao, que &' = 7 — 6 € S. No entanto, como
Si=ca+el—1-n=medy=co+e?—1—-08 >c+e—1—n,=mn, temos
que 6 € F1(n) o que é um absurdo, uma vez que § € S e  é maximal de S. Segue

portanto, que o/ € S O

Lema 2.26 Seja o € S um elemento tal que F;(a) = (). Entao existem J C I com
8J > 2,4 € Jea” €55 um mazimal relativo de Sy, tal que o < ay para todo

jed.

Demonstracao: Inicialmente, observe que se d = 2, entao basta considerar J = [

*

ea=a*
Possibilidade A: Suponha que existe j € I\ {i} tal que F} ;(c) # 0.

Reordenando os eixos se necessario, que corresponde a uma reordenagao dos
ramos da curva, podemos considerar o maior indice k£, com i < k < d + 1, tal que

F; ;(o) # 0 para todo 1 < j < k e Fj;(a) = () para todo k <1 < d.

Mostremos a possibilidade A por indugao sobre o niumero r(a) = d+ 1 — k, isto
é, sobre o nimero de indices [, tais que F;;(a) = 0.

Se r(a)) = 0, entao pelo lema 2.11, temos que a é maximal relativo de S.

Se r(a)) > 0, entao considere I' = I \ {k} e prp(a) € Sp.

A1 Suponha Fi(prp(a)) = 0. Se 1" = 2, entdo prp(a) é maximal relativo de
Sp e satisfaz as condigoes do lema. Se #I’ > 2, entdao como Fj ;(prr(a)) # 0, para
todo 1 < j < k, segue que r(prp(a)) = d — k < r(«) e por hipétese de indugao,
existe J C I' C I com §J > 2,1 € J e o € S; maximal relativo de Sy, tal que
af = (prr(a)); = o1 e of < (prp(@)); = oy, para todo j € J.

A .2 Suponha F;(prp(a)) # 0. Tomemos 5 € Pp(F;(pri(a))) (veja defini¢ao no
inicio da sec¢ao 2.3) de modo que a k—ésima coordenada ) de [ seja maxima, que

existe uma vez que F; ;(a) = ). Aplicando a propriedade A para « e [, temos que
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O/ - ’L?’Lf(Oé,ﬁ) - (a17 ceey O—1, /Bka A1y -y Oéd) S S

e além disto, Fj(a’) = 0 e F;j(a’) # 0, para todo 1 < j < k+ 1. Assim, r(a/) =
d+1—(k+1) < r(a) e por hipdtese de indugao, existe J C I com £J > 2,i € J
e a* € Sy maximal relativo de Sy, tal que of = o = o; e o} < o) < a; para todo
jel

Possibilidade B: Suponha Fj;(a) = () para todo [ € T\ {i}.

Mostremos a possibilidade B por indugao sobre o nimero de ramos d de a.

Considere I' = I\ {k} com k # i e prp(a) € Sp. Claramente se d = 2, entao o

resultado segue.

B.1 Se F;(prp(a)) = 0 e F(prp(a)) = 0 para todo | € I' \ {i}, entdo por
hipétese de inducao, existiria J C I’ C I com §J > 2,7 € J e o € S; maximal

relativo de Sy, tal que o = (prr(a)); = a; e < (prr(a)); = a; para todo j € J.

B.2 Se Fi(prp(a)) = 0 e existe I € I'\{i}, tal que F; ;(prp(a)) # 0, entao prp(«)

se enquadra na possibilidade A e obtemos o resultado.

B.3 Se Fi(pry(a)) # (0, entao como no caso A.2, podemos encontrar o € S, tal
que F;(a’) =0, porém F; (/) = 0, para todo [ € I\ {i}. Agora repetimos a andlise
da possibilidade B para o/, como o caso B.3 nao pode ocorrer sempre, caso contrario
obteriamos um elemento de S com a k-ésima coordenada nula, obrigatoriamente em
algum momento, nos enquadraremos no caso B.1 ou B.2; o que conclui o resultado.

a

Encerramos este capitulo com um resultado que garante que os pontos maximais

relativos e absolutos de S se determinam mutuamente a partir de 7.

Teorema 2.27 (Simetria)

A)Seja v € S. Temos que a é um mazximal de S se, e somente se, ' =T—a € S.
Mais ainda, se o e 3 sao tais que o+ 3 = 7, entao B € maximal absoluto de S se,

e somente se, a € maximal relativo de S.
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B) Sejam o,y € S. Temos que o € N,(S) se, e somente se, T+~v—a € S.

Neste caso, temos que 7+ — a € N, (5).

Demonstragao: Provaremos A) e B) simultaneamente usando a seguinte indugao:

Chamaremos A(d) para d > 2 e B(d) para d > 1 as afirmagdes A) e B) res-
pectivamente, para semigrupos com d ramos. Agora denotaremos C'(n) = A(d),
sen =2d—2eC(n) = B(d), se n =2d — 1. Assim, para provar A(d) e B(d),

provaremos a condigao C'(n) por indugao sobre n.

Note que C'(1) = B(1) é um resultado conhecido. De fato, comon = d = 1, temos
pela observacao 2.19, que N, (S) = A,(S) e que 7 = p—1 onde p é o condutor de S.
Deste modo, 7+ v = ¢ — 1+ v é o maior elemento do conjunto de Apéry de S com
respeito a 7 (veja propriedade d) da seqiiéncia de Apéry no final da se¢ao 1.3). Agora,
se v € A, (S) = Ny(5), temos que T+ y—a=c—1+7y—a € A,(S)=N,(S)CS

(veja propriedade e) da seqiiéncia de Apéry no final da sec¢ao 1.3).
Temos que C(2) = A(2) é a proposigao 2.25.

Assuma que C(m) ¢é verdadeira para todo m < n. Para provar que C(n) é

verdadeira vamos separar a demonstragao em dois casos.
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Casol)n=2d -2

Por hipétese de indugdo, a afirmagdo C(n — 1) = B(d — 1) é verdadeira. Basta
entao mostrar que B(d — 1) implica C'(n) = A(d). Note que as condigoes suficientes
para ambas as afirmagoes em A(d) sao evidentes pelo lema 2.24. De fato, na primeira
afirmagao, temos que a € S e além disso, se § € F(«), entdao € F(1 — ) e,
conseqilentemente §+a’ € F(7) pois o € S, o que é um absurdo, dado que F (1) = 0.
Logo F(a) = (0, e portanto, o é um maximal de S. Na segunda afirmacao, temos
que 7 — « = 3, e do fato de Fj(a) # 0 para todo J C I com #J > 2, pois a é
maximal relativo de S, segue do item i) do lema 2.24, que F4(f) = 0 para todo
A C I,A # I. Como, pela primeira afirmacgao, § € S, temos que § é maximal

absoluto de S.

Provaremos a necessidade da condi¢ao na primeira afirmacao de A(d), primeiro
no caso em que « é maximal relativo. Para isto, usaremos indugado sobre o} =

cp+e'—1—ay.
Seaj=0,entatoa=17ea’ =0=(0,...,0) € S.
Vamos assumir que oy > 0, isto é, a < 7 e, suponhamos por absurdo, que o/ ¢ S.

Dado que a é maximal, da proposi¢ao 2.20, temos que prj(a) € N.s(S;) para
todo J C I. Usando que B(d — 1) é verdadeira para S; com #.J = d — 1, obtemos

' +el —prj(a) = prj(r —a) =prj(a’) € Sy, para todo J C I tal que §J =d — 1.

Tome um indice i € I\ {1}, temos que F¢(a/) = 0 (veja defini¢do de F¢(a') na
demonstracdo do teorema 2.12). De fato, se F(a’) # () para algum i € I, entdo
deveria haver ao menos um fndice k # i, tal que se 3 € FZ(/), entdo By > o},
pois caso contrario, § = o € S, o que seria um absurdo. Tome L C I o conjunto
dos indices tais que 5, = «j, para todo | € L. Note que L # [ e € Fr(d),
mas como « é maximal relativo, isto contradiria o lema 2.24. Portanto, F¢(a') = ()
para todo ¢ € I. Desta forma, segue da demonstracao do teorema da geracao 2.12,

que existe um maximal relativo 3 € S, tal que o/ € F;(3). Além disso, temos
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B i=71—p¢cFia)e ¢&S8. De fato, como o/ € F;(f3), temos que 7 € Fi(a + 3),
donde 7 — 3 € F;(a). Disto, e do fato de a ser um maximal relativo de S, segue que
r-p=0'¢5,

Como antes, temos que pr;(3') € Sy, para todo J C I, tal que §J =d—1¢e
F3(3) = 0. Pois, se existisse v € FI(3), terfamos v, = 3} e v, > 3/ para todo
[ > 1. Com certeza deve haver indices tais que 7, = (3 com [ > 1 pois, caso
contrario, v € Fy(f'). Porém F4(8') = 0 para todo A C I A # L, basta lembrar
que ( é maximal relativo de S e usar o lema 2.24. Denotando por L, o conjunto de
indices tais que v, = 3}, para todo [ € L, temos que v; > 3 para todo j € I\ L,
assim ' =~y € Ssel = L, ou~ € F ('), o que em ambos os casos nao pode

ocorrer.

Novamente pelo teorema da geracao 2.12, existe um maximal relativo yu € S
com 3 € Fi(n). Dado que puy > ay, pois uy = 3, e 3/ € Fi(a) com i # 1, temos
que ¢; +et —1—py < ¢+t —1—a; e, por hipétese de inducao, obtemos que

/

p =7 —p €8S oqueéum absurdo, pois u' € F1(3) com $ um maximal relativo

de S. Portanto, o/ € S.

Agora seja a um maximal arbitrario de S. Provaremos que o € S. Se tivermos
o/ ¢ S entao, como antes, pr;(a’) € Sy para todo J C I com §J = d — 1, e pelo
teorema da geracdo 2.12, temos que o’ € F(3) para algum maximal relativo 3 € S.
Como mostramos antes, temos 3/ =7 — 3 € S. Mas, o/ =7 —a e d € F(B),
assim existe 7 € I, tal que a = ; e ) > (3; para todo j € I\ {i}. Deste modo,
o =Ti—of=T;—fi=flea; =1;—a; <1;—; = 8 ouseja, 3 € Fi(a) C F(a),
o que é um absurdo, pois ' € S e a é maximal de S. Portanto, o/ € S.

Provaremos agora a necessidade da condi¢ao para a segunda afirmacao do caso
C(n) = A(d). Como [ € S, segue da primeira afirmacao que o € S e do item i) do
lema 2.24, que o é maximal. Assuma que a é maximal, mas nao é relativo. Pelo

lema 2.26, existe J C [ com 1 € J,4J > 2 e a* € §; um maximal relativo de S, tal
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que af = ay e aj < a; para todo j € J.

Se J = I, considere o conjunto L = {i € I;af = «;}. Temos que 1 € L C I,
L #1eae€ Frpa*), logo T — 3 € Fr(a*) e conseqlientemente 7 — a* € S pela
primeira parte da afirmacao A, e 7 — a* € Fy(f) e portanto, 5 nao é maximal
absoluto, o que é uma contradicao.

J — * é um maximal absoluto

Agora, se J # I, entao, por hipdtese de indugao, 7
de S; e, pela proposicio 2.16, temos (77 — a* +¢”)o € S. Logo, temos que existe
v € Py(t7 — a* +&’) (veja definigao no inicio da segao 2.3) com v; > f3;, para todo
j ¢ J. Considerando o conjunto L = {j € J;a} = a;}, temos que v € F(f).
Com efeito, se [ € I\ J, entao v, > [3;. Se, por outro lado, [ € J\ L, temos que
v = jJ —qj +el; > TJJ —a;+¢e’; =, pois o < a; para todo j € J. Além disto,

=1 —af+e’,= (7 +¢’),—af =7 — ;= B para todo | € L. Portanto, 3

nao ¢ maximal absoluto de S, novamente uma contradicao.
Caso2)n=2d - 1.

Por hipétese de indugao, assumiremos que A(d) = C(n—1) e B(d—1) = C(n—2)

sao verdadeiras. Provaremos que B(d — 1) e A(d) implicam B(d) = C(n).

Mostremos inicialmente a condi¢ao suficiente. Suponha que exista 5 € F(a),
mas 3 & A,(S). Neste caso, temos §—v € F;(a —v) C F(a—y) para algum i € I.
Mas, por hipétese, 7 — (o — ) =:np € S, entdo 7 — n = o — 7y e pelo lema 2.24,
F(a —~) = 0, o que nos da uma contradi¢do. Logo, F(«) C A,(S) e portanto,
a e N,(9).

Agora seja n := 7+ 7 — «a, com a € N,(S5). Pela proposi¢ao 2.20, temos que
prj(a) € Ny ()17 (Ss), para todo J C I com §J = d — 1. Dado que pr;(7) =
7/ + ¢/, temos, por B(d — 1), que pry(n) € S; para todo J C I com #J = d — 1.
Assim, aplicando o teorema da geracao 2.12 a 7, temos que se € S, entao existe
um maximal relativo 8 € S, tal que n € F(3). Usando A(d) aplicada ao maximal

3, obtemos 7 — 3 € S, o que é um absurdo. De fato, como 7 € F(#3), temos que
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Bi=mn =T+ —o; paraalgum i € [ e 3; < n; = 7; +7; — a; para todo j # i.
Logo (tr—fB)+7v € Fi(o) C F(a) C Ay(S) eassim, 7 —B=(r—F+7v)—7&5.

Portanto, n=7+~v—a € S.

Para a ultima afirmagao do teorema, observe que 7 +v — (T+7 —a) = a € S,

assim pela primeira parte da afirmacao B), temos que 7+ v — « € N, ().

a

Observe que em virtude do teorema da geracao 2.12 e do teorema anterior,
podemos determinar o semigrupo de valores S de uma curva com d ramos, se co-
nhecermos os semigrupos com d — 1 ramos e os pontos maximais absolutos de S. No

proximo capitulo, abordaremos a questao de determinar tais pontos.
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Figura 2.1: Acima: Semigrupo das curvas C; = (3,8 + t10) e Cy = (#*,1° + ¢7).
Abaixo: Semigrupo das curvas C; = (t3,t® + t19) e C3 = (3,13 + t4).

Legenda: o representa um Ponto Maximal.
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Figura 2.2: Acima: Semigrupo das curvas Cy = (¢4, +t7) e C3 = (¢3,1* + 1),
onde o representa um Ponto Maximal. Abaixo: Semigrupo das curvas C; = (3,18 +
t10),Cy = (14,85 +t7) e C5 = (2,13 + 1).
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Figura 2.3: Base e vértices de Apéry do semigrupo de C; = (3,8 + %) e Oy =
(t*,1% + ¢7) com respeito aos pontos (3,4) e (6, 8) respectivamente.



Capitulo 3

Descricao dos Pontos Maximais
Absolutos

Neste capitulo, abordaremos a questao de determinar os pontos maximais absolutos
do semigrupo de valores S de uma curva plana com varios ramos. A estratégia sera
a de obter um conjunto finito, bem caracterizado, que contém alguns dos pontos
maximais absolutos. Embora tal conjunto nao contenha todos os pontos maximais
absolutos, podemos obter todos estes pontos a partir daqueles que pertencem ao

conjunto descrito.

Seja (f) uma curva plana reduzida com f = fi...fy, onde cada f; € C[[X,Y]]

é irredutivel. No que segue, para cada ramo (f;), 5, ..., ﬁ;i denotam os expoentes

1
Ck—1
T
€k

fopt i s . s _ i
caracterfsticos, vy, ..., vy, o sistema minimo de geradores de S; = S(f;) e nj, =

onde e; = mdc(By, ..., B.) = mdc(v}, ..., vi). Além disto, indicaremos o contato entre

(fi) e (fj) por aw; e 15 = maz{k € N; 3—52 Z—g, Vi; 0 <1<k},

Definimos o contato entre (f1), ..., (f4) como
ai,..qa=min{a,;, 1 <i<j<d}.
Para n > 0 considere o conjuntos
wr={iel; gi >n},

onde g; é o género da curva plana (f;),

47
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7" = {A € p(W"); existe uma curva plana de género n que tem contato maximal

de ordem n com (f;), para todo i € A },
onde p(W™) denota o conjunto das partes de W™ e
M™ = { conjunto dos elementos maximais de 7" com respeito a inclusao }.

A partir das defini¢oes anteriores temos o seguinte resultado.

1 1 1 2
Lema 3.1 Considere os ramos (f1) e (f2). Se g—? < g < ﬁg{l e ﬁ‘g{l < ﬂgzl, entao:
0 0 0 0

1. Paran < q, temos M™ = {{1,2}}.

2. Para n > q, temos que:

(a) Sen < min{g, g2}, entao M" = {{1},{2}}.
(b) Se go <n < gy, entao M" = {{1}}.
(¢) Se g1 <n < gy, entao M" = {{2}}.

(d) Se n > mazx{g, g2}, entao M™ = .

3. Para n = q, temos que:

1 2
Par1 Pata

(a) Se ajp < min{ o }, entao MY = {{1},{2}}

1 2
(b) Se ajp = mm{ﬁ‘é;{l, 6/‘%1 }, entao toda curva com contato maximal de or-

dem n com (fz) tem também com (f1). Em particular, M? = {{1,2}}.

Demonstragao:

1 2
1. Suponha n < ¢, temos, pela proposicao 1.16, que % = % para todo 7 < ¢, ou
0 0

seja, para ¢ < n. Agora o resultado segue, tomando uma curva, como descrita

no final da secéo 1.4, tendo contato de ordem n com (f;) e (fa).
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1 1
2. Se n > ¢, entao como Z_Z% <ap < 5;,%1

com contato maximal de ordem n com (f1) e (f2) simultaneamente.

nao é possivel obter uma mesma curva

Se n < min{gi, g2}, entdo podemos obter uma curva com contato maximal de

ordem n para (f;) e outra para (fa).

Se g < n < g1, entdo podemos obter uma tal curva para (f;), mas nao para

(f2). Caso andlogo, quando g; < n < gs.

Se n > max{gi, g2}, entdo para nenhuma das curvas é possivel obter uma

curva com contato maximal de ordem n.

3. Suponha n = q.

1 2
Bqul ﬂqul

Se aga = min{ G

}, entdo tomando uma curva com contato maximal de
ordem n com (f3), esta terd o mesmo contato com (f1).

1 2

Bq+1 ﬁqul
T 2

By ' B

Se aga < min{ }, entdo o resultado segue como no item a) de 2.

O

Exemplo 3.2 Seja f = fifofs uma curva plana, onde

r= t! r= t = t
(f1)3{ y = t%ﬂLtZ (f2)3{ y = t§1+t§ (f3)3{ y = t;
Para q = 0, temos que W° = {1,2,3}, T° = {{1,2,3},{1,2},{1,3},{2,3}, {1}, {2}, {3}}
e MY = {{1,2,3}}. A saber,

{07

y:

tem género 0 e contato mazimal de ordem 0 com (f1), (f2) e (f3).

Para q = 1, temos que W' = {1,2,3}, T* = {{1},{2},{3}} = M, onde
r= t?
(R A

tem género 1 e contato maximal de ordem 1 com (f1). Para (f2) e (fs) tomamos

elas proprias.
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Quando q = 2, obtemos que W? = {1}, T? = M? = {{1}}, onde a curva de

género 2 com contato mazximal de ordem 2 com (f1) € ela prépria.

Além disto, temos que W" = T" = M" = () para todo n > 3.

Se (h) é uma curva com contato maximal de ordem ¢ para todos ramos (f;) com

(13 b

i € E C I, entao indicaremos com “*” os dados numéricos relativos a (h). Desta

forma, 7, ..., 5; denotam os expoentes caracteristicos de (h) e assim por diante.

Proposicao 3.3 Sejam q > 0, E € MY e (h) uma curva plana com contato mazximal
de ordem n para todo ramo (f;) com i € E. Temos que vi(h) = vj,,, sei € E ¢

Uj(h) _ I(fijfj)7 sej&E.

1
€q

Demonstragao: E imediato da definigao de M, que v;(h) = vé 41 paratodoi € E.

7 k
Escolha ¢ € FE, tal que % > B;f para todo k € E e tome j € E. Denotando o
0 0
contato de (h) com (f;) por ay;, temos que ap; = ﬁ;fl para todo i € E.
0

5 53+1 : ¢ 53+1 5g+1
Se a;j > o, entao o > 5 e, em particular, teriamos que 5= o

1.16 ). Neste caso, (h) teria contato maximal de ordem ¢ com (f;), ou seja, j € E,

(proposicao

uma contradigao.

i 7 J
ﬁ"fl, entao pela proposicao 1.16, temos que ﬂ—’j = ﬁ—’f
B > By By

k=0,...,q. Podemos ter

Se a;j = ap; = para todo
B o P

Bngl < ﬁéJrl t -
B4 g

B, = B

ou

No primeiro caso, (h) também teria contato maximal de ordem ¢ com (f;), e
assim 7 € F, uma contradicao. No segundo caso, podemos exibir uma curva plana
(') que teria contato maximal de ordem ¢ com (f;) para todo [ € E e com (f;),
mas neste caso, E' nao seria maximal em 79, uma contradicao.

7
By

%

Disto, segue que o;; < ap; = assim pela observagao 1.19, temos que «a;; =
Qij.

Pela definicdo de contato entre ramos, temos que existe k € {0, ...,7;;}, tal que

uma das possibilidades ocorre:



o1

B; Bt
)ﬂ‘;<ah]-< o Lose k< 1y,

b) apj = min{ ﬁ/’g[l, B’““} se k=

No primeiro caso, temos pelo teorema 1.17 que

. ’Ui viah»—ﬁi . v* v*ah'—ﬁ*

—1
Como «ay; = ay;, pela proposicao 1.16, temos vg = v—;’, vf = —q k= © nl =n
para todo [ < q. Segue assim que
_ fl’f')
vi(h) = I(h, f;) = =5

No segundo caso, temos

I(fi, fj) = mz’n{eiv,iﬂ, ei”i+1} e I(h, f;) = min{eivzﬂ, 6zvi+1}'

. Bl ) s . )
Se k = ¢, entdo ap; = ;;:1, pois apj < ap; = Z,gl, assim I(fi, f;) = eqqu Além

disto, vy, = 00 e e} =1, logo I(h, f;) = véH e o resultado segue.

~ ’U’L ei
Se k < ¢, entao como v = -t eef = L
’ ! €q ! €q

para todo [ < ¢, temos que

. el vl eivl i
[(ha f]) =min { keg+1’ kelzﬁl } (J;f]) .

q q

Definicao 3.4 Seja ¢ > 0. Definimos como valores de contato maximal de

género q para (f) os elementos do conjunto
Va(f) = {uv(hp); E € M1},

onde (hg) denota uma curva com contato maximal de ordem q com (f;) para todo
i € E. Por razées técnicas, para ¢ = —1 definimos V7(f) = {(v},...,v8)} caso
todos os ramos de (f) tenham a mesma tangente e V=1(f) = 0 caso contrdrio. Os

valores de contato maximal para (f) sdo os elementos do conjunto
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viH=UJvincs
qg=—1
Note que, se m = max{g;; i € I}, entdo VI(f) = ) para ¢ > m, e portanto V (f)
¢ um conjunto finito.
Além disto, se ¢ = g¢; para algum i € I, entdo a curva plana (f;) tem contato

maximal de ordem g; com ela mesma, conseqiientemente v;(f;) = 0o, e portanto,
segue que V(f) ¢ S.

Deste modo, podemos particionar V() em duas partes: Voo (f) = V(f)\(V(f) N S)
e V(f) = V(f) N S. Assim fica claro, que V(f) = Vio(f) UV(f) e Vo(f) =
{v(f), - u(fa)}-

Exemplo 3.5 Usando a mesma curva plana do exemplo 3.2, temos que:

V=) =1{(4,3,3)}, pois (f1), (f2) e (f3) possuem mesma tangente.
VO(f) = {u(ho) = (6,4,4)}.
Vl(f) = {Q(hl) = (137878)72(]02) = (16’ o0, 13)7Q(f3> = (167 13, OO)}

V2(f) = {u(f1) = (00,16,16)}.

Assim,

V(f)={(4,3,3),(6,4,4),(13,8,8)}.

Observagao 3.6 Se A ¢ um maximal absoluto de S e X\ = 3+ com B,y € S,
entao temos que B e v também sao maximais absolutos de S. De fato, suponhamos
que B ndo seja mazimal absoluto de S. Assim, temos que F;(3) # 0 para algum
JclI,J#0, logo emisteBGStalque,Bj:ﬁj sej€JeB >pF selel\J.
Mas desta forma, temos que B+~ € Fj(\), pois Bj +7v; = B; +v; = Aj para todo
jeJeB+v > B+ =M\ paratodol € I\ J, oque é uma contradi¢dio, pois \ é

mazimal absoluto de S.
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Como conseqiiéncia da observacao anterior, todo maximal absoluto A de S pode
t

ser escrito como A\ = E A, onde \' é um maximal absoluto que é irredutivel em S,
i=1

isto é, um elemento que nao se decompoe como soma de dois elementos nao nulos

de S. Tais elementos serao chamados de maximais absolutos irredutiveis de

S. Note que do teorema da geracao 2.12 e do teorema da simetria 2.27, a deter-

minacao do semigrupo S se reduz ao calculo dos maximais absolutos irredutiveis e

do conhecimento do semigrupo de curvas planas com um ramo a menos.

Descrevemos agora, o conjunto de todos os maximais absolutos irredutiveis de
um semigrupo de valores. Como veremos, no final do capitulo, este conjunto desem-
penhara papel crucial para a obtengao do semigrupo S. A proposicao abaixo segue

nesta direcao.

Proposicao 3.7 Se u € V(f), entao pu é um mazimal absoluto irredutivel de S.

Demonstragao: Se u € V7I(f), entdo u = (v},...,v8) e estd claro que p é um
maximal absoluto irredutivel de S. Obviamente, nesta situagao, estamos supondo

todos os ramos de (f) com a mesma tangente.

Assuma que p € VI(f) com ¢ > 0. Considere E(u) = {i € Iju; = v} e

seja i € F(u) um indice tal que Bégl > ﬂg{){l para todo k € E(u). Se (h) é uma
curva tal que v;(h) = v}, entdao pelo lema 3.1 (caso 3), segue que v(h) = vk,
para todo k € F(u) e conseqiientemente, pela proposicao 3.3, temos que v(h) = p,
pois v;(h) = I(fe—qu) para todo j € E(u). Em particular, Ps(v},,) = {u}, ou seja,

F(p) = {u}, o que é equivalente a u ser maximal de S.

Agora assuma que para algum J C I, J # (), existe § € Fy(u). Desde que
Fi(u) = {u}, temos que i € J. Tomando j € J, obtemos 3; = p; e B > . para
todo k € I\ J. Aplicando a propriedade B para u e 3, segue que existe v € S, tal

que y; = i, Y > g € Yk > py para todo k€ I\ {i,j}, isto ¢, v € Ff(u) \ {n}, o

que é uma contradi¢do com o fato de F(u) = {u}. Logo u é maximal absoluto.
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Observando que vé 41 ¢ um elemento do sistema minimo de geradores de .5;,
concluimos que vé 41 € irredutivel, e conseqiientemente, . é irredutivel. Portanto, p

é um maximal absoluto irredutivel de S. O

Para o caso de dois ramos, a proposi¢ao anterior pode ser reescrita da seguinte

forma:

Corolario 3.8 (Bayer) Sejam d =2 e (u1, o) = o € S um ponto mazimal. Se py
ou s pertence ao sistema minimo de geradores de Sy ou Sy respectivamente, entdo

W € um ponto maximal absoluto irredutivel de S.

Seja u um maximal absoluto irredutivel de S e tome (h) uma curva tal que
w1 = v(h). No que segue, assumiremos sem perda de generalidade que ay,; > ap,; para

todo ¢ € 1.

Os préximos resultados permitirao concluir que a reciproca do teorema anterior

é verdadeira, caracterizando assim, todos os maximais absolutos irredutiveis de S.

Proposicao 3.9 Com as notagoes anteriores, suponha que oy < o, 4. Entao

5 T By By
’U(h) = (Ui—l-lv ""Uf«l—i-l); onde g_g S ap1 < ﬁ*l; ﬁ_?% S aq,.d < égl er <g.

Demonstracao: Note inicialmente que ap < oy, ¢ < ay; para todo ¢ = 2, ...,d,

assim, pela observacao 1.19, temos que, ay; = apy para todo 1 =1, ..., d.

Além disto, temos que

J
Bia B

} para algum i < ay; < mz’n{ B } para todo j.
0 0

B Bisa
5 0 By

o < mm{

* 7 * J
De fato, se ap; < min{ﬁroil, /3;%1} e ap = min{ﬁ%l, 5;1} para algum j # i,
0

J
r+1

By

entao como ay; = ap1, devemos ter que ap; = app =

l k
=ap = ap; < o, g < oy para todo [, k € I, temos que % = %
0 0

s
3
para todo [,k € I. Assim

Como
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Qp; = Qpp < Min B frn = min G B | i“:a =
hi hl B B(Z) By ﬂ_(j) 13(]) hl his

o que é um absurdo.

Deste modo, temos a seguinte situagao:

a) Se ap; < min {ﬂ;il, ﬁ;l} para algum ¢ € I, entao o mesmo vale para todo
0 0

i € 1. Neste caso, teremos, pela proposicao 1.16 e teorema 1.17 que v;(h) = e’ v% +

(&M) ele’, note que (ﬁL) € N.

7 Y
el Tor

B B

e conseqiientemente v;(h) = efv’,, para todo i € I.

b) Se ap; = mm{ - ’BT“} para algum ¢ € I, entdao o mesmo vale para todo

i

. . By
1 € I e mais, ay; =

ﬁé
Observe que, no caso b), ndao podemos ter r = ¢. De fato, como ay; = /Tgfl,
entao a;; > g, g > ap; = ;> éﬁl, ou seja,
;—J{-l = ﬁqﬁ“ para todo j, isto é, ay 4 > ﬂ;}” para todo j, o que contradiz o fato de
0 0]
1 ﬁl
i’y q+1
que 5l <apa< 5
Seja em a) ou em b), da proposicao 1.16, temos que Llh) = ul para todos
.] ﬁ ﬁ]
0 0
1,7 € 1.

Veja que efl divide v;(h) qualquer que seja o caso a) ou b). Deste modo, temos

vi(h) € (vj,vi,...,v}), ou seja, vi(h) = Z/\lvf, com )\, € N. Assim, v(h) =

=0
q

> M(uf o).

1=0
Mas v(h) é maximal absoluto irredutivel, assim devemos ter \; = 0, a menos de

um indice, e tal indice ndo nulo deve ser 1, ou seja, v(h) = (v}, ..., v).
Br 1 i
Lembrando que 5 < ap < %g; , segue que v; = efvl,;, o que implica que

[ = r+1 e mais, que (h) tem género r e contato maximal de ordem r com cada (f;),

portanto ay; = g;l er <gq. O

Proposicao 3.10 Com as mesmas notagoes introduzidas anteriormente, assuma

Bi .
que apy = ay,_q. Temos que oy = gl ev(h) = (vj,q,...,v0,,) para todo i € I e

algum q > 0.
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Demonstracao: Note que ay; = aj; para todo ¢ € I. De fato, pelo comentario
que antecede a proposicao 3.9 estamos supondo que ap; > apy, se o fosse maior
que ap; para algum @ € I, ¢ # 1, entao terfamos que ay; = ap; < Qp1, mas qp; =
ar,..a < min{o;i # jei,j €1} < ay, ouseja, aq; < apy < ag;, 0 que seria um

absurdo.

[Bl
Provemos que ay; = 2}“1

Como vimos ayp; = app. Situemos «ay; da forma Z—Z < ap < ﬁgil, para algum
0 0
g > 0. Podemos ter ayp; = ﬁﬁl ou ay; < ;ﬁl.
0

Se ap; < Zit para algum i, entao v;(h) = [ <ng.f}§g,1 + ﬁo%“@‘l) = e vl +

. , B4 ny..ny
</6(Z)ahi_ﬁzi > 6*
et q’
q

Tomemos j € I, tal que o;; = v, g = ayp. Podemos ter duas situagoes:

J

1) Qpj < Pasa

e assim v;(h) = e} _ v + (ﬂoa’;—’ﬁq> e; ou

E :
ﬁj
2) apj = o C assim v;(h) = €} qu
Considere (h') uma curva tal que ap; = ﬁﬁl Note que apj = apj € apg > oy,

para todo k € I'\ {i,5}. Além disto, (k') pode ser construida de modo que " = 3
para todo [ < ¢, em particular, teremos que ef" = e para todo | < ¢g. Assim,

teremos que

/ *, .1 * 3 ﬁéahi_ﬁé *
vi(h') = e} qu €qUq+1 = €q—1Vq T (T eq = vi(h),

0y (1) = v (h)

Uk(h/) Z ?Jk(h)

Deste modo v(h) nao seria maximal absoluto, o que é uma contradicao.

Segue entao, que ayp; = ﬁq“ para todo ¢ € I, e temos que v;(h) = e qu para
todo i € I, ou seja, v(h) = eq(vq+1, -;v41). Uma vez que h é maximal absoluto

irredutivel, devemos ter e; = 1 e o resultado fica provado. O

Observacao 3.11 Seja (h) uma curva plana irredutivel tal que ap; > ;. Se



o7

. T ~ 1 sJ I(h z
g—g < apy < ﬂJ{l, entao temos que (’l}}f) = ( f . De fato, como ap1 > «q; seque
que a; = Qpy. Situando & 17 < ap; < ﬁsﬁfl, temos que
0
(fl»fz) vg + ”00‘11 Bs _ vg véahifﬁg _ I(h,fi)
vy T onp.ni_ ni.ni T ni.nl_| ni.ni T wl
1 1 .

Note que, pela proposicio 1.16, temos que Z—g = Z—% para todo 7 = 0,....k, com

B8

k=s—1 s€ Qg = g
0

7; .
ek =s seap > g—o Segue assim, que

I(fllvfi) — Ihfi)

*
€r €r

Proposicao 3.12 Com as mesmas hipoteses dos resultados anteriores, assuma que

ap1 > Q1. 4, onde 2= % L < qpy < B;;l, entao temos que I(h, f;) = efv) ., para todos os
0

indices © € I para 0s quais ap; = Q.

Demonstragao: Basta mostrar que I(h, fi) = efv;,;.

Sabemos que:

1
1) I(h ) = €tk se an = 25

1
2) I(h, fi) = e;yv} + (vhan — Bh)er, se an < .

Suponha que I(h, f1) # efv},,, assim temos que I(h, f1) = ef_ v} + (vgou — O} )er <
€ Upt1.
Considere agora (h') uma curva plana irredutivel, cuja parametriza¢ao coincide

com a de (h) até o termo de contato entre (h) e (f) e acrescentemos termos de modo

1
que apq = ﬁ;%l. Deste modo, temos que vy (k') = eiv; 4 > vi(h), ve(h') > vi(h)
para todo k € I'\ {1} e além disto, se tomarmos ) # J C I'\ {1} tal que a1 = ;.4
para todo j € J, que certamente existe, teremos que oj, < ayp. Pela observacao

3.11, temos que

vi(h) _ vi(f1) _ vi(h)
eh’ et e
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Como (h) e (R') coincidem até ay;, temos que e = e e assim v;(h) = v;(h).
Desta forma, temos que v(h') € F;(v(h)), o que seria uma contradi¢do com o fato
de v(h) ser maximal absoluto. Portanto, segue que vi(h) = e}v,,, mais geralmente

k0 z - . o
v;i(h) = €efvl, |, para todos os indices para os quais as; = Q1. a

O proximo teorema caracteriza, finalmente, todos os maximais absolutos irre-

dutiveis de S.

Teorema 3.13 Temos que p € S € um maximal absoluto irredutivel se, e somente

se, p € um dos valores de contato maximal, isto €, u € V(f).

Demonstragao: (<) Segue da proposigao 3.7.
(=) Seja (h) é uma curva plana irredutivel, tal que v(h) = p e suponha sem

perda de generalidade que aj; > ap; para todo @ € 1.

Se ap1 < oy, 4, entao o resultado segue das proposicoes 3.9 e 3.10. Suponha

Br
B

< aoap < Bria .

entao que ap; > g, 4 € situe i
0

Se e’ > 1, entdo podemos considerar uma curva plana irredutivel (h’) com género
r e contato maximal de ordem r com (h), a saber, se (h) admite uma parametrizagao

da forma

y=tF+ Y ait

vy <i<Briq

Temos que app > ap > ap;, entao pela observagao 3.11, segue que
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mas se (h') tem género 7, temos que e/ = 1 e v;(h) = eXv;(h'). Uma vez que

v(h') € S, terfamos que v(h) ndo poderia ser maximal absoluto irredutivel, portanto

temos que ef = 1, ou seja, (h) tem género r.

Além disto, se ay; < aypq, entao pela observacao 3.11, temos que

I(fi,h) = 150

Se ap; = apy, entdo pela proposicao 3.12, temos que I(f;, h) = vl,;.

Agora considere E(u) = {k € I;I(f;,h) = vl } D {k € ;o = o }. Vamos
mostrar que E(u) € M".

Se existisse j € I, j & E(p) tal que E' = E(u) U {j} € 7", entdo deverfamos
ter oy, <y e assim ay; = aq;. Como E' € 77, existiria (h') de género r que teria

contato maximal de ordem 7 com (f;) e (f;), em virtude do lema 3.1, deveriamos

terqueow:min%% eassima':mm%% < « — P
17 Bé ) Y hj 53 ) 3 hl ﬁé .
j .
Conseqiientemente ay; = 5;%1 e I(f;,h) = v],,, acarretando que j € E(u), um
absurdo. Portanto F(u) € M" e o teorema segue. O

O teorema abaixo é uma outra versao do teorema da geracao 2.12, levando-
se em conta os resultados anteriores que descrevem os pontos maximais absolutos

irredutiveis, bem como o teorema da simetria 2.27.

Teorema 3.14 Seja V(f) = {u',...,u™} os valores de contato maximal para (f),
1sto €, o conjunto dos pontos mazximais absolutos irredutiveis do semigrupo S. Con-

sidere o conjunto

L= {E—Zx\i,ui;)\ieN, 5<T}
i=1

e L' = {1 — ;v € L} Seja 3 €N um elemento tal que pr;(3) € pr;(S) para todo
JC I comtJ=d—1. Entao temos:

B €S se, e somente se, 3 ¢ F(8) para todo 6 € L'
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Demonstracao: Para provar a necessidade, basta observar que £ C S e entao, pelo
lema 2.24, temos que, F'(7—~) = () para todo v € L. Por outro lado, dado que todos
os maximais absolutos estao contidos em L entao, pelo teorema da simetria 2.27,
todos os maximais relativos estao contidos em L' e portanto, a condi¢ao suficiente

segue do teorema da geracao 2.12. O

Note no entanto, que o conjunto £ descrito no teorema anterior pode conter uma
quantidade muito maior de pontos do que o conjunto dos pontos maximais absolutos

de S, como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 3.15 Considere (f) a curva plana dada no exemplo 3.2. Como vimos no

exemplo 3.5,
V(f)=1(4,3,3),(6,4,4),(13,8,8)}.

Assim, o conjunto L é

£ = {(40,26,26), (20, 14, 14), (14, 10, 10), (46, 30, 30), (20, 15, 15), (33, 23, 23),
(26,19, 19), (46, 32, 32), (26, 18, 18), (27, 18, 18), (33, 22, 22), (0, 0, 0),
(13,8,8), (26, 16, 16), (39,24, 24), (6,4, 4), (19, 12, 12), (32, 20, 20),
(45,28,28), (12,8,8), (25, 16, 16), (38, 24, 24), (18, 12, 12), (31, 20, 20),
(44, 28,28), (24, 16, 16), (37, 24, 24), (30, 20, 20), (43, 28, 28), (36, 24, 24),
(42,28,28), (4,3,3), (17,11, 11), (30, 19, 19), (43, 27, 27), (10,7, 7),
(23,15,15), (26, 23,23), (16,11, 11), (29, 19, 19), (42, 27, 27), (22, 15, 15),
(40,27,27), (46, 31, 31), (8,6,6), (21, 14, 14), (34, 22, 22), (39, 26, 26),
(32,22,22), (45, 30, 30), (38, 26, 26), (44, 30, 30), (12,9, 9), (25,17, 17),
(38,25,25), (18,13,13), (31,21,21), (44, 29, 29), (24, 17, 17), (37, 25, 25),
(30,21,21), (43,29, 29), (36, 25, 25), (42, 29, 29), (16, 12, 12), (29, 20, 20),

(22,16,16), (35, 24, 24), (28, 20, 20), (41, 28, 28), (34, 24, 24), (40, 28, 28),



(39,27,27), (32,23,23), (45,31, 31), (38, 27, 27), (44, 31, 31), (24, 18, 18),
(37,26,26), (30,22, 22), (43, 30, 30), (36, 26, 26), (42, 30, 30), (28, 21, 21),

(41,29,29), (34, 25, 25), (40,29, 29), (46, 33, 33), (32, 24, 24), (45, 32, 32),

(38, 28,28), (44, 32,32), (36,27, 27), (42, 31, 31), (40, 30, 30), (44, 33, 33)}.

(35,23,23), (28,19, 19), (41, 27, 27), (34, 23, 23)}.

No entanto, o conjunto dos pontos mazimais absolutos de S(f) €

{(47 3’ 3)7 (27’ 187 18)7 (67 47 4)7 (177 11’ ]‘1)7 (187 137 13)? (87 67 6)’
(10,7,7),(19,12,12), (25,17,17), (12,9,9), (13,8,8), (21, 14, 14),

(14,10, 10), (23,15, 15), (31,21, 21), (0,0,0)},

que foi computado por meio de uma rotina implementada em Maple.

61
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