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Resumo

Em nosso trabalho, apresentamos algumas propriedades básicas das variedades quase
Einstein, expressamos a sua curvatura escalar e relacionamos algumas variedades com as
variedades quase Einstein.

Provamos também que uma variedade quase Einstein conformemente flat, pode ser
expressa como um produto torcido por uma variedade de Einstein.

Finalmente, provamos que uma variedade quase Einstein simplesmente conexa, con-
formemente flat, pode ser imersa isometricamente no espaço euclidiano como uma hiper-
superf́ıcie e que uma hipersuperf́ıcie conformemente flat de um espaço euclidiano é uma
variedade quase Einstein.
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Abstract

In our assingment, we show some basics properties almost quasi Einstein manifolds.
We express your scalar curvature and we link this manifolds with others manifolds studied
with much time.

We prove too that a almost quasi Einstein manifold conformally flat, can be express
as warped product by Einstein maniflod.

Finally, we prove that a quasi Einstein manifold simply connected, conformally flat can
be isometrically immersed in a Euclidean space as an hipersurface and that an hipersurface
conformally flat in the Euclidean space is quase Einstein maniflod.
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Introdução

A definição que adotamos de variedades quase Einstein, foi introduzida em 2000 por M.

C. Chaki e R. K. Maity (ver[4]), com o propósito de através destas variedades facilitar o

estudo das variedades de Einstein. Esta definição é a seguinte:

Seja (Mn, g)(n ≥ 3) uma variedade Riemanniana não flat. (Mn, g) é dita quase Ein-

stein se o tensor de Ricci satisfaz a seguinte igualdade:

Ric(X,Y ) = ag(X,Y ) + bA(X)A(Y )

onde X,Y são campos vetoriais em M , a e b são funções escalares com b 6= 0 e A é uma

1-forma não nula tal que A(X) = g(X,U), U é um campo unitário fixo.

Esta definição motivou muitos pesquisadores, entre eles G. C. Ghosh e U. C. de Kalyani

autores do artigo [9] no qual nos inspiramos para realizar este trabalho. Nosso principal

objeto de estudo é encontrar relações, entre variedades quase Einstein e outros tipos

de variedades, que possam levar à exemplos expĺıcitos, não só de variedades quase Ein-

stein mas também destas variedades relacionadas. U. C. de Kalyani and G. C. Ghosh

mostraram em [10], que uma variedade de curvatura quase constante é uma variedade

quase Einstein e em [9], que uma variedade quase Einstein conformemente flat é uma

variedade de curvatura quase constante. Mostraram também, nestes mesmos artigos,

que uma hipersuperf́ıcie conformemente flat de um espaço euclidiano é uma variedade

quase Einstein e que uma variedade quase Einstein sob certas condições pode ser imersa

isometricamente no espaço euclidiano, como uma hipersuperf́ıcie.

No caṕıtulo 1, apresentamos alguns tópicos importantes de geometria Riemanniana,

que podem ser encontrados em [1], [2], [11], [13], e [16], que foram fundamentais para a

compreensão do que é feito neste trabalho.
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No caṕıtulo 2, apresentamos algumas propriedades básicas de uma variedade quase

Einstein.

No caṕıtulo 3, mostramos que uma variedade de curvatura quase constante é quase

Einstein. Mostramos também que uma variedade quase Einstein conformemente flat

é uma variedade de curvatura quase constante e que pode ser expressa como produto

torcido por uma variedade de Einstein.

No caṕıtulo 4, mostramos sob certas condições que uma variedade quase Einstein pode

ser imersa isometricamente no espaço euclidiano como uma hipersuperf́ıcie .

Apresentamos um teorema sobre imersões de variedades Riemannianas em um espaço

euclidiano, que pode ser visto como uma extensão do teorema fundamental das superf́ıcies

para geometria Riemanniana. Baseado neste teorema e em [6], mostramos que uma var-

iedade quase Einstein simplesmente conexa, conformemente flat, com escalares associados

a e b, tal que a é constante e a(n− 2)− b > 0, pode ser imersa isometricamente no espaço

euclidiano como uma hipersuperf́ıcie.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Apresentamos neste caṕıtulo algumas definições e propriedades básicas de Geometria Rie-

manniana, que utilizaremos sem maiores detalhes no decorrer do nosso trabalho. As

demonstrações e explicações mais precisas podem ser encontradas em [1], [2], [7], [11], [13]

e [16].

1.1 Variedades Riemannianas

Para esta seção, já estamos considerando o conceito de variedade diferenciável.

Definição 1.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M é uma cor-

respondência que associa a cada ponto p de M um produto interno 〈, 〉p no espaço tangente

TpM , que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x : U ⊂ R
n → M é um

sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1, x2, ..., xn) = q ∈ x(U) e ∂
∂xi

(q) =

dxq(0, ..., 1, ...., 0), então 〈 ∂
∂xi

(q), ∂
∂xj

(q)〉q = gij(x1, ..., xn) é uma função diferenciável em

U

As funções gij = gji são chamadas expressões da métrica Riemanniana no sistema

de coordenadas x : U ⊂ R
n → M . Uma variedade diferenciável com uma métrica

Riemanniana chama-se variedade Riemanniana.
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Considere X(M) o conjunto dos campos de vetores em M e D(M) o conjunto das

funções diferenciáveis em M .

Proposição 1.2. Sejam X e Y campos diferenciais de vetores em uma variável difer-

enciável M . Então existe um único campo vetorial Z tal que, para todo f ∈ D(M),

Zf = (XY − Y X)f . Este campo é chamado de colchete [X,Y ].

De agora em diante adotaremos g(X,Y ) = 〈X,Y 〉, X,Y ∈ X(M).

Definição 1.3. Duas métricas 〈, 〉 e 〈〈, 〉〉 em uma variedade diferenciável M são con-

formes, se existe uma função diferenciável f : M → R, positiva tal que ∀p ∈ M e todos

u, v ∈ TpM tem-se

〈u, v〉p = f(p)〈〈u, v〉〉p.

Definição 1.4. Uma métrica g é dita conformemente flat se é conforme à uma métrica

eucli- diana.

1.2 Conexões Afim e Riemanniana

Denotamos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C∞ em M e por D(M)

o anel das funções reais de classe C∞ definidas em M .

Definição 1.5. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X(M) × X(M) → X(M)

que satisfaz as seguintes propriedades:

i)∇fX+gYZ = f∇XZ +G∇YZ,

ii)∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ,

iii)∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y,

onde X,Y, Z ∈ X e f, g ∈ D.
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Seja (M, g) uma variedade riemanniana, ϕ ∈ D(M) e X ∈ X(M), temos as seguintes

definições:

Definição 1.6. O Gradiente de ϕ como um campo vetorial é dado por:

〈gradϕ(p), v〉 = dϕp(v), ∀p ∈M e ∀v ∈ TpM.

Definição 1.7. A Hessiana de ϕ é dada por

Hessgϕ(X,Y ) = 〈Y,∇Xgradϕ〉, ∀X,Y ∈ X(M).

Definição 1.8. O Divergente de X em p ∈M é dado por

divX(p) = traço da aplicação linear {Y (p) 7→ ∇YX(p)}, ∀p ∈M.

Definição 1.9. O Laplaciano de ϕ é

4gϕ = div(gradϕ).

Definição 1.10. O Curl de V ∈ X(M) é dado por

(curlV )(X,Y ) = 〈∇XV, Y 〉 − 〈∇Y V,X〉.

Proposição 1.11. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Então

existe uma única correspondência que associa a um campo vetorial V ao longo da curva

diferenciável c : I →M um outro campo vetorial DV
dt

ao longo de c, denominado derivada

covariante de V ao longo de c, tal que:

a)D
dt

(V +W ) = DV
dt

+ DW
dt

,

b)D
dt

(fV ) = df

dt
V + f DV

dt
,

onde W é um campo de vetores ao longo de c e f é uma função diferenciável em I.

c)Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ X, isto é, V (t) = Y (c(t)),

então DV
dt

= ∇ dc
dt
Y .
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Escolhendo um sistema de coordenadas (x1, ..., xn) em torno de p e escrevendo

X =
∑

i

xiXi, Y =
∑

j

yjYj,

onde Xi = ∂
∂xi

, temos

∇XY =
∑

ij

xiyj∇Xi
Xj +

∑

ij

xiXi(yi)Xj.

Se fizermos ∇Xi
Xj =

∑

k ΓkijXk, conclúımos que Γkij são funções diferenciáveis e que

∇XY =
∑

k

(
∑

ij

xiyjΓ
k
ij +X(yk)

)

Xk,

o que mostra que ∇XY (p) depende de xi(p), yk(p) e das derivadas X(yk)(p) de yk segundo

X.

Definição 1.12. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Um

campo vetorial ao longo de uma curva c : I → M é dito paralelo se DV
dt

= 0, para todo

t ∈ I.

As funções Γkij definidas em U são os coeficientes da conexão ∇ em U ou os śımbolos

de Christoffel da conexão. Os śımbolos de Christoffel são dados por

Γmij =
1

2

{
∂

∂xi
gjk +

∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gij

}

gkm. (1.1)

Esta é a expressão clássica dos śımbolos de Christoffel da conexão Riemanniana em termos

da métrica.

Definição 1.13. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇ e uma

métrica Riemanniana 〈, 〉. A conexão é dita compat́ıvel com a métrica 〈, 〉, quando para

toda curva diferenciável c e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P ′ ao

longo de c, tivermos 〈P, P ′〉 = cte.
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Proposição 1.14. Seja M uma variedade Rriemanniana. Uma conexão ∇ em M é

compat́ıvel com a métrica se, somente se, para todo par V e W de campos de vetores ao

longo de uma curva diferenciável c : I →M tem-se

d

dt
〈V,W 〉 =

〈
DV

dt
,W

〉

+

〈

V,
DW

dt

〉

, t ∈ I. (1.2)

Corolário 1.15. Uma conexão ∇ em uma variedade Riemanniana M é compat́ıvel com

a métrica se, somente se,

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉 + 〈Y,∇XZ〉, X, Y, Z ∈ X(M). (1.3)

Definição 1.16. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é dita simétrica

quando

∇XY −∇YX = [X,Y ] para todo X,Y ∈ X(M). (1.4)

Em um sistema de coordenadas (U, x), se ∇ é simétrica, temos para todo i, j = 1, ..., n,

∇Xi
Xj −∇Xj

Xi = [Xi, Xj] = 0, Xi =
∂

∂xi
. (1.5)

Sendo assim Γkij = Γkji, o que justifica o nome simétrica.

Teorema 1.17. (Levi-Civita).Dada uma variedade Riemanniana (M, g) existe uma única

conexão afim ∇ em M satisfazendo as condições:

a) ∇ é simétrica.

b)∇ é compat́ıvel com a métrica Riemanniana.

Esta conexão é chamada de conexão de Levi-Civita ou conexão Riemanniana.

1.3 Curvaturas

Definição 1.18. A curvatura R de uma variedade Riemanniana (M, g) é uma corre-

spondência que associa a cada par X,Y ∈ X(M) uma aplicação R(X,Y ) : X(M) → X(M)

dada por

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ + ∇[X,Y ]Z,
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onde ∇ é a conexão Riemanniana de M .

Proposição 1.19. A curvatura R de uma variedade Riemanniana satisfaz:

a)R é bilinear em X(M) × X(M).

b)Para todo par X,Y ∈ X(M), o operador curvatura R(X,Y ) : X(M) → X(M) é linear.

A partir de agora denotaremos 〈R(X,Y )Z, T 〉 por R(X,Y, Z, T ).

Em um sistema de coordenadas (U, x) em torno de p ∈M , sendo Xi = ∂
∂xi

, temos

R(Xi, Xj)Xk =
∑

l

Rl
ijkXl.

Rl
ijk são os coeficientes do operador curvatura R em (U, x) e em termos dos śımbolos de

Christoffel, são dados por

Rl
ijk =

∑

s

ΓsikΓ
l
js −

∑

s

ΓsjkΓ
l
is +

∂

∂xj
Γlik −

∂

∂xi
Γljk.

Proposição 1.20. Seja σ ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional do espaço tangente TpM

e sejam {x, y} uma base de σ. Então

K(x, y) =
(x, y, x, y)

|x ∧ y|2
(1.6)

não depende da escolha dos vetores x, y ∈ σ.

K(x, y) = K(σ) é chamada de curvatura seccional de σ em p.

Seja x = zn um vetor unitário em TpM ; tomemos uma base ortonormal {z1, z2, ..., zn−1}

do hiperplano de TpM ortogonal a x e consideremos as seguintes médias:

Ricp(x) =
1

n− 1

∑

i

〈R(x, zi)x, zi〉, i = 1, 2, ..., n− 1

e

K(p) =
1

n

∑

j

Ricp(zj) =
1

n(n− 1)

∑

ij

〈R(zi, zj)zi, zj〉, j = 1, ...n.

As expressões acima são combinações importantes da curvatura seccional , não dependem

da base escolhida e são chamadas de curvatura de Ricci na direção x e curvatura escalar,

respectivamente.
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1.4 Tensores em Variedades Riemannianas

Definição 1.21. Um tensor de ordem r em uma variedade Riemanniana (M, g) é uma

aplicação multilinear

T : X(M) × ...× X(M)
︸ ︷︷ ︸

rfatores

→ D(M).

Exemplo 1.22. O tensor curvatura R : X(M) × X(M) × X(M) × X(M) → D(M) dado

por

R(X,Y, Z,W ) = 〈R(X,Y )Z,W 〉, X, Y, Z,W ∈ X(M)

é um tensor de ordem 4 e o tensor métrico g : X(M) × X(M) → D(M) dado por

g(X,Y ) = 〈X,Y 〉, X, Y ∈ X(M)

é um tensor de ordem 2.

Definição 1.23. O tensor de Ricci, Ric(X,Y )p : TpM×TpM → R, é um tensor de ordem

2 bilinear, simétrico dado por:

Ric(x, y)p = traço da aplicação{z 7→ R(x, z)y}.

Definição 1.24. O Tensor de Weyl é um tensor de ordm 4, dado por

W (X,Y, Z, T ) = R(X,Y, Z, T ) −
1

n− 2
[Ric(X,Z)〈Y, T 〉

+ Ric(Y, T )〈X,Z〉 −Ric(X,T )〈Y, Z〉 −Ric(Y, Z)〈X,T 〉]

+
r

(n− 1)(n− 2)
[〈X,Z〉〈Y, T 〉 − 〈X,T 〉〈Y, Z〉],

onde r é a curvatura escalar.

Muitas vezes o campo X ∈ X(M) é identificado com o tensor X : X(M) → D(M)

dado por X (Y ) = 〈X,Y 〉, ∀ Y ∈ X(M).
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Definição 1.25. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante ∇T de T é um

tensor de ordem (r + 1) dado por

∇T (Y1, ..., Yr, Z) = Z(T (Y1, ..., Yr)) − T (∇ZY1, ..., Yr) − ...− T (Y1, ...∇ZYr). (1.7)

Para cada Z ∈ X(M), a derivada covariante ∇ZT de T em relação a Z é um tensor de

ordem r dado por

∇ZT (Y1, ..., Yr) = ∇T (Y1, ..., Yr, Z). (1.8)

Considerando A e B tensores de ordem 2, vamos definir uma operação A •B por:

(A•B)(X,Y, Z, T ) = A(X,Z)B(Y, T )+A(Y, T )B(X,Z)−A(X,T )B(Y, Z)−A(Y, Z)B(X,T ).

Sendo assim vamos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 1.26. O operador curvatura R de uma variedade Riemanniana pode ser escrito

como R = U + Z +W com

U =
r

n(n− 1)
R1, (1.9)

onde r é a curvatura escalar e R1 é o tensor curvatura da esfera,

Z =
1

n− 2

(

Ric−
r

n
g
)

• g (1.10)

e W é o tensor de Weyl.

1.5 Imersões Isométricas em Variedades Riemanni-

anas

Sejam (Mn, g) e (M
n+k

, g) variedades Riemannianas e considere a aplicação f : Mn →

M
n+k

. Dizemos que f é uma imersão se f é diferenciável e dfp : TpM → Tf(p)M é

injetiva para todo p ∈ M . Se M tem uma métrica Riemanniana , f induz uma métrica

Riemanniana em M por 〈u, v〉p = 〈df(u), df(v)〉f(p), u, v ∈ TpM . A métrica de M é

chamada a métrica induzida por f , e f é uma imersão isométrica.
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Seja f : Mn → M
n+m=k

uma imersão. Identificaremos U com f(U) e cada vetor

v ∈ TpM , q ∈ U , com dfq(v) ∈ Tf(q)M .

Para cada p ∈M , o produto interno em TpM decompõe TpM na soma direta

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM . A conexão Riemanniana de

M será indicada por ∇. Se X e Y são campos locais de vetores em M e X e Y são

extensões locais em M , definimos

∇XY = (∇XY )T .

Sejam X,Y ∈ X(M) e X, Y são extensões de X e Y em M , respectivamente,

B(X,Y ) = ∇XY −∇XY

é um campo local em M normal a M , que não depende das extensões X e Y .

Proposição 1.27. Se X,Y ∈ X(U), a aplicação B : X(U) × X(U) → X(U)⊥ dada por

B(X,Y ) = ∇XY −∇XY

é bilinear simétrica.

Indicando por X
⊥ o espaço dos campos diferenciáveis de vetores normais à M , a

aplicação B pode ser considerada como um tensor B : X(M)×X(M)×X
⊥(M) → D(M)

definido por

B(X,Y,N) = 〈B(X,Y ), N〉.

A aplicação B é chamada de tensor segunda forma fundamental.

Vamos definir como segunda forma fundamental a aplicação linear auto adjunta S :

X
⊥(M) × X(M) → X(M), associada à B ou seja,

〈SNX,Y 〉 = 〈B(X,Y ), N〉.

Temos, a partir de alguns cálculos, que

SNX = −(∇XN)T
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A conexão normal ∇⊥ da imersão , é dada por

∇⊥
XN = (∇XN)N .

Definimos a curvatura de E relativa à ∇⊥, que é chamada de curvatura normal R⊥ da

imersão por

R⊥(X,Y )N = ∇⊥
X∇

⊥
YN −∇⊥

Y∇
⊥
XN −∇⊥

[X,Y ]N (1.11)

Assim a geometria da imersão se decompõe em duas geometrias: a geometria do

fibrado tangente e a geometria do fibrado normal. Estas geometrias se relacionam com

a segunda forma fundamental da imersão por meio de expressões que generalizam as

clássicas equações de Gauss e Codazzi das superf́ıcies da seguinte forma:

Proposição 1.28. Sejam X,Y, Z, T ∈ X(M) e η, ζ ∈ X
⊥(M), temos

a) Equação de Gauss

〈R(X,Y )Z, T 〉 = 〈R(X,Y )Z, T 〉 − 〈B(Y, T ), B(X,Z)〉 + 〈B(X,T ), B(Y, Z)〉.

b) Equação de Ricci

〈R(X,Y )η, ζ〉 − 〈R⊥(X,Y )η, ζ〉 = 〈[Sη, Sζ ]X,Y 〉,

onde [Sη, Sζ ] indica o operador Sη ◦ Sζ − Sζ ◦ Sη.

Corolário 1.29. Sejam X,Y, Z, T ∈ X(M) e η, ζ ∈ X
⊥(M),temos

R(X,Y )Z = R(X,Y )Z − SB(X,Z)Y + SB(X,Z)Y (1.12)

e

R(X,Y )η,= R⊥(X,Y )η,−B(SηX,Y ),+B(SηY,X). (1.13)

Teorema 1.30. (Equação de Codazzi) A seguinte equação se verifica

〈R(X,Y )Z,N〉 = (∇YB)(X,Z,N) − (∇XB)(Y, Z,N).
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Corolário 1.31. Sejam X,T, Z ∈ X(M) e N ∈ X
⊥(M), então temos que

〈R(X,Y )Z,N〉 = 〈∇Y SNX,Z〉−〈∇XSNY, Z〉+〈SN([X,Y ]), Z〉−〈S∇⊥

Y
NX,Z〉+〈S∇⊥

X
NY, Z〉.

Se (Mn, g) é uma hipersuperf́ıcie do espaço euclidiano temos, pelas equações de Gauss,

Ricci e Codazzi-Mainard que

R(X,Y )Z = SB(X,Z)Y − SB(Y,Z)X, (1.14)

R⊥(X,Y )η = B(SηY,X) −B(SηX,Y ), (1.15)

∇XSNY −∇Y SNX − SN([X,Y ]) = S∇⊥

Y
NX − S∇⊥

X
NY. (1.16)

1.6 Formas Diferenciais e Variedades Integrais

Nesta seção, vamos apresentar algumas definições e propriedades de formas diferenciáveis

e va-riedades integrais. Maiores detalhes podem ser encontrados em [1] e [16].

Seja p ∈ R
n, o espaço tangente de R

n em p será dentado por R
n
p e seu espaço dual por

(Rn
p )

∗.

Uma base para (Rn
p )

∗ é (dxi)p onde xi : R
n → R é a projeção na i-ésima coordenada.

Definição 1.32. Um campo de formas lineares em R
n é uma aplicação ϕ que a cada

p ∈ R
n associa ϕ(p) ∈ (Rn

p )
∗, ϕ pode ser escrita na forma

ϕ =
∑

i

aidxi,

onde i = 1, ..., n e ai são funções definidas em R
n e tomando valores em R.

Seja Λk(Rn
p ) o espaço das aplicações ϕ : R

n
p × ...× R

n
p

︸ ︷︷ ︸

k−vezes

→ R k-lineares, que com as

operações usuais é um espaço vetorial.

Se ϕ1 e ϕ2 são formas lineares(ou 1-formas) podemos obter um elemento ϕ1 ∧ ϕ2 de

Λ2(Rn
p ) definindo

ϕ1 ∧ ϕ2(v1, v2) = det(ϕi(vj)).
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Sejam ϕ1, ..., ϕk formas lineares, podemos obter um elemento ϕ1 ∧ ... ∧ ϕk de Λk(Rn
p )

definindo

(ϕ1 ∧ ... ∧ ϕk)(v1, ..., vk) = det(ϕi(vj)).

Proposição 1.33. O conjunto {(dxi1 , ..., dxik)p}, ii < i2 < ... < ik, onde ij ∈ {1, 2, ..., n},

forma uma base para Λk(Rn
p ).

Definição 1.34. Uma k-forma exterior em R
n (k ≥ 1) é uma aplicação w que a cada

p ∈ R
n associa w(p) ∈ Λk(Rn

p ), pela proposição (1.33), w pode ser escrito na forma

w(p) =
∑

i1<...<ik

ai1...ik(p)(dxi1 ∧ ... ∧ dxik)p,

onde ai1...ik(p) são aplicações de R
n em R. Se as funções ai1...ik(p) forem diferenciáveis,

w é dita k-forma diferenciável.

Definição 1.35. Sejam w =
∑

I aIdxI , I = (i1, ..., ik), ϕ =
∑

J bJdxJ , J = (j1, ..., jk).

Definimos w ∧ ϕ por:

w ∧ ϕ =
∑

I,J

aIbJdxIdxJ .

Proposição 1.36. Se w é uma k-forma, ϕ é uma s-forma e θ é uma r-forma, tem-se:

a)(w ∧ ϕ) ∧ θ = w ∧ (ϕ ∧ θ);

b) w ∧ ϕ = (−1)ksϕ ∧ w;

c)w ∧ (ϕ+ θ) = w ∧ ϕ+ w ∧ θ, quando r = s.

Definição 1.37. Se w =
∑

I aIdxI é uma k-forma, definimos a diferencial exterior de w

como sendo a (k + 1)-forma

dw =
∑

I

daI ∧ dxI .

Proposição 1.38. Para formas diferenciais, temos que valem as seguintes igualdades:

a)d(w1 + w2) = dw1 + dw2, onde w1 e w2 são k-formas;

b)d(w1 ∧ w2) = dw1 ∧ dw2 + (−1)kw1 ∧ dw2, onde w1 é uma k-forma e

w2 é uma s-forma;

c) d(dw) = d2w = 0.
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Vamos estender a definição de k-formas em R
n para variedades.

Definição 1.39. Uma k-forma w em uma variedade M é a escolha, para cada p ∈M , de

um elemento w(p) dos espaços das formas k-lineares e alternadas Λk(TpM)∗, do espaço

tangente TpM , de modo que a expressão wα de w em qualquer parametrização seja dife-

renciável.

Com efeito, dada uma tal escolha, teremos para qualquer parametrização fα : Uα →

M , uma k-forma diferenciável wα em Uα ⊂ R
n e definida por

wα(v1, ..., vk) = w(dfα(v1), ..., dfα(vk)),

onde v1, ..., vk ∈ R
n
q , q ∈ Uα.

Proposição 1.40. Se w é uma 1-forma diferenciável em uma variedade diferenciável M

e X,Y são campos vetoriais diferenciáveis em M , então

dw(X,Y ) = Xw(Y ) − Y w(X) − w[X,Y ].

Esta é uma proposição muito importante pois relaciona diferencial de 1-formas em M

com colchete de campos vetoriais em M .

Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n, uma distribuição r-dimensional

sobre M(ou sistema diferencial r-dimensional) (r ≤ n), é uma aplicação Dr que associa a

cada ponto p ∈M um subespaço πp, de dimensão r, do espaço tangente a M em p.

Uma distribuição Dr é dita regular se, para cada p ∈ M existe uma vizinhança co-

ordenada V e r campos vetoriais diferenciáveis Y1, ..., Yr, definidos em V , tais que , para

todo ponto q ∈ V os vetores (Y1)q, ..., (Yr)q formam uma base para πq.

Dada uma distribuição Dr regular em uma variedade M , a subvariedade N de M

diz-se uma variedade integral de dimensão s (s ≤ r), se:

a) dim N = s;

b) Para todo ponto a ∈ N , Ta(N) é um subespaço de πa.

Uma distribuição Dr é dita completamente integrável se em cada ponto p ∈M passa

uma variedade integral de dimensão r.
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Diz-se que um campo vetorial X pertence a uma distribuição Dr se para todo p ∈M ,

X(p) ∈ πp.

Definição 1.41. A distribuição é dita involutiva se X,Y ∈ Dr, então [X,Y ] ∈ Dr.

Proposição 1.42. Uma distribuição é involutiva se, somente se, é completamente in-

tegrável.

Um n-plano fibrado (ver [16], pg. 71) é uma quintúpla

ξ = (E, π,B,⊕,�),

onde

(1) E e B são espaços (o espaço total e o espaço base de ξ, respectivamente);

(2) π : E → B é uma aplicação cont́ınua sobrejetiva em B;

(3) ⊕ e � são aplicações

⊕ :
⋃

p∈B

π−1(p) × π−1(p) → E, � : R × E → E,

com ⊕(π−1(p) × π−1(p)) ⊂ π−1(p) e �(R × E) ⊂ π−1(p), que constrói cada fibra π−1(p)

em um espaço de vetores n-dimensionais sobre R, tal que a seguinte condição trivialmente

local é satisfeita:

Para cada p ∈ B, existe uma vizinhança U de p e um homeomorfismo t : π−1(p) →

U × R
n que é um isomorfismo de espaço de vetores para cada π−1(q) sobre q × R

n, para

todo q ∈ U .

Por simplicidade de notação denotaremos o n-plano fibrado apenas por E.



Caṕıtulo 2

Variedades Quase Einstein

Existem duas definições, não equivalentes de variedade quase Einstein. A definição que

utilizaremos é a mais recente, mas apesar disto já se tem resultados muito importantes

à respeito destas variedades. Esta definição está ligada com a definição de variedades de

curvatura quase constante definida por Chen e Yano em [5].

Neste caṕıtulo apresentamos as definições de variedade quase Einstein e a expressão

da curvatura escalar .

Apresentamos também algumas propriedades obtidas quando consideramos algumas

hipóteses adicionais.

2.1 Variedade Quase Einstein e Curvatura Escalar

As definições existentes de variedades quase Einstein são pertubações da definição de

variedade de Einstein.

Definição 2.1. Uma variedade Riemanniana é dita de Einstein se para todo X,Y ∈

X(M), tem-se

Ric(X,Y ) = λg(X,Y ),

onde λ é uma função escalar.

17
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Definição 2.2. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana, X ∈ X(M), p ∈ M , U ⊂ M

uma vizinhança de p e ϕ : (−εε) × U → M uma aplicação diferenciável, tais que para

todo q ∈ U a curva t 7→ ϕ(t, q) é a trajetória deX passando por q em t = 0. X é dito

campo de Killing se, para todo t0 ∈ (−ε, ε), a aplicação ϕ(t0, .) : U ⊂ M → M é uma

isometria.

Temos a seguir uma importante proposição, demonstrada por O’Neil B. em [13], sobre

campo de Killing.

Proposição 2.3. SejaX ∈ X(M). Então X é campo de Killing se, somente se,

g(5YX,Z) + g(5ZX,Y ) (2.1)

para Y, Z ∈ X(M).

Existem duas definições de variedades Quase Einstein:

Definição 2.4. Uma variedade Riemanniana (Mn, g)(n ≥ 3) é dita Quase Einstein se o

tensor de Ricci satisfaz a seguinte igualdade

Ric(X,Y ) = λg(X,Y ) + g(5XV, Y ) + g(5Y V,X), (2.2)

onde λ é constante e V ∈ X(M) é um campo de vetores (não - killing) fixo.

A exigência de ser um campo não killing é para que a variedade não seja de Einstein,

pois pela proposição 2.3, se V for killing, temos que g(5XV, Y ) + g(5Y V,X) = 0, neste

caso a variedade seria Einstein.

Esta definição foi introduzida por Friedan em 1985, tendo motivações f́ısicas, princi-

palmente em teoria da relatividade.

Definição 2.5. Uma variedade Riemanniana não flat (Mn, g)(n ≥ 3) é dita Quase Ein-

stein se o tensor de Ricci é não nulo e satisfaz a seguinte igualdade

Ric(X,Y ) = ag(X,Y ) + bA(X)A(Y ), (2.3)
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onde b 6= 0, U é um vetor unitário fixo, a e b são escalares e A é a 1-forma associada ao

campo de vetores U , ou seja, A(X)=g(U,X). Neste caso a e b são ditos escalares associados

e U o gerador da variedade que denotaremos por (QE)n.

Exige-se que b 6= 0 para que a variedade não se reduza à uma variedade de Einstein.

Esta definição foi introduzida por M. C. Chaky e R. K. Maity recentemente, com o

objetivo de enfraquecer as hipóteses sobre variedades de Einstein e assim tentar obter

mais propriedades e exemplos e estendê-los às estas variedades.

Por [4], estas definições não são equivalentes, sendo que a motivação da definição (2.4)

foi f́ısica, enquanto a definição (2.5) é geométrica, pois está ligada com o conceito de

variedades de curvatura quase constante. Utilizaremos a definição de M. C. Chaky e R.

K. Maity.

Proposição 2.6. A curvatura escalar de uma variedade Quase Eistein (QE)n é dada por

r = an+ b. (2.4)

Demonstração: Para cada p ∈ (QE)n seja {ei} uma base do espaço tangente em p,

Tp(QE)n, a curvatura escalar em p é

r(p) =
n∑

i=1

Ric(ei, ei). (2.5)

Substituindo (2.5) em (2.3), temos

r(p) =
n∑

i=1

[g(ei, ei) + bg(ei, U)g(ei, U)]. (2.6)

Como U é um vetor unitário
∑n

i=1 g(ei, U)g(ei, U) = 1, temos que

r(p) = an+ b. (2.7)

Como queŕıamos demonstrar.

Esta expressão da curvatura escalar de uma variedade Quase Einstein facilita bastante

os cálculos envolvendo estas variedades.
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2.2 Algumas Propriedades de Variedades Quase Eins-

tein

Apresentamos algumas propriedades importantes de variedades quase Einstein e seu tensor

de Ricci.

Proposição 2.7. O tensor de Ricci de uma variedade quase Einstein (QE)n satisfaz as

seguintes relações:

Ric(X,X) ≥ (a+ b)(A(X))2, a > 0 (2.8)

e

Ric(X,X) ≤ (a+ b)|X|2, b > 0. (2.9)

Demonstração: Pela definição (2.5), temos que

Ric(X,X) = ag(X,X) + bA(X)A(X)

= a|X|2 + b(A(X))2. (2.10)

Considerando θ o ângulo entre U e X, temos que:

cosθ =
g(U,X)

√

g(U,U)
√

g(X,X)

=
g(U,X)
√

g(X,X)
. (2.11)

Dáı

(g(U,X))2 ≤ g(X,X) = |X|2. (2.12)

Se a > 0, a(g(U,X))2 ≤ a|X|2 ou a(A(X))2 ≤ a|X|2, adicionando b(A(X))2 dos dois

lados da desigualdade, temos que:

(a+ b)(A(X))2 ≤ a|X|2 + b(A(X))2 = Ric(X,X). (2.13)

Se b > 0, b(A(X))2 ≤ b|X|2, somando a|X|2 em ambos os lados temos:

Rc(X,X) = a|X|2 + b(A(X))2 ≤ (a+ b)|X|2. (2.14)
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Sendo assim temos as seguintes relações:

Ric(X,X) ≥ (a+ b)(A(X))2, a > 0 (2.15)

e

Ric(X,X) ≤ (a+ b)|X|2, b > 0. (2.16)

Como queŕıamos mostrar.

O seguinte teorema traz uma igualdade importante e foi demonstrado por Y. Watanabe

em [18].

Teorema 2.8. Se em uma variedade Riemanniana n-dimensional M , compacta, ori-

entável e sem fronteira, existe um campo de vetores não paralelo X tal que

∫

M

Ric(X,X)dv =
1

2

∫

M

|dX|2dv +
n− 1

n

∫

M

(∂X)2dv. (2.17)

Então M é conforme à uma esfera imersa no espaço euclideano En+1, onde dv é o ele-

mento volume de M , dX é o curl de X e ∂X é o divergente de X.

Teorema 2.9. Seja uma variedade quase Einstein (QE)n compacta, orientável e sem

fronteira, tal que o gerador U é o gradiente de uma função e a seguinte condição

∫

M

(a+ b)dv =
n− 1

n

∫

M

(∂U)2dv

é satisfeita. Então (QE)n é conforme à uma esfera imersa em En+1.

Demonstração: Como U é o gradiente de uma função, U = gradf , U não pode ser

paralelo, pois se ∇U = 0 temos ∇gradf = 0 ou ∆f = 0, onde ∆ denota o laplaciano de

f . Pelo lema de Bochner, f é constante, logo U = 0, o que é absurdo pois U é unitário
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por definição. Temos também que dU = 0, de fato

dU(X,Y ) = g(∇XU, Y ) − g(∇YU,X)

= g(∇Xgradf, Y ) − g(∇Y gradf,X)

= Xg(gradf, Y ) − g(gradf,∇XY ) − Y g(gradf,X) + g(gradf,∇YX)

= X(Y f) − Y (Xf) + (∇YX)f − (∇XY )f

= 0.

Como
∫

M
(a+ b)dv = n−1

n

∫

M
(∂U)2dv por hipótese, temos que

∫

M

Ric(U,U)dv =
1

2

∫

M

|dU |2dv +
n− 1

n

∫

M

(∂U)2dv.

Temos em (QE)n um campo de vetores não paralelo que satisfaz (2.17), logo pelo Teorema

(2.8), (QE)n é conforme à uma esfera imersa em En+1.

Teorema 2.10. Se em variedade compacta orientável (QE)n (n ≥ 3) sem fronteira, os

escalares associados são tais que b > 0 e a+ b < 0, então não existe campo de vetores de

Killing não nulo nesta variedade.

Demonstração: Por [19] (p.43) sabemos que em uma variedade compacta orientável e

sem fronteira vale a seguinte relação:
∫

M

(Ric(X,X) − |∇X|2 − (∂X)2)dv = 0, (2.18)

onde ∇ é a derivada covariante com relação à métrica de (QE)n, ∂X é o divergente de

X e dv é o elemento volume de (QE)n. Se X é um campo de vetores de Killing, então

∂X = 0 (ver [19] p. 43 ). Então (2.18) se reduz à:
∫

M

(Ric(X,X) − |∇X|2)dv = 0. (2.19)

Vamos considerar b > 0, então por (2.16), Ric(X,X) ≤ (a+b)|X|2. Portanto Ric(X,X)−

|∇X|2 ≤ (a+ b)|X|2 − |∇X|2. Logo,
∫

M

(Ric(X,X) − |∇X|2)dv ≤

∫

M

((a+ b)|X|2 − |∇X|2)dv (2.20)
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e por (2.19) ∫

M

((a+ b)|X|2 − |∇X|2)dv ≥ 0. (2.21)

Se a+ b < 0, temos: ∫

M

((a+ b)|X|2 − |∇X|2)dv = 0. (2.22)

Como M é compacta, da equação anterior, temos que X = 0. Portanto não existe campo

de vetores de Killing não nulo nesta variedade.

Corolário 2.11. Se em variedade compacta orientável (QE)n (n ≥ 3), sem fronteira, os

escalares associados são tais que b > 0 e a + b < 0, então o gerador U não é um campo

vetorial de Killing .

Demonstração: Vamos supor, por contradição, que o gerador U seja campo vetorial

de Killing. Pelo teorema anterior U é nulo, contradição pois pela definição de (QE)n, U

é um campo de vetores unitário.

Assim, nas condições deste corolário vemos que gerador desta variedade não é Killing,

assim como o gerador da definição (2.4).

Em casos gerais, não encontramos nada que se refere ao fato do gerador da variedade

(QE)n ser um campo vetorial não Killing.



Caṕıtulo 3

Variedades Quase Einstein

Conformemente Flat

3.1 Variedades Quase Einstein Relacionadas com Va-

riedades de Einstein

As variedades quase Einstein conformemente flat podem ser relacionadas com outras

variedades estudadas há mais tempo que possuem propriedades muito importantes. Estas

relações auxiliam na busca por exemplos e propriedades das variedades Quase Einstein.

Certas variedades admitem um tipo de campo de vetores, chamado de campo concir-

cular, que lhes determina várias propriedades importantes. Este campo é definido por:

Definição 3.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e {Xi} uma base espaço para o

tangente em cada ponto de M . Um campo de vetores X é dito concircular, se valem as

seguintes igualdades:

g(∇Xi
X,Xj) + g(∇Xj

X,Xi) = 2ψg(Xi, Xj), (3.1)

24
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e

∇2ψ =
∆ψ

n
g. (3.2)

Se ψ não é constante, o campo é dito concircular próprio.

Definição 3.2. Sejam (QE)n (n ≥ 3) uma variedade quase Einstein e a e b, seus escalares

associados. Dizemos que (QE)n é quase Einstein especial e denotamos por S(QE)n, se a

for constante.

O seguinte teorema mostra uma importante propriedade de variedades quase Einstein

conformemente flat S(QE)n (n > 3), que as relacionam com variedades de Einstein.

Teorema 3.3. Em uma variedade conformemente flat S(QE)n (n > 3), o campo de

vetores U definido por g(U,X) = A(X) é um campo concircular próprio.

Demonstração: Como a variedade é conformemente flat o tensor de Weyl, W é nulo.

Logo divW = 0, então por [7], vale

(∇XRic)(Y, Z) − (∇ZRic)(Y,X) =
1

2(n− 1)
[g(Y, Z)X(r) − g(X,Y )Z(r)] , (3.3)

onde r = an+ b é a curvatura escalar de S(QE)n.

Mas,

∇XRic(Y, Z) = ∇X [ag(Y, Z) + bA(Y )A(Z)]

= X[ag(Y, Z) + bA(Y )A(Z)] − [ag(∇XY, Z) + bA(∇XY )A(Z)]

− [ag(Y,∇XZ) + bA(Y )A(∇XZ)]

= X(a)g(Y, Z) + ag(∇XY, Z) + ag(Y,∇XZ) +X(b)A(Y )A(Z)

+ b[(A(∇XY ) + (∇XA)(Y )]A(Z) + [A(∇XZ)

+ (∇XA)(Z)]A(Y ) − [ag(∇XY, Z) + bA(∇XY )A(Z)]

− [ag(Y,∇XZ) + bA(Y )A(∇XZ)]

= X(a)g(Y, Z) +X(b)A(Y )A(Z)

+ b[(∇XA)(Y )A(Z) + (∇XA)(Z)A(Y )]. (3.4)
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Assim, temos que

∇XRic(Y, Z) −∇ZRic(Y,X) = X(a)g(Y, Z) +X(b)A(Y )A(Z) + b[(∇XA)(Y )A(Z)

+ (∇XA)(Z)A(Y )] − Z(a)g(Y,X) − Z(b)A(Y )A(X)

− b[(∇ZA)(Y )A(X) + (∇ZA)(X)A(Y )]. (3.5)

Como a é constante e r = an + b, temos que X(a) = 0 e X(r) = X(b). Substituindo na

igualdade acima, temos

∇XRic(Y, Z) −∇ZRic(Y,X) = X(r)A(Y )A(Z) + b[(∇XA)(Y )A(Z)

+ (∇XA)(Z)A(Y )] − Z(r)A(Y )A(X)

− b[(∇ZA)(Y )A(X) + (∇ZA)(X)A(Y )]. (3.6)

Substituindo (3.3) em (3.6) temos

X(r)A(Y )A(Z) + b[(∇XA)(Z)A(Y ) + (∇XA)(Y )A(Z)]

−Z(r)A(Y )A(X) − b[(∇ZA)(Y )A(X) + (∇ZA)(X)A(Y )]

=
1

2(n− 1)
[g(Y, Z)X(r) − g(X,Y )Z(r)]. (3.7)

Fazendo Y = Z = ei, onde {ei} é uma base ortonormal do espaço tangente em cada ponto

da variedade e aplicando o somatório em i, 1 ≤ i ≤ n na equação (3.7) e U =
∑

j ujej,
∑

j u
2
j = 1, temos

∑

i

(X(r)A(ei)
2 + b[(∇XA)(ei)A(ei)

+(∇XA)(ei)A(ei)] − ei(r)A(ei)A(X)

−b[(∇ei
A)(ei)A(X) + (∇ei

A)(X)A(Y )]

=
1

2(n− 1)

∑

i

[g(ei, ei)X(r) − g(X, ei)ei(r)]. (3.8)

Como
∑

i ei(r) = (
∑

i uiei)(r) = U(r),
∑

i g(X, ei)ei(r) =
∑

i xiei(r) = X(r) e
∑

i ei =
∑

i uiei, obtemos

1

2
X(r) = U(r)A(X) + b(∇UA)(X) + b

∑

i

[(∇ei
A)(ei)A(X)]. (3.9)
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Agora fazendo Y = Z = U na equação (3.7) e como ∇XA(U) = 1
2
XA(U) = 0 e ∇UA(U) =

1
2
UA(U) = 0, temos

X(r) − U(r)A(X) − b[(∇UA)(U)A(X) + (∇UA)(X)]

=
1

2(n− 1)
(X(r) − A(X)U(r)) (3.10)

b(∇UA)(X) =
2n− 3

2(n− 1)
[X(r) − A(X)U(r)]. (3.11)

Substituindo (3.11) em (3.9), temos

1

2
X(r) = U(r)A(X) + b

∑

i

(∇eiA)(ei)A(X)

+
2n− 3

2(n− 1)
(X(r) − A(X)U(r)) (3.12)

ou
n− 2

2(n− 1)
X(r) +

1

2(n− 1)
A(X)U(r) + b

∑

i

(∇eiA)(ei)A(X) = 0. (3.13)

Fazendo X = U em (3.9)
∑

i

b(∇eiA)(ei) = −
1

2
U(r). (3.14)

Sendo assim

X(r) = U(r)A(X). (3.15)

Fazendo Y = U em (3.7) e usando (3.15), obtemos

U(r)A(X)A(Z) + b((∇XA)(Z) + A(Z)(∇XA)(U) − Z(r)A(X)

−b[(∇XA)(U)A(X) + (∇ZA)(X)]

=
1

2(n− 1)
[A(Z)A(X) − A(X)Z(r)] (3.16)

ou

b((∇XA)(Z) − (∇ZA(X))) =
3 − 2n

2(n− 1)
(U(r)A(X)A(Z) − Z(r)A(X))

=
3 − 2n

2(n− 1)
(U(r)A(X)A(Z) − U(r)A(Z)A(X))

= 0. (3.17)
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Dáı, temos que

(∇ZA)(X) − (∇XA)(Z) = 0. (3.18)

Portanto a 1-forma A é fechada.

Por (3.11) e (3.15), temos

(∇UA)(X) = 0. (3.19)

Consideremos agora a função escalar

f =
1

2(n− 1)

U(r)

b
. (3.20)

Derivando covariantemente em relação à X

∇Xf = −
1

2(n− 1)

U(r)

b2
X(r) +

1

2(n− 1)b
X(U(r)). (3.21)

Por (3.15), temos

X(U(r))A(Y ) = X(U(r))A(X) + U(r)(∇XA)(Y ). (3.22)

Já que (∇ZA)(X) = (∇XA)(Z), obtemos

Y (U(r))A(X) = X(U(r))A(Y ). (3.23)

Fazendo X = U na equação acima, temos

Y (U(r)) = U(U(r))A(Y ) = hA(Y ), (3.24)

onde h é uma função escalar.

Dáı

∇Xf = µA(X), (3.25)

onde µ = 1
2(n−1)b

(h+ U(r)
b
U(r)), usando (3.15).

Usando (3.25), é fácil mostrar que

ω(X) =
1

2(n− 1)

U(r)

b
A(X) = fA(X) (3.26)



29

é fechada. De fato,

∇Y (ω(X) − ∇X(ω(Y ) = ∇Y fA(X)

+ f∇YA(X) − (∇Xf)A(Y ) − f∇XA(Y )

= µ(A(Y )A(X) − A(X)A(Y )) + f [(∇YA)(X) − (∇XA)(Y )]

= 0. (3.27)

Usando (3.15) e (3.18) em (3.7) temos

b(A(Z)(∇XA)(Y ) − A(X)(∇ZA)(Y ) =
U(r)

2(n− 1)
[g(Y, Z)A(X) − g(X,Y )A(Z)]. (3.28)

Fazendo Z = U na equação acima, temos

(∇XA)(Y ) =
1

2(n− 1)

U(r)

b
(A(X)A(Y ) − g(X,Y )) (3.29)

ou

(∇XA)(Y ) = −fg(X,Y ) + ω(X)A(Y ) (3.30)

onde ω é fechada. Com isto temos de acordo com [15], que o campo de vetores U associado

à 1-forma A é um campo de vetores concircular próprio.

Com base em [12] demonstraremos o seguinte teorema.

Teorema 3.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Se existe solução não constante

ψ de ∇2ψ = ∆ψ
n
g, em uma vizinhança de p ∈M com ∇ψ|p 6= 0, então existem um sistema

de coordenadas locais (u, u1, ..., un−1) em uma vizinhança de p, uma função ψ = ψ(u) com

ψ′|p 6= 0 e uma métrica Riemanniana (n− 1)-dimensional g∗ = g∗(u1, ..., un−1), tal que:

g(
∂

∂u
,
∂

∂u
) = 1,

g(
∂

∂u
,
∂

∂ui
) = 0, para i = 1, ..., n− 1,

g(
∂

∂ui
,
∂

∂uj
) = 0, para i, j = 1, ..., n− 1.

Assim a métrica g pode ser escrita como ds2 = du2 + (ψ′(u))2ds2
∗.
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Para demonstrar este teorema necessitamos do seguinte lema:

Lema 3.5. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana que admite localmente uma função

ψ : M → R satisfazendo ∇2ψ = ∆ψ
n
g. Seja U um aberto de M sem pontos cŕıticos de ψ,

ou seja ∇ψ|p 6= 0 para todo p ∈ U . Então valem as seguintes igualdades:

i) As trajetórias de ∇ψ são geodésicas;

ii) ‖ ∇ψ ‖ é constante ao longo dos ńıveis de ψ.

.

Demonstração: O vetor normal unitário de uma hipersuperf́ıcie de ńıvel {x ∈M |ψ(x) =

c} de ψ é N = ∇ψ
‖∇ψ‖

. Então da equação diferencial ∇2ψ = λ.g, onde λ = ∆ψ
n

, temos que

∇XN = ∇X

∇ψ

‖ ∇ψ ‖

=
λ.X

‖ ∇ψ ‖
−

〈X,∇ψ〉

〈∇ψ,∇ψ〉
.
λ.X.∇ψ

‖ ∇ψ ‖
. (3.31)

Para qualquer vetor X, tangente a M .

Se fizermos X = N em (3.31), obtemos

∇NN =
λ.N

‖ ∇ψ ‖
−

〈N,∇ψ〉

〈∇ψ,∇ψ〉
.
λ.N.∇ψ

‖ ∇ψ ‖
= 0.

Sendo assim, as trajetórias de ∇ψ são geodésicas.

Seja X tangente à uma hipersuperf́ıcie de ψ, temos que

∇X ‖ ∇ψ ‖2= 2g(∇X∇ψ,∇ψ) = 2
∆ψ

n
g(X,∇ψ) = 0

pois X e N são ortogonais. Portanto ‖ ∇ψ ‖ é constante ao longo dos ńıveis de ψ.

Demonstração:(do Teorema 3.4) Seja c := ψ(p) e Mc = {q|ψ(q) = c}. Mc é uma

hipersuperf́ıcie de ńıvel regular de ψ. Escolha um sistema de coordenadas qualquer

u1, ..., un−1 sobre Mc. Como as trajetórias de ∇ψ são geodésicas, vamos extender este
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sistema de coordenadas em coordenadas geodésicas paralelas (u, u1, ..., un−1) em uma viz-

inhança de p. Este tem as seguintes propriedades:

- as u-linhas são geodésicas com u como comprimento de arco

- ∂
∂u

é ortogonal a todo conjunto {(u, u1, ..., un−1)|u = cte}, expressando o fato que os di-

ferentes u-ńıveis são paralelos uns aos outros e a distância entre eles é justamente os u-

valores.

Temos que o u-ńıvel contendo p coincide por construção com o ψ-ńıvel Mc. Como

‖ ∇ψ ‖ é constante ao longo dos ψ-ńıveis, estes são paralelos uns aos outros. O u-ńıvel

contendo p coincide com Mc e os u-ńıveis são paralelos uns aos outros, temos que os

u-ńıveis coincidem com os ψ-ńıveis, dáı

ψ = ψ(u) e ∇ψ = ψ′ ∂

∂u
.

Falta mostrar que

(ψ′(u))−2gij(u, u1, ..., un−1) = g∗ij(u1, ..., un−1).

Isto segue de:

∂

∂u
gij = g(∇ ∂

∂ui

∂

∂u
,
∂

∂uj
) + g(∇ ∂

∂uj

∂

∂u
,
∂

∂ui
)

= g(∇ ∂
∂ui

∇ψ

ψ′
,
∂

∂uj
) + g(∇ ∂

∂uj

∇ψ

ψ′
,
∂

∂ui
)

=
2∆ψ

nψ′
gij

= 2
ψ′′

ψ′
gij.

Esta última igualdade segue de ∇2ψ = ∆ψ
n
g. Portanto para u1, ..., un−1 fixos, gij = gij(u)

satisfaz a equação:

(
gij

ψ′2
)′ =

g′ij

ψ′2
− 2

ψ′′

ψ′3
gij = 0.

Portanto (ψ′(u))−2gij(u, u1, ..., un−1) não depende de u, logo

(ψ′(u))−2gij(u, u1, ..., un−1) = g∗ij(u1, ..., un−1),

como queŕıamos mostrar.
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Corolário 3.6. Uma variedade S(QE)n conformemente flat é o produto torcido I×ψ(u)M
∗,

onde I é um intervalo de R e (M∗, g∗) é uma variedade Riemanniana (n − 1) - dimen-

sional.

Demonstração: Vimos que em uma variedade S(QE)n conformemente flat o gerador

U é um campo concircular próprio, logo pela definição (3.1), existe uma solução não

constante ψ de ∇2ψ = ∆ψ
n
g. Pelo Teorema (3.4) a métrica de S(QE)n pode ser escrita

como

ds2 = du2 + (ψ′(u))2ds2
∗.

Pela definição de produto torcido, S(QE)n é o produto torcido I×ψ(u)M
∗.

A. Gebarowski mostrou em [8], que um produto torcido do tipo M = I ×ψ(u) M
∗ é

conformemente flat se, somente se, M∗ é uma variedade de Einstein. Isto é o que diz o

seguinte teorema:

Teorema 3.7. Seja (Mn, g), (n > 3) uma variedade Riemanniana conformemente flat.

Se M = I ×ψ(u) M
∗, então (M∗, g∗) é Eintein.

Corolário 3.8. Uma variedade S(QE)n conformemente flat (n > 3) pode ser expressa

como o produto torcido M = I ×ψ(u) M
∗, onde M∗ é uma variedade de Einstein.

Com o corolário acima, vemos que é posśıvel relacionar uma variedade quase Einstein

com uma variedade de Einstein, bastando apenas considerar algumas hipóteses adicionais.

3.2 Variedades Quase Einstein Relacionadas Com Va-

riedades de Curvatura Quase Constante

Veremos nesta seção que a definição que adotamos de variedade quase Einstein está rela-

cionada com a definição de variedade de curvatura quase constante.
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Uma variedade conformemente flat é dita de curvatura quase-constante se o tensor

curvatura satisfaz

R(X,Y, Z,W ) = p(g(Y, Z)g(X,W ) − g(X,Z)g(Y,W ))

+ q(g(X,W )T (Y )T (Z) − g(X,Z)T (Y )T (W )

+ g(Y, Z)T (X)T (W ) − g(Y,W )T (X)T (Z)), (3.32)

onde p e q são funções diferenciáveis, T é uma 1-forma dada por T (X) = g(X,U), para

um vetor unitário fixo U .

Temos uma importante relação entre variedades quase Einstein e variedades de cur-

vatura quase constante.

Proposição 3.9. Uma variedade (Mn, g) de curvatura quase constante é uma variedade

quase Einstein.

Demonstração: Por definição,se {ei} é uma base do espaço tangente em cada ponto

de M ,

Ric(Y, Z) =
∑

i

R(Y, ei, Z, ei).

Como M é de curvatura quase constante, temos

R(Y, ei, Z, ei) = a(g(Y, Z)g(ei, ei) − g(ei, Z)g(Y, ei))

+ b(g(ei, ei)A(Y )A(Z) − g(ei, Z)A(Y )A(ei) + g(Y, Z)A(ei)A(ei)

− g(Y, ei)A(e)A(Z). (3.33)

Substituindo na definição, temos

Ric(Y, Z) =
∑

i

R(Y, ei, Z, ei)

=
∑

i

(ag(Y, Z)g(ei, ei) − ag(ei, Z)g(Y, ei) + bg(ei, ei)A(Y )A(Z)

− bg(ei, Z)A(Y )A(ei) + bg(Y, Z)A(ei)A(ei) − bg(Y, ei)A(ei)A(Z))

= [a(n− 1) + b]g(Y, Z) + b(n− 2)A(Y )A(Z), (3.34)

onde a e b são escalares e A é uma 1-forma com vetor associado unitário. Logo, M é uma

variedade quase Einstein.
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Temos por outro lado, que se uma variedade quase Einstein for conformemente flat,

então ela é de curvatura quase constante, o que está provado à seguir.

Teorema 3.10. Uma variedade quase Einstein conformemente flat é uma variedade de

curvatura quase constante.

Demonstração: Como a variedade é conformemente flat, o tensor de Weyl,é nulo, logo,

o tensor curvatura da variedade é dado por

R(X,Y, Z,W ) =
1

(n− 2)
(Ric(X,Z)g(Y,W ) +Ric(Y,W )g(X,Z)

− Ric(Y, Z)g(X,W ) −Ric(X,W )g(Y, Z))

−
r

(n− 1)(n− 2)
(g(X,Z)g(Y,W ) − g(Y, Z)g(X,W )). (3.35)

Substituindo a definição (2.5) na equação acima temos

R(X,Y, Z,W ) =
1

(n− 2)
{(ag(X,Z) + bA(X)A(Z))g(Y,W )

+ [ag(Y,W ) + bA(Y )A(W )]g(X,Z) − [ag(Y, Z)

+ bA(Y )A(Z)]g(X,W ) − [ag(X,W ) + bA(X)A(W )]g(Y, Z)}

−
r

(n− 1)(n− 2)
[g(Y, Z)g(X,W ) − g(X,Z)g(Y,W )]

=
2a

n− 2
g(Y,W )g(X,Z) −

r

(n− 1)(n− 2)
g(Y,W )g(X,Z)

−
2a

n− 2
g(Y, Z)g(X,W ) +

r

(n− 1)(n− 2)
g(Y, Z)g(X,W )

+
b

n− 2
[g(Y,W )A(X)A(Z) − g(X,W )A(Y )A(Z)

+ g(X,Z)A(Y )A(W ) − g(Y, Z)A(X)A(W )]

=

(
2a

n− 2
−

r

(n− 1)(n− 2)

)

[g(X,Z)g(Y,W )

− g(Y, Z)g(X,W )]

+
b

n− 2
[g(Y,W )A(X)A(Z) − g(X,W )A(Y )A(Z)

+ g(X,Z)A(Y )A(W ) − g(Y, Z)A(X)A(W )]

= p[g(X,Z)g(Y,W ) − g(Y, Z)g(X,W )] + q[g(Y,W )A(X)A(Z)

− g(X,W )A(Y )A(Z) + g(X,Z)A(Y )A(W ) − g(Y, Z)A(X)A(W )].
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Considerando p = 2a
n−2

− r
(n−1)(n−2)

e q = b
n−2

, vemos que o operador curvatura satisfaz

as condições da definição de curvatura quase constante.

Vimos que uma variedade de curvatura quase constante é uma variedade quase Eins-

tein, assim podemos relacionar estas variedades com variedades quase Einstein conforme-

mente flat, como também são relacionadas variedades de Einstein com variedades de

curvatura constante.



Caṕıtulo 4

Variedades Quase Einstein Imersas

Isometricamente no Espaço

Eucli-diano

Na seção 1, apresentaremos algumas definições e um teorema sobre imersões isométricas

no espaço euclidiano, que é sem dúvida um teorema muito importante para geometria.

Com estas noções vamos relacionar variedades quase Einstein com hipersuperf́ıcies do

espaço euclidiano. Esta é uma relação importante, visto que estudar as hipersuperf́ıcies

conformemente flat, que são imersas isometricamente no espaço euclidiano é tópico de

pesquisa nos dias atuais.

4.1 Imersões de Variedades Riemannianas no Espaço

Euclidiano

Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana, X(M) o fibrado tangente de M e E um k-

plano fibrado sobre M equipado com a métrica do fibrado e uma conexão compat́ıvel D.

Vamos definir o tensor segunda forma em E como um homomorfismo bilinear simétrico

36
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B : X(M) × X(M) → E e a segunda forma fundamental S como o homomorfismo S :

X(M) × E → X(M), auto-adjunto associado à B.

Vamos enunciar agora um dos principais resultados desta seção.

Teorema 4.1. Seja(Mn, g) uma variedade Riemanniana e E um k-plano fibrado sobre

M equipado com a métrica do fibrado e uma conexão compat́ıvel D. Seja B : X(M) ×

X(M) → E o tensor segunda forma fundamental em E e S : X(M) × E → X(M) a

segunda forma. Se as equações de Gauss (1.14), Ricci (1.15) e Codazzi-Mainard (1.16) são

satisfeitas, existe uma imersão isométrica local f : V ⊂M → R
n+k, na qual identificamos

o fibrado normal da imersão com E. Então a métrica induzida sobre o fibrado normal

de f coincide com a métrica dada sobre E, a segunda forma fundamental e a conexão da

imersão coincide com S e D, respectivamente. Além disso, a imersão é única.

Para demonstrar este teorema necessitaremos dos seguintes lemas:

Lema 4.2. Seja(Mn, g) uma variedade Riemanniana e E um k-plano fibrado sobre M

equipado com a métrica e a conexão compat́ıvel D. Seja B : X(M)×X(M) → E o tensor

segunda forma em E e S : X(M)×E → X(M) a segunda forma . Assuma que as equações

de Gauss, Ricci e Codazzi-Mainard são satisfeitas. Então, existem 1-formas diferenciáveis

ωi e ωab , i = 1, ...n+ k. definidas localmente em M e satisfazendo as seguintes condições

ωab = −ωba, (4.1)

dωi =
∑

j

ωj ∧ ω
j
i , j = 1, ..., n, (4.2)

dωab =
∑

c

ωac ∧ ω
c
b, c = 1, ..., n+ k. (4.3)

Demonstração: Vamos usar as seguintes convenções sobre os ı́ndices

1 ≤ a, b, c, d ≤ n+ k,

1 ≤ i, j, l, s, t ≤ n,
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n+ 1 ≤ α, β, γ,≤ n+ k,

Seja U uma vizinhança coordenada emM e {Xi} uma base ortonormal do espaço tangente

em cada ponto de U . Considere {ωi} a base dual de Xi, ou seja, ωj(Xi) = δij e defina

ωα(Xi) = 0. Considere {Yα} uma base ortonormal em U × R
k ⊂ E e defina

ωij(Xl) = g(∇Xl
Xi, Xj), (4.4)

ωiα(Xj) = g(SY αXi, Xj), (4.5)

ωαβ (Xi) = g(DXi
Yα, Yβ), (4.6)

ωαi = −ωiα, (4.7)

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M .

Como D é compat́ıvel com a métrica do fibrado, temos que

g(DXi
Yα, Yβ) + g(DXi

Yβ, Yα) = Xig(Yα, Yβ) = 0.

Dai,

g(DXi
Yα, Yβ) = −g(DXi

Yβ, Yα)

ou

ωαβ (Xi) = −ωβα(Xi).

Da mesma forma, como ∇ é compat́ıvel com a métrica, temos

ω
j
i = −ωij

e por definição

ωαi = −ωiα.

Então ωab = −ωba e ωaa = 0, portanto (4.1) está satisfeita.

De (4.4), temos

ωij(Xl) = g(∇Xl
Xi, Xj) (4.8)

e

∇Xl
Xi =

∑

j

ωij(Xl)Xj. (4.9)
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Como ωj(Xi) = δij

Xi =
∑

j

ωj(Xi)Xj. (4.10)

Como ∇ é simétrica, obtemos de (4.10) que

∇Xi
ωl(Xj)Xl −∇Xj

ωl(Xi)Xl = ωl[Xi, Xj]Xl. (4.11)

Usando o fato que a conexão é uma derivação e (4.9), temos derivando (4.11)

∑

l

((Xi(ωl(Xj))−Xj(ωl(Xi)−ωl[Xi, Xj])Xl +ωl(Xj)∇Xi
Xl−ωl(Xi)∇Xj

Xl) = 0 (4.12)

ou

∑

l

(Xiωl(Xj)−Xjωl(Xi)−ωl[Xi, Xj])Xl +
∑

l

∑

s

(ωl(Xj)ω
l
s(Xi)−ωl(Xi)ω

l
s(Xj))Xs = 0.

(4.13)

Que é equivalente à, trocando s por l

∑

l

dωl(Xi, Xj)Xl =
∑

l

∑

s

ωs(Xi)ω
s
l (Xj))Xl − ωs(Xj)ω

s
l (Xi), (4.14)

ou

dωl =
∑

s

ωs ∧ ω
s
l . (4.15)

Portanto, (4.2) vale.

De (4.5) e (4.6) temos

SYα
Xi =

∑

j

ωiα(Xj)Xj (4.16)

e

DXi
Yα =

∑

β

ωαβ (Xi)Yβ. (4.17)

Como S é auto - adjunta g(SYα
Xi, Xj) = g(SYα

Xj, Xi) e g(B(X,Y ), N) = g(SNX,Y ),

temos

ωiα(Xj) = ωjα(Xi) (4.18)

e

B(Xi, Xj) =
∑

α

ωjα(Xi)Yα. (4.19)
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Pela equação de Gauss vale R(Xi, Xj)Xl = SB(Xj ,Xl)Xi − SB(Xi,Xl)Xj, dáı substituindo

4.19 temos

R(Xi, Xj)Xl =
∑

α

SXi
(ωlα(Xj)Yα) − SXj

(ωlα(Xi)Yα). (4.20)

Por (4.16)

R(Xi, Xj)Xl =
∑

s

(
∑

α

(ωlα(Xj)ω
i
α(Xs) − ωlα(Xi)ω

j
α(Xs)))Xs. (4.21)

Que por (4.18) é equivalente à

R(Xi, Xj)Xl =
∑

s

(
∑

α

(ωlα(Xj)ω
s
α(Xi) − ωlα(Xi)ω

s
α(Xj)))Xs. (4.22)

ou,

R(Xi, Xj)Xl = −
∑

s

(
∑

α

ωlα ∧ ω
s
α(Xi, Xj))Xs. (4.23)

Então,

R(Xi, Xj)Xl =
∑

s

(ωlα ∧ ω
α
s (Xi, Xj))Xs. (4.24)

Como por definição R(Xi, Xj)Xl = ∇Xi
∇Xj

Xl −∇Xj
∇Xi

Xl −∇[Xi,Xj ]Xl, usando o fato

que a conexão é uma derivação e (4.9), temos

R(Xi, Xj)Xl =
∑

s

[(Xi(ω
l
s(Xj)) −Xj(ω

l
s(Xi)) − ωls([Xi, Xj]))Xs

+
∑

t

(ωst (Xi)ω
l
s(Xj) − ωst (Xj)ω

l
s(Xi))Xt]

=
∑

s

[dωls(Xi, Xj)Xs +
∑

t

(ωst ∧ ω
l
s(Xi, Xj))Xt]

=
∑

s

(dωls(Xi, Xj) +
∑

t

(ωts ∧ ω
l
t(Xi, Xj)))Xs. (4.25)

Logo

R(Xi, Xj)Xl =
∑

s

((dωls(Xi, Xj)) −
∑

t

((ωlt ∧ ω
t
s(Xi, Xj))Xs. (4.26)

Comparando (4.24) e (4.25), obtemos

ωlα ∧ ω
α
s = dωls − ωlt ∧ ω

t
s (4.27)

ou,

dωls = ωla ∧ ω
a
s . (4.28)
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Pela Equação de Ricci, temos

R(Xi, Xj)Yα = B(Xi, SYα
Xj) −B(SYα

Xi, Xj) (4.29)

=
∑

β

(ωiβ(SXj
Yα)Yβ − ω

j
β(SXi

Yα)Yβ). (4.30)

Substituindo (4.16), obtemos

R(Xi, Xj)Yα =
∑

β

(ωiβ(
∑

t

ωjα(Xt)Xt) − ω
j
β(
∑

t

ωiα(Xt)Xt))Yβ (4.31)

=
∑

t

(ωiβ(Xt)ω
j
α(Xt) − ω

j
β(Xt)ω

i
α(Xt))Yβ. (4.32)

Por (4.18)

R(Xi, Xj)Yα =
∑

β

∑

t

(ωtβ(Xi)ω
t
α(Xj) − ωtβ(Xt)ω

t
α(Xi))Yβ. (4.33)

Substituindo (4.1) temos

R(Xi, Xj)Yα =
∑

β
∑

t

(ωtβ(Xj)ω
α
t (Xi) − ωtβ(Xi)ω

α
t (Xj))Yβ (4.34)

= −
∑

β

∑

s

ωsβ ∧ ω
α
s (Xi, Xj)Yβ (4.35)

=
∑

β

∑

s

ωαs ∧ ωsβ(Xi, Xj)Yβ. (4.36)

Temos que,

R(Xi, Xj)Yα = ∇⊥
Xi
∇⊥
Xj
Yα −∇⊥

XJ
∇⊥
Xi
Yα −∇⊥

[Xi,Xj ]
Yα. (4.37)

Substituindo (4.17)

R(Xi, Xj)Yα =
∑

β

(∇⊥
Xi

(ωαβ (Xj)Yβ) −∇⊥
Xj

(ωαβ (Xi)Yβ − ωαβ ([Xi, Xj])Yβ). (4.38)

Como a conexão é uma derivação

R(Xi, Xj)Yα =
∑

β

((Xiω
α
β (Xj) −Xjω

α
β (Xi) − ωαβ ([Xi, Xj]))Yβ

+ ωαβ (Xj)∇
⊥
Xi
Yβ − ωαβ (Xi)∇

⊥
Xj
Yβ) (4.39)

=
∑

β

(dωαβ (Xi, Xj)Yβ +
∑

γ

(ωαγ (Xj)ω
β
γ (Xi) − ωαβ (Xi)ω

β
γ (Xj))Yγ(4.40)

=
∑

β

(dωαβ (Xi, Xj)Yβ +
∑

γ

(ωαβ (Xj)ω
γ
β(Xi) − ωαγ (Xi)ω

γ
β(Xj))Yβ)(4.41)

=
∑

β

(dωαβ (Xi, Xj)Yβ −
∑

γ

ωαγ ∧ ωγβ(Xi, Xj)Yβ). (4.42)
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Comparando (4.1) e (4.42)

∑

β

(dωαβ (Xi, Xj)Yβ −
∑

γ

ωαγ ∧ ωγβ(Xi, Xj)Yβ) =
∑

β
∑

s

ωαs ∧ ωsβ(Xi, Xj)Yβ, (4.43)

dωαβ =
∑

s

ωαs ∧ ωsβ +
∑

γ

ωαγ ∧ ωγβ , (4.44)

ou

dωαβ =
∑

a

ωαa ∧ ωaβ. (4.45)

Como S satisfaz a equação de Codazzi-Mainard temos

∇Xi
SYα

Xj −∇Xj
SYα

Xi − S[Xi,Xj ]Yα = S∇⊥

Xi
Yα
Xj − S∇⊥

Xj
Yα
Xi.

De (4.16) e do fato que SYα
[Xi, Xj] =

∑

l ω
l
α([Xi, Xj])Xl, temos

∑

l

(∇Xi
ωjα(Xl)Xl −∇Xj

ωiα(Xl)Xl −
∑

l

ωlα([Xi, Xj])Xl) =
∑

β

(SXi
(ωαβ (Xj)Yβ)

− SXj
(ωαβ (Xi)Yβ)).

Por ∇ ser uma derivação, por (4.16) e por (4.17)

∑

l

((Xiω
j
α(Xl) −Xjω

i
α(Xl) − ωlα([Xi, Xj]))Xl + ωjα(Xl)∇Xi

Xl − ωiα(Xl)∇Xj
Xl)

=
∑

β

∑

l

(ωαβ (Xj)ω
i
β(Xl)Xl − ωαβ (Xi)ω

j
β(Xl)Xl).

Usando (4.18)

∑

l

((Xiω
l
α(Xj) −Xjω

l
α(Xi) − ωlα([Xi, Xj]))Xl + ωlα(Xj)∇Xi

Xl − ωlα(Xi)∇Xj
Xl)

=
∑

β

∑

l

(ωαβ (Xj)ω
l
β(Xi)Xl − ωαβ (Xi)ω

l
β(Xj)Xl).

Dáı,

∑

l

(dωlα(Xi, Xj) +
∑

s

(ωjα(Xl)ω
l
s(Xi) − ωiα(Xl)ω

l
s(Xj))Xs) (4.46)

=
∑

β

∑

l

(ωαβ (Xj)ω
β
l (Xi) − ωαβ (Xi)ω

β
l (Xj)) (4.47)

= −
∑

β

∑

l

ωαβ ∧ ωβl (Xi, Xj)Xl. (4.48)
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Logo,

dωlα =
∑

a

ωla ∧ ω
a
α. (4.49)

Então, as seguintes equações são válidas

dωls =
∑

a

ωla ∧ ω
a
s , (4.50)

dωβα =
∑

a

ωβa ∧ ω
a
β, (4.51)

dωlα =
∑

a

ωla ∧ ω
a
α. (4.52)

Portanto,

dωba =
∑

c

ωac ∧ ω
c
b. (4.53)

Como queŕıamos mostrar.

Lema 4.3. Sejam ωi e ωab 1-formas diferenciaveis sobre M , satisfazendo (4.1), (4.2) e

(4.3). Então, para cada q0 ∈ M , existe uma matriz ortogonal A = (Aab ) de funções

definidas sobre uma vizinhança V de q0 e uma aplicação f : V → R
n+k tais que

W = dA.tA (4.54)

e

df = ω.A, (4.55)

onde W representa a matriz (wab ), w = (w1, ..., wn, 0, ..., 0) e tA é a transposta de A.

Demonstração: Seja U uma vizinhança coordenada em M , tal que q0 ∈ U e y1, ..., yn

coordenadas locais em U com q0 = (0, ..., 0). Seja zab um sistema de coordenadas usual

sobre R
(n+k)2 . Vamos identificar o conjunto de matrizes reais n+k por n+k com R

(n+k)2 ,

dáı o conjunto das matrizes ortogonais O(Rn+k) como um subconjunto de R
(n+k)2 . Seja

Z a matriz de funções Z = (zab ) definida sobre este subconjunto. Considere a matriz de

1-formas em U ×O(Rn+k)

Λ = dZ −W.Z. (4.56)
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Para cada (q, Z) ∈ U ×O(Rn+k) temos

Λ(q,Z) : TqU × TZO(Rn+k) → TZO(Rn+k).

De fato, se (v,X) ∈ TqU × TZO(Rn+k), então

Λ(q,Z)(v,X).tZ + Z.tΛ(q,Z) = (dZ(X) −W (v).Z)tZ + Z(dtZ(X) −t ZtW (v))

= dZ(X)tZ + ZdtZ(X) −W (v) −tW (v)

= 0.

Esta última igualdade segue de (4.1) e do fato que Z ∈ O(Rn+k). A aplicação linear Λ(q,Z)

é sobrejetiva,pois para cada X = Xa
b

∂
∂za

b

∈ TZO(Rn+k), Λ(q,Z)(0, X) = dZ(X) = X. Então

dim kerΛ(q,Z) = n.

Sendo assim, para cada (q, Z) ∈ U × O(Rn+k), vamos definir uma distribuição n-

dimensional em U ×O(Rn+k) como segue

D(q, Z) = kerΛ(q,Z).

Se (v1, X1) e (v2, X2) ∈ D(q, Z), então para cada a, b, Λa
b (v1, X1) = 0 = Λa

b (v2, X2).

Como Z é uma matriz de 1-formas d(dZ) = 0. Dáı por (4.20) (ver[1] p.16) temos:

dΛ = d(dZ) − d(W.Z)

= −dW.Z +W ∧ dZ.

Por (4.3) e (4.56) temos

dΛ = −(W ∧W ).Z +W ∧ (Λ +W.z)

= W ∧ Λ.

Então para cada a, b

Λa
b [(v1, X1), (v2, X2)] = (v1, X1)Λ

a
b(v2, X2) − (v2, X2)Λ

a
b (v1, X1)

− dΛa
b ((v1, X1), (v2, X2))

= −dΛa
b ((v1, X1), (v2, X2))

= −W a
c ∧ Λc

b((v1, X1), (v2, X2))

= 0.
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Logo [(v1, X1), (v2, X2)] ∈ D(q, Z) e assim a distribuição é involutiva, logo é integrável

(ver[1]). Então a variedade admite, em cada ponto, uma variedade integral de dimensão

n. Dado (0, Z) ∈ U ×O(Rn+k), temos que D(0, Z)∩ (0× TZO(Rn+k)) = {0}. De fato, se

(0, X) ∈ D(0, Z) ∩ (0 × TZO(Rn+k)) = {0}, temos

0 = Λ(0, X) = dZ(X) = X.

Pelo Teorema da função impĺıcita, a variedade integral que passa pelo ponto (0, Z) é

localmente o gráfico de uma função q 7→ A(q) ∈ O(Rn+k) com A(q0) = A(0) = Z. Como

Z = A ao longo do gráfico e Λ = 0 sobre o gráfico, pela equação (4.56)

dA = W.A.

Dáı,

W = dA.tA.

Sendo assim, temos uma matriz ortogonal definida sobre uma vizinhança V1 ⊂ U de q0.

Seja y1, ..., yn coordenadas locais em U , com q0 = (0, ..., 0). Seja za sistema de coorde-

nadas usual em R
n+k, Z a matriz (za) e considere a matriz de 1-formas em V1 × R

n+k

Λ = dZ − ω.A. (4.57)

Para cada (p, x) ∈ V1 × R
n+k, temos que Λ(p,x) é sobrejetiva em R

n+k, pois para cada

X = Xaza ∈ R
n+k, Λ(p,x)(0, X) = dZ(X)−ω(0)A = dZ(X) = X. Logo dim kerΛ(p,x) = n.

Então, para cada (p, x) ∈ V1 × R
n+k, definimos uma distribuição n-dimensional como

segue:

D(p, x) = kerΛ(p,x).

Temos que,

dΛ = −dω.A+ ω ∧ dA

= −ω ∧WA+ ω ∧WA = 0.

A partir de (4.15) e (4.54).

Logo, se X,Y ∈ D(p, x), [X,Y ] ∈ D(p, x). Então a distribuição é involutiva, portanto

é integrável .
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Dado (0, x), temos que D(0, x)∩ (0xR
n+k) = {0}. Pelo teorema da função impĺıcita, a

variedade integral que passa por (0, x) é localmente o gráfico de uma função p 7→ f(p) ∈

R
n+k com f(q0) = f(0) = Z. Como Z = f e D = 0 ao longo do gráfico , por (4.57) temos

df = ω.A.

Então, existe uma aplicação f : V → R
n+k, onde V ⊂ V1 ⊂ U tal que q0 ∈ V1, e

uma matriz ortogonal A de funções definidas em V satisfazendo (4.54) e (4.55). Como

queŕıamos demonstrar.

Demonstração( do Teorema 4.1) Pelo Lema (4.2) obtemos formas diferenciais ωi e

ωab definidas em uma vizinhança coordenada U de M , satisfazendo as equações (4.1), (4.2),

(4.3). Pelo Lema (4.3), dado q0 ∈ M , existem uma vizinhança V de q0, uma aplicação

f : V → R
n+k e uma matriz ortogonal A definida em V , tal que

W = dA.tA

e

df = ω.A.

Como A é uma matriz ortogonal, logo não singular e, pelo Lema 3.8, ωi são linearmente

independentes, df é injetiva, portanto f é uma imersão. Seja X1, ..., Xn uma base do

espaço tangente em cada ponto de U , como no Lema (4.2), por (4.55) temos

g(df(Xi), df(Xj)) = g(ω(Xi)A,ω(Xj)A) =
∑

a

AiaA
j
a = δij = g(Xi, Xj).

Esta última igualdade segue do fato de A ser ortogonal. Dáı, temos que f é uma imersão

isométrica.

Agora, vamos identificar V com f(V ). Considere um sistema ortonormal Y n+1, ..., Y n+1

definido por

Y α =
∑

a

Aαa
∂

∂xa
,

onde x1, ..., xn+k são coordenadas usuais em R
n+k. Para cada i, df(Xi) é tangente à f(V )

e

g(Y α, df(Xi)) = g(
∑

a

Aαa
∂

∂xa
,
∑

a

Aia
∂

∂xa
) =

∑

a

AαaA
i
a = δαi = 0.
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Portanto, Y α é normal à f(V ) dáı {Y α} é uma base do fibrado normal de f .

Se π : E → M é a aplicação projeção e {Yα} é uma estrutura de campos em

E, como no Lema (4.2), escolhemos coordenadas locais em π−1(U) dadas por (u, v) =

(u1, ..., un, yn+1, ..., yn+k), onde (ui, ..., un) são coordenadas locais em U e y = yαYα. Seja

ψ uma extensão da imersão f definida como segue:

ψ : U × R
n+k → R

n+k

(u, v) 7→
∑

a

fa(u)
∂

∂xa
+
∑

α

Y α(u),

isto é,

ψa(u, y) = fa(u) +
∑

α

Aαa . (4.58)

ψ é um difeomorfismo sobre ψ(U × R
n+k, pois f é um difeomorfismo sobre f(V ) e ψ é

uma extensão linear de f . Além disso, dψ(Yα) = Y α.

A aplicação ψ induz sobre T (V × R
n+k) uma métrica que restrita a V coincide com

a métrica inicial. Além disso, a métrica induzida sobre o fibrado também coincide com a

métrica dada pois dψ(Yα) = Y α. Portanto identificamos V × R
n+k com o fibrado normal

da imersão e a métrica induzida sobre o fibrado normal coincide com a métrica sobre E.

Vamos escolher uma estrutura e1, ..., en+k em uma vizinhança de R
n+k, que contém

f(V ), como segue:

ei = df(Xi), eα = Y α =
∑

a

Aαa
∂

∂xa
.

Vamos denotar a base dual associada por {θa} e a forma de conexão correspondente por

{θab}, definida pela equação dea =
∑

b θ
a
b eb. Estas formas restritas à f(V ) são tais que

θα = 0 e como ea =
∑

bA
a
b
∂
∂xa

, temos que

θab = g(dea, eb) = g(
∑

c

dAac
∂

∂xc
,
∑

c

Abc
∂

∂xc
=
∑

c

dAacA
b
c). (4.59)

Usando f , as formas θa e θab induzem formas f ∗θa e f ∗θab sobre V . Temos

f ∗θi(Xj) = θi(df(Xj)) = δij = ωi(Xj)

e

f ∗θab (Xj) = θab (df(Xj)) = θab (Xj) =
∑

c

dAac(ej)A
b
c = ωab (Xj),
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onde usamos 4.23 e identificamos A(u) com A(f(u)).

Como as formas induzidas f ∗θiα e f ∗θαβ coincidem com ωiα e ωαβ , elas definem a mesma

conexão D e segunda forma S no fibrado normal da imersão pelas equações (4.16) e (4.17).

Agora falta provar que a imersão é única.

Seja f : V → R
n+k outra imersão satisfazendo as condições do Teorema e {ea} a base

correspondente. Se q ∈ V , usando um movimento ŕıgido podemos levar f(q) em f(q) e ea

sobre ea em f(q). Pela unicidade das soluções das equações (4.18) e (4.19), {ea} coincide

com {e}a e f coincide com f em uma vizinhança de q. Como V é conexa f = f em V .

Portanto a imersão é única.

Corolário 4.4. Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana simplesmente conexa e E, S,D e B

como no teorema anterior. Então existe uma imersão isométrica f : M → R
n+k, nas

condições do Teorema (4.1).

Demonstração: Dados q0, p ∈M , p 6= q0 e α : [0, 1] →M uma curva simples ligando p

à q0. Seja {Vi}
n
i=1 uma coleção de vizinhanças cobrindo α[0, 1] tal que, V1 = V . Podemos

estender f à ∪ni=1Vi e então à f(p).

Como M é simplesmente conexa, f(p) não depende da curva escolhida.

Assim, se adicionarmos ao Teorema (4.1) a hipótese de que a variedade é simplesmente

conexa, temos uma imersão da variedade em R
n+k que não é apenas local, mas de toda a

variedade.



49

4.2 Variedades Quase Einstein e Hipersuperf́ıcies do

Espaço Euclidiano

Seja (Mn, g) uma hipersuperf́ıcie de um espaço euclidiano En+1, g é a métrica induzida

por En+1. Assim, a equação de Gauss de (Mn, g) é dada por

R(Z, Y, Z,W ) = g(B(X,W ), B(Y, Z)) − g(B(Y,W ), B(X,Z)), (4.60)

onde R é o tensor curvatura e B é o tensor da segunda forma fundamental da imersão

f : M → En+1.

Seja Sη a aplicação associada a B, ou seja,

g(Sη(X), Y ) = g(B(X,Y ), η), (4.61)

onde η ∈ X(M)⊥ e X,Y ∈ X(M). Seja Hη o tensor:

Hη(X,Y ) = g(Sη(X), Y ) = g(B(X,Y ), η). (4.62)

Definição 4.5. Uma hipersuperf́ıcie (Mn, g) de um espaço euclidiano En+1 é dita quase

umb́ılica se o tensor Hη tem a forma

Hη(X,Y ) = αg(X,Y ) + βω(X)ω(Y ), (4.63)

onde ω é uma 1-forma e o seu campo de vetores associado é unitário e α e β são escalares.

Teorema 4.6. Uma hipersuperf́ıcie (Mn, g) quase umb́ılica de um espaço euclidiano En+1

é quase Einstein.

Demonstração: Por (4.61),(4.62) e (4.63), temos

g(B(X,Y ), η) = αg(X,Y )g(η, η) + βω(X)ω(Y )g(η, η)

= g(αg(X,Y )η + βω(X)ω(Y )η, η).

Dáı, temos

B(X,Y ) = αg(X,Y )η + βω(X)ω(Y )η. (4.64)
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Como a hipersuperf́ıcie é quase umb́ılica, por (4.64) e pela equação de Gauss

R(X,Y, Z,W ) = α2[g(X,W )g(Y, Z) − g(X,Z)g(Y,W )]

+ αβ[g(X,W )ω(Y )ω(Z) + g(Y, Z)ω(X)ω(W )] (4.65)

− g(Y,W )ω(X)ω(Z) − g(X,Z)ω(Y )ω(W ).

Seja {Xi} uma base do espaço tangente em cada ponto da variedade, temos

Ric(X,Y ) =
∑

i

R(X,Xi, Y,Xi)

=
∑

i

α2(g(X,Xi)g(Y,Xi) − g(X,Xi)g(Y,Xi))

+ αβ[g(X,Xi)ω(Y )ω(Xi) + g(Y,Xi)ω(X)ω(Xi)]

− g(Xi, Xi)ω(X)ω(Xi) − g(X,Xi)ω(Xi)ω(Xi)

= ag(X,Y ) + bω(X)ω(Y ),

onde a = α2(n− 1) + αβ) e b = αβ(n− 2). Portanto M é quase Einstein.

J. A. Schouten provou em [14] que uma hipersuperf́ıcie conformemente flat de um

espaço euclidiano, é quase umb́ılica. Então, usando este resultado e o teorema anterior

temos o seguinte resultado:

Corolário 4.7. Uma hipersuperf́ıcie conformemente flat do espaço euclidiano En é quase

Einstein.

Definição 4.8. Uma variedade Riemanniana é dita conformemente flat especial se o

tensor H definido por

H(X,Y ) =
−1

n− 2
Ric(X,Y ) +

r

2(n− 1)(n− 2)
g(X,Y ) (4.66)

pode ser expresso por

H(X,Y ) =
−α2

2
g(X,Y ) + βX(α)Y (α), (4.67)

onde α e β são escalares tais que α > 0.
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Proposição 4.9. Uma variedade quase Einstein S(QE)n conformemente flat, tal que

a(n− 2) − b > 0 é uma variedade conformemente flat especial.

Demonstração: Substituindo a definição (2.5) na definição de H, temos

H(X,Y ) =
−1

n− 2
(ag(X,Y ) + bA(X)A(Y )) +

r

2(n− 1)(n− 2)
g(X,Y )

=

(
−a

n− 2
+

r

2(n− 1)(n− 2)

)

g(X,Y ) −
b

n− 2
A(X)A(Y ). (4.68)

Fazendo

α2 =
2a

n− 2
−

r

(n− 1)(n− 2)
=

a(n− 2) − b

(n− 1)(n− 2)
. (4.69)

Então aplicando X à ambos os lados obtemos

2α(Xα) =
−X(r)

(n− 1)(n− 2)
=

−U(r)

(n− 1)(n− 2)
A(X). (4.70)

Dáı,

A(X) =
−2α

U(r)
X(α)(n− 1)(n− 2). (4.71)

Substituindo (4.69) e (4.71) em (5.68) temos

H(X,Y ) =
−α2

2
g(X,Y ) + βX(α)Y (α), (4.72)

onde β = 4b(r−2an+2a)(n−1)
λ2 . Como a(n−2)−b > 0, de (4.69) temos que α é não nulo e pode-

mos considerá-lo positivo. Sendo assim o tensor H satisfaz a definição (4.8), concluindo

assim a demonstração da proposição.

Nosso objetivo agora é relacionar as variedades quase Einstein S(QE)n com as hiper-

superf́ıcies que são imersas isometricamente no espaço euclidiano. Para isso definimos o

seguinte tensor na variedade quase Einstein S(Q)n conformemente flat:

h(X,Y ) =
α

2
g(X,Y ) −

1

α
H(X,Y ). (4.73)

Como S(QE)n é conformemente flat especial temos que:

H(X,Y ) =
−α2

2
g(X,Y ) + β[X(α)Y (α)]. (4.74)
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Dáı,

h(X,Y ) =
α

2
g(X,Y ) +

α

2
g(X,Y ) −

β

α
[X(α)Y (α)] (4.75)

= αg(X,Y ) −
β

α
[X(α)Y (α)]. (4.76)

Lema 4.10. O tensor h é uma forma bilinear simétrica.

Demonstração: De fato:

h(X,Y ) = αg(X,Y ) −
β

α
X(α)Y (α)

= αg(Y,X) −
β

α
Y (α)X(α) (4.77)

= h(Y,X), (4.78)

h(X + Z, Y ) = αg(X + Z, Y ) −
β

α
((X + Z)α)(Y α)

= αg(X,Y ) + αg(Z, Y ) −
β

α
(Xα)(Y α) −

β

α
(Zα)(Y α) (4.79)

= h(X,Y ) + h(Z, Y ). (4.80)

Da mesma forma h(X,Y + Z) = h(X,Y ) + h(Z, Y ).

h(fX, Y ) = αg(fX, Y ) −
β

α
(fX(α))Y (α)

= fαg(X,Y ) −
β

α
fX(α)Y (α) (4.81)

= fh(X,Y ). (4.82)

Da mesma forma h(X, fY ) = fh(X,Y ).

Portanto, pelas equações acima, h é bilinear simétrica, como queŕıamos mostrar.

Utilizamos o Teorema (4.1), juntamente com h para demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 4.11. Toda variedade S(QE)n conformemente flat, simplesmente conexa (n >

3) tal que a(n− 2) − b > 0, pode ser imersa isometricamente no espaço euclidiano En+1,

como uma hipersuperf́ıcie.
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Demonstração: Como S(QE)n é conformemente flat, por [7], temos:

∇ZH(X,Y ) −∇XH(Z, Y ) = 0. (4.83)

Derivando covariantemente (4.74) e (4.73) e aplicando (4.83) temos

∇Zh(X,Y ) =
1

2
g(X,Y )Z(α) −

1

α2
Z(α)H(X,Y ) +

1

α
(∇ZH)(X,Y ).

Dáı,

∇Zh(X,Y ) −∇Xh(Z, Y ) =
1

2
[g(X,Y )Z(α) − g(Z, Y )X(α)]

+
1

α2
Z(α)(−

α2

2
g(X,Y ) + βX(α)Y (α))

−
1

α2
X(α) −

α2

2
[g(Z, Y ) + βZ(α)Y (α)]

=
1

α2
βZ(α)X(α)Y (α) −

1

α2
βZ(α)X(α)Y (α)

= 0.

Como S(QE)n é conformemente flat, o tensor de Weyl, W , é nulo. Logo

R(X,Y, Z, T ) =
1

n− 2
[Ric(X,Z)g(Y, T ) +Ric(Y, T )g(X,T )

− Ric(X,T )g(Y, Z) −Ric(Y, Z)g(X,T )]

−
r

(n− 1)(n− 2)
[g(X,Z)g(Y, T ) − g(X,T )g(Y, Z)]

= −H(X,Z)g(Y, T ) −H(Y, T )g(X,Z)

+ H(X,T )g(Y, Z) +H(Y, Z)g(X,T )

= (
α2

2
g(X,Z) − βX(α)Z(α))g(Y, T )

+ (
α2

2
g(Y, T ) − βY (α)T (α))g(X,Z)

+ (−
α2

2
g(X,T ) + βX(α)T (α))g(Y, Z)

+ [−
α2

2
g(Y, Z) + β(Y α)(Zα)]g(X,T )

= α2g(X,Z)g(Y, T ) − α2g(X,T )g(Y, Z)

− βX(α)Z(α)g(Y, T ) − βY (α)T (α)g(X,Z)

+ βX(α)T (α)g(Y, Z) + βY (α)Z(α)g(X,T ).
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Temos que:

g(h(X,Z), h(Y, T )) = g(αg(X,Z)

−
β

α
X(α)Z(α), αg(Y, T ) −

β

α
Y (α)T (α))

= α2g(X,Z)g(Y, T ) − βX(α)Z(α)g(Y, T )

− βY (α)T (α)g(X,Z) +
β2

α2
X(α)Z(α)Y (α)T (α).

Dáı,

g(h(X,Z), h(Y, T )) − g(h(X,T ), h(Y, Z)) = α2g(X,Z)g(Y, T ) − α2g(X,T )g(Y, Z)

− β(Xα)(Zα)g(Y, T ) − β(Y α)(Tα)g(X,Z)

+ β(Xα)(Tα)g(Y, Z) + β(Y α)(Zα)g(X,T ).

Comparando as equações acima temos que:

R(X,Y, Z, T ) = g(h(X,Z), h(Y, T )) − g(h(X,T ), h(Y, Z)). (4.84)

Temos, portanto, que a forma bilinear simétrica h satisfaz as equações de Gauss e Codazzi,

para hipersuperf́ıcies do espaço euclidiano, logo satisfaz (1.14) e (1.16). Considerando o

1-plano fibrado associado a h a equação de Ricci (1.15) é trivialmente satisfeita já que o

plano fibrado tem codimensão 1 . Então, pelo Teorema (4.1) e pelo Corolário (4.4) temos

que S(QE)n, nas condições deste Teorema, pode ser imersa no espaço euclidiano En+1,

como uma hipersuperf́ıcie.

Obs: No caso do teorema acima h é aplicação bilinear associada ao tensor segunda

forma da imersão de S(QE)n em En+1, tal que

hη(X,Y ) = 〈B(X,Y ), η〉.

Como X
⊥ tem dimensão 1, utilizamos h, que é a segunda forma da imersão.

O Teorema (4.11) relaciona as variedades quase Einstein especiais com as hipersu-

perf́ıcies conformemente flat que são imersas isometricamente no espaço euclidiano. Ob-

servamos que o problema de classificar as hipersuperf́ıcies conformemente flat imersas

isometricamente no espaço euclidiano é equivalente a classificar as variedades quase Eins-

tein especiais, com algumas hipóteses adicionais.



Conclusão

Relacionamos variedades quase Einstein conformemente flat com variedades de curvatura

quase constante e determinamos algumas propriedades especiais.

Determinamos também condições para que uma variedade quase Einstein seja imersa

isometricamente no espaço euclidano como hipersuperf́ıcie.
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