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Resumo

Em nosso trabalho, apresentamos algumas propriedades basicas das variedades quase
Einstein, expressamos a sua curvatura escalar e relacionamos algumas variedades com as
variedades quase Einstein.

Provamos também que uma variedade quase Einstein conformemente flat, pode ser
expressa como um produto torcido por uma variedade de Einstein.

Finalmente, provamos que uma variedade quase Einstein simplesmente conexa, con-
formemente flat, pode ser imersa isometricamente no espago euclidiano como uma hiper-
superficie e que uma hipersuperficie conformemente flat de um espago euclidiano é uma
variedade quase Einstein.

111



Abstract

In our assingment, we show some basics properties almost quasi Einstein manifolds.
We express your scalar curvature and we link this manifolds with others manifolds studied
with much time.

We prove too that a almost quasi Einstein manifold conformally flat, can be express
as warped product by Einstein maniflod.

Finally, we prove that a quasi Einstein manifold simply connected, conformally flat can
be isometrically immersed in a Euclidean space as an hipersurface and that an hipersurface
conformally flat in the Euclidean space is quase Einstein maniflod.

v



Introducao

A defini¢ao que adotamos de variedades quase Einstein, foi introduzida em 2000 por M.
C. Chaki e R. K. Maity (ver[4]), com o propésito de através destas variedades facilitar o

estudo das variedades de Einstein. Esta defini¢ao é a seguinte:

Seja (M™,g)(n > 3) uma variedade Riemanniana nao flat. (M™, g) ¢é dita quase Ein-

stein se o tensor de Ricci satisfaz a seguinte igualdade:
Ric(X,Y) =ag(X,Y) + bA(X)A(Y)

onde X,Y s@o campos vetoriais em M, a e b sdo fungoes escalares com b # 0 e A é uma

1-forma nao nula tal que A(X) = ¢g(X,U), U é um campo unitario fixo.

Esta definicao motivou muitos pesquisadores, entre eles G. C. Ghosh e U. C. de Kalyani
autores do artigo [9] no qual nos inspiramos para realizar este trabalho. Nosso principal
objeto de estudo é encontrar relagoes, entre variedades quase Einstein e outros tipos
de variedades, que possam levar a exemplos explicitos, nao s6 de variedades quase Ein-
stein mas também destas variedades relacionadas. U. C. de Kalyani and G. C. Ghosh
mostraram em [10], que uma variedade de curvatura quase constante é uma variedade
quase Einstein e em [9], que uma variedade quase Einstein conformemente flat é uma
variedade de curvatura quase constante. Mostraram também, nestes mesmos artigos,
que uma hipersuperficie conformemente flat de um espaco euclidiano é uma variedade
quase Einstein e que uma variedade quase Einstein sob certas condigoes pode ser imersa

isometricamente no espago euclidiano, como uma hipersuperficie.

No capitulo 1, apresentamos alguns topicos importantes de geometria Riemanniana,
que podem ser encontrados em [1], [2], [11], [13], e [16], que foram fundamentais para a

compreensao do que é feito neste trabalho.



No capitulo 2, apresentamos algumas propriedades basicas de uma variedade quase

Einstein.

No capitulo 3, mostramos que uma variedade de curvatura quase constante é quase
Einstein. Mostramos também que uma variedade quase Einstein conformemente flat
é uma variedade de curvatura quase constante e que pode ser expressa como produto

torcido por uma variedade de Einstein.

No capitulo 4, mostramos sob certas condi¢oes que uma variedade quase Einstein pode

ser imersa isometricamente no espaco euclidiano como uma hipersuperficie .

Apresentamos um teorema sobre imersoes de variedades Riemannianas em um espaco
euclidiano, que pode ser visto como uma extensao do teorema fundamental das superficies
para geometria Riemanniana. Baseado neste teorema e em [6], mostramos que uma var-
iedade quase Einstein simplesmente conexa, conformemente flat, com escalares associados
a e b, tal que a é constante e a(n —2) —b > 0, pode ser imersa isometricamente no espago

euclidiano como uma hipersuperficie.



Capitulo 1

Preliminares

Apresentamos neste capitulo algumas defini¢coes e propriedades bésicas de Geometria Rie-
manniana, que utilizaremos sem maiores detalhes no decorrer do nosso trabalho. As

demonstragoes e explica¢oes mais precisas podem ser encontradas em [1], [2], [7], [11], [13]
e [16].

1.1 Variedades Riemannianas

Para esta secao, ja estamos considerando o conceito de variedade diferenciavel.

Definicao 1.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma cor-
respondéncia que associa a cada ponto p de M wm produto interno (,), no espago tangente
T,M, que varia diferenciavelmente no sequinte sentido: Se x : U C R" — M € um
sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(xq,Zs,...,2,) = q € z(U) e %(q) =

dz(0, ..., 1,....,0), entdo (52(q), 2 (q))q = 9ij(®1, ..., x,) € uma fungdo diferencidvel em

) @
U

As funcoes ¢;; = ¢;; sao chamadas expressoes da métrica Riemanniana no sistema
G J j
de coordenadas x : U C R® — M. Uma variedade diferencidavel com uma métrica

Riemanniana chama-se variedade Riemanniana.



Considere X(M) o conjunto dos campos de vetores em M e D(M) o conjunto das

funcgoes diferencidveis em M.

Proposicao 1.2. Sejam X e Y campos diferenciais de vetores em uma varidavel difer-

encidvel M. Entdao existe um unico campo vetorial Z tal que, para todo f € D(M),

Zf = (XY —=YX)f. Este campo é chamado de colchete [X,Y].
De agora em diante adotaremos ¢g(X,Y) = (X,Y), X, Y € X(M).

Defini¢ao 1.3. Duas métricas (,) e {{,)) em uma variedade diferencidvel M sao con-
formes, se existe uma funcdao diferencidvel f : M — R, positiva tal que ¥p € M e todos

u,v € T,M tem-se

(u, U>p = f(p)((u,v>)p.

Definicao 1.4. Uma métrica g € dita conformemente flat se é conforme a uma métrica

eucli- diana.

1.2 Conexoes Afim e Riemanniana

Denotamos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C> em M e por D (M)

o anel das fungoes reais de classe C*° definidas em M.

Definicao 1.5. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicag¢ao
V:X(M)xX(M)— X(M)

que satisfaz as sequintes propriedades:
)WVixygvZ = fVxZ +GVyZ,
i)Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ,

i)V (fY) = VXY + X(f)Y.
onde X,) Y, Z €eX e f,geD.



Seja (M, g) uma variedade riemanniana, ¢ € ®(M) e X € X(M), temos as seguintes

definicoes:
Definicao 1.6. O Gradiente de ¢ como um campo vetorial é dado por:
(gradp(p),v) = dp,(v), Yp e M e Vv € T,M.
Definicao 1.7. A Hessiana de ¢ € dada por
Hessy,p(X,Y) = (Y, Vxgrady), VX,Y € X(M).
Definicao 1.8. O Divergente de X em p € M é dado por
divX (p) = trago da aplicagao linear {Y (p) — Vy X (p)}, Vp € M.
Definicao 1.9. O Laplaciano de ¢ é
Ay = div(gradyp).
Definigao 1.10. O Curl de V € X(M) ¢é dado por
(curlV)(X,Y) =(VxV)Y) — (VyV, X).

Proposicao 1.11. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Entdo

existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva

DV

diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial =

ao longo de ¢, denominado derivada
covariante de V' ao longo de c, tal que:

a)2(V+W) =20+ 20

D)F(fV) =3V + o

onde W € um campo de vetores ao longo de c e f € uma funcdo diferencidvel em I.

c)Se V € induzido por um campo de vetores Y € X, isto €, V(t) =Y (c(t)),

entao % =VeaY.
dt



Escolhendo um sistema de coordenadas (1, ..., x,) em torno de p e escrevendo
( J

onde X; = %, temos
VY =) aiy Vi, X+ Y 2iXi(y:) X

Se fizermos Vx, X; = >, T'* " Xk, concluimos que F sao funcoes diferencidveis e que

ViV = Z(szy]r + X(y ))Xk,

o que mostra que VxY (p) depende de z;(p), yx(p) e das derivadas X (yx)(p) de yx segundo
X.

Definicao 1.12. Seja M wuma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Um

campo vetorial ao longo de uma curva ¢ : I — M é dito paralelo se =~ = 0, para todo

dt
tel.

As funcoes Ffj definidas em U sao os coeficientes da conexao V em U ou os simbolos

de Christoffel da conexao. Os simbolos de Christoffel sao dados por
1[0 0 0
=4 g g — — g > g™ 1.1
) 2 { xlgjk—l—ax]gk axkgj}g ( )

Esta é a expressao classica dos simbolos de Christoffel da conexao Riemanniana em termos

da métrica.

Definicao 1.13. Seja M wma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V e uma
métrica Riemanniana (,). A conexdo é dita compativel com a métrica (,), quando para
toda curva diferencidavel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P’ ao

longo de c, tivermos (P, P’y = cte.



Proposicao 1.14. Seja M wuma variedade Rriemanniana. Uma conexao V em M é
compativel com a métrica se, somente se, para todo par V e W de campos de vetores ao

longo de uma curva diferencidvel ¢ : I — M tem-se
d DV DW
— =(— — ), tel. 1.2
Gy = (SLwy e (v e (12)

Corolario 1.15. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M ¢é compativel com

a métrica se, somente se,
XY, Z) = (VxY, Z) + (Y,Vx2), X,Y,Z € X(M). (1.3)

Definicao 1.16. Uma conezxao afim V em uma variedade diferencidvel M ¢é dita simétrica
quando

VxY — VyX = [X,Y] para todo X, Y € X(M). (1.4)

Em um sistema de coordenadas (U, z), se V é simétrica, temos para todo i,j = 1,...,n,

0
8% ’

VX — Vi, X; = [X;, X;] =0, X, = (1.5)

k

Sendo assim Ffj = I'};, 0 que justifica o nome simétrica.

Teorema 1.17. (Levi-Civita).Dada uma variedade Riemanniana (M, g) existe uma tunica
conezxao afim V em M satisfazendo as condigoes:
a) V € simétrica.

b)V é compativel com a métrica Riemanniana.

Esta conexao é chamada de conezxao de Levi-Civita ou conexao Riemanniana.

1.3 Curvaturas

Definigao 1.18. A curvatura R de uma variedade Riemanniana (M,g) é uma corre-
spondéncia que associa a cada par X, Y € X(M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) — X(M)
dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+ Vxy|Z,



onde V € a conexao Riemanniana de M.

Proposicao 1.19. A curvatura R de uma variedade Riemanniana satisfaz:
a)R € bilinear em X(M) x X(M).
b)Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) € linear.

A partir de agora denotaremos (R(X,Y)Z,T) por R(X,Y, Z,T).

Em um sistema de coordenadas (U, x) em torno de p € M, sendo X; = %, temos

R(X:, X;) Z R, X

Rﬁjk sao os coeficientes do operador curvatura R em (U, x) e em termos dos simbolos de

Christoffel, sao dados por
0 0
s i ! !
B = 2Tl = D T3l 5 T = o
Proposicao 1.20. Seja o C T,M um subespaco bi-dimensional do espago tangente T,M
e sejam {x,y} uma base de o. Entao

(1:7 y? x’ y)

K(z,y) = PYNTE

(1.6)
nao depende da escolha dos vetores x,y € o.

K(z,y) = K(0) é chamada de curvatura seccional de o em p.

Seja x = z, um vetor unitario em 7T}, M; tomemos uma base ortonormal {21, 2, ..., 2,1}
do hiperplano de T, M ortogonal a = e consideremos as seguintes médias:

1

Ricy(z) = —

Z(R(z, zi)x, zi), i =1,2,...,n—1

%

1 .
E Ricy(z;) Y p— E (R(zi,2)zi, ), J=1,..n.
tj
As expressoes acima sao combinacoes importantes da curvatura seccional , nao dependem

da base escolhida e sao chamadas de curvatura de Ricci na direcao x e curvatura escalar,

respectivamente.



1.4 Tensores em Variedades Riemannianas

Definicao 1.21. Um tensor de ordem r em uma variedade Riemanniana (M,g) € uma
aplicagao multilinear

T X(M) % ... x X(M) = D(M).

N J/
-

rfatores

Exemplo 1.22. O tensor curvatura R : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — D(M) dado

por

R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z, W), X,Y,Z,W € X(M)

¢ um tensor de ordem 4 e o tensor métrico g : X(M) x X(M) — (M) dado por
9(X,Y) = (XY), X,Y € X(M)
¢ um tensor de ordem 2.

Definigao 1.23. O tensor de Ricci, Ric(X,Y), : T,M xT,M — R, é um tensor de ordem

2 bilinear, simétrico dado por:
Ric(z,y), = trago da aplicagao{z — R(x,z)y}.
Definicao 1.24. O Tensor de Weyl € um tensor de ordm 4, dado por

1
W(Xv Ya ZaT) = R(X7 Y> Z>T) - m[RZC(X, Z><Y>T>

+ Ric(Y,T)X,Z) — Ric(X, T)Y, Z) — Ric(Y, Z)(X,T)]

(n_ 1)(n_ 2)[<X7 Z><Y’T> - <X7T><}/7 Z>]7

_|_

onde r € a curvatura escalar.

Muitas vezes o campo X € X(M) é identificado com o tensor X : X(M) — D(M)
dado por X(Y) = (X,Y), VY € X(M).
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Definigao 1.25. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT de T é um

tensor de ordem (r + 1) dado por

Para cada Z € X(M), a derivada covariante V7T de T em relagdo a Z € um tensor de

ordem r dado por

vV, T(Yy,...,.Y,)=VTM,....Y,, Z). (1.8)
Considerando A e B tensores de ordem 2, vamos definir uma operacao A e B por:

(AeB)(X,Y, Z.T) = A(X, Z)B(Y, T)+A(Y.T)B(X, Z)~A(X.T)B(Y, Z)~A(Y, Z)B(X.T).
Sendo assim vamos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 1.26. O operador curvatura R de uma variedade Riemanniana pode ser escrito

como R=U+Z+W com

U= (1.9)

onde r € a curvatura escalar e Ry € o tensor curvatura da esfera,

1
n—2

7 —

(Ric — %g) °g (1.10)

e W € o tensor de Weyl.

1.5 Imersoes Isométricas em Variedades Riemanni-

anas

Sejam (M™, g) e (M”+k,§) variedades Riemannianas e considere a aplicacao f : M™ —
M. Dizemos que f é uma imersao se f ¢ diferencidvel e df, : T,M — T f(p)M é
injetiva para todo p € M. Se M tem uma métrica Riemanniana , f induz uma métrica
Riemanniana em M por (u,v), = (df(u),df(v))sp), uv,v € T,M. A métrica de M ¢é

chamada a métrica induzida por f, e f é uma imersao isométrica.
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Seja f : M" — M uma imersdo. Identificaremos U com f(U) e cada vetor

veT,M,qeU, com dfy(v) € TpgM.

Para cada p € M , o produto interno em 7, M decompde T, M na soma direta
TPM =T,M® (TpM>La

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. A conexido Riemanniana de
M seré indicada por V. Se X e Y sdo campos locais de vetores em M e X e Y sdo

extensoes locais em M, definimos
VxY = (VxY)".
Sejam X,Y € X(M) e X, Y sdo extensoes de X e Y em M, respectivamente,

B(X,Y)=VxY —VxY

é um campo local em M normal a M, que nao depende das extensoes X e Y.

Proposigao 1.27. Se X, Y € X(U), a aplicagio B : X(U) x X(U) — X(U)* dada por
B(X,Y)=VxY —VyxY

é bilinear simétrica.

Indicando por X+ o espaco dos campos diferencidveis de vetores normais & M, a
aplicagdo B pode ser considerada como um tensor B : X(M) x X(M) x X*+(M) — D(M)
definido por

B(X,Y,N)=(B(X,Y),N).

A aplicacao B é chamada de tensor sequnda forma fundamental.

Vamos definir como sequnda forma fundamental a aplicacao linear auto adjunta S :
XH(M) x X(M) — X(M), associada & B ou seja,

(SvX,Y) = (B(X,Y),N).
Temos, a partir de alguns céalculos, que

SyX = —(VxN)T
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A conexdo normal V* da imersao , é dada por
ViN = (VxN)N.

Definimos a curvatura de E relativa & V*, que é chamada de curvatura normal R+ da
imersao por
RYX,Y)N = VxVyN — ViV N — Vix N (1.11)

Assim a geometria da imersao se decompde em duas geometrias: a geometria do
fibrado tangente e a geometria do fibrado normal. Estas geometrias se relacionam com
a segunda forma fundamental da imersao por meio de expressoes que generalizam as

classicas equagoes de Gauss e Codazzi das superficies da seguinte forma:

Proposigao 1.28. Sejam X,Y, Z, T € X(M) en,( € X*+(M), temos
a) Equagao de Gauss

(R(X,Y)Z.T) = (R(X,Y)Z,T) — (B(Y,T), B(X, Z)) + (B(X,T), B(Y, Z)).
b) Equagao de Ricci
BV Y,¢) — (R V)0, Q) = (S, SX, V),
onde [S,, S¢] indica o operador S, 0S¢ — S¢0.S,.
Corolario 1.29. Sejam X,Y,Z, T € X(M) en,¢ € Xt (M),temos

R(X,Y)Z:R(X,Y)Z—SB(X’Z)Y+SB(X7Z)Y (1.12)

E(X7 Y)T]7 - RL(X7 Y)T]7 _B<S77X’ Y)? +B<S77Y7 X) (113>
Teorema 1.30. (Equagao de Codazzi) A sequinte equagao se verifica

(R(X,Y)Z,N) = (VyB)(X, Z,N)— (VxB)(Y, Z,N).



13

Corolério 1.31. Sejam X, T,7Z € X(M) e N € X+ (M), entdo temos que
(R(X,Y)Z,N) = (Vy Sy X, Z)—(VxSnY, Z)+{(Sn([X, Y]), Z)—(SvinX, Z)+(SvinY. Z).

Se (M™, g) é uma hipersuperficie do espaco euclidiano temos, pelas equagoes de Gauss,

Ricci e Codazzi-Mainard que

R(X,Y)Z = Spix.z)Y — Spy.n X, (1.14)

1.6 Formas Diferenciais e Variedades Integrais

Nesta secao, vamos apresentar algumas defini¢oes e propriedades de formas diferenciaveis

e va-riedades integrais. Maiores detalhes podem ser encontrados em [1] e [16].
Seja p € R", o espago tangente de R" em p sera dentado por R} e seu espago dual por
(RD)*.

Uma base para (R})* é (dz;), onde z; : R" — R ¢ a projecao na i-ésima coordenada.

Definicao 1.32. Um campo de formas lineares em R™ € uma aplicagao ¢ que a cada

p € R" associa p(p) € (R})*, » pode ser escrita na forma

Y= g a;dx;,
i
ondei=1,....,n e a; sio funcoes definidas em R™ e tomando valores em R.

Seja Ak(]Rg) o espago das aplicagoes ¢ : R} x ... x R} — R k-lineares, que com as

k—vezes
operacoes usuals € um espaco vetorial.

Se @1 e g sao formas lineares(ou 1-formas) podemos obter um elemento @1 A s de
2 n :
A*(R7) definindo
p1 A pa(vr, v2) = det(p;(vy)).
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Sejam 1, ..., pr formas lineares, podemos obter um elemento ¢ A ... A @y, de A’“(Rg)
definindo

(1 A oo A o) (1, ..y vg) = det(ipi(v;)).

Proposigao 1.33. O conjunto {(dx,,...,dz;,),}, i < iz < ... <y, ondei; € {1,2,...,n},

forma uma base para A*(R7).

Definigao 1.34. Uma k-forma exterior em R™ (k > 1) € uma aplica¢io w que a cada
p € R™ associa w(p) € Ak(RZ), pela proposi¢ao (1.33), w pode ser escrito na forma
w(p) = Z ail~-~ik(p)(d'ri1 ARTIA dxik)pa
11 <...<tp
onde a;, . ;, (p) sao aplicagoes de R™ em R. Se as fungoes a;, ., (p) forem diferencidveis,

w € dita k-forma diferencidvel.

Definicao 1.35. Sejam w = Y, ardxy, I = (i1, ...,%), ¢ = > ;bydx;, J = (Ji, ..., ji).
Definimos w N o por:
wAp= Zaled:vldva.

1,J

Proposicao 1.36. Se w € uma k-forma, ¢ € uma s-forma e 6 é uma r-forma, tem-se:
a)wAe)ANO=wA(pAb);

b) wAp=(—1)"pAw;

JwN(p+0)=wAp+wAb, quando r = s.

Definicao 1.37. Se w = ), ardx; € uma k-forma, definimos a diferencial exterior de w

como sendo a (k+ 1)-forma

dw = Zda; ANdzxg.
I

Proposicao 1.38. Para formas diferenciais, temos que valem as sequintes iqualdades:
a)d(wy + wq) = dwy + dws, onde wy € wy sao k-formas;

b)d(wy A ws) = dwy A dws + (—1)*wy A dws, onde wy € uma k-forma e

wy € uma s-forma;

c¢) d(dw) = d*w = 0.
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Vamos estender a definicao de k-formas em R" para variedades.

Definicao 1.39. Uma k-forma w em uma variedade M ¢é a escolha, para cada p € M, de
um elemento w(p) dos espagos das formas k-lineares e alternadas A*(T,M)*, do espago
tangente T,M, de modo que a expressao w, de w em qualquer parametrizacao seja dife-

rencidvel.

Com efeito, dada uma tal escolha, teremos para qualquer parametrizacao f, : U, —

M, uma k-forma diferenciavel w, em U, C R" e definida por

We (U1, oy v) = w(dfo(v1), ey df (k)

onde vy, ..., v € RY, ¢ € U.

Proposicao 1.40. Se w é uma I1-forma diferencidvel em uma variedade diferenciavel M

e X, Y sdao campos vetoriais diferencidveis em M, entao
dw(X,Y) = Xw(Y) - Yw(X) —w[X,Y].

Esta é uma proposi¢ao muito importante pois relaciona diferencial de 1-formas em M

com colchete de campos vetoriais em M.

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n, uma distribuicdio r-dimensional
sobre M (ou sistema diferencial r-dimensional) (r < n), é uma aplicagao D, que associa a

cada ponto p € M um subespago m,, de dimensao r, do espago tangente a M em p.

Uma distribuicao D, ¢ dita regular se, para cada p € M existe uma vizinhanga co-
ordenada V' e r campos vetoriais diferenciaveis Y7, ..., Y, definidos em V| tais que , para

todo ponto g € V' os vetores (Y1), ..., (¥;), formam uma base para .

Dada uma distribuicao D, regular em uma variedade M , a subvariedade N de M
diz-se uma variedade integral de dimensao s (s < r), se:
a) dim N = s;
b) Para todo ponto a € N, T,(N) é um subespago de 7,.

Uma distribuicao D, é dita completamente integravel se em cada ponto p € M passa

uma variedade integral de dimensao r.
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Diz-se que um campo vetorial X pertence a uma distribuicao D, se para todo p € M,
X(p) € mp.

Definigao 1.41. A distribuicdo € dita involutiva se X,Y € D, entio [X,Y]| € D,.

Proposicao 1.42. Uma distribuicao € involutiva se, somente se, é completamente in-

tegravel.

Um n-plano fibrado (ver [16], pg. 71) é uma quintipla
{=(E,mB,® 0),

onde
(1) E e B sao espagos (o espago total e o espaco base de &, respectivamente);
(2) m: E — B é uma aplicacao continua sobrejetiva em B;

(3) ® e ® sao aplicagoes

@:Uwfl(p)xwfl(p)eE, O:RxFE—E,

pEB
com ®(71(p) x 77 Hp)) C 7 (p) e ®(R x E) C 7 (p), que constréi cada fibra 7~1(p)
em um espaco de vetores n-dimensionais sobre R, tal que a seguinte condicao trivialmente

local é satisfeita:

Para cada p € B, existe uma vizinhanga U de p e um homeomorfismo ¢ : 771(p) —
U x R™ que é um isomorfismo de espago de vetores para cada 7~ 1(q) sobre ¢ x R™, para
todo q € U.

Por simplicidade de notacao denotaremos o n-plano fibrado apenas por F.



Capitulo 2

Variedades Quase Einstein

Existem duas defini¢oes, nao equivalentes de variedade quase Einstein. A definicao que
utilizaremos é a mais recente, mas apesar disto ja se tem resultados muito importantes
a respeito destas variedades. Esta definicao estd ligada com a definicao de variedades de

curvatura quase constante definida por Chen e Yano em [5].

Neste capitulo apresentamos as definicoes de variedade quase Einstein e a expressao

da curvatura escalar .

Apresentamos também algumas propriedades obtidas quando consideramos algumas

hipéteses adicionais.

2.1 Variedade Quase Einstein e Curvatura Escalar

As definicoes existentes de variedades quase Einstein sao pertubacoes da definicao de

variedade de Einstein.

Definicao 2.1. Uma variedade Riemanniana € dita de Finstein se para todo XY €
X(M), tem-se
Rie(X,Y) = Ag(X,Y),

onde A € uma func¢ao escalar.

17
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Defini¢ao 2.2. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana, X € X(M), pe M, U C M
uma vizinhanga de p e ¢ : (—ee) x U — M uma aplicagio diferencidvel, tais que para
todo q € U a curva t — ¢(t,q) é a trajetdria deX passando por g em t = 0. X € dito
campo de Killing se, para todo ty € (—¢,¢), a aplica¢ao p(to,.) : U C M — M € uma

1sometria.

Temos a seguir uma importante proposi¢ao, demonstrada por O’Neil B. em [13], sobre

campo de Killing.

Proposicao 2.3. SejaX € X(M). Entao X é campo de Killing se, somente se,

9( Vv X, Z) +9(v2zX,Y) (2.1)
para Y, Z € X(M).
Existem duas defini¢oes de variedades Quase Einstein:

Definicao 2.4. Uma variedade Riemanniana (M", g)(n > 3) € dita Quase Einstein se o

tensor de Ricci satisfaz a sequinte igualdade
onde X\ € constante e V € X(M) € um campo de vetores (nao - killing) fizo.

A exigéncia de ser um campo nao killing é para que a variedade nao seja de Einstein,
pois pela proposi¢ao 2.3, se V for killing, temos que g(7xV,Y) 4+ g(VyV, X) = 0, neste

caso a variedade seria Einstein.

Esta definicao foi introduzida por Friedan em 1985, tendo motivagoes fisicas, princi-

palmente em teoria da relatividade.

Definicao 2.5. Uma variedade Riemanniana nao flat (M™, g)(n > 3) € dita Quase Ein-

stein se o tensor de Ricci € nao nulo e satisfaz a sequinte igualdade

Ric(X,Y) =ag(X,Y) + bA(X)A(Y), (2.3)
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onde b # 0, U é um vetor unitdrio fixo, a e b sio escalares e A € a 1-forma associada ao
campo de vetores U, ou seja, A(X)=g(U,X). Neste caso a e b sao ditos escalares associados

e U o gerador da variedade que denotaremos por (QE),.

Exige-se que b # 0 para que a variedade nao se reduza a uma variedade de Einstein.

Esta definicao foi introduzida por M. C. Chaky e R. K. Maity recentemente, com o
objetivo de enfraquecer as hipdteses sobre variedades de Einstein e assim tentar obter

mais propriedades e exemplos e estendé-los as estas variedades.

Por [4], estas definigdes nao sao equivalentes, sendo que a motivagao da definigao (2.4)
foi fisica, enquanto a definigdo (2.5) é geométrica, pois estd ligada com o conceito de
variedades de curvatura quase constante. Utilizaremos a definicao de M. C. Chaky e R.
K. Maity.

Proposicao 2.6. A curvatura escalar de uma variedade Quase Eistein (QE), é dada por

r=an+b. (2.4)

Demonstracao: Para cada p € (QF), seja {e;} uma base do espago tangente em p,

T,(QE),, a curvatura escalar em p é
r(p) = _ Ric(e;, ;). (2.5)
i=1

Substituindo (2.5) em (2.3), temos

n

r(p) = Z[Q(eu ei) +bg(ei, U)g(e:, U)]. (2.6)

i=1

Como U ¢é um vetor unitario Y., g(e;, U)g(e;, U) = 1, temos que
r(p) = an +b. (2.7)

Como queriamos demonstrar. O

Esta expressao da curvatura escalar de uma variedade Quase Einstein facilita bastante

os calculos envolvendo estas variedades.
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2.2 Algumas Propriedades de Variedades Quase Eins-
tein

Apresentamos algumas propriedades importantes de variedades quase Einstein e seu tensor
de Ricci.

Proposicao 2.7. O tensor de Ricci de uma variedade quase Finstein (QF), satisfaz as

sequintes relacoes:

Rie(X, X) > (a +b)(AX))2, a>0 (2.8)

Ric(X,X) < (a+b)|X[?, b> 0. (2.9)
Demonstragao: Pela defini¢ao (2.5), temos que

Ric(X,X) = ag(X,X)+bA(X)A(X)
= a|X* + b(A(X))>. (2.10)

Considerando 6 o angulo entre U e X, temos que:
9(U, X)

VU U)/g(X, X)

_ 9UX) (2.11)

V(X X)

cos) =

Dai
(9(U, X))* <g(X,X) = | X[, (2.12)

Se a > 0, a(g(U,X))? < a|X|? ou a(A(X))?* < a|X|?, adicionando b(A(X))? dos dois

lados da desigualdade, temos que:
(a+b)(A(X))? < alX* + b(A(X))?* = Ric(X, X). (2.13)
Se b > 0, b(A(X))? < b|X|?, somando a|X|* em ambos os lados temos:

Re(X, X) = a|X|* + b(A(X))* < (a + b)| X|*. (2.14)
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Sendo assim temos as seguintes relagoes:

Ric(X,X) > (a +b)(A(X))? a>0 (2.15)
(&
Ric(X,X) < (a+b)|X[*, b>0. (2.16)
Como queriamos mostrar.
O

O seguinte teorema traz uma igualdade importante e foi demonstrado por Y. Watanabe
em [18].

Teorema 2.8. Se em uma variedade Riemanniana n-dimensional M, compacta, ori-

entdvel e sem fronteira, existe um campo de vetores nao paralelo X tal que

/ Ric(X, X)dv = 1/ |dX]2dv+n—_1/ (0X)*dv. (2.17)
M 2y n M

Entio M é conforme a uma esfera imersa no espaco euclideano E™™, onde dv € o ele-

mento volume de M, dX € o curl de X e 0X € o divergente de X .

Teorema 2.9. Seja uma variedade quase Einstein (QE), compacta, orientdvel e sem

fronteira, tal que o gerador U € o gradiente de uma funcao e a sequinte condicdo

n—1

/M(cH—b)dv: - /M(GU)QdU

¢ satisfeita. Entio (QE), € conforme a uma esfera imersa em E™ .

Demonstrag¢ao: Como U é o gradiente de uma funcao, U = gradf, U nao pode ser
paralelo, pois se VU = 0 temos Vgradf = 0 ou Af = 0, onde A denota o laplaciano de

f. Pelo lema de Bochner, f é constante, logo U = 0, o que é absurdo pois U ¢é unitario
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por definicao. Temos também que dU = 0, de fato

dU(X,Y) = g(VxUY) - g(VyU, X)
= 9(Vxgradf,Y) — g(Vygradf, X)
= Xg(gradf,Y) — g(gradf,VxY) —Yg(gradf, X) + g(gradf, Vy X)
= X(Yf)-YXf)+(VyX)f = (VxY)f
= 0.

Como [,,(a+b)dv = "= [, (9U)*dv por hipétese, temos que

1 —1
/ Ric(U,U)dv = -/ |dU|2dv+n—/ (OU)2do.
M 2 Ju n M

Temos em (QFE),, um campo de vetores nao paralelo que satisfaz (2.17), logo pelo Teorema

(2.8), (QE), ¢ conforme a uma esfera imersa em £, ;.

0l

Teorema 2.10. Se em variedade compacta orientdvel (QF), (n > 3) sem fronteira, os
escalares associados sao tais que b > 0 e a+ b < 0, entao nao existe campo de vetores de

Killing nao nulo nesta variedade.

Demonstragao: Por [19] (p.43) sabemos que em uma variedade compacta orientavel e

sem fronteira vale a seguinte relacao:
/ (Ric(X, X) — [VX ]2 — (9X)2)dv = 0, (2.18)
M

onde V é a derivada covariante com relagdo a métrica de (QFE),, 0X é o divergente de
X e dv é o elemento volume de (QF),. Se X é um campo de vetores de Killing, entao
0X =0 (ver [19] p. 43 ). Entao (2.18) se reduz a:

/ (Ric(X, X) — |[VX|*)dv = 0. (2.19)

Vamos considerar b > 0, entao por (2.16), Ric(X, X) < (a+b)| X |*. Portanto Ric(X, X)—
VX2 < (a+b)|X]? - |VX|% Logo,

/M(Rz‘c(X,X)—|VX]2)dv§/M((a+b)|X\2—]VX\z)dv (2.20)
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e por (2.19)
/ ((a+b)|X|> = [VX[*)dv > 0. (2.21)

Se a + b < 0, temos:
/ ((a+B)|X] = |VX[2)dv = 0. (2.22)
M

Como M é compacta, da equacao anterior, temos que X = 0. Portanto nao existe campo

de vetores de Killing nao nulo nesta variedade.

0

Coroldrio 2.11. Se em variedade compacta orientdvel (QF), (n > 3), sem fronteira, os
escalares associados sao tais que b > 0 e a+ b < 0, entao o gerador U nao € um campo

vetorial de Killing .

Demonstrag¢ao: Vamos supor, por contradicao, que o gerador U seja campo vetorial
de Killing. Pelo teorema anterior U é nulo, contradigao pois pela definigdo de (QFE),,, U

¢ um campo de vetores unitario.
O

Assim, nas condigoes deste corolario vemos que gerador desta variedade nao é Killing,

assim como o gerador da definigao (2.4).

Em casos gerais, nao encontramos nada que se refere ao fato do gerador da variedade

(QFE), ser um campo vetorial ndo Killing.



Capitulo 3

Variedades Quase Einstein

Conformemente Flat

3.1 Variedades Quase Einstein Relacionadas com Va-

riedades de Einstein

As variedades quase Einstein conformemente flat podem ser relacionadas com outras
variedades estudadas ha mais tempo que possuem propriedades muito importantes. Estas

relagoes auxiliam na busca por exemplos e propriedades das variedades Quase Einstein.

Certas variedades admitem um tipo de campo de vetores, chamado de campo concir-

cular, que lhes determina varias propriedades importantes. Este campo ¢ definido por:

Definicao 3.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e {X;} uma base espago para o
tangente em cada ponto de M. Um campo de vetores X é dito concircular, se valem as

sequintes iqualdades:

9(Vx, X, X;) +9(Vx, X, Xi) = 29g9(Xs, Xj), (3.1)

24
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vy =Yy (3.2)

Se 1 nao € constante, o campo € dito concircular proprio.

Definigao 3.2. Sejam (QF), (n > 3) uma variedade quase Einstein e a e b, seus escalares
associados. Dizemos que (QF), € quase Finstein especial e denotamos por S(QE),, se a

for constante.

O seguinte teorema mostra uma importante propriedade de variedades quase Einstein

conformemente flat S(QF), (n > 3), que as relacionam com variedades de Einstein.

Teorema 3.3. Em uma variedade conformemente flat S(QFE), (n > 3), o campo de

vetores U definido por g(U, X) = A(X) é um campo concircular prdprio.

Demonstracao: Como a variedade é conformemente flat o tensor de Weyl, W ¢é nulo.
Logo divWW = 0, entao por [7], vale

1

(VxRie)(Y, Z) — (VzRic)(Y, X) = 2n 1)

(Y, 2)X(r) —g(X,Y)Z(r)],  (33)

onde r = an + b é a curvatura escalar de S(QFE),.

Mas,

VxRic(Y,Z) = Vxlag(Y,Z) +bA(Y)A(Z)]

Xlag(Y, Z) + bA(Y)A(Z)] = [ag(VxY, Z) + bA(VxY) A(Z)]
— [ag(Y,VxZ) +bA(Y)A(VxZ)]

X(a)g(Y,Z) + ag(VxY, Z) + ag(Y,Vx Z) + X () A(Y)A(Z)
A(VXY) + (Vx A)(Y)]A(Z) + [A(Vx 2)

(VxA)Z)A(Y) = [ag(VxY, Z) + bA(VxY)A(Z)]
[ag(Y,VxZ) + bA(Y)A(Vx Z)]

+ 4+

X(a)g(Y, Z) + X(b)A(Y)A(Z)
+ W(VxA(Y)A(Z) + (VxA)(2)A(Y)]. (3.4)



26

Assim, temos que

VxRic(Y,Z) = VRic(Y,X) = X(a)g(Y,Z)+ XA )AZ) + b[(Vx A)(Y)A(Z)
+ (VxANZ)AY)] - Z(a)g(Y, X) — Z(D)A(Y)A(X)
— (VLA (YV)AX) + (VZA)(X)A(Y)]. (3.5)

Como a é constante e r = an + b, temos que X (a) = 0 e X(r) = X(b). Substituindo na

igualdade acima, temos

VRic(Y, Z) — VRic(Y,X) = X(r)AY)A(Z) +b[(VxA)(Y)A(Z)
+ (VxA)2)AY)] = Z(r)A(Y)A(X)
— B(VZA)(Y)AX) + (VZA)(X)AY)].  (3.6)

Substituindo (3.3) em (3.6) temos

X(r)AY)A(Z) + b(VxA)(Z)A(Y) + (Vx A)(Y)A(Z)]
—Z(r)AX)AX) = b[(VzA) (V) AX) + (V2 A) (X)A(Y)]

_ ﬁ[g(y, )X (r) — g(X, V) Z(r)]. (3.7)

Fazendo Y = Z = ¢;, onde {e;} é uma base ortonormal do espago tangente em cada ponto

da variedade e aplicando o somatério em 7,1 < i < n na equacao (3.7) e U = Zj uje;,

2 _
>_;ju; =1, temos

D (X(r)A(en) + (Vi A) (e Ales)

i

+HVxA)(e)Ale:)] — ei(r)Ae:) AX)

—b[(Ve, A)(e) A(X) + (Ve A)(X)A(Y)]

Vv
- 3D > lo(en e X(0) - oK) (3.9)

Como Y .e;(r) = O, wei)(r) = U(r), D, 9(X,e)ei(r) = > wiei(r) = X(r) e >, e; =

> uie;, obtemos

SX(r) = U(r)A(X) + b(Vy A)(X) +b Z[(VeiA)(ei)A(X)k (3.9)
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Agora fazendo Y = Z = U na equagao (3.7) e como Vx A(U) = L XA(U) =0e VyA(U) =
sUA(U) = 0, temos

X(r) =UmAX) = b(VeA)(U)AX) + (Vo A)(X)]

= S X0~ AXU) (3.10)
BV A)(X) = 22<Z - ‘Z’) X (r) = AX)U(r)]. (3.11)

Substituindo (3.11) em (3.9), temos

oy (X = AXU() (3.12)
2&__21))( (r) + 2(n1_ FAOU) + bZ}(v@A)(ei)A(X) = 0. (3.13)
Fazendo X = U em (3.9) 1
Zb(VeiA)(ei) =—5U(). (3.14)
Sendo assim
X(r) = U(rA(X). (3.15)

Fazendo Y = U em (3.7) e usando (3.15), obtemos

U(r)AX)A(Z) +b((VxA)(Z) + A(Z)(VxA)(U) = Z(r) A(X)

—[(Vx A)U)AX) + (V2 A4)(X)]
1

— m[A(Z)A(X) — A(X)Z(r)] (3.16)
MVXANZ) = (VZARX) = 5otV )AX)AZ) - Z()A(X)
= 22 U AX)AZ) - U A(Z)A(X))
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Dali, temos que

(VzA)(X) = (VxA)(Z) = 0.
Portanto a 1-forma A é fechada.
Por (3.11) e (3.15), temos
(VuA)(X)=0.
Consideremos agora a funcao escalar

1 U(r)

f:2(n—1) b

Derivando covariantemente em relacao a X

1 U(T)X 1

Val =5 Ot sp T

Por (3.15), temos

onde h é uma funcao escalar.

Dai
VXf = IUA(X)a

onde p = m(h + Ugr)U(r)), usando (3.15).

Usando (3.25), é facil mostrar que

1 U(r)

)= 5=

A(X) = FA(X)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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¢é fechada. De fato,

Ve(w(X) — Vx(w(Y) = Vy fFAX)
+ fVYAX) = (VxAY) — [VXA(Y)
= w(AY)AX) — A(X)AY)) + fI(Vy A)(X) = (VxA)(Y)]
= 0. (3.27)

Usando (3.15) e (3.18) em (3.7) temos

U(r)
2(n—1)

b(A(Z)(Vx A)(Y) = AX)(VzA)(Y) = 9(Y; 2)A(X) — g(X,Y)A(Z)]. (3.28)

Fazendo Z = U na equacao acima, temos

_ 1 U
(VxA)Y) = gy (AKDAY) = g(X.Y)) (3.29)
(VxA)(Y) = = [g(X,¥) +w(X)A(Y) (3.30)

onde w é fechada. Com isto temos de acordo com [15], que o campo de vetores U associado

a 1-forma A é um campo de vetores concircular proprio.
O

Com base em [12] demonstraremos o seguinte teorema.

Teorema 3.4. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Se existe solugdo ndo constante
Y de V) = %g, em uma vizinhanga de p € M com V|, # 0, entao existem um sistema
de coordenadas locais (u,uy, ..., u,_1) em uma vizinhancga de p, uma fungdo v = ¥ (u) com

Y|, # 0 e uma métrica Riemanniana (n — 1)-dimensional g, = g.(u1, ..., un—1), tal que:

J 0

Z 2y — 1
g(au7au) 9

o 0

— —) = 1 =1,...n—1
g(au7aul) 07 pa/r'a ? 9 ’n )
g(aiuz,aiuj) = 0, para 1,j=1,...,n—1.

Assim a métrica g pode ser escrita como ds* = du® + (¢'(u))?*ds?.

*
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Para demonstrar este teorema necessitamos do seguinte lema:

Lema 3.5. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana que admite localmente uma fun¢ao
Y M — R satisfazendo V) = %g. Seja U um aberto de M sem pontos criticos de 1,
ou seja V|, # 0 para todo p € U. Entdo valem as sequintes igualdades:

i) As trajetdrias de V1) sao geodésicas;

ii) || Vo || € constante ao longo dos niveis de 1.

Demonstragao: O vetor normal unitério de uma hipersuperficie de nivel {z € M|¢(z) =

c}dep é N = %. Entao da equacao diferencial V¢ = \.g, onde \ = %, temos que
Vi
VxN = Vg
| Vi ||

AX (X, V) AX.V

= — . : (3.31)
Vel (V, V) | Ve |
Para qualquer vetor X, tangente a M.
Se fizermos X = N em (3.31), obtemos
AN (N, V) A.N.V¢
VNN = — :
VY (Ve, V) || VY |
= 0.
Sendo assim, as trajetorias de Vi sao geodésicas.
Seja X tangente a uma hipersuperficie de v, temos que
2 Ay
Vx || VY ||*=29(Vx VY, Vi) = QTg(X, Vi) =0
pois X e N sdo ortogonais. Portanto || Vi || é constante ao longo dos niveis de 1.
O

Demonstra¢ao:(do Teorema 3.4) Seja ¢ := ¢ (p) e M. = {q|v(¢) = ¢}. M. é uma
hipersuperficie de nivel regular de 1. Escolha um sistema de coordenadas qualquer

Uy, ..., Uy_1 sobre M,. Como as trajetorias de Vi sao geodésicas, vamos extender este
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sistema de coordenadas em coordenadas geodésicas paralelas (u,uy, ..., u,_1) em uma viz-
inhanca de p. Este tem as seguintes propriedades:

- as u-linhas sao geodésicas com u como comprimento de arco

- % é ortogonal a todo conjunto {(u,uy, ..., u,—1)|u = cte}, expressando o fato que os di-
ferentes u-niveis sao paralelos uns aos outros e a distancia entre eles é justamente os u-

valores.

Temos que o u-nivel contendo p coincide por construcao com o -nivel M.. Como
| V4 || é constante ao longo dos v-niveis, estes sdo paralelos uns aos outros. O wu-nivel
contendo p coincide com M, e os u-niveis sao paralelos uns aos outros, temos que os

u-niveis coincidem com os -niveis, dai
Y= e Vi = ¥/ 2
=(u) e =¢'—.
ou
Falta mostrar que

(Qb/(u))izgij(ua ULy -y unfl) = g*ij(ul, cens un,l).

Isto segue de:

0 o, 0 0 ERE

- Ve 0 I
- g(va— w/ 7auj> +g<v% w, ,8/&1)
_ 28y
= nw/ Gij

w//
= Qngj-

Esta ultima igualdade segue de V?i = %g. Portanto para uy, ..., u,—1 fixos, g;; = ¢;;(u)
satisfaz a equacao:
(gi)/ o gz,'j ¢H

0 — — 0.

- ¢/2 QWQU -

Portanto (¢'(w))2gij(u, uy, ..., up—1) nao depende de u, logo

(¢,(u>>_29ij(u7 Uy .-, un—l) = g*ij(ula L) un—1)7

como queriamos mostrar.
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Corolario 3.6. Uma variedade S(QE),, conformemente flat € o produto torcido Ix ) M*,
onde I € um intervalo de R e (M*, g*) é uma variedade Riemanniana (n — 1) - dimen-

stonal.

Demonstra¢ao: Vimos que em uma variedade S(QF), conformemente flat o gerador
U é um campo concircular préprio, logo pela defini¢ao (3.1), existe uma solu¢do nao
constante ¢ de V21 = %g. Pelo Teorema (3.4) a métrica de S(QF), pode ser escrita
como

ds® = du® + (' (u))?ds?.
Pela definicao de produto torcido, S(QE), é o produto torcido I, M*.
Ul

A. Gebarowski mostrou em [8], que um produto torcido do tipo M = I Xy M* é
conformemente flat se, somente se, M* é uma variedade de Einstein. Isto é o que diz o

seguinte teorema:

Teorema 3.7. Seja (M™,g), (n > 3) uma variedade Riemanniana conformemente flat.

Se M = I Xy M*, entao (M*, g*) é Eintein.

Corolario 3.8. Uma variedade S(QF), conformemente flat (n > 3) pode ser expressa

como o produto torcido M = I Xy M*, onde M* é uma variedade de Einstein.

Com o corolério acima, vemos que é possivel relacionar uma variedade quase Einstein

com uma variedade de Einstein, bastando apenas considerar algumas hipoteses adicionais.

3.2 Variedades Quase Einstein Relacionadas Com Va-

riedades de Curvatura Quase Constante

Veremos nesta secao que a definicao que adotamos de variedade quase Einstein esta rela-

cionada com a definicao de variedade de curvatura quase constante.
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Uma variedade conformemente flat é dita de curvatura quase-constante se o tensor

curvatura satisfaz

R(X> Y, Z, W) = p(Q(K Z)g<X7 W) - g(X7 Z)g(Y7 W))
+ q@(X,W)T(Y)T(Z) = g(X, Z)T(Y)T (W)
+ (Y, 2)T(X)T(W) — g(Y,W)T(X)T(Z)), (3.32)

onde p e ¢ sdo fungoes diferencidveis, T' é uma 1-forma dada por T'(X) = ¢g(X,U), para

um vetor unitério fixo U.

Temos uma importante relacao entre variedades quase Einstein e variedades de cur-

vatura quase constante.

Proposicao 3.9. Uma variedade (M™, g) de curvatura quase constante é uma variedade

quase FEinstein.

Demonstragao: Por defini¢ao,se {e;} é uma base do espaco tangente em cada ponto
de M,
Ric(Y,Z) =Y R(Y.e;, Z,e;).

Como M é de curvatura quase constante, temos
R(Y,e;, Z,e;) = a(g(Y,Z)g(ei,e:) — glei, Z)g(Y, i)
+ blglei, &) A(Y)A(Z) — glei, 2)A(Y ) A(e:) + g(V, Z) A(e:) A(es)
— 9(Y.e)Ale)A(2). (3.33)
Substituindo na definicao, temos

Ric(Y,Z) = > R(Y,e;,Z,¢;)

= Z(ag(Y, Z)g(ei; e;) — aglei, Z)g(Y, €;) + bg(ei, e;) A(Y)A(Z)

(2

— by(e;, Z)A(Y)A(e;) + bg(Y, Z)A(e;)Ale;) — bg(Y, ;) A(e;) A(Z))
= [a(n—=1)+0blg(Y,Z)+b(n—2)A(Y)A(Z), (3.34)

onde a e b sao escalares e A é uma 1-forma com vetor associado unitario. Logo, M é uma

variedade quase Einstein.
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Temos por outro lado, que se uma variedade quase Einstein for conformemente flat,

entao ela é de curvatura quase constante, o que esta provado a seguir.

Teorema 3.10. Uma variedade quase Einstein conformemente flat ¢ uma variedade de

curvatura quase constante.

Demonstracao: Como a variedade é conformemente flat, o tensor de Weyl,é nulo, logo,

o tensor curvatura da variedade é dado por

RIX,Y.ZW) = — L (Rie(X, 2)g(Y,W) + Ric(Y,W)g(X, Z)

(n—2)
— Ric(Y, Z)g(X, W) — Ric(X, W)g(Y, Z))
T o 1;<n —9) (9(X,2)g(Y,W) — g(Y, Z)g(X,W)). (3.35)

Substituindo a definigdo (2.5) na equagao acima temos

R(X,Y,Z,W)

+ 4+ |

gy (09X, 2) + DACX) A(Z) ()
[ag(Y, W) + bA(Y)A(W)]g(X, Z) — [ag(Y, Z)
BAY)A(Z))g(X, W) — [ag(X, W) + BA(X)A(W)]g(Y, Z)}

(n . 1)(n _ 2) [g(Y7 Z)g(X7 W) - g(Xv Z)g<Y> W)]

2a
Y. X. Z)—
(Y, W)g(X, 2)

2a r
oY DX W)

g WX 2)

9(Y, Z)g(X, W)

2 [g(¥ WA A(Z) — g(X, W)A(Y) A(Z)
90X Z)AY)A(W) — Y, Z)ACX) AV

(225~ i) X 2arw)
oY Z)g(X, W)

2 [o(Y, W) ACX)A(Z) — g(X, W)A(Y)A(2)

90X, Z)A(Y)AW) — g(Y, Z)A(X) A(W)

pla(X, 2)g(¥, W) — (¥ Z)g(X, W)] + alg(¥, W) A(X)A(2)
90X W)AY)A(Z) + 9(X, Z2)AN)AGW) — g(¥, 2) ACX)AGW)].
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Considerando p = % — m eq= %, vemos que o operador curvatura satisfaz

as condigoes da definicao de curvatura quase constante.
O

Vimos que uma variedade de curvatura quase constante é uma variedade quase Eins-
tein, assim podemos relacionar estas variedades com variedades quase Einstein conforme-
mente flat, como também sao relacionadas variedades de Einstein com variedades de

curvatura constante.



Capitulo 4

Variedades Quase Einstein Imersas
Isometricamente no Espaco

Eucli-diano

Na secao 1, apresentaremos algumas definicoes e um teorema sobre imersoes isométricas

no espaco euclidiano, que é sem duvida um teorema muito importante para geometria.

Com estas nogoes vamos relacionar variedades quase Einstein com hipersuperficies do
espago euclidiano. Esta é uma relacao importante, visto que estudar as hipersuperficies
conformemente flat, que sao imersas isometricamente no espaco euclidiano é tépico de

pesquisa nos dias atuais.

4.1 Imersoes de Variedades Riemannianas no Espaco

Euclidiano

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana, X(M) o fibrado tangente de M e E um k-
plano fibrado sobre M equipado com a métrica do fibrado e uma conexao compativel D.

Vamos definir o tensor segunda forma em E como um homomorfismo bilinear simétrico

36
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B : X(M) x X(M) — E e a segunda forma fundamental S como o homomorfismo S :
X(M) x E — X(M), auto-adjunto associado a B.

Vamos enunciar agora um dos principais resultados desta secao.

Teorema 4.1. Seja(M", g) uma variedade Riemanniana e E um k-plano fibrado sobre
M equipado com a métrica do fibrado e uma conexdo compativel D. Seja B : X(M) X
X(M) — E o tensor sequnda forma fundamental em E e S : X(M) x E — X(M) a
sequnda forma. Se as equagoes de Gauss (1.14), Ricci (1.15) e Codazzi-Mainard (1.16) sao
satisfeitas, existe uma imersao isométrica local f : V. C M — R"™* na qual identificamos
o fibrado normal da imersao com E. Entao a métrica induzida sobre o fibrado normal
de f coincide com a métrica dada sobre E, a sequnda forma fundamental e a conexao da

imersao coincide com S e D, respectivamente. Além disso, a imersao € unica.

Para demonstrar este teorema necessitaremos dos seguintes lemas:

Lema 4.2. Seja(M™,g) uma variedade Riemanniana e E um k-plano fibrado sobre M
equipado com a métrica e a conexdo compativel D. Seja B : X(M) x X(M) — E o tensor
sequnda forma em E e S : X(M)x E — X(M) a sequnda forma . Assuma que as equagoes
de Gauss, Ricci e Codazzi-Mainard sao satisfeitas. Entao, existem 1-formas diferencidveis

wi ewy, 1 =1,..n+ k. definidas localmente em M e satisfazendo as sequintes condigoes

dw; = ij /\wf, =1,..,n, (4.2)
J
dwy = ng ANwp, c=1,...n+k. (4.3)

Demonstrag¢ao: Vamos usar as seguintes convengoes sobre os indices
1<a,be,d<n+k,

1<4,5,1,s,t <n,
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n+1Sa767’y7§n+k7

Seja U uma vizinhanga coordenada em M e {X;} uma base ortonormal do espago tangente
em cada ponto de U. Considere {w;} a base dual de X;, ou seja, w;(X;) = 0;; e defina

we(X;) = 0. Considere {Y,} uma base ortonormal em U x R* C E e defina

W3<XJ> = g(Sy«X;, Xj), (4.5)
wza = _WZ; (47)

onde V é a conexao Riemanniana de M.
Como D é compativel com a métrica do fibrado, temos que
g(DXiYav Yﬁ) + 9<DX1'Y57 Ya) = Xig(yom Y,@) =0.
Dai,
9(Dx.Ya,Y3) = —g(Dx, Y5, Ya)
ou

w‘g (Xz) = —wﬂ(XZ)

«

Da mesma forma, como V é compativel com a métrica, temos

wz — _w]
e por defini¢ao
a A
wz — _wa.

b

. e w? =0, portanto (4.1) estd satisfeita.

Entao wp = —w

De (4.4), temos
wi (X)) = 9(Vx, X;, X;) (4.8)

Vi Xi =Y wi(X)X;. (4.9)
J
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Como w](XZ) = 6ij
J

Como V é simétrica, obtemos de (4.10) que
inwl(Xj)Xl - Vijl(Xi)Xl = wl[Xi,Xj]Xl. (411)
Usando o fato que a conexao é uma derivagao e (4.9), temos derivando (4.11)

D (Xiwi(X;)) = Xj(wi(X0) — [ X, X)) X+ (X)) Vi, Xi —wi(Xi) Vi, X)) = 0 (4.12)

ou

D (Xiwn(X;) = X (X) =X, X)X+ > (wn(X)wk(X) —wn(Xi)wl(X;)) X, = 0.
l

(4.13)
Que ¢ equivalente a, trocando s por [
Z dwy(Xi, X;) X, = Z Z wy(X NX; — we(X;)ws (X5), (4.14)
ou
dw; = Zws Awj. (4.15)
Portanto, (4.2) vale.
De (4.5) e (4.6) temos
Sv. Xi = wh(X;)X; (4.16)
J
e
Dx,Y, =) wj(X;)Vs. (4.17)
B

Como S é auto - adjunta g(Sy, X;, X;) = 9(Sy, X, Xi) e g(B(X,Y),N) = g(SyX,Y),
temos
wa(X;) = wl(X;) (4.18)

B(X;, X;) Zuﬂ (4.19)
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Pela equacao de Gauss vale R(X;, X;)X; = Sp(x,;,x)Xi — Sp(x,,x,)X}, dai substituindo
4.19 temos

R(X;, X;)X, = ZSX Y,) — Sx, (Wh(X:)Ya). (4.20)
Por (4.16)

R(X;, Xj) X0 =Y (D (wh(X))wi(X) — wh(X)wh (X)) X,

R(X:, X)X =) (O (wh(Xj)ws(Xo) — wh(Xo)ws (X)) X

ou,

R(X;, X)X == (O wh Awi(Xi, X)) X,

S «

Entao,
R(Xi, X)X = ) (wh Awl (X, X)) X

s

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

Como por definicio R(X;, X;)X; = Vx,Vx, X; — Vx,Vx,X; — Vix, x,) X1, usando o fato

que a conexao ¢ uma derivagao e (4.9), temos

R(Xi, X)X = ) _[(Xi(wh(X;)) = Xj(wh(X0)) — wh([X:, X)) X,

S S

S

D@ Xw(X) — wp (X)wi (X)) Xi]

t

= ) Al (X, X)X+ Y (wf Awh(XG, X)) X

S

= Y (e (X0 X)) + 3 (@ A WXL X)X,

Logo
R(X5, X)) X0 = > ((dwh(Xi, X;)) = Y ((wh Awh(Xs, X;) X

s t

Comparando (4.24) e (4.25), obtemos

l a_ g LAt
w, A wy = dw, —w; A wy

ou,

P 1 a
dw, = w, N\ wy.

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)
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Pela Equacao de Ricci, temos

R(X;, Xj)Ya = B(Xi, Sy, X;) — B(Sv. Xi, X;) (4.29)
- Z(%(SXJ-Ya)Yﬂ W,g(SX 2)Ys). (4.30)
B

Substituindo (4.16), obtemos

RX, X)Ye = S (Y wl(x)x) - ol wh(X)X))Y;  (431)

= D (Wh(Xwd(Xe) — wh(Xowe(X0) Y. (4.32)
t
Por (4.18)
R(X;, XY, ZZ X;) — wh(X)wh (X,)) V5. (4.33)
Substituindo (4.1) temos
R(X:, Xj)Ya = D> B (Whl(X))wf(Xi) — wh(Xi)wf (X,))Ys (4.34)
t
= =) ) Wi Aw(Xi, X;)Y (4.35)
Jé] s
= D ) Wl Aw(Xi, XY, (4.36)
Jé] s
Temos que,
R(Xi, Xj)Ya = Vx,Vx,Ya — Vx,Vx,Ya — Vix, x, Ya- (4.37)
Substituindo (4.17)
R(X;, Xj)Yo = Y (Vx, (W5 (X;))Yp) — Vi, (W5 (X)) Vs — wi ([Xi, X;))Ya). (4.38)
B

Como a conexao é uma derivagao

R(X;, Xj)Yo = > ((Xw§(X;) — X;wi(Xi) — w§ (X, X))V

B

+ Wi(X;)Vy,Ys — wi(Xi)Vx,Ys) (4.39)

= D (dw§(Xs, X))V + ) (w9 (X))l (X;) — wi(Xi)wl(X;))Y,(4.40)
B Y

= ) (AW (Xs, X)) Vs + Y (X)) (Xi) — S (Xo)wh(X;))Va04.41)
B Y

= ) (dwd (X, X))V — > WS Aw)(Xi, X;)Y). (4.42)

B vy
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Comparando (4.1) e (4.42)

D (dwi(Xi, X;)Yy Zw Aw(Xi, X;)Y3) = Z@Zw Awi(X;, X;)Y5,  (4.43)
B
dwy = Zw? Awj + Zwﬁ A wg, (4.44)
s vy
ou
dwg = ng‘ A wg. (4.45)

Como S satisfaz a equacao de Codazzi-Mainard temos
De (4.16) e do fato que Sy, [X;, X;] = >, wh([X;, X;]) X}, temos

D (VWi (X)X) = Vx,wh (X)X = Y wh (X, X5 X) = D (S, (W5(X;)V5)
l l B
Sx; (wj(Xi)Ys)).

Por V ser uma derivagao, por (4.16) e por (4.17)

Z((szé(Xl) X w (Xl) — W ([Xz,X ]))Xl -+ w” (XI)VX Xl — w (XZ)VX Xl)

= Z Z Wi (X;)wh(X0) Xy — wi(Xi)wh(X:) X)),
Usando (4.18)

D (Xiwh (X;) = X0k (Xq) — wh (X X51) X+ wh (X)) Vi, X; — wh (X)) Vx, X))
l

B l
Dai,
D (Al (X, X5) 4 ) (Wh(X)wh(X:) — Wl (X))wh (X)) X,) (4.46)
= > > 5 — W§(X)w) (X;)) (4.47)
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Logo,

du!, = Z wh A we. (4.49)

Entao, as seguintes equacoes sao validas

dw' = Z wh AW, (4.50)
dw’ = wa A wg, (4.51)
dwl, = Zwi A wy. (4.52)
Portanto,
dw? = Z Wi A wy. (4.53)
Como queriamos mostrar.
U

Lema 4.3. Sejam w; e wy I-formas diferenciaveis sobre M, satisfazendo (4.1), (4.2) e
(4.3). Entao, para cada qo € M, existe uma matriz ortogonal A = (Ay) de funcoes

definidas sobre uma vizinhanca V de qy e wma aplicacio f :V — R tais que

W =dA'A (4.54)

df = w.A, (4.55)

onde W representa a matriz (wi), w = (wy, ...,wy,0,...,0) e *A € a transposta de A.

Demonstragao: Seja U uma vizinhanga coordenada em M, tal que gy € U e yq, ..., Yn

coordenadas locais em U com ¢y = (0, ...,0). Seja 2z um sistema de coordenadas usual

sobre R%)®  Vamos identificar o conjunto de matrizes reais n+ k por n+k com R("+5)°,

nth)?* - Seja

daf o conjunto das matrizes ortogonais O(R"**) como um subconjunto de R(
Z a matriz de fungées Z = (z{) definida sobre este subconjunto. Considere a matriz de
1-formas em U x O(R™™")

A=dZ -W.Z (4.56)
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Para cada (¢, Z) € U x O(R™"*) temos
Nz T,U x T,OR™) — T,O(R™).
De fato, se (v, X) € T,U x TzO(R™*), entao
N0, X)'Z+Z'Nyz = (dZ(X)—=W(0).2)'Z+ Z(d'Z(X) =" Z'W (v))
= dZ(X)'Z + Zd'Z(X) — W(v) =" W(v)
= 0.

Esta tltima igualdade segue de (4.1) e do fato que Z € O(R"**). A aplicacao linear A, z)

é sobrejetiva,pois para cada X = X2 € T;O(R"*), A4 2)(0, X) = dZ(X) = X. Entdo
b

dim kerA, z) = n.

Sendo assim, para cada (¢,Z) € U x O(R"*), vamos definir uma distribuicio n-

dimensional em U x O(R""*) como segue

D(q, Z) = kerA g z).

Se (v1, X1) e (v9, X2) € D(q,Z), entdo para cada a,b, Af(v1,X1) = 0 = Af(ve, Xs).
Como Z é uma matriz de 1-formas d(dZ) = 0. Dai por (4.20) (ver[1l] p.16) temos:

AN = d(dZ) - d(W.2)

= —dW.Z+W NdZ.
Por (4.3) e (4.56) temos
dN = —(WAW).Z+W AN+ W.z2)
= WAA.
Entao para cada a,b
Apl(vr, X1), (02, Xo)] = (01, X1)AG (02, Xa) — (v2, Xo)Af (01, X7)

— dA((v1, X1), (v2, X))

= —dA}((v1, X1), (v2, X2))

= —W2ANA((v1, X1), (v2, X2))
= 0.
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Logo [(v1, X1), (v2, Xa)] € D(q,Z) e assim a distribuigao é involutiva, logo ¢é integravel
(ver[l]). Entao a variedade admite, em cada ponto, uma variedade integral de dimensao
n. Dado (0, Z) € U x O(R"™*), temos que D(0,2) N (0 x T,O(R"**)) = {0}. De fato, se
(0,X) € D(0,Z2) N (0 x TzO(R™*)) = {0}, temos

0=A(0,X) = dZ(X) = X.

Pelo Teorema da funcao implicita, a variedade integral que passa pelo ponto (0,7) é
localmente o gréfico de uma funcio q — A(q) € O(R"*) com A(gy) = A(0) = Z. Como
Z = A ao longo do grafico e A = 0 sobre o gréfico, pela equagao (4.56)

dA = W.A.
Dali,
W =dA'A.
Sendo assim, temos uma matriz ortogonal definida sobre uma vizinhanca V; C U de qq.
Seja yy, ..., yn coordenadas locais em U, com ¢g = (0, ...,0). Seja z, sistema de coorde-
nadas usual em R"* 7 a matriz (2,) e considere a matriz de 1-formas em V; x R"**
AN=dZ —w.A. (4.57)
Para cada (p,z) € Vi x R"™* temos que Ape) € sobrejetiva em R™* pois para cada
X =X,2, € R"™, Ay )(0,X) = dZ(X) —w(0)A = dZ(X) = X. Logo dim kerA, ) = n.

Entao, para cada (p,z) € Vi x R"™* definimos uma distribuicao n-dimensional como
segue:
D(p, x) = kerAg ).

Temos que,
dN = —dw A+wANdA
= —-wWAWA+wAWA=0.
A partir de (4.15) e (4.54).

Logo, se X,Y € D(p,x),[X,Y] € D(p, x). Entao a distribui¢ao é involutiva, portanto

¢é integravel .
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Dado (0, ), temos que D(0,z) N (0xR™*) = {0}. Pelo teorema da funcio implicita, a
variedade integral que passa por (0,z) é localmente o grafico de uma funcao p — f(p) €
R™** com f(qo) = f(0) = Z. Como Z = f e D = 0 ao longo do grafico , por (4.57) temos

df = w.A.

Entdo, existe uma aplicacdo f : V — R™* onde V C V; C U tal que ¢y € Vi, e
uma matriz ortogonal A de fungoes definidas em V satisfazendo (4.54) e (4.55). Como

queriamos demonstrar.
O

Demonstracao( do Teorema 4.1) Pelo Lema (4.2) obtemos formas diferenciais w; e
wi definidas em uma vizinhanga coordenada U de M, satisfazendo as equagoes (4.1), (4.2),
(4.3). Pelo Lema (4.3), dado qo € M, existem uma vizinhanca V' de gy, uma aplicacao

f:V — R"* ¢ uma matriz ortogonal A definida em V, tal que

W =dA'A

df = w.A.

Como A é uma matriz ortogonal, logo nao singular e, pelo Lema 3.8, w; sao linearmente
independentes, df é injetiva, portanto f é uma imersao. Seja Xi,..., X, uma base do

espago tangente em cada ponto de U, como no Lema (4.2), por (4.55) temos
g(df (X,),df (X;)) = g(w(Xi) A, w(X;)A) = Y ALA) = 67 = g(X;, X;).

Esta ultima igualdade segue do fato de A ser ortogonal. Dai, temos que f é uma imersao

isométrica.

Agora, vamos identificar V com f(V). Considere um sistema ortonormal Y ,,41, ..., Y i1

Z Aa 8xa

onde T, ..., T, 11 s30 coordenadas usuais em R™"*. Para cada i, df (X;) é tangente a f(V)

gV, df (X ZA ZA =) ACA, =5"=0

definido por

e
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Portanto, Y, é normal & f(V) daf {Y,} é uma base do fibrado normal de f.

Se m : E — M é a aplicacdo projegao e {Y,} é uma estrutura de campos em
E, como no Lema (4.2), escolhemos coordenadas locais em 7' (U) dadas por (u,v) =
(Ui ooy Uy Yt 1y ooy Yntk ), Onde (uy, ..., uy,) sdo coordenadas locais em U e y = y,Y,. Seja

1 uma extensao da imersao f definida como segue:

w U x Rn-l—k N Rn-i—k

() = 3 F )5+ 3 V)

isto é,
U (u,y) = fUu) + )AL (4.58)

) é um difeomorfismo sobre (U x R™* pois f é um difeomorfismo sobre f(V') e 1) é

uma extensdo linear de f. Além disso, di)(Yy,) = Y.

A aplicacdo ¢ induz sobre T(V x R™**) uma métrica que restrita a V coincide com
a métrica inicial. Além disso, a métrica induzida sobre o fibrado também coincide com a
métrica dada pois di)(Y,) = Y. Portanto identificamos V' x R"** com o fibrado normal

da imersao e a métrica induzida sobre o fibrado normal coincide com a métrica sobre E.

Vamos escolher uma estrutura e, ..., e,,x em uma vizinhanca de R"™*, que contém

f(V), como segue:

e =df(X;), ea =Y,o = ZAgai .

Vamos denotar a base dual associada por {6,} e a forma de conexao correspondente por
{07}, definida pela equacao de, = ), Oye,. Estas formas restritas a f(V') sao tais que

6, =0ecomoe, =), Aza%a, temos que
a a a b a a Ab
08 = g(deq, ep) = g(ZC: A5~ Z Aig - = Zc:dACAC). (4.59)

Usando f, as formas 6, e 0] induzem formas f*0, e f*8; sobre V. Temos

[10:(X;) = 0:(df (X;)) = 0ij = wi( X))

FO(X5) = 05(df (X)) = 65(X;) = D dAz(e)) AL = il (X5),



48

onde usamos 4.23 e identificamos A(u) com A(f(u)).

Como as formas induzidas f*¢' e f *05 coincidem com wie wg, elas definem a mesma

conexao D e segunda forma S no fibrado normal da imersao pelas equagoes (4.16) e (4.17).
Agora falta provar que a imersao é tnica.

Seja f : V — R™* outra imersdo satisfazendo as condicoes do Teorema e {e.} a base
correspondente. Se ¢ € V, usando um movimento rigido podemos levar f(q) em f(q) e e,
sobre €, em f(q). Pela unicidade das solugdes das equagoes (4.18) e (4.19), {e,} coincide
com {e}, e f coincide com f em uma vizinhanca de ¢. Como V é conexa f = f em V.

Portanto a imersao é unica.

0l

Corolério 4.4. Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana simplesmente conexa e E,S,D e B
como no teorema anterior. Entdo eviste uma imersio isométrica f : M — R nas

condigoes do Teorema (4.1).

Demonstrag¢ao: Dados qo,p € M, p # qo e « : [0,1] — M uma curva simples ligando p
a qo. Seja {V;}, uma colegao de vizinhangas cobrindo a0, 1] tal que, V; = V. Podemos
estender f a U,V e entao a f(p).

Como M é simplesmente conexa, f(p) nao depende da curva escolhida.

O

Assim, se adicionarmos ao Teorema (4.1) a hip6tese de que a variedade é simplesmente
conexa, temos uma imersio da variedade em R™™* que néo é apenas local, mas de toda a

variedade.
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4.2 Variedades Quase Einstein e Hipersuperficies do

Espaco Euclidiano

Seja (M", g) uma hipersuperficie de um espago euclidiano E"*!' g ¢ a métrica induzida

por E™L. Assim, a equagao de Gauss de (M", g) é dada por

onde R é o tensor curvatura e B é o tensor da segunda forma fundamental da imersao
f:M — E™HL

Seja S, a aplicacao associada a B, ou seja,
9(5y(X),Y) = g(B(X,Y),n), (4.61)
onde n € X(M)*+ e X,Y € X(M). Seja H, o tensor:
H,(X,Y) = g(5,(X),Y) = g(B(X,Y),n). (4.62)

Definigao 4.5. Uma hipersuperficie (M™, g) de um espaco euclidiano E"' € dita quase

umbilica se o tensor H, tem a forma

H,(X)Y)=0a9(X,Y) + fw(X)w(Y), (4.63)
onde w € uma 1-forma e o seu campo de vetores associado € unitdrio e o e 3 sao escalares.

Teorema 4.6. Uma hipersuperficie (M™, g) quase umbilica de um espaco euclidiano E™™!

¢ quase Finstein.
Demonstracao: Por (4.61),(4.62) e (4.63), temos

9(B(X,Y),n) = ag(X,Y)g(n,n)+ Buw(X)w(Y)g(n,n)
= g(ag(X,Y)n + Bu(X)w(Y)n,n).

Dai, temos
B(X,Y) =ag(X,Y)n + Bw(X)w(Y)n. (4.64)
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Como a hipersuperficie é quase umbilica, por (4.64) e pela equagao de Gauss

+ aflg(X, W)w(Y)w(Z) + g(Y, Z)w(X)w(W)] (4.65)
gV, W)w(X)w(Z) — g(X, Z)w(Y )w(W).

Seja {X;} uma base do espago tangente em cada ponto da variedade, temos
Ric(X,Y) = > R(X X;Y X))

= D _a*(9(X, X)g(Y, Xi) — g(X, Xi)g(Y, X))
+ aBg(X, Xi)w(Y)w(X;) + g(Y, Xi)w(X)w(X;)]
- g(Xi, Xi)w(X)w(X;) — g(X, Xi)w(X;)w(X;)
= ag(X,Y) + bw(X)w(Y),

onde a = a?(n — 1) + af) e b = aB(n — 2). Portanto M é quase Einstein.

0l

J. A. Schouten provou em [14] que uma hipersuperficie conformemente flat de um
espaco euclidiano, é quase umbilica. Entao, usando este resultado e o teorema anterior

temos o seguinte resultado:

Corolario 4.7. Uma hipersuperficie conformemente flat do espaco euclidiano E™ € quase

FEinstein.

Definicao 4.8. Uma variedade Riemanniana é dita conformemente flat especial se o

tensor H definido por

H(X,Y) = n__12Ric(X, V)t g 13 g eY) (4.66)
pode ser expresso por
H(X,Y) = _70‘29()(, Y) + BX ()Y (a), (4.67)

onde o e (3 sao escalares tais que o > 0.
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Proposicao 4.9. Uma variedade quase Einstein S(QFE), conformemente flat, tal que

a(n —2) —b >0 ¢ uma variedade conformemente flat especial.

Demonstragao: Substituindo a definigao (2.5) na definigdo de H, temos

H(X,Y) = —(ag(X.Y) +bACO)AY)) + 5

D%V
b

- (n__az o= &n - 2>) 9(X,Y) = — AX)A(Y).  (4.68)

Fazendo 5 (n—2) b
T e e ) Bl oy ) (4.69)

Entao aplicando X a ambos os lados obtemos

—X(r) UM

20(X0) = gy = s A(), (4.70)
Dali,
A(X) = (;?:;X(Oz)(n —1)(n—2). (4.71)

Substituindo (4.69) e (4.71) em (5.68) temos

2

H(X,Y) = %g(X, Y) + BX ()Y (), (4.72)

onde § = 4b(’"72a”;2a)("71). Como a(n—2)—b > 0, de (4.69) temos que « é nao nulo e pode-

mos considera-lo positivo. Sendo assim o tensor H satisfaz a definigdo (4.8), concluindo

assim a demonstragao da proposigao.
0

Nosso objetivo agora é relacionar as variedades quase Einstein S(QFE), com as hiper-
superficies que sao imersas isometricamente no espaco euclidiano. Para isso definimos o

seguinte tensor na variedade quase Einstein S(Q),, conformemente flat:
o 1
h(X,Y) = §g(X, Y)—-—H(X,Y). (4.73)
o)

Como S(QF), é conformemente flat especial temos que:

_ A2

H(X,Y) = T&g(X, Y) + BX ()Y (o). (4.74)
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Dali,
hX,Y) = %g(X, Y)+ %g(X, Y)— g[X(oz)Y(a)] (4.75)
= ag(X,Y)— g[X(oz)Y(a)]. (4.76)

Lema 4.10. O tensor h é uma forma bilinear simétrica.

Demonstracao: De fato:

hX,)Y) = ag(X,Y)—gX(a)Y(a)
= agl¥.X) - 2 (@)X () (77)
= WY, X), (4.78)
MX+2Z2Y) = ag(X+2,Y) — g((X + Z)a)(Ya)
B

= ag(X,Y)+ag(Z,)Y) — a(Xa)(Ya) — g(Za)(Ya) (4.79)

= W(X,Y)+h(ZY). (4.80)

Da mesma forma h(X,Y + Z) = h(X,Y) + h(Z,Y).

MIXY) = ag(fX.Y) ~ 2(7X (@)Y (o)
= Jag(X.) - L fX(a)¥ (@) (1.81)
= fh(X,Y). (4.82)

Da mesma forma h(X, fY) = fh(X,Y).
Portanto, pelas equacoes acima, h é bilinear simétrica, como queriamos mostrar.
O

Utilizamos o Teorema (4.1), juntamente com h para demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 4.11. Toda variedade S(QFE), conformemente flat, simplesmente conexa (n >
3) tal que a(n — 2) — b > 0, pode ser imersa isometricamente no espago euclidiano E"™,

como uma hipersuperficie.
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Demonstra¢ao: Como S(QE), é conformemente flat, por [7], temos:

V2H(X,Y) = VxH(Z,Y) =0.

Derivando covariantemente (4.74) e (4.73) e aplicando (4.83) temos

1

Vh(X,Y) = %g(X, Y)Z(@) = —Z(@)H(X,Y) + é(VZH)(X, Y).

Dat,
Vh(X,Y) = Vxh(Z,Y) = %[g(X, Y)Z(a) - g(Z,Y)X(a)]
+ L 20)(=%0(X.¥) + BX (@)Y ()
— LX)~ S lo(z.Y) + 82(0)Y (0)
= 07X (@)Y (0) ~ 3BZ(a)X(a)Y (a)

Como S(QFE), é conformemente flat, o tensor de Weyl, W, é nulo. Logo

R(X,Y,Z,T)

- L [Ric(X, Z)g(Y, T) + Rie(Y, T)g(X,T)

Ric(X,T)g(Y, Z) — Ric(Y, Z)g(X,T)]

(n— 1;(n Y [9(X, Z)g(Y.T) — g(X,T)g(Y, Z)]
—H(X,Z)g(Y,T) - H(Y,T)9(X, Z)

H(X,T)g(Y,2)+ H(Y, Z)g(X,T)

Oé2

(S9(X,2) = AX(0) Z(@))g(V; T)

042

(S9(V,T) = BY () T(a))g(X, 2)

2

(90X T) + X ()T (@)g(Y. 2)

5 9(Y, 2) + B(Ya) (Za)lg(X.T)

a2g(X7 Z)Q(Y7 T) - a2g<X7 T)9<Y7 Z)

BX (0)Z(a)g(Y.T) = BY ()T (a)g(X., 2)
)

(
BX(a)T()g(Y, Z) + Y (a) Z(e)g(X, T).

(4.83)
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Temos que:

g(M(X, 2), (Y, T)) = glag(X,Z)

— ZX(@)2(0), 09(v.7) - DY (@)T(a))
— (X, 2)g(Y.T) ~ BX(a)Z(a)g(Y.T)
Py

= BY()T(@)g(X, Z) + 5 X(a)Z(a)Y ()T (a).

Dali,

g<h<X7 Z)? h(Y> T)) - g(h(Xv T)> h(Y7 Z)) = a2g<X7 Z)g(}/a T) - a2g(X7 T)Q(Y7 Z)
— BXa)(Za)g(Y,T) = B(Ya)(Ta)g(X, Z)
+ fXa)(Ta)g(Y, Z) + (Y o) (Za)g(X, T).

Comparando as equagoes acima temos que:
R(X,Y,2,T) = g(h(X, 2),h(Y,T)) — g(h(X,T), h(Y, Z)). (4.84)

Temos, portanto, que a forma bilinear simétrica h satisfaz as equacoes de Gauss e Codazzi,
para hipersuperficies do espaco euclidiano, logo satisfaz (1.14) e (1.16). Considerando o
1-plano fibrado associado a h a equagao de Ricci (1.15) é trivialmente satisfeita ja que o
plano fibrado tem codimensao 1 . Entao, pelo Teorema (4.1) e pelo Corolério (4.4) temos
que S(QF),, nas condigoes deste Teorema, pode ser imersa no espaco euclidiano E™*

como uma hipersuperficie.
O

Obs: No caso do teorema acima h ¢é aplicagao bilinear associada ao tensor segunda

forma da imersao de S(QFE), em E™"! tal que
Como X+ tem dimensdo 1, utilizamos h, que é a segunda forma da imersao.

O Teorema (4.11) relaciona as variedades quase Einstein especiais com as hipersu-
perficies conformemente flat que sao imersas isometricamente no espago euclidiano. Ob-
servamos que o problema de classificar as hipersuperficies conformemente flat imersas
isometricamente no espaco euclidiano é equivalente a classificar as variedades quase Eins-

tein especiais, com algumas hipoteses adicionais.



Conclusao

Relacionamos variedades quase Einstein conformemente flat com variedades de curvatura

quase constante e determinamos algumas propriedades especiais.

Determinamos também condi¢oes para que uma variedade quase Einstein seja imersa

isometricamente no espago euclidano como hipersuperficie.

95
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