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RESUMO

Este trabalho analisa a variabilidade espacial da condutividade hidraulica
saturada com enfoque Bayesiano. Ha um enorme interesse no campo da
agricultura em se conhecer as medidas de condutividade hidraulica de um
determinado local que receber4d um plantio qualquer. Este interesse se deve
principalmente a relacéo direta entre a condutividade hidraulica e a quantidade
de irrigacdo que o local recebera. A area de estudo situa-se em um vale aluvial
do semi-arido Pernambucano. Foi modelada espacialmente a propriedade
condutividade hidraulica e, através da técnica de geoestatistica conhecida
como krigagem mapeou-se o vale. Foram analisados 98 pontos com medidas
de condutividade hidraulica obtidas de teste de piezbmetros na parte saturada
do solo e slug tests. Utilizou-se tanto a estatistica classica, como a metodologia
Bayesiana no estudo da variabilidade espacial. Foi observada a log—
normalidade dos dados, e a estrutura de variabilidade estimada pela
geostatistica classica foi compativel com aquela estimada pela metodologia

Bayesiana.



ABSTRACT

This work analyzes the spatial variability of the saturated hydraulic conductivity
using the Bayesian approach. There is a large interest in agriculture on
determining the hydraulic conductivity of a cultivated area. This interest is mainly
due to the direct relationship between the hydraulic conductivity and the amount
of irrigation that the place receives. The study area is located in an aluvial valley
of the semi-arid zone of Pernambuco state. The Hydraulic conductivity was
spatially modelled and, through the geostatistical kriging technique the valley was
mapped. A total of 98 measurement points have been analyted, with hydraulic
conductivity measurements from piezometer tests in the saturated part of the
valley, using slug tests. Both classical statistics and Bayesian methodology have
been used in the study of the spatial variability. It has been observed the log
normality of the data, and the variability structure estimated by the classic
geostatistical found to be compatible with that estimated by the Bayesian

methodology.
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1 INTRODUCAO

A condutividade hidraulica € uma propriedade intrinseca do solo em deixar que
a agua o atravesse. Pode também ser entendida como a velocidade aparente por
gradiente hidraulico unitario, e leva em conta as caracteristicas do fluido que esta
escoando (viscosidade e massa especifica). H4 um enorme interesse no campo
da agricultura em se conhecer as medidas de condutividade hidraulica de um
determinado local que receberd um plantio qualquer. Este interesse se deve
principalmente a relacdo direta entre a condutividade hidraulica e a quantidade de
irrigacdo que solo recebera. Com esse intuito, o presente trabalho aborda a
variabilidade espacial da condutividade hidraulica, de modo a realizar o
mapeamento completo da area de estudo, situada no municipio de pesqueira, no
Agreste pernambucano. Para isso, utilizou-se a técnica da geoestatistica
chamada de krigagem. Segundo Montenegro et al. (1999), a Geoestatistica, ou
Teoria das Variaveis Regionalizadas, € a ciéncia que estuda a variabilidade de
uma medida através de um modelo probabilistico, associado a posigéo relativa
das observacdes no espagco e possivel correlacdes dessas observacdes em
funcdo da distancia de separacdo entre elas. Essas variaveis regionalizadas
apresentam um duplo aspecto contraditério: primeiro revelam uma caracteristica
aleatéria que se manifesta na irregularidade e na variagdo imprevisivel de um
ponto qualquer a outro no espaco; por outro lado, as caracteristicas estruturais,
que refletem as ligacbes existentes entre 0s pontos no espaco, ndo sao
inteiramente independentes (Matheron, 1971). Dentro da técnica da
geoestatistica, foi possivel fazer uma comparagdo entre a krigagem
ordinaria(classica) e a krigagem Bayesiana. Foi constatada uma similaridade
entre as krigagens. Na constru¢cdo do mapa pela krigagem, as incertezas relativas
as estimativas por krigagem podem ser diminuidas considerando-se um nuamero
maior de pontos, por exemplo através da inclusédo de transectos ao longo do vale
aluvial, complementando os dados de condutividade hidraulica obtidas por
Montenegro et al.(1999).
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2 OBJETIVOS

2.1 GERAL

Avaliar a estrutura de dependéncia espacial da condutividade hidraulica em

area aluvial irrigada.

2.2 ESPECIFICOS

1) Aplicar a geoestatistica classica para estudo da variabilidade da

condutividade hidraulica.

2) Aplicar a metodologia Bayesiana e verificar o seu potencial de
emprego.
3) Verificar o desempenho da geoestatistica classica considerando

a incerteza nos parametros que descrevem a variabilidade
espacial.
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3 REVISAO DA LITERATURA

3.1 Aspectos da variabilidade espacial e da geoestetistica

O estudo da variabilidade espacial de algumas variaveis vem sendo objeto de
preocupacdes de pesquisadores desde o principio do século passado. Segundo
Vieira (2000), os estudos sobre a variabilidade espacial foram iniciados por Smith
(1910), estudando a disposicdo de parcelas no campo em experimentos de
rendimento de variedades de milho, numa tentativa de eliminar o efeito de
variacbes do solo. Para Queiroz (1995), variabilidade espacial € uma
caracteristica da maioria dos fendmenos naturais, podendo-se incluir, dentre eles,
0s parametros relacionados com o movimento da adgua no solo. Os procedimentos
adotados na época baseavam-se na estatistica classica e utilizavam grandes
guantidades de dados amostrais, visando caracterizar ou descrever a distribuicao
espacial da caracteristica em estudo. Por estatistica classica entende-se aquela
na qual se utilizam parametros como média e desvio padrédo para representar um
fenbmeno, e se baseia na hipétese principal de que as variacfes de um local para
outro sdo aleatorias e independentes.

O termo krigagem é derivado do nome de Daniel G. Krige, que foi o pioneiro
a introduzir o uso de médias médveis para evitar a superestimacgao sistematica de
reservas de mineracao (Delfiner e Delhomme, 1975).

Inicialmente, o método de krigagem foi desenvolvido para solucionar
problemas de mapeamentos geoldgicos, mas seu uso expandiu-se com sucesso
no mapeamento de solos (Burgess e Webster, 1980a,b), mapeamento
hidrolégico (Kitanidis e Vomvoris, 1983), mapeamento atmosférico (Lajaunie,
1984) e outros campos correlatos.

Krige (1951), trabalhando com dados de concentracdo de ouro, concluiu que
somente a informacdo dada pela variancia seria insuficiente para explicar a
variabilidade do fendmeno para tal, seria necessario levar em consideracao a
distancia entre as observacdes. A partir dai, surge o conceito da geoestatistica,
que leva em consideracao a localizacdo geografica e a dependéncia espacial.

A qualidade essencial de uma estimativa ndo é simplesmente associar um

valor a um ponto ou a um bloco, mas também associar a essa avaliagdo uma



Silva Junior, A. N., Uso da Krigagem para caracterizagéo 17

idéia da qualidade da estimativa, inferindo o erro existente, ou seja, avaliando a
discrepéancia entre o valor atribuido sobre e o valor real (Andriotti, 2004).

Segundo Brooker (1979), as técnicas geoestatisticas de estimativa,
baseadas no estudo da estrutura de variabilidade espacial, sdo superiores aos
estimadores classicos, por que permite o calculo do erro associado as
estimativas, chamado variancia de krigagem. Ainda conforme o mesmo autor, a
krigagem € o procedimento que permite calcular os ponderadores para uma dada
configuracdo amostral, com minima variancia de krigagem. A krigagem é feita
apos a conclusédo dos estudos geoestatisticos, os quais poderao inclusive indicar
a ndo aplicagdo deste método, caso o comportamento da variavel regionalizada
for totalmente aleatério. Os estudos geoestatisticos levam a definicdo de um
modelo de variograma, que servird para inferir os valores de variancia e
covariancia a serem utilizados pelos métodos geoestatisticos de interpolagéo.

Segundo Oliver e Webster (1990), a krigagem linear engloba um conjunto
de métodos de estimacdo, a saber: krigagem simples, krigagem ordinaria,
krigagem universal, co-krigagem, krigagem disjuntiva, dentre outras. Existem
também krigagens nao lineares, das quais se destaca a krigagem indicadora.

De acordo com Ribeiro Junior (1995) e Camargo (1997), o processo de
krigagem se diferencia dos outros métodos de interpolacdo pela forma de
atribuicdo de pesos aos valores amostrais, jA que neste método ndo se utiliza a
distancia euclidiana entre os pontos, mas sim uma "distancia estatistica" que
expressa tanto a distancia como a estrutura de variabilidade (semivariancia ou
covariancia). Nao apenas a distancia dos vizinhos ao ponto a ser estimado é
considerada, mas também as distancias entre os mesmos tem influéncia na
distribuicdo dos pesos. Assim, os vizinhos agrupados tém importancia individual
relativamente menor do que aqueles isolados.

Para Mohanty, et al (1994), duas sdo as hipoteses basicas usadas em
geoestatistica: a ergocidicidade, que diz que uma uUnica realizagdo do
experimento possui a mesma distribuicdo de probabilidade da populagéo; e a
hipotese de estacionaridade dos dados, que considera que uma propriedade
estatistica da mediana ndo se altera com a translacdo, e sendo assim ela é
estacionaria no espaco.

Segundo Woodbury e Sudicky (1991), a estimacdo dos paréametros para

descrever a variacdo espacial de uma propriedade € sempre um problema de
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dificil resolucdo. Quando muitos dados sdo avaliados, a énfase deve ser em como
os véarios modelos utilizados podem afetar o valor do parametro inferido. Em
geoestatistica, a construcdo de semivariogramas € uma etapa extremamente
importante e varios artigos, livros e sites de Internet tratam deste assunto. “O
variograma é um instrumento para a analise estrutural de dados com distribui¢édo
espacial”.(Journel, 1993).

Segundo Bailey e Gatrell (1995), a estatistica espacial divide-se em quatro
grandes areas, de acordo com o tipo de dado analisado: analise de processos
pontuais, andlise de dados espacialmente continuos (geoestatistica), andlise de
dados de area, e analise de dados de interacdo espacial.

A estatistica espacial esta inserida em um contexto bem mais amplo, o da
Andlise Espacial, como bem destacam Fischer et al. (1994) e Bailey e Gatrell
(1995).

Matheron (1963, 1971), baseado nas observacbes de Krige, desenvolveu a
teoria das variaveis regionalizadas ou metodologia geoestatistica. Uma variavel
regionalizada é uma funcdo numérica com distribuicdo espacial, que varia de um
ponto a outro com continuidade aparente, a cujas variacées devem ser ajustadas
funcdes tedricas.

A geoestatistica, por intermédio da Krigagem, fornece uma estimativa de
ponto ou bloco e, juntamente com ela, uma medida de acuracia dessa estimativa.
Com o0 avanco de técnicas de simulacdo estocasticas e, paralelamente, de
ferramentas computacionais, o0 uso de modelos altamente estruturados nas
diversas areas da estatistica tem-se em particular, a area de estatistica espacial
vem recebendo grande atencdo por parte de renomados pesquisadores e
modelos mais realistas tém sido propostos (Shimidt, 2001).

Segundo Box e Tiao (1973) discutiram as idéias de Jeffreys (1961), sobre a
distribuicdo a priori para representar o estado de auséncia de informacao ou
ignorancia a respeito do comportamento probabilistico dos parametros. O estudo
abrangeu os casos uniparamétricos e multiparamétricos. E talvez, a discussio
mais difundida sobre prioris ndo-informativas. Trabalhando com esse tipo de priori
para os parametros, os autores desenvolveram a teoria Bayesiana para o modelo
com um fator, abordando duas situacdes: o fator de efeito fixo, e o fator de efeito
aleatério. Também desenvolveram a teoria Bayesiana para um modelo

hierarquico de efeito aleatorio, com trés componentes de variancia.
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Leandro (1994) apresentou maneiras de escolha da distribuicdo a priori
para os parametros, a saber:

i) Distribuicdo Ajustada a Frequéncia Relativa; baseada em
distribuicbes de frequéncias de valores © observados previamente; a partir dai,
pode-se escolher uma distribuicdo a priori para o vetor de parametros ©
apropriadamente, que ao ser combinada com a verossimilhanga, gera uma
densidade a posteriori para ©, que pertence a mesma familia de densidades de
probabilidade.

i) Distribuicdo Ajustada a Expectativa Subjetiva: aplicada quando
nao se tem uma base objetiva solida para a escolha da distribuigdo a priori de ©.
Neste caso, p(©) representara apenas a expectativa subjetiva do pesquisador,
devendo-se avaliar as implicacdes de sua escolha na distribuicdo a posteriori.

i) Distribuicbes Objetivas: utilizadas quando o conhecimento do
pesquisador sobre © nao for suficiente para avaliar a distribuicdo probabilistica do
parametro ©. Neste caso, deve ser admitida prioris ndo informativas.

Lindley (1965), fez uma abordagem Bayesiana dos conceitos da teoria das
probabilidades, com énfase a interpretacdo do teorema de bayes e suas
aplicacbes. comparou os resultados bayesianos aos da inferéncia classica.
Adicionalmente Antelman (1997). Apresentou o Teorema de Bayes, e suas
relacbes com as distribuicbes e as funcdes de verossilhanca adotadas na
geoestatistica. Por sua vez, Clarker e Wasserman (1993) abordaram o conflito
entre priori's que sado nao-informativas para todos os parametros de interesse,
versus priori's que sao nao-informativas apenas para alguns parametros
envolvidos no modelo. A pesquisa levou os autores a maximizar uma funcao
composta de dois termos: uma aproximacao assintotica para a distancia de
Kullback-Leibler esperada padronizada entre a priori marginal e marginal
posteriori dos parametros de interesse, e um termo penalizador medindo a
distancia da priori a priori de Jeffreyes. Uma constante positiva multiplicando os
parametros de interesse e a ndo informagéo para todos os parametros do modelo.
Os autores constataram que conforme aumentaram a constante, a priori tornava-
se degenerada. Exceto para alguns casos especiais, essa priori nao teria uma
forma fechada,ou seja forma analitica complexa com solu¢bes através de de
simulagbes estocasticas, mas 0s autores desenvolveram um algoritmo para

determina-la.
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Chou (1984) apresenta uma abordagem sobre os métodos de inferéncia
estatistica em particular sobre o método Bayesiano. Neste sentido, apresenta
uma forma especial de distribuicdo a priori para representar a informacéo que se
obtém a partir de experimentos anteriores, que € chamada de priori conjugada a
qual tem a caracteristica de que, ao ser combinada com verossimilhanca, gera
uma densidade a posteriori.

O método de maxima verossimilhanca, proposto por Hartley & Rao (1967), é
um meétodo iterativo 0 qual consiste em maximizar a funcdo de densidade de
probabilidades, em relagao aos efeitos fixos e aos componentes de variancias dos
efeitos aleatérios do modelo, fornecendo estimativa “mais verossimil” de
parametros.

Diggle & Ribeiro Junior (2000) afirmam que ao utlizar a estimacdo de
parametros de modelos baseados em verossimilhanca, deve-se considerar a
pressuposicdo gaussiana, e apresentam um modelo de regressao linear

gaussiano com tendéncia linear.

3.2 FUNDAMENTACAO TEORICA

3.2.1 Variaveis Regionalizadas e Funcéo Aleatoria

Por definicdo, uma variavel aleatéria Z(x) € aquela que pode assumir uma
certa quantidade de valores possiveis associados a uma determinada lei de
probabilidade.

De acordo com Ribeiro Junior (1995), o conjunto de valores z (x;) para todos
0s pontos x; de uma determinada regido é considerado uma realizacdo particular
do conjunto das variaveis aleatorias { Z (x;) ... }. Uma funcéo aleatéria Z(x) € um
conjunto infinito de variaveis aleatérias.

A teoria das variaveis regionalizadas pressupfe que uma variavel aleatéria
pode ser expressa pela soma de trés componentes: uma componente estrutural,
associada a um valor médio constante ou a uma tendéncia constante; uma
componente aleatoria, espacialmente correlacionada; e um ruido aleatorio ou erro
residual (Burrough, 1987).

Pode-se, entdo, escrever:
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Z(X)=m(X)+w(X)+¢ 01

Em que: Z (x) € uma funcéo dos valores da variavel resposta nas posicoes (X1,
X2,...,Xi), M (X) € uma funcdo deterministica que descreve a componente estrutural
de Z em x; w (X) € um termo estocastico, que varia localmente e depende
espacialmente de m (x); € € um ruido aleatério ndo correlacionado, com

distribuicdo normal de média zero e variancia o 2.
3.2.2 Momentos de uma Funcéao Aleatoria

No estudo da geoestatistica, em que as estimativas de pontos ndo amostrados
sdo obtidas por meio de combinacéo linear, é suficiente a estimativa dos dois
primeiros momentos da distribuicado de Z(x).

O momento de primeira ordem de uma funcdo aleatéria Z(x) é a esperanca

matematica, definida por:
E[ Z(X)] = m (X) 02

Além deste, existem trés momentos de segunda ordem considerados em
geoestatistica, conforme destacado por Braga (1990), os quais sédo apresentados
como:

a) variancia

A variancia de Z(x), o, quando existe, pode ser definida como o momento de

segunda em relacéo a média m(x). Tem-se:
c?=Var f&« -E €« -m&* 03
b) covariancia

Sejam duas variaveis aleatorias Z(xj) e Z(X;), nos pontos x; e x; € possuindo

variancia finita. A expresséo da covariancia € dada por:

C & x =E ¥« -m& _ k& —m¢ _ 04
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A covariancia deve ser definida positiva para assegurar a existéncia de todas

as distribuices acumuladas.
c) semivariograma v &;,X;

Pode-se definir semivariograma y pela expresséo:

~ 1 - <"
7«“;(]_/:513'1«__2«“_ 05

Tanto a variancia quanto o semivariograma sdo sempre positivos, enquanto

gue a covariancia pode apresentar valores negativos.
3.2.3 Hipotese de estacionaridade

Uma variavel é estacionaria se ocorrer de maneira aproximadamente
homogénea, com oscilagdes aleatdrias continuas em torno de um valor médio. A
hipétese de estacionaridade permite a repeticdo de um experimento, mesmo que
as amostras sejam observadas em pontos diferentes em relagdo ao experimento
inicial. Com isto, a hipétese de estacionaridade assegura que 0 primeiro € 0
segundo momentos sé@o constantes.
3.2.4 Hipoteses restritivas

a) Estacionaridade restrita

Uma funcéo aleatoria é estritamente estacionaria se sua funcao de distribuicéo

de probabilidade, dada por:

3 NS T
Froe 626 €022 >Prob k& X7,72¢,X7,,...2€ X2 _06

E invariante em relacdo a qualquer translacdo do vetor h, ou entdo, se a

funcao de distribuicdo do vetor aleatorio:
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b 262, ] 07
€ idéntica a do vetor:
k¢« +h.z¢ +h3....2€¢ +h | 08

para qualquer h.

Embora a geoestatistica empirica baseie-se nos dois primeiros momentos da
funcdo aleatoria, é suficiente supor que estes momentos existam, e adotar as

hip6teses de estacionaridade dos dois primeiros momentos.
b) Estacionaridade de primeira ordem

Uma funcéo aleatéria é estacionaria de primeira ordem caso se admita que
todas as variaveis aleatérias Z(x;), i=1,...,N, ttm a mesma média para todo os
locais da regido de estudo. Esta hipo6tese, discutida por Trangmar et al. (1985), é

expressa por:
Ek¢« =-Efk&« =.-Ef&« _=Ef&«=m 09
c) Estacionaridade de segunda ordem

Uma hipétese de estacionaridade menos restritiva, ou seja, uma hipétese fraca
de estacionaridade, utiliza 0 segundo momento.

Uma funcéo aleatoria Z(x) é estacionaria de segunda ordem se, além de
atender a estacionaridade de primeira ordem, apresentar a caracteristica de que,
para cada par de valores z(x) e z(x+h), a covariancia existe e depende apenas da
distancia h (Journel & Huijbregts, 1978). As equacdes relacionadas a esta

hipotese, especificamente a esperanga matematica, covariancia e variancia so:

Ef&« =m vV oXx 10a
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C&«+hx =C@ =E f&«+hZ &« -m? 10b

CO=Ef&«-mf&+h-—m_ 10c

A hipotese de estacionaridade de segunda ordem pressupde a existéncia de
covariancia e, em consequéncia, uma variancia a priori finita. A expressao para

variancia, neste caso, sera:

Var f« FEf &« -mI=Cc ¢_ 11

Esta hipotese de variancia finita € muito forte e raramente assumida, sendo
usualmente substituida por uma hipotese mais fraca chamada de hipotese

intrinseca.
d) Hipotese intrinseca

De acordo com esta hipétese, a funcdo semivariograma 2y ((,h: depende
somente do vetor de separacdo h (mdodulo e direcdo), e ndo da locagcédo de x.
Entdo, é possivel estimar o semivariograma 2y (n: com os dados disponiveis e

aplicd-lo a todo dominio. Esta hipotese ndo é mais definida através das
distribuic6es das variaveis aleatérias pontuais, e sim através das diferencas entre
elas, também chamada de estacionaridade dos incrementos ou estacionaridade
fraca (Ribeiro Junior, 1995).

A hipotese intrinseca € definida pelas seguintes condicoes:

a) o incremento da variavel entre dois pontos tem esperanca nula
Ek&«+h-z¢ =0 12

b) para qualquer vetor h, o incremento tem uma variancia finita, independente

da posicao x.
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Var f&«+h-z¢« FE R &«+h-z¢ =27 ¢_ .13
Sendo [py € _ a definicédo de semivariograma.

A hipotese intrinseca é mais freqiientemente utilizada na geoestatistica por ser
mais abrangente; portanto, o semivariograma é mais empregado porque exige

apenas a hipoétese intrinseca.
3.2.5 Semivariograma

O semivariograma experimental classico pode ser expresso, segundo
Landin (1998), por:

1 N0 ,
y(h) = m iz:l:[z(xi )= Z(X;,p)] 14

Onde: N(h) = numero de pares de pontos
z(x;) = valor da variavel no ponto x;

z(x; + h) = valor da variavel no ponto x; + h

3.2.6 Parametros do Semivariograma

Os parametros do semivariograma, ilustrados na Figura 1, s&o:

e Alcance (aou ¢): distancia dentro da qual as amostras apresentam-

se correlacionadas espacialmente.

e Patamar (C ou 1t°+0c°): é o valor do semivariograma

correspondente a seu alcance (a). Deste ponto em diante, considera-se que néo
existe mais dependéncia espacial entre as amostras, porque a variancia da
diferenca entre pares de amostras (Var [ z(x) - z(x+h) ] ) torna-se invariante com a
distancia.

« Efeito Pepita (Co ou t7): por definicdo, y ()::O; entretanto, a medida
qgue h tende para O (zero), y (\jse aproxima de um valor positivo chamado Efeito

Pepita (Co).
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« Contribuic&o ou variancia estruturada (C; ou c?): é a diferenca entre

o patamar (C) e o Efeito Pepita (C,).

s PAAM AT () e

R
_I Efeito Pepita (C))

j———— Alcance (a) +

=l

Figura — 1 Representacdo grafica dos Parametros do semivariograma,
(Isaaks e Srivastava, 1989).

ApoOs a construcdo do semivariograma experimental, deve ser escolhido
um semivariograma teérico que melhor se ajuste ao semivariograma
experimental. Definido o melhor modelo tedrico, realiza-se a interpolacdo por
krigagem.

A escolha do melhor modelo tedrico baseia-se no melhor ajuste entre os
que forem testados, usualmente se adotando o coeficiente de determinagéo R?.

Os modelos teéricos mais utilizados, segundo Landim (1998), sao os

seguintes:

Modelo exponencid y€ =C, + Cl{l— Exp(%ahJ} parah<a 15a

7€ =C,+C, parah >a 15b

- h\?
Modelo gaussiano y € =C, +C1{1 Exp-— (Ej } parah<a 16a

y€@ =C,+C, parah>a  16b

~ h —hY
Modelo esférico 7€ =Cy+ Cl{1,5g - 05(;) } parah<a 17a

7€ =C,+C, parah>a 170
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Onde: a = alcance, h = distancia, Cy = efeito pepita, C; = patamar (perda de
correlagao).

3.2.7 Dependéncia espacial

Se os valores proximos ndo sdo independentes entre si, pode-se utilizar o
processo de krigagem para interpolar e estimar valores em lugares ndo medidos
(Isaaks & Srivastava, 1989).

A andlise estrutural deve ser realizada apos ajuste de um modelo tedrico ao
semivariograma experimental.

O uso da porcentagem (%) da semivariancia do Efeito Pepita foi proposto por
Trangmar et al. (1985), para determinar a dependéncia espacial.

Cambardella et al. (1994) propuseram o indice de Dependéncia Espacial (IDE)

que é dado por:

CO

IDE @6 > 100 18

0+l

Sendo:

IDE < 25% - forte dependéncia espacial

25% < IDE < 75% - moderada dependéncia espacial
75% < IDE < 100% - fraca dependéncia espacial

IDE = 100% - variavel independente

3.2.8 Metodologia Geoestatistica

A andlise de dados considerando a geoestatistica classica, em sua

metodologia admite as seguintes suposi¢des:

e A normalidade da variavel;
¢ A homocesdaticidade (homogeneidade) de variancia;

e A independéncia de erros.
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A pressuposicdao de Fisher em 1935 exige que, para estimar as
semivariancias, a variavel a ser analisada deva ter uma distribuicdo aproximada

normal.

3.2.9 Teste de Normalidade KS

Este teste de aderéncia avalia a concordancia entre a distribuicdo observada
da amostra e uma distribuicdo normal teorica, verificando assim se os dados
amostrais aproximam-se razoavelmente de uma determinada distribuicdo. Para
isso, utiliza-se a fungéo distribuicdo acumulada observada, a qual é comparada
com uma tedrica. Verifica-se, portanto, se a discrepancia que ocorre é aleatoria
ou ndo. Para que se faca este teste, os dados devem seguir uma escala ordinal.

De acordo com Kreysig (1970), considerando-se uma distribuicdo tedrica
acumulada Fo(x) e uma distribuicdo observada Fi;(x) em uma amostra de n

observacdes, a normalidade pode ser testada através dos seguintes passos:

Determina-se o maior valor das diferencas (desvio maximo) entre Fo (X) e

F1(x), utilizando a expresséao:

d =max | Fo (X) — F1 (X) | 19

Em que: d € o desvio entre Fq (X) e F1 (X), sendo F(x) a funcdo de distribuicdo

da populacéo e F; (x) a funcao de distribuicdo da amostra.

Posteriormente, compara-se este valor com o valor critico obtido de tabelas.
Se o valor de d obtido for maior do que o tabelado, o resultado sera significativo e
a hipétese é rejeitada.

As vantagens do teste de Kolmogorov-Smirnov em relacédo a outros testes é
que ele pode ser aplicado para pequenas amostras, e trata os dados
individualmente, sem perder informacdes. Na maioria dos casos, € mais poderoso
Kreysig (1970).
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3.2.10 Teste de Shapiro-Wilk

O método de Shapiro-Wilk (1965) tem como resultado o valor favorecido pela
estatistica W, podendo variar de 0 a 1, e a probabilidade (p-valor) que descreve a
hip6tese da normalidade também varia de 0 a 1.

Segundo Cordeiro (1987) e Lima Neto (2004), a estatistica W do teste de
Shapiro-Wilk é dada por:

e
W ="t 20

Em que: z <z@ <...<z&€ _s&o os dados ordenados, em ordem crescente, e

0S a;’'s sao constantes tabuladas com niveis de significancia para W.

O procedimento para aplicacdo do teste de normalidade Shapiro-Wilk (1965)
segue 0s seguintes passos:
)] Ordenam-se as observacfes amostrais (n) em ordem crescente;

1)) Calcula-se a soma do quadrado do erro associado a amostra

{g(i —23}: 21

iii) Calcula-se o valor de k, quando n é par, ou seja, k = 2n, quando n é

K
impar, k = 2n +1, em seguida encontra-se o valor de: {Zaiz(:};
i=1
Os valores de ai ‘s, sao obtidos em tabelas especiais. Quando o numero de
observacgdes é impar, o valor da mediana ndo entra nos calculos;
V) Calcula-se a estatistica W e compara-se o valor encontrado com o valor
obtido em tabelas, caso W < Wy, ; 0 teste rejeita a hipotese de

nulidade, indicando a normalidade das observacoes.

O teste de normalidade de Shapiro-Wilk (1965) € comumente empregado para

pequenas amostras.
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3.2.11 Krigagem

A diferenca entre a krigagem e outros métodos de interpolacdo é a maneira
como 0s pesos sao atribuidos as diferentes amostras. No caso de interpolacéo
linear simples, por exemplo, os pesos séo todos iguais a 1/N (N = numero de
amostras); na interpolacédo baseada no inverso do quadrado das distancias, os
pesos sdo definidos como o inverso do quadrado da distancia que separa o
valor interpolado dos valores observados. Na krigagem, o procedimento é
semelhante ao de interpolacdo por média movel ponderada, exceto que aqui 0s
pesos sdo determinados a partir de uma analise espacial, baseada no
semivariograma experimental. Além disso, a krigagem fornece, em média,

estimativas ndo tendenciosas e com variancia minima.
3.2.11.0 Krigagem ordinéria e suas equacdes

A krigagem é um método que permite estimar o valor desconhecido associado a
um ponto, area ou volume, a partir de um conjunto de n dados {Z(xi), i=1,n}
disponiveis. O estimador poderd ser obtido como uma combinacéo linear dos

dados disponiveis, conforme:
Al OB YWV & 22
i=1

onde:

Z* €, -o valor desconhecido a ser estimado;

4,(i=1,n) - ponderadores obtidos pela resolucdo do sistema linear de
equacoes’;

Z(x)) (i=1,n) - conjunto de n dados disponiveis.
A construcdo do estimador, na krigagem ordinaria, ndo requer o conhecimento

inicial da média estacionaria da amostragem (Landim, 1998) mas requer que a

soma dos pesos Z/?,, seja igual a 1(Uzumaki, 1994).

Os ponderadores (A, i=1,n) s@o obtidos da resolucédo de um sistema linear
de equacdes, denominado sistema de equacdes de krigagem. Para que o
estimador ndo seja tendencioso, segundo Journel & Huijbregts (1978), basta

garantir que:
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E|Z0¢,)- 270, )| =0 E[Z(x,)]=m

fazendo e tendo que:

Elz7(x,)]= E[E :aLiz[xi]} = SAElZ0)] E[ze, )= M3
jm1 i=1 e j=1

assim, a condicdo de nao tendenciosidade para = "¢ /fica: i 23
Como toda técnica de estimativa, a krigagem procura fazé-la com minima
variancia. A variancia do erro da krigagem é dada pela equacao (3) a seguir:

ot = VarlZ(x,)-Z*(x, )] 24

A variancia do erro pode ser expandida de acordo com Isaaks & Srivastava
(1989). Expandindo a variancia do erro, de acordo com lIsaaks & Srivastava
(1989), tem-se:

ot = Cov(Z{x, ¢, - 2Cov{Z*{x, )Z0x, )+ CoZ™(x, 270, ) e

Desenvolvendo cada termo do lado direito de 25, conforme Isaak &
Srivastava (1989), chega-se a:
Cov(Z(x, JZ(x, )} = var(Z(x, )}

= (0] 26

2Cov(Z*(x, )Zlx, )} = zc@w{[z :aLiztjxij]}z(xn j]}
= EE{Z AZ e 20, j]} - QE{Z AZ(x, :]}E{Z[xo )i
= 23 WE(Z06 26, )) = 22 ME{Z b NE(Zx, )
= 237 M[E{Z0¢ Z0c, J}-ElZ0c E[Zx, )]

23, %)
i 27
Cov[Z*[:xD:E*E:KD:]]= Har[Z*[:}(u:]]
= Har{z ?LiZ[:}{i:]}
= Zzliljc(}{i - Kj)
2): 28

Assim, a expresséo 25 torna-se:

oL = C0)= 23 A Clx, — 3 )+ 3 3 A Ol - x, )
i i 29
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O objetivo da krigagem é buscar o melhor conjunto de ponderadores, de tal
modo que a variancia do erro seja a minima possivel. Trata-se, portanto, de
encontrar o minimo da funcdo variancia do erro, dada pela equacdo 23.
Entretanto, como tal funcdo tem n variaveis, o ponto de minimo podera ser
determinado apoOs aplicacdo da técnica dos multiplicadores de Lagrange
(Converse, 1970),

A colocacéao do problema a seguir de krigagem pode ser expresso como:
- minimizar a funcao:
ot = Cl0)= 23" W Clx, — %, )+ 3 3 Ak, Clx, - x, )
i i i

- restrito a:

Elj =1 ou E?n.j—’l=[]
]

I

Forma-se ent&o o lagrangiano:

A '“e]é o lagrangiano; m € o multiplicador de Lagrange.
Para minimizar o lagrangiano, faz-se cada uma das derivadas parciais

dL/d 4, iguais a zero:

AL ook, —x )+ 23 R, Cl — %, )~ 2u=0

di, j para i=1,n
e fazendo-se dL/d x igual a zero:

dL

— =%k -1=0

dp ZJ: :

Assim, a minimizacdo da variancia do erro, sujeita a condicdo de nao

tendenciosidade, resulta nas de equacdes de krigagem ou sistema de krigagem:
> 4,Ch =%, )-p=Cfx, -%) parai=1n
i

Eljﬂ
i

30

Em termos matriciais, as equacgdes 30 sao representadas como segue:
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[Cl,—x,) Che, =) - Cle =3, ) 1] [a ] [Che, —3,)]
Cle, —%,) Cley—x,) o Cheg—x,) 1] [, | [Cle, —x,)
Cle, —x,) Cle, —x,) - Che —x,) 1] |a, | [Cle, —x,)
| 1 e 1ol 1]

A minimizacao da variancia do erro resulta na variancia de estimativa ou de

krigagem ordindria, expresso como:
oty = C(0)= 23 A Clx, — %)+ 3 3 A Clx, —x; )
i i i

ZZ?Liiﬁ.jC(xi —><j)

otermo ' pode ser derivado do primeiro conjunto de equacdes
22, conforme Isaak & Srivastava (1989):

escrevendo-se as n equacdes para i=1,n e somando:

ZE mljc(}{i _}(j)_ U‘Z Ay = Zlic[:}{n % ]

>h=1

e lembrando que i , tem-se:
ZE ?Li?l“j[:(}{i _Kj): Zlic[:}{u — K :]"'I-L
[ i

i
substituindo-se este resultado na expressdo da variancia de krigagem ordinaria,
chega-se:

ok = C0)- T ACle, =) +1
i 31

O sistema de equacdes (6) também pode ser escrito em termos da funcao
semivariograma, visto que esta e a fungdo covariancia estdo relacionadas

conforme a equagéao 32:

Ziﬁ.jﬂg(}ci —}{j)+u= vix, - ) para i=1n
]

oA =1
,- 32
Nesses termos, a variancia de krigagem torna-se:
i 33

As equacOes de krigagem permitem estimar o conjunto de ponderadores

{N\, i=1,n} associados ao conjunto de dados disponiveis {Z(x)),i=1,n}, que
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combinados conforme a equacao (1), resulta na estimativa do valor desconhecido
Z* (Xo).

Conforme o dominio que se estima, tem-se as seguintes metodologias:

3.2.11.1 krigagem pontual: a krigagem pontual é utilizada para se estimar a
variavel de interesse em um ponto ndo amostrado. Contudo, a aplicacao prética
da krigagem pontual € voltada para a representacéo grafica de dados geolégicos,
seja por mapas de isovalores, bem como por meio de superficies tridimensionais,

obtidas pela projecéo perspectiva da malha regular.

3.2.11.2 krigagem de bloco: é uma técnica de estimativa do teor médio em
painéis ou blocos de mineracdo. Trata-se portanto de uma técnica desenvolvida
particularmente para mineracdo. A estimativa de painéis ou blocos é muito
diferente da estimativa pontual, a medida que areas ou volumes maiores devem
ser representados pelos pontos de amostragem e, assim, € obvio que apenas a
estimativa de um anico ponto no centro daquelas unidades ndo sera suficiente
para representa-los, devendo haver uma diferenca composicional entre o ponto
estimado e a unidade lavrada. A essa diferenga composicional denomina-se erro
de estimativa que depende fundamentalmente da amostragem, e esta por sua vez
é funcdo da variabilidade natural do depdsito que esta se avaliando. Certamente o
erro de estimativa associado a krigagem de bloco ser& menor que aquele

associado a krigagem pontual (ponto calculado no centro do bloco para

representa-lo).

3.2.11.3 krigagem simples (ks)

Considere uma superficie sobre a qual se observe alguma propriedade do
solo, Z, em n pontos distintos, com coordenadas representadas pelo vetor x.
Assim, tem-se um conjunto de valores {z(x;), i=1, ..., n}, onde x;, identifica uma
posicdo em duas dimensdes representada pelos pares de coordenadas (X;, ;).
Suponha que se objetive estimar o valor de Z no ponto Xo. O valor desconhecido
de Z(xo) pode ser estimado a partir de uma combinacéo linear dos n valores
observados, adicionado a um parametro, A o (Journel, 1988):

E

AN L
ID 1] 5 1 (Ilj. 34
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Deseja-se um estimador ndo tendencioso, isto é,
E [£% - £%.]=0. 35
Esta relacdo impde que as duas meédias sejam iguais, isto €,

E 2] = E[Z%] 36

E[z;ﬂ]=E[>~o+2?\i-2(xi)]=?\o+2?ﬁ[z'ixi)]- 37

O parametro A o é obtido substituindo-se a Equacdo 37 em 36,

Com

produzindo:
Ao =E[Z(xg)] 5% E[Z(x;)]
i=1 ] 38

Substituindo-se o valor de A o na Equacao 34, obtem-se o estimador:

2, ~ElZ(xo)]- INE(ZG)]+ 35 26x;) 39

O método de krigagem simples supde que a média (m) € conhecida e
constante a priori, entao:

E[Z{x,)] = E[2(x;)] = m 40

Substituindo a Equacéo 40 em 41, o estimador de krigagem simples fica:

T =m+ on[Z(x) - m]
= a1

Journel (1988) mostra que, minimizando a variancia do erro

(vaf[zxa _zxu]), 0s pesos A ; sdo obtidos a partir do seguinte sistema de

equagOes, denominado sistema de krigagem simples:

I
2 oy x;) = Clx; xg)
"l parai=1, ..., n (n equacgdes) 42

onde,

C(xi, x;) refere-se a fung&o covariancia correspondente a um vetor, h, com
origem em x; e extremidade em X;.

C(xi, Xo) refere-se a fungcdo covariancia correspondente a um vetor, h,
com origem em X; e extremidade no ponto a ser estimado Xo.

Por exemplo, para n = 2, o sistema de krigagem simples constitui-se de 2

equacles a 2 incognitas (A1, A ), a saber:
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M Cp+hg Ca= G

M Cg +Ag O = Cyg
A correspondente variancia minimizada do erro, denominada variancia de

krigagem simples ('jis), é dada por (Journel, 1988):

o = Var[Z,, —Z7, 1= C(0) —i?xi Clxi, %0 )
i=1 )

43
Em notagcdo matricial, o sistema de krigagem simples € escrito como
K.A=k =>A=K ' k, com 44
*
Cy Cyooo Cp t o
|Ca CaCa| | _|Cx
Ca Cagooo Col A [Mal ek |Cun

onde, K e k sdo matrizes das covariancias e A o vetor dos pesos.
A variancia de krigagem simples é dada por (Journel, 1988):

op, = C(0)- A" k 45
adicionado a um parametro, A o (Journel, 1988):

7 h 2 Zx,)
X ] a 1 1 . 46

3.2.11.4 Krigagem Bayesiana

3.2.11.4.1 Abordagem Bayesiana

E importante observar que a crenca a priori sobre um parametro pode
desempenhar papel chave quando este é estimado. A teoria Bayesiana € o0 meio
de considerar se formalmente tal informacao a priori. Nao so6 é util por si mesma,
com também aprofundada a compreensdo das limitacbes da Estatistica
Classica, especialmente a estimativa de méxima verossimilhanca. Deve-se
também observar que a inferéncia Bayesiana pode ser feita somente com a
‘informagédo a priori” sozinha, ou ambas, a priori e a informacdo. O termo
“informacéao a priori” implica o tipo de informagdo com a qual o estatistico ou o
pesquisador tem em um problema inferencial antes de alguma amostragem ser

conduzida. Quando se inclui tal informagdo na analise, esta informacdo devera
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ser expressa em termos probabilisticos. Entretanto, informacdo a priori
frequentemente consiste de um julgamento pessoal de uma situacdo. Os
Bayesianos seguem a interpretacdo subjetivas da probabilidade, a qual é
definida para representar o grau de crenca de um individuo em varias

proposicoes.

3.2.11.4.2 Natureza da abordagem Bayesiana

Segundo BOX e TIAO (1973), a natureza da abordagem Bayesiana
compreende, dentre outros, 0s seguintes aspectos:

3.2.11.4.3 Teorema de Bayes
Supbe-se que y = (Y1,Y2....,Yn) € um vetor de observacdes cuja

distribuicdo de probabilidade p(y/e) depende dos valores de K parametros

(©1.6,...,6(). Supbe-se também, que © tem uma distribuicdo de probabilidade

p(©). Entao,

p(y/©) p(©) = p(y.O)p(y) 47

Dadas &s observacfes de y, a distribuicdo condicional de © é dada pela
expressao:

p(oly) = PU1O)PO) 48

p(y)

Na expressdo (49) p(y) = K* é chamada constante normalizadora e é
dada por:

p(y) = E[p(y/©)] = K™ = [p(y/©)p(8)d®, 6 continuo

p(y) = E[p(y/©)] = K™ = Zp(y/©)p(©), © discreto 49

onde a integral ou a soma é tomada sobre a amplitude admissivel de ©, e onde
E[f(©)] é a esperanga matematica de f(©) relativa a distribuicdo p(©). Dessa
forma, pode-se escrever (49), alternativamente, pela seguinte expressao:

p(Sly) = K.p(y/©)p(8) 50

A expresséo 48 ou equivalente em 50, &€ normalmente conhecida como o
Teorema de Bayes. Nestas expressdes, p(©), representa o que é conhecido
sobre © sem o conhecimento dos dados, e é chamada distribuicdo a priori de ©,
ou a distribuicdo de © a priori. Por outro lado, p(©/y) indica o que é conhecido
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sobre ©, dado o conhecimento das observacgfes, e € chamada distribuicdo a
posteriori de ©, dado y. A posteriori p(©/y) encerra todo o conhecimento acerca
de ©. E com base nesta distribuicdo que os estatisticos bayesianos fazem todas
inferéncias sobre o vetor de parametros ©. A quantidade K é meramente uma
constante de normalizacdo necessaria para assegurar que a distribuicdo a
posteriori, p(©/y), seja uma funcdo de densidade prépria, isto &, [p(y/©)p(©)de /
K=1;

2p(y/©)p(©)/ k=1.

3.2.11.4.4 Teorema de Bayes e a Funcédo de Verossimilhanca

Dadas as observacgoes y, p(y/©) em 50 pode ser considerada uma fungao
nao de y, mas, sim de ©. Quando for assim considerada € chamada funcéo de
verossilhanga de © dado y e pode ser escrito como L(8/y). Assim, a férmula de
Bayes pode ser escrita pela seguinte expressao:

P(©ly) a L(B/y)p(©) 51

Em outras palavras, o teorema de Bayes diz que a distribuicdo de
probabilidade de © a posteriori para um dado y é proporcional ao produto da
verossimilhanga pela distribuicao a priori de ©.

A Funcado de verossimilhanca L(8©) representa, na formula de Bayes, a
funcao através da qual os dados modificam o conhecimento a priori sobre ©. Ela
pode ser compreendida como representante da informagao sobre o parametro ©
proveniente dos dados. Portanto, a funcdo de verossimilhanca conecta a priori
com a posteriori, usando para isso 0os dados do experimento. Segundo Cordeiro
(1987) a verossimilhanca informa a ordem natural de preferéncia entre diversas
possibilidades de ©, é interpretada como funcdo do vetor de parametros para
um conjunto de dados fixos, servindo para medir o quanto aqueles dados
suportam uma hipotese sobre ©.

A funcéo de verossimilhanca é denotada por:
n
L) = [[f(v:i:0) 52
i=1

A predicdo e avaliagdo de tendéncias no estudo de modelos lineares

necessitam do conhecimento dos componentes de variancias e da covariancia
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das observacgoes. Os avangos da computacéo e o desenvolvimento de algoritmos
iterativos na estimativa de parametros de modelos com dependéncia espacial
permitem solucionar tais questdes através do estimador de maxima
verossimilhanca.

Um conjunto de observacoes (z1, z2,...,Z,) geradas a partir de um modelo linear
gaussiano pode ser explicada pela soma de trés componentes: uma componente
deterministica, uma componente estocastica e um erro aleatério, como

apresentado na equacéao 53
Z& =& +S& +¢& :i=1..,n 53

Em que: Z(x) é a variavel resposta; p € € uma funcéo deterministica que
descreve a componente estrutural de Z em x; S(x;) € a componente estocastica
gue explica o comportamento espacial autocorrelacionado da variavel Z e segue
um processo gaussiano com variancia estruturada o® e funcdo de correlagéo
p& =Corr 44 S&-h_, e h;=|x-x| ¢é a distancia euclidiana entre dois
pontos; ¢ € o erro aleatdério ndo correlacionado espacialmente, mutuamente
independente e identicamente distribuido, seguindo uma distribuicdo normal com
média zero e variancia 12, ou seja, N, 72 .

Uma formulacéo equivalente para o0 modelo gaussiano é expressa por:

2(x)=p+s& +¢& :i=1..n 53.1

Em que: z(xj) € o valor observado no ponto X ; pu €& uma constante

deterministica na condicdo da hipétese intrinseca; S(xj) € a componente
estocastica e € € o erro aleatorio.
Por conveniéncia, escreve-se 0 modelo denotado na equacdo 54 em forma

matricial. Portanto, a componente deterministica p((i € representada pelo

modelo linear:

J7Q e ::XB :ka ; \ﬂk o4
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Em que: X € a matriz de valores das func¢des fyx. O conjunto de k funcdes (z,
Z2,..,ZK) sdo variaveis referenciadas espacialmente que descrevem
deterministicamente a variavel Z a partir das coordenadas espaciais (X1, X2,...,Xk);
B € o vetor de parametros do modelo linear.

Na definicdo da matriz de covariancia dos dados observados (z1, zy,...,Zn),

utilizando-se o0 modelo de dependéncia espacial com o vetor de parametros

0= (2 LG, 0 _, tendo-se a covariancia matricialmente descrita por:

Var (Z:=K=022+2'2| 55
2, . , . o
Em que: 6 ¢ a variancia estruturada; 2z é a matriz de covariancias baseada no

~ . . 2, A . ;. ,
modelo de dependéncia espacial; T € a variancia dos erros aleatorios e | € a

matriz identidade.

Segundo Diggle & Ribeiro Junior (2000), na estimacdo por maxima
verossimilhanca, assume-se que os dados seguem uma distribuicdo multivariada

gaussiana, na qual a funcdo de densidade de probabilidades da variavel resposta

é dada por:
f(g::;e{—lt—qu‘lt—u:} 56
Qﬂ'l%|K|% Z

Em que: z vetor da variavel resposta; u vetor de média constante na condicao

da hipotese intrinseca; K € igual a * = +1°1.

A funcéo de distribuicdo segue uma distribuicdo conjunta multivariada normal

definida pela equacéo:
Z ~M\V @Lo?s+721 ) 57

Em que: p é a média; | é o vetor unitario; ¢* é a variancia estruturada; = é

a matriz de correlacéo definida conforme os parametros do modelo.
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3.2.11.4.5 Critério de Informacé&o de Akaike

Na avaliacdo do desempenho dos modelos, o Critério de Informacdo de
Akaike - Akaike’s Information Criterion (AIC), tem sido bastante utilizado para
diferentes estruturas de covariancias. Akaike (1973) relacionou a discrepancia,
existente entre 0 modelo verdadeiro e o modelo aproximado, com a maxima
verossimilhanca.

O principio do Critério de Informacédo de Akaike é selecionar uma combinagéo
de variaveis explanatérias e modelos para a funcéo de correlacdo que minimize o
valor do AIC. E importante observar que, em muitas situaces classicas, tais
como regressado linear ou em modelos de séries temporais, o AIC ndo é uma
condicdo consistente para a selecdo de modelos. Ou seja, com 0 crescente
aumento do tamanho das amostras, ha uma alta probabilidade de que um modelo
selecionado pelo AIC nédo corresponda ao verdadeiro modelo.

O AIC é definido por:

AIC = -2 + 2p 58

Em que: | é o logaritmo da verossimilhanca e p é o numero de parametros do

modelo considerado.

O uso do critério de informacdo de Akaike constitui-se em importante
instrumento para a escolha do melhor modelo para ajuste do semivariograma,
eliminando a subjetividade que permeia o processo e influenciando diretamente
na melhoria da confianca dos valores interpolados (Vendrusculo, 2003). De
acordo com Webster (1985), o melhor ajuste teodrico do semivariograma

experimental é aquele que apresenta o menor valor de AIC.
3.2.11.4.6 Distribui¢ao subjetiva a priori
Como ja foi ressaltado, este € o Unico elemento novo na analise

Bayesiana com relacdo a estatistica classica. O Unico compromisso é que esta

distribuicdo represente o conhecimento sobre a quantidade desconhecida, antes
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de se realizar um experimento. Seja © uma quantidade desconhecida e
considere os seus possiveis valores. Se ela for discreta, a probabilidade a priori
de cada valor possivel de © pode ser avaliada associando-se probabilidade a
cada valor possivel de ©. No caso continuo, GAMERMAN e MIGON (1993)
apresentam a abordagem do histograma. Inicialmente divide-se o espaco de
variagdo de © em intervalos e especifica-se as probabilidades a priori de ©
pertencer a cada um dos intervalos. Com isso, constroi-se um histograma para
© e procura-se a partir dai ajustar uma curva continua ao histograma, que sera
tomada como a densidade a priori de ©. Essas idéias podem conduzir a uma
abordagem sistemética para determinacdo de distribuicbes a priori. O caso mais
importante é o da distribuicdo conjugada se basear no ndcleo de sua
verossimilhanca. Vale salientar que familias conjugadas naturais sao uteis por

facilitar a interpretacéo dos parametros da priori.
3.2.11.4.7 Contexto Bayesiano:

Considere um conjunto de observacdes (yi, VY2,..., Yx) referenciadas
espacialmente, e que descrevem deterministicamente a variavel y a partir das
coordenadas espaciais (X1, Xz,...,Xx). O conjunto das varidveis aleatérias €

considerado um processo estocastico, descrito da forma:

R CxeT c®?: i=1..k 59
Em que: Y(x) a variavel aleatéria, que varia continuamente em T, T € a
regido de estudo, x; € a posicdo da variavel, considerada fixa, > é o espaco
bidimensional.
Segundo Almeida & Ribeiro Jr. (1996), para cada ponto amostrado e
referenciado x, pode-se avaliar uma determinada caracteristica de interesse y(x),

realizacdo da variavel aleatéria Y no ponto x.

A teoria dos modelos desenvolvida por Henderson foi baseada em modelos
lineares que contém efeitos fixos e aleatorios (Henderson, 1975).
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Um modelo linear gaussiano para quaisquer locagdes tais que x, €T €

denotado por:
y=Xf+S & +s 60

Em que: y € um vetor de observacdes, X é uma matriz de incidéncia dos
efeitos fixos, B € um vetor de efeitos fixos, representa os efeitos das covariaveis X
sobre a média de y, S(x) € uma matriz de incidéncia dos efeitos aleatorios, € € um
vetor de residuos. Esta componente descreve um erro de medida, caso sejam
feitas diversas observacgdes, o resultado vai flutuar em torno do verdadeiro valor
(Cressie, 1993). Na literatura geoestatistica, essa componente é conhecida como

efeito pepita.
O modelo linear pode ser reescrito como:

Y=Xpf+Zu+¢ 60.1

Em que: y é o vetor de observacgfes; X € a matriz de incidéncia dos efeitos
fixos; p é o vetor de efeitos fixos; Z é uma matriz de incidéncia dos efeitos

aleatorios; u é um vetor de efeitos aleatdrios a serem preditos e € € um vetor de

residuos.

Geralmente assume-se que S ~N () oﬂz , onde GE € uma quantidade fixa

conhecida. Quanto maior o valor de cé, mais vaga a informacéo a priori sobre

2

S, u~N 6 wo? ,em que ¢ é a variancia dos efeitos aleatérios e y € a
matriz de vizinhanca, que possui elementos que descrevem os coeficientes das

covariancias entre os efeitos aleatorios. Assume-se também que &, 0 erro

aleatério, € ~N 0,|’tzl, em que t° é a variancia residual e | e a matriz identidade.

O critério para a estimacao de B foi proposto por Henderson, de maneira a
minimizar o erro quadratico da predicédo, conduzindo ao melhor estimador linear

de B, do inglés Best Linear Unbiased Estimator — BLUE, o qual é expresso por:
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B= € s+21 7 X X P2y 61
sendo o® T +1°| a matriz de covariancias dey.

Na especificacdo da metodologia bayesiana comumente associa-se as
distribuicbes a priori para os parametros ao vetor 6 = (3,52,¢,12, . Para os
parametros ¢ , c° e 1°, geralmente associa-se uma priori gama com determinada

média e variancia, enquanto o parametro 3 segue uma distribuicdo normal.

Os parametros ¢ representam aqueles que estdo de acordo com a funcao

de correlacdo escolhida para o modelo. Uma priori usualmente escolhida para o

parametro ¢ € uma distribuicdo gama.
Seguindo o teorema de Bayes (Box & Tiao, 1973), a distribuicdo posteriori

de 6 é dada por:
distribuicdo posteriori o« verossimilhanca x distribuicdo priori

Assumindo-se que a distribuicdo condicional dos dados (y) segue uma

distribuicdo normal multivariada em que cada componente tem a forma:

€15 uo® N Kp+zu,lc® 62

Ent&o, a funcéo de verossimilhanca é representada por:

L(ylﬂ’u’OJ!TZ)oc(w_lzjgexp{_ L (/—Xﬂ—Yqu/—Xﬁ—Zu} 63

20°

Em que: »* é a matriz de variancias e covariancias das n observacoes.

Na definicho das distribuicbes a priori, admitindo-se que n&o haja

informacdes prévias a respeito dos efeitos fixos, assume-se que P( )~ constante
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e para a variancia c*. Pode-se considerar a priori uma distribuicdo qui-quadrado

inversa dada por:

~ U—”Jrl SZ
=¥ o oc{%][z J exp[—l;“ ;} 64

Para a variancia 1> também pode-se considerar uma distribuicdo qui-

quadrado inversa dada por:

~ &+l SZ
P& [w—lz] [ 2 ] exp{— Ugw;} 65

Supondo-se v, =v,=—-2 e também que s’=s’=0, tem-se para as

u

varidncias o® e 1° fungdes constantes caracterizando prioris ndo-informativas,

dadas por:
A - 2 2 1
Para a variancia ¢°: o o — 66
a)u
A . 2 2 1
Para a variancia t“:7° « — 67
(0]

&

Para os efeitos aleatorios considera-se uma distribuicdo Normal como priori
dada por:

P(Coc{iz] ) exp[— 1 . ("l//luj 68
20

a)u u

Em que: o € a varidncia dos efeitos aleatérios e  é a matriz de

vizinhanga que possui elementos que descrevem os coeficientes das covariancias
entre os efeitos aleatdrios. Aplicando o teorema de Bayes, o produto da funcéo de
verossimilhanca pelas distribuicbes prioris de cada parametro simultaneamente

resulta na distribuigcdo posteriori conjunta, dada por:

P(u,p,0%72|y) < L(y| B uc’z?) P @ P& P&* PG 69
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Substituindo-se, tem-se:

v, +N+2 -
P(l,ﬂ,az,rzly:oc[lzj[ 2 ]exp{—zlz b—Xﬂ—Zuj(/—X,B—Zu}ugsf}
1) o; -

&

70

[ 1 j[vu+;+2] { 1 t o1, 2}
— expy-— > Il 174 U/-i-l)u S,
2w

a)U u

A partir da distribuicdo posteriori conjunta, podem ser obtida as

distribuicBes condicionais para cada parametro: o°, t°, peu.

Para o parametro ¢”, tem-se:

2
u 2a)u

v, +q+2
p(rzlu,ﬂ,rz,y}(iz]( 2 Jexp{— : Ktvflu}%sf} &
a

Com isso, a variancia de o® segue uma distribuicdo gama inversa dada

por:

v, +q u'ywtu +uusjj -

2u1 121 \~GI L
G’ lu, B,y [ 5 5

Para o parametro t* tem-se:

2
20;

v, +N+2 =
P(2|u,ﬂ,02,y}c[%]( 2 )exp{— 1 k/—Xﬂ—Zuj(/—Xﬂ—Zu}ugsf_}?S

£

A variancia de 1> também segue uma distribuicdo gama inversa dada por:
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_ _ T _ _ ~ 2
(2|U,ﬂ,0'2,y}G|(USZn ;(/ XB Zu/(z2 Xp Zu/+ugs£] 24

Para o parametro B retorna-se a funcao de verossimilhanga, e tem-se:

v, +N+2
P(l,ﬂ,az,rzly:oc[iz]( 2 ]exp{—
o 2

&

1)2 b—Xﬂ—Zuj(/—Xﬂ—Zu}ugsf_}

75

[ 1 J[UU+;+2] { 1 to1 ) 2}
s expl-—— kv iu s
1) 20

u

Fazendo;

D=y uJy,s!

B = ¢-xp-zu ¢-xp-zu_ = Jo-z2u"-€p” W-20> «p
¢-Zu¢-Zu - ¢-Zu"&Kp - KB ¢ ~Zu > &S EKS_ 76

Definindo C como:
C= - ¢-Zu &S - «B ¢ -Zu + B &P =
~G-ZUXp - X ¢ -Zu_+X'B &S 77
Expandindo C tem-se:

) \t_ ~ ~ \_ ~ -
C= IH— €x X (/—Zu/_Q(tX/IB—kIX/lX‘ ¢-2u -¢-Zu' X &KX X' ¢-Zu_ 78
Retornando para B tem-se:

B= p-zuT¢-zu"+cC 79

B=f-zuT¢-zu} Ig_Zujx « lex‘(/—2uj_|+
80

b-«x™x ¢ zoilex p-&x™x ¢ -zu
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Ou ainda, para B tem-se:
8- f-zum | k& x"x §-zu7)

81

b «xxgadexch-exix gzl

Dai, a distribuicao posteriori condicional para o parametro  é dada por:

P(B|u,02,r2,y:oc [121[2]

82

- Ty
exp{—l2 |6— Q(‘X/lXt ¢ —Zu/[x z(
a)g - £

o

j I@—«tX:lXt(/—ZUI}

Ou seja, o parametro p da distribuicdo condicional posteriori segue uma

distribuicdo normal denotada por:
@Blu,o?, %y ~N kxfx‘q—z@ ‘X o 83

Entdo a funcao de verossimilhanca para obter-se o parametro u, tem-se:

v, +N+2
P (l,ﬁ,az,rzly:oc[iz][ 2 )exp{-z—lz [/—Xﬂ—Zuj(/—Xﬂ—Zu} ugs,j}
Q) 4]

& &

84

u

[ 1 ][Uu+;+2) { 1 to1 2}
— expy- 3 Il 7 U/+Uu S,
o, 20,

2 .. .
Quando: K:T/2 ,a verossimilhanca pode ser reescrita como:
(¢}
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p (l,ﬂ,az,rzly:oc(in[n; ) exp{— L [/—Xﬁ—z@q—Xﬂ—zU::}
o o

. 2
85
9+2 ~ ~
[izj[ 2 )exp{— 12 ht QlK/u/}
o, 20,
P (l,ﬂ,az,rzly/oc[iz]( 2 ] [iz][ ? ]
o o,
= 86
exp{—2 L . [[/—Xﬂ—ZUj(/—Xﬂ—Zu:} ht Q/‘lK:u::}
a)g
Quando:
E= p-xp-zum¢-xp-zus [ €K 87
Reescrevendo E tem-se:
E=b-x7- @ lo-x5> @ 3 K €K 88
E=¢-XB ¢-XB - ¢-XB Zu - u'Z' ¢-Xp +u'Z'Zu+u' €K J 89
Quando: F= - ¢-XA Zu —u'Z' ¢ - XA +u' Z'Yu+u' €K § 90
R \t_ ~ > \_
F= |J YK G-XE 4y +vf1K/IJ Ay K2 G-Xp -
91
bo-xs= 0y b o-xp"
Retornando para E, tem-se
E=¢-X8 €¢-Xpg +F 92
Dai:
T ~ t ~T ¢t EE N ~
E=¢-XpT¢-xp= b e-xp @y hre-xp
93

b eyzenxy goxa @z b @y ok y g oxss
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A distribuicdo posteriori condicional para o parametro u é dada por:

1 L,
Su-€ Z+yt K 7T ¢-Xp]

P(ulc® % p,y) « [iz](z]exp{—
10) 20

& &

94

Z"Z+yt ~
—H/Zj K } [u-€" z+y™ szT (/—X,Bj}

&
Ou seja, o parametro u da distribuicdo condicional posteriori segue uma

distribuicdo normal denotada por:

Gt 28y ~NE 2+ K 7 ¢-Xp3 € Z+y K ‘0?95
3.2.11.4.8 Validacéo cruzada

Para a comparacdo dos métodos de interpolacdo alguns critérios séo
utilizados, como por exemplo: quadrado média do erro (Warrick et al., 1988),
guadrado da soma dos erros (Laslett et al., 1987) e coeficiente de correlacéo
entre os valores observados e estimados obtidos pela Validacdo Cruzada (cross-
validation) proposto por Leenaers et al.(1990).

O processo de validacdo cruzada, de acordo com Myers (1997), é
bastante simples: remove-se um dado do conjunto de dados amostrais e,
usando-se um estimador e funcdo ponderada relacionada com a distancia,
estima-se o valor retirado, utilizando-se as amostras remanescentes. Tem-se,
agora, dois valores para 0 mesmo ponto, o real e o estimado. O erro da
estimacdo pode ser calculado pala diferenca entre o valor real e o estimado,

sendo repetido para cada local amostrado.
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4 MATERIAIS E METODOS

Os dados foram provenientes de medi¢cfes de condutividade hidraulica na
parte saturada do solo. Foram utilizados programas computacionais, tanto para a
andlise estatistica descritiva como para a andlise geoestatistica.

4.1 Localizac&o da Area Experimental

O estudo da condutividade hidraulica foi efetuado na Fazenda Nossa Senhora
do Rosério, propriedade situada no municipio de Pesqueira, regido Agreste do
Estado de Pernambuco, na bacia hidrografica do Rio Ipanema e situada entre as
coordenadas geograficas 8° 15’ e 8° 30’ de Latitude Sul, 31° 45’ e 37° 00’ de
Longitude Oeste de Greenwich e 650 m de altitude.

Segundo a classificacdo de KOPPEN, o clima da regido é semi-arido quente
tipo estepe, com uma precipitacdo média anual de 730 mm (Hargreaves, 1974). A
temperatura média mensal oscila entre de 20 a 30°C.

Foram ensaiados 29 pontos quanto a sua condutividade hidraulica, no
periodo de novembro de 2004 a abril de 2005. Destes 29 pontos, e com 59 ja
existentes, foi possivel mapear toda regido do vale aluvial, segui abaixo o0 mapa
esquematico das instalacbes dos piezdbmetros tanto na longitudinal bem como
na transversal ao longo de todo o vale figura 01. Na figura 02 temos fotos de
piezbmetros instalados na fazenda Nossa Senhora do Rosario, ja na figura 03
temos o processo de instalacdes de piezdémetros utilizando trado.

Mapa esquematico das secdes transversais

Figura 01 — Mapa das instalagdes dos piezdmetros. Em vermelho instalados

anteriormente; verde, Pz instalados; em amarelo, Pz complementares.
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Figura 03 - Escavacao utilizando trado em campo para locacdo
piezbmetros.
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4.2 Estimativa da condutividade hidraulica saturada

Varios sdo os métodos de campo para avaliacdo da condutividade
hidraulica saturada. Dentre os métodos de avaliacdo local da condutividade,
merecem destaque os “slug tests”.

Os “Slug-tests” sdo métodos para avaliagdo “in-situ” da condutividade
hidraulica de um aquifero, a partir de medidas em piezbmetros ou em furos de
sondagem. Tais testes sdo adequados tanto para piezdmetros pontuais, 0s
quais estao abertos apenas em um pequeno intervalo, quanto para piezbmetros
completamente abertos, os quais expbem a espessura total da formacéo
geologica. A estimativa da condutividade hidraulica pode ser obtida a partir da
taxa de recuperagao do nivel d’agua apos a retirada instantanea de um volume
de agua, ou por intermédio do rebaixamento da superficie livre decorrente de um
volume introduzido.

Segundo Montenegro e Montenegro (2004), o método é capaz de produzir
estimativas de condutividade hidraulica com alta precisdo. A precisdo do teste
depende da auséncia de zonas de desenvolvimento e desmoronamento nas
vizinhancas da posi¢cdo de teste, bem como do método escolhido para sua
analise e interpretacdo. Em funcao de sua simplicidade e baixo custo, o método
pode ser realizado em vérias loca¢des. Desse modo, representa uma técnica
importante para analise da variabilidade espacial de propriedades hidraulicas.

No tocante a andlise matematica dos testes, o método de Hvorslev
(1951), foi escolhido conforme recomendacdo de Montenegro e Montenegro
(2004). O método de Hvorslev (1951) sera detalhado a seguir.

Usualmente, o volume de agua deslocado pelos “slug-tests” € reduzido,
consequentemente pouco perturbando a superficie freatica do aquifero, Sua

formulacao geral pode ser expressa como:

K= Lln(iJ 48
F(tz _tl) hz

Em que: K a condutividade hidraulica saturada da regi&o testada [LT™]; A

representa a area transversal do furo de sondagem [L?]; F é um fator de forma
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[L], que depende da geometria e das condi¢cbes de contorno do teste (Figura 4);
h, € a carga medida no tempo t; apds inicio do teste [L]; h, representa a carga
medida no tempo t; apds o inicio do teste [L]. O fator de forma F foi discutido por
Hvorslev (1951) apds analise de solucfes analiticas para varias geometrias de
teste. As configuracbes possiveis estdo reproduzidas em Montenegro e
Montenegro (2004).

revestimento revestimento revestimento

a) b) c)
F =2D F=275D F= 2rL
- o Iog[(ZL/D)+\/l+ (2L)2/D”

D,

revestimentg

d)
2L
F= 2D 275D
Fo_ ® Fo_ oY
Iog{(L/D)+\/1+ (L)*/D } 1+(8/7)(L/ D] 1+1Y AL/ D

N impermeavel

poroso

Figura 04 — Fatores de forma F para metodologia de Hvorslev (1951). Fonte: BS
5930 (1981), adaptado por Montenegro e Montenegro (2004).
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Testes como o da Figura 04 foram reproduzidos e replicados em
transeccdo no vale aluvial, permitindo inferir o semi-variograma dos logaritmos
da condutividade hidraulica saturada. Para a presente dissertacédo sera utilizada
uma equacao simplificada para o calculo da condutividade hidraulica, segundo
Fetter (1994).

r’Ing, xR _ 49
QLT | m———

Em que: K — condutividade hidraulica (L/T); r — raio do envoltério do poco (L); R —
raio do crivo do poc¢o (L); Le — comprimento do crivo do pogo (L); To — tempo de
leva para o nivel d4 agua subir ou baixar a 37% da variacao inicial (T) (representa
37% de recuperacao).

Para esse estudo, 0s seguintes valores foram utilizados:

R=r=0,94cm; Le=16cm
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5. Resultados e Discussao

5.1 Analise Estatistica Descritiva
A Tabela 1 apresenta a estatistica descritiva dos logaritmos das medidas de

condutividade hidraulica (ver anexo), em cm/s, obtidas em campo.

Tabela 1. Estatistica Classica.

Erro Desvio
Média Padrdo Mediana Padrdo Variancia Curtose Assimetria Intervalo Min Méax. Soma Pontos

249 011 2.43 0.63 0.40 -0.85 -0.01 2.12 1.38 3.50 72.20 98

As medidas estudadas foram: média, mediana, desvio padrdo, variancia,
coeficiente de variacéo, assimetria e curtose.

A normalidade da variavel estudada foi testada através do programa
estatistico Minitab, por meio do teste KS proposto por Kolmogorov-Smirnov e do

teste W proposto por Shapiro-Wilk.

Histograma com curva normal para Condutividade hidraulica

10 74/’_\_

Frequéncia
AN
/

I I I I I
-045 -0,35 025 -0,15 -005

Condutividade

Figura 05 — Histograma com curva normal para o logaritmo condutividade
hidraulica.

A Figura 06 apresenta o teste de normalidade de Kolmogorov-Smirnov,
teste KS, obtido através do software Minitab, para os dados observados aplicados
ao nivel de significancia de 4.8%. Reforca-se a aceitacdo da hipotese de log

normalidade dos dados da condutividade hidraulica.
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Teste de normalidade para condutividade hidraulica

a9a
99
95 -
80 4
50 4
20 4
05
01
001 A

Probability

045 -0,35 -0.25 -015 -0,05
Condutividad

Average: -0,223111 Kolmogorow-Smirnoy Mormality Test
Sthew: 00836565 D+: 0,064 D-:0,091 D 0,091
M: 98 Approximate P-wWalue: 0,048

Figura 06 — Teste de normalidade de Kolmogorov-Smirnov para o logaritmo da
condutividade hidraulica.

A Figura 07 apresenta o teste de normalidade de Shapiro-Wilk., teste W,
obtido através do software Minitab, para os dados observados aplicados ao nivel

de significancia de 9%.
Teste de normalidade para condutividade hidraulica

999
99
85 o
2 80
=
© 50 A
L0
2 0
05 A
01 A
001~
045 -0,35 0,25 -0,15 005
Condutividad
Average:-0,223111 Wi-test far Mormality
StDev: 0,0836565 R 09887
M: 88 P-Yalue (approx): 0,0802

Figura 07 — Teste de log normalidade de Shapiro-Wilk para condutividade
hidraulica.

Os graficos dos testes de normalidade da condutividade hidraulica teste KS
e teste W mostram a maioria dos valores das observacdoes sobre a reta de

tendéncias, com poucos pontos periféricos.
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5.2 Anélise de Tendéncias

As medidas de dispersdo média e a variancia ndo sao suficientes para
medir a continuidade espacial ou avaliar as hipoteses de estacionaridade. Tem-se
ainda que avaliar a presenca de tendéncia linear da dependéncia espacial, a qual
indica a ndo existéncia de estacionaridade.

As figuras mostram a disperséo dos dados de condutividade hidraulicas em

relacdo as coordenadas x e y.

Correlacio em relacio ao eixo x
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Figura 08 — Disperséo da condutividade hidraulica na direcéo x.

Correlagdo em relagdo ao eixo y

?"Ifllaﬂ THJJDD

o

0 T T T
?DJIDD 71000 71200 71600
LY * *
A :‘ £y
.”‘ L ] il - = * »
% M
G4 e * e .

*
L]
L) - o,

- ..
. L.

Condutividade{cm/s)

Y Distancias{m)

Figura 09 — Dispersao da Condutividade hidraulica na direcéo y.

Os dados apresentam-se mais dispersos na diregdo x que na diregao y.
Observou-se ainda a existéncia de baixa correlagbes entre a condutividade
hidraulica e as direcdes x e y. Tem-se R%, = 0,0164 e R?, = 0,0429.

De acordo com Landim (1998), somente os valores de correlagdo maiores

do que 0,70 sao relevantes na existéncia de tendéncia nos dados.
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5.3 Andlise Geoestatistica, Verossilhanca e Anélise Bayesiana
A anadlise geoestatistica foi procedida a partir da construcdo do

semivariograma experimental.

“& geoeas - Yario =]

Variable: k Direction : -oon

Hinimum : -4.530 Estimator : Variogram Tolerance : 0.000

Maximum -.665 | Total Pairs : 1225 BandWidth : nfa
E Pairs HAvg Distance Estimate Pairs HAvg Distance Estimate ﬂ

1 6 29.443 488 13

2 148 60.268 534 14

3 188 99._884 .658 15

& 153 139.638 602 16

5 1 179,345 .583 17

6 197 220.910 .638 18

7153 260.004 606 19

8 149 298.292 485 20

¢ bl

10 22

1 23

12 24

Type [4CE Box Plot Lag Results Model Quit

Plot the selected estimator vs. average distance

Figura 10 — Construcéo do semivariograma.

Trés modelos tedricos foram analisados: 0 modelo gaussiano,exponencial,

o esférico conforme apresentado nas Figuras 10, 11 e 12, respectivamente.

Variogram for k

Parameters

X:] File ‘totaf.pcf
Pairs 1225
. .6 Direct.: .000
ﬁ Tol. H 90.000
; MaxBand : n’a
-]
a .4
L] P
> k Limits
= Hinimum: —4.530
Hax imum : —.665
Hean : —-Z.231
-8 T T T T T Var. : 69270
8. aa. iea. i5@. 298, 258. 3e8.

Distance

Figura 11 — Modelo Gaussiano.
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Variogram for k

Parameters

.8 File totaf.pcf
Pairs @ 1225
. .6 Direct.: .00
] Tol. : 90.000
; MaxBand : nea
]
5 a
L P
B k Limits
2 Hinimum: -4 .530
Maseimum —.665
Hean : -2.231
.a T T T T T Var . : 69270
a. 5a. i@a. i58. 208, 258. 300,

Distance

Figura 12 — Modelo Exponencial.

Variogram for k

Parameters

e File itotaf.pcf
Pairs 1225
. -6 Direct.: .000
[ Tol. : 90.000
;“ HaxBand : n’a
]
B .4
3 k Limits
2 Hinimum: —4.530
Haxc imum 2 —.665
Hean : —Z.231
.a T T T T T Var. : 69270
a. 58. 1@0. 158. 2008. 2508. 300.

Distance

Figura 13 — Modelo Esférico

Foi plotado o semivariograma experimental e ajustado aos modelos
tedricos dos quais o modelo exponencial teve melhor ajuste devido a menor
diferenca entre Z*(escore) e Z (estimativa), ou seja, quanto menor esta diferenca
em modulo, melhor o ajuste. A dependéncia espacial, segundo a classificacdo
proposta por Cambardella et al. (1994), considera o efeito pepita como uma
porcentagem do patamar e permite comparar o grau de dependéncia espacial da
variavel estudada. Segundo esta classificacdo, com base na relacdo efeito
pepita(Cp) versus patamar(C, + C;), a dependéncia espacial considerada é

representada por:

25% < L\ < 75%
o+C

1
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Para o modelo escolhido (Figura 12) tem-se o efeito pepita de 0.4 e
patamar de 0.6. Dai, o grau de dependéncia é de 66,6%, mostrando uma fraca
dependéncia espacial da condutividade hidraulica. A estimativa da log
verossimilhanca foi de -120.2 e o critério de AIC foi de 248,3 para 0 modelo
exponencial ( ver anexo para saida do programa geo R).

De posse dos modelos tedricos, foi realizada a validagdo cruzada dos

semivariogramas, e escolhido o modelo exponencial, conforme apresentado nas
Figuras 14 a 16.

“E geoeas - Xvalid ==

Data File : c:‘geoeZtotaf.txt
X Variable = x
Y Variable - y

Kriging H # Data used H 28
Type : Drdinary # Missing data : I}

ﬂ Variable Estimate Difference Kriging Std fscore g
[ | ]
Hin irmurm -0 530 -2.936 -1.81 623 -2 014
25th #tile -2.867 -2.4%0 -. 647 -713 -.881
Hedian -2.253 -2.235 il 722 -0
I5th #tile -1.53% -2.017 593 -Th3 112
Hax irmur - 665 -1._451 2.2 _893 2_906
H 3 8 8 8 8
Hean -2, -2.240 -.M3 -T36 -.M13
Std. Dew. 837 .337 872 -037 1.165

W Scatter Plot Histogram UWrite Examine (Quit
ap o riging error (differences)

Figura 14 — Resultados para validacao cruzada (Modelo esférico).

“& geoeas - Xvalid M=l
Data File : c:hZgeoeZtotaf.txt
X Variable : =
¥ VDariable : v
Kriging - k # Data used H 8
Type : Ordinary # Missing data : I}

ﬂ Dariable Estimate Difference HKriging Std Zscore g

1 Hin imum -4.530 -2.881 -2.03% 672 -2.605%
25th #tile -2.867 -2.513 -.65% 677 -.962
Hedian -2.253 -2.21% no? 687 M2
75th #tile -1.53% -2.014% 578 703 .76
Max imurm -. 665 -1.404 2.18% 872 3.043
H 98 b 98 73 98
Hean -2.23:1 -2.247 -.015% 700 -.015%
Std. Dew. 837 .333 870 -03% 1.220

W Scatter Plot Histogram UWrite Examine Quit
ap o riging error (differences)

Figura 15 — Resultados da validag&o cruzada (modelo Gaussiano).
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ME geoeas - Xvalid

Data File : c:lgeoeZtotaf.txt

% Variable : =

Y Uariable : v

Kriging -k # Data used H 28
Type : Drdinary # Missing data : 1}

ﬂ Uariable Estimate Difference Kriging Std Iscore ﬂ
Hin imum -4.530 -2.972 -1.91 12 -2.266
25th #tile -2.867 -2.503 -.658 140 -.B22
Hedian -2.253 -2.219% -.003 .753 -.004
75th #tile -1.53% -2.030 606 rE] 159
Hax 1mum -.665 -1.518 2,243 .888 2.828
H 8 98 78 78 98
Hean -2, -2.241 -.M0 763 -.011
Std. Dev. 837 .337 873 035 1.125

W Scatter Plot Histegram Write Examine Quit
ap o riging error (differences)

Figura 16 — Resultados para validacéo cruzada (Modelo exponencial).

Apbés a validacdo do semivariograma, foi feita a krigagem, onde foi

confeccionado o mapa da condutividade hidraulica da Fazenda diminuidas as

incertezas em relacéo as estimas de krigagem (Figuras 17a e 17b).
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Figuras 17a e 17b — Mapas de krigagem do desvio padrédo da estimativa.
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A Figura 18 mostra as posteriores das distribuicbes das fungbes de

probabilidade para os parametros S,¢,c°, podendo-se notar que a natureza das

priores ndo foi mudada ,de forma que para g uma Normal, ¢,c°> gamas inversas.

Se for adotado o critério de dependéncia na analise Bayesiana, pode-se
notar uma menor independéncia nos dados. A Tabela 02 apresenta as estatisticas
da andlise Bayesiana. Os semivariogramas bayesianos foram similares para
moda, média e mediana, que estdo plotados junto com os tedricos classicos e

experimentais na Figura 19.
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Figura 18 — Densidades para os parametros B, 62, ¢.

Tabela 2. Estatistica Bayesiana.

B o’ o)

-2.221  0.0834 0.013
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semivariogramas
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Figura 19 — Semivariancias experimentais e tedricas, para as abordagens classica
e bayesiana.

Na Figura 20, pode-se encontrar o mapeamento do logaritmo da
condutividade hidraulica, utilizando o semivariograma teorico exponencial, que foi
testado e validado através da metodologia classica, bem como comprovado pela

metodologia bayesiana.

71506
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71000 gt < ' - - 2.7
)
\ -2.9
I

\ \ \
734000 734500 735000 735500 736000 736500 3.1

-3.3

Figura 20 — Mapa de Krigagem do log K.

Cabe salientar que semivariancias experimentais obtidas com a malha

7

completa deste estudo € consistente com as semivariancias estimadas por
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Montenegro (1997), utilizando apenas pontos na dire¢ao longitudinal. A Figura 21

ilustra este resultado.
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Figura 21 — Semivariograma Exponencial teérico e semivariancias experimentais

(classicos).
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6 CONCLUSOES

e A estrutura de variabilidade espacial da condutividade hidraulica no vale
aluvial na Fazenda Nossa Senhora do Rosario pode ser descrita por um
modelo exponencial;

e A adocao de pontos de amostragem adicionais reduziu as incertezas no
mapeamento, porém ndo alterou a estimativa da estrutura de
variabilidade previamente inferida;

e Os semivariogramas ajustados apresentaram diferencas nao significativas

na validacdo da metodologia geoestatistica e na abordagem bayesiana.

e A analise de tendéncia dos dados de condutividade hidraulica indicou a

inexisténcia de tendéncia relevante.



Silva Junior, A. N., Uso da Krigagem para caracterizagéo 67

7 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

AKAIKE, H. Information theory and na extension of maximum likelihood principle.
In Petrox, B. And Caski, F., editors, second International symposium on
Information Theory, 267p, 1973.

ALLAN D, WOODBURY e E.A.SUDICKY. The Geoestatistical Characteristics of
the Borden Aquifer. Water Resouces Reaserch, v. 27, n.2, p 535 — 546, 1991.

ANDRIOTTI, J. L. Fundamentos de estatistica e geoestatistica. Sdo Paulo:
Unisinos, 2004.165p.

ANTELMAN, G. Elementary Bayesian Statistic. Cheltenham: Edward Elgar,
1997. 112p.

ANDERSON, T. An Introduction to Multivariate Statistical Analysis. John Wiley&
Sons, inc. 1984. 374p.

BOUWER, H.; RICE, R. C. A Slug test for determining Hydraulic conductivity of
unconfined aquifers with completely or partially penetrating wells. Water
Resources Research, v. 12, n.3, p.423-428, 1976.

BURROUGH, P., Principles of geographical information systems for land
resources assessment. Oxford: Clarendon Press, 1987. 193p.

BOX, G.E.P.;TIAO,G.C. Bayesian Inference in Statistical Analysis. New York:
Addison Wesley. 1973. 588p.

CAMBARDELLA, C.A.; MOORMAN, T.B.; NOVAK, J.M.;PARKIN, T.B.; KERLEN,
D.L.; TURCO, R.F.; KONOPKA, A.E. Field scale variability of soil properties in
Central lowa soils. Soil Science Society America Journal, Madison, v.47, n.2,
p.1501-1511, 1994.



Silva Junior, A. N., Uso da Krigagem para caracterizagéo 68

CORDEIRO, G. M. — On the corrections to the likelihood ratio statistics.
Biometrika, v 74, n.3, p.265-274, 1987

CHOU, YA-LUN. Statistical analysis. Second edition. Reino Unido. 1984. 828p.

CLARK, B.; WASSERMAN, L. Non - informative priors and nuisance

parameters. Journal of the Statistical Association, v, 88, n.4, p. 1427 — 1432.

CRESSIE, N.A.C. () Statistics for Spatial Data. Revised Edition. John Wiley &
Sons, Inc. 1993. 900p.

ENGLUND, E. & SPARKS, A. — GEO-EAS 1.2.1., Geostatistical Environmental
Assessment Software. User's Guide. United States Environmental Protection
Agengy, 1991. 185 p.

FISHER, R. A., The design of experiments. Oliver and Boyd, Edinburgh,
1935.252p,

FREEZE, R. A.; CHERRY, J.A. Groundwater. Prentice-Hall Inc. USA. 1979.
604p,.

HARGREAVES, G.; Climatic zoning for agricultural production in Northeast Brazil.
Farm Water Management Research Program, Utah State University, 1974. 6p.

HARTLEY, H. O., RAO, J. N. K., Maximum-likelihood estimation for the mixed

analysis of variance model. Biometrika, v.54, n.3, p.93-108, 1967.

HVORSLEV, M.J. Time lag and soil permeability in groundwater measurements,
Bull. 36, U. S. Army Corps of Eng. Waterways Exp. Stn., Vicksburg, Miss., 50p,
1951

ISAAKS, E., SRIVASTAVA, R. An Introduction to Applied Geostatistics. Oxford
University Press, 1989. 572p.



Silva Junior, A. N., Uso da Krigagem para caracterizagéo 69

JEFFREYS, H. Theory of probability. 3. ed. Oxford: Claredon Press, 1961, 578p.

JOURNEL, A. G., HUIUBREGTS, C. Mining Geostatistics. Academic Press,
1978. 207p.

JOURNEL, A. G.. Nonparametric estimation of spatial distributions. Mathematical
Geology. v.15, n.3, p. 445-468. 1983

KLEINMAN, K.P.; IBRAHIM, J.G.. A Semiparametric Bayesian Approach to the
Random Effects Model. Biometries, v.54, n.3, p. 921 — 938, 1998.

LANDIM, P. M. B. Analise Estatistica de Dados Geoldgicos. Sdo Paulo, 1998.
226p.

LEANDRO, R. C. Introducéo a Inferéncia Bayesiana. (seminario apresentado no
curso de poés-graduacdo em estatistica e experimentacdo agronémica).
Priracicaba: ESALQ, 1994, 50p.

MATHERON, G. Trité de Geoestatistique Appliqueé. Technip. 2v., The Theory of
Regionalized Variables and its Applications. Centre Geoestatistique

(Fontainebleau, France), 1971.

MOHANTY, B. P.; ANKENY, M. D; HORTON, R; KANWAR, R. S. Spatial analysis
of hydraulic conductivity measured using disc infiltrometers, Water Resources.
Reaserch, v.30, n.3, p.2489-2498, 1994.

MATHERON, G. Principles of geostatistics. Economic Geology, vol. 58, n.2,
p.1246-1266, 1963.

MATHERON, G. The theory of regionalized variables and its application. Les
Cahiers du centre de Morphologie Mathématique, fas.5, C.G. Fontainebleu. 1971.
211p



Silva Junior, A. N., Uso da Krigagem para caracterizagéo 70

MILLHAM. N. P., HOWES, B. L. A comparison of methods to determine K in a
shallow coastal aquifer. Ground Water, v. 33, n.1, p.49-53, 1995.

MONTENEGRO, M. G. S.; MONTENEGRO A. A. A.; MACKAY, R. Caracterizagédo
da Variabilidade Espacial de Pardmetros Hidraulicos em Solos Aluviais no Estado
de Pernambuco. RBRH. v. 4, n.2. 1999.

RIBEIRO JR, P.J. and Diggle, P.J. (2001) geoR: A Package For Geostatistical
Analysis. R-NEWS,1, n. 2, 1518.

RIBEIRO JR, P.J. Métodos geoestatisticos no estudo da variabilidade espacial
dos parametros do solo, 1995, Piracicaba. 99p. Dissertacdo (Mestrado) - Escola

Superior de Agricultura "Luiz de Queiroz", Universidade de Séo Paulo.

RIBEIRO Jr., P. J. & DIGGLE, P. J. A package for geostatistical analysis. R-
NEWS, v.1, n.2, p.15-18. 2001

SCHIMIDT, A.M.(2001) Bayesian Spartial Interpolation of envirommental
monitoring Stations. Tese de Doutorado — Department of Probability and Statistics,
University of Sheffield.

SILVA, VALTER DE ANDRADE, Uma abordagem Bayesiana para estimativa da
densidade populacional de animais de vida livre. Recife, 2002. 44p. Dissertagéo
(Mestrado em Biometria). Universidade Federal de Pernambuco.

SURFER for Windows (2002) — Golden Software, Inc., versao 8.0.

Van ROQY, D. Conditional stochastic simulation of groundwater contamination- a
case study. Technical University of Denmark, Series Paper 42, 154 p, 1987.

VENDRUSCULO, L.G.; Uso de indice de desempenho e do critério de Akaike
para ajuste de modelo de semivariograma. Embrapa, comunicado Técnico 58, 5p,
2003.



Silva Junior, A. N., Uso da Krigagem para caracterizagéo 71

WEBSTER, R. Quantitatives spatial analylis of soil en the field. Advances in Soll
Science, New York, p.1-70. 1985.



Silva Junior, A. N., Uso da Krigagem para caracterizagéo

8 Anexo

Dados da condutividade totais (Longitudinal e transversal)

Condutividade Hidraulica (cm/s)

736110 71676 -2,7046
736120 71642 -1,9767
736128 71612 -2,5359
736138 71584 -2,6279
736146 71554 -2,4751
736156 71526 -2,5303
735864 71496 -1,8576
735872 71466 -2,3571
735882 71436 -2,7158
735890 71408 -1,4748
735898 71378 -1,5897
735005 71284 -2,8506
735040 71224 -3,5545
735025 71190 -2,204
735049 71162 -1,4717
735047 71136 -1,5953
734790 71112 -1,7343
734793 71086 -2,0698
735186 71420 -2,9045
735196 71380 -3,3343
735204 71350 -2,4983
735216 71320 -2,9507
735224 71290 -2,0913
735234 71260 -2,4916
735422 71420 -2,9519
735430 71394 -1,4292
735440 71366 -3,4917
735450 71340 -2,9455
735458 71312 -3,5242
733950 71015 -2,86934
733965 71000 -1,61186
733982 70977 -1,72024
734000 70955 -1,28417
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734002 71058 -4,53
734060 71042 -2,57675
734090 71037 -4,26
734507 71067 -3,06702
734482 71055 -2,29303
734455 71040 -2,03236
734400 71014 -0,87193
734374 71000 -2,42794
735500 71365 -2,60607
735475 71345 -2,92372
735454 71327 -1,9041
735432 71307 -1,28554
735402 71300 -3,50585
735374 71292 -2,16197
735345 71285 -3,25885
735286 71270 -2,84894
735256 71264 -2,99268
735227 71257 -2,62269
735222 71285 -1,29524
735230 71226 -2,25313
735236 71197 -3,69897
735201 71250 -2,53224
735171 71243 -2,20796
735142 71235 -3,03245
735116 71220 -3,01728
735092 71200 -1,61089
735068 71185 -1,24378
734992 71135 -2,52158
734968 71117 -2,13036
734942 71100 -1,30385
734920 71085 -2,55627
734896 71068 -1,1713
734850 71154 -2,27482
734822 71145 -3,54668
734792 71138 -2,82102
734765 71130 -1,3359
734735 71122 -1,62925
734707 71115 -1,17166
734678 71107 -1,18732
734647 71100 -2,11126
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734625 71085 -2,00218
734598 71075 -1,22233
734568 71067 -1,87393
734545 71050 -2,6269
734517 71038 -1,7027
734490 71027 -2,86678
734460 71015 -1,55683
734433 71005 -2,59843
734880 71160 -2,53626
734912 71167 -0,84851
735642 71420 -0,66475
735722 71385 -3,59346
735812 71367 -2,07248
736217 71467 -3,88606
736295 71515 -2,87031
734012 70975 -1,18064
734115 70995 -1,53857
734270 71057 -1,27376
734380 71050 -1,418
734480 71070 -0,95424
734400 70927 -1,36831
736400 71560 -0,86327
735840 71420 -1,06852
735592 71235 -1,46478
735155 71195 -1,3497
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Entrada com os dados no programa geo R:

"y98" <-
structure(list(coords =
matrix(c(0.611,0.612,0.6128,0.6138,0.6146,0.6156,0.5864,0.5872,0.5882,0.589,
0.5898,0.5005,0.504,0.5025,0.5049,0.5047,0.479,0.4793,0.5186,0.5196,0.5204,0.
5216,0.5224,0.5234,
0.5422,0.543,0.544,0.545,0.5458,0.395,0.3965,0.3982,0.4,0.4002,0.406,0.409,0.4
507,0.4482,0.4455,
0.44,0.4374,0.55,0.5475,0.5454,0.5432,0.5402,0.5374,0.5345,0.5286,0.5256,0.52
27,0.5222,0.523,
0.5236,0.5201,0.5171,0.5142,0.5116,0.5092,0.5068,0.4992,0.4968,0.4942,0.492,
0.4896,0.485,
0.4822,0.4792,0.4765,0.4735,0.4707,0.4678,0.4647,0.4625,0.4598,0.4568,0.4545
,0.4517,0.449,
0.446,0.4433,0.488,0.4912,0.5642,0.5722,0.5812,0.6217,0.6295,0.4012,0.4115,0.
427,0.438,0.448,
0.44,0.64,0.584,0.5592,
0.5155,0.1676,0.1642,0.1612,0.1584,0.1554,0.1526,0.1496,0.1466,0.1436,0.1408
,0.1378,0.1284,
0.1224,0.119,0.1162,0.1136,0.1112,0.1086,0.142,0.138,0.135,0.132,0.129,0.126,
0.142,0.1394,
0.1366,0.134,0.1312,0.1015,0.1,0.0977,0.0955,0.1058,0.1042,0.1037,0.1067,0.10
55,0.104,0.1014,0.1,
0.1365,0.1345,0.1327,0.1307,0.13,0.1292,0.1285,0.127,0.1264,0.1257,0.1285,0.1
226,0.1197,0.125,
0.1243,0.1235,0.122,0.12,0.1185,0.1135,0.1117,0.11,0.1085,0.1068,0.1154,0.114
5,0.1138,0.113,
0.1122,0.1115,0.1107,0.11,0.1085,0.1075,0.1067,0.105,0.1038,0.1027,0.1015,0.1
005,0.116,0.1167,
0.142,0.1385,0.1367,0.1467,0.1515,0.0975,0.0995,0.1057,0.105,0.107,0.0927,0.1
56,0.142,0.1235,
0.1195),ncol=2),

data = ¢(-2.70460,-1.97600,-2.53590,-2.62790,-2.47510,-2.53030,
-1.85760,-2.35710,
-2.71580,
-1.47480,
-1.58970,-2.85060,-3.55450,-2.20400,-1.47170,-1.59530,-1.73430,-2.06980,
-2.90450,-3.33430,
-2.49830,-2.95070,-2.09130,-2.49160,-2.95190,-1.42920,-3.49170,-2.94550,
-3.52420,-2.86934,
-1.61186,-1.72024,-1.28417,-4.53000,-2.57675,-4.26000,-3.06702,-2.29303,
-2.03236,-0.87193,
-2.42794,-2.60607,-2.92372,-1.90410,-1.28554,-3.50585,-2.16197,-3.25885,
-2.84894,-2.99268,
-2.62269,-1.29524,-2.25313,-3.69897,-2.53224,-2.20796,-3.03245,-3.01728,
-1.61089,-1.24378,
-2.52158,-2.13036,-1.30385,-2.55627,-1.17130,-2.27482,-3.54668,-2.82102,
-1.33590,-1.62925,
-1.17166,-1.18732,-2.11126,-2.00218,-1.22233,-1.87393,-2.62690,-1.70270,
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-2.86678,-1.55683,
-2.59843,-2.53626,-0.84851,-0.66475,-3.59346,-2.07248,-3.88606,-2.87031,
-1.18064,-1.53857,
-1.27376,-1.41800,-0.95424,-1.36831,-0.86327,-1.06852,-1.46478,-1.34970,),
cov.model = "exponential”, nugget = 0, cov.pars = c(1.,
0.29999), kappa = 0.5, lambda=1), class="geodata")

Saida da Verrosimilhanca e da Krigagem Bayesiana

krige.bayes: no prediction locations provided.
Only samples of the posterior for the parameters will be returned.

The following object(s) are masked from package:utils :

data

The following object(s) are masked from package:base :
kappa

krige.bayes: computing the discrete posterior of phi/tausqg.rel
krige.bayes: computing the posterior probabilities.

Number of parameter sets: 21
1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21,

krige.bayes: sampling from posterior distribution
krige.bayes: sample from the (joint) posterior of phi and tausq.rel
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

phi 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7
tausqg.rel 0.00 0.0 0.00 0.0 0.00 0.0 0.00 0.0 0.00 0.0 0.00 0.0 0.00
0.0
frequency 3265.00 537.0 254.00 157.0 122.00 107.0 72.00 70.0 61.00 45.0 44.00
42.0 38.00 38.0

16 17 18 19 2021
phi 0.75 0.8 0.85 0.9 095 1
tausg.rel 0.00 0.0 0.00 0.0 0.00 O
frequency 21.00 32.0 22.00 26.0 23.00 24

krige.bayes: done!
> par(mfrow=c(1,3))
> hist(bsp4)
> mi<-likfit(y98,ini=c(0,1))
The following object(s) are masked from package:utils :

data

The following object(s) are masked from package:base :
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likfit: likelihood maximisation using the function optim.
likfit: Use control() to pass additional

arguments for the maximisation function.

For further details see documentation for optim.
likfit: It is highly advisable to run this function several

times with different initial values for the parameters.
likfit: WARNING: This step can be time demanding!

Erro em optim(par = ini, fn = .negloglik. GRF, method = "L-BFGS-B", lower =
lower.optim, :

valor néo finito fornecido por optim
> ml<-likfit(y98,ini=c(1,0.5))

The following object(s) are masked from package:utils :

data

The following object(s) are masked from package:base :

kappa

likfit: likelihood maximisation using the function optim.
likfit: Use control() to pass additional

arguments for the maximisation function.

For further details see documentation for optim.
likfit: 1t is highly advisable to run this function several

times with different initial values for the parameters.
likfit: WARNING: This step can be time demanding!

likfit: end of numerical maximisation.

>ml

likfit: estimated model parameters:
beta tausq sigmasq phi

"-2.2212" " 0.4103" " 0.0834" " 0.0130"

likfit: maximised log-likelihood = -120.2
> summary(y98)
Number of data points: 98

Coordinates summary
Coord.X Coord.Y

min 0.395 0.0927

max 0.640 0.1676
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Distance summary
min max
0.0005385165 0.2509885456

Data summary
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-4.5300 -2.8500 -2.2310 -2.2310 -1.4910 -0.6647

Other elements in the geodata object
[1] "cov.model" "nugget” "cov.pars" "kappa" "lambda"
> ml
likfit: estimated model parameters:
beta tausq sigmasq phi
"-2.2212" " 0.4103" " 0.0834" " 0.0130"

likfit: maximised log-likelihood = -120.2
> summary(ml)
Summary of the parameter estimation

Estimation method: maximum likelihood

Parameters of the mean component (trend):
beta
-2.2212

Parameters of the spatial component:
correlation function: exponential

(estimated) variance parameter sigmasq (partial sill) = 0.0834
(estimated) cor. fct. parameter phi (range parameter) = 0.013

anisotropy parameters:
(fixed) anisotropy angle =0 ( 0 degrees)
(fixed) anisotropy ratio = 1

Parameter of the error component:
(estimated) nugget = 0.4103

Transformation parameter:
(fixed) Box-Cox parameter = 1 (no transformation)

Maximised Likelihood:
log.L n.params AIC  BIC
".120.2" "4" "248.3" "258.7"

non spatial model:
log.L n.params AIC  BIC
"-121.1"  "2" "246.1" "251.3"

Call:
likfit(geodata = y98, ini.cov.pars = c(1, 0.5)
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