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Muitos estudos sobre a dispersão atmosférica de radionuclídeos, liberados a partir de Centrais Nucleares, 

são baseados em modelos de pluma gaussiana ou no uso da equação de convecção-difusão. Esses modelos são 

baratos e podem ser usados na Mesoescala atmosférica, que se estende de 2 a 2000 km da Central Nuclear. 

Entretanto, eles não levam em conta a turbulência gerada pela interação do vento com edificações, terreno, e 

com as forças convecctivas da corrente do material liberado, os quais são fatores dominantes na escala local, da 

ordem de 0 a 2 km da fonte de emissão. Esta tese apresenta um tratamento, via fluidodinâmica computacional 

(Computational Fluid Dynamics – CFD), à dispersão atmosférica de radionuclídeos na vizinhança próxima de 

Centrais Nucleares. A Simulação das Grandes Escalas de Turbulência (Large Eddy Simulation – LES) baseada 

nas equações de Navier-Stokes, malhas adaptativas de elementos finitos e técnicas de computação paralela, são 

combinadas em um código computacional desenvolvido para levar em conta o efeito da turbulência gerada 

localmente na dispersão do material radioativo liberado. Os resultados obtidos, embora preliminares, são 

motivadores e mostram o potencial das ferramentas de CFD para auxiliar a avaliação deste importante problema 

de segurança.  
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Most studies of atmospheric dispersion of radionuclides released from Nuclear Power Plants (NPPs) are 

based on Gaussian plume models or on the use of a convection-diffusion equation. Such models are inexpensive 

and can be useful in the atmospheric Mesoscale, of the order of 2-2000 Km from the NPP. However, they fail to 

take into account the turbulence generated by the interaction of the wind with buildings, the terrain, and with the 

convective forces of the released material stream, which are the dominant factors in the local scale, of the order 

of 0-2 Km from the source of emission. This thesis presents a Computational Fluid Dynamics (CFD) approach to 

the atmospheric dispersion of radionuclides in the close vicinity of NPPs. Large Eddy Simulation based on the 

Navier-Stokes equations, dynamic adaptive finite element meshes, and parallel computing techniques, are 

combined in a computer code designed to take into account the effect of the locally generated turbulence on the 

dispersion of the released radioactive material. The results obtained, although preliminary, are encouraging and 

show the potential of CFD tools to address this important safety assessment problem. 
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CAPÍTULO 1 

 

INTRODUÇÃO 

 

1.1 – CONTEXTUALIZAÇÃO DO TRABALHO 

 

Sob condições normais de operação, as usinas nucleares liberam pequenas quantidades de 

efluentes radioativos ao longo de sua vida útil [1]. No caso de um improvável acidente severo, 

seguido de falhas sucessivas das barreiras físicas e problemas nos sistemas de controle e 

proteção do reator, a liberação de material radioativo pode se tornar significativa. Os 

problemas gerados a partir destes eventos catastróficos podem levar ao alcance de níveis 

elevados de radioatividade nas cercanias da usina, representando uma ameaça ao ser humano, 

à sociedade e a vida local. 

Em qualquer um destes cenários, modelos apropriados e ferramentas computacionais são 

necessárias para predizer e avaliar as conseqüências radiológicas para a população e para o 

meio ambiente. O propósito de estudar a dispersão de radionuclídeos produzidos e liberados 

por uma central nuclear é obter dados para análise de segurança, com o intuito de assegurar 

que, sob condições normais de operação, a eventual dose radioativa recebida pelo público seja 

inferior aos níveis estabelecidos pela regulamentação vigente, e, no caso de um acidente 

severo, prover as informações necessárias para mitigar suas conseqüências. 

O estudo da liberação de efluentes radioativos pode ser dividido em quatro fases distintas. 

A primeira delas diz respeito à estimativa do inventário de material radioativo que existe 

dentro da central nuclear, incluindo suas quantidades e suas propriedades físicas, químicas e 

biológicas. A segunda fase envolve o estudo dos possíveis caminhos pelos quais esse material 

pode ser liberado, depois de falhas sucessivas das barreiras. A liberação para atmosfera pode 
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ocorrer através da chaminé, em caso de emissão controlada, ou através de rupturas das 

paredes da contenção, em um improvável evento de acidente catastrófico. A terceira fase 

abrange a dispersão de material radioativo para o meio ambiente. No caso de dispersão 

atmosférica, deve ser considerado o comportamento da pluma radioativa e a avaliação da 

concentração de radionuclídeos em torno da central nuclear [1]. Finalmente, a quarta etapa 

envolve o cálculo da dose recebida por um indivíduo do público e o impacto ambiental 

provocado pela liberação. A dose de radiação recebida e seus efeitos associados à saúde 

dependem da meia-vida, energia e formas de decaimento dos radionuclídeos, bem como das 

propriedades biológicas dos seres vivos [2]. 

Diferentemente das duas primeiras etapas, a terceira, além de depender do tipo de reator e 

condição de operação da usina e tipo de acidente, depende também das condições 

atmosféricas como velocidade do vento, gradiente de temperatura, umidade relativa e etc., 

além da topografia de onde se encontra a central nuclear. 

Como já colocado, um dos intuitos do estudo de dispersão é prover informações para a 

análise de segurança para que esta possa garantir que, em condições normais de operação, a 

dose recebida pelo público esteja dentro dos padrões aceitáveis e, decorrido um acidente, 

fornecer subsídios para prever suas conseqüências radiológicas, ambientais, sociais, 

econômicas, etc. A análise de segurança também é responsável pelo estabelecimento dos 

limites da área da central nuclear (área de exclusão), a qual não deve ser densamente povoada. 

Se estes limites pudessem ser reduzidos, diminuiriam também as restrições na ocupação, 

poderia ser melhorado o monitoramento dessa área, ou até mesmo simplificariam-se os planos 

de evacuação das regiões próximas à central nuclear. Portanto, o estudo de dispersão pode 

gerar resultados com impactos na ocupação e dimensionamento do sítio. Ainda neste 

contexto, é importante lembrar que a severidade de um possível acidente associado a 

instalações nucleares de um modo geral está fortemente ligada à densidade populacional das 
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regiões ao redor das instalações, bem como à política de evacuação, tratamento médico e 

outras medidas de saúde pública que devem ser tomadas para mitigar suas conseqüências 

radiológicas [2].  

Os argumentos acima, clássicos e de notório conhecimento da comunidade nuclear, 

revelam a importância dos estudos sobre comportamento de pluma radioativa, 

independentemente dos modelos físicos adotados. Neste sentido, um grande número de 

trabalhos tem sido feitos para entender e simular a dispersão atmosférica de material liberado 

a partir de uma central nuclear. De uma forma geral, os estudos são baseados em modelos de 

pluma Gaussiana ou no uso de uma equação de convecção-difusão que, apresentam custo 

computacional relativamente baixo e podem ser usados na mesoescala atmosférica [3], da 

ordem de 2-2000 km da central nuclear. Tais modelos, apesar de extremamente úteis na 

previsão dos fenômenos físicos ocorridos nesta escala, são falhos no tratamento da turbulência 

local, gerada pela interação do vento com as construções, com o terreno e com as forças 

convectivas da própria corrente do material liberado. Contudo, antes de nos aprofundarmos 

nesta questão, sob a qual se fundamentará a contribuição e relevância deste trabalho, cabem 

alguns comentários sobre a natureza física e modelos para tratamento da turbulência, que 

como veremos, estará sempre no centro das discussões e análises deste trabalho.   

A turbulência é um fenômeno que, apesar de muito comum em movimento de fluídos, 

gera modelagens matemáticas sem soluções analíticas. Por outro lado, quando se pretende 

capturar todas as escalas espaciais e temporais do problema, também as soluções numéricas 

tornam-se inviáveis devido ao elevado custo computacional. Apesar de existirem 

características muito comuns presentes em escoamentos turbulentos, como elevado número de 

Reynolds e dissipação viscosa, a descrição da turbulência em modelos matemáticos solúveis 

não é uma das mais simples tarefas na engenharia. Diante destas dificuldades, vários estudos 

foram realizados com o intuito de se representar, da forma mais fidedigna possível, a 
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turbulência em modelos resolvíveis numericamente. Esta realidade levou à elaboração de 

distintas formas de tratamento do problema de escoamento turbulento. 

Os vórtices constituintes do escoamento turbulento são de tamanhos variados e seu limite 

superior de tamanho tem relação com as dimensões dos obstáculos existentes ao escoamento. 

O limite inferior do tamanho dos vórtices é determinado pela viscosidade. A turbulência é um 

fenômeno que pode ser abordado pela mecânica do contínuo, visto que as menores escalas 

ainda são muito maiores que o comprimento da escala molecular. Os gradientes das 

velocidades médias do escoamento e gradientes de temperatura são responsáveis pelo 

fornecimento de energia necessária para garantir a existência dos vórtices no escoamento 

turbulento.  

Nos primórdios dos estudos da turbulência, os engenheiros tentavam determinar 

experimentalmente fórmulas que pudessem ser utilizadas nas predições de escoamentos 

turbulentos. Com o avanço dos recursos computacionais e das técnicas de discretização, teve 

início uma busca por soluções numéricas que pudessem resolver as equações governantes 

para o movimento turbulento de fluídos. Este trabalho se insere exatamente nesta vertente da 

ciência e tecnologia. Entretanto, conforme já mencionado, diferentemente do que 

tradicionalmente se tem estudado no campo da dispersão de plumas radioativas e segurança 

de reatores, analisar-se-á o comportamento da pluma nas adjacências do sítio. Esta opção, 

subsidiada por aspectos afetos à análise de segurança e que visa à investigação das 

conseqüências para os trabalhadores e indivíduos do público nos instantes subseqüentes à 

liberação e decorrido algum tempo, cria dificuldades no que tange a seleção, modelagem e 

solução dos fenômenos relevantes. Aspectos que são irrelevantes em análises em escala de 

muitos quilômetros, como a influência e comportamento da própria fonte emissora e interação 

desta com o escoamento, tornam-se fundamentais quando se considera a vizinhança imediata 

da central nuclear. Modelagens utilizadas para turbulência na mesoescala atmosférica (2-2000 
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Km), tradicionais e utilíssimas em estudos desta natureza, são inapropriadas aos objetivos e 

estudos de casos pretendidos neste trabalho. Nesta proposta, são os fenômenos localizados 

(velocidade do vento, posição relativa da ruptura na contenção, etc.) e as interações locais da 

própria fonte emissora, bem como as edificações em torno desta, responsáveis pelos 

fenômenos turbulentos e dispersão dos radionuclídeos.  Para tratar fenômenos com tais 

características, este trabalho propõe, com base em Sampaio et al. [9], uma formulação 

estabilizada dos elementos finitos para aproximar a solução do modelo físico que é baseado 

nas equações de Navier-Stokes, uma equação de convecção-difusão de energia para 

temperatura e equações de transporte para as concentrações dos radionuclídeos liberados. A 

formulação estabilizada de elementos finitos pode ser interpretada como um método 

Multiescala Variacional – Variational Multiscale (VMS) [4-7], cuja aplicação resulta na 

Simulação das Grandes Escalas - Large Eddy Simulation (LES), com modelo sub-malha 

implícito e gerado pela própria formulação [8-10]. De fato, o método selecionado (uso de 

Fluidodinâmica Computacional – Computational Fluid Dynamics - CFD com simulação das 

Grandes Escalas – Large Eddy Simulation - LES), reúne as características necessárias à 

simulação dos fenômenos relevantes. A CFD/LES baseia-se na proposta de simular 

diretamente a turbulência nas grandes escalas e introduzir as influências dos pequenos 

vórtices através dos chamados termos de estabilização da formulação de elementos finitos. 

Esta é uma metodologia conceitualmente adequada às características naturais da turbulência. 

Os grandes vórtices, que surgem da interação do escoamento com os grandes obstáculos, têm 

características individuais e são mais bem representados quando capturados diretamente pela 

discretização. Por outro lado, os pequenos vórtices têm características mais universais, 

guardando uma relação mais distante com a fonte de turbulência original. Isto torna os 

pequenos vórtices mais adequados a uma modelagem universal através de modelos sub-
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malha. Tais modelos sub-malha podem ser explícitos ou implícitos, como o que é utilizado no 

presente trabalho.  

 

1.2 – OBJETIVO 

 

Diante da importância do estudo de liberação de efluentes radioativos para a engenharia 

nuclear, esta dissertação propõe a aplicação de um método estabilizado de elementos finitos 

para tratamento do problema. A predição adequada da evolução da pluma radioativa no meio 

ambiente será útil no projeto, na avaliação de segurança e no licenciamento de novas centrais 

nucleares. Esta proposta tem o intuito de promover a análise do comportamento da pluma 

radioativa nas cercanias da usina, tendo em vista a influência da própria fonte emissora, dado 

que esta, bem como as edificações no entorno, representam obstáculos ao escoamento 

atmosférico e, conseqüentemente, são fontes de turbulência local.  

 

1.3 – CONTRIBUIÇÃO 

 

A primeira contribuição surge com a própria proposta do trabalho. Trata-se da critica a 

metodologia convencionalmente usada na análise de dispersão atmosférica de radionuclídeos 

a partir de modelos do tipo pluma Gaussiana ou de modelos baseados em uma equação de 

convecção-difusão, quando se considera a vizinhança imediata da central nuclear (0-2 Km). É 

importante notar que tais modelos não envolvem a solução do campo de escoamento, tendo 

sua aplicabilidade limitada a problemas na mesoescala (2-2000 Km), para os quais estão 

devidamente ajustados a condições atmosféricas previamente classificadas. Argumenta-se 

aqui, porém, que na vizinhança imediata da central nuclear são os fenômenos locais e a 

turbulência gerada localmente que predominam na dispersão dos radionuclídeos. Entendem-se 



7 

como fenômenos locais, a interação do vento com obstáculos, com o terreno e com a própria 

corrente de material liberado. Assim, neste trabalho propõe-se o tratamento da dispersão de 

radionuclídeos na vizinhança da central nuclear através de técnicas de fluidodinâmica 

computacional (CFD) e da simulação das grandes escalas de turbulência (LES). Busca-se, 

portanto, a simulação dos fenômenos locais a partir de um modelo físico que inclui as 

equações de Navier-Stokes, de conservação de energia e de transporte dos radionuclídeos. 

A segunda contribuição do trabalho refere-se aos casos exemplos simulados, que 

simbolizam duas situações clássicas e que já ocorreram na história da operação das centrais 

nucleares pelo mundo. O primeiro exemplo envolve a liberação controlada de material 

radioativo pela chaminé, seja em situação normal ou em caso de acidente. O segundo refere-

se ao evento catastrófico da exposição do núcleo pela falha de todas as barreiras existentes. 

Estas situações representam os dois principais eventos acidentais da história da engenharia 

nuclear: o acidente de TMI (Three Mile Island) e da central ucraniana de Chernobyl.  

O programa computacional empregado no trabalho foi adaptado a partir do programa 

original desenvolvido por Sampaio [11-12], que fora previamente validado na análise de 

escoamentos incompressíveis com transferência de calor, em vários casos exemplos clássicos 

(escoamento cruzado sobre cilindro, transferência de calor em cavidade, convecção natural e 

mista sobre cilindro horizontal etc.). Foram introduzidas no programa original as equações de 

transporte dos radionuclídeos, mantendo-se porém a estrutura básica do programa. Desta 

forma foi possível aproveitar plenamente no novo programa o trabalho anterior desenvolvido 

por Sampaio [11-12], referente ao emprego de malhas adaptativas e de implementação 

paralela otimizada para um sistema de computação paralela do tipo Beowulf.  
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1.4 – ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO 

 

No capítulo 1 foi colocada a posição do problema, explicitando a importância do estudo 

de dispersão atmosférica de efluentes radioativos, ressaltando a objetivo do trabalho e a 

contribuição científica inerente a este. No Capítulo 2 descrevemos o modelo físico 

empregado. A formulação estabilizada de elementos finitos usada é apresentada no Capítulo 

3, onde se enfatiza a conexão entre o presente método e a aproximação Multiescala 

Variacional/Simulação das Grandes Escalas de Turbulência (VMS/LES). A implementação 

computacional, incluindo remalhagem adaptativa e técnicas de programação paralela, é 

descritas no Capítulo 4. Os estudos de caso são apresentados no capítulo 5, a partir da 

aplicação da metodologia para análise de dispersão de efluentes radioativos em condições de 

operação normal e/ou de acidente na central nuclear. Demonstra-se o potencial da ferramenta 

para simulação da pluma radioativa mesmo diante de obstáculos. Finalmente, o capítulo 6 

apresenta as conclusões finais e faz uma discussão acerca da continuação do desenvolvimento 

da metodologia proposta neste trabalho. 
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CAPÍTULO 2 

 

MODELO FÍSICO 

 

Consideramos um modelo contínuo para escoamentos viscosos incompressíveis, 

incluindo forças de flutuação (empuxo) e transferência de calor. O modelo também leva em 

conta equações de transporte que descrevem a concentração de radionuclídeos. O problema é 

definido sobre um domínio limitado aberto Ω, com contorno Γ, contido no espaço Euclidiano 

n-dimensional. 

O escoamento é modelado pelas equações de Navier-Stokes incompressíveis e uma 

equação de convecção-difusão de energia. Estas são escritas em coordenadas Cartesianas 

usando a convenção de soma, com a =1, 2,..., n e  b=1, 2,...,n : 

( ) 00 =−+
∂
∂

+
∂
∂

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂ TTg

x
p

xx
uu

t
u

a
ab

ab

b

a
b

a βρτρ                                          (1) 

0=
∂
∂

a

a

x
u                                                                  (2) 

0=
∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

b

b

b
b x

q
x
Tu

t
Tcρ                                                (3) 

Sem perda de generalidade, consideramos aqui dois radionuclídeos. Assume-se que o 

primeiro decai formando o segundo. O segundo radionuclídeo é considerado estável ou de 

meia-vida muito longa, de forma que durante análise o seu decaimento em uma terceira 

espécie pode ser negligenciado. Seja φ  a concentração do primeiro radionuclídeo e ϕ  a 

concentração do segundo. As equações de transporte para φ  e ϕ  podem ser escritas como: 

0=+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ φλξφφ

b

b

b
b xx

u
t

                                                     (4) 
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0=−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ φληϕϕ

b

b

b
b xx

u
t

                                                    (5) 

Além das concentrações φ  e ϕ , as variáveis dependentes incluem ainda os campos de 

velocidade, pressão e temperatura representadas por au , p  e T , respectivamente. Note que a 

tensão viscosa é dada por ( )abbaab xuxu ∂∂+∂∂= µτ , onde µ  é a viscosidade do fluido. O 

fluxo de calor é dado por bb xTq ∂∂−= κ , onde κ  é a condutividade térmica do fluido. Os 

fluxos difusivos de φ  e ϕ  são dados pela lei de Fick como bb x∂∂−= φψξ  e 

bb x∂∂−= ϕςη , respectivamente, onde ψ  e ς  representam as difusividades moleculares. A 

capacidade térmica do fluido é representada por c . A densidade do fluido (à temperatura de 

referência 0T ) é denotada por ρ . O coeficiente de expansão volumétrica do fluido é 

T∂∂−= − ρρβ 1 . O parâmetro λ  caracteriza a taxa de decaimento do primeiro 

radionuclídeo. 

Completamos o modelo introduzindo as condições iniciais e de contorno dos campos de 

velocidade, temperatura e concentração. As condições de contorno de velocidade e tensão são 

prescritas através de valores fornecidos sobre partições da fronteira não sobrepostas uaΓ  e taΓ , 

de tal forma que Γ=Γ∪Γ taua : 

( ) uaaa tuu Γ∈= xx,                                                             (6) 

( ) ( ) taababab ttnp Γ∈=+− xx,τδ                                                  (7) 

onde abδ   é o delta de Kronecker e bn  denota as componentes Cartesianas do vetor normal ao 

contorno e que aponta para fora. 
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As condições de contorno de temperatura e fluxo de calor são prescritas por valores 

fornecidos sobre partições da fronteira não sobrepostas TΓ  e qΓ , de tal forma que 

Γ=Γ∪Γ qT : 

                  ( ) TtTT Γ∈= xx,                                                            (8) 

( ) qbb tqnq Γ∈= xx,                                                        (9) 

As condições de contorno de pressão e velocidade normal à fronteira são associadas ao 

balanço de massa. Elas são prescritas por valores fornecidos sobre partições da fronteira não 

sobrepostas pΓ  e GΓ , de tal forma que Γ=Γ∪Γ Gp : 

( ) ptpp Γ∈= xx,                                                             (10) 

( ) Gbb tGnu Γ∈= xx,                                                          (11) 

Podemos perceber que as Eqs.(1)-(3) envolvem o gradiente de pressão, mas não a 

pressão. Assim, ao menos um valor de referência de pressão deve ser prescrito para que se 

tenha um campo de pressão único. 

As condições de contorno para o primeiro radionuclídeo são concentração e fluxo 

difusivo, sobre partições da fronteira não sobrepostas φΓ  e ξΓ : 

( ) φφφ Γ∈= xx t,                                                              (12) 

( ) ξξξ Γ∈= xx tnbb ,                                                           (13) 

Da mesma forma, as condições iniciais para o segundo radionuclídeo são especificadas 

como: 

( ) ϕϕϕ Γ∈= xx t,                                                             (14) 

( ) ηηη Γ∈= xx tnbb ,                                                          (15) 

onde  ϕΓ  e ηΓ  são partições da fronteira não sobrepostas de tal forma que Γ=Γ∪Γ ηϕ . 
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2.1. EQUAÇÕES GOVERNANTES NA FORMA ADIMENSIONAL 

 

Também é útil representar as equações governantes em forma adimensional. Aqui as 

variáveis são adimensionalizadas com respeito a escalas de referência convenientemente 

escolhidas. Os campos de velocidade, pressão, temperatura e concentração, adimensionais, 

são representados por 0uuu aa =′ , 2
0upp ρ=′ , )()( minmax0 TTTTT −−=′ , 0φφφ =′  e 

0φϕϕ =′ , respectivamente. Note que 0u  é a escala de referência de velocidade e minT  e maxT  

são as temperaturas mínima e máxima no problema. A escala de referência para o campo de 

concentração é a concentração inicial da primeira espécie, denotada por 0φ . As coordenadas 

espaciais são adimensionalizadas com respeito ao comprimento de referência L, ou seja, 

Lxx aa =′ . O tempo adimensional é representado por Lutt 0=′ . O campo gravitacional é 

adimensionalizado com respeito ao seu módulo, ou seja, gaa gg =′ .  

Em termos das varáveis adimensionais, as equações governantes tornam-se: 

0Ri
Re
1

=′′+
′∂
′∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′∂
′∂

+
′∂
′∂

′∂
∂

−
′∂
′∂′+

′∂
′∂

Tg
x
p

x
u

x
u

xx
u

u
t
u

a
aa

b

b

a

bb

a
b

a                             (16) 

0=
′∂
′∂

a

a

x
u

                                                                    (17) 

0
Pr Re

1
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′∂
′∂

′∂
∂

−
′∂
′∂′+

′∂
′∂

bbb
b x

T
xx

Tu
t
T                                         (18) 

( ) 0Da
Pe
1

1

=′+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′∂
′∂

′∂
∂

−
′∂
′∂′+

′∂
′∂ φφφφ

bbb
b xxx

u
t

                                     (19) 

( ) 0Da
Pe
1

2

=′−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′∂
′∂

′∂
∂

−
′∂
′∂′+

′∂
′∂ φϕϕϕ

bbb
b xxx

u
t

                                     (20) 
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onde µρ Lu0 Re =   é o número de Reynolds, ( ) 2
0minmaxRi uLTT g−= β  é o número de 

Richardson, κµc=Pr  é o número de Prandtl e 0Da uLλ=  é o número de Damköhler. Os 

números de Peclet para os radionuclídeos φ  e ϕ  são ( ) ψLu01Pe =  e ( ) ςLu02Pe = , 

respectivamente. 
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CAPÍTULO 3 

 

FORMULAÇÃO ESTABILIZADA DO MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

 

Neste capítulo é realizada a derivação da formulação estabilizada do método dos 

elementos finitos utilizada em nosso código computacional. As mesmas idéias presentes em 

[11] e [12] foram seguidas, adequando o método ao problema de transporte de radionuclídeos. 

As equações. (1)-(5) são discretizadas em relação ao tempo como: 

a
ab

an
b

a F
x
p

x
uu

t
u

=
∂
∆∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∆∂

+
∆
∆ θρ                                              (21) 

a

n
a

a

a

x
u

x
u

∂
∂

−=
∂
∆∂                                                               (22) 

Q
x
Tu

t
Tc

b

n
b =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∆∂

+
∆
∆ θρ                                                     (23) 

1Q
x

u
t b

n
b =
∂
∆∂

+
∆
∆ φθφ                                                       (24) 

2Q
x

u
t b

n
b =
∂
∆∂

+
∆
∆ ϕθϕ                                                      (25) 

onde 

( )
n

a
ab

ab

b

a
ba TTg

x
p

xx
uuF ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

−= 0βρτρ                               (26) 

n

b

b

b
b x

q
x
TucQ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−= ρ                                                   (27) 

n

b

b

b
b xx

uQ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

+
∂
∂

−= φλξφ
1                                                (28) 

e 
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n

b

b

b
b xx

uQ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

+
∂
∂

−= φληϕ
2                                               (29) 

Note que os subscritos n  e 1+n  indicam o nível de tempo e t∆  é o passo de tempo. As 

mudanças das variáveis durante o passo de tempo t∆  são representadas por nn ppp −=∆ +1 , 

n
a

n
aa uuu −=∆ +1  , nn TTT −=∆ +1 , nn φφφ −=∆ +1  e nn ϕϕϕ −=∆ +1 . Os campos de velocidade, 

pressão, temperatura e concentração no tempo θ+n  são representados por 

( ) n
a

n
a

n
a uuu θθθ −+= ++ 11 , ( ) nnn ppp θθθ −+= ++ 11 , ( ) nnn TTT θθθ −+= ++ 11 , 

( ) nnn φθφθφ θ −+= ++ 11  e ( ) nnn ϕθϕθϕ θ −+= ++ 11 , respectivamente, onde 10 ≤≤θ .  

As equações acima são discretizadas no espaço usando elementos finitos convencionais 

da classe 0C . A mesma ordem de interpolação é usada para aproximar velocidade, 

temperatura, pressão e concentrações. Tal escolha de espaços de interpolação não é viável na 

formulação mista convencional, uma vez que viola a condição de Babuška-Brezzi [13]. 

Entretanto, a formulação estabilizada que será apresentada nesta seção evita essas 

dificuldades através da introdução de termos adicionais que garantem a estabilização [14-16]. 

A formulação também conduz a aproximações adequadas para problemas onde a convecção é 

dominante, gerando o efeito de “upwind” na direção da linha de corrente (Streamline 

Upwinding - SUPG) [17]. 

Consideremos a seguinte discretização espacial das variáveis do problema: n
ajj

n
a uNu =ˆ , 

n
jj

n pNp =ˆ , n
jj

n TNT =ˆ , n
jj

n N φφ =ˆ , n
jj

n N ϕϕ =ˆ , ajja uNu ∆=∆ ˆ , jj pNp ∆=∆ ˆ ,  

jj TNT ∆=∆ ˆ , jjN φφ ∆=∆  e jjN ϕϕ ∆=∆ ˆ  . Note que jN  representa as funções de forma do 

elemento finito e as variáveis com o subscrito j são valores nodais. Usando os campos das 

variáveis discretizadas, podemos escrever as seguintes expressões para os resíduos quadrados 

gerados pela discretização: 
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Ω=Π ∫
Ω

dRR aa
ˆˆ

11 γ                                                              (30) 

∫
Ω

Ω=Π dE 2
22

ˆγ                                                                 (31) 

∫
Ω

Ω=Π dC 2
33

ˆγ                                                                 (32) 

∫
Ω

Ω=Π dS 2
44

ˆγ                                                                 (33) 

onde os parâmetros γ  são parâmetros de escala a serem definidos posteriormente e aR̂ , Ê , Ĉ  

e Ŝ  são resíduos da discretização, dados por: 

a
ab

an
b

a
a F

x
p

x
uu

t
uR ˆˆˆˆˆˆ −

∂
∆∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∆∂

+
∆
∆

= θρ                                              (34) 

Q
x
Tu

t
TcE

b

n
b

ˆˆ
ˆ

ˆˆ −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∆∂

+
∆
∆

= θρ                                                  (35) 

1
ˆˆ

ˆ
ˆˆ Q

x
u

t
C

b

n
b −
∂
∆∂

+
∆
∆

=
φθφ                                                          (36) 

2
ˆˆˆˆˆ Q

x
u

t
S

b

n
b −
∂
∆∂

+
∆
∆

=
ϕθϕ                                                          (37) 

Minimizando 1Π , dado pela Eq.(30), em relação aos ip∆  livres e aos valores nodais 

aiu∆  livres, obtemos: 

livre   0ˆˆ1 aia
b

in
bi udR

x
NutN

t
∆∀=Ω⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∆+
∆∫

Ω

θργ                        (38) 

                               livre    0ˆ
1 ia

a

i pdR
x
N

∆∀=Ω
∂
∂

∫
Ω

γ                               (39) 

Agora, minimizando 2Π , dado pela Eq.(31), em relação aos iT∆  livres, obtemos: 

livre  0ˆˆ2 i
b

in
bi TdE

x
NutN

t
c

∆∀=Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∆+
∆∫

Ω

θργ                           (40) 
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Finalmente, 3Π  é minimizado em relação aos iφ∆  livres e 4Π  é minimizado em relação 

aos iϕ∆  livres, resultando: 

livre  0ˆˆ1
3 i

b

in
bi dC

x
NutN

t
φθγ ∆∀=Ω⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∆+
∆∫

Ω

                          (41) 

livre  0ˆˆ1
4 i

b

in
bi dS

x
NutN

t
ϕθγ ∆∀=Ω⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∆+
∆∫

Ω

                          (42) 

Os parâmetros γ  são escolhidos como ργ t∆=1 , ct ργ ∆=2  e t∆== 143 γγ , com o 

objetivo de normalizar (e adimensionalisar) as funções de peso nas Eq.(38) e Eqs.(40-42). 

Note que as funções de peso nessas equações têm a mesma estrutura da função peso do 

método SUPG de Hughes e Brooks [17].  

Combinando a Eq.(38) e a condição de contorno da tensão, dada pela Eq.(7), obtemos o 

seguinte balanço discretizado de quantidade de movimento:   

( )[ ]
livre                                                                                          

0ˆˆˆˆ

ai

ab
n
abab

n
ia

b

in
bi

u

dtnpNdR
x
NutN

ta

∆∀

=Γ−+−+Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∆+ ∫∫
ΓΩ

τδθ
                   (43) 

Obtemos o balanço discretizado de energia da Eq.(40) e das condições de contorno do 

fluxo de calor dadas pela Eq.(9): 

( )

livre                                                                      

0ˆˆˆ

i

b
n
bi

b

in
bi

T

dnqqNdE
x
NutN

q

∆∀

=Γ−+Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∆+ ∫∫
ΓΩ

θ
                      (44) 

As equações discretizadas para o transporte dos radionuclídeos φ  e ϕ  são obtidas das 

Eq.(41) e Eq.(42) e das condições de contorno dos respectivos fluxos fornecidas pela Eq.(13) 

e Eq.(15): 

( )
livre                                                                      

0ˆˆˆ

i

b
n
bi

b

in
bi dnNdC

x
NutN

φ

ξξθ
ξ

∆∀

=Γ−+Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∆+ ∫∫
ΓΩ                       (45) 
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( )

livre                                                                      

0ˆˆˆ

i

b
n
bi

b

in
bi dnNdS

x
NutN

ϕ

ηηθ
η

∆∀

=Γ−+Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∆+ ∫∫
ΓΩ                       (46) 

Uma equação para atualização da pressão é obtida combinando a Eq.(39) e o balanço 

discretizado de massa, Eq.(22): 

livre   0ˆ
i

a

n
a

a

a
ia

a

i pd
x
u

x
uNdR

x
Nt

∆∀=Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∆∂

+Ω
∂
∂∆

∫∫
ΩΩ ρ
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Como foi mostrado nas Eqs. [11-12], introduzindo as equações de contorno dadas pela 

Eq.(11) e usando a identidade de Green, a equação acima produz: 
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Na equação acima calculamos n
abτ̂  no interior dos elementos de acordo com 

( )a
n
bb

n
a

n
ab xuxu ∂∂+∂∂= ˆˆˆ µτ .  

Note que a Eq.(48) combina a minimização dos resíduos quadrados de quantidade de 

movimento em relação à pressão, Eq.(39), com o balanço discretizado de massa, Eq.(22). Por 

essa razão a chamamos de equação da pressão-continuidade. 

Da Eq.(43) e Eq.(44) obtemos as equações governantes de variação da velocidade e 

temperatura durante o passo de tempo. Estas são dadas por 
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As equações que governam as variações das concentrações dos radionuclídeos φ  e ϕ   

são obtidas das Eq.(45) e Eq.(46), respectivamente: 
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Os termos multiplicados por t∆  nas Eqs.(48-52) são responsáveis pelo controle das 

oscilações espaciais (wiggles) em escoamentos com convecção dominante, e por estabilizar o 

cálculo, independentemente das restrições de Babuška-Brezzi na escolha dos espaços de 

interpolação para velocidade e pressão. Em particular, a mesma ordem de interpolação para 

todas as variáveis adotadas aqui se torna possível através de uma escolha adequada de t∆ . É 
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importante observar que ao contrário de serem propostos a priori, os termos de estabilização 

no presente método surgem naturalmente da minimização dos resíduos quadrados da 

discretização com respeito aos graus de liberdade (valores nodais livres). 

 

3.1. MODELAGEM SUB-MALHA IMPLÍCITA 

 

As formulações estabilizadas de elementos finitos, como a que foi derivada acima, 

introduzem naturalmente uma modelagem para as escalas não resolvíveis. Em um importante 

trabalho seminal, Hughes [4] propôs o Variational Multiscale Method, elucidando a relação 

entre modelos sub-malha e formulações estabilizadas de elementos finitos. Nesta seção 

comparamos nossa formulação estabilizada com o método de Simulação de Grandes Escalas - 

Large Eddy Simulation (LES), baseado na utilização de equações filtradas no espaço. 

Mostraremos que nosso método é equivalente ao método de discretização de Galerkin das 

equações filtradas no espaço, onde um modelo sub-malha particular, proporcional ao resíduo 

de discretização, é aplicado. 

No LES as grandes escalas de turbulência são resolvidas pela discretização enquanto as 

pequenas escalas sub-malha são consideradas através dos chamados modelos sub-malha [18]. 

As equações governantes são obtidas pela aplicação formal de uma função filtro ao sistema 

original de Navier-Stokes. A operação de filtragem é mostrada na Eq.(53), onde aplicamos o 

filtro ao campo de velocidade ),( tua x . O campo de velocidade filtrado ),( tua x é dado por: 

=t),(xau ( )∫ ′− xxG ( )tua ,x′  x′d                                           (53) 

A função filtro )(rG  tem integral unitária no domínio de estudo e decai a zero fora da 

região )(O ∆<r . O parâmetro ∆  representa a largura do filtro [18]. 
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Considere as equações de balanço de massa e quantidade de movimento na forma 

conservativa, i.e., 

0=
∂
∂

a

a

x
u                                                                        (54) 

( ) ( ) 00 =−+
∂
∂

−
∂
∂

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
+

∂
∂ TTg

xx
p

x
uu

t
u

a
b

ab

ab

baa βρ
τ

ρ                        (55) 

Aplicando o filtro às equações acima obtemos, 
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onde )(
________

baba
F
ab uuuu −= ρτ . Note que a equação filtrada de quantidade de movimento, 

Eq.(57), pode ser  reescrita na forma convectiva usando o balanço de massa filtrado, Eq.(56), 
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A filtragem dos termos não lineares da equação de quantidade de movimento, Eq.(55), 

causa um problema de fechamento para o termo extra de tensão F
abτ  que aparece nas Eq.(57) e 

Eq.(58). Este termo é formalmente análogo à tensão de Reynolds que surge na derivação das 

equações médias de Reynolds (Reynolds Averaged Navier-Stokes (RANS) equations) [19], 

embora no LES seja considerada a filtragem espacial enquanto que a média temporal é 

aplicada no RANS. A partir daqui, na aproximação LES convencional são introduzidos 

modelos sub-malha para expressar F
abτ  em termos das variáveis filtradas. Vários modelos de 

fechamento para F
abτ  têm sido propostos, como, por exemplo, o modelo de Smagorinsky [18-

20] por: 
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onde eh  é o tamanho característico do elemento e sc  é um parâmetro do modelo, ajustado de 

acordo com o tipo de escoamento, e tipicamente variando de 0.1 a 0.2. O leitor poderá 

consultar o trabalho de Sagaut [20] para uma apresentação detalhada sobre modelos de 

fechamento usados em LES. 

As equações filtradas de energia e concentrações são obtidas de forma similar. As 

equações filtradas são:  
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onde )(
________

TuTucq bb
F
b −= ρ , φφξ bb

F
b uu −=

________
 e  ϕϕη bb

F
b uu −=

________
 são fluxos que, como 

F
abτ ,  necessitam de modelagem sub-malha para expressa-los em termos de variáveis filtradas 

do problema. 

Vamos agora prosseguir discretizando o modelo LES através da aplicação do método de 

Galerkin. Podemos aproximar as variáveis filtradas usando a mesma discretização temporal e 

as mesmas funções de forma de elemento finitos utilizadas para obter nosso método 

estabilizado. Com o objetivo de simplificar a notação, omitiremos as barras que denotam 

filtragem espacial. Assim, aplicando o método clássico de Galerkin à equação filtrada de 

quantidade de movimento, Eq.(58), obtemos: 
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onde a condição de contorno de tensão inclui as tensões viscosas e sub-malha, i. e.  

( ) ( ) ta
n

ab
nF

ababab ttnp Γ∈=++− xx,ττδ                                     (65) 

Agora compare a Eq.(64), obtida usando o método de Galerkin aplicado à equação 

filtrada de quantidade de movimento, com a forma estabilizada dada pela Eq. (49), obtida da 

equação de quantidade de movimento original de Navier-Stokes (não filtrada). Após um 

exame cuidadoso, podemos observar que ambas as equações são exatamente iguais se a 

tensão sub-malha for modelada por a
n
b

F
ab Rut ˆˆ∆=θτ , onde aR̂  é o resíduo da discretização 

dado pela Eq.(34). Isto mostra que nossa formulação estabilizada introduz implicitamente 

uma modelagem sub-malha na equação discretizada de quantidade de movimento, Eq.(49). 

Note que aR̂  é pequeno em regiões onde o escoamento é bem resolvido, podendo ser 

significativo porém quando a malha não é suficientemente refinada para representar 

gradientes acentuados na solução do problema. Assim, o efeito de a
n
b

F
ab Rut ˆˆ∆=θτ  é seletivo, 

atuando fortemente na escala sub-malha, mas com efeito desprezível nas escala resolvíveis. 

Note que este não é caso quando o modelo de Smagorinsky é empregado, Eqs.(59-60), o qual 

sempre está ativo na computação, introduzindo uma dissipação excessiva até nas escalas 

resolvíveis. Um outro aspecto interessante desse modelo sub-malha implícito é que ele 

desaparece nas paredes sólidas, onde a velocidade é zero. Assim, funções de amortecimento 

(damping) comumente utilizadas em esquemas LES tradicionais não são necessárias para que 

F
abτ  desapareça nas paredes sólidas. 

Resultado semelhante é obtido se aplicarmos o método de Galerkin às equações filtradas 

de energia e concentração, Eqs.(59-61). Uma comparação com as formas estabilizadas 
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correspondentes, dadas pelas Eqs.(50-52), mostra que nosso método estabilizado introduz 

implicitamente os seguintes modelos sub-malha: Eutq n
b

F
b

ˆˆ∆= θ , Cut n
b

F
b

ˆˆ∆=θξ  e  

Sut n
b

F
b

ˆˆ∆=θη . Note que Ê , Ĉ  e Ŝ  são resíduos da discretização dados pelas Eqs. (35-37). 

Novamente, este modelo sub-malha implícito atua principalmente na escala sub-malha, com 

efeito desprezível nas escalas resolvíveis. 

 

3.2. PASSOS DE TEMPO LOCAIS E SINCRONIZAÇÃO 

 

Note que, para 2/1=θ , a função peso obtida para os balanços de quantidade de 

movimento, energia e concentrações, Eqs.(43-46), é dada por: 

c
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                                                     (66) 

Isto nos sugere um critério para selecionar o passo de tempo: comparando a Eq.(66) com 

a função peso do SUPG [17], verificamos que, para elementos lineares, uma quantidade 

apropriada de “upwind” é introduzida no balanço de quantidade de movimento, Eq.(49), se  

escolhermos o passo de tempo como: 

n
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u
α=∆                                                               (67) 
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Nas equações acima n
a

n
a

n uu=u  é o módulo da velocidade local e he  é o tamanho 

característico do elemento (tomamos a raiz quadrada da área do elemento). O número de 
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Reynolds do elemento é µρ eh hnu=eR .  Note que α , definido pela Eq.(67), é o chamado 

parâmetro ótimo de “upwind”, cuja escolha conduz a soluções nodalmente exatas para 

problemas unidimensionais estacionários de convecção-difusão. Além disso, como mostrado 

por Sampaio [11], [14-15], a escolha do passo de tempo de acordo com as Eqs.(67-68) 

também conduz a estabilização da solução da pressão, independentemente das restrições de 

Babuška-Brezzi nas escolhas dos espaços de interpolação da velocidade e da pressão.  

É interessante notar que o passo de tempo definido acima é apropriado para seguir o 

ritmo de evolução dos processos de convecção-difusão resolvíveis numa malha com tamanho 

local eh  [14]. Para convecção forte ( 1Re >>h ) obtemos n
eht u→∆ , enquanto que para 

difusão pura ( 0Re =h ), temos µρ 62
eht =∆ .  

Neste trabalho propomos um caminho alternativo para escolha do passo de tempo. Em 

vez de usar as Eqs.(67-68), escolhemos para passo de tempo o valor mínimo entre as escalas 

de tempo características de convecção e de difusão i.e., ( )tdtct ,min=∆ , onde n
ehtc u=  é 

a escala de tempo de convecção e µρ 62
ehtd =  é a escala de tempo de difusão. Isto é 

equivalente a aproximar o valor de α  na Eq.(68) por α′  dado pela função: 

( )
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>
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=′
6Re se             1
  6Re se    6Re

Re
h

hh
hα                                                     (69) 

e então calcular n
eht uα′=∆ . O valor de α′ , dado pela Eq.(69), é precisamente a 

aproximação assintótica para α  introduzida por Hughes e Brooks [17] para simplificar  o 

cálculo da função peso do SUPG. É interessante observar que a mesma aproximação foi 

obtida escolhendo o passo de tempo de acordo com a escala de tempo do processo físico 

dominante (mais rápido). 

Por outro lado, com o objetivo de introduzir “upwind” ótimo na equação de energia, o 

número de Reynolds do elemento na Eq.(69) deve ser substituído pelo número de Peclet do 
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elemento hh RePrPe = . Claramente, a menos que o número de Prandtl seja 1Pr = , o passo de 

tempo para as equações de quantidade de movimento e energia serão diferentes (a diferença é 

maior dentro da camada limite, onde os efeitos de difusão são dominantes). Além disso, note 

que o passo de tempo dado por n
eht uα′=∆  varia espacialmente de acordo com a 

velocidade local, propriedades físicas e o tamanho da malha local. Portanto, para aplicar 

“upwind” ótimo tanto para quantidade de movimento quanto para energia, precisamos usar 

duas variações espaciais distintas para o passo de tempo. Para a quantidade de movimento 

usamos ( ) n
ehM ht uReα′=∆ , enquanto ( ) n

ehE ht uPeα′=∆  é empregada para energia. 

Isto é equivalente a selecionar ( )MM tdtct ,min=∆  e ),min( EE tdtct =∆ , onde  µρ 62
eM htd =  

e κρ 62
eE hctd =  são as escalas de tempo de difusão de quantidade de movimento e de 

energia, respectivamente. 

Os passos de tempo usados para atualizar as concentrações dos radionuclídeos são 

escolhidos de acordo com a escala de tempo do processo físico mais rápido. Entretanto, além 

das escalas de tempo de convecção e difusão, precisamos considerar também a escala de 

tempo do decaimento de φ  (a qual é também a escala de tempo para criação de ϕ ). A escala 

de tempo escolhida para o decaimento radioativo é escolhida como λ2.0=tdecai , o que é 

aproximadamente 1/3 da meia-vida de φ . Portanto, para atualizar φ  escolhemos 

( )tdecaitdtct ,,min φφ =∆  enquanto que para atualizar ϕ  usamos ( )tdecaitdtct ,,min ϕϕ =∆ . 

Note que ψφ 62
ehtd =  e ςϕ 62

ehtd =  são as escalas de difusão para φ  e ϕ , respectivamente. 

Por utilizarmos passos de tempo ótimos, que variam com a posição e de acordo com a 

quantidade transportada (quantidade de movimento, energia ou concentração de 

radionuclídeos), devemos recorrer a um esquema especial para sincronizar o avanço do tempo 

durante o cálculo. Neste trabalho, adotamos o procedimento introduzido nas referências [11-
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12].  Esse esquema é baseado na seleção de um passo de tempo de sincronização *t∆ , que 

deverá ser o mesmo para todas as variáveis e para todos os pontos do domínio (na verdade, o 

conceito usual para passo de tempo). O passo de tempo de sincronização é escolhido para ser 

muito próximo do passo de tempo mínimo do problema, sendo calculado como 

( )ϕφ ttttt EM ∆∆∆∆=∆ ,,,min999.0* .  

Considere que aû∆ , p̂∆ , T̂∆ , φ̂∆  e ϕ̂∆  são as variações das variáveis obtidas quando 

são usados os passos de tempo locais apropriados para resolver as Eqs.(48-52). Por outro lado, 

vamos representar as variações das variáveis do tempo nt  ao tempo *tt n ∆+  (o tempo de 

sincronização) como *ˆau∆ , *p̂∆ , *T̂∆ , *φ̂∆  e *ϕ̂∆ . Desta forma, mantendo a mesma taxa de 

variação, obtemos as seguintes relações: 
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Na prática, a computação baseada no passo de tempo local e a etapa de sincronização não 

precisam ser executadas separadamente. As Eqs.(70-74), que representam a etapa de 

sincronização, podem ser inseridas diretamente nas Eqs.(48-52). Assim, a solução 

sincronizada em *tt n ∆+  pode ser obtida diretamente resolvendo as seguintes equações: 
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onde **ˆ ajja uNu ∆=∆  , **ˆ jj pNp ∆=∆  , **ˆ
jj TNT ∆=∆ , **ˆ

jjN φφ ∆=∆  e **ˆ jjN ϕϕ ∆=∆  . Aqui 

*
aju∆ , *

jp∆ , *
jT∆ , *

jφ∆  e *
jϕ∆  são os valores nodais das variações das variáveis do problema 

do tempo nt  ao tempo ** ttt n ∆+= . A nova solução sincronizada em ** ttt n ∆+=  é dada por 

** ˆˆˆ a
n
aa uuu ∆+= , ** ˆˆˆ ppp n ∆+= , ** ˆˆˆ TTT n ∆+= , ** ˆˆˆ φφφ ∆+= n  e ** ˆˆˆ ϕϕϕ ∆+= n .  

O procedimento de solução do problema é segregado. A cada passo de tempo o campo de 

pressão é calculado primeiro, depois o campo de velocidade é atualizado, seguido pelo cálculo 

da nova temperatura e das novas concentrações de radionuclídeos. Todos os sistemas de 

equações resultam em matrizes simétricas positivas definidas. Os sistemas de equações são 

resolvidos usando o método de gradientes conjugados com pré-condicionador de Jacobi, em 

uma implementação Elemento-por-Elemento (Element-by-Element –EBE). 
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CAPÍTULO 4 

  

O CÓDIGO COMPUTACIONAL 

 

O código computacional utilizado neste trabalho foi desenvolvido a partir do programa 

NS_SOLVER_MPI_2D_A escrito em FORTRAN90 por Sampaio [11-12] e validado em 

diversos problemas clássicos da mecânica de fluidos e transferência de calor. Na referência 

[11] o programa foi demonstrado no estudo do escoamento induzido no interior de uma 

cavidade pelo movimento da tampa (lid-driven cavity flow) e na simulação do 

desprendimento periódico de vórtices em escoamento cruzado sobre um cilindro. Na 

referência [12] foram mostradas aplicações envolvendo convecção forçada, mista e natural. 

Em todos os exemplos foram obtidos excelentes resultados na comparação com dados 

experimentais e com outras simulações computacionais disponíveis na literatura.    

 

Para o presente trabalho foi necessário modificar o programa NS_SOLVER_MPI_2D_A 

de modo a incluir as equações de transporte de radionuclídeos. Também foram feitas 

pequenas alterações na entrada e na saída de dados, para introduzir as condições de contorno 

das variáveis de concentração, e para a preparação de arquivos de saída dos campos escalares 

destas novas variáveis. Estas modificações foram realizadas preservando a estrutura e a 

organização do programa original. Os elementos finitos empregados são triangulares.  

Funções de interpolação linear são empregadas para aproximar todas as variáveis: 

componentes de velocidade, pressão, temperatura e concentrações de radionuclídeos. Deste 

modo, o programa utilizado neste trabalho manteve as principais características do 

NS_SOLVER_MPI_2D_A: i) emprego de técnicas de remalhagem adaptativa baseadas em 

estimativa dos erros de discretização dos gradientes de velocidade e ii) implementação em 
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sistemas de computação paralela e distribuída da classe Beowulf através de técnicas partição 

de domínio e comunicação entre processadores utilizando rotinas MPI. Essas técnicas são 

descritas a seguir. 

 

4.1 REMALHAGEM ADAPTATIVA 

 

Neste trabalho, o estimador de erro a posteriori de Zienkiewicz e Zhu [21] é usado para 

estimar o erro do gradiente de velocidade e para orientar um procedimento de remalhagem 

baseado na distribuição igualitária do erro entre os elementos finitos. A estratégia, 

apresentada em detalhes em [16], requer que o usuário especifique o número de elementos 

desejado e tamanho mínimo de elemento ( minh ) para ser empregado na simulação. Note que 

as discretizações do espaço e do tempo são relacionadas, como discutido na seção 3.2. Assim, 

além de limitar o número de elementos necessários para cobrir uma dada região do domínio, a 

escolha do tamanho mínimo do elemento indiretamente limita também o passo de tempo. 

A remalhagem é baseada na utilização de uma malha de base mais grosseira que é 

refinada localmente com a criação de novos nós e elementos à medida que estes são 

requeridos. Os novos nós são conectados à malha de base original usando o algoritmo de 

Bowyer [22].  

Estamos lidando com problemas onde o escoamento é transiente. Em geral, à medida que 

simulação procede, uma malha que está bem ajustada a uma configuração particular do 

escoamento em um dado tempo, poderá não ser mais adequada posteriormente. Em trabalhos 

anteriores [9], [16] foi adotado um algoritmo de remalhagem automático que implicava em 

estimar o erro a cada passo de tempo. Aqui empregamos uma estratégia diferente, a qual é 

descrita abaixo. 
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Primeiro, estimamos a escala de tempo adequada para seguir a evolução dos maiores 

vórtices. Se 0u  é a velocidade característica do problema e L  é o comprimento espacial 

característico, definimos a escala de tempo para acompanhar o grande vórtice como 

0arg 2uLt el = . Iniciando com a primeira malha, e então para cada nova malha gerada, 

definimos o número de passos para o qual a malha será usada de acordo com 

*
arg ttnsteps el ∆= , onde *t∆  é o passo de tempo de sincronização usado para avançar a 

solução (nsteps é arredondado para o número inteiro mais próximo). Quando o número de 

passos nsteps estabelecido para uma malha particular é alcançado, o erro do gradiente de 

velocidade é estimado e uma nova malha é gerada utilizando a estimativa de erro. 

Considere, por exemplo, a aplicação desse algoritmo de remalhagem automática ao 

problema de desprendimento periódico de vórtices a partir de um cilindro circular em 

escoamento cruzado. Se tomarmos 0u  como a velocidade da corrente livre e L  como o 

diâmetro do cilindro, teremos aproximadamente de 10-12 malhas adaptativas para cada 

período de desprendimento de vórtices. Este número de malhas é adequado para seguir 

detalhadamente a evolução do escoamento através de malhas de elementos finitos bem 

ajustadas ao problema. 

 

4.2. IMPLEMENTAÇÃO EM SISTEMA DE COMPUTAÇÃO PARALELA 

 

A implementação computacional em um sistema de computação paralela da classe 

Beowulf é baseada no conceito de decomposição do domínio. A biblioteca METIS [23] é 

usada para distribuir os elementos finitos (e os nós) entre os processadores disponíveis, 

balanceando a carga computacional e minimizando a comunicação. A biblioteca message 

passing interface (MPI) é usada para transferir os dados entre os processadores. A figura 1 

ilustra a decomposição de um domínio para o caso de 4 processadores. 
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A rotina “METIS_PartMeshDual” divide os elementos finitos e os nós entre os 

processadores. A saída da “METIS_PartMeshDual” é processada para criar listas de 

elementos pertencentes a cada partição, listas de nós que estão estritamente dentro de cada 

partição (nós interiores), e uma lista de nós nas interfaces (i.e. nós que são compartilhados por 

elementos alocados em diferentes partições). A organização dessa estrutura de dados é 

realizada em modo seqüencial, porém uma vez que é preparada, podemos explorar o 

paralelismo na computação dos “loops” sobre os elementos e nós da seguinte forma: 

 

i) Todo “loop” sobre elementos pode ser transformada em “loops” paralelos sobre as 

partições do domínio e “loops” sobre os elementos pertencentes a cada partição 

correspondente; 

ii) Todo “loop” sobre nós é desmembrado em “loops” sobre os nós interiores e “loops” 

sobre os nós compartilhados. Os “loops” sobre os nós interiores podem ser processados 

em “loops” paralelos sobre as partições do domínio e “loops” sobre os nós dentro de cada 

partição correspondente. Por outro lado, os “loops” sobre os nós compartilhados têm de 

ser processados em modo seqüencial. Além disso, rotinas MPI “reduce type” são usadas 

para combinar, nos nós compartilhados, as contribuições provenientes das diferentes 

partições do domínio. 

 

Note que a razão “número de nós compartilhados/número de nós interiores” tende a 

diminuir quando a discretização é refinada, significando que podemos esperar um melhor 

desempenho do cálculo paralelo à medida que o número de graus de liberdade é aumentado. 

Em vista do processo automático de remalhagem, precisamos realizar uma nova partição 

do domínio toda vez que uma nova malha é criada. Como mencionado na seção 4.1, cada 

malha adaptativa tem duração de *
arg ttnsteps el ∆= passos de tempo, que é também o número 
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de passos para o qual uma específica partição do domínio será mantida em uso. Deste modo, o 

desempenho do paralelismo aumenta à medida que nsteps cresce, significando que a mesma 

malha e o mesmo particionamento serão usados por um número maior de passos de tempo, 

resultando em mais operações realizadas em modo paralelo. Note que 0arg 2uLt el =  é fixado 

para um dado problema, dependendo somente das escalas de velocidade e comprimento 

escolhidas, 0u  e L , respectivamente. Desta forma, nsteps aumenta quando *t∆ diminui, i.e. se 

elementos menores são introduzidos pela redução do tamanho mínimo do elemento minh . 

Portanto, a presente implementação paralela adaptativa tem a propriedade desejada de 

melhorar o desempenho em paralelo à medida que aumenta o refinamento da discretização no 

tempo e no espaço. 

 

 

Figura 1- Exemplo de decomposição de um domínio usando 4 processadores: Os elementos 

pertencentes à mesma partição são pintados da mesma cor. Os pontos pequenos representam 

os nós interiores e pontos maiores ilustram os nós compartilhados. 
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CAPÍTULO 5 

 

ESTUDOS DE CASOS 

 

Nesta seção apresentamos as simulações numéricas, realizadas em domínios 2D, 

considerando duas situações típicas de liberação de pluma radioativa em centrais nucleares. O 

primeiro exemplo trata da dispersão atmosférica de radionuclídeos diante de uma liberação 

controlada através da chaminé de uma central nuclear. O segundo exemplo trata do problema 

em uma liberação após acidente com exposição do núcleo (falha de todas as barreiras físicas), 

no qual o material é liberado por uma ruptura no prédio do reator. 

Diante da extensa gama de radionuclídeos produzidos em uma central nuclear, foi feita a 

opção pelo Iodo-136. Esse elemento é um produto típico de fissão que possui meia-vida de 

83,4 segundos e decai preferencialmente, por emissão beta, em Xenônio-136. Este, por sua 

vez, possui meia-vida superior a 9,3.1019 anos, desta forma, enquadrado em nosso modelo 

físico. Como o objetivo do trabalho é simular o comportamento de uma pluma radioativa nas 

cercanias da usina, outra justificativa para a escolha do Iodo-136 deve-se a compatibilidade 

entre as escalas de tempo dos fenômenos de decaimento e os envolvidos no escoamento, 

como convecção e difusão. Considerando um radionuclídeo com meia-vida da ordem de 

grandeza da meia-vida do Iodo-136, as simulações mostram claramente o movimento do 

fluido responsável pelo transporte do radionuclídeo liberado pela central nuclear e a sua 

transmutação em um outro. Vale ressaltar que o modelo físico utilizado nesse trabalho é capaz 

de simular a transmutação de radionuclídeos com características diferentes das do Iodo-136, 

como por exemplo, cadeias de decaimentos mais complexas.  

As propriedades físicas adotadas para o fluido (ar atmosférico) [24] e para o material 

radioativo nos dois exemplos foram: 
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- Densidade do ar ρ = 1,1774 Kg / m3 ; 

- Viscosidade do ar µ = 1,8462 .10-5Kg / m.s ; 

- Coeficiente de expansão volumétrica do ar β = (1 / 300) K-1 (supondo o ar como gás 

ideal); 

- Calor específico do ar à pressão constante cp = 1,0057.103 J/ Kg.K ; 

- Condutividade térmica do ar k = 2,6240.10-2 W / m.K ; 

- Constante radioativa do Iodo-136 λ =  8,3.10-3 s-1 ; 

 

5.1 IDENTIFICAÇÃO DOS EXEMPLOS E RESULTADOS 

 

5.1.1 LIBERAÇÃO CONTROLADA 

 

Para o exemplo de liberação controlada foram realizados três estudos de caso distintos, 

denominados A, B e C. Estes casos referem-se à liberação de material radioativo pela 

chaminé. Foram escolhidos pontos espaciais para a monitoração da evolução temporal das 

concentrações φ  e ϕ . As coordenadas dos pontos monitorados são apresentadas na Tabela 1. 

O estudo de caso A representa uma condição padrão para as simulações realizadas, por 

ser este o mais simples dos três. A análise se restringe a um domínio que apresenta o terreno 

plano nas cercanias da central nuclear e assume-se que a temperatura de liberação do material 

radioativo é igual à temperatura ambiente de 25 ºC (298K). O foco nesse estudo de caso fica 

por conta da interação do vento com a fonte emissora. A hipótese do terreno plano minimiza o 

efeito deste no padrão de escoamento e o fato de adotarmos a diferença de temperatura nula 

entre o material radioativo e a atmosfera imediata, elimina a influência das forças de 

convecção natural associadas ao empuxo. 
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Tabela 1 – Pontos monitorados nos estudos de caso A, B e C da liberação controlada. 

 

 

No estudo de caso B são colocadas obstruções ao escoamento, buscando representar um 

terreno acidentado e a presença de edificações. Busca-se verificar a interferência causada no 

escoamento pela interação do vento com a fonte emissora e com os acidentes do terreno. 

Novamente, a convecção natural devida ao empuxo não é levada em conta. Este é o estudo de 

caso que mais se aproxima fisicamente de um caso real de liberação de radionuclídeos em 

uma central nuclear em operação normal, visto que o terreno sempre possui obstáculos em 

torno da fonte de emissão e que a diferença de temperatura entre o material radioativo 

liberado e a temperatura externa é desprezível.   

O estudo de caso C mescla a presença de obstáculos ao escoamento com o efeito de 

temperatura do material liberado. Neste caso é considerado o mesmo terreno acidentado do 

caso B, porém o material radioativo é liberado mais quente que o ar atmosférico. Assume-se 

que a liberação se dá com uma diferença de temperatura KT 100=∆  maior que a do 

ambiente. Aqui, verificamos a interferência no padrão de escoamento devida à fonte emissora, 

ao terreno acidentado e às intensas forças de empuxo que promovem a ascensão dos 
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radionuclídeos. A proposta desse estudo de caso remete ao episódio do acidente de TMI 

(Three Mile Island) em que os operadores foram obrigados a permitir que houvesse a 

liberação de material radioativo para o meio ambiente para diminuir a pressão interna da 

contenção e assim preservar sua integridade.  

A diferença de temperatura T∆  entre o material liberado e o meio ambiente depende de 

diversos fatores tais como pressão interna da contenção, condição de operação, se ocorreu um 

acidente e de que tipo, etc. O valor KT 100=∆  foi escolhido desconsiderando esses fatores, 

buscando porém ilustrar a presença e a importância das forças de empuxo no comportamento 

da pluma radioativa. 

Nos três estudos de caso levamos em conta que material radioativo é liberado com uma 

velocidade vertical com o módulo igual ao da velocidade horizontal com que o vento se 

aproxima da chaminé (condição de contorno de entrada do vento na face lateral esquerda do 

domínio). 

A pressão de referência zero foi estabelecida como condição de contorno no topo e na 

face lateral direita do domínio. 

O comprimento característico do problema é mL 150=  e corresponde a altura da 

chaminé. A geometria dos problemas explorados no primeiro exemplo é constituída de um 

domínio de análise de 2670 m de extensão por 1275 m de altura, o que nos fornece, em 

termos adimensionais, 17.80 e 8.50 (-3.30 < x* < 14.50; 0 < y* < 8.50) unidades, 

respectivamente. 

A Figura 2 apresenta os domínios de análise empregados no primeiro exemplo, 

envolvendo os estudos de caso A, B e C: 
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Figura 2 – Domínio de análise do exemplo de liberação pela chaminé: (a). Domínio do 

estudo de caso A e (b). Domínio para os estudos de caso B e C. 

 

A elevação do solo apresentada na Figura 2(b) se inicia a uma distância de 

aproximadamente 600 m da chaminé, estrutura mais alta, localizada próxima à face lateral 

esquerda do domínio de análise. A velocidade do vento considerada é smu /20 = . A 

temperatura de referência é a do ambiente e equivale a 25 ºC (298 K). No estudo de caso C a 
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temperatura de liberação do material radioativo é de 125 ºC (398K). Assim tem-se 

KT 100=∆ , supondo que há uma liberação controlada pela chaminé, no caso de um acidente. 

Para as concentrações φ  e ϕ  iniciais foram adotados os valores máximo um e mínimo 

zero, respectivamente, de modo que, em função dos dados obtidos da computação, é possível 

analisar a evolução percentual dos radionuclídeos. 

A Tabela 2 apresenta os números adimensionais (definidos na seção 2.1) correspondentes 

ao primeiro exemplo. 

 

Tabela 2 – Números adimensionais correspondentes ao primeiro exemplo. 

 

 

No primeiro exemplo (estudos de caso A, B e C), cada unidade adimensional de tempo 

equivale a um tempo real de 75 s e cada saída de dados é liberada em intervalos de 

aproximadamente 18,75 s. A saída de dados inicial corresponde ao tempo zero e fornece as 

condições iniciais do problema. 

Dos estudos de caso A, B e C, o estudo de caso C é o mais completo por simular a 

influência dos acidentes do terreno e da diferença de temperatura entre o material liberado e o 

meio ambiente. Portanto, pela a abrangência dos fenômenos abordados e detalhes que podem 

ser explorados, foi feita a opção por mostrar em maior detalhe os resultados do estudo de caso 

C, enquanto que a análise dos estudos A e B será feita através de gráficos comparativos de 

concentração de radionuclídeos nos pontos monitorados ao longo da evolução do transiente. 
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A malha de base no estudo de caso C foi construída com 20370 elementos e 11395 nós. 

As malhas adaptativas geradas no transiente têm da ordem de 40000 elementos e 22000 nós. 

Assim, mais de 130000 graus de liberdade foram atualizados a cada passo de tempo. 

Para uma idéia do custo computacional dos problemas e para mostrar a viabilidade da 

metodologia, o problema do estudo de caso C foi computado em 02 CPUs do cluster e o 

tempo de duração dos cálculos foi de aproximadamente 24 horas. 

O cluster do laboratório de computação paralela do IEN possui 16 CPUs e cada uma 

delas possui processador Pentium 4 de 3.2 GHz. O tempo de duração dos cálculos no estudo 

de caso A, que possui uma geometria levemente diferente dos estudos de caso B e C, malha 

de base com 24984 elementos e 14041 nós e utilizando 04 CPUs, foi de 11.4 horas. Perceba 

que, comparando os custos computacionais dos estudos de caso C e A, dobrando o número de 

CPUs no processamento, o tempo cai pela metade. Vale ressaltar que, apesar do problema do 

estudo de caso A possuir mais elementos e nós que o do C, o problema do estudo de caso A é 

menos complexo, pois não apresenta obstáculos ao escoamento e efeito de temperatura, o que 

remete a compensação entre esses dois fatores. 

A otimização do custo computacional é garantida através do processamento de um 

problema em várias CPUs, o que pode comprometer o desempenho individual de cada 

processador, ou executando vários problemas simultaneamente, porém com cada problema 

dividido para um grupo específico de processadores do cluster. Ao longo dos testes de 

processamento dos estudos de caso da presente dissertação, verificamos que o desempenho de 

cada processador era bem razoável (em torno dos 90%) quando se tinha problemas que 

demandavam aproximadamente 10000 elementos por processador. Outro recurso explorado 

foi o processamento simultâneo de vários problemas. Dois problemas para oito processadores, 

três problemas para nove processadores, quatro problemas para oito processadores, quatro 

problemas para dezesseis processadores, utilizando todas as CPUs do cluster, e etc. 
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Na Figura 3 mostra-se a evolução temporal e espacial da malha adaptativa e das 

concentrações φ  e ϕ  para o estudo de caso C. A Fig.3 representa a malha e as respectivas 

isolinhas de concentração φ  e ϕ  (radionuclídeos pai e filho, respectivamente) nos tempos 

indicados.  Considerando uma escala gradual de valor mínimo representado pela cor azul e 

máximo pela cor vermelha, verifica-se claramente a existência da concentração φ  do 

radionuclídeo liberado, em uma região próxima da fonte de emissão e a sua transmutação na 

concentração ϕ  do radionuclídeo produzido. Como φ  possui meia-vida curta (T1/2 = 83,4 s), 

ele fica quase todo concentrado na região entre a chaminé e a elevação do solo. O 

radionuclídeo filho, considerado estável, é levado pelo vento. A uma distância relativamente 

pequena da fonte de emissão praticamente só este existe. 

O tempo final de análise do caso C foi 1050,5 segundos (17,5 minutos). Como veremos 

nos gráficos que apresentam as concentrações do radionuclídeo filho para os casos A, B e C, 

os tempos finais são suficientes para o acompanhamento dos fenômenos que desejamos 

investigar.  
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Figura 3 – Resultados referentes ao caso C: Evolução da malha adaptativa (1ª coluna), 

isolinhas de concentrações φ  (2ª coluna) e ϕ  (3ª coluna). 
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Tanto a interação da pluma radioativa com os obstáculos quanto o efeito de temperatura 

são simulados. Observando os quadros da Fig.3, verifica-se que parte do material liberado 

pela chaminé fica parcialmente aprisionado na região entre a fonte emissora e a elevação do 

terreno, o que ilustra a influência dos acidentes do terreno da dispersão do material. Por outro 

lado, parte da pluma transpassa a elevação em razão da presença das forças de empuxo. 

 Perceba que o relevo e a turbulência gerada localmente, simulados nesse estudo de caso, 

exercem um papel fundamental na predição da evolução da pluma, não podendo ser 

desprezados nas proximidades da fonte de emissão. 

A Figura 4 apresenta as isolinhas do módulo da velocidade. Na Fig.4 temos resultados 

correspondentes aos instantes 18,8 s, 506,3 s (8,4 min) e 1050,0 s (17,5 min). Note que as 

velocidades do vento são sempre menores em regiões adjacentes ao solo. A formação de 

vórtices é o resultado da interação do vento com os acidentes do terreno, inclusive com a 

própria fonte emissora. A Fig.4(b) ilustra o desprendimento de parte da pluma radioativa, que 

ganha altura em conseqüência das forças de empuxo. 

A Figura 5 mostra em detalhe o campo de velocidade em tempos intermediários do 

transiente. Podem ser vistas as diferentes estruturas dos vórtices formados ao longo do tempo 

de análise na região entre a chaminé e a elevação do solo. Note que primeiro grande vórtice 

localizado imediatamente após a chaminé resulta da interação do vento com a estrutura da 

chaminé. O vento, entrando pela face lateral esquerda do domínio, é obstruído pela chaminé e 

pela estrutura adjacente que representa o edifício da contenção. Há um aumento considerável 

da velocidade do vento que passa por cima da chaminé. 
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Figura 4 – Isolinhas do módulo da velocidade do estudo de caso C. 
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Figura 5 – Campo de velocidade do estudo de caso C. 
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A Figura 6 ilustra as concentrações ϕ  para os casos A, B e C  no ponto monitorado 1 

durante a evolução da pluma radioativa.  

 

 

Figura 6 – Concentração ϕ  versus tempo adimensional ( Lut 0 )  para o ponto 1. 

 

No ponto monitorado 1 (189,0 metros a direita da chaminé e 67,5 metros de altura do 

solo), a concentração ϕ , correspondente ao radionuclídeo filho, é mais intensa no estudo de 

caso A.  Atinge um pico de aproximadamente 10% da concentração inicial φ , por volta de 7.0 

minutos, caindo na seqüência a valores muito baixos e voltando a subir próximo ao tempo 

final da análise. Para uma fonte de liberação contínua, o gráfico indica que a concentração ϕ  

terá um valor oscilante no ponto 1 para o estudo de caso A, como resultado dos diversos 

fenômenos simulados na dispersão atmosférica de radionuclídeos, como o decaimento 

radioativo, e a sua proximidade da fonte emissora. No entanto, verifica-se, para esse mesmo 

ponto, que essa mesma quantidade apresenta valores muito baixos para o estudo de caso B e 

praticamente inexistentes para o caso C.  

Nos estudos de caso A e B não há forças de empuxo atuando sobre o material liberado. A 

diferença fundamental entre os exemplos A e B deve-se à elevação no terreno e às edificações 

incluídas no caso B. O fato é que a simulação do estudo de caso A apresenta um perfil de 
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escoamento muito diferente do perfil de escoamento do estudo de caso B em algumas regiões, 

que é o que acontece no ponto 1. A Figura 7 mostra o campo de velocidade nos casos A e B 

após 7 minutos do início da liberação. Note que os estudos de caso A e B apresentam perfis de 

escoamento diferentes entre si, o que está representado pelos vórtices que diferem tanto em 

posição quanto intensidade nas proximidades da chaminé. Isso deixa clara a influência dos 

acidentes do terreno (neste caso, as edificações do lado direito da chaminé) sobre o 

escoamento, bem como a relevância da presente metodologia que permite esse tipo de análise.  

 

 

Figura 7 – Campo de velocidade nos casos A (a) e B (b) após 7 minutos. 
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No estudo de caso C, como veremos nos gráficos mostrados a seguir, o material 

radioativo liberado pela chaminé eleva-se devido ao efeito da temperatura de liberação, 

fazendo com que este passe acima da região monitorada próxima a chaminé. 

Nas Figuras 8-15 são apresentados os gráficos referentes aos outros pontos monitorados, 

cujas coordenadas podem ser vistas na Tabela 1.  

 

 

Figura 8 – Concentração ϕ  versus tempo adimensional ( Lut 0 ) para o ponto 2. 

 

A Figura 8 apresenta o gráfico de concentração em função do tempo para o ponto 

monitorado 2, que fica a 339,0 metros à esquerda da chaminé e 67,5 metros de altura (ver 

tabela 1). A concentração ϕ  para o estudo de caso A nesse ponto apresenta um pico de 

aproximadamente 10% da concentração inicial φ , em torno de 7,5 min do transiente, e depois 

assume um valor baixo, próximo de zero. O pico da concentração ϕ , para o ponto monitorado 

2 no estudo de caso B, se dá em instantes de tempo diferentes em relação ao estudo de caso A, 

o que novamente evidencia a influência dos acidentes do terreno no perfil do escoamento. 

Já a concentração ϕ  no estudo de caso C é praticamente zero em razão da influência das 

forças de empuxo que levam a pluma para o alto. 
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Figura 9 – Concentração ϕ  versus tempo adimensional ( Lut 0 ) para o ponto 3. 

O ponto 3 está a 489,0 metros à esquerda da chaminé e a 67,5 metros de altura. Na Fig. 9 

vê-se que o pico da concentração ϕ  para o estudo de caso A é de aproximadamente 6%, o que 

acontece após cerca de 10 min do transiente. A concentração ϕ  no ponto 3 para o caso B é 

praticamente nula até 9 min, retardo relativo ao tempo que a pluma leva para chegar a esse 

ponto. O aumento da concentração a partir desse momento indica um acúmulo do 

radionuclídeo filho. Isso se deve à obstrução causada pela elevação do solo, visto que o ponto 

monitorado 3 fica muito próximo (cerca 100 metros) do início da elevação do terreno. 

 

 

Figura 10 – Concentração ϕ  versus tempo adimensional ( Lut 0 ) para o ponto 4. 
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O gráfico da Fig. 10 é referente ao ponto 4, que está distante de 189,0 metros da chaminé 

e a 157,5 de altura. A concentração ϕ , tanto no estudo de caso A quanto no B, apresentam 

oscilações nos seus picos que podem ser interpretadas como o efeito da interação do vento 

com a estrutura da chaminé. Por outro lado, as diferenças existentes entre eles devem-se aos 

acidentes presentes no estudo de caso B. 

Mais uma vez a metodologia proposta neste trabalho permite a análise da dispersão 

levando em conta interação do vento com a fonte de emissão do material radioativo, 

fenômeno que normalmente não é considerado nos estudos realizados com base em 

metodologias tradicionais, que não envolvem a simulação computacional do escoamento. 

O ponto monitorado 5 está posicionado a 339,0 metros da chaminé e a 157,5 metros de 

altura. O gráfico de concentração ϕ  correspondente é mostrado na Fig.11. Apesar do 

comportamento similar entre as concentrações ϕ  observadas nos estudos de caso A e B (a 

menos das oscilações mais acentuadas em A), o gráfico do estudo de caso B mostra um 

indicativo do acúmulo de material em razão da elevação do terreno, mesmo estando o ponto 5 

a uma distância intermediária entre a chaminé e a elevação. 

 

 

Figura 11 – Concentração ϕ versus tempo adimensional ( Lut 0 ) para o ponto 5. 
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A Fig.12 apresenta o gráfico da concentração ϕ  em função do tempo para o ponto 6, 

afastado 489,0 metros da chaminé e a 157,5 metros altura. Note que, assim como nos gráficos 

das Figuras 10 e 11, os picos de concentração ϕ  são atingidos mais rápido do que nos pontos 

monitorados mais baixos 1, 2 e 3. Isso se deve a proximidade da linha horizontal do ponto de 

emissão (150 metros de altura) com a ordenada dos pontos 4, 5 e 6 (157,5 metros).  

 

 

Figura 12 – Concentração ϕ  versus tempo adimensional ( Lut 0 ) para o ponto 6. 

 

As Figuras 13-15 a seguir mostram as concentrações obtidas para o radionuclídeo filho 

nos pontos monitorados que ocupam as posições mais elevadas, a 277,5 metros do solo. A 

Figura 13 corresponde ao ponto 7, posicionado 189,0 metros à esquerda da chaminé, a Fig. 14 

corresponde ao ponto 8, colocado a 339,0 metros da chaminé, e Fig. 15 corresponde ao ponto 

9, afastado 489,0 metros da chaminé. 



53 

 

Figura 13 – Concentração ϕ  versus tempo adimensional ( Lut 0 ) para o ponto 7. 

 

Figura 14 – Concentração ϕ  versus tempo adimensional ( Lut 0 ) para o ponto 8. 

 

Figura 15 – Concentração ϕ  versus tempo adimensional ( Lut 0 ) para o ponto 9. 
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Consideremos inicialmente os casos exemplos A e B nas Fig. 13-15. Nestes casos não há 

efeito de convecção natural, pois o material sai da chaminé na mesma temperatura que o ar 

exterior. No entanto, mesmo para os pontos das Fig. 13-15, que ocupam as posições 

monitoradas mais elevadas (277,5 metros), a simulação indica a presença do radionuclídeo 

filho em concentrações que chegam até cerca de 10% da concentração do radionuclídeo pai 

liberado na chaminé. A presença significativa do radionuclídeo filho na altura de 277,5 

metros, ainda que na ausência de forças de empuxo, é explicada pela existência de grandes 

vórtices atrás da chaminé. A Figura 16 mostra o campo de velocidades para o caso A, após 

quase 10 minutos do início do transiente. Note na Fig.16 a presença dos grandes vórtices 

mencionados. Como argumentado, a formação dos grandes vórtices à direita da chaminé é 

responsável pelo lançamento do material radioativo bem acima do seu ponto de liberação.  

 

Figura 16 – Velocidade no estudo de caso A após 581,3 segundos. 
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Voltemos a observar as concentrações de radionuclídeo filho nas Fig.13-15, mas 

considerando agora o caso exemplo C, onde o material é liberado da chaminé a 100 K acima 

da temperatura exterior. As forças de empuxo no caso C contribuem para elevar a pluma até 

as regiões mais altas, correspondentes aos pontos monitorados a 277,5 metros de altura. À 

primeira vista parece estranho que as concentrações de radionuclídeo filho apresentem no 

caso C valores menores que os dos casos A e B, onde não há a influência das forças de 

empuxo. Porém, uma análise mais detalhada mostra que no caso C as forças de empuxo 

contribuem para acelerar consideravelmente a velocidade do material liberado, assim que este 

sai da chaminé. Deste modo, o material liberado no caso C atinge os pontos monitorados mais 

rapidamente que nos casos A e B, não havendo tempo suficiente para a formação do 

radionuclídeo filho em quantidades consideráveis. Este aspecto pode ser mais bem apreciado 

com o auxílio da Figura 17, que apresenta o campo de velocidade para o caso C após quase 10 

minutos do início do transiente.  

 

Figura 17 – Velocidade no estudo de caso C após 581,3 segundos. 
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Na Fig. 17 a trajetória do material liberado é marcada pela região de elevada densidade 

de vetores (o que significa maior refinamento da malha). Note que, nessa região, o módulo da 

velocidade atinge valores que variam, segundo a coloração dos vetores na Fig.17, de 1.3 a 3.9 

vezes a velocidade de referência 0u . Em termos dimensionais, essa escala representa uma 

faixa de velocidade que vai de 2,6 a 7,8 m/s. O fato do material atingir velocidades de até 

quase quatro vezes a velocidade de liberação ( smu /20 = ) explica as baixas concentrações, 

verificadas nos pontos 7, 8 e 9, para o estudo de caso C. Ainda para o estudo de caso C, o 

leitor pode observar nas Fig. 13-15 que para os pontos mais distantes da chaminé no sentido 

de evolução da pluma, a concentração média do radionuclídeo filho aumenta gradativamente, 

à medida que este vai sendo gerado pelo decaimento do radionuclídeo pai.  

 

5.1.2 LIBERAÇÃO APÓS ACIDENTE COM EXPOSIÇÃO DO NÚCLEO 

 

No segundo exemplo considera-se um acidente com ruptura do prédio do reator e 

exposição do núcleo, no qual podem ser avaliadas a relevância dos vários fenômenos 

modelados neste trabalho. Em particular, mostra-se a forte interação entre a fonte emissora e o 

ambiente ao redor, aspecto que não pode ser abordado nos modelos clássicos de dispersão, 

que não resolvem as equações que governam o escoamento. 

São exploradas duas situações, identificadas como D e E. Para os estudos de caso D e E 

foram considerados domínios de análise com terreno plano, onde a única obstrução ao vento é 

o próprio prédio do reator, cuja altura é usada como referência para o comprimento 

característico ( mL 50= ). Os domínios de análise têm 1000 m de extensão por 750 m de 

altura, o que significa em termos adimensionais, 20.00 e 15.00 unidades, respectivamente. No 

caso D, o prédio do reator foi posicionado aproximadamente no centro domínio (-7.75 < x* < 

12.25; 0 < y* < 15.00), enquanto que no caso E, foi posicionado a aproximadamente 100 
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metros da face lateral esquerda do domínio (0.00 < x* < 20.00; 0 < y* < 15.00). A Figura 18 

ilustra os domínios utilizados no segundo exemplo. 

A distinção feita entre os dois casos está na velocidade do vento. Nos estudos de caso D e 

E, as velocidades características são de smu /10 =  e smu /100 = , respectivamente. Essas 

velocidades equivalem à velocidade do vento na face esquerda do domínio. A pressão de 

referência zero foi estabelecida como condição de contorno no topo e na face direita. 

 

 

Figura 18 – Domínios de análise do segundo exemplo. (a). Domínio para o estudo de caso D. 

(b). Domínio para o estudo de caso E. 
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Diferentemente do exemplo apresentado na seção 5.1.1, aqui não foi adotada uma 

velocidade de liberação do material radioativo. O transiente é gerado pelo desequilíbrio de 

forças de empuxo existente nas condições iniciais adotadas e pela presença de aberturas 

postuladas no prédio do reator. Nas condições iniciais assume-se que no interior do prédio há 

ar aquecido e concentração máxima de radionuclídeo pai. Por outro lado, no exterior a 

temperatura é a ambiente e não há radionuclídeos presentes. Neste exemplo, em que 

representamos um acidente catastrófico, consideramos que há inicialmente uma diferença de 

300 K entre a temperatura no interior do prédio e a temperatura ambiente, tanto para o caso D 

quanto para o caso E. Assim como no primeiro exemplo, para as concentrações iniciais de φ  

e ϕ  foram adotados os valores um e zero, respectivamente. 

A Tabela 3 apresenta os números adimensionais correspondentes aos casos no D e E. No 

caso D o elevado número de Richardson indica praticamente um problema de convecção 

natural. O vento externo bem mais forte no caso E reduz o número de Richardson para 4,9 

neste caso exemplo, chegando-se à faixa do que usualmente se considera um problema de 

convecção mista. 

 

Tabela 3 – Números adimensionais do segundo exemplo. 
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As malhas de base empregadas tanto no estudo de caso D quanto no estudo de caso E 

tinham cerca de 17000 elementos e 8500 nós. Durante os transientes analisados as malhas 

adaptativas geradas chegaram a 40000 elementos e 20000 nós, ou seja, cerca de 120000 graus 

de liberdade foram atualizados a cada passo de tempo. 

A Figura 19 apresenta a evolução da pluma liberada no acidente, mostrando as 

concentrações do radionuclídeo filho para os dois casos exemplos estudados. No caso D a 

velocidade do vento imposta na lateral esquerda do domínio é smu /10 = . Note que no caso D 

a pluma sobe quase que verticalmente, pois a força de arraste do vento é muito menor que a 

força de empuxo que atua na pluma. Para o caso E tem-se o mesmo acidente no prédio do 

reator. Porém, com a velocidade do vento aumentada para smu /100 = , já é possível observar 

o arraste da pluma pelo vento, embora as forças de empuxo continuem extremamente altas.  

Como observado anteriormente, o desequilíbrio nas forças de empuxo iniciais faz com 

que o ar aquecido no interior do prédio do reator escape por uma abertura postulada em seu 

topo. Simultaneamente, o ar exterior é sugado para dentro do prédio por outra abertura 

postulada em sua lateral. A Figura 20 ilustra esta fase inicial do transiente para o caso E, 

mostrando a concentração do radionuclídeo pai durante os primeiros 10 segundos.  

O ar que é admitido no prédio do reator pela abertura lateral provoca um forte 

escoamento no interior do mesmo durante todo o transiente. Isto pode ser visto na Figura 21, 

referente ao estudo de caso D. A Fig. 21 mostra as malhas utilizadas e os campos de 

velocidade correspondentes em três instantes: condição inicial (tempo zero), após 1,9 

segundos e após 2,5 minutos. As Figuras 21(c) e 21(e) mostram que após o início do 

transiente as malhas adaptativas obtidas na simulação são consideravelmente refinadas no 

interior do prédio, de modo a melhor representar o escoamento que ali se estabelece. No início 

do transiente a velocidade no interior do prédio reator é nula (condição inicial do problema). 

Logo depois já é possível observar a formação de vórtices intensos dentro do prédio.  
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Figura 19 – Isolinhas da concentração ϕ  nos estudos de caso D, 0490,Ri =  (1ª coluna) e E, 

9,4=Ri (2a coluna). 
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O problema do estudo de caso D possui uma malha de base de 16886 elementos e 9768 

nós e o tempo de duração do processamento em 04 CPUs foi de 2.38 horas. O problema do 

estudo de caso E possui malha de base com 17802 e 9268 e o tempo de duração do 

processamento em 04 CPUs foi de 11.97 horas. 

 

 

Figura 20 – Concentração φ  nos instantes iniciais do transiente para o estudo de caso E. 

 

É importante ressaltar que neste problema a taxa de liberação do material para o meio 

ambiente não é conhecida a priori, sendo determinada pela interação entre as várias forças 

que governam o escoamento durante todo o transiente. Em particular, a interação entre a fonte 

emissora e as condições do escoamento externo são determinantes no estabelecimento da taxa 

de liberação do material. Assim, a diferença de temperatura entre interior e exterior do prédio, 

a posição das rupturas postuladas e a velocidade do vento são aspectos que definem o campo 

de escoamento e a evolução da pluma. Novamente é importante salientar que tais fenômenos 
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não podem ser abordados utilizando a metodologia de dispersão atmosférica usual, baseada 

em modelos de pluma Gaussiana, onde a dinâmica de fluidos não é resolvida como parte do 

problema.  

 

Figura 21 – Malha e campo de velocidade do estudo de caso D.  
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A Figura 22 representa o campo de velocidade do estudo de caso D no tempo 2,5 min. Na 

escala, verifica-se que as maiores velocidades correspondem a aproximadamente 17 vezes a 

velocidade do vento que entra no domínio, chegando até 60 km/h. As grandes velocidades 

atingidas pela pluma devem-se às intensas forças de empuxo presentes neste caso exemplo. 

Na região mostrada na Fig.22 vê-se que é o acidente que conduz a atmosfera ao redor e não o 

contrário.  

 

 

Figura 22 – Campo de velocidade do estudo de caso D no tempo 2,5 min. 

 

Como discutido no Capítulo 1, os métodos tradicionais para análise de dispersão fazem 

uso de conjuntos de dados utilizados para representação das condições atmosféricas que são 

fundamentais para descrição da pluma na mesoescala (2-2000 Km). De fato, para problemas 

na mesoescala, fenômenos associados ao resfriamento do ar com a altitude, incidência solar, 

inversão térmica e etc. precisam ser levados em conta. Porém, nas proximidades da fonte de 

liberação, o presente exemplo mostra que são os fenômenos locais que regem a evolução da 



64 

pluma: a interação do vento com os obstáculos do terreno e, sobretudo, a diferença entre as 

temperaturas do material liberado e a do meio ambiente.  
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CAPÍTULO 6  

 

CONCLUSÕES 

 

Essa seção apresenta as conclusões do trabalho, ressaltando a importância da proposta, 

suas limitações, e recomendações para trabalhos futuros. 

 

6.1 RESULTADOS 

 

Pelos resultados obtidos verifica-se que a metodologia proposta nesse trabalho representa 

uma poderosa ferramenta no tratamento do escoamento atmosférico para análise da dispersão 

de radionuclídeos nas cercanias de uma central nuclear. Além da predição do movimento do 

fluido, as simulações mostram claramente o comportamento da pluma que resulta da interação 

com o vento e as edificações e os obstáculos oferecidos pelo terreno em torno da central 

nuclear.  

Outro aspecto importante é o efeito da temperatura sobre a pluma. Quando existe 

diferença de temperatura entre o material liberado e o meio ambiente, caso o material liberado 

esteja mais quente (o que é mais natural de se esperar quando a central se encontra em 

operação normal ou no caso de um acidente como um LOCA – Lost of Coolant Accident), o 

material é levado para cima. Esse efeito, referente ao empuxo que o material liberado sofre, 

está bem evidente nos exemplos abordados, principalmente no exemplo de liberação após 

acidente com exposição do núcleo, estudos de caso D e E. 

As metodologias tradicionais consideram somente o transporte do radionuclídeos sob 

condições atmosféricas bem específicas e utilizam aproximações e parâmetros ajustados para 

representação do movimento do fluido e as forças de empuxo que, na mesoescala atmosférica, 
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são razoáveis. No entanto, percebe-se que nas redondezas do sítio é necessária uma descrição 

mais detalhada da evolução da pluma em face da turbulência gerada localmente. Esse 

tratamento pode ser dado de forma satisfatória, como mostra o presente trabalho, com a 

utilização de ferramentas e técnicas computacionais avançadas como CFD, LES, remalhagem 

adaptativa e computação paralela. 

Os recursos tecnológicos utilizados neste trabalho propõem-se a resolver os mais diversos 

tipos de condições de escoamento como foi mostrado nos estudos de caso. A análise da 

dispersão de radionuclídeos na região próxima a central nuclear só foi possível graças à 

utilização desses recursos, devido à complexidade dos fenômenos envolvidos e ao grau de 

realidade exigido. Portanto, a presente metodologia representa um caminho que julgamos 

adequado para a resolução de problemas desse tipo. 

Foi mostrado que, em casos em que o material liberado não possui temperatura maior que 

a da atmosfera imediata, há um acumulo do material liberado (radionuclídeo filho) na região 

compreendida entre a chaminé e a elevação do solo. Neste trabalho consideramos um caso 

bem específico de um radionuclídeo de meia vida relativamente curta e que, por isso, 

rapidamente sofre transmutação radioativa gerando um outro.  

Como o objetivo principal do trabalho é demonstrar o potencial da metodologia, não faz a 

menor diferença, para a mecânica de fluidos, quais são as propriedades dos radionuclídeos 

liberados. Entretanto, do ponto de vista da segurança nuclear, esse acúmulo observado deve 

ser investigado mais a fundo, tendo em mente que a região indicada, apesar de fazer parte da 

área de exclusão, é transitada por operadores da usina. Mesmo sabendo que em condições 

normais de operação o material liberado é constituído essencialmente por gases de baixa 

probabilidade de reação, em um acidente similar ao de Three Mile Island (TMI), esse 

acúmulo poderia trazer conseqüências gravíssimas para os trabalhadores da central nuclear. 
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A sugestão de investigação decorre do fato deste trabalho explorar apenas problemas 

bidimensionais, o que torna análise conservativa. Apesar disso, a atenção que deve ser 

dispensada a esse problema se faz extremamente necessária por se tratar da potencial agressão 

ao ser humano e ao meio ambiente. 

Por outro lado, o potencial da metodologia proposta não se restringe especificamente a 

centrais nucleares. A sua aplicação se estende a quaisquer instalações nucleares ou radioativas 

onde é necessária a análise da dispersão atmosférica de material radioativo em regiões 

próximas como, por exemplo, reatores de pesquisa, ciclotrons, depósito de rejeitos 

radioativos, indústrias de irradiação de alimentos, fábricas de combustível nuclear, plantas de 

reprocessamento de combustível nuclear, etc. Com o mecanismo de decaimento radioativo 

desativado, o trabalho promove também uma importante contribuição para a análise de 

dispersão de plumas tóxicas proporcionadas por liberações de gases em outros setores 

industriais. 

    

6.2 RECOMENDAÇÕES 

 

Apesar do potencial da metodologia proposta no trabalho, foram explorados apenas 

exemplos em 2D. Entendendo o fato do presente trabalho explorar apenas problemas em 2D 

como sua grande limitação, a principal sugestão para os trabalhos subseqüentes é a exploração 

do mesmo método em problemas 3D. Ao tratarmos problemas 2D, somos conservativos do 

ponto de vista da análise de segurança nuclear, uma vez que não levamos em conta o 

transporte (convecção e difusão) dos radionuclídeos na direção normal ao plano 2D, 

superestimando, desta forma, os valores de concentração.  

Outro ponto importante é a escolha de radionuclídeos com cadeias de decaimento mais 

complexas ou até mesmo, a simulação de um número maior de radionuclídeos liberados 
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simultaneamente. Na verdade, essas condições podem ser abordadas em pesquisas futuras no 

sentido de consolidar o método. 

Aplicações em 3D, que levem em conta o movimento do fluido, transferência de energia, 

o transporte de radionuclídeos em função destes e a transmutação radioativa de vários 

radionuclídeos de cadeias complexas de decaimento, poderiam prover informações muito 

mais precisas para a análise de segurança. 

Importante ressaltar que não existe a pretensão no trabalho de tornar a presente 

metodologia em uma verdade absoluta. Muitos estudos e aplicações do método a outras 

condições precisam ser feitos. O método é uma alternativa no tratamento da 3º etapa do 

estudo da dispersão de efluentes radioativo, em regiões vizinhas a central nuclear. Portanto, 

um complemento dos métodos tradicionais, que cuidam muito bem do problema a longa 

distância, e não um substituto. 
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Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
 
 

http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

