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Seqüências de Soma Zero em

Grupos Abelianos Finitos

por

Kênio Alexsom de Almeida Silva
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Resumo

Dado um grupo abeliano finito (G, +) consideramos os seguintes invariantes de G:

D(G), s(G) e s0(G).

Neste trabalho estudamos D(G) para G sendo um p-grupo e para o produto direto de

dois grupos ćıclicos onde a ordem de um deles divide a do outro. Estes resultados são

de Olson [15] e [16]. Também estudamos a demonstração de Christian Reiher [17] para a

Conjectura de Kemnitz, a qual declara que s(Cn × Cn) = 4n− 3 para todo n ∈ N, onde

Cn é o grupo ćıclico de ordem n.

Em outras palavras, esta Conjectura afirma que dadas quaisquer 4n − 3 duplas de

inteiros (não necessariamente distintas) sempre podemos escolher n delas de forma que a

sua soma tenha as duas coordenadas diviśıveis por n.

Além disso, vimos o seguinte resultado de Gao e Geroldinger [9]: s0(Cn×Cn) = 3n−2

para todo n ≥ 2 ∈ N. Isto significa que dadas quaisquer 3n − 2 duplas de inteiros

(não necessariamente distintas) sempre existem m delas de forma que m e a soma destas

duplas tenha as duas coordenadas diviśıveis por n. Também obtivemos outros resultados

relevantes como, por exemplo, que s(C3
3n) = 9 · 3n − 8, para todo n ∈ N.
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Abstract

Let (G, +) an finite abelian group, we consider the following invariants of G: D(G),

s(G) and s0(G).

In this work we study D(G) for G being a p−group and the direct product of two

cyclic groups where the order of one of them divides of another one. These results were

obtained by Olson in [15] and [16]. Also, we study the proof of Christian Reiher in [17] for

the Kemnitz’Conjecture, which declares that s(Cn × Cn) = 4n − 3 for all n ∈ N, where

Cn is the cyclic group of order n.

In other words, this Conjecture affirms that given any 4n− 3 double of integers (not

necessarily distincts) we always can choose n of them of form that its sum has the two

coordinates divisible for n.

Moreover, we saw the following result of Gao and Geroldinger [9]: s0(Cn×Cn) = 3n−2

for all n ≥ 2 ∈ N. This means that given any 3n− 2 double of integers (not necessarily

distincts), always exist m of them of form that m and the sum of these pairs has the

two coordinates divisible for n. Also we got other excellent results as, for example, that

s(C3
3n) = 9 · 3n − 8, for all n ∈ N.
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Introdução

Aspectos históricos

As pesquisas em Teoria dos Números relacionadas com seqüências em Grupos Abeli-

anos Finitos surgiram com o trabalho conjunto de P. Erdös, A. Ginzburg e A. Ziv [5].

Neste artigo eles provaram o seguinte teorema:

Teorema de Erdös, Ginzburg e Ziv. Dados quaisquer 2n−1 inteiros sempre podemos

achar n inteiros cuja soma seja diviśıvel por n.

Definimos para um grupo abeliano finito G o número s(G) como sendo o menor inteiro

positivo s tal que para qualquer seqüência de tamanho s exista uma subseqüência tendo

soma zero e com tamanho igual a exp(G). Sendo que exp(G) é o expoente do grupo, ou

seja, é o menor inteiro positivo l tal que para todo g ∈ G tem-se lg = 0.

Uma afirmação equivalente ao Teorema acima é a seguinte: s(Cn) = 2n − 1 para o

grupo ćıclico Cn de ordem n.

Alguns anos depois, P. Erdös propôs a determinação de s(Cp×Cp) onde p é um inteiro

primo.

Em abril de 1966, durante a Midwestern Conference on Group Theory and Number

Theory, Ohio State University, H. Davenport propôs a seguinte questão:

Se R é o anel de inteiros de um corpo F de números algébricos, qual é o número

maximal de classes de ideais primos (contando a multiplicidade) na decomposição em

ideais primos de aR para um inteiro irredut́ıvel a em R?

Definindo para um grupo abeliano finito G o número D(G) como sendo o menor inteiro

positivo d tal que para qualquer seqüência de tamanho d exista uma subseqüência com

soma zero. Agora tomando G como sendo o grupo de classes de ideais primos de R na

questão anterior, Davenport mostrou que o número procurado é o D(G), o qual é chamado

a constante de Davenport de G.
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Em 1969, J. Olson [15] provou que para o p-grupo, G = Cpe1 × · · · × Cper , onde p é

um inteiro primo e r, ei para todo i ∈ {1, . . . , r} são inteiros positivos, tem-se

D(G) = 1 +
r∑

i=1

(pei − 1). Em [16], Olson mostrou que para o grupo G = Cm × Cn

com m divisor de n tem-se D(G) = m + n− 1.

H. Harborth [10], em 1973, conseguiu as seguintes cotas inferior e superior para s(Cd
n),

onde Cd
n é o grupo formado por d cópias de Cn com n, d inteiros positivos:

(n− 1)2d + 1 ≤ s(Cd
n) ≤ (n− 1)nd + 1. (1)

Neste mesmo artigo Harborth também obteve a seguinte cota superior para s(Cd
nm)

com n, m, d inteiros positivos:

s(Cd
nm) ≤ min{s(Cd

n) + (s(Cd
m)− 1)n, s(Cd

m) + (s(Cd
n)− 1)m}. (2)

Para o grupo C2
n onde n é um inteiro positivo, A. Kemnitz [14], em 1983, conjecturou

que s(C2
n) = 4n − 3, ou seja, que a cota inferior dada em [10] é atingida, ele provou que

basta considerarmos n primo.

L. Rónyai [19] provou que, para p primo, vale s(C2
p) ≤ 4p − 2. Depois W. Gao [7]

estendeu isto para potências de primos, s(C2
pa) ≤ 4pa − 2 com a inteiro positivo.

Em 2003, C. Reiher anuncia a veracidade da conjectura de Kemnitz, este resultado

será publicado em [17].

Também em 2003, W. Gao e A. Geroldinger [9], provam que s0(C
2
n) = 3n − 2 se

a conjectura de Kemnitz, s(C2
n) = 4n − 3, para todo n ∈ N, for verdadeira. Onde o

invariante s0(G) é definido para um grupo abeliano finito G como sendo o menor inteiro

positivo l tal que para qualquer seqüência de tamanho l exista uma subseqüência com

soma zero e tamanho diviśıvel por exp(G).

Para o leitor interessado em saber um pouco mais a respeito da Teoria de soma zero

em Grupos Abelianos Finitos recomendamos o artigo: Weidong Gao, Alfred Geroldin-

ger, Zero-sum problems in finite abelian groups: A survey, Expo. Math. (2006), doi:

10.1016/j.exmath.2006.07.002. Neste os autores apresentam uma visão geral da teoria de

soma zero para grupos abelianos finitos e dos problemas inversos relacionados.



Estrutura da dissertação

Esta dissertação está dividida em quatro caṕıtulos da seguinte forma.

No primeiro caṕıtulo, Preliminares, apresentaremos os conceitos e objetos matemáticos

que nos servirão de base para obtermos os resultados mais importantes do trabalho. Neste

caṕıtulo descreveremos o monóide abeliano livre F(G) e o anel de grupo Z(G) de G sobre

Z, sendo que o primeiro será essencial ao longo do texto, e o último será útil apenas no

Caṕıtulo 2.

No segundo caṕıtulo, Um Problema Combinatório em Grupos Abelianos Finitos, apre-

sentaremos os principais resultados contidos nos artigos [15] e [16]. Na primeira seção

determinaremos a constante de Davenport, D(G) para um p-grupo abeliano finito. Na

última seção determinaremos a constante de Davenport para o grupo Cm × Cn com m

divisor de n, e veremos uma Conjectura de P. Erdös sobre inteiros gaussianos, assim como

uma generalização do Teorema de Erdös, Ginzburg e Ziv.

No terceiro caṕıtulo, A Conjectura de Kemnitz, apresentaremos o objetivo principal

deste trabalho, o artigo [17], onde Christian Reiher faz uma demonstração elegante para

a Conjectura de Kemnitz. Na primeira seção enunciaremos a Conjectura, juntamente

com algumas observações pertinentes, entre elas está a inequação (1). Na segunda seção

veremos o Teorema de Chevalley-Warning e alguns resultados que serão utilizados na

conclusão da veracidade da Conjectura.

No último caṕıtulo, Subseqüências de soma zero e tamanho restrito em um grupo abe-

liano finito, apresentaremos na primeira seção o seguinte resultado de Gao e Geroldinger

[9], s0(C
2
n) = 3n−2 para todo inteiro n ≥ 2. Nas seções seguintes veremos dois resultados

sobre o invariante s(G) para um grupo G abeliano finito, os quais foram demonstrados

em [3] por Gao e outros. Na segunda seção veremos uma generalização da desigualdade

(2). Além disso, veremos que s(Cn × Cm) ≤ 2(m + n)− 3 sempre que n e m são inteiros

satisfazendo n, m ≥ 2 e n é um divisor de m.

Na última seção, veremos que s(C3
3n) = 9 · 3n − 8 e s(Cd

2n) = (2n − 1)2d + 1 para todos

d, n ∈ N.

Finalmente, conclúıremos o trabalho apresentando alguns resultados recentes que estão

relacionados com a nossa proposta de estudo.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo descreveremos os objetos matemáticos a serem utilizados ao longo do

trabalho.

Usaremos a notação aditiva para os grupos abelianos exceto no segundo caṕıtulo, onde

a notação será a multiplicativa. Para n ∈ N, Cn denotará o grupo ćıclico com n elementos,

ou seja, o grupo aditivo formado pelas classes de congrüência módulo n.

Para n, m ∈ N, n < m, denotaremos o conjunto {n, . . . , m} por [n, m].

Nas seções seguintes descreveremos sucintamente o monóide abeliano livre com base

G, onde G é um grupo abeliano finito, e o anel de grupo de G sobre o anel dos inteiros

Z. Estes objetos formarão o ambiente de trabalho da dissertação.

1.1 O monóide abeliano livre F(G)

Sejam G um grupo abeliano finito, S =
∏
g∈G

gvg(S) uma justaposição de elementos em G,

onde a função vg está definida para cada g ∈ G por vg : F(G) → N∪{0}, vg(S) = m, com

m sendo o número de vezes que o śımbolo g aparece em S. Chamaremos S de seqüência,

a qual também será denotada por S =
l∏

i=1

gi. A seqüência onde ocorrer vg(S) = 0 para

todo g ∈ G será denotada por 1 e será chamada de seqüência vazia.

O domı́nio da função vg, F(G), é o conjunto formado pelos S ′s. Dadas S, T ∈ F(G)

definimos uma seqüência justapondo os śımbolos de T aos de S, a qual será denotada por

S ·T . Com esta operação prova-se que o conjunto F(G) é um monóide abeliano, veja [12]

pg 64.

Além disso, para a função i : G → F(G) definida por i(g) = g para todo g ∈ G, dada
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qualquer função de conjuntos f : G → H, onde H é um monóide abeliano, pode-se provar

que existe um único homomorfismo f : F(G) → H tal que f ◦ i = f . Isto significa que

F(G) é um monóide abeliano livre com base G. Assim, usaremos o śımbolo F(G) para

denotar este monóide, para mais detalhes veja [12] ou [18] pg 44.

Uma seqüência S ′ será chamada uma subseqüência da seqüência S ∈ F(G), se existir

alguma seqüência S ′′ ∈ F(G) tal que S = S ′ · S ′′, ou seja, vg(S
′) ≤ vg(S) para todo

g ∈ G. Neste caso, escreveremos S ′ | S e S ′′ = (S ′)−1 · S, onde S ′′ é a seqüência

S ′′ =
∏
g∈G

gvg(S)−vg(S′).

Sejam S1, . . . , Sk ∈ F(G) subseqüências de S, diremos que elas são duas a duas dis-

juntas se sua justaposição
k∏

i=1

Si for uma subseqüência de S.

Dada uma seqüência S =
∏
g∈G

gvg(S) ∈ F(G) definiremos sua soma por

σ(S) =
∑
g∈G

vg(S)g e seu tamanho por |S| =
∑
g∈G

vg(S), notemos que a soma de S é a

soma em G dos śımbolos que aparecem em S. Diremos que a seqüência S tem soma zero

quando σ(S) = 0. Agora se a operação do grupo G for a multiplicativa, para a seqüência

S anterior definiremos o seu produto por π(S) =
∏
g∈G

gvg(S) ∈ G, notemos que aqui estamos

multiplicando os elementos gvg(S) para todo g ∈ G. Quando o produto π(S) for igual a

1 ∈ G, diremos que a seqüência S tem produto 1.

Para grupos abelianos finitos aditivos H, G e uma função f : G → H, definiremos uma

função de F(G) em F(H) por f(S) =
l∏

i=1

f(gi) para toda seqüência S =
l∏

i=1

gi ∈ F(G),

por abuso de notação usaremos o mesmo śımbolo para denotar estas funções. Se f for um

homomorfismo, então f(S) tem soma zero se, e somente se, σ(S) ∈ ker(f). Com efeito,

σ(f(S)) =
l∑

i=1

f(gi)

= f(
l∑

i=1

gi)

= f(σ(S)).



1.2 O anel de grupo Z(G) de G sobre Z

Seja G um grupo abeliano, Z o anel dos inteiros, consideremos o conjunto Z(G) de

todas as somas formais ∑
g∈G

rgg

onde rg ∈ Z e a quantidade de rg 6= 0 é finita. Definimos neste conjunto as seguintes

operações de adição e de multiplicação:

i)
∑
g∈G

rgg +
∑
g∈G

sgg =
∑
g∈G

(rg + sg)g;

ii) (
∑
g∈G

rgg) · (
∑
g∈G

sgg) =
∑
g∈G

(
∑
yz=g

ry · sz)g.

Pode-se verificar que (Z(G), +, ·) é um anel com elemento identidade 1Z0G, denotado

por 1, chamamos este de o anel de grupo de G sobre Z.

Como o grupo G é abeliano, e o anel Z é comutativo, então prova-se que o anel de

grupo Z(G) é comutativo.

Para detalhes sobre este anel veja [12] pg 116, [18] pg 214.



Caṕıtulo 2

Um Problema Combinatório em

Grupos Abelianos Finitos

Neste caṕıtulo veremos os principais resultados contidos nos artigos [15] e [16] de J.

Olson. Na primeira seção determinaremos a constante de Davenport, D(G) para um p-

grupo abeliano finito com p inteiro positivo primo. Na segunda seção determinaremos

a constante de Davenport para o grupo Cm × Cn com m divisor de n, e veremos uma

Conjectura de P. Erdös sobre inteiros gaussianos, além disso veremos uma generalização

do Teorema de Erdös, Ginzburg e Ziv, provado em [5].

Adotaremos, excepcionalmente neste caṕıtulo, a notação multiplicativa para os grupos

abelianos finitos.

2.1 A constante de Davenport de um p-grupo

A seguir definiremos formalmente o invariante D(G) para um grupo abeliano G.

Definição 2.1. Seja G um grupo abeliano finito, definimos D(G) como sendo o menor

inteiro positivo d, tal que para toda seqüência S ∈ F(G) com tamanho |S| ≥ d, existe

uma subseqüência T ∈ F(G) com produto igual a 1, isto é, π(T ) = 1. Chamamos o

invariante D(G) de constante de Davenport do grupo G.

Consideremos p um inteiro positivo primo, G o p-grupo abeliano finito Cpe1×· · ·×Cper ,

onde r ∈ N, ei ∈ N e Cpei , i ∈ [1, r], são grupos ćıclicos isomorfos a subgrupos de G, ou

seja, G é o produto interno de grupos ćıclicos. Provaremos o seguinte resultado:
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Teorema 2.2. Nas condições acima temos que

D(G) = 1 +
r∑

i=1

(pei − 1). (2.1)

Para tanto veremos um teorema declarado no contexto do anel de grupo de G sobre

Z, Z(G), definido no Caṕıtulo 1 Seção 1.2.

Teorema 2.3. Nas condições acima, sejam g1, . . . , gk ∈ G, onde k ≥ 1 +
r∑

i=1

(pei − 1),

então

(1− g1) · . . . · (1− gk) ≡ 0 (mod p). (2.2)

Demonstração. Consideremos J =
k∏

i=1

(1 − gi) ∈ Z(G), xi ∈ G, Cpei
∼= 〈xi〉 para todo

i ∈ [1, r]. Se gi = u · v, para algum i ∈ [1, k], então podemos escrever J como sendo a

soma

J = (
i−1∏
j=1

(1− gj)) · (1− u) ·
k∏

j=i+1

(1− gj) + u · (
i−1∏
j=1

(1− gj)) · (1− v) ·
k∏

j=i+1

(1− gj).

Como cada gi pode ser escrito na forma gi = xni1
1 · . . . · xnir

r , nij ∈ N, para todos i ∈ [1, k],

j ∈ [1, r], podemos reduzir J para a expressão J =
∑

σ

gσJσ, onde gσ ∈ G,

Jσ =
r∏

i=1

(1− xi)
fi ,

fi ∈ N ∪ {0} dependem de σ = (f1, . . . , fr),
r∑

i=1

fi = k.

Agora
r∑

i=1

fi = k >
r∑

i=1

(pei − 1) então fi ≥ pei para algum i ∈ [1, r]. Mas

(1− xi)
pei = 1 +

(
pei

1

)
(−1)xi + · · ·+

(
pei

pei − 1

)
(−1)pei−1xpei−1

i + (−1)peixpei

i

≡ 1 + (−1)peixpei

i

≡ 0 (mod p),

pelo Teorema Binomial em anéis comutativos (veja [12] pg 118) e pelo fato de que
(

pei

k

)
≡

0 (mod p) para todo k ∈ [1, pei − 1] e

(−1)peixpei

i =

 1 · 1 se p é par

−1 · 1 caso contrário
.

Assim, (1− xi)
fi = (1− xi)

fi−pei · (1− xi)
pei ≡ 0 (mod p) e Jσ ≡ 0 (mod p), para todo σ.

Portanto, J ≡ 0 (mod p). �



A equação (2.1) será obtida como uma conseqüência deste teorema, a partir de duas

proposições. A primeira delas afirma que o lado direito da equação (2.1) é uma cota

inferior para a constante de Davenport, D(G). A segunda proposição é uma interpretação

da equação (2.2) por argumentos de combinatória.

Proposição 2.4. D(G) ≥ 1 +
r∑

i=1

(pei − 1).

Demonstração. Basta provarmos que existe uma seqüência de tamanho
r∑

i=1

(pei − 1), a

qual não possui subseqüência com produto 1. De fato, sejam xi ∈ G, Cpei = 〈xi〉, para

todo i ∈ [1, r], e a seqüência

S =

pe1−1∏
i=1

x1 · . . . ·
per−1∏
i=1

xr ∈ F(G),

formada pela repetição de xi na quantidade pei − 1. Suponha que existisse uma sub-

seqüência com produto 1. Ela seria da forma

T =
n∏

j=1

xil ·
t∏

j=n+1

xij , com n ≤ peil − 1, π(T ) = 1,

então 1 = xn
il
· xin+1 · . . . · xit . Dáı,

xn
il

= (xin+1 · . . . · xit)
−1 ∈ Cp

eil ∩ 〈xij : j ∈ [n + 1, t]〉 = {1}.

Assim peil |n, contradizendo o fato n ≤ peil − 1. �

Antes de vermos a próxima proposição vejamos uma definição.

Definição 2.5. Dados a seqüência S =
k∏

i=1

gi ∈ F(G), e g ∈ G, definimos P (g) (res-

pectivamente I(g)) como sendo o número de subseqüências de S com tamanho par (resp.

ı́mpar) e produto igual a g.

Relembremos a definição do l-ésimo polinômio simétrico no anel de polinômios Z[x1, . . . , xk].

Para cada l ∈ [1, k] definimos:

p1(x1, . . . , xk) = x1 + . . . + xk

p2(x1, . . . , xk) = x1x2 + . . . + xk−1xk

...



pl(x1, . . . , xk) =
∑

1≤i1<···<il≤k

l∏
j=1

xij

...

pk(x1, . . . , xk) =
k∏

j=1

xj.

Agora seja A(l) para cada l ∈ [1, k] definido como sendo a soma formal dos produtos

de todas as subseqüências de S =
k∏

i=1

gi ∈ F(G) com tamanho igual a l. Com a notação

anterior temos que A(l) = pl(g1, . . . , gk) ∈ Z(G).

Proposição 2.6. Pela equação (2.2) obtemos que

P (g)− I(g) ≡

 0 (mod p) se g 6= 1

−1 (mod p) se g = 1
. (2.3)

Demonstração. De fato, consideremos A(0) = 1 ∈ Z(G), e para l ∈ [1, k], seja

A(l) = pl(g1, . . . , gk) ∈ Z(G). Então, temos

k∏
i=1

(1− gi) =
k∑

l=0

(−1)lA(l)

= 1 · A(0) +
∑
g∈G

(P (g)− I(g))g

= (1 + P (1)− I(1)) · 1 +
∑
g∈G

g 6=1

(P (g)− I(g))g.

Pela equação (2.2) segue o resultado da Proposição. �

Agora observamos que dada uma seqüência S =
k∏

i=1

gi ∈ F(G), com

k = 1 +
r∑

i=1

(pei − 1), pela Proposição (2.6) segue que ela têm subseqüência de produto

um. Do contrário, teŕıamos que S não possui subseqüência com tamanho par (ou ı́mpar)

e produto igual a 1, ou seja, P (1) = I(1) = 0, 0 = P (1) − I(1) ≡ −1 (mod p), uma

contradição. Portanto, acabamos de provar o Teorema 2.2.

2.2 A constante de Davenport do grupo Cm×Cn com

m divisor de n

A seguir provaremos que para o grupo G = Cm×Cn, com m divisor de n, temos D(G) =

m + n − 1, Corolário 2.9. Também veremos uma Conjectura de P. Erdös sobre inteiros



gaussianos, e generalizaremos o Teorema de Erdös, Ginzburg e Ziv. Estes resultados

serão conseqüências de um teorema que fornece uma cota superior para a constante de

Davenport do produto direto de dois grupos abelianos onde a ordem de um deles divide

à do outro.

Lema 2.7. Seja E = C2
p , p primo. Seja a seqüência S =

s∏
i=1

gi ∈ F(E), onde s ≥ 3p−2.

Então S tem uma subseqüência com tamanho t, 1 ≤ t ≤ p e produto igual a 1.

Demonstração. Seja F = C3
p o produto cartesiano do grupo ćıclico Cp três vezes, consi-

derando 1 = (1, 1, 1) como sendo a identidade de F e (x, x, x) um gerador de F , tomamos

E = 〈(x, x, 1)〉 sendo um subgrupo de F .

Como D(F ) = 3p− 2, pelo Teorema 2.2, e s ≥ 3p− 2, então a seqüência

T =
s∏

i=1

(gi, x) ∈ F(F ) tem uma subseqüência com tamanho t ≤ 3p − 2 e produto igual

a 1, digamos que seja a seqüência T1 =
t∏

i=1

(gi, x).

De π(T1) = 1 segue que (g1, x) · . . . · (gt, x) = 1, ou seja, (g1 · . . . · gt, x
t) = 1. Então

p | t, dáı |T1| ∈ {p, 2p}.

Se |T1| = p, tomamos a subseqüência U =
t∏

i=1

gi e o lema está provado.

Se |T1| = 2p, como D(E) = 2p−1 pelo Teorema 2.2, U =
t∏

i=1

gi tem uma subseqüência

com tamanho u ≤ 2p−1 e produto igual a 1, digamos que seja a seqüência U1 =
u∏

i=1

gi. Se

u ≤ p, então o lema está provado. Senão, temos 2p−u < p e a subseqüência U2 =

2p∏
i=u+1

gi

satisfaz o resultado do lema.

�

Teorema 2.8. Seja G = H ×K, sendo H, K grupos abelianos de ordens |H| = h, |K| =

k, h | k inteiros positivos. Então D(G) ≤ h + k − 1.

Demonstração. Seja a seqüência S =
s∏

i=1

gi ∈ F(G), onde s ≥ h + k − 1. Aplicaremos

o Prinćıpio de Indução Finita sobre a ordem do grupo H.

Seja h = 1. Definimos os seguintes elementos de G, Πj =

j∏
i=1

gi, para todo j ∈ [1, k].

Se os Πj são distintos, e como G ∼= K, segue que Πj = 1 para algum j ∈ [1, k], o que



prova o teorema. Senão temos Πi = Πj para certos i, j ∈ [1, k], com i < j, então a

subseqüência T =

j∏
l=i+1

gl tem produto igual a 1.

Agora assumamos h > 1 e seja p um inteiro primo divisor de h. Pela rećıproca do

Teorema de Lagrange para grupos abelianos finitos (veja [12] pg 77), temos que existem

os seguintes subgrupos, H1 6 H, K1 6 K com ı́ndices [H : H1] = p = [K : K1] e ordens,

digamos |H1| = h1 e |K1| = k1 ∈ N.

Seja o grupo Q = H1 × K1 com |Q| < |G|, por hipótese de indução o teorema é

válido para este grupo. Sabemos que G/Q ∼= Cp × Cp e s ≥ h + k − 1, ou seja, s ≥

p(h1 + k1 − 2) + 2p− 1. Se h1 = k1 = 1 então D(G) = D(C2
p) = 2p− 1, pelo Teorema 2.2,

e o teorema está provado.

Agora, suponhamos que h1 ≥ 1 e k1 ≥ 2. Consideremos a seguinte seqüência em

F(G/Q), T =
s∏

i=1

(gi · Q), como s ≥ p(h1 + k1 − 2) + 2p − 1 ≥ 3p − 1, pelo Lema 2.7

a seqüência T tem uma subseqüência T1 com tamanho t, 1 ≤ t ≤ p e produto igual a

identidade do grupo G/Q, isto é, igual a Q. Podemos aplicar o Lema 2.7 à seqüência

T−1
1 · T para obtermos mais uma subseqüência T2 com tamanho t, 1 ≤ t ≤ p e produto

igual a Q. Continuando este processo, construimos u − 1 = h1 + k1 − 2 subseqüências

duas a duas disjuntas, T1, . . . , Tu−1, com tamanhos |Tj| ∈ [1, p], para todo j ∈ [1, u− 1],

e produtos iguais a Q, isto é, π(Sj) = qj ∈ Q, sendo que Sj é a seqüência formada pelos

gi que aparecem em Tj. Resta uma seqüência de tamanho pelo menos 2p − 1, logo ela

possui uma subseqüência Tu disjuntas das anteriormente obtidas, com produto igual a Q,

isto é, π(Su) = qu ∈ Q.

Como D(Q) ≤ h1 + k1 − 1, por hipótese de indução, então a seqüência
u∏

j=1

qj ∈ F(Q)

tem uma subseqüência
∏
i∈ I

qi, I ⊆ [1, u] com produto igual a 1 ∈ Q. Logo, S tem a

subseqüência
∏
i∈ I

∏
g ∈Si

g ∈ F(G) com produto igual a 1.

Portanto, o teorema está provado. �

Corolário 2.9. Sejam m, n ∈ N, m um divisor de n e o grupo G = Cm × Cn. Então

D(G) = m + n− 1.

Demonstração. Pelo Teorema 2.8 temos que D(G) ≤ m + n− 1.

Para provarmos que D(G) ≥ m + n − 1 constrúıremos uma seqüência de tamanho

m + n− 2 a qual não tem subseqüência com produto 1. Sejam (x, 1), (1, y) ∈ G tais que



Cm
∼= 〈(x, 1)〉, Cn

∼= 〈(1, y)〉. Seja a seqüência S =
m−1∏
i=1

(x, 1) ·
n−1∏
i=1

(1, y). Suponha que

existisse uma subseqüência de S com produto 1. Ela seria da forma

U =
r∏

j=1

(x, 1) ·
s∏

j=1

(1, y), com r ≤ m− 1, s ≤ n− 1, π(U) = 1,

então 1 = (xr, ys). Dáı m|r, uma contradição. Portanto, D(G) = m + n− 1.

�

O próximo resultado confirma uma Conjectura de P. Erdös sobre inteiros gaussianos.

Corolário 2.10 (P. Erdös). Toda seqüência de tamanho 2n − 1 formada por inteiros

gaussianos, possui uma subseqüência com soma diviśıvel por n.

Demonstração. Sejam aj + bj · i ∈ Z[i] para todo j ∈ [1, 2n − 1], onde Z[i] é o anel

dos inteiros gaussianos, e a seqüência S =
2n−1∏
j=1

(aj, bj) ∈ F(C2
n), onde C2

n será considerado

aditivo. Pelo Corolário 2.9 temos D(C2
n) = 2n− 1, então S possui uma subseqüência com

soma 0 e tamanho t ≤ 2n− 1, isto é, entre os 2n− 1 inteiros gaussianos dados existem t

deles, digamos aj + bj · i, para todo j ∈ [1, t] com
t∑

j=1

aj ≡
t∑

j=1

bj ≡ 0(mod n).

O seguinte Corolário generaliza o Teorema de Erdös, Ginzburg e Ziv, Corolário 2.12.

Corolário 2.11. Sejam K um grupo abeliano finito de ordem |K| = k, e h ∈ N, h | k,

S =
h+k−1∏

i=1

gi ∈ F(K), então S tem uma subseqüência de produto igual a 1 e tamanho

t ≡ 0(modh).

Demonstração. Sejam os grupos H = Ch e K ∼= {1} × K 6 H × K. Consideremos

Ch = 〈x〉 e U =
h+k−1∏

i=1

(x, gi) ∈ F(H × K). Segue do Teorema 2.8 que U possui uma

subseqüência W =
∏
i∈ I

(x, gi) de tamanho |I| = t ≤ h + k − 1 e produto 1, então

1 = (xt,
∏
i∈ I

gi) implica que t ≡ 0(mod h). Logo,
∏
i∈ I

gi tem produto igual a 1 e tamanho

t ≡ 0(mod h).

�



Corolário 2.12 (Erdös, Ginzburg e Ziv). Toda seqüência de tamanho 2n − 1 formada

por inteiros, possui uma subseqüência de tamanho n e soma diviśıvel por n.

Demonstração. Pelo Corolário 2.11 toda seqüência de 2n−1 inteiros, isto é, de tamanho

2n− 1 em F(C2
n),onde C2

n é aditivo, possui uma subseqüência de tamanho t ≡ 0(mod n)

e soma zero, ou seja, existem t = n inteiros na seqüência dada com soma diviśıvel por n.

�



Caṕıtulo 3

A Conjectura de Kemnitz

Neste caṕıtulo estudaremos o resultado principal deste trabalho, o artigo [17], onde

Christian Reiher faz uma demonstração elegante para a Conjectura de Kemnitz. Na

primeira seção enunciaremos a Conjectura, juntamente com algumas observações perti-

nentes. Na seção 2 veremos o Teorema de Chevalley-Warning e alguns resultados técnicos

que serão utilizados na conclusão da veracidade da Conjectura.

3.1 Apresentação da Conjectura de Kemnitz

Faremos agora uma definição formal do invariante s(G) para um grupo abeliano aditivo

G.

Definição 3.1. Seja G um grupo abeliano finito, definimos s(G) como sendo o menor

inteiro positivo s, tal que para toda seqüência S em F(G) com tamanho |S| ≥ s, existe

uma subseqüência T | S com σ(T ) = 0 e tamanho |T | = exp(G). Onde o śımbolo exp(G)

denota o expoente do grupo, ou seja, é o menor inteiro positivo l tal que para todo g ∈ G

tem-se lg = 0.

Conjectura 3.2 (Conjectura de Kemnitz). s(C2
n) = 4n− 3 para todo n ∈ N.

Veremos algumas proposições que nos darão condições de concluir que basta provarmos

a Conjectura 3.2 para n sendo um inteiro primo ı́mpar. A primeira delas nos fornece cotas

inferior e superior para a constante s(Cd
n) para todos n, d ∈ N. A segunda proposição

é um resultado elementar sobre o endomorfismo multiplicação por n ∈ N em um grupo

abeliano. A última proposição afirma que o conjunto dos inteiros positivos que satisfazem

a Conjectura 3.2 é fechado sob a multiplicação de inteiros.

17



Proposição 3.3. [H. Harborth, [10]]. Temos que (n− 1)2d + 1 ≤ s(Cd
n) ≤ (n− 1)nd + 1

para todos n, d ∈ N. Em particular, s(C2
2) = 4 · 2− 3.

Demonstração. Tomando a seqüência S em F(Cd
n) de tamanho (n− 1)2d formada por

todos os {0, 1}-elementos de Cd
n, isto é, os elementos que têm 0 ou 1 como coordena-

das, onde cada um destes elementos aparecem repetidos n − 1 vezes em S, vemos que

esta seqüência não possui subseqüência com soma zero e tamanho n, pois para cada sub-

seqüência com tamanho n temos que a soma de cada coordenada vista como números

inteiros é sempre menor do que n, logo é incongruente a 0 módulo n. Assim, o número

(n− 1)2d + 1 é uma cota inferior para s(Cd
n).

Agora, o número (n − 1)nd + 1 é uma cota superior para s(Cd
n), pois em qualquer

seqüência S ∈ F(Cd
n) de tamanho (n − 1)nd + 1, temos que vg(S) ≥ n para algum

g ∈ Cd
n, pelo Prinćıpio da Casa dos Pombos (ver [11] pg 127). Logo a subseqüência

T =
n∏

i=1

g tem tamanho n e soma zero.

�

Proposição 3.4. Sejam os seguintes grupos Cmn, G = Ck
mn e H = Ck+1

mn , onde m, n, k ∈

N. Seja o homomorfismo multiplicação por n, ϕ : H → H definido por ϕ(h) = nh, então

ϕ(G) ∼= Ck
m, ϕ(H) ∼= Ck+1

m , ker(ϕ) ∼= Ck+1
n .

Demonstração. Primeiro verifiquemos que ker(ϕ) ∼= Ck+1
n .

Sejam Cmn = 〈a〉 e h = (n1a, . . . , nk+1a) ∈ ker(ϕ) com ni ∈ Z, para todo i ∈ [1, k +

1]. Então 0 = ϕ(h) = (nn1a, . . . , nnk+1a). Dáı nni ≡ 0 (mod mn), para todo i ∈ [1, k+1],

ou seja, ni ≡ 0 (mod m) para todo i ∈ [1, k + 1]. Assim, h ∈ 〈ma〉k+1 ∼= Ck+1
n .

Agora, se h = (r1ma, . . . , rk+1ma) ∈ 〈ma〉k+1, com ri ∈ Z, para todo i ∈ [1, k + 1],

então ϕ(h) = (r1mna, . . . , rk+1mna) = 0. Logo h ∈ ker(ϕ).

Considerando a restrição do homomorfismo ϕ ao subgrupo G 6 H, ϕ = ϕ|G, obtemos

que ker(ϕ) ∼= Ck
n.

Pelo Primeiro Teorema de Isomorfismo para homomorfismo de grupos (veja [12] pg

44) segue que ϕ(H) ∼= H/ker(ϕ), ou seja, ϕ(H) ∼= Ck+1
mn /Ck+1

n
∼= Ck+1

m . Analogamente,

prova-se ϕ(G) ∼= Ck
m.

�

Agora veremos que o conjunto dos inteiros positivos que verificam a Conjectura 3.2 é



fechado para a multiplicação. Dáı, conclúıremos que dado n ∈ N, é suficiente provarmos

a Conjectura 3.2 para os fatores primos de n.

Proposição 3.5. Seja E = {n ∈ N : s(C2
n) = 4n − 3}. Este conjunto é fechado para a

multiplicação de inteiros.

Demonstração. Pela Proposição 3.3 temos que s(C2
2) = 4 · 2− 3. Logo, 2 ∈ E. Agora

provemos que mn ∈ E sempre que m, n ∈ E. Sejam o grupo G ∼= C2
mn e ϕ : G → G o

endomorfismo dado por ϕ(g) = ng. Então pela Proposição 3.4 temos que ϕ(G) ∼= C2
m e

ker(ϕ) ∼= C2
n. Agora seja S uma seqüência em F(G) com tamanho |S| = 4mn− 3.

Como ϕ(G) ∼= C2
m e s(C2

m) = 4m− 3, por hipótese, então s(ϕ(G)) = 4m− 3.

De 4mn−3 = (4n−4)m+4m−3 segue que a seqüência ϕ(S) possui uma subseqüência

ϕ(S1) com tamanho |ϕ(S1)| = m e σ(ϕ(S1)) = 0. Repetindo este processo 4n − 4 ve-

zes obteremos 4n − 4 subseqüências disjuntas S1, . . . , S4n−4 com tamanhos |Si| = m e

σ(ϕ(Si)) = 0 para todo i ∈ [1, 4n − 4], e restará uma subseqüência de S de tamanho

4m− 3. Desta seqüência obtemos mais uma subseqüência St, disjunta das anteriormente

obtidas, com tamanho |St| = m e σ(ϕ(St)) = 0 onde t = 4n− 3.

Agora seja T =
t∏

i=1

σ(Si), esta é uma seqüência em F(ker(ϕ)), pois

ϕ(σ(Si)) = σ(ϕ(Si)) = 0 para todo i ∈ [1, 4n− 3].

Como |T | = 4n−3 e, por hipótese, s(ker(ϕ)) = s(C2
n), de |T | = s(C2

n) segue que existe

algum I ⊆ [1, t], |I| = n tal que
∏
i∈I

σ(Si) | T tem soma zero.

Dáı, S ′ =
∏
i∈I

Si é uma subseqüência de soma zero de S com |S ′| =
∑
i∈I

|Si| = nm. �

3.2 A prova da Conjectura de Kemnitz

A bela demonstração de C. Reiher foi constrúıda a partir do Teorema de Chevalley-

Warning. Ele obteve cinco corolários deste Teorema, um Lema e finalmente o Teorema

que declara que a Conjectura de Kemnitz é verdadeira.

O Teorema de Chevalley-Warning (veja [13]) afirma que o número de soluções de um

sistema de equações polinomiais com muitas variáveis, sobre um corpo finito de carac-

teŕıstica prima, é múltiplo da caracteŕıstica quando a soma dos graus dos polinômios for

menor do que o número de variáveis envolvidas. Por questão de zelo, enunciaremos e



provaremos este teorema clássico, o leitor mais experiente pode ir direto para a Definição

3.7.

Teorema 3.6 (Chevalley-Warning). Seja p um inteiro primo, Fq o corpo finito com q = pn

elementos. Para i ∈ [1, m] sejam fi(x1, . . . , xn) ∈ Fq[x1, . . . , xn] de graus gr(fi) = di.

Seja N o número de soluções em Fn
q do seguinte sistema de equações polinomiais

fi(x1, . . . , xn) = 0 para todo i ∈ [1, m].

Se
m∑

i=1

di < n, então N ≡ 0 (mod p).

Demonstração. Seja F∗
q = 〈a〉 o grupo ćıclico multiplicativo do corpo Fq, então

xq−1 =

 1 se x 6= 0

0 caso contrário
.

Convencionando que 00 = 1, temos
∑
x∈Fq

xr = 0 se 0 ≤ r < q − 1. De fato, para r = 0 a

prova é trivial, e para 0 < r < q − 1 temos∑
x∈Fq

xr =
∑
x∈F∗q

xr =

q−2∑
i=0

(ai)r = (ar − 1)−1(ar(q−1) − 1) = 0.

Seja g(x1, . . . , xn) =
m∏

i=1

(
1− fi(x1, . . . , xn)q−1) ∈ Fq[x1, . . . , xn],

c = (c1, . . . , cn) ∈ Fn
q , então g(c) =

 1 se fi(c) = 0 para todo i ∈ [1, m]

0 caso contrário
.

Assim, N · 1 =
∑
c∈Fn

q

g(c), notemos que g(c) ∈ Fq.

Como g(x1, . . . , xn) =
∑

r1,...,rn

ar1,...,rnxr1
1 · · ·xrn

n , onde r1, . . . , rn ∈ Z+ ∪ {0},

ar1,...,rn ∈ Fq, e gr(fi) = di, então

máx{
n∑

j=1

rj : ar1,...,rn é um coeficiente de g} ≤ (q − 1)
m∑

i=1

di < (q − 1)n,

∑
(c1,...,cn)∈Fn

q

cr1
1 · · · crn

n =
n∏

i=1

∑
ci ∈Fq

cri
i = 0. Como isso acontece em cada monômio de g, então

N · 1 =
∑
c∈Fn

q

g(c) = 0. Portanto, N ≡ 0 (mod p). �

A seguir definiremos um subconjunto de F(C2
p), depois provaremos seis resultados

envolvendo este subconjunto, os quais fornecerão a prova da Conjectura 3.2. De agora

diante, nesta seção, p denotará um inteiro primo ı́mpar.



Definição 3.7. Seja S ∈ F(C2
p), S =

m∏
i=1

(ai, bi), σ(S) =
m∑

i=1

(ai, bi), definimos o seguinte

conjunto S(n) = {T | S : |T | = n, σ(T ) = 0}.

Corolário 3.8. Seja S ∈ F(C2
p) tal que |S| = 3p− 3, então

1− |S(p− 1)| − |S(p)|+ |S(2p− 1)|+ |S(2p)| ≡ 0 (mod p).

Demonstração. Sejam S =

3p−3∏
i=1

(ai, bi), e consideremos o seguinte sistema de polinômios

em Fp[x1, . . . , x3p−2],
xp−1

1 + · · · + xp−1
3p−3 + xp−1

3p−2 = 0

a1x
p−1
1 + · · · + a3p−3x

p−1
3p−3 = 0

b1x
p−1
1 + · · · + b3p−3x

p−1
3p−3 = 0

.

Como a soma dos graus dos polinômios no sistema é menor do que o número de

variáveis, então pelo Teorema de Chevalley-Warning, o número N de soluções do sistema

satisfaz N ≡ 0 (mod p).

Sejam Ω o conjunto de soluções do sistema, Ω1 ⊆ Ω o conjunto das soluções (c1, . . . , c3p−2),

com c3p−2 = 0 e Ω2 = Ω \ Ω1 (este é o complementar de Ω1).

Seja c ∈ Ω1. Pela primeira equação polinomial temos que c possui kp coordenadas

não nulas onde k ∈ [0, 2]; como c satisfaz as outras duas equações polinomiais então ele

determina uma subseqüência Ak ∈ S(kp). Por sua vez, cada elemento de S(kp) determina

(p − 1)kp elementos de Ω1, pois para T =
∏
i∈I

(ai, bi) ∈ S(kp), I ⊆ [1, 3p − 3], |I| = kp

e para cada par (ai, bi) podemos formar uma solução para o sistema, digamos a solução

c = (c1, . . . , c3p−2) ∈ F3p−2
p , com ci 6= 0 para todo i ∈ I e ci = 0 para todo i ∈ [1, 3p−3]\I,

além disso, cada ci 6= 0 pode ser escolhido entre p− 1 elementos de F∗
p.

Assim,

|Ω1| = 1 + (p− 1)p|S(p)|+ (p− 1)2p|S(2p)| ≡ 1− |S(p)|+ |S(2p)| (mod p).

Agora seja c ∈ Ω2, então temos que c possui kp coordenadas não nulas, e pelas últimas

equações do sistema, c determina uma subseqüência Ak ∈ S(kp − 1). Por sua vez, cada

elemento de S(kp− 1) determina (p− 1)kp elementos de Ω2.

Logo,

|Ω2| = (p− 1)p|S(p− 1)|+ (p− 1)2p|S(2p− 1)| ≡ −|S(p− 1)|+ |S(2p− 1)| (mod p).



De N ≡ 0 (mod p) e de N = |Ω| = |Ω1|+ |Ω2| vem que

1− |S(p− 1)| − |S(p)|+ |S(2p− 1)|+ |S(2p)| ≡ 0 (mod p).

�

Corolário 3.9. Seja S ∈ F(C2
p) tal que |S| = 3p− 2 ou |S| = 3p− 1, então 1− |S(p)|+

|S(2p)| ≡ 0 (mod p).

Demonstração. Consideremos S =
l∏

i=1

(ai, bi), l ∈ [3p− 2, 3p− 1], e o seguinte sistema

de polinômios em Fp[x1, . . . , xl],
xp−1

1 + · · · + xp−1
l = 0

a1x
p−1
1 + · · · + alx

p−1
l = 0

b1x
p−1
1 + · · · + blx

p−1
l = 0

.

Como a soma dos graus dos polinômios no sistema é menor do que o número de

variáveis, então pelo Teorema de Chevalley-Warning, o número N de soluções do sistema

satisfaz N ≡ 0 (mod p). Seja Ω o conjunto de soluções do sistema.

Como cada elemento de S(kp) determina (p− 1)kp elementos de Ω, então

|Ω| = 1 + (p− 1)p|S(p)|+ (p− 1)2p|S(2p)| ≡ 1− |S(p)|+ |S(2p)| (mod p).

Portanto,

1− |S(p)|+ |S(2p)| ≡ 0 (mod p).

�

Corolário 3.10 (Alon-Dubiner). Seja S uma seqüência em F(C2
p) satisfazendo |S| = 3p

e σ(S) = 0. Então S(p) é não vazio.

Demonstração. Consideremos S =

3p∏
i=1

(ai, bi), e o seguinte sistema de polinômios em

Fp[x1, . . . , x3p−1], 
xp−1

1 + · · · + xp−1
3p−1 = 0

a1x
p−1
1 + · · · + a3p−1x

p−1
3p−1 = 0

b1x
p−1
1 + · · · + b3p−1x

p−1
3p−1 = 0

.

Aplicando o Teorema de Chevalley-Warning obtemos que o número N de soluções do

sistema é tal que N ≡ 0 (mod p), como o sistema admite a solução trivial então N ≥ p.



Logo existe uma solução não trivial c = (c1, . . . , c3p−1) ∈ F3p−1
p . Seja I ⊆ [1, 3p − 1] tal

que ci 6= 0 para todo i ∈ I, então |I| ∈ {p, 2p}. Se |I| = p, então
∏
i∈ I

(ai, bi) ∈ S(p).

Agora se |I| = 2p, de σ(S) = 0 segue que
∏

i∈ [1,3p]\I

(ai, bi) ∈ S(p). �

Corolário 3.11. Seja S ∈ F(C2
p) tal que |S| = 4p− 3. Então

a) −1 + |S(p)| − |S(2p)|+ |S(3p)| ≡ 0 (mod p);

b) |S(p− 1)| − |S(2p− 1)|+ |S(3p− 1)| ≡ 0 (mod p).

Demonstração. a) Sejam S =

4p−3∏
i=1

(ai, bi), e consideremos o seguinte sistema de po-

linômios em Fp[x1, . . . , x4p−3],
xp−1

1 + · · · + xp−1
4p−3 = 0

a1x
p−1
1 + · · · + a4p−3x

p−1
4p−3 = 0

b1x
p−1
1 + · · · + b4p−3x

p−1
4p−3 = 0

.

Aplicando o Teorema de Chevalley-Warning vemos que o número N de soluções do

sistema é tal que N ≡ 0 (mod p).

Sejam Ω o conjunto de soluções do sistema. Seja c ∈ Ω, pela primeira equação

polinomial temos que c possui kp coordenadas não nulas onde k ∈ [0, 3]. Como c satisfaz

as outras duas equações polinomiais então ele determina uma subseqüência Ak ∈ S(kp).

Para T =
∏
i∈I

(ai, bi) ∈ S(kp), I ⊆ [1, 4p− 3], |I| = kp e para cada par (ai, bi) podemos

formar uma solução , digamos c = (c1, . . . , c4p−3) ∈ F4p−3
p para o sistema, com ci 6= 0 para

todo i ∈ I e ci = 0 para todo i ∈ [1, 4p− 3] \ I, onde cada ci 6= 0 pode ser escolhido entre

p− 1 elementos de F∗
p. Logo cada elemento de S(kp) determina (p− 1)kp elementos de Ω.

Assim,

|Ω| = 1 + (p− 1)p|S(p)|+ (p− 1)2p|S(2p)|+ (p− 1)3p|S(3p)|.

De N = |Ω| e de N ≡ 0 (mod p) segue que 1− |S(p)|+ |S(2p)| − |S(3p)| ≡ 0 (mod p).

b) Consideremos o seguinte sistema de polinômios
xp−1

1 + · · · + xp−1
4p−3 +1 = 0

a1x
p−1
1 + · · · + a4p−3x

p−1
4p−3 = 0

b1x
p−1
1 + · · · + b4p−3x

p−1
4p−3 = 0

.



Seja c ∈ Ω o conjunto das soluções do sistema, então pela primeira equação polinomial

temos que c determina uma subseqüência Ak ∈ S(kp−1). Agora cada elemento de S(kp−1)

determina (p− 1)kp−1 elementos de Ω.

Dáı, N = (p− 1)p−1|S(p− 1)|+ (p− 1)2p−1|S(2p− 1)|+ (p− 1)3p−1|S(3p− 1)|.

Pelo Pequeno Teorema de Fermat (veja [12] pg 40), N ≡ |S(p − 1)| − |S(2p − 1)| +

|S(3p− 1)| (mod p).

Portanto, |S(p− 1)| − |S(2p− 1)|+ |S(3p− 1)| ≡ 0 (mod p). �

A seguinte proposição será útil na demonstração do próximo Corolário.

Proposição 3.12. Dados t, r ∈ N, p ∈ N primo, com t ≥ 2 e p ≥ r temos que(
tp− r

(t− 1)p− r

)
≡

 (1− t) (mod p) se p = 2

(t− 1) (mod p) se p > 2
.

Demonstração. Seja L =
(

tp−r
(t−1)p−r

)
, então

(p− 1)! · L = ((t− 1)p− r + 1) . . . ((t− 1)p− 1)(t− 1)((t− 1)p + 1) . . . (tp− r).

Assim,

(p− 1)!L = ((t− 1)p− (r − 1)) . . . ((t− 1)p− 1)(t− 1)((t− 1)p + 1) . . . (tp− r) (mod p)

≡ (p− (r − 1)) . . . (p− 1)(t− 1)(p− (p− 1)) . . . (p− r) (mod p)

≡ (−1)(p−1)(p− 1)! · (t− 1) (mod p).

Logo, L ≡ (−1)(p−1)(t− 1) (mod p).

�

Corolário 3.13. Seja S ∈ F(C2
p) tal que |S| = 4p− 3, então

3− 2|S(p− 1)| − 2|S(p)|+ |S(2p− 1)|+ |S(2p)| ≡ 0 (mod p).

Demonstração. Seja A uma seqüência em F(C2
p) com |A| = 3p− 3, pelo Corolário 3.8

temos que

1− |A(p− 1)| − |A(p)|+ |A(2p− 1)|+ |A(2p)| ≡ 0 (mod p).

Seja

L =
∑
A|S

|A|=3p−3

{1− |A(p− 1)| − |A(p)|+ |A(2p− 1)|+ |A(2p)|}.



Então L ≡ 0 (mod p).

Dado B | S, |B| = t, o número de subseqüências A, com A | S e B | A, é igual a(|S|−|B|
|A|−|B|

)
=

(
4p−3−t
3p−3−t

)
.

Assim,

L =

(
4p− 3

3p− 3

)
−

(
3p− 2

2p− 2

)
|S(p− 1)| −

(
3p− 3

2p− 3

)
|S(p)|+

+

(
2p− 2

p− 2

)
|S(2p− 1)|+

(
2p− 3

p− 3

)
|S(2p)|

Pela Proposição 3.12 segue que L ≡ 3−2|S(p−1)|−2|S(p)|+|S(2p−1)|+|S(2p)| (mod p).

Portanto, segue o resultado do Corolário. �

Lema 3.14. Seja S ∈ F(C2
p) tal que |S| = 4p− 3 e S(p) é um conjunto vazio. Então

|S(p− 1)| ≡ |S(3p− 1)| (mod p).

Demonstração. Seja r o número de partições de S na forma S = A · B · C, com |A| =

p − 1, |B| = p − 2, |C| = 2p, σ(A) = 0, σ(B) = σ(S) e σ(C) = 0. Nesta situação,

diremos que A, B e C são subseqüências admisśıveis para S. Calcularemos r (mod p).

Primeiro, consideramos todas as subseqüências A admisśıveis e contamos para cada

A quantas posśıveis subseqüências B existem em A−1 · S. Notemos que ao contarmos as

subseqüências B estamos contando os pares B e C pois A−1 · S = B · C. Então obtemos

r =
∑

A adm.

|(A−1 · S)(2p)|.

Como |A−1 · S| = 3p − 2 e (A−1 · S)(p) = S(p) = ∅, o Corolário 3.9 implica que

|(A−1 · S)(2p)| ≡ −1 (mod p). Assim,

r ≡
∑

A adm.

−1 ≡ −|S(p− 1)| (mod p).

Agora consideramos todas as subseqüências B admisśıveis e contamos para cada B

quantas posśıveis subseqüências A existem em B−1 ·S, notemos que estamos contando os

pares A e C pois B−1 · S = A · C. Então temos

r =
∑

B adm.

|(B−1 · S)(2p)|.

Como |B−1 · S| = 3p − 1 e (B−1 · S)(p) = S(p) = ∅, o Corolário 3.9 implica que

|(B−1 ·S)(2p)| ≡ −1 (mod p), e como o número de subseqüências B admisśıveis é igual ao



número de subseqüências B−1 · S admisśıveis, o qual é igual a |S(3p− 1)|, então

r ≡
∑

B adm.

−1 ≡ −|S(3p− 1)| (mod p).

Igualando estas duas congrüências para r, obtemos o resultado desejado. �

Teorema 3.15. A Conjectura de Kemnitz é verdadeira, isto é, s(C2
n) = 4n− 3 para todo

n ∈ N.

Demonstração. Conforme vimos na seção 3.1 é suficiente provarmos a Conjectura para

n = p primo ı́mpar.

Seja S uma seqüência em F(C2
p) com |S| = 4p− 3.

Pelos Corolários 3.11 e 3.13 temos as seguintes congruências:

−1 + |S(p)| − |S(2p)|+ |S(3p)| ≡ 0 (mod p)

|S(p− 1)| − |S(2p− 1)|+ |S(3p− 1)| ≡ 0 (mod p)

3− 2|S(p− 1)| − 2|S(p)|+ |S(2p− 1)|+ |S(2p)| ≡ 0 (mod p)

.

Adicionando estas congrüências obtemos o seguinte

2− |S(p− 1)| − |S(p)|+ |S(3p− 1)|+ |S(3p)| ≡ 0 (mod p).

Suponhamos, por absurdo, que fosse S(p) = ∅, então pelo Corolário 3.10 teŕıamos

que S(3p) = ∅ e do Lema 3.14 seguiria que |S(p − 1)| ≡ |S(3p − 1)| (mod p). Dáı, a

congrüência acima seria 2 ≡ 0 (mod p), uma contradição com o fato de p ser um primo

ı́mpar.

Portanto, S(p) 6= ∅, ou seja, toda seqüência em F(C2
p) com tamanho pelo menos

4p− 3 possui uma subseqüência de tamanho p = exp(C2
p) e soma zero.

�



Caṕıtulo 4

Subseqüências de soma zero e

tamanho restrito em um grupo

abeliano finito

Neste último caṕıtulo veremos na primeira seção que s0(C
2
n) = 3n − 2 para todo

n ≥ 2 ∈ N. Este resultado foi demonstrado por Gao e Geroldinger em [9]. Afim de obter

isto provaremos dois lemas e um teorema.

Na segunda seção veremos dois resultados sobre o invariante s(G) para um grupo G

abeliano finito, os quais foram demonstrados por Gao e outros em [3].

O primeiro deles é uma generalização da seguinte desigualdade que aparece em Har-

borth [10]:

s(Cd
nm) ≤ min{s(Cd

n) + (s(Cd
m)− 1)n, s(Cd

m) + (s(Cd
n)− 1)m} (4.1)

para todos n, m e d ∈ N.

O outro é o seguinte: s(Cn×Cm) ≤ 2(m + n)− 3 sempre que n, m ∈ N, n, m ≥ 2 com

n divisor de m.

Na última seção, veremos como conseqüências dos resultados obtidos nesta dissertação

que s(C3
3n) = 9 · 3n − 8 e s(Cd

2n) = (2n − 1)2d + 1, para todos d, n ∈ N.
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4.1 Subseqüências de soma zero e tamanho restrito

em C2
n

Vejamos a definição formal do invariante s0(G) para um grupo abeliano aditivo G.

Definição 4.1. Seja G um grupo abeliano finito. Definimos s0(G) como sendo o menor

inteiro positivo l, tal que para toda seqüência S em F(G) com tamanho |S| ≥ l, existe

uma subseqüência T de S com σ(T ) = 0 e tamanho |T | diviśıvel por exp(G).

Lema 4.2. Seja G um grupo abeliano finito com exp(G) = n ≥ 2. Então

D(G) + n− 1 ≤ s0(G) ≤ min{s(G), D(G× Cn)}.

Demonstração. Seja S ∈ F(G), com |S| = D(G) − 1, uma seqüência que não possui

subseqüência com soma zero. Logo a seqüência S ·
n−1∏
i=1

0 não tem subseqüência com soma

zero e tamanho diviśıvel por n. Portanto, D(G) + n− 2 = |S ·
n−1∏
i=1

0| < s0(G).

Das definições 3.1 e 4.1 segue que s0(G) ≤ s(G), logo basta verificarmos que s0(G) ≤

D(G× Cn).

Suponhamos que Cn = 〈(0, x)〉 sendo 0 a identidade de G, e seja a seqüência U =
l∏

i=1

gi ∈ F(G), sendo

l = D(G× 〈x〉).

Então a seqüência
l∏

i=1

(gi, x) ∈ F(G × 〈x〉) contém uma subseqüência T =
∏
i∈I

(gi, x),

I ⊂ [1, l], com soma zero pela definição 2.1. De σ(
∏
i∈I

x) = 0, isto é, |I|x = 0 segue

que |I| ≡ 0(mod n). Assim U tem uma subseqüência,
∏
i∈I

gi, com soma zero e tamanho

|I| ≡ 0(mod n).

Portanto, s0(G) ≤ D(G× Cn). �

Proposição 4.3. Seja G o p-grupo abeliano finito Cpe1 × · · ·×Cper , onde p ∈ N é primo,

r, ei ∈ N e e1 ≤ · · · ≤ er. Então s0(G) = D(G) + exp(G)− 1.

Demonstração. Como exp(G) = per e D(G×Cper ) = D(G) + per − 1 pelo Teorema 2.2,

então do Lema 4.2 segue que s0(G) = D(G) + exp(G)− 1. �

Lema 4.4. Sejam m, n ≥ 2 inteiros satisfazendo s0(C
2
m) = 3m − 2 e D(C3

n) = 3n − 2.

Então s0(C
2
mn) = 3mn− 2.



Demonstração. Como D(C2
mn) = 2mn−1, pelo Corolário 2.9, então s0(C

2
mn) ≥ 3mn−2

pelo Lema 4.2. Logo é suficiente provarmos que s0(C
2
mn) ≤ 3mn− 2.

Sejam G = C2
mn e S =

l∏
i=1

gi uma seqüência em F(G) com l = 3mn−2. Consideremos

H = G×Cmn, Cmn = 〈x〉 e U =
l∏

i=1

(gi, x) ∈ F(H). Provaremos que S possui as seguintes

subseqüências Si =
∏

j∈I(i)

gj onde I(i) ⊆ [1, 3mn− 2], |I(i)| = m para todo i ∈ [1, 3n− 3] e

|I(3n− 2)| ∈ {m, 2m}. Também mostraremos que U tem uma subseqüência W =
∏
i∈J

Ui,

∅ 6= J ⊆ [1, 3n − 2] , com σ(W ) = 0 e Ui =
∏

j∈I(i)

(gj, x). Assim, teremos T =
∏
i∈J

Si | S

com σ(T ) = 0 e |T | ≡ 0(mod mn).

Seja φ : H → H, dada por φ(h) = nh para todo h ∈ H, então, pela Proposição 3.4,

temos que ker(φ) ∼= C3
n e φ(G) ∼= C2

m.

Como 3nm− 2 = (3n− 4)m + (4m− 2) e s(C2
m) < 4m− 2 pelo Teorema 3.15, então

para a seqüência S =
l∏

i=1

gi temos que φ(S) =
l∏

i=1

ngi ∈ F(φ(G)) tem uma subseqüência

φ(S1) com |φ(S1)| = m e σ(φ(S1)) = 0. Podemos repetir este procedimento 3n− 4 vezes

para obtermos esta quantidade de subseqüências disjuntas aos pares, φ(Si), para todo

i ∈ [1, 3n − 4], com |φ(Si)| = m e σ(φ(Si)) = 0. Além disso, restará uma subseqüência

com tamanho 4m−2, esta por sua vez possuirá uma subseqüência φ(S3n−3) com tamanho

|φ(S3n−3)| = m e σ(φ(S3n−3)) = 0.

De |S ·
3n−3∏
i=1

S−1
i | = 3m − 2 e pela hipótese de que s0(C

2
m) = 3m − 2 segue que existe

uma subseqüência φ(S3n−2), com σ(φ(S3n−2)) = 0 e tamanho diviśıvel por m, isto é,

|φ(S3n−2)| ∈ {m, 2m}.

Para i ∈ [1, 3n−2] seja Ui | U a subseqüência de U correspondente à Si =
∏

j∈I(i)

gj onde

I(i) ⊆ [1, 3mn− 2]. De φ(σ(Ui)) = σ(φ(Ui)) e σ(φ(Ui)) = (σ(φ(Si)), mnx) = 0 para todo

i ∈ [1, 3n− 2] temos que σ(Ui) ∈ ker(φ) e V =
3n−2∏
i=1

σ(Ui) é uma seqüência em F(ker(φ))

com tamanho 3n− 2.

Como por hipótese 3n − 2 = D(C3
n), então existe ∅ 6= J ⊆ [1, 3n − 2] tal que V1 =∏

i∈J

σ(Ui) é uma subseqüência de V com soma zero. Dáı, W =
∏
i∈J

Ui é uma subseqüência

de U com soma zero pois σ(W ) =
∑
i∈J

σ(Ui) = σ(V1). De 0 = σ(W ) =
∑
i∈J

∑
j∈I(i)

(gj, x) =



∑
i∈J

(σ(Si), |I(i)|x) segue que |W | =
∑
i∈J

|I(i)| ≡ 0(mod mn).

Portanto, T =
∏
i∈J

Si é tal que σ(T ) = 0 e tamanho |T | = |W | ≡ 0(mod mn).

�

Teorema 4.5. Seja n ≥ 2 um inteiro, então s0(C
2
n) = 3n− 2.

Demonstração. Seja n =
l∏

i=1

pi
ki com pi primos, l, ki ∈ N, a fatoração canônica de n.

Provaremos o Teorema aplicando o Prinćıpio de Indução Finita sobre l.

Para l = 1, n é uma potência de um inteiro primo, n = pk, então o resultado segue do

Lema 4.4 observando que D(C2
pr) = 2pr − 1 e D(C3

pr) = 3pr − 2, devido ao Teorema 2.2.

Suponhamos que o resultado vale para l ≥ 1.

Consideremos m =
l∏

i=1

pi
ki , n = mpl+1

kl+1 . Pela hipótese de indução temos que

s0(C
2
m) = 3m − 2, D(C3

pl+1
kl+1

) = 3pl+1
kl+1 − 2 pelo Teorema 2.2. Então o Lema 4.4

implica que s0(C
2
n) = 3n− 2.

�

4.2 Uma cota superior para s(G)

Nesta seção veremos uma generalização da desigualdade (4.1).

Teorema 4.6. Sejam G um grupo abeliano finito, H 6 G um subgrupo de G e S uma

seqüência em F(G) com |S| ≥ (s(H) − 1)exp(G/H) + s(G/H). Então S tem uma

subseqüência de soma zero e tamanho exp(H)exp(G/H). Em particular, se exp(G) =

exp(H)exp(G/H), então

s(G) ≤ (s(H)− 1)exp(G/H) + s(G/H).

Demonstração. Seja φ : G → G/H, o epimorfismo canônico, dado por φ(g) = g+H para

cada g ∈ G. De |φ(S)| = |S| e de |S| ≥ s(G/H) segue que φ(S) possui uma subseqüência

φ(S1) com |S1| = exp(G/H), σ(φ(S1)) = 0, e resta uma subseqüência com tamanho maior

ou igual a (s(H) − 2)exp(G/H) + s(G/H). De novo, repetimos este procedimento para

obtermos mais uma subseqüência φ(S2) com |S2| = exp(G/H), σ(φ(S2)) = 0, e uma

subseqüência com tamanho maior ou igual a (s(H)− 3)exp(G/H) + s(G/H).

Após repetirmos este procedimento s(H) − 1 vezes obteremos esta quantidade de

subseqüências disjuntas aos pares, φ(Si), para todo i ∈ [1, s(H)−1], com |Si| = exp(G/H),



σ(φ(Si)) = 0, e restará uma subseqüência com tamanho maior ou igual a s(G/H) . Mais

uma vez aplicamos o procedimento anterior para obtermos uma subseqüência φ(Ss(H))

com |Ss(H)| = exp(G/H), σ(φ(Ss(H))) = 0, a qual é disjunta das anteriormente obtidas.

Seja T =

s(H)∏
i=1

σ(Si), de φ(σ(Si)) = σ(φ(Si)) = 0 segue que T ∈ F(ker(φ)). Como

ker(φ) = H, então T tem uma subseqüência T ′ =
∏
j∈I

σ(Sj), I ⊆ [1, s(H)], com soma zero

e tamanho |I| = exp(H).

Logo, a seqüência S ′ =
∏
j∈I

Sj tem tamanho |S ′| = exp(H)exp(G/H) e soma zero.

Em particular, se exp(G) = exp(H)exp(G/H) então s(G) ≤ (s(H) − 1)exp(G/H) +

s(G/H), pela definição do invariante s(G).

�

Proposição 4.7 (Harborth [10]). Seja o grupo G = Cd
nm com n, m, d ∈ N, então

s(Cd
nm) ≤ min{s(Cd

n) + (s(Cd
m)− 1)n, s(Cd

m) + (s(Cd
n)− 1)m}.

Demonstração. Sejam Cd
n
∼= H 6 G e Cd

m
∼= K 6 G. Como G/H ∼= K, G/K ∼= H,

exp(H) = n e exp(K) = m, então exp(G) = exp(H)exp(K). Pelo Teorema 4.6 segue que

s(G) ≤ s(Cd
n) + (s(Cd

m)− 1)n e s(G) ≤ s(Cd
m) + (s(Cd

n)− 1)m. �

Corolário 4.8. Sejam n, m ∈ N, n, m ≥ 2, com n | m e o grupo G = Cn × Cm. Então

s(G) ≤ 2(m + n)− 3.

Demonstração. Seja l ∈ N, n =
l∏

i=1

qi, qi ∈ N, qi ≥ 2 para todo i ∈ [1, l] uma fatoração

qualquer de n. Sejam ϕ1 : Cn → Cn e ϕ2 : Cm → Cm endomorfismos multiplicação por

q1. Pela Proposição 3.4 segue que ϕ1(Cn) ∼= Cn/q1 e ϕ2(Cm) ∼= Cm/q1 .

Seja H = ϕ1(Cn)× ϕ2(Cm) 6 G, então G/H ∼= Cn/Cn/q1 × Cm/Cm/q1
∼= Cq1 × Cq1 .

Provaremos o Corolário aplicando o Prinćıpio de Indução Finita sobre l.

Se l = 1 obtemos H ∼= {1} × Cm/q1 e pelo Teorema 4.6 vem que

s(G) ≤ (s(H)− 1)exp(G/H) + s(G/H)

≤ (s(C m
q1

)− 1)q1 + s(Cq1 × Cq1)

≤ ((2
m

q1

− 1)− 1)q1 + 4q1 − 3

≤ 2m + 2q1 − 3.



Onde na terceira desigualdade usamos o Teorema de Erdös, Ginzburg e Ziv, Corolário

2.12 e o Teorema 3.15.

Se l ≥ 2, por hipótese de indução temos que s(H) ≤ 2(m
q1

+ n
q1

) − 3, o Teorema 4.6

implica que

s(G) ≤ (s(H)− 1)exp(G/H) + s(G/H)

≤ (s(H)− 1)q1 + s(Cq1 × Cq1)

≤ (2(
m

q1

+
n

q1

)− 3− 1)q1 + 4q1 − 3

≤ 2(m + n)− 3.

De novo, na terceira desigualdade usamos o Teorema 3.15.

Portanto, o Corolário está provado.

�

4.3 A determinação de s(C3
3n) e de s(Cd

2n)

A seguir provaremos que s(C3
3n) = 9 · 3n− 8. Além disso, veremos o seguinte resultado

de Harborth [10], s(Cd
2n) = (2n − 1)2d + 1.

Proposição 4.9. Temos que s(C3
3n) = 9 · 3n − 8, para todo n ∈ N.

Demonstração. Em [4], Elsholtz prova que

s(Cd
n) ≥ 1, 125bd/3c(n− 1)2d + 1,

para todos n ≥ 3 ı́mpar e d ≥ 3 inteiros.

Então, segue que s(C3
3n) ≥ 9 · 3n − 8.

Provaremos, pelo Prinćıpio de Indução Finita sobre n ∈ N, que s(C3
3n) ≤ 9 · 3n − 8.

O caso n = 1 segue de que s(C3
3) = 9 · 3− 8 por Harborth [10].

Suponhamos, por hipótese de indução, que s(C3
3(n−1)) = 9 · 3(n−1) − 8 para todo n ≥ 2.

Sejam G = C3
3n e H 6 G um subgrupo de G tal que H ∼= C3

3(n−1) , então G/H ∼= C3
3 ,

s(H) = 9 · 3(n−1) − 8, s(G/H) = 9 · 3− 8, exp(H) = 3(n−1) e exp(G/H) = 3.

Como exp(G) = 3n = exp(H)exp(G/H), segue do Teorema 4.6 que

s(G) ≤ (9 · 3(n−1) − 8− 1)3 + (9 · 3− 8)

≤ 9 · 3n − 8.

Portanto, s(C3
3n) = 9 · 3n − 8, para todo n ∈ N. �



Proposição 4.10. [Harborth [10].] Temos que s(Cd
2n) = (2n − 1)2d + 1, para todos

d, n ∈ N.

Demonstração. Da Proposição 3.3 segue que (2n− 1)2d +1 ≤ s(Cd
2n), para todos d, n ∈

N.

Provaremos aplicando o Prinćıpio de Indução Finita sobre n ∈ N, que s(Cd
2n) ≤

(2n − 1)2d + 1.

Seja n = 1, segue da Proposição 3.3, que s(Cd
2 ) = 2d + 1.

Suponhamos, por hipótese de indução, que s(Cd
2(n−1)) = (2(n−1) − 1)2d + 1, para todo

n ≥ 2.

Sejam G = Cd
2n e H 6 G um subgrupo de G tal que H ∼= Cd

2(n−1) , então G/H ∼= Cd
2 ,

s(H) = (2(n−1) − 1)2d + 1, s(G/H) = 2d + 1, exp(H) = 2(n−1) e exp(G/H) = 2.

Como exp(G) = exp(H)exp(G/H), segue do Teorema 4.6 que

s(G) ≤ (s(H)− 1)exp(G/H) + s(G/H)

≤ ((2(n−1) − 1)2d + 1− 1)2 + (2d + 1)

≤ (2n − 1)2d + 1.

Portanto, s(Cd
2n) = (2n − 1)2d + 1, para todo n ∈ N. �



Conclusão

Nosso objetivo foi estudar os invariantes D(G), s(G) e s0(G) para um grupo abeliano

finito G, mais especificamente vimos:

1) D(G) = 1 +
r∑

i=1

(pei − 1) para o p-grupo abeliano finito G = Cpe1 × · · · × Cper , p

primo;

2) Sejam m, n ∈ N, m | n e o grupo G = Cm ×Cn, obtivemos que D(G) = m + n− 1,

em particular, obtivemos o Teorema de Erdös, Ginzburg e Ziv:

s(Cn) = 2n− 1 para todo n ∈ N;

3) A Conjectura de Kemnitz: s(C2
n) = 4n− 3, para todo n ∈ N;

4) Para todo G grupo abeliano finito com exp(G) = n ≥ 2 tem-se

D(G) + n− 1 ≤ s0(G) ≤ min{s(G), D(G× Cn)};

5) s0(C
2
n) = 3n− 2 para todo n ≥ 2 ∈ N;

6) Para todo G, grupo abeliano finito, H 6 G, se S ∈ F(G) com |S| ≥ (s(H) −

1)exp(G/H)+s(G/H), então S(m) 6= ∅ para m = exp(H)exp(G/H), em particular,

se exp(G) = m, então s(G) ≤ (s(H)− 1)exp(G/H) + s(G/H);

7) s(Cn × Cm) ≤ 2(m + n)− 3, para todos n, m ∈ N, n, m ≥ 2 e n | m;

8) Como uma aplicação da desigualdade obtida por Elsholtz [4]:

s(Cd
n) ≥ 1, 125bd/3c(n− 1)2d + 1, para todos n ≥ 3, ı́mpar e d ≥ 3

e do resultado do item 6) obtivemos s(C3
3n) = 9 · 3n − 8, para todo n ∈ N.
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O resultado do item 8) nos sugere uma expressão geral para o invariante s(C3
pn) sendo

p um primo ı́mpar.

Em [15] Olson faz a seguinte conjectura: para o grupo abeliano G = Cn1 × · · · × Cnr

onde ni | ni+1 tem-se D(G) = 1 +
r∑

i=1

(ni − 1).

Como vimos a igualdade é válida se G é um p-grupo ou se r ≤ 2, e quando r ≥ 2 sabe-

mos, até o momento, apenas que D(G) ≤ 1 +
r∑

i=1

(ni − 1), resultado que foi provado por

Gao e Geroldinger em [6]. Recentemente G. Bhowmik e J. Schlage-Puchta [2] provaram

que a conjectura de Olson é verdadeira para o grupo G = C3 × C3 × C3r.

Em [1] Alon e Dubiner provam que s(G × H) ≤ 6n − 5 para G, H grupos abelianos

finitos com |G| = |H| = n.
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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