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Resumo

Dado um grupo abeliano finito (G,+) consideramos os seguintes invariantes de G-
D(G), s(G) e so(G).

Neste trabalho estudamos D(G) para G sendo um p-grupo e para o produto direto de
dois grupos ciclicos onde a ordem de um deles divide a do outro. Estes resultados sao
de Olson [15] e [16]. Também estudamos a demonstracao de Christian Reiher [17] para a
Conjectura de Kemnitz, a qual declara que s(C,, x C,,) = 4n — 3 para todo n € N, onde
C, é o grupo ciclico de ordem n.

Em outras palavras, esta Conjectura afirma que dadas quaisquer 4n — 3 duplas de
inteiros (nao necessariamente distintas) sempre podemos escolher n delas de forma que a
sua soma tenha as duas coordenadas divisiveis por n.

Além disso, vimos o seguinte resultado de Gao e Geroldinger [9]: so(C,, x C},) = 3n—2
para todo n > 2 € N. Isto significa que dadas quaisquer 3n — 2 duplas de inteiros
(nao necessariamente distintas) sempre existem m delas de forma que m e a soma destas
duplas tenha as duas coordenadas divisiveis por n. Também obtivemos outros resultados

relevantes como, por exemplo, que s(C5,) = 93" — 8 para todon € N.



Abstract

Let (G, +) an finite abelian group, we consider the following invariants of G: D(G),
s(G) and so(G).

In this work we study D(G) for G being a p—group and the direct product of two
cyclic groups where the order of one of them divides of another one. These results were
obtained by Olson in [15] and [16]. Also, we study the proof of Christian Reiher in [17] for
the Kemnitz'Conjecture, which declares that s(C,, x C,) = 4n — 3 for all n € N, where
C,, is the cyclic group of order n.

In other words, this Conjecture affirms that given any 4n — 3 double of integers (not
necessarily distincts) we always can choose n of them of form that its sum has the two
coordinates divisible for n.

Moreover, we saw the following result of Gao and Geroldinger [9]: so(C,, xC},) = 3n—2
for all n > 2 € N. This means that given any 3n — 2 double of integers (not necessarily
distincts), always exist m of them of form that m and the sum of these pairs has the
two coordinates divisible for n. Also we got other excellent results as, for example, that

s(C3,)=9-3"—8, foralln € N.



Introducao

Aspectos historicos

As pesquisas em Teoria dos Niumeros relacionadas com seqiiéncias em Grupos Abeli-
anos Finitos surgiram com o trabalho conjunto de P. Erdés, A. Ginzburg e A. Ziv [5].
Neste artigo eles provaram o seguinte teorema:

Teorema de Erdos, Ginzburg e Ziv. Dados quaisquer 2n —1 inteiros sempre podemos
achar n inteiros cuja soma seja divisivel por n.

Definimos para um grupo abeliano finito G' o nimero s(G) como sendo o menor inteiro
positivo s tal que para qualquer seqiiéncia de tamanho s exista uma subseqiiéncia tendo
soma zero e com tamanho igual a exp(G). Sendo que exp(G) é o expoente do grupo, ou
seja, é o menor inteiro positivo [ tal que para todo g € G tem-se lg = 0.

Uma afirmagao equivalente ao Teorema acima é a seguinte: s(C,,) = 2n — 1 para o
grupo ciclico C,, de ordem n.

Alguns anos depois, P. Erdés propos a determinagao de s(C), x C},) onde p é um inteiro
primo.

Em abril de 1966, durante a Midwestern Conference on Group Theory and Number
Theory, Ohio State University, H. Davenport propos a seguinte questao:

Se R ¢ o anel de inteiros de um corpo F' de numeros algébricos, qual € o numero
mazimal de classes de ideais primos (contando a multiplicidade) na decomposi¢io em
ideais primos de aR para um inteiro irredutivel a em R?

Definindo para um grupo abeliano finito G o niimero D(G) como sendo o menor inteiro
positivo d tal que para qualquer sequéncia de tamanho d exista uma subseqiiéncia com
soma zero. Agora tomando G como sendo o grupo de classes de ideais primos de R na
questao anterior, Davenport mostrou que o nimero procurado é o D(G), o qual é chamado

a constante de Davenport de G.



Em 1969, J. Olson [15] provou que para o p-grupo, G = Cpe; X -+ X Cper, onde p é
um inteiro primo e r, e; para todo i € {1,...,7} s@o inteiros positivos, tem-se
=1+ Z ¢ —1). Em [16], Olson mostrou que para o grupo G = C,, x C,

com m divisor de 1 tem se D(G)=m+n—1.
H. Harborth [10], em 1973, conseguiu as seguintes cotas inferior e superior para s(C?),

onde C¢ é o grupo formado por d cépias de C,, com n, d inteiros positivos:

(n—1)27+1 < s(C% < (n—1)n* + 1. (1)

Neste mesmo artigo Harborth também obteve a seguinte cota superior para s(C? )

com n, m, d inteiros positivos:

$(Chim) < min{s(C}) + (s(C) — D, s(C) + (s(C) — 1)m. (2)

Para o grupo C? onde n é um inteiro positivo, A. Kemnitz [14], em 1983, conjecturou
que s(C?) = 4n — 3, ou seja, que a cota inferior dada em [10] é atingida, ele provou que
basta considerarmos n primo.

L. Rényai [19] provou que, para p primo, vale 3(02) < 4p — 2. Depois W. Gao [7]
estendeu isto para poténcias de primos, S(C ) < 4p® — 2 com a inteiro positivo.

Em 2003, C. Reiher anuncia a veracidade da conjectura de Kemnitz, este resultado
sera publicado em [17].

Também em 2003, W. Gao e A. Geroldinger [9], provam que so(C?) = 3n — 2 se
a conjectura de Kemnitz, s(C?) = 4n — 3, para todo n € N, for verdadeira. Onde o
invariante so(G) ¢ definido para um grupo abeliano finito G como sendo o menor inteiro
positivo [ tal que para qualquer seqiiéncia de tamanho [ exista uma subseqiiéncia com
soma zero e tamanho divisivel por exp(G).

Para o leitor interessado em saber um pouco mais a respeito da Teoria de soma zero
em Grupos Abelianos Finitos recomendamos o artigo: Weidong Gao, Alfred Geroldin-
ger, Zero-sum problems in finite abelian groups: A survey, Expo. Math. (2006), doi:
10.1016/j.exmath.2006.07.002. Neste os autores apresentam uma visao geral da teoria de

soma zero para grupos abelianos finitos e dos problemas inversos relacionados.



Estrutura da dissertacao

Esta dissertacao esta dividida em quatro capitulos da seguinte forma.

No primeiro capitulo, Preliminares, apresentaremos os conceitos e objetos matematicos
que nos servirao de base para obtermos os resultados mais importantes do trabalho. Neste
capitulo descreveremos o monéide abeliano livre F(G) e o anel de grupo Z(G) de G sobre
Z., sendo que o primeiro serd essencial ao longo do texto, e o tltimo sera 1util apenas no
Capitulo 2.

No segundo capitulo, Um Problema Combinatorio em Grupos Abelianos Finitos, apre-
sentaremos os principais resultados contidos nos artigos [15] e [16]. Na primeira se¢ao
determinaremos a constante de Davenport, D(G) para um p-grupo abeliano finito. Na
ultima secao determinaremos a constante de Davenport para o grupo C,, x C,, com m
divisor de n, e veremos uma Conjectura de P. Erdos sobre inteiros gaussianos, assim como
uma generalizagao do Teorema de Erdos, Ginzburg e Ziv.

No terceiro capitulo, A Conjectura de Kemnitz, apresentaremos o objetivo principal
deste trabalho, o artigo [17], onde Christian Reiher faz uma demonstragao elegante para
a Conjectura de Kemnitz. Na primeira secao enunciaremos a Conjectura, juntamente
com algumas observagoes pertinentes, entre elas estd a inequagao (1). Na segunda segao
veremos 0 Teorema de Chevalley-Warning e alguns resultados que serao utilizados na
conclusao da veracidade da Conjectura.

No ultimo capitulo, Subsequéncias de soma zero e tamanho restrito em um grupo abe-
liano finito, apresentaremos na primeira secao o seguinte resultado de Gao e Geroldinger
9], s0(C?) = 3n — 2 para todo inteiro n > 2. Nas se¢oes seguintes veremos dois resultados
sobre o invariante s(G) para um grupo G abeliano finito, os quais foram demonstrados
em [3] por Gao e outros. Na segunda se¢ao veremos uma generalizagao da desigualdade
(2). Além disso, veremos que s(C,, x Cy,) < 2(m +n) — 3 sempre que n e m sao inteiros
satisfazendo n,m > 2 e n é um divisor de m.

Na tltima segao, veremos que s(C3,) = 9-3" —8 e s(C%.) = (2" — 1)2¢ + 1 para todos
d,n € N.

Finalmente, concluiremos o trabalho apresentando alguns resultados recentes que estao

relacionados com a nossa proposta de estudo.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo descreveremos os objetos matematicos a serem utilizados ao longo do
trabalho.

Usaremos a notacao aditiva para os grupos abelianos exceto no segundo capitulo, onde
a notagao sera a multiplicativa. Paran € N, C,, denotara o grupo ciclico com n elementos,
ou seja, o grupo aditivo formado pelas classes de congriiéncia médulo n.

Para n,m € N,n < m, denotaremos o conjunto {n,...,m} por [n,m].

Nas secoes seguintes descreveremos sucintamente o monoide abeliano livre com base
G, onde GG é um grupo abeliano finito, e o anel de grupo de G sobre o anel dos inteiros

7. Estes objetos formarao o ambiente de trabalho da dissertacao.

1.1 O mondide abeliano livre F(G)

Sejam G um grupo abeliano finito, S = H ¢"®®) uma justaposicao de elementos em G,
geG
onde a funcado v, esta definida para cada g € G por v, : F(G) — NU{0}, v,(S) = m, com

m sendo o nimero de vezes que o simbolo g aparece em S. Chamaremos S de seqiiéncia,
!

a qual também serd denotada por S = H gi- A seqiiéncia onde ocorrer v,(S) = 0 para
todo g € G serd denotada por 1 e sera cﬁzlmada de seqiiéncia vazia.

O dominio da funcdo vy, F(G), é o conjunto formado pelos S’s. Dadas S, T € F(G)
definimos uma seqiiéncia justapondo os simbolos de T" aos de S, a qual sera denotada por
S-T. Com esta operagao prova-se que o conjunto F(G) é um mondide abeliano, veja [12]
pg 64.

Além disso, para a funcdo i : G — F(G) definida por i(g) = g para todo g € G, dada



qualquer funcao de conjuntos f : G — H, onde H é um monodide abeliano, pode-se provar
que existe um tnico homomorfismo f : F(G) — H tal que foi = f. Isto significa que
F(G) é6 um mondide abeliano livre com base G. Assim, usaremos o simbolo F(G) para
denotar este mondéide, para mais detalhes veja [12] ou [18] pg 44.

Uma seqiiéncia S’ serd chamada uma subseqiiéncia da seqiiéncia S € F(G), se existir

alguma seqiiéncia S” € F(G) tal que S = S’ - 5", ou seja, vy(S") < v,(S5) para todo

g € G. Neste caso, escreveremos S’ | S e S” = (5§)7' - S, onde S” é a seqiiéncia
5" = T g%,
geG
Sejam Sy, ..., Sk € F(G) subseqiiéncias de S, diremos que elas sdo duas a duas dis-
k

juntas se sua justaposicao H S, for uma subseqiiéncia de S.
i=1
Dada uma seqiiéncia S = H g"¥) € F(G) definiremos sua soma por
geG

o(S) = ng(S)g e seu tamanho por |S| = ng(S’), notemos que a soma de S é a

9€G geG
soma em G dos simbolos que aparecem em S. Diremos que a seqiiéncia S tem soma zero

quando o(S) = 0. Agora se a operagao do grupo G for a multiplicativa, para a seqiiéncia

S anterior definiremos o seu produto por 7(5) = H g% € G, notemos que aqui estamos
geG
multiplicando os elementos g"¢(*) para todo ¢ € G. Quando o produto 7(S) for igual a

1 € G, diremos que a seqiiéncia S tem produto 1.

Para grupos abelianos finitos aditivos H, G' e uma funcao f : G — H, definiremos uma

l l

funcao de F(G) em F(H) por f(S) = Hf(gi) para toda seqiiéncia S = Hgi e F(G),
i=1 i=1

por abuso de notagao usaremos o mesmo simbolo para denotar estas funcoes. Se f for um

homomorfismo, entao f(.S) tem soma zero se, e somente se, o(S) € ker(f). Com efeito,
o(f(9) = > fla)

= f(zgz')

= f(o(9))-



1.2 O anel de grupo Z(G) de G sobre Z

Seja G um grupo abeliano, Z o anel dos inteiros, consideremos o conjunto Z(G) de

todas as somas formais

DTl

geG

onde 7, € Z e a quantidade de r, # 0 ¢é finita. Definimos neste conjunto as seguintes

operacoes de adi¢ao e de multiplicagao:

i) ngg + Z Sg9 = Z(rg +59)9;

geG geG geG
i) (O r9)- O sg9) =D (D ry-s.)g.
geG geG geG yz=g

Pode-se verificar que (Z(G),+,-) é um anel com elemento identidade 170, denotado
por 1, chamamos este de o anel de grupo de G sobre Z.

Como o grupo G é abeliano, e o anel Z é comutativo, entao prova-se que o anel de
grupo Z(G) é comutativo.

Para detalhes sobre este anel veja [12] pg 116, [18] pg 214.



Capitulo 2

Um Problema Combinatorio em

Grupos Abelianos Finitos

Neste capitulo veremos os principais resultados contidos nos artigos [15] e [16] de J.
Olson. Na primeira se¢do determinaremos a constante de Davenport, D(G) para um p-
grupo abeliano finito com p inteiro positivo primo. Na segunda secao determinaremos
a constante de Davenport para o grupo C,, x C,, com m divisor de n, e veremos uma
Conjectura de P. Erdos sobre inteiros gaussianos, além disso veremos uma generalizagao
do Teorema de Erdos, Ginzburg e Ziv, provado em [5].

Adotaremos, excepcionalmente neste capitulo, a notacao multiplicativa para os grupos

abelianos finitos.

2.1 A constante de Davenport de um p-grupo

A seguir definiremos formalmente o invariante D(G) para um grupo abeliano G.

Definigao 2.1. Seja G um grupo abeliano finito, definimos D(G) como sendo o menor
inteiro positivo d, tal que para toda seqiiéncia S € F(G) com tamanho |S| > d, existe
uma subseqiiéncia 7" € F(G) com produto igual a 1, isto é, 7(7T) = 1. Chamamos o

invariante D(G) de constante de Davenport do grupo G.

Consideremos p um inteiro positivo primo, G' o p-grupo abeliano finito Cpe; X - - - X Cper,
onde r € N, e; € Ne Cpei, @ € [1,7], sdo grupos ciclicos isomorfos a subgrupos de G, ou

seja, G é o produto interno de grupos ciclicos. Provaremos o seguinte resultado:



Teorema 2.2. Nas condi¢oes acima temos que

G) = l—i-i(pei —1). (2.1)

Para tanto veremos um teorema declarado no contexto do anel de grupo de G sobre

Z, Z(G), definido no Capitulo 1 Secao 1.2.

Teorema 2.3. Nas condi¢oes acima, sejam gi,...,qr € G, onde k > 1+ Z (p% — 1),
i=1
entao
(1—g1)-...- (1= gp) =0(modp). (2.2)
k
Demonstracao. Consideremos J = H(l —gi) € Z(G), z; € G, Cpe; = (x;) para todo
i=1
€ [1,r]. Se g; = u- v, para algum i € [1,k], entdo podemos escrever J como sendo a

7= ([0 -0 0=w- T[ 0=g)+u- qTa-g 0= [ 0-g).

ni1

Como cada g; pode ser escrito na forma g; = .al n; € N, para todos i € [1, k],

j € [1,7], podemos reduzir J para a expressao J = ZgaJa, onde g, € G,

T

T, =[] =),
=1

fi € NU {0} dependem de o = (fy,..., [, Zf = k.

Agora Z fi=k> Z ) entao f; > p® para algum i € [1,r]. Mas

(1 _ wi)pez' = 1+ <p1 )(—1)1'1' 4+ 4 (pef?_ 1) (_1)pei—1$§)5i—l + (_1)p6ix1;ei

1+ (=1)P 2"

7

= 0(modp),

pelo Teorema Binomial em anéis comutativos (veja [12] pg 118) e pelo fato de que (') =

0 (mod p) para todo k € [1,p* — 1] e
. 1-1 sepépar
~1-1 caso contrario
Assim, (1 —a;)fi = (1 — 2)/i77" - (1 — ;)P = 0 (mod p) e J, = 0 (mod p), para todo o.
Portanto, J = 0 (mod p). O



A equagao (2.1) serd obtida como uma conseqiiéncia deste teorema, a partir de duas
proposigoes. A primeira delas afirma que o lado direito da equagao (2.1) é uma cota
inferior para a constante de Davenport, D(G). A segunda proposigao é uma interpretagao

da equagao (2.2) por argumentos de combinatdria.

Proposigao 2.4. D(G) > 1+ Z (p“ —1).
i=1

,

Demonstracao. Basta provarmos que existe uma seqiiéncia de tamanho Z (p —1), a
i=1

qual ndo possui subseqiiéncia com produto 1. De fato, sejam x; € G, Cpe; = (x;), para

todo i € [1,7], e a seqiiéncia

€11 per —1

p
S:H371'-- Hmref(G),
i—1 i—1

formada pela repeticao de x; na quantidade p“ — 1. Suponha que existisse uma sub-

seqiiéncia com produto 1. Ela seria da forma

n t
T:H%' H x;,, comn < p —1, n(T) =1,

j=1 j=n+1
entao 1 =aj @, ., - ... x;. Dai,

o = (Tipypy oo y,) € Coe N w1 j € [+ 1,1]) = {1}
Assim p®u|n, contradizendo o fato n < p® — 1. O

Antes de vermos a proxima proposi¢ao vejamos uma definicao.

k

Definigao 2.5. Dados a seqiiéncia S = Hgi € F(G), e g € G, definimos P(g) (res-
i=1

pectivamente I(g)) como sendo o nimero de subseqiiéncias de S com tamanho par (resp.

impar) e produto igual a g.

Relembremos a definigao do [-ésimo polinomio simétrico no anel de polindémios Z[x1, . . ., T].

Para cada [ € [1, k] definimos:
(T, xp) =21+ . xp

po(T1, ..., xp) = T1T2 + ...+ Tp_1 T



l
pl(l‘l,...,l‘k) = Z Hxij

1<y <<y <k j=1

k
pr(z1, ... 2E) = ij.
=1

Agora seja A(l) para cada [ € [1, k] definido como sendo a soma formal dos produtos
k

de todas as subseqiiéncias de S = H g; € F(G) com tamanho igual a [. Com a notagao
i=1
anterior temos que A(l) = pi(g1,...,9x) € Z(G).

Proposicao 2.6. Pela equagio (2.2) obtemos que

0(modp) seg#1

Plg) —1(g) = : (2.3)
—1(modp) seg=1
Demonstracao. De fato, consideremos A(0) = 1 € Z(G), e para [ € [1, k], seja
A(l) =pi(g1,---,9x) € Z(G). Entao, temos
k k
[[a-9) = D (-1'A®)
i=1 1=0
= 1-A(0)+ ) (P(9) — 1(9))g
geG
= (1+P(1)—1(1)- 14 (P(g) — I(9))g-
geG
g7#1
Pela equacgao (2.2) segue o resultado da Proposigao. O

k
Agora observamos que dada uma seqiiéncia S = H g; € F(G), com

i=1
k=1+ Z (p“ — 1), pela Proposi¢ao (2.6) segue que ela tém subseqiiéncia de produto
i=1

um. Do C(;ntrério, terfamos que S nao possui subseqiiéncia com tamanho par (ou fmpar)
e produto igual a 1, ou seja, P(1) = I(1) = 0, 0 = P(1) — I(1) = —1 (mod p), uma

contradicao. Portanto, acabamos de provar o Teorema 2.2.

2.2 A constante de Davenport do grupo C,, X C,, com
m divisor de n

A seguir provaremos que para o grupo G = C,,, xC,,, com m divisor de n, temos D(G) =

m + n — 1, Corolario 2.9. Também veremos uma Conjectura de P. Erdos sobre inteiros



gaussianos, e generalizaremos o Teorema de Erdos, Ginzburg e Ziv. Estes resultados
serao conseqiiéncias de um teorema que fornece uma cota superior para a constante de
Davenport do produto direto de dois grupos abelianos onde a ordem de um deles divide

a do outro.

Lema 2.7. Seja £/ = 02 p primo. Seja a seqiiéncia S = ng € F(FE), onde s > 3p—2.

Entdao S tem uma subsegiiéncia com tamanho t,1 <t < p e produto iqual a 1.

Demonstracgao. Seja F' = Cg’ o produto cartesiano do grupo ciclico C, trés vezes, consi-
derando 1 = (1,1,1) como sendo a identidade de F' e (z, x,z) um gerador de F', tomamos
E = {(z,z,1)) sendo um subgrupo de F'.

Como D(F) = 3p — 2, pelo Teorema 2.2, e s > 3p — 2, entao a seqiiéncia
T = H gi,x) € F(F) tem uma subseqiiéncia com tamanho ¢t < 3p — 2 e produto igual

t
a 1, digamos que seja a seqliéncia T} = H(gi, ).
i=1
De 7(T}) = 1 segue que (g1,7) - ... (g,x) = 1, ou seja, (g1 - ... gs,2') = 1. Entdo
p | t, dai |T1| € {p, 2p}.
t

Se |Ti| = p, tomamos a subseqiiéncia U = H g; € o lema esta provado.

=1
t

Se |T1| = 2p, como D(E) = 2p—1 pelo Teorema 2.2, U = Hgi tem uma subseqiiéncia
i=1

com tamanho u < 2p—1 e produto igual a 1, digamos que seja a seqiiéncia U; = H gi- Se

u < p, entao o lema esta provado. Senao, temos 2p —u < p e a subseqiiéncia Uy = H Ji
1=u+1
satisfaz o resultado do lema.

Teorema 2.8. Seja G = H x K, sendo H, K grupos abelianos de ordens |H| = h,|K| =
k,h | k inteiros positivos. Entdo D(G) < h+k — 1.

Demonstragao. Seja a sequiéncia S = Hgi € F(G), onde s > h+ k — 1. Aplicaremos
i=1
o Principio de Inducao Finita sobre a ordem do grupo H.

Seja h = 1. Definimos os seguintes elementos de G, 1I; = Hgi, para todo j € [1,k].
i=1
Se os II; sao distintos, e como G = K, segue que II; = 1 para algum j € [1,k], o que



prova o teorema. Sendo temos II; = II,; para certos 7,j € [1,k|, com ¢ < j, entdo a

subseqiiéncia T' = ﬁ g; tem produto igual a 1.

Agora .@aussumarilzozé.r 1h > 1 e seja p um inteiro primo divisor de h. Pela reciproca do
Teorema de Lagrange para grupos abelianos finitos (veja [12] pg 77), temos que existem
os seguintes subgrupos, H; < H, K; < K com indices [H : Hi] = p = [K : K| e ordens,
digamos |Hy| = h;y e |K1| =k € N.

Seja o grupo @ = H; x K; com |Q| < |G|, por hip6tese de indugao o teorema é
vélido para este grupo. Sabemos que G/Q = C, x C, e s > h+ k — 1, ou seja, s >
p(hi+ki—2)+2p—1.Se hy = k; = 1 entdo D(G) = D(C}) = 2p — 1, pelo Teorema 2.2,
e o teorema esta provado.

Agora, supor}ghamos que hy > 1 e k; > 2. Consideremos a seguinte seqiiéncia em
F(G/Q), T = I_I(gZ -Q), como s > p(hy + k; —2)+2p—1 > 3p— 1, pelo Lema 2.7
a sequencia T’ ‘ggrlrl uma subseqiiéncia 77 com tamanho ¢, 1 < ¢ < p e produto igual a
identidade do grupo G/Q, isto é, igual a (). Podemos aplicar o Lema 2.7 & seqiiéncia
T ' - T para obtermos mais uma subseqiiéncia 75 com tamanho ¢, 1 < ¢ < p e produto
igual a ). Continuando este processo, construimos u — 1 = hy + k; — 2 subseqiiéncias
duas a duas disjuntas, 77, ...,T,_1, com tamanhos |Tj| € [1,p], para todo j € [1,u—1],
e produtos iguais a @, isto é, 7(S;) = ¢; € @, sendo que S; é a seqiiéncia formada pelos
g; que aparecem em 7). Resta uma seqiiencia de tamanho pelo menos 2p — 1, logo ela
possui uma subseqiiéncia T, disjuntas das anteriormente obtidas, com produto igual a @,
isto é, m(S,) = qu € Q.

Como D(Q) < hy + k; — 1, por hipdtese de indugao, entao a seqiiéncia H q; € F(Q)

j=1
tem uma subseqiiéncia Hq,-, I C [1,u] com produto igual a 1 € . Logo, S tem a
iel
subseqiiéncia H H g € F(G) com produto igual a 1.
ieIgGSi
Portanto, o teorema esta provado. O

Corolario 2.9. Sejam m,n € N, m um diwisor de n e o grupo G = C,, x C,,. Entao

D(G)=m+n—1.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.8 temos que D(G) < m+n — 1.
Para provarmos que D(G) > m + n — 1 construiremos uma seqiiéncia de tamanho

m +n — 2 a qual ndo tem subseqiiéncia com produto 1. Sejam (z,1),(1,y) € G tais que



m—1 n—1

Cr = ((z,1)),C, = ((1,y)). Seja a seqiiéncia S = H(x,l) : H(l,y). Suponha que

i=1 i=1
existisse uma subseqiiéncia de S com produto 1. Ela seria da forma

U:H(x,l)'H(l,y), comr<m-—1, s<n-—1, n(U) =1,
L ]

entdo 1 = (27,y%). Dai m|r, uma contradigdo. Portanto, D(G) =m +n — 1.

O

O proéximo resultado confirma uma Conjectura de P. Erdos sobre inteiros gaussianos.

Corolario 2.10 (P. Erdés). Toda seqiiéncia de tamanho 2n — 1 formada por inteiros

gaussianos, possui uma subseqiiéncia com soma divisivel por n.

Demonstracao. Sejam a; + b, - i € Z[i] para todo j € [1,2n — 1], onde Z[i] é o anel
2n—1

dos inteiros gaussianos, e a seqiiéncia S = H (a;,b;) € F(C?), onde C? sera considerado
j=1

aditivo. Pelo Corolario 2.9 temos D(C?) = 2n — 1, entdao S possui uma subseqiiéncia com

soma 0 e tamanho ¢ < 2n — 1, isto é, entre os 2n — 1 inteiros gau331anos dados existem ¢

deles, digamos a; + b; - i, para todo j € [1,t] com Za] = ij = O(modn).
7=1 7=1

O

O seguinte Corolario generaliza o Teorema de Erdos, Ginzburg e Ziv, Corolario 2.12.

Corolario 2.11. Sejam K um grupo abeliano finito de ordem |K| =k, eh € N, h | k,
htk—1

S = H gi € F(K), entao S tem uma subseqiéncia de produto igual a 1 e tamanho
i=1

t = 0(modh).

Demonstragao. Sejam os grupos H = Cj, e K = {1} x K < H x K. Consideremos
h+k—1

Ch=(x)yelU= H (x,9;) € F(H x K). Segue do Teorema 2.8 que U possui uma
i=1
subseqiiéncia W = H(x, g:;) de tamanho |I| =t < h+ k — 1 e produto 1, entao
il
1 = (af, ng) implica que t = 0(mod h). Logo, Hgi tem produto igual a 1 e tamanho
iel iel

t = 0(mod h).



Corolario 2.12 (Erdos, Ginzburg e Ziv). Toda seqiiéncia de tamanho 2n — 1 formada

por inteiros, possui uma subsequéncia de tamanho n e soma divisivel por n.

Demonstracgao. Pelo Corolario 2.11 toda seqiiéncia de 2n — 1 inteiros, isto é, de tamanho
2n — 1 em F(C?),onde C? ¢ aditivo, possui uma subseqiiéncia de tamanho ¢ = 0(mod n)

e soma zero, ou seja, existem ¢ = n inteiros na seqiiéncia dada com soma divisivel por n.

O



Capitulo 3

A Conjectura de Kemnitz

Neste capitulo estudaremos o resultado principal deste trabalho, o artigo [17], onde
Christian Reiher faz uma demonstracao elegante para a Conjectura de Kemnitz. Na
primeira secao enunciaremos a Conjectura, juntamente com algumas observagoes perti-
nentes. Na se¢ao 2 veremos o Teorema de Chevalley-Warning e alguns resultados técnicos

que serao utilizados na conclusao da veracidade da Conjectura.

3.1 Apresentacao da Conjectura de Kemnitz

Faremos agora uma definigao formal do invariante s(G) para um grupo abeliano aditivo

G.

Definigao 3.1. Seja G um grupo abeliano finito, definimos s(G) como sendo o menor
inteiro positivo s, tal que para toda seqiiéncia S em F(G) com tamanho |S| > s, existe
uma subseqiiéncia 7' | S com o(T') = 0 e tamanho |T'| = exp(G). Onde o simbolo exp(G)
denota o expoente do grupo, ou seja, ¢ o menor inteiro positivo [ tal que para todo g € G

tem-se (g = 0.
Conjectura 3.2 (Conjectura de Kemnitz). s(C?) = 4n — 3 para todon € N.

Veremos algumas proposicoes que nos darao condicoes de concluir que basta provarmos
a Conjectura 3.2 para n sendo um inteiro primo impar. A primeira delas nos fornece cotas
inferior e superior para a constante s(C¢) para todos n, d € N. A segunda proposicio
¢ um resultado elementar sobre o endomorfismo multiplicacao por n € N em um grupo
abeliano. A ultima proposicao afirma que o conjunto dos inteiros positivos que satisfazem

a Conjectura 3.2 é fechado sob a multiplicacao de inteiros.

17



Proposicao 3.3. [H. Harborth, [10]]. Temos que (n —1)2¢4+1 < s(C%) < (n—1)n? +1
para todos n, d € N. Em particular, s(C3) =4 -2 — 3.

Demonstragao. Tomando a seqiiéncia S em F(C?) de tamanho (n — 1)2¢ formada por
todos os {0,1}-elementos de C?, isto é, os elementos que tém 0 ou 1 como coordena-
das, onde cada um destes elementos aparecem repetidos n — 1 vezes em S, vemos que
esta sequiéncia nao possui subseqiiéncia com soma zero e tamanho n, pois para cada sub-
seqiiéncia com tamanho n temos que a soma de cada coordenada vista como nimeros
inteiros é sempre menor do que n, logo é incongruente a 0 médulo n. Assim, o nimero
(n — 1)2% 4+ 1 é uma cota inferior para s(C?).

Agora, o ntimero (n — 1)n? + 1 é uma cota superior para s(C%), pois em qualquer
seqiiéncia S € F(C?) de tamanho (n — 1)n? 4+ 1, temos que v,(S) > n para algum
g € C% pelo Principio da Casa dos Pombos (ver [11] pg 127). Logo a subseqiiéncia

n

T = H g tem tamanho n e soma zero.
i=1

U

Proposigao 3.4. Sejam os sequintes grupos Cpyn, G = Ck e H = C**1 ondem, n, k €

N. Seja o homomorfismo multiplicacio por n, ¢ : H — H definido por ¢(h) = nh, entdo
p(G) = Cp, o(H) = CRFt, ker(p) = G

Demonstragao. Primeiro verifiquemos que ker(p) = C*+1,

Sejam Cy,,, = (a) e h = (ma, ..., ng1a) € ker(y) comn; € Z, paratodoi € [1,k+
1]. Entao 0 = ¢(h) = (nna, . ..,nngy1a). Dai nn; = 0 (mod mn), para todoi € [1,k+1],
ou seja, n; = 0 (modm) para todo i € [1,k+ 1]. Assim, h € (ma)ktt = CHL

Agora, se h = (rima,...,r1ma) € (ma)*™, com r; € Z, para todo i € [1,k + 1],
entao p(h) = (rmmna,...,ryyymna) = 0. Logo h € ker(p).

Considerando a restri¢ao do homomorfismo ¢ ao subgrupo G < H, $ = |G, obtemos
que ker(p) = Ck.

Pelo Primeiro Teorema de Isomorfismo para homomorfismo de grupos (veja [12] pg
44) segue que p(H) = H/ker(p), ou seja, p(H) = CkF1/Ck+l o OF+L - Analogamente,
prova-se ¢(G) = C*.

U

Agora veremos que o conjunto dos inteiros positivos que verificam a Conjectura 3.2 é



fechado para a multiplicacao. Dali, concluiremos que dado n € N, é suficiente provarmos

a Conjectura 3.2 para os fatores primos de n.

Proposigao 3.5. Seja E = {n € N : s(C?) = 4n — 3}. FEste conjunto é fechado para a

multiplicacao de inteiros.

Demonstragao. Pela Proposicao 3.3 temos que s(C3) = 4 -2 — 3. Logo, 2 € E. Agora
provemos que mn € E sempre que m,n € E. Sejam o grupo G = C? e p:G — G o
endomorfismo dado por ¢(g) = ng. Entao pela Proposigao 3.4 temos que ¢(G) = C? e
ker(o) = C?. Agora seja S uma seqiiéncia em F(G) com tamanho |S| = 4mn — 3.

Como ¢(G) = C? e s(C?) = 4m — 3, por hipdtese, entao s(¢(G)) = 4m — 3.

De 4mn—3 = (4n—4)m+4m— 3 segue que a seqiiéncia ¢(S) possui uma subseqiiéncia
©(S1) com tamanho |p(S7)] = m e a(p(S1)) = 0. Repetindo este processo 4n — 4 ve-
zes obteremos 4n — 4 subseqiiéncias disjuntas S, ..., Sy,—4 com tamanhos |S;| = m e
o(p(S;)) = 0 para todo i € [1,4n — 4], e restard uma subseqiiéncia de S de tamanho
4m — 3. Desta seqliéncia obtemos mais uma subseqiiéncia S;, disjunta das anteriormente

obtidas, com tamanho |S;| =m e o(¢(S;)) = 0 onde ¢t = 4n — 3.

¢
Agora seja T = H o(S;), esta é uma seqiiéncia em F(ker(y)), pois

(2

-1
0(0(S;)) = o(e(S;)) = 0 para todo i € [1,4n — 3].
Como |T'| = 4n—3 e, por hip6tese, s(ker(p)) = s(C?), de |T| = s(C?) segue que existe

algum I C [1,¢], |I| =n tal que HJ(Si) | T tem soma zero.
iel
Dai, S" = HSi ¢ uma subseqiiéncia de soma zero de S com |S'| = Z |S;| =nm. O

i€l el
3.2 A prova da Conjectura de Kemnitz

A bela demonstracao de C. Reiher foi construida a partir do Teorema de Chevalley-
Warning. Ele obteve cinco corolarios deste Teorema, um Lema e finalmente o Teorema
que declara que a Conjectura de Kemnitz é verdadeira.

O Teorema de Chevalley-Warning (veja [13]) afirma que o nimero de solugoes de um
sistema de equacoes polinomiais com muitas variaveis, sobre um corpo finito de carac-
teristica prima, é multiplo da caracteristica quando a soma dos graus dos polinomios for

menor do que o nimero de varidveis envolvidas. Por questao de zelo, enunciaremos e



provaremos este teorema classico, o leitor mais experiente pode ir direto para a Definicao

3.7.

Teorema 3.6 (Chevalley-Warning). Seja p um inteiro primo, F, o corpo finito com q¢ = p"

elementos. Para i € [1,m] sejam fi(xy,...,x,) € Fy[x1,...,2,] de graus gr(f;) = d;.

Seja N o nimero de solugoes em Ky do sequinte sistema de equagoes polinomiais
fi(z1,...,x,) =0 para todo i € [1,m].

Se Zdi < n, entio N =0 (modp).

i=1
Demonstragao. Seja F, = (a) o grupo ciclico multiplicativo do corpo F,, entao
1 sex#0

7t =

0 caso contrario

Convencionando que 0° = 1, temos Z " =0se0<7r<qg—1. De fato, parar =0 a
z€lFy
prova ¢ trivial, e para 0 < r < g — 1 temos

q—

Z " = Z "= Z (@) = (a" = 1) Ha"V — 1) =0.

z€F, z€F} =

Seja g(xy,...,x,) = H (1 —fi(:pl,...,xn)q_l) € Fylzy, ...,z

i=1
1 se fi(c) =0 paratodos € [1,m
c=(c,...,cn) € Fy, entdo g(c) = fio) P | ]
0 caso contrario
Assim, N -1 = Z g(c), notemos que g(c) € F,.
ceFy
Como g(x1,...,2,) = Z Ay, @y oy, onde 7, .., € ZT U{0},

T15-5Tn

Qpy...rn € Fy, e gr(fi) =d;, entdo

méx{z rj 1 Q... ¢ um coeficiente de g} < (¢ — 1) Zdi <(qg—1)n,
=1 i=1

n

E o = H E c;* = 0. Como isso acontece em cada monomio de g, entao

(c1yeen) €FY i=1¢; €Fq

N-1= Z g(c) = 0. Portanto, N = 0 (mod p). O

ceFy
A seguir definiremos um subconjunto de F (013)7 depois provaremos seis resultados
envolvendo este subconjunto, os quais fornecerao a prova da Conjectura 3.2. De agora

diante, nesta secao, p denotara um inteiro primo impar.



Definigao 3.7. Seja S € F(C?3), S = | |(ai, b:), 0(S) = Z(ai,bi), definimos o seguinte

=1 =1

conjunto S(n) ={T|S:|T|=n, o(T) = 0}.
Corolario 3.8. Seja S € F(C?2) tal que |S| = 3p — 3, entdo

1=[S(p =D = SEI+15Cp — 1|+ [S5(2p)| = 0 (modp).

3p—3
Demonstracgao. Sejam S = H (ai, b;), e consideremos o seguinte sistema de polinomios
i=1

em Fplzy, ..., T3y,
p—1 p—1 p—1
:Cl _'_ A + :ng_g) + xgp_Q — 0
p—1 p—1 _
a1z + o o a3p-3T3, 3 =
p—1 p—1 _
by + ot bspswy, g =

Como a soma dos graus dos polinomios no sistema é menor do que o numero de
variaveis, entao pelo Teorema de Chevalley-Warning, o nimero N de solugoes do sistema
satisfaz N = 0 (mod p).

Sejam 2 o conjunto de solugoes do sistema, €2 C Q o conjunto das solugoes (c1, . . ., ¢3p—2),
com czp_o =0e Qy =0\ Q (este é o complementar de ;).

Seja ¢ € ;. Pela primeira equagao polinomial temos que ¢ possui kp coordenadas
nao nulas onde k € [0,2]; como ¢ satisfaz as outras duas equagoes polinomiais entao ele
determina uma subseqiiéncia Ay € S(kp). Por sua vez, cada elemento de S(kp) determina
(p — 1)* elementos de Qy, pois para T = H(a@-,bi) € S(kp), I C [1,3p—3], |I| = kp
e para cada par (a;,b;) podemos formar umlglsolugéo para o sistema, digamos a solugao
c=(c1,...,c3p2) € FP2 com¢; # 0 paratodoi € I e ¢; = 0 paratodo i € [1,3p—3]\ 1,
além disso, cada c; # 0 pode ser escolhido entre p — 1 elementos de 3.

Assim,
] =1+ (p—1)PIS(p)| + (p — 1)*[S(2p)| = 1 — [S(p)| + |S(2p)| (mod p).

Agora seja ¢ € {2y, entao temos que ¢ possui kp coordenadas nao nulas, e pelas tltimas
equagoes do sistema, ¢ determina uma subseqiiéncia A, € S(kp — 1). Por sua vez, cada
elemento de S(kp — 1) determina (p — 1)* elementos de Q.

Logo,

Q] = (p—1)7|S(p = D]+ (p = 1)*[S(2p — 1)] = —[S(p — 1)| + [S(2p — 1) (mod p).



De N =0 (modp) e de N = |Q] = || + Q2] vem que
1=[S(p =D = SEI+15@p — 1|+ [5(2p)| = 0 (mod p).
U

Corolario 3.9. Seja S € F(C}) tal que |S| =3p—2 ou |S| =3p — 1, entdo 1 — |S(p)| +
15(2p)| = 0 (modp).

!
Demonstracao. Consideremos S = H(ai, b;),l € [3p—2,3p — 1], e o seguinte sistema
i=1

de polinomios em [z, ..., 7],
:L‘Il)_l_l_ _|_x§)_1 =0
amad ' el =0
bt ' bt =0

Como a soma dos graus dos polinémios no sistema é menor do que o numero de
variaveis, entao pelo Teorema de Chevalley-Warning, o nimero N de solucoes do sistema
satisfaz N = 0 (mod p). Seja € o conjunto de solugdes do sistema.

Como cada elemento de S(kp) determina (p — 1) elementos de €2, entao
Q=1+ @ -1"ISE)I]+ (- 1D7S2p)] =1 -[S(p)| +|S(2p)| (mod p).

Portanto,

1 —[S(p)| +15(2p)| = 0 (mod p).

0

Corolario 3.10 (Alon-Dubiner). Seja S uma seqiiéncia em F(C?) satisfazendo |S| = 3p
e o(S)=0. Entao S(p) € nao vazio.

3p
Demonstracao. Consideremos S = H(ai,bi), e o seguinte sistema de polinomios em
i=1

Fp[xla s 7'I3p—1]a
—1 —1
DR S +at, =0
p—1 p—1 =0
;mxy + e+ azp-1T3, ;. = U
p—1 p—1
b1$1 —I— s —f- bgp_1$3p_1 = O

Aplicando o Teorema de Chevalley-Warning obtemos que o nimero N de solugoes do

sistema é tal que N = 0 (mod p), como o sistema admite a solucdo trivial entdao N > p.



Logo existe uma solucao nao trivial ¢ = (c1,...,c3p-1) € FSP~1 Seja I C [1,3p — 1] tal

que ¢; # 0 para todo i € I, entdao |I| € {p,2p}. Se |I| = p, entdo H(ai,bi) € S(p).
iel

Agora se |I| = 2p, de g(S) = 0 segue que H (a;,b;) € S(p). O
i€ [1,3p]\1
Corolario 3.11. Seja S € F(C2) tal que |S| = 4p — 3. Entao
a) —1+15(p)| = 15@p)[ +[5B3p)| = 0 (modp);
b) [S(p =] = [52p = D[+ [SBp — 1)| = 0 (modp).
4p—3
Demonstracao. a) Sejam S = H (ai, b;), e consideremos o seguinte sistema de po-
i=1
linomios em Fy[z1, ..., 243],
RN +ahly =0
a4 a4p,3:ci';_13 =0 .
blleifl_i_ e -+ b4p_3xZ;E3 = 0

Aplicando o Teorema de Chevalley-Warning vemos que o nimero N de solucoes do
sistema é tal que N = 0 (mod p).

Sejam €2 o conjunto de solugoes do sistema. Seja ¢ € (), pela primeira equacao
polinomial temos que ¢ possui kp coordenadas nao nulas onde k € [0, 3]. Como c satisfaz
as outras duas equagoes polinomiais entao ele determina uma subseqiiéncia Ay € S(kp).

Para T = H(ai, b;) € S(kp), I C [1,4p— 3], |I| = kp e para cada par (a;, b;) podemos
formar uma sozlelllgéo , digamos ¢ = (cq,...,c4p-3) € Ff)p*?’ para o sistema, com ¢; # 0 para
todo i € I e ¢; =0 para todo i € [1,4p — 3]\ I, onde cada ¢; # 0 pode ser escolhido entre
p— 1 elementos de F;. Logo cada elemento de S(kp) determina (p — 1) elementos de €.

Assim,
Q=1+ (= 1PISp)| + (p — 1)*IS2p)| + (p — D)IS(Gp)].
De N = |Q| e de N = 0 (mod p) segue que 1 — [S(p)| + |S(2p)| — |S(3p)| = 0 (mod p).
b) Consideremos o seguinte sistema de polinémios

a7 +ahly +1 =0

p—1 p—1 _
alxl + cte + a4p,3513'4p_3 = O .

bl 4 byl =0



Seja ¢ € o conjunto das solugoes do sistema, entao pela primeira equacao polinomial
temos que ¢ determina uma subseqiiéncia Ay € S(kp—1). Agora cada elemento de S(kp—1)
determina (p — 1)¥P~! elementos de .

Daf, N = (p— 1)P7H[S(p— 1)+ (p— )*7HS(2p — 1| + (p — 1) H[S(3p — 1)|.

Pelo Pequeno Teorema de Fermat (veja [12] pg 40), N = |S(p —1)| — |S(2p — 1)| +
1S(3p — 1)| (mod p).

Portanto, |S(p —1)| — [S(2p — 1)| + |S(3p — 1)| = 0 (mod p). O

A seguinte proposicao sera tutil na demonstracao do proximo Corolério.

Proposicao 3.12. Dados t,r € N, p € N primo, comt > 2 e p > r temos que

( tp—r )E (1 —t)(modp) sep=2

t—Lp—r (t — 1) (modp) sep>2‘
~ . tp—r ~
Demonstracao. Seja L = ((tfi)pfr), entao

=D L=((t—Dp—r+1)...(t—Dp—1)t -1t —Dp+1)...(tp—7).
Assim,
(p—DIL = (t=Dp—(r—=1)...(¢t=Dp—-1—-1)((t—-1)p+1)...(tp — ) (modp)

(p—=(=1)...p-Dt-=1{p—-(p—1))...(p —r) (modp)

(=1 V(p— 1) (¢~ 1) (mod p).

Logo, L = (=1)®=Y(¢ — 1) (mod p).

Corolario 3.13. Seja S € F(C?) tal que |S| = 4p — 3, entdo
3—2[S(p— 1| =2[S(p)| +152p — D[ +[5(2p)| = 0 (modp).

Demonstragao. Seja A uma seqiiéncia em F(C3) com |A| = 3p — 3, pelo Coroldrio 3.8

temos que
1—1[A(p = 1)| = [A(p)[ + |A(2p — )| + [A(2p)| = 0 (mod p).

Seja

L= Y {1-|Alp-1)|—|A®)+|A@2p—1)|+[A2p)[}.
AlS
|A|=3p—3



Entao L = 0 (mod p).
Dado B | S, |B| = t, o nimero de subseqiiéncias A, com A | S e B | A, é igual a

(B30 = Goos):

Assim,
L= () - () se- - () swl
(72 s - vi+ (7)) isen)

Pela Proposi¢ao 3.12 segue que L = 3—2|S(p—1)|—2|S(p)|+|S(2p—1)|+]S(2p)| (mod p).

Portanto, segue o resultado do Corolério. U

Lema 3.14. Seja S € F(C3) tal que |S| =4p —3 ¢ S(p) ¢ um conjunto vazio. Entdo
[S(p = DI = [5Bp = 1] (modp).

Demonstragao. Seja r o nimero de partigdes de S na forma S = A- B-C, com |A]| =
p—1, |Bl=p—2, |C| =2p, 0d(A) =0, o(B) = 0c(S5) e o(C) = 0. Nesta situagao,
diremos que A, B e C sao subseqiiéncias admissiveis para S. Calcularemos r (mod p).
Primeiro, consideramos todas as subsequéncias A admissiveis e contamos para cada
A quantas possiveis subseqiiéncias B existem em A~!-S. Notemos que ao contarmos as
subseqiiéncias B estamos contando os pares B e C pois A~ - S = B - C. Entao obtemos

r= Y (A7 S5)2p)l.

A adm.

Como |[A™1- S| =3p—2e (A7'-8)(p) = S(p) = 9, o Corolério 3.9 implica que

(A7 S)(2p)| = —1 (mod p). Assim,
r= Y —1=—[S(p—1)|(modp).
A adm.

Agora consideramos todas as subseqiiéncias B admissiveis e contamos para cada B
quantas possiveis subseqiiéncias A existem em B~!- S, notemos que estamos contando os
pares A e C pois B™'- S = A-(C. Entao temos

r= S B S) @)
B adm.
Como |B™'- S| =3p—1e (B'-9)(p) = S(p) = @, o Coroldrio 3.9 implica que

|(B~1-S)(2p)| = —1 (mod p), e como o nimero de subseqiiéncias B admissiveis é igual ao



nimero de subseqiiéncias B! - S admissiveis, o qual é igual a |S(3p — 1)|, entao
r= Y —1=-|S(3p—1)|(modp).
B adm.

Igualando estas duas congriiéncias para r, obtemos o resultado desejado. 0

Teorema 3.15. A Conjectura de Kemnitz é verdadeira, isto é, s(C?) = 4n — 3 para todo

n € N.

Demonstracao. Conforme vimos na se¢ao 3.1 é suficiente provarmos a Conjectura para
n = p primo impar.
Seja S uma seqiiéncia em F(C7) com |S| = 4p — 3.

Pelos Corolarios 3.11 e 3.13 temos as seguintes congruéncias:

=1+ [5(p)| = [S2p)| + [S(3p)| = 0(modp)
1S(p— D) = [S2p = )| +1S(3p — 1)] = 0(modp) -
3=21S(p— 1) =2[SP)|+[S(2p — D[ +|S(2p)] = 0(modp)

Adicionando estas congriiéncias obtemos o seguinte
2—=[S(p— D=5 +[5Bp —1)[+[5(3p)| = 0 (modp).

Suponhamos, por absurdo, que fosse S(p) = &, entao pelo Coroldrio 3.10 terfamos
que S(3p) = @ e do Lema 3.14 seguiria que |S(p — 1)| = |S(3p — 1)| (mod p). Dai, a
congriiéncia acima seria 2 = 0 (mod p), uma contradigdo com o fato de p ser um primo
impar.

Portanto, S(p) # &, ou seja, toda seqiiéncia em F (Cz) com tamanho pelo menos

4p — 3 possui uma subseqiiéncia de tamanho p = exp(Cg) e soma, zero.

U



Capitulo 4

Subsequéncias de soma zero e
tamanho restrito em um grupo

abeliano finito

Neste tltimo capitulo veremos na primeira se¢ao que $o(C?) = 3n — 2 para todo
n > 2 € N. Este resultado foi demonstrado por Gao e Geroldinger em [9]. Afim de obter
isto provaremos dois lemas e um teorema.

Na segunda segao veremos dois resultados sobre o invariante s(G) para um grupo G
abeliano finito, os quais foram demonstrados por Gao e outros em [3].

O primeiro deles é uma generalizacao da seguinte desigualdade que aparece em Har-

borth [10]:
s(Cm) < min{s(Cy) + (s(C) = D, s(C) + (s(C7) — 1)m} (4.1)

para todos n,m e d € N.

O outro é o seguinte: s(C,, X Cy,) < 2(m+n) — 3 sempre que n,m € N, n,m > 2 com
n divisor de m.

Na tltima segao, veremos como conseqiiéncias dos resultados obtidos nesta dissertagao

que s(C3,) =9-3" -8 e s(C4,) = (2" — 1)2¢ 4 1, para todos d,n € N.
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4.1 Subsequéncias de soma zero e tamanho restrito
2
em C?

Vejamos a defini¢ao formal do invariante so(G) para um grupo abeliano aditivo G.

Defini¢ao 4.1. Seja G um grupo abeliano finito. Definimos s¢(G) como sendo o menor
inteiro positivo [, tal que para toda seqiiéncia S em F(G) com tamanho |S| > [, existe

uma subseqiiéncia 7" de S com o(T") = 0 e tamanho |T'| divisivel por exp(G).
Lema 4.2. Seja G um grupo abeliano finito com exp(G) =n > 2. Entao
D(G)+n—1<s5(G) <min{s(G), D(G x Cy)}.

Demonstracao. Seja S € F(G), com |S| = D(G) — 1, uma seqiiéncia que nao possui
n—1

subseqiiéncia com soma zero. Logo a seqiiéncia S - | | 0 nao tem subseqiiéncia com soma

i=1
n—1

zero e tamanho divisivel por n. Portanto, D(G) +n —2 =15 - H 0] < s0(G).
i=1
Das definigoes 3.1 e 4.1 segue que so(G) < s(G), logo basta verificarmos que so(G) <

D(G x C,).

Suponhamos que C,, = ((0,z)) sendo 0 a identidade de G, e seja a seqiiéncia U =

Hgi € F(G), sendo
|2 D(G % (2)).

l
Entao a seqiiéncia H(gi,x) € F(G x (x)) contém uma subseqiiéncia T' = H(gi,x),
i=1 iel
I C [1,1], com soma zero pela defini¢ao 2.1. De U(Hx) = 0, isto ¢, |I|lx = 0 segue

il
que |I| = 0(modn). Assim U tem uma subseqiiéncia, Hgi, com soma zero e tamanho
iel
|I| = 0(modn).
Portanto, so(G) < D(G x C,,). O

Proposicao 4.3. Seja G o p-grupo abeliano finito Cpey X - - - X Cper, onde p € N € primo,
re;€Nee <---<e,. Entio so(G) = D(G) + exp(G) — 1.

Demonstracao. Como exp(G) = p e D(G x Cper) = D(G) + p — 1 pelo Teorema 2.2,
entdo do Lema 4.2 segue que so(G) = D(G) + exp(G) — 1. O

Lema 4.4. Sejam m,n > 2 inteiros satisfazendo so(C%) = 3m — 2 e D(C?) = 3n — 2.

Entao so(C2,) = 3mn — 2.



Demonstragao. Como D(C?,) = 2mn—1, pelo Corolério 2.9, entao so(C2,,) > 3mn—2

pelo Lema 4.2. Logo é suficiente provarmos que so(C%,,) < 3mn — 2.
!

Sejam G = C? e S = H g; uma seqiiéncia em F(G) com [ = 3mn — 2. Consideremos
i=1

H=GxCppy Cppp = (z) e U = H(gi, x) € F(H). Provaremos que S possui as seguintes

subseqiiéncias S; = H gj onde I(i) C [1,3mn—2], |I(i)| = m para todo i € [1,3n—3] e
0
|I(3n — 2)| € {m,2m}. Também mostraremos que U tem uma subseqiiéncia W = H Ui,
ieJ
g#JC[1,3n—2] ,como(W)=0eU; = H (gj,x). Assim, teremos T = HSi | S
jJEI(i) ieJ

com o(T) =0 e |T| = 0(mod mn).

Seja ¢ : H — H, dada por ¢(h) = nh para todo h € H, entao, pela Proposi¢ao 3.4,
temos que ker(¢) = C? e ¢(G) = C2.

Como 3nm — 2 = (3n —4m+ (dm —2) e 3(02 ) < 4m — 2 pelo Teorema 3.15, entao

para a sequéncia S = H g; temos que ¢(S H ng; € F(¢(G)) tem uma subseqiiéncia

¢(S1) com |p(S1)| =m ela(qS(Sl)) = 0. Podemos repetir este procedimento 3n — 4 vezes
para obtermos esta quantidade de subseqiiéncias disjuntas aos pares, ¢(S;), para todo

€ [1,3n — 4], com |¢(S;)] = m e o(¢(S;)) = 0. Além disso, restard uma subseqiiéncia
com tamanho 4m — 2, esta por sua vez possuird uma subseqiiéncia ¢(S3,_3) com tamanho

|9(S3n-3)| = m e o(¢(S3n-3)) = 0.
3n—3
De |S - H S = 3m — 2 e pela hipétese de que so(C2) = 3m — 2 segue que existe
i=1
uma subseqiiéncia ¢(Ss3,-2), com o(¢(S3,—2)) = 0 e tamanho divisivel por m, isto é,

|(S3n_2)| € {m,2m}.

Parai € [1,3n—2] seja U; | U a subseqiiéncia de U correspondente & S; = H gj onde
JEI(@)
I(i) C [1,3mn —2|. De ¢(a(U;)) = a(o(U;)) e a(p(U;)) = (a(4(S;)), mnzx) = 0 para todo

3n—2
€ [1,3n — 2] temos que o(U;) € ker(¢) e V = H o(U;) é uma seqiiéncia em F(ker(¢))

com tamanho 3n — 2.

Como por hipétese 3n — 2 = D(C?), entdo existe & # J C [1,3n — 2] tal que V; =

H o(U;) é uma subseqiiéncia de V' com soma zero. Dai, W = H U; é uma subseqiiéncia
ieJ zGJ
de U com soma zero pois (W) = ZO‘(Ui) = og(V1). De 0 = o Z Z (g5,

ieJ i€d jeI(7)



Z(O’(Si), |1(7)|z) segue que |W| = Z |1(i)| = 0(mod mn).
ieJ icJ
Portanto, T = H S; ¢ tal que o(T) = 0 e tamanho |T'| = |W| = 0(mod mn).

iceJ

Teorema 4.5. Seja n > 2 um inteiro, entdo so(C?) = 3n — 2.
!
Demonstracgao. Seja n = Hpiki com p; primos, [, k; € N, a fatoragao canonica de n.
i=1

Provaremos o Teorema aplicando o Principio de Inducao Finita sobre .

Para [ = 1, n é uma poténcia de um inteiro primo, n = p*, entdo o resultado segue do

2\ _ T 3\ — T :

Lema 4.4 observando que D(Cp,) = 2p" — 1 e D(C;,.) = 3p" — 2, devido ao Teorema 2.2.

Suponhamos que o resultado vale para [ > 1.
!

Consideremos m = H p¥i, n = mpF. Pela hipétese de inducdo temos que
i=1

s0(C%) = 3m — 2, D(C;’l ) = 3pip1+t — 2 pelo Teorema 2.2. Entdo o Lema 4.4

k
LS

implica que so(C?) = 3n — 2.

4.2 Uma cota superior para s(G)

Nesta se¢ao veremos uma generalizacao da desigualdade (4.1).

Teorema 4.6. Sejam G um grupo abeliano finito, H < G um subgrupo de G e S uma
seqiéncia em F(G) com |S| > (s(H) — Dexp(G/H) + s(G/H). FEntio S tem uma
subseqiiéncia de soma zero e tamanho exp(H)exp(G/H). Em particular, se exp(G) =

exp(H)exp(G/H), entdo
S(G) < (s(H) — Deap(G/H) + 5(G/H).

Demonstragao. Seja ¢ : G — G/H, o epimorfismo candnico, dado por ¢(g) = g+ H para
cada g € G. De |¢(S5)| = |S| e de |S| > s(G/H) segue que ¢(S) possui uma subseqiiéncia
¢(S1) com |Sy| = exp(G/H), o(¢p(S1)) = 0, e resta uma subseqiiéncia com tamanho maior
ou igual a (s(H) — 2)exp(G/H) + s(G/H). De novo, repetimos este procedimento para
obtermos mais uma subseqiiéncia ¢(S;) com |Sa| = exp(G/H), o(¢(S2)) = 0, e uma
subseqiiéncia com tamanho maior ou igual a (s(H) — 3)exp(G/H) + s(G/H).

Apés repetirmos este procedimento s(H) — 1 vezes obteremos esta quantidade de

subseqiiéncias disjuntas aos pares, ¢(S;), para todoi € [1,s(H)—1], com |S;| = exp(G/H),



o(¢(S;)) = 0, e restard uma subseqiiéncia com tamanho maior ou igual a s(G/H) . Mais
uma vez aplicamos o procedimento anterior para obtermos uma subseqiiéncia ¢(Ss(m))

com |Symy| = exp(G/H) o(¢(Ssmy)) = 0, a qual ¢é disjunta das anteriormente obtidas.
Seja T' = H a(S;), de ¢(a(S;)) = a(p(S;)) = 0 segue que T € F(ker(¢)). Como

ker(¢) = H, entao T tem uma subseqiiéncia 7" = H o(S;), I C[1,s(H)], com soma zero

jel
e tamanho |I| = exp(H).

Logo, a seqiiéncia S’ = H S; tem tamanho |S'| = exp(H)exp(G/H) e soma zero.
jel
Em particular, se exp(G) = exp(H)exp(G/H) entao s(G) < (s(H) — 1)exp(G/H) +
s(G/H), pela definigdo do invariante s(G).

Proposigao 4.7 (Harborth [10]). Seja o grupo G = C¢  com n,m,d € N, entdo
5(Cm) < min{s(Cy) + (s(Cr) = 1)n, s(Cr) + (s(C7) — 1)m}.

Demonstragao. Sejam C¢ >~ H < G e C4 2 K < G. Como G/H 2 K, G/K = H,
exp(H) =n e exp(K) = m, entao exp(G) = exp(H )exp(K). Pelo Teorema 4.6 segue que
s(G) < s(C) + (s(CL) — 1)n e s(G) < s(CL) + (s(C4) — 1)m. O

Corolario 4.8. Sejam n,m € Nyn,m > 2, comn | m e o grupo G = C,, x C,,. Entéao

s(G) <2(m+n)—3.

I
Demonstragao. Sejal € N, n = H ¢, ¢; € N,q; > 2 para todo i € [1,[] uma fatoragao

qualquer de n. Sejam ¢, : C),, — C e vy : C,, — C,, endomorfismos multiplicacao por
¢1. Pela Proposicao 3.4 segue que ¢1(Cy) = Cyyjq, € 92(Crn) = Crrygy -
Seja H = p1(Cp) X ¢a(Cr,) < G, entao G/H = C,,/Cy g, X Cry/Crojgy = Cqp % Gy
Provaremos o Corolario aplicando o Principio de Inducao Finita sobre .

Se I =1 obtemos H = {1} x C,,/,, e pelo Teorema 4.6 vem que

s(G) < (s(H) —1)exp(G/H) + s(G/H)
< (s(Cm) — D +5(Cyy x Cy)
< ((zg 1) =D +4q — 3
< 2m+2g — 3.



Onde na terceira desigualdade usamos o Teorema de Erdos, Ginzburg e Ziv, Corolario
2.12 e o Teorema 3.15.

Se | > 2, por hipétese de indugdo temos que s(H) < 2(%1 + qﬁl) — 3, o Teorema 4.6

implica que

s(G) < (s(H)—1)exp(G/H) + s(G/H)
< (S(H) - 1)Q1 + S(qu X Cq1)
< <2<§+£>—3—1>q1+4q1—3
< 2(m+mn)—3.

De novo, na terceira desigualdade usamos o Teorema 3.15.

Portanto, o Corolario estd provado.

4.3 A determinacgao de s(C%,) e de s(C%,)

A seguir provaremos que s(C5,) = 9-3" —8. Além disso, veremos o seguinte resultado

de Harborth [10], s(C%.) = (2" — 1)2% + 1.
Proposigao 4.9. Temos que s(C5,) =9-3" — 8, para todon € N.
Demonstragao. Em [4], Elsholtz prova que

s(C4) > 11,1253 (n — 1)27 41,

para todos n > 3 impar e d > 3 inteiros.
Entao, segue que s(C%,) >9-3" — 8.
Provaremos, pelo Principio de Indugao Finita sobre n € N, que s(C3,) < 93" — 8.
O caso n = 1 segue de que s(C3) =9 -3 — 8 por Harborth [10].
Suponhamos, por hipdtese de inducao, que S(Cg’(n,l)) =9.3(=1) _ 8 para todo n > 2.
Sejam G = C3, e H < G um subgrupo de G tal que H = C?3 entao G/H = Cf,
s(H)=9-3"1 -8 s(G/H)=9-3 -8, exp(H) = 3"V e exp(G/H) = 3.

3(n—1)»

Como exp(G) = 3" = exp(H )exp(G/H), segue do Teorema 4.6 que

s(G)

IN

(9.3 _8-1)3+(9-3—28)
< 9-3"-8.

Portanto, s(C3%,) =9 - 3" — 8, para todo n € N. O



Proposicao 4.10. [Harborth [10].] Temos que s(C%.) = (2" — 1)2% + 1, para todos
d,n € N.

Demonstragao. Da Proposigao 3.3 segue que (2" —1)2%+1 < s(C4,), para todos d,n €
N.

Provaremos aplicando o Principio de Inducao Finita sobre n € N, que s(C4,) <
(2n —1)29 + 1.

Seja n = 1, segue da Proposigao 3.3, que s(C¥) = 2¢ + 1.

Suponhamos, por hipétese de indugao, que s(C4%, ) = (2"™Y — 1)2¢ + 1, para todo
n > 2.

Sejam G = C¢, e H < G um subgrupo de G tal que H = Cg(n,l), entdo G/H = (Y,
s(H) = (2=) — 127 + 1, s(G/H) =22 + 1, exp(H) = 2"V e exp(G/H) = 2.

Como exp(G) = exp(H)exp(G/H), segue do Teorema 4.6 que

s(G) < (s(H) —Dexp(G/H) + s(G/H)
< (Y —1)27 4112+ (27 + 1)
< (2" —1)2% + 1.

Portanto, s(C%.) = (2" — 1)2¢ + 1, para todo n € N. O



Conclusao

Nosso objetivo foi estudar os invariantes D(G), s(G) e so(G) para um grupo abeliano

finito G, mais especificamente vimos:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

D(G) =1+ Z (p* — 1) para o p-grupo abeliano finito G = Cper X -+ X Cper, p
=1

primo;

Sejam m,n € N, m | n e o grupo G = C,,, X C,,, obtivemos que D(G) =m+n — 1,

em particular, obtivemos o Teorema de Erdos, Ginzburg e Ziv:

s(Cy) = 2n — 1 para todo n € N;

A Conjectura de Kemnitz: s(C?) = 4n — 3, para todon € N;

Para todo G grupo abeliano finito com exp(G) = n > 2 tem-se

D(G) +n —1<s0(G) < min{s(G), D(G x Cp)};

s0(C?) =3n —2 paratodon >2 €N;

Para todo G, grupo abeliano finito, H < G, se S € F(G) com |S| > (s(H) —
Dexp(G/H)+s(G/H), entao S(m) # @ param = exp(H )exp(G/H), em particular,
se exp(G) = m, entao s(G) < (s(H) — 1)exp(G/H) + s(G/H);

s(Cp x Cp) < 2(m+mn) — 3, para todos n,m € Nyn,m > 2en | m;
Como uma aplicacao da desigualdade obtida por Elsholtz [4]:
s(C1) > 1,12593)(n — 1)2¢ 4 1, para todos n > 3, impar e d > 3

e do resultado do item 6) obtivemos s(C3,) = 9 - 3" — 8, para todo n € N.
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O resultado do item 8) nos sugere uma expressao geral para o invariante s(C’gn) sendo
p um primo impar.

Em [15] Olson faz a seguinte conjectura: para o grupo abeliano G = Cy,, X -+ x C),,
onde n; | n;y1 tem-se D(G) =1+ Z

Como vimos a igualdade é vahda se G é um p grupo ou se r < 2, e quando r > 2 sabe-

mos, até o momento, apenas que D(G) < 1+ Z n; — 1), resultado que foi provado por

Gao e Geroldinger em [6]. Recentemente G. Bhowmlk e J. Schlage-Puchta [2] provaram
que a conjectura de Olson é verdadeira para o grupo G = C35 x C3 x Cj,..

Em [1] Alon e Dubiner provam que s(G x H) < 6n — 5 para G, H grupos abelianos
finitos com |G| = |H| = n.
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