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Resumo

Nessa dissertação, estudamos a formulação em superespaço para a Su-
pergravidade com N=1 em 4 dimensões. O caṕıtulo 2 faz um revisão sobre
supersimetria global. No caṕıtulo 3, estudamos as propriedades geometricas
do superespaço e os campos componentes da supergravidade são definidos
como valores de algumas quantidades geometricas. No caṕıtulo 4, construi-
mos uma lagrangeana em termos de supercampos para a supergravidade.

Palavras Chaves: Supergravidade; Supersimetria.

Áreas do conhecimento: Supersimetria; Teoria de campos.
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Abstract

In this dissertation, we study the superspace formulation of N=1 Super-
gravity in 4 dimensions. Chapter 2 reviews global supersymmetry. In chapter
3, we study the geometrical properties of superspace and the component fi-
elds for supergravity are defined as values of some geometrical quantities. In
chapter 4, we build a superfield lagrangian for supergravity.
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1 Introdução

A Supersimetria tornou-se nos últimos anos uma ferramenta fundamental
para o desenvolvimento da f́ısica além do Modelo Padrão. A Supersimetria
é a extensão das simetrias do espaço-tempo por geradores fermiônicos, e de
maneira natural unifica Bósons e Férmions. De fato, a Supersimetria é a
única extensão consistente das simetrias de Poincaré.

Logo após a descoberta da supersimetria no ińıcio da década de 70, fo-
ram formuladas versões supersimétricas para as teorias existentes, e esses
sistemas supersimétricos apresentavam menos divergências quânticas. Ainda
na década de 70, formulou-se a supergravidade, que como o próprio nome
sugere é uma teoria supersimétrica da gravitação. Assim a supergravidade
inclui e extende a Relatividade Geral, de forma a ser uma ferramenta inte-
ressante para o estudo de interações gravitacionais a altas energias. De fato,
o nome supergravidade se aplica para qualquer uma das várias teorias super-
simétricas que incluem a gravidade nos seus setores bosônicos. Esta pode ser
formulada em diversos números de dimensões e números de supersimetrias.

A supersimetria pode ser formulada como uma simetria global ou local.
A Supergravidade é uma teoria que possui supersimetria local.

No ińıcio, a supergravidade atraiu interesse devido ao cancelamento de
divergências que apareciam na gravitação pura pela inclusão da parte su-
persimétrica. Entretanto atualmente o principal interesse vem da relação de
supergravidade com teoria de supercordas.

Outra motivação para o estudo de supergravidade está na quebra de su-
persimetria, isto é, a supersimetria não é observada na natureza, então se essa
simetria existir ela deve estar quebrada. Pelo teorema de Goldstone, a quebra
espontânea de uma simetria global gera particulas sem massa. No caso da
supersimetria global seria gerado o Goldstino (Fermion de Goldstone), uma
particula não observada. Para quebrar a supersimetria sem o Goldstino não
massivo é necessario a supersimetria local (mecanismo de Super-Higgs).

Essa dissertação irá expor a formulação de supergravidade com supersi-
metria não extendida em 4 dimensões no Superespaço [1] e [2]. Usando-se
a geometria diferencial do superespaço os multipletos podem ser encontra-
dos e os mesmos campos componetes que seriam obtidos pela formulação no
espaço-tempo da supergravidade podem ser obtidos a partir de supercampos
que possuem um significado geométrico.

No segundo caṕıtulo é feita uma revisão de supersimetria global, que
não pretende ser uma introdução completa a supersimetria, mas vai expor
os elementos que serão generalizados nos caṕıtulos seguintes. Desta forma o
caṕıtulo 2 não trata de alguns temas importantes como teorias não abelianas.

No terceiro caṕıtulo são apresentados os elementos geométricos do supe-
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respaço: Vielbein, Conexão, Torção e Curvatura. Identidades covariantes,
chamadas Identidades de Bianchi, são formuladas em termos da torção e
curvatura. A partir de v́ınculos escolhidos para a torção, as identidades de
Bianchi são resolvidas em detalhes. No caṕıtulo 3 também é identificado o
multipleto de supergravidade e sua transformação.

Por fim no quarto caṕıtulo mostra-se como constuir ações no superespaço
curvo. É construida uma ação para supergravidade no superespaço e a sua
versão em componentes é deduzida.
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2 Supersimetria global

2.1 A transformação supersimétrica

Uma teoria tem determinada simetria se a ação que a descreve é invariante
pela tranformação associada a essa simetria. Então considere a ação de Dirac
para um espinor de Weyl de massa M :

Sf = −i
∫
d4x

[
ψ̄α̇σ̄

nα̇α∂nψα −
iM

2
(ψαψα + ψ̄α̇ψ̄

α̇)

]
(1)

As notações e convenções utilizadas na expresão acima e no restante do
texto constam no Apêndice A.

Para a qual temos a seguinte equação de movimento :

σ̄nα̇α∂nψα = iMψ̄α̇

σnαα̇∂nψ̄
α̇ = iMψα (2)

Considere também a ação para um campo escalar complexo :

Sb = −
∫
d4x[∂mφ∂

mφ̄+M2φφ̄] (3)

e as suas equações de movimento :

�φ = M2φ, �φ̄ = M2φ̄ (4)

A ação S = Sf + Sb será invariante sob a seguinte tranformação :

δQφ =
√

2ξαψα

δQφ̄ =
√

2ξ̄α̇ψ̄
α̇

δQψα = i
√

2σmαα̇ξ̄
α̇∂mφ−

√
2Mφ̄ξα

δQψ̄
α̇ = i

√
2σ̄mα̇βξβ∂mφ̄−

√
2Mφξ̄α̇ (5)

A tranformação acima é uma tranformação de supersimetria que leva
campos bosônicos em fermiônicos por meio de parâmetros fermiônicos (ξ e
ξ̄) que são independentes de x. Nos caṕıtulos seguintes será explorado o caso
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em que o parâmetro depende das coordenadas do espaço-tempo, o que dará
origem a Supergravidade.

Supersimetria é uma simetria entre bósons e férmions, então uma teoria
supersimétrica deve possuir o mesmo número de graus de liberdade bosônicos
e fermiônicos. Do exemplo acima, verifica-se que a parte fermiônica tem 4
graus de liberdade totais enquanto a parte bosônica tem 2 graus de liberdade
totais, entretanto note que devido as equações de movimento ambos têm 2
graus f́ısicos. Com o objetivo de tornar iguais os graus de liberdade totais
e posteriormente construir uma teoria com supersimetria manifesta deve-se
inserir dois campos escalares bosônicos : F e F̄ . Esses campos são campos
auxiliares que podem ser usados para se reescrever a ação convenientemente,
eles podem ser escritos algebricamente em termos dos outros campos.

Considere agora a seguinte ação escrita com os campos F e F̄ :

S =

∫
d4x

[
− ∂mφ∂

mφ̄− iψ̄α̇σ
nα̇β∂nψβ + FF̄

+M

(
φF + φ̄F̄ − 1

2
ψαψα −

1

2
ψ̄α̇ψ̄

α̇

)]
(6)

Com as equações de movimento:

�φ = −MF̄ , �φ̄ = −MF, F̄ = −Mφ, F = −Mφ̄ (7)

Naturalmente, as equações de movimento para ψ e ψ̄ serão as mesmas de
(2). Se substituirmos as equações acima para F em (6), a ação inicial será
recuperada.

As seguintes transformações deixam (6) invariante:

δQφ =
√

2ξαψα, δQφ̄ =
√

2ξ̄α̇ψ̄
α̇

δQψα = i
√

2σmαα̇ξ̄
α̇∂mφ+

√
2ξαF,

δQψ̄
α̇ = i

√
2σ̄mα̇αξα∂mφ̄+

√
2ξ̄α̇F̄

δQF = i
√

2ξ̄α̇σ̄
mα̇α∂mψα, δQF̄ = i

√
2ξασ̄mαα̇∂mψ̄

α̇ (8)

2.2 O Superespaço

Na secção anterior construiu-se um modelo supersimétrico, entretanto se-
ria interessante que a teoria tivesse Supersimetria manifesta, isto é, que a
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invariância por Supersimetria fosse verificável de forma trivial a partir da
Lagrangeana. O formalismo de Supercampos permite que isso seja realizado.

Por analogia, considere a invariância relativistica. Em geral, não esperar-
se que uma teoria formulada no espaço euclidiano tridimensional seja invari-
ante por tranformações de Lorentz. Para obter uma teoria que seja manifes-
tamente invariante por Lorentz deve-se introduzir o tempo como coordenada
adicional, formando o espaço de Minkowski. De forma análoga, não é possivel
criar ações manifestamente supersimétricas no espaço de Minkowski. Assim
deve-se extender o espaço de Minkowski para formar o Superespaço. O Supe-
respaço é parametrizado pelas 4 coordenadas espaço-temporais de Minkowski
(xm), além de 4 variáveis de Grassman, que quando formuladas em termos
de espinores de Weyl são : θα e θ̄α̇, onde α, α̇ = 1, 2.

Os campos parametrizados pelas coordenadas do superespaços são cha-
mados Supercampos, e estes podem ser expandidos em série nas variáveis θ e
θ̄. Pelo fato de uma variável grassmaniana ao quadrado ser zero, a expansão
é finita e exata. Considere o supercampo G(x, θ, θ̄) :

G(x, θ, θ̄) = f(x) + θφ(x) + θ̄ξ̄(x) + θθm(x) + θ̄θ̄n(x) + θσmθ̄vm(x)

+ θθθ̄λ̄(x) + θ̄θ̄θψ(x) + θθθ̄θ̄d(x) (9)

2.2.1 Derivadas Supersimétricas

Para a construção de ações usando-se supercampos é necessário definir de-
rivação e integração em relação as variávies fermiônicas θ e θ̄. Considere
inicialmente as derivadas usuais em relação a θ e θ̄ :

∂α =
∂

∂θα
, ∂α =

∂

∂θα
,

∂̄α̇ =
∂

∂θ̄α̇
, ∂̄α̇ =

∂

∂θ̄α̇
, (10)

É importante notar que as derivadas com ı́ndice em cima se relacionam
com as com ı́ndice em baixo da seguinte forma :

εβα∂α = −∂β, ∂β = −εβα∂α (11)

Entretanto deve-se construir derivadas que sejam covariantes pela tran-
formação de supersimetria (que será expressa pela fórmula (24)), de forma
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que expressões manifestamente supersimétricas possam ser construidas. Es-
sas derivadas são conhecidas como Derivadas SupersiméTricas, dadas por
:

Dα =
∂

∂θα
+ iσmαα̇θ̄

α̇ ∂

∂xm

D̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
− iθασmαα̇

∂

∂xm
(12)

As relações de anticomutação dessas derivadas são dada por:

{Dα, D̄α̇} = −2iσmαα̇∂m

{Dα, Dβ} = {D̄α̇, D̄β̇} = 0 (13)

Na secção 2.2.3 será justificada a forma dessas derivadas.

2.2.2 Integração de Berezin

Com o objetivo de escrever ações em Superespaço define-se a integração sob
números de Grassmann, conhecida como intergração de Berezin. Considere,
o caso mais simples, a integral da função h de apenas uma variável fermiônica
κ :

∫
h(κ)dκ =

∫
dκ(A+Bκ) (14)

A integral de Berezin será definida como um funcional que associa a cada
f(κ) um número comutante (c-number). É interessante a invariância de
translação da integral, pois deseja-se uma definição análoga a

∫ +∞
−∞ dx, que

possui essa invariância.

κ → κ+ η∫
dκ(A+Bκ) =

∫
dκ((A+Bη) +Bκ) (15)

Por esse deslocamento o termo independente de κ se altera, enquanto
o outro permanece o mesmo. Por isso o resultado da integral deve depen-
der apenas de B. A única função linear que possui essa propriedade é uma
constante vezes B, por convenção essa constante é 1. Assim :

∫
dκ(A+Bκ) = B (16)
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O resultado da integração de h(κ) é o mesmo que seria obtido pela de-
rivação. Portanto a integração de Berezin é equivalente a diferenciação. Na
secção sobre ações no superespaço será apresentada a generalização para a
integração com várias variáveis fermiônicas.

2.2.3 Supercampos Quirais

Como visto na expansão em coordenadas deG(x, θ, θ̄), um supercampo contém
vários campos componentes que são apenas funções de x. Para a descrição de
certas teorias deve-se impor v́ınculos a G de modo que o número de campos
componentes seja reduzido. Define-se Supercampo Quiral (ou Supercampo
Escalar) como o supercampo que obedece ao seguinte v́ınculo:

D̄Φ = 0 (17)

É conveniente definir uma nova variável ym = xm + iθσmθ̄, pois

D̄α̇(x
m + iθσmθ̄) = 0 e D̄α̇θ = 0 (18)

Portanto qualquer supercampo, que seja função apenas de y e θ será um
supercampo Quiral. Quando se escreve as Derivadas SupersiméTricas em
termos de (y, θ, θ̄) fica claro que o supercampo Quiral em geral é Φ(y, θ):

Dα =
∂

∂θα
+ 2iσmαα̇θ̄

α̇ ∂

∂ym

D̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
(19)

Assim em termos de campos componentes temos:

Φ = φ(y) +
√

2θψ(y) + θθF (y) (20)

Ou em termo de (x, θ, θ̄):

Φ(xm + iθσmθ̄, θ) = φ(x) + iθσmθ̄∂mφ(x) +
1

4
θθθ̄θ̄�φ(x) +

√
2θψ(x)

− i√
2
θθ∂mψ(x)σmθ̄ + θθF (x) (21)

7



O campo Anti-Quiral é aquele que satisfaz o v́ınculo DαΦ̄ = 0. Seguindo
o que está feito acima, o supercampo anti-quiral será função apenas de ȳ e
θ̄. Assim :

Φ̄ = φ̄(ȳ) +
√

2ψ̄ȳ + θ̄θ̄F̄ (ȳ) (22)

Em termos de (x, θ, θ̄) :

Φ̄(xm − iθσmθ̄, θ) = φ̄(x)− iθσmθ̄∂mφ̄(x) +
1

4
θθθ̄θ̄�φ̄(x) +

√
2θ̄ψ̄(x)

+
i√
2
θ̄θ̄θσm∂mψ̄(x) + θ̄θ̄F̄ (x) (23)

Agora é posśıvel fazer a identificação entre o que foi mostrado na secção
2.1 com o formalismo de supercampos. As transformações dos campos dadas
em (8) podem ser reproduzidas por :

δQΦ(y, θ) = (ξQ+ ξ̄Q̄)Φ(y, θ)

δQΦ̄(ȳ, θ̄) = (ξQ+ ξ̄Q̄)Φ̄(ȳ, θ̄) (24)

Onde os operadores diferenciais Q, Q̄ são dados por :

Qα =
∂

∂θα
− iσmαα̇θ̄

α̇ ∂

∂xm

Q̄α̇ =
∂

∂θ̄α̇
− iσ̄mα̇αθα

∂

∂xm
(25)

Ou em termos de y, θ, θ̄ :

Qα =
∂

∂θα

Q̄α̇ = − ∂

∂θ̄α̇
+ 2iθασ m

αα̇

∂

∂ym
(26)

Como enunciado anteriormente, as derivadas supersimétricas, definidas
em (12), têm por finalidade possibilitar a criação de expressões manifes-
tamente supersimétricas. Isso é posśıvel porque essas derivadas comutam
com a transformação de supersimetria mostrada na expresão acima, isto é :
[δQ, Dα] = [δQ, D̄

α̇] = 0. Assim a derivada supersimétrica preserva a supersi-
metria.
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2.3 Ações no Superespaço

Como visto das transformações dos componentes de Φ(y, θ) em (8) o campo
F , que é o campo de ordem mais alta, tranforma por supersimetria como
uma derivada total. Quando integrado em

∫
d4x a variação por supersimetria

desse campo é um termo de superf́ıcie, então F é um candidato natural para
a construção de uma ação manifestamente supersimétrica. Por isso define-se
a integral quiral:∫

d2θg(y, θ) =

∫
d2θ

(
A(y) + θB(y) + θθF (y)

)
≡ F (x) (27)

Seguindo o mesmo racioćınio será definido integrações no superespaço que
se mostrarão utéis para a construção de ações :

∫
d2θ̄ḡ(ȳ, θ̄) =

∫
d2θ̄

(
Ā(y) + θ̄B̄(ȳ) + θ̄θ̄F̄ (ȳ)

)
≡ F̄ (x) (28)∫

d4θG(x, θ, θ̄) =

∫
d4θ(A(x) + θB(x) + · · ·+ θθθ̄θ̄D(x)) ≡ D(x)(29)

Ou em termos de derivadas:

∫
d4θF =

1

16

(
∂

∂θα

∂

∂θα
∂

∂θα̇
∂

∂θα̇
F

)
|θ=θ̄=0∫

d2θf =
1

4

(
∂

∂θα

∂

∂θα
f

)
|θ=θ̄=0∫

d2θ̄f̄ =
1

4

(
∂

∂θα

∂

∂θα
f̄

)
|θ=θ̄=0 (30)

A análise dimensional será o guia para a construção de ações no supe-
respaço. A variável x (e também a variável y) tem dimensão de massa −1 e
pela expressão de Φ(y) em (20) podemos determinar a dimensão de θ. φ(y) é
um campo escalar de dimensão 1 e ψ(y) é um espinor de dimensão 3

2
, então a

dimensão de θ é −1
2
, pois a dimensão de φ(y) é igual a dimensão de θψ(y). θ̄

tem dimensão −1
2

, por outro lado
∫
d4θ atua como derivada e assim tem di-

mensão +2 , da mesma forma
∫
d2θ e

∫
d2θ̄ têm dimensão +1. Naturalmente

Φ e Φ̄ têm dimensão +1.
A partir de

∫
d4θ e dos campos Φ e Φ̄ pode-se contruir um único termo

que é quadrático e não possui nenhum parâmetro dimensional:

Scin =

∫
d4xd4θ ΦΦ̄ (31)
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Quando expressa em termos de campos componentes, a ação acima é dada
por : ∫

d4x(−∂mφ∂mφ̄− iψσm∂mψ̄ + FF̄ ) (32)

Que reproduz a parte sem massa de (6).
Com

∫
d2θ é posśıvel criar termos de massa e interações :∫

d2θ

(
λΦ +

M

2
Φ2 +

g

3
Φ3

)
(33)

Onde λ tem dimensão 2, m dimensão 1 e g é adimensional. Pela condição
de renormalizabilidade não deve haver potências maiores de Φ.

Utilizando-se
∫
d2θ̄ obtém-se a expresão conjugada à mostrada acima.

Usando-se esses elementos pode-se contruir a ação renormalizavél mais
geral utilizando-se supercampos escalares :

S =

∫
d4x

[ ∫
d4θΦΦ̄ +

∫
d2θ

(
λΦ +

M

2
Φ2 +

g

3
Φ3

)
+

∫
d2θ̄

(
λ̄Φ̄ +

M̄

2
Φ̄2 +

ḡ

3
Φ̄3

)]
(34)

2.3.1 Supercampos Vetoriais

Define-se Supercampo Vetorial aquele que satisfaz a condição :

V (x, θ, θ̄) = V̄ (x, θ, θ̄) (35)

O supercampo vetorial é um supercampo real. Como qualquer supercampo
pode ser expandiado em potências de θ e θ̄ :

V (x, θ, θ̄) = C(x) + θχ(x) + θ̄χ̄(x) + θθM(x) + θ̄θ̄M̄(x)

− θσmθ̄vm(x) + iθθθ̄λ̄(x)− iθ̄θ̄θλ(x) + θθθ̄θ̄D(x) (36)

Pela condição de realidade C(x), vm(x) e D(x) são reais.
Agora, considere o supercampo real Φ + Φ̄ em termos de x:

Φ + Φ̄ = φ+ φ̄+
√

2θψ(x) +
√

2θ̄ψ̄ + θθF (x) + θ̄θ̄F̄ (x)

+ iθσmθ̄∂m(φ(x)− φ̄(x))− i√
2
θθθ̄σ̄m∂mψ(x)

+
i√
2
θ̄θ̄θσm∂mψ̄(x)− 1

4
θθθ̄θ̄�(φ(x) + φ̄(x)) (37)
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Observe que o coeficiente do termo θσmθ̄ é uma derivada : i∂m(φ(x) −
φ̄(x)). É conveniente escolher uma forma especial de V (x, θ, θ̄) de modo
que certas componentes de V sejam invariantes pela tranformação de gauge
supersimétrica que será definida a seguir. Para isso :

λ(x) → λ(x) +
i

2
σm∂mχ(x)

D(x) → D(x) +
1

4
�C(x) (38)

A generalização supersimétrica da transformação de gauge é definida :

V → V + Φ + Φ̄ (39)

Sob essa tranformação :

C → C + A+ Ā

χ → χ− i
√

2ψ

M → M + F

vm → vm − i∂m(φ− φ̄)

λ → λ

D → D (40)

A escolha (38) foi feita de forma que os componentes λ e D ficassem
invariantes pela transformação de gauge. Escolhendo o gauge adequado, isto
é, um determinado supercampo Φ, é posśıvel colocar as componetes C, ξ, M
iguais à zero. Esse gauge é conhecido como gauge de Wess Zumino (gauge
WZ). Note que no gauge de WZ ainda há uma liberdade na escolha de vm,
que é a tranformação usual de gauge. No gauge de WZ a expressão para V
e suas potências torna-se:

V = −θσmθ̄vm(x) + iθθθ̄θ̄λ̄(x)− iθ̄θ̄θλ(x) +
1

2
θθθ̄θ̄D(x)

V 2 = −1

2
θθθ̄θ̄vmv

m

V 3 = 0 (41)

No gauge de WZ, o Supercampo V (x, θ, θ̄) tem 8 graus de liberdade no
total. O campo vetorial real vm(x) tem 3 graus bosônicos (pois esse campo
ainda possui a liberdade de gauge usual), o campo espinorial complexo λ(x)
tem 4 graus fermiônicos e o campo escalar real D(x) tem 1 grau bosônico.
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Com o objetivo de se construir objetos invariantes pela transformação de
gauge generalizada, considere o supercampo espinorial Wα :

Wα = −1

4
D̄D̄DαV, W̄α̇ = −1

4
DDD̄α̇V (42)

Lembrado que DβD
αDα = D̄β̇D̄α̇D̄

α̇ = 0 é fácil ver que Wα é quiral e W̄α̇

é anti-quiral. A invariância de gauge pode ser verificada usando-se a relação
de anti-comutação das derivadas supersimétricas:

Wα → −1

4
D̄D̄Dα(V + Φ + Φ̄) = Wα −

1

4
D̄{D̄,Dα}Φ = Wα (43)

Wα é um supercampo quiral então as variáveis y e θ são as mais adequadas
para descreve-lo. Expressando V em termos de y e ȳ temos:

V = −θσmθ̄vm(y) + iθθθ̄λ̄(y)− iθ̄θ̄θλ(y) +
1

2
θθθ̄θ̄(D(y)− i∂mv

m(y))

= −θσmθ̄vm(ȳ)− iθ̄θ̄θλ(ȳ) + iθθθ̄λ̄(ȳ) +
1

2
θθθ̄θ̄(D(ȳ) + i∂mv

m(ȳ)) (44)

Assim temos :

Wα = −iλα(y) +D(y)θα −
i

2
(σmσnθ)α(∂mvn(y)− ∂nvm(y))

+ θθσ m
αα̇ ∂mλ̄

α̇(y) (45)

W̄α̇ = −iλα̇(ȳ) + θ̄α̇D(ȳ) +
i

2
εα̇γ̇(σ̄σθ)

γ̇(∂mvn(ȳ)− ∂nvm(ȳ))

− εα̇β̇ θ̄θ̄σ̄
mβ̇α∂mλα(ȳ) (46)

Pode ser visto diretamente das expressões acima que Wα e W̄α̇ são inva-
riantes de gauge, pois todos os seus campos são invariantes de gauge : D, λ
e (∂mvn − ∂nvm).

Partindo dos supercampos W e W̄ a ação sem parâmetros dimensionais
que pode ser naturalmente contruida é :

1

4

∫
d4x

(
d2θWαWα + d2θ̄W̄α̇W̄

α̇
)

(47)

Em termos de campos componetes:
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∫
d4x

(
1

2
D2 − 1

4
vmnvmn − iλσm∂mλ̄

)
(48)

onde vmn = ∂mvn − ∂nvm.
Então usando-se o supercampo vetorial foi posśıvel construir um generali-

zação supersimétrica para a lagrangeana de Maxwell, essa teoria é conhecida
como SuperMaxell.

Para finalizar esse caṕıtulo escrevemos as transformações de supersimetria
em função das coordenadas do superespaço:

xm → xm − i(θσmξ̄ − ξσmθ̄)

θµ → θµ − ξµ

θ̄µ̇ → θ̄µ̇ − ξ̄µ̇ (49)
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3 Supersimetria Local

No caṕıtulo anterior foi analisado o caso da transformação supersimétrica
global, isto é, o parâmetro da transformação supersimétrica é independente
das coordenadas do espaço-tempo. Neste caṕıtulo será considerado o caso
em que o parâmetro pode depender das coordenadas. No decorrer desse e do
próximo caṕıtulo apresentar-se-á a teoria de Supergravidade.

A Supergravidade pode ser formulada tanto no Superespaço quanto no
espaço-tempo usual.

A Supergravidade formulada no espaço-tempo foi inicialmente desenvol-
vida por [3] e [4]. A supergravidade surge a partir da imposição da invariância
da teoria por supersimetria local. Para manter uma lagrangeana invariante
por uma generalização local de uma simetria global é necessário introduzir
um campo, conhecido como campo de gauge, de forma que a parte adicional
surgida é cancelada. No caso em questão o campo de gauge deve ter um
ı́ndice espinorial e outro vetorial sendo da forma ψ α

m , isto pode ser visto da
transformação do campo de gauge δ(campo de gauge) = ∂m(parâmetro)+ ...,
como para a supersimetria o parâmetro é ξα, então o campo de gauge deve
ter estrutura de ı́ndices dada acima. Esse campo de gauge será o gravitino,
cujo parceiro supersimétrico é o graviton. Existem diversos trabalhos de re-
visão sob o tema (por exemplo, [5]), entretanto essa dissertação não tratará
da formulação da supergravidade a partir de campos componentes, mas de-
senvolverá a formulação da supergravidade no Superespaço e posteriormente
chegará no campos componentes, impondo v́ınculos e fixando liberdades de
gauge.

Uma das vantagem da formulação da supergravidade no superespaço,
cujos artigos pioneiros foram [6] e [7], é que essa abordagem é mais eficiente
para a construção de Lagrangeanas que são menores do que aquelas com
campos camponentes.

Como visto no caṕıtulo anterior um elemento geral do superespaço é dado
pelas coordenadas x, θ e θ̄. Assim um elemento arbitrário do Superespaço é
denotado por zM ∼ (xm, θµ, θ̄µ̇)z. O ı́ndice maiusculo M servirá para denotar
tanto o ı́ndice vetorial m, quanto os espinoriais µ e µ̇.

As transformações das coordenadas por supersimetria é dada em (49),
sua generalização para supersimetria local no espaço-tempo é obtida fazendo
o parâmetro ξ depender de x:

xm → xm − i(θσmξ̄(x)− ξ(x)σmθ̄)

θµ → θµ − ξµ(x)

θ̄µ̇ → θ̄µ̇ − ξ̄µ̇(x) (50)
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3.1 Formas diferenciais no superespaço

Durante essa secção se desenvolverá o formalismo de formas diferenciais em
Superespaço, que é covariante por uma transformação geral de coordenadas.
É esperado que o leitor já esteja familiarizado com as formas diferenciais
usuais, veja por exemplo [8].

De acordo com a sua paridade Grassmaniana, os elementos do supe-
respaço podem comutar ou anticomutar, de acordo com a seguinte regra:

zNzM = (−)nmzMzN (51)

Onde n é uma função de N que tem valor 0 para um ı́ndice vetorial e 1
para um ı́ndice espinorial e m é uma função de M com as mesmas proprie-
dades. Assim, dois objetos com ı́ndices espinoriais anticomutam e um objeto
com ı́ndice vetorial comuta com outro de ı́ndice espinorial ou vetorial.

Uma 0-forma é definida como uma função do Superespaço P (z). A de-
finição de uma 1-Forma é :

dzMWM = dxmWm + dθµWµ + dθ̄µ̇W̄µ̇(z) (52)

Onde dzM ∼ (dxm, dθµ, dθ̄µ̇) é um diferencial do Superespaço.
Para a construção de outras superformas diferencias define-se o produto

exterior:

dzM ∧ dzN = −(−)nmdzN ∧ dzM (53)

Uma p-forma é dada por :

Ω = dzM1 ∧ · · · ∧ dzMpWMp···M1 (54)

Note que a função coeficiente WMp···M1 pode possuir ı́ndices tanto vetori-
ais, quanto espinoriais. Quando a função coeficiente tiver um número par de
ı́ndices espinoriais ela será bosônica, e quando tiver um número ı́mpar será
fermiônica.

Repare que a p-forma, por convenção, é definida de maneira que haja
sempre um par de ı́ndices iguais entre aqueles que estão sendo somados. O
simbolo ∧ será omitido no restante desse trabalho.

O produto exterior de formas é associativo, linear e a relação de co-
mutação para a p-forma Σ e a q-forma Ω é:

ΣΩ = (−)pqΩΣ (55)
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Define-se a derivada exterior d como o mapeamento da p-forma:

Ω = dzM1 · · · dzMpWMp···M1(z) (56)

na (p+1)-forma :

dΩ = dzM1 · · · dzMpdzN∂NWMp···M1(z) (57)

Considerando a p-forma Ω (56) e a q-forma Σ dada por:

Σ = dzN1 · · · dzNqVNq ···N1(z) (58)

Temos:

d(ΩΣ) = d(dzM1 · · · dzMpWMp···M1dz
N1 · · · dzNqVNq ···N1)

= d(dzM1 · · · dzMpdzN1 · · · dzNqVNq ···N1WMp···M1)

= dzM1 · · · dzMpdzN1 · · · dzNq [dzL(∂LVNq ···N1)WMp···M1 +

VNq ···N1dz
L∂LWMp···M1 ]

= dzM1 · · · dzMpWMp···M1dz
N1 · · · dzNqdzL∂LVNq ···N1 +

(−)qdzM1 · · · dzMpdzL(∂LWMp···M1)dz
N1 · · · dzNqVNq ···N1 (59)

Portanto

d(ΩΣ) = ΩdΣ + (−)qdΩΣ (60)

Tomando-se a derivada exterior de (57) encontra-se outra propriedade
interessante:

d(dΩ) = dzM1 · · · dzMp dzNdzN
′︸ ︷︷ ︸

−(−)nn′dzN′dzN

∂N ′∂N︸ ︷︷ ︸
(−)nn′∂N∂N′

WMp···M1

= −d(dΩ) (61)

Logo

dd = 0 (62)
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3.2 A Derivada Covariante

Teorias de Gauge são covariantes por algum grupo de estrutura local, no caso
de teorias de gravidade esse grupo é o grupo de Lorentz. Formas diferenciais
geram uma representação desse grupo, considere a transformação da forma
Ω:

ΩA → ΩBΛ A
B (z) (63)

Onde Λ A
B (z) denota a tranformação do grupo de estrutura. Infinitesi-

malmente :

δΩA = ΩBX A
B (z) (64)

Em (63), Ω transforma linearmante sob o grupo de estrutura (Ω → ΩΛ),
a derivada exterior de uma forma não se transforma dessa maneira:

d(Ω′) = d(ΩΛ) = ΩdΛ + dΩΛ (65)

Devido ao termo extra (ΩdΛ) da equação acima deve-se criar uma gene-
ralização da derivada exterior d, conhecida como Derivada Covariante D, de
tal forma que :

DΩ′ = D(ΩΛ) = (DΩ)Λ (66)

A forma de D deve ser a derivada usual somada com um termo com a
conexão φ. A conexão é uma 1-forma que toma valores na Álgebra de Lie do
grupo de estrutura. Portanto:

DΩ = dΩ + Ωφ (67)

O lado esquerdo de (66):

DΩ′ = dΩ′ + Ω′φ′ = ΩdΛ + dΩΛ + ΩΛφ′ (68)

O lado direito:

(DΩ)Λ = dΩΛ + ΩφΛ (69)
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Portanto

ΩΛφ′ = Ωφλ− ΩdΛ (70)

Logo, a imposição da covariancia de DΩ implica uma lei de tranformação
para a conexão φ:

φ→ φ′ = Λ−1φΛ− Λ−1dΛ (71)

Para continuar o estudo das propriedades geometricas do superespaço
deve-se especificar o grupo de estrutura, isto é, o grupo do espaço tangente.

O grupo do espaço tangente escolhido é tal que :

XAB = −(−)abXBA

X β
a = X β̇

a = X β̇
α = 0

X b
a = L b

a (z)

Xαβ = Lαβ = −1

2
(σab)αβLab

Xα̇β̇ = Lα̇β̇ = −1

2
(σ̄ab)α̇β̇Lab

(72)

Onde Lab são as transformações infinitesimais do grupo de Lorentz, assim
o grupo de estrutura consiste das tranformações de Lorentz dependetes de x,
θ e θ̄. Os geradores do grupo podem ser decompostos em três componentes
irredutiveis : L a

b , L α
β e L α

β .
Os ı́ndices de cima e de baixo do espaço tangente serão relacionados pelas

matrizes εαβ, ε
αβ, εα̇β̇ e εα̇β̇ no caso de ı́ndice espinoriais e pela métrica de

Minkowski no caso de ı́ndices vetoriais.
Utilizando (72) e as formulas do apêndice A será verificada a seguinte

relação entre os geradores do grupo de estrutura:

σ a
αα̇ σ

b
ββ̇
Lab = −2εαβLα̇β̇ + 2εα̇β̇Lαβ (73)

Multiplicando a expressão acima por σ̄cβ̇βσ̄dα̇α o lado direito se torna:

σ̄cβ̇βσ̄dα̇ασ a
αα̇ σ

b
ββ̇
Lab = (−2ηad)(−2ηbc)Lab = 4Ldc (74)

E o lado esquerdo:
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σ̄cβ̇βσ̄dα̇α(−2εαβLα̇β̇ + 2εα̇β̇Lαβ)

= σ̄cβ̇βσ̄dα̇α(εαβ(σ̄
ab)α̇β̇Lab − εα̇β̇(σ

ab)αβLab) (75)

Devido a anti-simetria de Lab:

σabLab =
1

4
(σaσ̄b − σbσ̄a)Lab =

1

2
σaσ̄bLab (76)

E analogamente para σ̄ab.
Então (75) torna-se:

1

2
εαβεα̇γ̇σ̄

aγ̇γσ b
γβ̇
σ̄cβ̇βσ̄dα̇α − 1

2
εα̇β̇εβγσ̄

cβ̇βσ̄dα̇ασ a
αγ̇ σ̄

bγ̇γLab

=
1

2
Lab(σ

b
γβ̇
σ̄cβ̇βσ d

βγ̇ σ̄
aγ̇γ + σ c

γα̇ σ̄
dα̇α︸ ︷︷ ︸

−2ηcdδ α
γ −σ d

γα̇ σ̄cα̇α

σ a
αγ̇ σ̄

bγ̇γ) (77)

Substituindo a relação do apendice A (364):

Lab(η
bdσc − ηcdσb − ηbcσd)γγ̇σ̄

aγ̇γ = −2Lcd + 2Ldc (78)

Portanto (73) está verificada.

3.3 Vielbein

No restante dessa dissertação será adotada a convenção a seguir: os ı́ndice
representados por letras do ı́nicio do alfabeto são ı́ndices de Lorentz (́ındices
tangente), que transformam-se pelo grupo de estrutura. Enquanto os ı́ndices
do meio do alfabeto são ı́ndices de Einstein (́ındices de mundo), relacionados
com a transformação geral de coordenadas. O ı́ndice de Lorentz A relaciona-
se com o ı́ndice de Einstein M por meio do campo de Vielbein E A

M e seu
inverso:

VM = E A
M VA

VA = E M
A VM (79)

As formas diferenciais mostradas até então foram escritas usando-se o
diferencial do superespaço dzM como base, entretanto usando-se E A

M forma-
se base uma que frequentemente é mais adequada, chamada de Vielbein:
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EA = dzME A
M (80)

O Vielbein é definido de tal forma que :

dzM
∂

∂zM
= EADA = dzME A

M E N
A

∂

∂zN
(81)

Naturalmente,

E C
M E N

C = δ N
M

E M
A E B

M = δ B
A (82)

e

DA = E N
A

∂

∂zN
(83)

A derivada covariante se reduzirá à derivada Supersimétrica no caso
plano. Pela comparação de (12) e (83), os valores do Vielbein são nesse
caso:

E m
a = δ m

a , E µ
α = δ µ

α , Eα̇
µ̇ = δα̇µ̇

E m
α = iσ m

αα̇ θ̄α̇, Eα̇m = iθασ m
αβ̇

εα̇β̇ (84)

E o seu inverso:

E a
m = δ a

m , E α
µ = δ α

µ , Eµ̇
α̇ = δµ̇ α̇

E a
µ = −iσ a

µµ̇ θ̄
µ̇, Eµ̇a = −iθνσ a

νν̇ ε
ν̇µ̇ (85)

Os demais elementos são nulos.
Nas duas secções seguintes estudaremos alguns objetos básicos utilizados

para a descrição da Supergravidade no Superespaço.

3.3.1 Torção

A 2-forma chamada torção TA é definida como a derivada covariante do
Vielbein:

TA = DEA = dEA + EBφ A
B (86)
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A torção pode ser escrita como uma expansão em termos do Vielbein E
ou dos diferenciais dz :

TA =
1

2
dzMdzNT A

NM =
1

2
ECEBT A

BC (87)

Usando (80):

dzMdzNT A
NM = dzME C

M dzNE B
N T A

BC

= (−)b(m+c)dzMdzNE B
N E C

M T A
BC (88)

Assim

T A
NM = (−)b(m+c)E B

N E C
M T A

BC (89)

Ou

T A
BC = (−)b(m+c)E M

C E N
B T A

NM (90)

Explicitamente a forma da torção é dada por :

1

2
dzMdzNT A

NM = dzMdzN∂NE
A

M + dzME B
M dzNφ A

NB (91)

Deve-se somar sobre todas as permutações posśıveis para encontrar a
função coeficiente.

⇒ dzNdzM
(

1

2
T A
NM − ∂NE

A
M + (−)n(m+b)E B

M φ A
NB

)
+ dzMdzN

(
1

2
T A
MN − ∂ME

A
N + (−)m(n+b)E B

N φ A
MB

)
= 0 (92)

⇒ dzMdzN
[
1

2
T A
NM − ∂NE

A
M − (−)n(m+b)E B

M φ A
NB

− (−)nm
(

1

2
T A
MN − ∂ME

A
N − (−)m(n+b)E B

M φ A
NB

) ]
= 0 (93)

Logo:
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T A
NM = ∂NE

A
M − (−)nm∂ME

A
N + (−)n(b+m)E B

M φ A
NB

− (−)mbE B
N φ A

MB (94)

Considerando a fórmula (94) acima e a do Vielbein, mostrado em (84),
que é valida para o espaço plano onde φ = 0, pode-se encontrar que a torção
tem componentes não nulas :

T A
BC = (−)b(m+c)E M

C E N
B (∂NE

C
M − (−)mn∂NE

A
M )

⇒ εβ̇γ̇T c
αγ̇ = Eβ̇

ν̇E
µ
α (∂µE

ν̇c + ∂ ν̇E c
µ ) (95)

Portanto temos as seguintes componentes para a torção no superespaço
plano:

T c
αβ̇

= T c
β̇α

= 2iσ c
αβ̇

(96)

3.3.2 Curvatura

A derivada covariante da conexão é chamada Curvatura R:

R = dφ+ φφ (97)

Tanto a conexão quanto a curvatura pertencem álgebra do grupo do
espaço tangente e portanto sofrem as mesmas restrições de L B

A . Para a
conexão:

φ = dzMφM = EAφA

φM = φ B
MA

φMAB = −(−)abφMAB (98)

E para a curvatura:

RNMAB = −(−)abRNMBA

RNMaβ = RNMaβ̇ = RNMαβ̇ = 0 (99)

σ a
αα̇ σ

b
ββ̇
RNMab = −2εαβRNMα̇β̇ + 2εα̇β̇RNMαβ (100)

E por ser uma 2-forma a curvatura :
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R B
NMA = −(−)nmR B

MNA (101)

Para encontrar a forma explicita da função coeficiente da curvatura realiza-
se o mesmo procedimento usado para obter (94) :

1

2
dzMdzNR B

NMA = dzMdzN∂Nφ
B

MA + dzMφ C
MA dzNφ B

NC (102)

temos

R B
NMA = ∂Nφ

B
MA − (−)nm∂Mφ

B
NA + (−)n(m+a+c)φ C

MA φ B
NC

− (−)m(a+c)φ C
NA φ B

MC (103)

3.4 Indentidades de Bianchi

A torção e a Curvatura foram definidas como as derivadas covariantes do Vi-
elbein e da Conexão, respectivamente. Devido a dd = 0, derivadas de ordem
mais alta levam à identidades que relacionam as quantidades já conhecidas,
essas identidades são chamadas Identidades de Bianchi. As identidades de
Bianchi de primeiro tipo são obtidas da derivada covariante, considere a de-
rivada covariante de um tensor F :

dDF = Fdφ− dFφ = F (R− φφ)− (DF − Fφ)φ

= FR−DFφ
⇒ DDF = FR (104)

Se F estiver representando o vielbein:

DTA = EBR A
B (105)

Em termos da torção na base do Vielbein:

DTA =
1

2
D(EBECT A

CB )

=
1

2
EBECDT A

CB +
1

2
EBTCT A

CB − 1

2
TBECTCB

⇒ EBECED(DDT
A

CB −R A
DCB + T F

DC T A
FB ) = 0 (106)
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As identidades de Bianchi de segundo tipo são obtidas da derivada exte-
rior da curvatura

dR = φdφ− dφφ = φR−Rφ

⇒ DR = 0 (107)

Da expressão acima,

D(EAEBR D
BAC ) =

1

2
EAEBDR D

BAC − 1

2
TAEBR D

BAC +
1

2
EATBR D

BAC

⇒ ECEDEE(DER
B

DCA + T F
ED T B

FCA ) = 0 (108)

3.4.1 Vı́nculos para Supergravidade

O formalismo desenvolvido nas secções anteriores é bastante geral, pois φ B
MA

e E A
M são campos arbitrários a prinćıpio. Para a descrição da supergravi-

dade deve-se encontrar v́ınculos adequados que reduzam o número de campos
componentes.

Na Relatividade Geral temos uma situação análoga, pois a gravidade
é formulada em termos do vielbein e da conexão e na Relatividade Geral
é escolhida a condição de torção nula. Para manter a analogia o v́ınculo
natural a ser imposto seria :

T A
NM = 0 (109)

O problema desse v́ınculo é que ele exclui o espaço plano supersimétrico
com solução da teoria, como expresso por (96).

Não há uma maneira geral para se encontrar os v́ınculos adequados, as di-
versas possibilidades devem ser analisadas, como proposto por [9] os v́ınculos
para a torção são dados por:

T
γ

αβ = T c
αβ = T c

αb = T c
aβ = T c

ab = 0

T c
αβ̇

= T c
β̇α

= 2iσ c
αβ̇
, (110)

Onde os ı́ndices sublinhados indicam tanto ı́ndices com ponto como sem
ponto. Dessa forma as únicas compenentes da torção que podem ser não

nulas são T c
αβ̇

= T c
β̇α

= 2iσ c
αβ̇

, T
γ

αb , T
γ

aβ e T
γ

ab .

A seguir será mostrado que a identidade de Bianchi (106) admite uma
solução sujeita aos vinculos (110). Essa solução dependerá de 3 supercampos
R , Gαβ̇ e Wαβγ, como será visto a seguir.
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3.4.2 Componentes irredutivéis das Identidades de Bianchi

Para encontrar a solução de (106), esta deve ser decomposta em equações
irredutivéis pelo grupo local de Lorentz, isto é, para cada ı́ndice representado
por uma letra latina maiúscula (por exemplo: A) deve-se substituir pela letra
latina minúscula correspondente e as letras gregas com e sem ponto (por
exemplo: a, α, α̇).

O número de componentes irredutiveis de (106) é obtido levando-se em
conta que existem 3 ı́ndices maiúsculos (B, C e D) na base de vielbein e
cada um pode ser de 3 tipos (b, β, β̇, ...), assim o número de permutações
que dará origem a equações diferentes é 5!

3!2!
= 10, como o ı́ndice A também

pode ser de 3 tipos teremos a prinćıpio 30 equações diferentes. Entretranto
várias dessas equações são nulas ou se relacionam por conjugação complexa.

Para se encontrar as equações é necessario substituir e verificar quais delas
resultam em expressões não triviais. O procedimento é análogo ao que foi
feito para encontra (94), será feito a seguir alguns exemplos para ilustrar o
método e depois todas as indentidades serão listadas.

Para facilitar a notação será definido:

∆DCBA = DDTCBA −RDCBA + T F
DC TFBA (111)

A expressão (106) pode ser reescrita:

EBECED∆DCBA + ECEDEB∆BDCA + EDEBEC∆CBDA

+EBEDEC∆CDBA + ECEBED∆DBCA + EDECEB∆BCDA = 0(112)

Rearanjando a base de Vielbein:

∆DCBA + (−)b(c+d)∆BDCA + (−)d(b+c)∆CBDA

−(−)cd∆CDBA − (−)bc∆DBCA − (−)b(d+c)(−)dc∆BCDA = 0 (113)

A partir de (111) e (113) podemos substituir para encontrar as expresões
irredutivéis. Para A = α, B = β, C = γ e D = δ, após considerar os v́ınculos
os únicos termos que sobram são os que envolvem a curvatura R, que possui
a simetria dada em (101), então:

Rδγβα +Rβδγα +Rγβδα = 0 (114)

Considere agora o caso em que A = α, B = b, C = γ̇ e D = d:

25



∆dγ̇bα + ∆bdγ̇α + ∆γ̇bdα −∆γ̇dbα −∆dbγ̇α −∆bγ̇dα = 0 (115)

Substituindo (111) e considerando os v́ınculos, as propriedades de R e o
fato de que T é uma 2-forma:

DdTγ̇bα +DbTdγ̇α + D̄γ̇Tbdα + T
φ

dγ̇ Tφbα + T
φ

γ̇b Tφdα = 0 (116)

Na expressão acima os ı́ndices sublinhados indicam a soma sob os ı́ndices
com ponto e sem ponto. Da mesma forma fazendo as substituições corretas
obtém-se as 13 componentes não nulas:

Rβδγα +Rδγβα +Rγβδα = 0 (117)

Rδγ̇βα +Rγ̇βδα = −2iσ f
δγ̇ Tβfα − 2iσ f

βγ̇ Tδfα (118)

Rβδγ̇α̇ = −2iσ f
δγ̇ Tβfα̇ − 2iσ f

βγ̇ Tδfα̇ (119)

Rδbγα +Rγbδα = −DγTδbα −DδTγbα (120)

Rbδγ̇α̇ = DδTγ̇bα̇ + D̄γ̇Tδbα̇ + 2iσ f
δγ̇ Tfbα̇ (121)

D̄γ̇Tδ̇bα + D̄δ̇Tγ̇bα = 0 (122)

Rβ̇δ̇ca = −2iσaφδ̇T
φ

β̇c
− 2iσaφβ̇T

φ

δ̇c
(123)

Rβδ̇ca = −2iσaφδ̇T
φ

βc + 2iσaβφ̇T
φ̇

δ̇c
(124)

Rbdγ̇α̇ = DbTdγ̇α̇ +DdTγ̇bα̇ + D̄γ̇Tbdα̇ + T
φ

dγ̇ Tφbα̇ + T
φ

γ̇b Tφdα̇ (125)

DbTdγ̇α +DdTγ̇bα + D̄γ̇Tbdα + T
φ

dγ̇ Tφbα + T
φ

γ̇b Tφdα = 0 (126)

Rβdca +Rcβda + 2iσaβφ̇T
φ̇

dc = 0 (127)

DbTdcα +DdTcbα +DcTbdα + T
φ

bd Tφcα + T
φ

dc Tφbα + T
φ

cb Tφdα = 0 (128)

Rbdca +Rdcba +Rcbda = 0 (129)
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3.4.3 Soluções das Identidades de Bianchi

Nessa secção as identidades de Bianchi (eqs. de (117) a (129)) são resolvidas,
para a referência original consulte [10].

Como já demonstrado as Identidades de Bianchi são satisfeitas identi-
camente. Pode-se retirar informações interessantes quando se considera os
v́ınculos, primeiramente estes devem ser consistentes com as identidades.
Além disso, a resolução das identidades sujeitas a esses v́ınculos permite sa-
ber os componentes nulos e não nulos da torção e curvatura e expressa-los
em termos de um conjuto pequeno de supercampos, como será mostrado: R,
Gαα̇, Wαβγ.

A conversão de ı́ndices vetoriais em espinoriais é obtida utilizando-se as
matrizes σ, de forma que :

Rβ̇,δ̇,γγ̇,αα̇ = σ c
γγ̇ σ

a
αα̇ Rβ̇δ̇ca

Tδ̇,γγ̇,φ = σ c
γγ̇ Tδ̇cφ (130)

Onde a “,” é colocada, quando houver necessidade, para indicar quais
ı́ndices eram vetoriais.

Identidade (123) Há 13 equações a serem resolvidas, dessas 7 são mais
simples pois não possuem derivadas e são lineares. Comecemos convertendo
(123) para notação espinorial, para isso multiplica-se (123) por σ c

γγ̇ σ
a

αα̇ :

Rβ̇,δ̇,γγ̇,αα̇ = −2i[(σ a
αα̇σaφδ̇)T

φ

β̇,γγ̇,
+ (σ a

αα̇σaφβ̇)T
φ

δ̇,γγ̇,
] (131)

Substituindo (356) e (100) na expressão acima temos:

− 2εγαRβ̇δ̇γ̇α̇ + 2εγ̇α̇Rβ̇δ̇γα = −2i[εφβεδ̇φ̇(−2δ β
α δ

φ̇
α̇)T

φ

β̇,γγ̇,

+ εφβεβ̇φ̇(−2δ β
α δ

φ̇
α̇)T

φ

δ̇,γγ̇,
] (132)

⇒ εγ̇α̇Rβ̇δ̇γα − εγαRβ̇δ̇γ̇α̇ = 2i(εα̇β̇Tδ̇,γγ̇,α + εα̇δ̇Tβ̇,γγ̇,α) (133)

O tensor Tδ̇,γγ̇,α pode ser expresso em termos de tensores com propriedades
de simetria bem definidas por permutação de ı́ndices. Assim esse tensor pode
ser escrito como a soma de uma parte simetrica e uma anti-simetrica em δ̇γ̇
e cada uma dessas partes pode ser decomposta em uma simetrica e outra
anti-simetrica nos ı́ndices γα:

Tδ̇,γγ̇,α = εδ̇γ̇εγαT + εδ̇γ̇T(γα) + εγαT(δ̇γ̇) + T(γα)(δ̇γ̇) (134)
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Pode-se projetar a parte anti-simetrica de (133) em αγ e α̇γ̇ multiplicando-
a por εαγεα̇γ̇:

0 = 2i εγαεγα︸ ︷︷ ︸
−2

εγ̇α̇εα̇β̇︸ ︷︷ ︸
δγ̇

β̇

εδ̇γ̇T + 2i εγαεγα︸ ︷︷ ︸
−2

εγ̇α̇εα̇β̇︸ ︷︷ ︸
δγ̇

β̇

T(δ̇β̇)

+ 2i εγαεγα︸ ︷︷ ︸
−2

εγ̇α̇εα̇δ̇︸ ︷︷ ︸
δγ̇

δ̇

εβ̇γ̇T + 2i εγαεγα︸ ︷︷ ︸
−2

εγ̇α̇εα̇δ̇︸ ︷︷ ︸
δγ̇

δ̇

T(γ̇β̇) (135)

Dáı,

T(β̇δ̇) = 0 (136)

A componente de (133) simetrica em γα :

εγ̇α̇Rβ̇δ̇γα = 2i(εα̇β̇εδ̇γ̇ + εα̇δ̇εβ̇γ̇)T(γα) + 2i(εα̇β̇T(γα)(δ̇γ̇) + εα̇δ̇T(γα)(β̇γ̇)) (137)

Multiplicando por εα̇β̇:

Rγ̇δ̇γα = 6iεγ̇δ̇T(γα) − 6iT(γ,α)(δ̇,γ̇) (138)

Separando a equação acima na parte simetrica e anti-simetrica em γ̇δ̇
obtém-se:

T(γα) = 0, Rγ̇δ̇γα = −6iT(γ,α)(γ̇,δ̇) (139)

Multiplicando (137) por εα̇γ̇:

2Rβ̇δ̇γα = 2i(εβ̇δ̇ + εδ̇β̇)T(γα) − 2i(T(γ,α)(δ̇,β̇) + T(γ,α)(β̇,δ̇))

⇒ Rβ̇δ̇γα = −2iT(γ,α)(β̇,δ̇) (140)

Substituindo (140) em (139) conclui-se que:

T(γ,α)(β̇,δ̇) = 0,

Rβ̇δ̇γα = Rβδγ̇α̇ = 0 (141)

Resta analisar a parte totalmente anti-simetrica de Tδ̇,γγ̇,α. Por convenção
define-se o T que aparece um (134) como T = −2iR. Subtituindo em (133)
obtém-se:

Tδ̇,γγ̇,α = −2iεδ̇γ̇εγαR (142)
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E em (133):

Rβ̇δ̇γ̇α̇ = 4(εβ̇α̇εδ̇γ̇ + εδ̇α̇εβ̇γ̇)R (143)

Substituindo (143) em (100) e considerando (141):

Rβ̇,δ̇,γγ̇,αα̇ = −8εγα(εβ̇α̇εδ̇γ̇ + εδ̇α̇εβ̇γ̇)R (144)

Pode-se também encontrar outras componentes da torção e da curvatura
por conjugação.

Para a torção sabemos que Tδ = (T δ̇)†, que pode ser escrita em termos
de componetes:

T δ̇ = · · ·+ EmEαT δ̇
αm + · · ·

Tδ = · · ·+ EmEα̇T
α̇
mδ + · · · (145)

A conjugação hermitiana de T δ̇ é dada por:

(T δ̇)† = · · ·+ (T δ̇
αm )†(Eα)†(Em)† + · · · = · · ·+ (T δ̇

αm )†Eα̇E
m + · · · (146)

Isso implica:

T α̇mδ = −(T δ̇
αm )† (147)

Logo substituindo (142)

σ̄ ββ̇
m εδ̇ε̇Tα,ββ̇,ε̇ = −(σ̄ ββ̇

m εα̇ε̇Tε̇,ββ̇,δ)
†

= 2iσ̄ εδ̇
m εαεR

† (148)

Então, multiplicando por εγ̇δ̇:

Tδ,γγ̇,α̇ = −2iεδγεγ̇α̇R
† (149)

E para a curvatura:

Rβδγα = 4(εβαεδγ + εδαεβγ)R
† (150)

A identidade (123) foi resolvida e encontrou-se que com um único super-
campo R pode-se expressar Rβ̇δ̇ca e Tδ̇cφ.
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Identidades (117) e (119) As identidades (117) e (119) são satisfeitas
automaticamente a partir dos resultados encontrados, para (123). No caso
de (117):

4(εβαεδγ + εδαεβγ)R
† + 4(εδαεγβ + εγαεδβ)R

†

+ 4(εγαεβδ + εβαεγδ)R
† = 0 (151)

Para (119):

0 = −2i[−2i(εβδεγ̇α̇ + εδβεγ̇α̇)R
†] (152)

Identidades (118) e (124) Convertendo (118) e (124) para notação es-
pinorial obtém-se repectivamente:

Rδγ̇βα +Rβγ̇δα = −2iTβ,δγ̇,α − 2iTδ,βγ̇,α (153)

εγαRβδ̇γ̇α̇ − εγ̇α̇Rβδ̇γα = 2i(εδ̇α̇Tβ,γγ̇,α − εβαTδ̇,γγ̇,α̇) (154)

A curvatura e a torção podem ser decompostas da seguinte forma:

Rδγ̇βα = εβδAαγ̇ + εαδBβγ̇ + C(αβδ)γ̇

Rβδ̇γ̇α̇ = εγ̇δ̇A
†
γα̇ + εα̇δ̇B

†
βγ̇ + C†

(δ̇γ̇α̇)β
(155)

Tβ,δγ̇,α = εβδDαγ̇ + εαβEδγ̇ + εδαFβγ̇ +H(αβδ)γ̇

Tδ̇,γγ̇,α̇ = −(εδ̇γ̇D
†
γα̇ + εα̇δ̇E

†
γγ̇ + εγ̇α̇F

†
γδ̇

+H†
(α̇δ̇γ̇)γ

) (156)

Onde o sinal de “−” da expressão acima tem a mesma origem do sinal
negativo em (147).

Pode-se encontrar relações entre os termos de simetria definida da torção
e Curvatura substituindo-se (155) e (156) em (153):

εαδBβγ̇ + εαβBδγ̇ + 2C(αβδ)γ̇ =

− 2i[εαβ(Eδγ̇ − Fδγ̇) + εαδ(Eβγ̇ − Fβγ̇) + 2H(αβδ)γ̇] (157)

Contraindo a expressão acima com εδα:

Bβγ̇ = −2i(Eβγ̇ − Fβγ̇) (158)
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Da mesma forma as expressões, substituindo (155), (156) e (158) em
(154):

εγ̇α̇(εγβAαδ̇ − 2iεαβ(Eγδ̇ − Fγδ̇) + C(αβγ)δ̇)

− εγα(εγ̇δ̇A
†
βα̇ + 2iεα̇δ̇(E

†
βγ̇ − F †

βγ̇) + C†
(δ̇γ̇α̇)β

)

= −2i[εβα(εδ̇γ̇D
†
γα̇ + εα̇δ̇E

†
γγ̇ + εγ̇α̇F

†
γδ̇

+H†
(α̇δ̇γ̇)γ

)

+ εδ̇α̇(εβγDαγ̇ + εαβEγγ̇ + εγαFβγ̇ +H(αβγ)γ̇)] (159)

Contraindo-se a expressão acima com tensores-ε de diversos ı́ndices encontrar-
se várias equações que relacionam os termos da torção e curvatura.

Contraindo com εα̇γ̇ εβγ:

4Aαδ̇ − 4i(Eαδ̇ − Fαδ̇) + 2i(E†
αδ̇
− F †

αδ̇
)

= −2i(D†
αδ̇

+ E†
αδ̇
− 2F †

αδ̇
− 2Dαδ̇ + Eαδ̇ + Fαδ̇) (160)

Contraindo com εα̇γ̇εβα:

2Aγδ̇ − 8i(Eγδ̇ − Fγδ̇) + A†
γδ̇
− 2i(E†

γδ̇
− F †

γδ̇
)

= −2i(2D†
γδ̇

+ 2E†
γδ̇
− 4F †

γδ̇
−Dγδ̇ + 2Eγδ̇ − Fγδ̇) (161)

Contraindo com εαγεδ̇γ̇

Aβα̇ + 2i(Eβα̇ − Fβα̇)− 4A†
βα̇ − 4i(E†

βα̇ − F †
βα̇)

= −2i(−2D†
βα̇ + E†

βα̇ + F †
βα̇ +Dβα̇ + Eβα̇ − 2Fβα̇) (162)

Contraindo com εαγεδ̇α̇:

−Aβγ̇ − 2i(Eβγ̇ − Fβγ̇)− 2A†
βγ̇ − 8i(E†

βγ̇ − F †
βγ̇)

= −2i(−D†
βγ̇ + 2E†

βγ̇ − F †
βγ̇ + 2Dβγ̇ + 2Eβγ̇ − 4Fβγ̇) (163)

Contraindo com εαβεγ̇δ̇:

Aγα̇ − 2i(Eγα̇ − Fγα̇) + 2A†
γα̇ + 2i(E†

γα̇ − F †
γα̇)

= −2i(4D†
γα̇ − 2E†

γα̇ − 2F †
γα̇ +Dγα̇ − 2Eγα̇ + Fγα̇) (164)

Contraindo com εαβεδ̇α̇:

Aγγ̇ − 4i(Eγγ̇ − Fγγ̇)− A†
γγ̇ − 4i(E†

γγ̇ − F †
γγ̇)

= −2i(−2D†
γγ̇ + 4E†

γγ̇ − 2F †
γγ̇ − 2Dγγ̇ + 4Eγγ̇ − 2Fγγ̇) (165)
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Contraindo com εα̇δ̇εγβ:

−2Aαγ̇ + 2i(Eαγ̇ − Fαγ̇)− A†
αγ̇ − 4i(E†

αγ̇ − F †
αγ̇)

= −2i(D†
αγ̇ − 2E†

αγ̇ + F †
αγ̇ + 4Dαγ̇ − 2Eαγ̇ − 2Fαγ̇) (166)

As equações de (160) a (166) formam um sistema de 7 equações lineares
com 8 incógnitas, assim cada incógnita pode ser escrita em função de uma
única variável que será chamada Gαγ̇. Assim :

Aαγ = A†
αγ = Gαγ, Bαγ = B†

αγ = Gαγ

Dαγ = −D†
αγ = −3

4
iGαγ, Eαγ = −E†

αγ =
3

4
iGαγ

Fαγ = −F †
αγ =

1

4
iGαγ (167)

Assim as componentes anti-simetricas de Rδγ̇βα, Rβδ̇γ̇α̇, Tβ,δγ̇,α e Tδ̇,γγ̇,α̇
foram determinadas.

Para encontrar a parte simetrica substitui-se (155) e (156) em (153) e
simetiza-se em αβδ a expressão resultante fornece:

C(αβδ)γ̇ = −2iH(αβδ)γ̇ (168)

Agora substituindo-se (155) e (156) em (154) e simetrizando em αβγ :

εγ̇α̇C(βγα)δ̇ = −2iεδ̇α̇H(αβγ)γ̇ ⇒ C(βγα)δ̇ = −4iH(αβγ)γ̇ (169)

Então,

C(βγα)δ̇ = H(αβγ)δ̇ = 0 (170)

Portanto Rβδ̇γα e Tβγγ̇φ pode ser escritos em função de apenas um super-
campo real Gαα̇:

Rβδ̇γα = εγβGαδ̇ + εαβGγδ̇

Rβ̇δγ̇α̇ = εγ̇β̇Gδα̇ + εα̇β̇Gδγ̇

Tβ,γγ̇,φ =
i

4
(εγφGβγ̇ − 3εβγGφγ̇ − 3εβφGγγ̇)

Tβ̇,γγ̇,φ̇ =
i

4
(εγ̇φ̇Gγβ̇ − 3εβ̇γ̇Gγφ̇ − 3εβ̇φ̇Gγγ̇)

G†
αγ̇ = Gαγ̇ (171)
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Identidade (127) A partir de (127), pode-se escrever Rβdca em função da
torção. Para isso realiza-se a permutação dos ı́ndices bosônicos de (127):

Rβdca +Rcβda + 2iσaβφ̇T
φ̇

dc = 0 (172)

Rβcad +Raβcd︸ ︷︷ ︸
Rβadc

+2iσdβφ̇T
φ̇

ca = 0 (173)

Rβadc︸ ︷︷ ︸
Raβcd

+Rdβac︸ ︷︷ ︸
Rβdca

+2iσcβφ̇T
φ̇

ad = 0 (174)

Fazendo [(172) - (173) - (174)] :

Rβacd = i(σaβφ̇T
φ̇

cd − σcβφ̇T
φ̇

da − σdβφ̇T
φ̇

ac ) (175)

Identidede (129) Podemos converter todos os ı́ndices vetoriais de Rcdba

para ı́ndices espinoriais:

Rγγ̇,δδ̇,ββ̇,αα̇ = σ c
γγ̇ σ

d
δδ̇
σ b
ββ̇
σ a
αα̇Rcdba (176)

Obviamente, pode-se decompor Rγγ̇,δδ̇,ββ̇,αα̇ de acordo com as simetrias
de seus ı́ndices. Entretanto não existem termos com certas simetrias, por
exemplo, não deve existir um mesmo termo que seja simetrico em γδ e γ̇δ̇
pois um termo com essas caracteristicas teria simetria entre c e d, isto é:

Rγγ̇,δδ̇,ββ̇,αα̇ = Rδδ̇,γγ̇,ββ̇,αα̇ ⇒ Rcdba = Rdcba (177)

mas sabemos que

Rcdba = −Rdcba (178)

Então um termo com essas caracteristicas seria nulo.
Considerando as restrições como as explicadas acima a forma mais geral

de Rγγ̇,δδ̇,ββ̇,αα̇ é:

Rγγ̇,δδ̇,ββ̇,αα̇ = 4εγδεβαX̄(γ̇δ̇)(β̇α̇) − 4εγδεβ̇α̇Ψ̄(γ̇δ̇)(βα)

− 4εγ̇δ̇εβαΨ(γδ)(β̇α̇) + 4εγ̇δ̇εβ̇α̇X(γδ)(βα) (179)
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Colocando a fórmula acima na identidade (129):

εβδεγαX̄(β̇δ̇)(γ̇α̇) + εδγεβαX̄(δ̇γ̇)(β̇α̇) + εγβεδαX̄(γ̇β̇)(δ̇α̇)

− εβδεγ̇α̇Ψ̄(β̇δ̇)(γα) − εδγεβ̇α̇Ψ̄(δ̇γ̇)(βα) − εγβεδ̇α̇Ψ̄(γ̇β̇)(δα)

− εβ̇δ̇εγαΨ(βγ)(γ̇α̇) − εδ̇γ̇εβαΨ(δγ)(β̇α̇) − εγ̇β̇εδαΨ(γβ)(δ̇α̇)

+ εβ̇δ̇εγ̇α̇X(βδ)(γα) + εδ̇γ̇εβ̇α̇X(δγ)(βα) + εγ̇β̇εδ̇α̇X(γβ)(δα) = 0 (180)

Multiplicando por εβ̇δ̇εγα:

+2Ψ̄(α̇γ̇)(βδ) − 2Ψ(βδ)(α̇γ̇) − εα̇γ̇(X
α
δαβ −Xα

βαδ) = 0 (181)

Separando a parte simetrica e anti-simetrica em δβ:

Ψ̄(α̇γ̇)(βδ) = Ψ(βδ)(α̇γ̇), Xα
δαβ = εδβΛ (182)

Identidade (122) Substituindo (143) na identidade (122) :

εδ̇β̇εβαD̄γ̇R + εγ̇β̇εβαD̄δ̇R = 0 (183)

Contraindo a expressão acima com εδ̇β̇, descobre-se que R é um campo
quiral e R† anti-quiral:

D̄γ̇R = 0, DγR
† = 0 (184)

Identidade (120) A identidade (120) é:

Rδ,ββ̇,γ,α +Rγ,ββ̇,δ,α = −DγTδ,ββ̇,α −DδTγ,ββ̇,α (185)

Essa identidade relaciona tensores do tipo Tα,ββ̇,γ com tensores como
Rα,ββ̇,γ,δ. Esses últimos também aparecem na decomposição do tensor Rα,b,c,d,
assim utilizando-se (175):

− 2εγαRβ,δδ̇,γ̇,α̇ + 2εγ̇α̇Rβ,δδ̇,γ,α

= i(σ d
δδ̇
σβφ̇dT

φ̇
γγ̇,αα̇, − σ a

αα̇ σβφ̇aT
φ̇

δδ̇,γγ̇,
− σ c

γγ̇ σβφ̇cT
φ̇

αα̇,δδ̇,
)

= −2i(εδβTγγ̇,αα̇,δ̇ − εαβTδδ̇,γγ̇,α̇ − εγβTαα̇,δδ̇,γ̇) (186)

O tensor Tαα̇,ββ̇,γ̇, de (186) pode ser decomposto como:

Tδδ̇,γγ̇,α̇ = −2εδγ(W̄(δ̇γ̇α̇) + εα̇γ̇W̄δ̇ + εα̇δ̇W̄γ̇) + 2εδ̇γ̇W(δγ)α̇ (187)

34



Seguido-se um procedimento similar ao usado para a resolução das iden-
tidades anteriores, a decomposição (187) deve ser colocada em (186) e as
componentes de determinada simetria devem ser isoladas e expressas em ter-
mos de quantidades conhecidas.

Para encontrar W̄(βγ)δ̇ a expressão (186) deve ser anti-simetrizada em δα

e α̇γ̇ ( multiplicando por εδαεα̇γ̇ ) e simetrizada em βγ. Fazendo-se isso e
substituindo (187):

2 εδαεα̇γ̇εγ̇α̇Rβ,δδ̇,γ,α + (β ↔ γ)

= −2iεδαεα̇γ̇[εδβ(−2εγαW̄γ̇ − 2εγαεδ̇γ̇W̄α̇ + 2εγ̇α̇W̄(γα)δ̇)

− εαβ(−2εδγεα̇γ̇W̄δ̇ − 2εδγεα̇δ̇W̄γ̇ + εδ̇γ̇W̄(δγ)α̇)] + (β ↔ γ)

⇒ 4εδαRβ,δδ̇,γ,α + (β ↔ γ) = 4iW̄(βγ)δ̇ + (β ↔ γ) (188)

Substituindo-se a identidade (185) na expressão acima:

W̄(βγ)δ̇ =
1

4
(DγGβδ̇ +DβGγδ̇) (189)

Para encontrar W̄δ̇, a expressão (186) deve ser multiplicada por εβγεδαεα̇γ̇

de forma que a única componente da torção não nula será múltipla de W̄δ̇.
Após contrair os ı́ndices e somar todos os termos encontra-se:

W̄δ̇ =
1

18
iR β δ

β,δδ̇, ,
(190)

Onde R β δ

β,δδ̇, ,
é obtido da contração da identidade (185) com εδαεβγ:

R β δ

δ,ββ̇, ,
= − i

4
18DαGαβ̇ (191)

Combinando (190) e (191):

W̄δ̇ =
1

4
DαGαδ̇ (192)

O termo de (187) que falta ser analisado é W̄δ̇γ̇α̇, entretanto esse não pode

ser determinado , isto é, W̄δ̇γ̇α̇ não pode ser escrito em termos do tensor Gαβ̇

a partir da identidade em questão. Portanto

Tαα̇,ββ̇,γ̇ = −2εαβW̄(α̇β̇γ̇) −
1

2
εαβ(εγ̇β̇D

δGδα̇ + εγ̇α̇DδGδβ̇)

+
1

2
εα̇β̇(DαGβγ̇ +DβGαγ̇) (193)
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Rα,ββ̇,γ,δ e Rα,ββ̇,γ̇,δ̇ são encontrados contraindo (186) com εα̇γ̇ e εαγ, res-
pectivamente:

Rα,ββ̇,γ,δ =
1

2
i(εαβDγ + εαγDβ)Gδβ̇

+
1

2
i(εαβDδ + εαδDβ)Gγβ̇ + i(εδαεβγ + εγαεβδ)DεGεβ̇ (194)

Rα,ββ̇,γ̇,δ̇ = 4iεαβW̄β̇γ̇δ̇ +
1

2
i(εβ̇γ̇DαGβδ̇ + εβ̇δ̇DαGβγ̇) (195)

Identidade (121) A transformação da identidade (121) para notação es-
pinorial é dada por:

−Rδ,ββ̇,γ̇,α̇ = DδTγ̇,ββ̇,α̇ + D̄γ̇Tδ,ββ̇,α̇ + 2iTδγ̇,ββ̇,α̇ (196)

Substituindo (195), (193), (149) e (171) na expressão acima:[
4iεδβW̄β̇γ̇α̇ +

1

2
i(εβ̇γ̇DδGβα̇ + εβ̇α̇DδGβγ̇)

]
+ Dδ

[
i

4
(εβ̇α̇Gβγ̇ − 3εγ̇α̇Gββ̇ − 3εγ̇β̇Gβα̇)

]
+ D̄γ̇(−2iεδβεβ̇α̇R

†) + 2i

[
− 2εδβW̄γ̇β̇α̇ −

1

2
εδβ(εα̇β̇D

φGφγ̇ +

εα̇γ̇DφGφβ̇) +
1

2
εγ̇β̇(DδGβα̇ +DβGδα̇)

]
= 0 (197)

Multiplicando por εδβεα̇β̇:

DβGβγ̇ = D̄γ̇R
† (198)

Identidade (125) Por simples comparação entre as fórmulas (179) e (100)
encontra-se que:

Rγγ̇,δδ̇,β̇,α̇ = −2εγδX̄γ̇δ̇β̇α̇ + 2εγ̇δ̇Ψγδβ̇α̇ (199)

Rγγ̇,δδ̇,β,α = 2εγ̇δ̇Xγδβα − 2εγδΨ̄γ̇δ̇βα (200)

Utilizando-se (199) na identidade (125) e contraindo-se com εγδ:

X̄β̇δ̇γ̇α̇ =
1

4

[
−Dββ̇T

β

γ̇, ,δ̇,α̇
−Dβδ̇T

β

γ̇, ,β̇,α̇

+ D̄γ̇T
β

ββ̇, δ̇,α̇
− T

β φ

γ̇ δ̇
Tφββ̇α̇ + T

φ

γ̇ββ̇
T β

φ, δ̇,α̇

]
(201)
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Deve-se expressar os termos com Dββ̇ em função das quantidades já co-
nhecidas. Para isso substitui-se as expressões encontradas anteriormente para
a torção em (201) e realiza-se a contração com εγ̇α̇. O lado esquerdo de (201)
é manifestamente nulo. Para o lado direito usando-se a anti-simetria das
derivadas covariantes e a fórmula (198) :

D̄δ̇D
αGβ̇α + D̄β̇D

αGδ̇α = (D̄δ̇D̄β̇ + D̄β̇D̄δ̇)R
† = 0 (202)

Usando-se a relação acima:

D̄α̇W̄(α̇β̇δ̇) = −1

2
i(Dββ̇G

β

δ̇
+Dβδ̇G

β

β̇
) (203)

A expressão para Ψγδβ̇α̇ é obtida contraindo-se com εγ̇α̇. Substituindo-se
as fórmulas já conhecidas das componentes da torção pode-se escrever Xαβγδ

e Ψαβγ̇δ̇, e seus conjugados, em termos de R, Wαβγ e Gαβ̇ :

Xγδβα = −1

4
(DγWδβα +DδWβαγ +DβWαγδ +DαWγδβ) + (εγαεβδ

+εδαεβγ)

[
− 2RR† +

1

8
Gφφ̇G

φφ̇ +
1

16
(D̄φ̇D̄

φ̇R† +DφDφR)

]
(204)

Ψβαγ̇δ̇ =
1

4
(Gβδ̇Gαγ̇ +Gαδ̇Gβγ̇) +

1

8
i(Dαγ̇Gβδ̇ +Dβγ̇Gαδ̇

+ Dαδ̇Gβγ̇ +Dβδ̇Gαγ̇) +
1

8
(D̄γ̇DαGβδ̇ + D̄γ̇DβGαδ̇

+ D̄δ̇DαGβγ̇ + D̄δ̇DβGαγ̇) (205)

Identidade (126) Convertendo-se (126) para notação espinorial:

Dββ̇Tδδ̇,γ̇,α +Dδδ̇Tγ̇,ββ̇,α + D̄γ̇Tββ̇,δδ̇,α + T
φ

δδ̇,γ̇
Tφ,ββ̇,α + T

φ

γ̇,ββ̇,
Tφ,δδ̇,α = 0(206)

Simetrizando a expresão acima em αβδ todos os termos se anulam a
exceção de D̄γ̇Tββ̇,δδ̇,α, que fornece a quiralidade de Wδγα, assim:

D̄α̇Wβγδ = 0, DαW̄β̇γ̇δ̇ = 0 (207)

As Identidades de Bianchi para a Supergravidade foram resolvidas usando-
se os v́ınculos (110) e assim foi demonstrado que a torção e a curvatura po-
dem ser escritas em termos de apenas 3 supercampos e seus conjugados : O
supercampo quiral R, o supercampo vetorial Gαβ̇ e o supercampo quiral e
totalmente simetrico Wαβγ.
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3.4.4 Relações de (anti)comutação entre as derivadas covariantes

Nessa secção será deduzida a relação de comutação entre derivadas covari-
antes espinoriais e vetoriais e a relação de anti-comutação entre derivadas
covariantes espinoriais. Considere um tensor designado por V A, pela identi-
dade de Bianchi (104) sabemos que:

DDV A = V BR A
B (208)

Reescrevendo o lado esquerdo da expressão anterior:

DDV A = D(EBDBV
A)

= EBD(DBV
A) + (DEB)DBV

A

= EBECDCDBV
A + TBDBV

A (209)

Substituindo-se (209) em (208):

EBECDCDBV
A = V D R A

D − TDDDV
A, (210)

Em termos das funções coeficientes, encontra-se as relações de (anti) co-
mutação entre as derivadas covariantes.

(DCDB − (−)bcDBDC)V A = (−)d(c+b)V DR A
CBD − T A

CB DDV
A (211)

3.5 Multipleto da Supergravidade

3.5.1 Transformações de Supergauge

Como explicado nas secções anteriores, temos dois tipos de transformações
a serem consideradas, a transformação geral de coordenadas no superespaço
dada por:

z′M = zM − ξM(z), (212)

e a transformação pelo grupo de estrutura L A
B .

Considere a transformação geral de coordenadas acrescida de uma trans-
formação do grupo de estrutura para V A, que é dada por:

δV A = −ξBE M
B ∂MV

A + V BL A
B (213)

Onde neste caso V A está designando um tensor qualquer do grupo de
estrutura e L A

B é a representação correspondente do grupo de Lorentz.
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O parâmetro ξB da transformação geral de coodenadas naturalmente de-
pende das coordenadas do superespaço z, mas pode ser escolhido como sendo
independente dos campos (vielbein e conexão), nesse caso o parâmetro escrito
em termos de ı́ndices do espaço-tempo dependerá do Vielbein pela relação
ξM = EM

Aξ
A.

Por outro lado, existe uma transformação particularmente importante
que é covariante sob transformações de Lorentz e, como será mostrado, se
reduz a tranformações supersimétricas no caso de espaço plano. Trata-se da
Transformação de Supergauge [11], definida como:

δξV = −ξCDCV (214)

Essa tranformação pode ser interpretada como a combinação de uma
transformação geral de coordenadas e uma transformação local de Lorentz.

Utilizando-se a definição de derivada covarinate:

DMV
A = ∂MV

A + (−)mbV Bφ A
MB

DBV
A = E M

B DMV
A (215)

encontra-se, para (213):

δV A = −ξBDBV
A + V BξCφ A

CB + V BL A
B (216)

Assim a tranformação de supergauge é um caso particular da trans-
formação acima para o qual a tranformação de Lorentz é dada por:

L B
A = −ξCφ A

CB (217)

Devido a transformação de supergauge ser dada por (213) com uma trans-
formação de Lorentz particular, então (213) pode ser reescrita como a trans-
formação de supergauge mais uma transformação de Lorentz qualquer.

3.5.2 As componentes de ordem mais baixa

Nessa secção será mostrado que os graus de liberdade f́ısicos da supergravi-
dade são algumas das componentes de ordem mais baixa dos supercampos R,
Gαα̇ e do vielbein E A

M e constituem o multipleto da supergravidade. A par-
tir de R|θ=θ̄=0, Gαα̇|θ=θ̄=0 e E A

M |θ=θ̄=0 é posśıvel expressar-se as componentes
da torção e curvatura.
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A transformação (213) é parametrizada por ξA(z) e L B
A (z), que podem

ser expandidos em θ e θ̄, fornecendo assim vários parâmetros que são função
de x. Repare que os componentes de ordem mais baixa, isto é, θ = θ̄ = 0
caracterizam as seguintes transformações:

• ξa(x) → transformação geral de coordenadas no espaço-tempo.

• ξα(x) e ξ̄α̇(x) → transformações supersimétricas locais.

• L b
a (x) → transformações de Lorentz locais.

Para expressar a teoria formulada a partir de supercampos em termos
de campos componentes será conveniente fixar algumas das invariâncias de
(213), mas não todas. Uma teoria de gravidade deve ser invariante pela
transformação geral de coordenadas no espaço-tempo e por transformações
de Lorentz, e uma teoria de supergravidade também deve ser invariante por
supersimetrias locais. Essas transformações estão associadas as componentes
mais baixas de (213). Por outro lado os parâmetros de ordem mais alta serão
fixados de forma a tornar nulos alguns termos do Vielbein e da Conexão.

O Vielnein
Um maneira conveniente de prosseguir a análise é escolher um gauge tal

que para θ = θ̄ = 0 as componentes do vielbein tornem-se :

E A
M | =

 e a
m (x) 1

2
ψ α
m (x) 1

2
ψ̄mα̇(x)

0 δ α
µ 0

0 0 δµ̇α

 (218)

Onde “|” representa “|θ=θ̄=0”.
Não é d́ıficil notar que é posśıvel tranformar um E A

M | arbitrário em (218).
Para isso deve-se encontrar como o vielbein se transforma por supergauge.
Sabendo-se que essa transformação é a soma de uma transformação por mu-
dança geral de coordernadas e uma tranformação de Lorentz, no caso do
vielbein temos:

δE A
M = −ξL∂LE A

M − ∂Mξ
LE A

L + E B
M L A

B (219)

Integrando por partes

δE A
M = −ξL(∂LE

A
M − (−)lm∂ME

A
L )− ∂Mξ

A + E B
M L A

B (220)

Substituindo-se a forma explicita da torção dada em (94):

δE A
M = −∂MξA − ξL(T A

LM − φ A
LM + (−)mlφ A

ML ) + E B
M L A

B (221)
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Substituindo-se a tranformação de Lorentz dada em (217) e combinando a
conexão com a derivada partial de modo a formar a derivada covariante
temos:

δξE
A

M = −DMξ
A − ξBT A

BM (222)

Usando-se as componentes de ordem mais alta de ξ pode-se encontrar o
gauge dado por (218), pois essas componentes entram na tranformação de
E A
M | por meio de Dµξ

A e D̄µ̇ξA. Considere um forma qualquer para E A
M |,

por exemplo :

E M
A | =

 e m
a (x) −1

2
ψ µ
a (x) −1

2
ψ̄aµ̇(x)

X
(1) a
µ X

(2) α
µ X

(3)
µα̇

Y (1)µ̇a Y (2)µ̇α Y
(3)µ̇

α̇

 (223)

Lembrando-se que:

ξA = ξ(0,0)A(x) + θµξ
(1,0) A

µ (x) + θ̄µ̇ξ̄
(0,1)µA(x) + · · ·

Dµξ
A =

∂

∂θµ
ξA + · · · , D̄µ̇ξA =

∂

∂θ̄µ̇
ξA + · · · (224)

Basta escolher valores adequados de ξA, no caso:

ξ
(1,0) a

µ = X
(1) a
µ , ξ

(1,0) α
µ = X

(2) α
µ − δ α

µ , ξ
(1,0)

µα̇ = X
(3)
µα̇ (225)

E de forma análoga para Y µ̇A. Com esses valores para ξA um tensor
E A
M (z)| qualquer representado por (223) pode ser levado em (218) por meio

da tranformação (222).
Repare que os campos e a

m (x), ψ α
m (x) e ψ̄mα̇(x) não pode ser anulados

pela transformação de gauge pois a liberdade existente para a escolha das
componentes mais de ordem mais alta em ξ não pode ser usada para alterar
E A
m (z)|.

O Vielbein inverso é dado por:

E M
A | =

 e m
a (x) −1

2
ψ µ
a (x) −1

2
ψ̄αµ̇(x)

0 δ µ
α 0

0 0 δα̇µ̇

 (226)

Onde ψ µ
a (x) e ψ̄αµ̇(x) são definidos para que E M

A | seja de fato o inverso.
A Conexão
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Procedendo da mesma forma para a conexão, cuja a transformação dada
pela soma de uma transformação geral de coordenadas e uma tranformação
pelo grupo de estrutura é dada por:

δφ B
MA = −ξL∂Lφ B

MA − (∂Mξ
L)φ B

LA

+ φ C
MA L B

C − (−)m(a+c)L C
A φ B

MC − ∂ML
B

A (227)

Utilizando-se a relação (∂Mξ
L)φ B

LA = ∂M(ξLφ B
LA ) − (−)mlξL∂Mφ

B
LA ,

substituindo L A
B = −ξCφ A

CB e a forma explicita da curvatura dada em
(103) temos a seguinte relação para tranformação de supergauge da conexão:

δξφ
B

MA = −ξCR B
CMA (228)

A tranformação da conexão por uma mudança geral de coordenadas mais
uma trasformação de Lorentz qualquer pode ser reescrita como uma tran-
formação de Supergauge mais uma tranformação de Lorentz adicional:

δφ B
MA = −ξCR B

CMA + φ C
MA L B

C − (−)m(a+c)L C
A φ B

MC − ∂ML
B

A (229)

Com o mesmo procedimento usado com E M
A pode-se usar a tranformação

acima para tornar zero algumas componentes de ordem θ = θ̄ = 0 de φ B
MA .

Com a escolha apropriada das compontes de ordem mais alta de L B
A pode-se

encontrar, para M = µ e M = µ̇:

φ B
µA (z)| = φµ̇ B

A (z)| = 0 (230)

Entretanto não é posśıvel tornar nula a componente φ B
mA |:

φ B
mA (z)| = ω B

mA (x) (231)

O Multipleto
Os campos R| e Ga| não podem ser expressos em função de E A

M | e tão
pouco podem ser tornados zero

Por isso deve-se introduzir novos campos para as componente mais baixa
de R e Ga:

R(z)| = −1

6
M(x), Ga(z)| = −1

3
ba(x) (232)

Agora pode-se construir o multipleto de supergravidade com o seguintes
campos:

e a
m → graviton de spin 2
ψ α
m , ψ̄mα̇ → gravitino de spin 3

2

ba → campo auxiliar vetorial real
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M → campo auxiliar escalar complexo
No próximo caṕıtulo, quando for apresentada a Lagrangeana da super-

gravidade ficará claro o papel de campos auxiliares desempenhados por ba e
M .

A contagem dos graus de liberdade bosônicos e fermiônicos do multipleto
é dada por:

e a
m : (4× 4) − 6︸︷︷︸

L b
a

− 4︸︷︷︸
ξm

= 6 componentes bosônicas reais

ψ α
m , ψ̄mα̇ : (2× (4× 2)) − 4︸︷︷︸

ξα,ξ̄α̇

= 12 componetes reais fermiônicas

ba : 4 componentes reais bosônicas
M : 2 componetes reais bosônicas
Assim o multipleto de supergravidade tem 12 graus bosônicos e 12 graus

fermiônicos.
Expressando as quantidade conhecidas em função de E M

A |, R|
e Ga|

Sabendo-se quais são as componentes θ = θ̄ = 0 do vielbein e da conexão
pode-se encontrar as compontes correspondentes para a torção a partir de
(94). Para A = a, M = m e N = n :

T a
nm | = ∂ne

a
m − ∂me

a
n + ω a

nm − ω a
mn (233)

Onde a definição ω a
nm = e b

m ω a
nb foi utilizada.

Para N = n, M = m e a = α:

T α
nm | = 1

2
(D̃nψ

α
m − D̃mψ

α
n ) =

1

2
ψ α
nm (x) (234)

Onde usou-se D̃Nψ
α

m = ∂nψ
α

m +ψ α
m ω α

nβ , e a última igualdade de (234)
é a definição de ψ α

nm (x).
De forma análoga:

Tnmα̇| =
1

2
ψ̄nmα̇(x) (235)

Os v́ınculo imposto em (110) colocam condições sobre algumas da com-
ponentes T A

CB , naturalmente as condições sobre T A
NM são obtidas por meio

do vielbein:

T A
NM = (−)n(m+b)E B

M E C
N T A

CB (236)
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Considerendo-se os v́ınculos apenas 2 termos de T a
nm | podem ser não

nulos:

T a
nm | = E β

m Enγ̇T
γ̇ a
β |+ Emβ̇E

γ
n T β̇a

γ |

= −1

2
i(ψmσ

aψ̄n − ψnσ
aψ̄m) (237)

Combinando-se as relações acima pode-se encontrar uma expressão para
ωnml. De (233) e (237):

∂ne
a

m − ∂me
a
n + ω a

nm − ω a
mn = −1

2
i(ψmσ

aψ̄n − ψnσ
aψ̄m) (238)

Contraindo com ela e sabendo que:

ωmnl = elae
b
n ω

a
mb = −ωmln (239)

Encontra-se

ωnml + ωmln = −i1
2
ela(ψmσ

aψ̄n − ψnσ
aψ̄m)− ela∂ne

a
m + ela∂me

a
n (240)

mas

3!ω[nml] = ωmln + ωlnm + ωnml − ωnln − ωmnl − ωlmn

= 2(ωnml + ωmln + ωlnm) (241)

A partir de (240) e (241):

3!ω[nml] = −i1
2
ela(ψmσ

aψ̄n − ψnσ
aψ̄m)− ela∂ne

a
m + ela∂me

a
n

− i
1

2
ema(ψnσ

aψ̄l − ψlσ
aψ̄n)− ema∂le

a
n + ema∂ne

a
l

− i
1

2
ena(ψlσ

aψ̄m − ψmσ
aψ̄l)− ena∂me

a
l + ena∂le

a
m

= 2

{[
− i

1

2
ela(ψmσ

aψ̄n − ψnσ
aψ̄m)− ela∂ne

a
m + ela∂me

a
n

]
+ ωlmn

}
(242)

Portanto,

ωmnl =
1

2

[
− i

2
ela(ψmσ

aψ̄n − ψnσ
aψ̄m)− i

2
ema(ψnσ

aψ̄l − ψlσ
aψ̄n)

+
i

2
ena(ψlσ

aψ̄m − ψmσ
aψ̄l)− ela(∂ne

a
m − ∂me

a
n )

−ema(∂le a
n − ∂ne

a
l ) + ena(∂me

a
l − ∂le

a
m )

]
(243)

44



Ao contrário de R(z) e Ga(z), o Supercampo Wαβγ pode ser reescrito em
termos dos demais supercampos. Para isso as seguintes definições são utéis:

ψδγ̇γ = σ a
δγ̇ e

m
a ψmγ

ψδδ̇γγ̇α = σ d
δδ̇
σ c
γγ̇ e

n
d e

m
c ψnmα (244)

Escrevendo explicitamente os termos de (236) para N = n, M = m e
A = α:

T α
nm | = E b

m E c
n T

α
cb |+ E b

m E γ
n T α

γb |+ E β
m E c

n T
α

cβ |

+ E b
m Enγ̇T

γ̇ α
b |+ EmβE

c
n T

β̇α
c | (245)

Substituindo E A
M e T A

CB | em (245) e multiplicando por σ d
δδ̇
σ c
γγ̇ e

n
d e

m
c :

Tδδ̇,γγ̇,α| =
1

2
ψδδ̇,γγ̇,α −

1

2
(ψ λ

δδ̇
Tλ,γγ̇,α| − ψ λ

γγ̇ Tλ,δδ̇,α|)

+
1

2
(ψ̄ λ̇

δδ̇
Tλ̇,γγ̇,α| − ψ̄ λ̇

γγ̇ Tλ̇,δδ̇α|) (246)

Substituindo-se a expressão já conhecida para Tδδ̇,γγ̇,α e contraindo com

εγ̇δ̇:

− 4Wδγα| − 4(εδαD̄φ̇G
φ̇
γ |+ εγαD̄φ̇G

φ̇
δ ) +

1

2
εδγ(D̄γ̇Gαγ̇ − D̄γ̇Gαγ̇)

=
1

2
ψ γ
δ ,γγ̇,α −

1

2
(ψ γ̇ρ

δ Tρ,γγ̇,α| − ψ ρ
γγ̇ T

γ
ρδ α|)

+
1

2
(ψ̄ γ̇ρ̇

δ Tρ̇,γγ̇,α| − ψ̄ ρ̇
γγ̇ T

γ̇
ρ̇,δ ,α) (247)

Fazendo-se o somatório sobre todas as permutações posśıveis de α, δ e γ
e substituindo-se (171) e (232) pode-se expressar Wαβγ da seguinte forma:

Wαβγ| =
1

2 · 4!

∑
P (αβγ)

(ψ α̇
αα̇,β γ + iψαα̇,βb

α̇
γ ) (248)

No caso do tensor R b
nma |, a componente de ordem mais baixa é definida

como sendo R b
nma , dada por:

R b
nma = R b

nma | = ∂nω
b

ma − ∂mω
b

na + ω c
ma ω

b
nc − ω c

na ω
b

mc (249)

Para utilizar as fórmulas já conhecidas pode-se expressar R b
nma em termos

de R b
CDa :

R b
nma = (−)cdE C

n E D
m R b

CDa

= E c
n E

d
m R

b
cda + E

γ
n E d

m R
b

γda

+ E c
n E

δ
m R b

cδa − E
γ

n E δ
m Rγδa (250)
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Comparando-se com a solução das identidades de Bianchi vemos que R b
cda

(179) está relacionada com as derivadas segundas de R (204) de Ga (205) e
com a derivada primeira de W (204). Por outro lado, R b

γda (194 e 195) e

R b
γδa (144) é escrita em função de R, Ga, Wαβγ e a primeira derivada de Ga.

Utilizando-se (249) e (250) é posśıvel escrever a derivada segunda de R de Ga

e a derivada primeira de Wαβγ em função do multipleto de supergravidade e
da primeira derivada de Ga..

A primeira derivada de Ga pode ser escrita em termos do multipleto
combinando (193) e (246) e a derivada primeira de R é relacionada com a
primeira derivada de Ga por (198).

A derivada segunda de Wαβγ também pode ser de (108), que implica

D̄ε̇R
β

dcα +DdR
β

cε̇α +DcR
β

ε̇dα

+ T F
ε̇d R β

Fcα + T F
dc R β

Fcα + T F
cε̇ R β

Fdα = 0 (251)

A relação (200) mostra que R β
dcα é escrito em função da primeira derivada

de W , então a relação acima permite que DDW seja calculada.

3.5.3 As transformações de supergravidade

Nessa e na próxima secção será apresentada a transformação dos campos
que compõe o multipleto da supergravidade, sendo esta contruida de forma
a preservar o gauge escolhido na secção anterior.

Inicialmente será definida a tranformação de supergravidade, que inclui a
transformação supersimétrica e preserva o gauge (218) e (230). No próximo
caṕıtulo será construida uma lagrangeana invariante por essa transformação.

Primeiramente constata-se que a transformação de supersimetria (49)
para θ = θ̄ = 0 pode ser reproduzida a partir dos parâmetros:

ξa| = 0, ξα| = ζα(x), ξ̄α̇| = ζ̄ α̇(x),

LAB(z)| = 0 (252)

Com a diferença que no caso de (252) temos uma transformação super-
simétrica local.

Agora, considere a transformação do vielbein escrita como uma trans-
formação de supergauge acrescida de uma transformação de Lorentz:

δE A
M = −DMξ

A − ξBT A
BM + E B

M L A
B (253)

Uma vez que as componentes de ordem mais baixa são dadas por (252),
as demais componentes serão escolhidas para preservar o gauge (218). Para
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o vielbein isso significa δE a
µ | = δEµ̇a| = 0, escrevendo explicitamente:

δE a
µ | =

(
− ∂

∂θµ
ξa − ξbφ a

µb − ξ̄β̇T
β̇ a
µ + E b

µ L
a
b

)
|

= − ∂

∂θµ
ξa|+ 2iσ a

µβ̇
ξ̄β̇ = 0

δEµ̇a| = − ∂

∂θ̄µ̇
ξa|+ 2iζβσ a

βγ̇ ε
γ̇µ̇ = 0 (254)

A seguinte expresão é solução do sistema acima:

ξa = 2i(θσaζ̄ − ζσaθ̄) (255)

As formas de ξa, ξα e ξ̄α̇ reproduzem a transformação supersimétrica dada
em (50) no caso do espaço plano. Para verificar isso é necessario converter
ı́ndices de mundo para ı́ndices do espaço tangente dados em (252) e (255)
usando-se o vilbein para o espaço plano dado em (85):

ξa = ξmE a
m + ξµE a

µ + ξµ̇E
µ̇a

= i(θσaξ̄ − ξσaθ̄) + ξµ(−iσaµµ̇) + ξ̄µ̇(−iθρσaρν̇εν̇µ̇)
ξa = 2i(θσaζ̄ − ζσaθ̄) (256)

Para manter o gauge (230), a tranformação da conexão de ser tal que
δφ B

µA | = δφµ̇ B
A | = 0. A tranformação da conexão já foi explicitada em

(229), portanto:

δφ β
µα | = ξCR β

Cµα | − ∂µL
β
α | (257)

Das soluções das identidades de Bianchi (150) e (171):

Rγµαβ| = −2

3
(εγαεµβ + εµαεγβ)M̄

Rγ̇µαβ| =
1

3
(εµαbβγ̇ + εµβbαγ̇). (258)

A partir de (257) e (258):

∂µLαβ| = −2

3
(ζαεµβ + ζβεµα)M̄ +

1

3
(εµαbβγ̇ + εµβbαγ̇)ζ̄

γ̇ (259)

A equação acima é satisfeita pelas transformações de Lorentz:
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Lαβ =
1

3
[θα(2ζβM̄ − bβγ̇ ζ̄

γ̇) + θβ(2ζαM̄ − bαγ̇ ζ̄
γ̇)]

Lα̇β̇ =
1

3
[θ̄α̇(2ζ̄β̇M − ζγbγβ̇) + θ̄β̇(2ζ̄α̇M − ζγbγα̇)]. (260)

A forma para Lab é obtida de (73):

Lab =
1

2
(σ̄aσbε)

α̇β̇Lα̇β̇ −
1

2
(εσaσ̄b)

αβLαβ (261)

Assim define-se as transformações de supergravidade parametrizadas por
ζ, que incluem a transformação supersimétrica local e preservam o gauge:

ξα(z) = ζα(x), ξ̄α̇(z) = ζ̄ α̇(x),

ξa(z) = 2i(θσaζ̄(x)− ζ(x)σaθ̄)

Lαβ(z) =
1

3
[θα(2ζβ(x)M̄(x)− bβγ̇(x)ζ̄

γ̇(x))

+ θβ(2ζα(x)M̄(x)− bαγ̇(x)ζ̄
γ̇(x))]

Lα̇β̇(z) =
1

3
[θ̄α̇(2ζ̄β̇(x)M(x)− ζγ(x)bγβ̇(x))

+ θ̄β̇(2ζ̄α̇(x)M(x)− ζγ(x)bγα̇(x))]. (262)

3.5.4 A transformação do multipleto de supergravidade

Na secção anterior encontrou-se transformações parametrizadas por ζ que
agora serão usadas para encontrar as transformações dos campos componen-
tes do multipleto de supergravidade.

Para e a
m :

δe a
m = δE a

m | = −Dmξ
a| − ξBT a

Bm |+ E B
m L a

B |
= −ξβT a

βm | − ξ̄β̇T
β̇ a
m |

= [−ξβE C
m T a

βC (−)b(m+c) − ξ̄β̇E
C

m T a

β̇C
(−)b(m+c)]| (263)

Substituindo os v́ınculos da torção:

δe a
m = i(ψmσ

aζ̄ − ζσaψ̄m) (264)

Para ψ α
m :
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δψ α
m = 2δE α

m | = −2Dmξ
α| − 2ξβT α

βm | − 2ξ̄β̇T
β̇ α
m | (265)

A partir da solução das identidades de Bianchi:

δψ α
m = −2Dmζ

α + e c
m

{
1

3
M(εσcζ̄)

α + bcζ
α +

1

3
bd(ζσdσ̄c)

α

}
(266)

De modo análogo para ψmα̇ encontra-se:

ψ̄mα̇ = −2Dmζ̄α̇ − ie c
m

{
1

3
M̄(ζσc)α̇ + bcζ̄α̇ −

1

3
bd(σ̄cσdζ̄)α̇

}
(267)

O cálculo de δM e δba pode ser feito de forma similar. Em particular o
resultado de δM será útil no próximo caṕıtulo:

δM = −ζ(σaσ̄bψab + ibaψa − iσaψ̄aM) (268)
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4 Lagrangianas para supergravidade

Durante o caṕıtulo anterior apresentou-se as propriedades geométricas do su-
perespaço curvo. Neste caṕıtulo serão apresentados os elementos necessários
para a construção de ações no superespaço curvo, e posteriormente será intro-
duzida a ação para a supergravidade e generalizada a ação de supercampos
quirais (34) para o espaço curvo .

A ação a ser contruida para a supergravidade deve incorporar na parte
dependente do vielbein a ação da gravitação usual ∗

SG =
1

2κ2

∫
d4xeR, (269)

além de termos para o gravitino e de campos auxiliares.

4.1 Supercampos Quirais no espaços curvos

A definição de supercampo quiral dada em (17) deve ser generalizada, assim
a expressão covariante de supercampo quiral é:

D̄α̇Φ = 0 (270)

No caso plano, discutido no caṕıtulo 2, o supercampo quiral foi expandido
em θ e possuia 3 campos componentes. Na presente situação a expansão em
termos dos parâmetros fermiônicos não é convenientes, pois esta não seria
independente de coordenadas (θ e θ̄) que possuem ı́ndices de mundo.

As componentes do supercampo quiral Φ são definidas a partir do valor
para θ = θ̄ = 0 de derivadas covariantes de Φ, assim:

A = Φ|θ=θ̄=0

χα =
1√
2
DαΦ|θ=θ̄=0

F = −1

4
DαDαΦ|θ=θ̄=0 (271)

A partir desses componentes o supercampo quiral está totalmente determi-
nado.

∗onde κ2 = 8πG.
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4.2 Supercampos Vetoriais no superespaço curvo

Em analogia com o caso de superespaço plano, o supercampo vetorial é de-
finido como um supercampo real:

V = V̄ , (272)

que possui a seguinte tranformação de gauge, no caso abeliano:

V → V + Φ + Φ̄. (273)

Onde Φ é um supercampo quiral.
No caso plano, definiu-se Wα em (42):

Wα = −1

4
D̄D̄DαV (274)

e mostrou-se que essa quantidade é invariante de gauge. Neste caso, quando
o operador D̄D̄ atua em DαV o resultado é um supercampo quiral.

Uma tentativa de generalização natural seria definirWα como−1
4
D̄β̇D̄β̇DαV ,

entretanto essa definição não seria invariante de gauge, como pode ser veri-
ficado usando-se (211) e sabendo-se que Φ é quiral:

D̄β̇D̄
β̇Dα(V + Φ + Φ̄) = D̄β̇D̄

β̇DαV + D̄β̇ {D̄β̇,Dα}︸ ︷︷ ︸
T β̇c

α =εβ̇γ̇2iσ c
αγ̇

DcΦ

= D̄β̇D̄
β̇DαV − 2iσ c

αγ̇ {Dγ̇,Dc}︸ ︷︷ ︸
εγ̇δ̇( 1

2
σ̄ ε̇ε

c Tδ̇,εε̇,γ)

DγΦ.(275)

De (142) Tδ̇,εε̇,γ = −2iεδ̇ε̇εεγR, logo

D̄β̇D̄
β̇DαΦ = 8RDαV (276)

Então a definição correta de Wα para que este seja invariante pela trans-
formação de gauge é:

Wα = −1

4
(Dβ̇D

β̇ − 8R)DαV (277)

Para mostrar que Wα generalizado também é quiral deve-se calcular

D̄β̇Wα = −1

4
(εγ̇δ̇D̄β̇D̄γ̇D̄δ̇DαV − 8RD̄β̇DαV ), (278)
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inicialmente D̄β̇D̄γ̇D̄δ̇DαV será reescrito, com auxilio da relação {D̄β̇, D̄γ̇}
DαV = 0 (obtida das expressões da torção e curvatura e de (211)).

Sabendo-se da relação:∑
P (α̇β̇γ̇)

(−)pD̄β̇D̄γ̇D̄δ̇DαV = D̄β̇{D̄γ̇, D̄δ̇}DαV

+ D̄δ̇{D̄β̇, D̄γ̇}DαV + D̄γ̇{D̄δ̇, D̄β̇}DαV = 0 (279)

É fácil ver que:

D̄β̇D̄γ̇D̄δ̇DαV = −D̄δ̇D̄β̇D̄γ̇DαV − D̄γ̇D̄δ̇D̄β̇DαV (280)

Usando-se a expressão acima:

D̄β̇D̄γ̇D̄δ̇DαV =
1

3
(D̄β̇D̄γ̇D̄δ̇ + D̄β̇D̄γ̇D̄δ̇ + D̄β̇D̄γ̇D̄δ̇)DαV

=
1

3
({D̄β̇, D̄γ̇}D̄δ̇ − {D̄β̇, D̄δ̇}D̄γ̇)DαV (281)

Agora basta encontrar os anti-comutadores {D̄β̇, D̄γ̇}D̄δ̇DαV . Para isso é
conveniente definir:

D̄δ̇DαV = σ a
αδ̇

(D̄DV )a (282)

De (211)

σa
αδ̇
εγ̇δ̇{D̄β̇, D̄γ̇}(D̄DV )a = σa

αδ̇
εγ̇δ̇(D̄DV )dRβ̇γ̇da

= σa
αδ̇
εγ̇δ̇(D̄DV )d

1

4
σ̄ δ̇δ
d σ̄ α̇φ

a (−2εδφ Rβ̇γ̇δ̇α̇︸ ︷︷ ︸
=4(εβ̇δ̇εγ̇α̇+εγ̇δ̇εβ̇α̇)R

+2εδ̇α̇Rβ̇γ̇δφ︸ ︷︷ ︸
=0

)

= εγ̇ε̇(2εγ̇α̇Rσ
a

αε̇ σ̄
φα̇
a (D̄DV )φβ̇ + 2εβ̇α̇Rσ

a
αε̇ σ̄

φα̇
a (D̄DV )φγ̇)

= 12RD̄β̇DαV (283)

Portanto,

D̄β̇D̄γ̇D̄γ̇DαV = 8RD̄β̇DαV ⇒ D̄β̇Wα = 0 (284)

O operador (D̄γ̇D̄γ̇ − 8R) é a generalização covariante do operador de
projeção quiral D̄γ̇D̄

γ̇, assim:

D̄α̇(D̄γ̇D̄γ̇ − 8R)Φ̄ = 0. (285)

Isso pode ser provado usando-se uma fórmula análoga a (281) para Φ̄ e
as relações de anticomutação. Da mesma forma:

Dα(DγDγ − 8R†)Φ = 0 (286)
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4.3 A lei de transformação para o supercampo quiral

A transformação de um supercampo quiral é

δΦ = −ξADAΦ = −ξaDaΦ− ξαDαΦ (287)

A partir da transformação de Φ pode-se encontrar a lei de transformação
dos campos componentes : A, χ e F . Para A, basta selecionar as componen-
tes de ordem mais baixa da expressão acima:

δA = δΦ| = −ξαDαΦ| = −
√

2ξαχα (288)

Para χ:

δχα = − 1√
2
ξBDBDαΦ|

= − 1√
2
(ξβDβ − ξ̄β̇D̄β̇)DαΦ| (289)

Mas DγDγΦ pode ser reescrito como:

DγDγΦ =
1

2
ελρ(DρDλ −DλDρ)Φ, (290)

multiplicando-se por εβα

εβαDγDγΦ =
1

2
εβαε

λρ︸ ︷︷ ︸
δ λ
β δ ρ

α −δ ρ
β δ λ

α

(DρDλ −DλDρ)Φ (291)

Usando-se {Dα,Dβ}Φ = 0 obtém-se a partir de (291) o primeiro termo
de (289):

1

2
εβαDγDγΦ = DβDαΦ ⇒ DβDαΦ| = −2εβαF (292)

O segundo termo de (289) é obtido da relação de anticomutação das
derivadas covariantes, dos v́ınculos para a torção e da quiralidade de Φ:

D̄β̇DαΦ = {D̄β̇,Dα}Φ = −2iσ d
αβ DdΦ (293)

Onde Dd pode ser escrito como

DdΦ = E m
d DmΦ + E µ

d DµΦ + Edµ̇D̄µ̇Φ

⇒ DaΦ| = e m
a

(
DmΦ− 1

2
ψ µ
m DµΦ

)
|

= e m
a

(
∂mA−

1√
2
ψ µ
m χµ

)
= D̂aA (294)
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A última igualdade acima é a definição da derivada supercovariante D̂a.
Reunindo os resultados de (294) e (292) em (289):

δχα = −
√

2ζαF − i
√

2σ a

αβ̇
ζ̄ β̇D̂aA (295)

Para o campo componente F :

δF =
1

4
(ξαDα + ξ̄α̇D̄α̇)DβDβΦ| (296)

O primeiro termo de (296) pode ser obtido de (286):

DαDβDβΦ| = Dα(R
†8Φ)| = −4

3

√
2χαM̄ (297)

O segundo termo de (296) vem de uma relação análoga a (281):

D̄α̇DβDβΦ = εαγ({D̄α̇,Dγ}DαΦ−Dγ{D̄α̇,Dα}Φ) (298)

Onde,

Dγ{D̄α̇,Dα}Φ = Dγ(−T D
α̇α DDΦ) = −2iσ a

αα̇ DγDaΦ

= −2iσ a
αα̇ DaDγΦ− 2iσαα̇[Dγ,Da]Φ

= −2iσ a
αα̇ DaDγΦ− 2iTγ,αα̇,δDδΦ

= −2iσ a
αα̇ DaDγΦ

+
1

2
(εαδGγα̇ − 3εγδGαα̇ − 3εγαGδα̇)DδΦ (299)

e também,

{D̄α̇,Dγ}DαΦ = εαβ{D̄α̇,Dγ}DβΦ

= εαβ(−T D
α̇γ DD(DβΦ) + (DDΦ)R β

α̇γD )

= −2iσ a
γα̇ DaDαΦ− (εγδGαα̇ + εγαGδα̇)DδΦ (300)

Substituindo-se (299) e (300) em (298):

D̄α̇DβDβΦ = 3iσ a
αα̇ DaDαΦ + 2Gδα̇DδΦ (301)

Então é necessario encontrar uma expressão para de DaDαΦ|:
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DaDαΦ| = e m
a

[
Dm(DαΦ)| − 1

2
ψ µ
m Dµ(DαΦ)| − 1

2
ψ̄aµ̇D̄µ̇(DαΦ)|

]
(302)

Utilizando-se (294) e DαΦ| = δ µ
α DµΦ| =

√
2χα em (302)

DaDαΦ| = e m
a

[
Dm(

√
2χα)− ψ α

m F

− iψ̄ β̇
m σ d

αβ̇
e n
d

(
∂nA−

1√
2
ψ µ
m χµ

)]
(303)

Substituindo (303) e (297) em (296):

δF = −1

3

√
2M̄ζαχα + ζ̄ α̇

(
1

6

√
2bαα̇χ

α − i
√

2D̂αα̇χ
α

)
(304)

A derivada supercovariante D̂aχα é definida como:

D̂aχα = e m
a

(
Dmχα −

1√
2
ψmαF − i

1√
2
ψ̄ β̇
m D̂αβ̇A

)
(305)

4.4 A densidade quiral

A definição das componentes do Supercampo quiral no espaço curvo dado
por (270) é escrita de forma covariante, este supercampo pode ser reescrito
utilizando-se um nova variável, denotada por Θα, que é definida de tal forma
que:

Φ = A(x) +
√

2Θαχα + ΘαΘαF (x). (306)

A partir da variável Θ deve-se reescrever a transformação do supercampo
quiral, encontradas na secção anterior, usando-se um novo parametro ηM de
forma que

δΦ = −ηM(x,Θ)∂MΦ (307)

onde ∂M representa a derivada com relação a xm e Θα.
O parâmetro η pode ser expandido em Θ

ηM = ηM(0)(x) + ΘαηM(1)α(x) + ΘαΘαη
M

(2) (308)
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Combinando as 3 fórmulas anteriores:

δA = −ηm(0)∂mA−
√

2ηα(0)χα. (309)

Comparando com (288) obtém-se

ηm(0) = 0

ηα(0) = ζα (310)

Da mesma forma para χα:

√
2δχα = −ηm(1)α∂mA−

√
2ηβ(1)αχβ −

√
2ηm(0)∂mξα − 2η(0)αF (311)

Por comparação com (295),

ηm(1)α = 2iσ a

αβ̇
ζ̄ β̇e m

a

ηβ(1)α = −iσ a

αβ̇
ζ̄ β̇e m

a ψ β
m (312)

Fazendo-se o mesmo procedimento para δF

ΘαΘαδF = iΘβσm
ββ̇
ζ̄ β̇ψ α

m ∂α(Θ
γΘγF )−ΘΘ

{
1

3
M̄ζα

+
1

6
ba(εσ

aζ̄)α − iω αβ
m (σmζ̄)β −

1

2
ψ α
n (ψ̄mσ̄

nσmζ̄)

}
∂α(

√
2Θβχβ)

− 2iΘβσm
ββ̇
ζ̄ β̇∂m(

√
2Θαχα)−ΘΘψ̄nσ̄

mσnζ̄∂mA (313)

Aplicando a relação ΘβΘα = 1
2
δβα na relação acima encontra-se todas as

componetes dos novos parâmetros de forma que:

ηm = 2iΘσmζ̄ + ΘΘψ̄nσ̄
mσnζ̄

ηα = ζα − iΘσmζ̄ψ α
m + ΘΘ

{
1

3
M̄ζα +

1

6
ba(εσ

aζ̄)α

− iω αβ
m (σmζ̄)β −

1

2
ψ α
n (ψ̄mσ̄

nσmζ̄)

}
(314)

A ação a ser construida deve ser invariante pela transformação de super-
gravidade. Para que isso aconteça será introduzido a densidade quiral, que a
permitará a contrução de ações utilizando-se a integração sobre Θ.
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Lembre-se que o análogo ocorre em relatividade geral, quando a densidade√
−g é introduzida de modo que o

√
−g d4x seja um elemento de volume

invariante.
A densidade quiral ∆ é definida como uma função do superespaço que

possua a seguinte lei de transformação:

δ∆ = ∂M [ξM∆(−)m]

= −ξM∂M∆− (−)m(∂Mξ
M)∆. (315)

Essa lei de transformação implica que o produto de uma densidade quiral
com um campo quiral é uma densidade quiral:

δ∆Φ = −∂M [ξM∆(−)m]Φ−∆ξM∂MΦ

= −∂M [ξM∆Φ(−)m] (316)

Portanto considerando-se uma função qualquer de Φ, chamada T (Φ) te-
remos uma ação invariante:

δS = δ

∫
d4xd2Θ∆T (Φ)

= −
∫
d4xd2Θ∂M [ξM∆T (Φ)(−)m] = 0 (317)

Expandindo em Θ a densidade é dada por:

∆ = a+ Θ
√

2ρ+ ΘΘf (318)

A transformação dos campos componentes é dada por:

δa = −
√

2ζρ+ iaψσζ̄

δρ = −
√

2ζαf − i
√

2Dm(σmζ̄a)α + iψσζ̄ρα

+ i(σmζ̄)αψmρ−
1

3

√
2ζαM̄a

− 1

6

√
2a(σaζ̄)αba +

1

2

√
2ψnαψ̄mσ̄

nσmζ̄a

δf = ∂m(−aψ̄nσ̄mσnζ̄ + i
√

2ρσmζ̄) (319)

Repare que a variação da componente mais alta de uma densidade quiral,
isto é, δf é tal que

∫
d4xf é um termo de superf́ıcie.

Em particular, define-se uma densidade quiral, representada por E , como
aquela que possui o elemento de ordem mais baixa dada por:

a =
1

2
det e a

m =
1

2
e (320)
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As outras componentes da densidade quiral podem ser encontradas a
partir da lei de transformação (315) e de (314). Comparando δa obtido de
(309) com δa obtido de (320):

δa =
1

2
δe =

1

2
ee m
a δe

= iee m
a (ψmσ

aζ̄ − ζσaψ̄)

⇒ −iee m
a ζσaψ̄m = −

√
2ζρ⇒ ρ = i

1

4

√
2eσmψ̄m (321)

O termo de ordem mais alta, isto é f , é coeficiente de ζα em δρα, portanto
basta encontrar os termos proporcionais a ζα em (321).

De (267)

δρα = i
1

4

√
2σ a

αα̇ e[−i(ζσbψ̄n)(e n
b e

m
a − e n

a e
m
b )ψ̄ α̇

m

+ i
1

3
M̄(ζσaε)

α̇] + (termos com ζ̄) (322)

E de (319)

δρα = −
√

2ζαf −
1

6

√
2eM̄ζ + (termos com ζ̄) (323)

Comparando as duas expressões anteriores:

−ζαf =
1

6
eM̄ζα +

1

4
e

[
ζβψ̄ β̇

n σaαα̇σ
b
ββ̇

(e n
b e

m
a − e n

a e
m
b )︸ ︷︷ ︸

σm
αα̇σ

n
ββ̇

−σn
αα̇σ

m
ββ̇

ψ̄ α̇
m

− 1

3
M̄ζβεβ̇α̇εαγεα̇γ̇σ̄

aγ̇γσaββ̇

]
(324)

De (359) e (360):

σmαα̇σ
n
ββ̇
− σnαα̇σ

m
ββ̇

= 2[(σnmε)αβεα̇β̇ + (εσ̄nm)α̇β̇εαβ] (325)

portanto,

f = −1

2
eM̄ − 1

8
eψ̄m(σ̄mσn − σ̄nσm)ψ̄n. (326)
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4.5 Ações para supergravidade

A partir das considerações anteriores pode-se escrever a ação para a super-
gravidade:

L = − 6

κ2

∫
d2ΘER + c.h. (327)

Por convenção κ = 1.
Para escrever essa ação em componentes é necessario encontar a expansão

de R em Θ. A componte mais baixa é

R| = −1

6
M (328)

A transformação de M (268) implica:

δR| = 1

6
ζ(σaσbψab + ibaψa − iσaψ̄aM) (329)

Comparando com δR obtido a partir de (288)

δR| = −ζαDαR|, (330)

encontra-se a componente de ordem Θ:

DαR| = −1

6
(σaσ̄bψab + ibaψa − iσaψ̄aM)α (331)

Seguindo o mesmo procedimento pode-se encontrar a outra componente
de R:

DDR| = −1

3
e m
a e n

b R ab
mn +

2

3
iψ̄mσ̄nψmn

+
1

12
εklmn[ψ̄kσ̄lψmn + ψkσlψ̄mn]−

2

3
ie m
a Dmb

a +
4

9
MM̄

+
2

9
baba +

1

3
ψ̄ψ̄M − 1

3
ψmσ

mψ̄nb
n (332)

Sabendo-se a decomposição em componentes de R e E , isto é

E =
1

2
e{1 + iΘσaψ̄a −ΘΘ[M̄ + ψ̄aσ̄

abψ̄b]} (333)
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R = −1

6

{
M + Θ[σaσ̄bψab − iσaψ̄aM + iψab

a] + ΘΘ

[
− 1

2
R+ iψ̄aσ̄bψab

+
2

3
MM̄ +

1

3
baba − ie m

a Dmb
a +

1

2
ψ̄ψ̄M − 1

2
ψaσ

aψ̄cb
c

+
1

8
εklmn[ψ̄kσ̄lψmn + ψkσlψ̄mn]

]}
(334)

basta multiplicar e integrar para encontar a lagrangeana em termos do
multipleto da supergravidade a partir de (327).

Pela integração apenas os termos com ΘΘ irão contribuir, de forma que

LS.G. = e
1

2

{
−1

2
R︸ ︷︷ ︸

(I)

+ψ̄aσ̄bψab︸ ︷︷ ︸
(II)

+
2

3
MM̄︸ ︷︷ ︸

(III)

+
1

3
baba︸ ︷︷ ︸

(IV )

−ie m
a Dmb

a︸ ︷︷ ︸
(V )

1

2
ψ̄ψ̄M︸ ︷︷ ︸
(V I)

−1

2
ψaσ

aψ̄cb
c︸ ︷︷ ︸

(V II)

+
1

8
εklmn[ψ̄kσ̄lψmn + ψkσlψ̄mn]︸ ︷︷ ︸

(V III)

+
1

2
iψ̄ α̇

c ε
αβσcαα̇σ

a
ββ̇
σ̄bβ̇γψabγ︸ ︷︷ ︸

(IX)

+
1

2
ψ̄ α̇
c ε

αβσcαα̇σ
a
ββ̇
ψ̄ β̇
a M︸ ︷︷ ︸

(X)

−1

2
ψ̄ α̇
c ε

αβσcαα̇ψaβb
a︸ ︷︷ ︸

(XI)

−M̄M︸ ︷︷ ︸
(XII)

−ψ̄aσ̄abψ̄bM︸ ︷︷ ︸
(XIII)

}
+ c.h. (335)

Os termos (V I), (X) e (XIII):

(V I) + (X) + (XIII) =
1

2
ψ̄ψ̄M +

1

2
ψ̄ α̇
c εαβεαγ︸ ︷︷ ︸

−δ β
γ

εα̇γ̇σ̄
cγ̇γσa

ββ̇
ψ̄ β̇
a M

− 1

4
ψ̄aα̇(σ̄

aα̇ασb
αβ̇
− σ̄bα̇ασa

αβ̇︸ ︷︷ ︸
σ̄aα̇ασb

αβ̇
+2ηabδα̇

β̇

)ψ̄ β̇
b M = 0. (336)

Para (V II) e (XI) e seus conjugados:

(V II) + (XI) + c.h. = −1

2
ψaσ

aψ̄cb
c +

1

2
ψaσ

cψ̄cb
a − 1

2
(ψaσ

aψ̄c)
†︸ ︷︷ ︸

ψcασ̄α̇αaψ̄aα̇

bc

+
1

2
(ψaσ

cψ̄c)
†︸ ︷︷ ︸

ψcασ̄cα̇αψ̄aα̇

ba = 0 (337)
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Os termos (V ) e (V III) se cancelam com seus conjugados.
E os termos (II) + (IX) + c.h.,

(II) + (IX) + c.h. = iψ̄aσ̄bψab +
1

2
iψ̄cσ̄

cσaσ̄bψab + c.h. (338)

De (363) e (364) encontra-se a relação:

σ̄cσaσ̄b = −iεcabdσ̄d + (ηcdσ̄a − ηabσ̄c − ηcaσ̄b) (339)

Portanto

(II) + (IX) + c.h. =
1

2
εabcdψ̄aσ̄bψcd +

1

2
εabcd (ψ̄aσbψcd)

†︸ ︷︷ ︸
−ψ α

a σbαα̇ψ̄
α̇

cd

= εabcd(ψ̄aσ̄bD̃cψd − ψaσbD̃cψ̄d) (340)

A expressão acima e os termos (I), (III), (IV) e (XII) fornecem a seguinte
forma para a lagrangeana da supegravidade:

L = −1

2
eR− 1

3
eM̄M +

1

3
ebaba

+
1

2
eεklmn(ψ̄kσ̄lD̃mψn − ψkσlD̃mψ̄n) (341)

Por fim vamos encontrar a generalização para espaços curvos da ação no
superespaço de supercampos quirais dada por (34). É necessario integrar em
d2θ̄, de modo que (34) torna-se:

L =

∫
d2θ

[
− 1

8
D̄D̄Φ̄Φ + aΦ +

1

2
mΦ2 +

1

3
Φ3

]
+ c.h. (342)

A ação para supercampos quirais em espaço curvo é obtida a partir das
seguintes substituições:

• θ → Θ

• d2θ → d2Θ2E

• D̄D̄ → (D̄D̄ − 8R)

As idetificações acima fornecem a ação para supercampos quirais em
espaços curvos:

L =

∫
d2Θ2E [−3R− 1

8
(D̄D̄ − 8R)Φ̄Φ− 1

8
(D̄D̄ − 8R)[cΦ + c̄Φ̄]

+ d+ aΦ +
1

2
mΦ2 +

1

3
gΦ3] + c.h. (343)
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5 Conclusões

Nessa dissertação apresentamos a teoria de supergravidade em 4 dimensões,
os cálculos foram mostrados de forma detalhada. Durante o trabalho deu-se
ênfase ao estudo das propriedades geométricas do superespaço.

Partiu-se inicialmente das transformações gerais de coordenadas no su-
perespaço e das transformações do grupo de estrutura do espaço tangente
e o Vielbein foi definido para relacionar os ı́ndices dessas transformações.
Definiu-se também a conexão para possibilitar a construção de derivadas co-
variantes. Essas quantidades levaram aos conceitos de torção e Curvatura
do Superespaço, que estão relacionadas por identidades obtidas da geometria
do superespaço, chamadas Identidades de Bianchi. A resolução das identi-
dades de Bianchi demandou a imposição de v́ınculos, o que levou a redução
considerável do número de campos componetes.

Usando-se a invariância de gauge pôde-se reduzir ainda mais o número
de campos componentes. Definiu-se então a transformação de supergravi-
dade, que no limite adequado se reduz a transformação de supersimetria.
Contruiu-se a ação da supergravidade no superespaço e encontrou-se a sua
forma no espaço-tempo. É interessante ressaltar que o graviton e o gravitino
são representados por componentes de Vielbein do Superespaço.

Os assuntos aqui abordados são um ponto de ińıcio para o estudo de temas
mais avançados, como quantização de supergravidade e teoria de supercordas.
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A Apêndice

Este apêndice contém as convenções, notações e alguns resultados importan-
tes. A notação usada durante a dissertação é a mesma adotada por [1], de
uso como na literatura de Supersimetria.

A métrica usada será :

ηmn =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (344)

Espinores serão denotados por ı́ndices gregos e vetores por ı́ndices latinos.
Trabalharemos com espinores de Weyl ( 2 componentes ) na notação de Van
der Waerden. Os ı́ndices sem ponto se tranformam pela representação (1

2
, 0)

do grupo de Lorentz e os com ponto pela representação conjugada (0, 1
2
):

(ψα)† = ψ̄α̇ (345)

E as matrizes de Pauli:

σ0 =

(
−1 0
0 −1

)
(346)

σ1 =

(
0 1
1 0

)
(347)

σ2 =

(
0 −i
i 0

)
(348)

σ0 =

(
1 0
0 −1

)
(349)

A sua estrutura de ı́ndices é dada por σ αα̇
m

Os espinores com ı́ndice em cima se relacionam com os com ı́ndices em
baixo pela seguinte relação ψα = εαβψβ e ψα = εαβψ

β onde as matrizes ε são
dadas por :
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εαβ = εα̇β̇ =

(
0 1
−1 0

)
(350)

εαβ = εα̇β̇ =

(
0 −1
1 0

)
(351)

Dessa forma temos εαβε
βγ = δ γ

α .
A matriz σ̄m é dada por:

σ̄mα̇α = εα̇β̇εαβσm
ββ̇

(352)

A convenção de soma de ı́ndices epinoriais é:

ψχ = ψαχα = −ψαχα = χαψα = χψ

ψ̄χ̄ = ψ̄α̇χ̄
α̇ = −ψ̄α̇χ̄α̇ = χ̄α̇ψ̄

α̇ = χ̄ψ̄ (353)

De forma que

(χψ)† = (χαψα)
† = ψ̄α̇χ̄

α̇ = χ̄ψ̄. (354)

A seguir algumas identidades utéis

Trσmσ̄n = −2ηnm (355)

σ m
αα̇ σ̄ β̇β

m = −2δ β
α δ β̇

α̇ (356)

(σmσ̄n + σnσ̄m) β
α = −2ηmnδ β

α (357)

(σ̄mσn + σ̄nσm)α̇
β̇

= −2ηmnδα̇
β̇

(358)

σnm β
α =

1

4
(σnαα̇σ̄

mα̇β − σmαα̇σ̄
nα̇β) (359)
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σ̄nmα̇β =
1

4
(σ̄nα̇ασ m

αβ̇
− σ̄nα̇ασ n

αβ̇
) (360)

θαθβ = −1

2
εαβθθ

θαθβ =
1

2
εαβθθ

θ̄α̇θ̄β̇ =
1

2
εα̇β̇ θ̄θ̄

θ̄α̇θ̄β̇ = −1

2
εα̇β̇ θ̄θ̄ (361)

θσmθ̄θσnθ̄ = −1

2
θθθ̄θ̄ηmn (362)

Algumas relações úteis entre as matrizes σ :

σ̄aσbσ̄c − σ̄cσbσ̄a = −2iεabcdσ̄d

σaσ̄bσc − σcσ̄bσa = 2iεabcdσd (363)

σaσ̄bσc + σcσ̄bσa = 2(ηacσb − ηbcσa − ηabσc)

σ̄aσbσ̄c + σ̄cσbσ̄a = 2(ηacσ̄b − ηbcσ̄a − ηabσ̄c) (364)

σ n
αα̇ σ

m
ββ̇

− σ m
αα̇ σ n

ββ̇
= 2[(σnmε)αβεα̇β̇ + (εσ̄nm)α̇β̇εαβ]

σ n
αα̇ σ

m
ββ̇

+ σ m
αα̇ σ n

ββ̇
= −ηnmεαβεα̇β̇ + 4(σlnε)αβ(εσ̄

lm)α̇β̇ (365)
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