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Resumo

Seja M? uma superficie completa de curvatura média constante H e curvatura
Gaussiana K que ndo muda de sinal imersa em uma variedade Riemaniana de curva-
tura constante M*(c). Provamos que M? é minima, ou uma esfera de raio (|H|* + ¢)'/2

ou um produto de circulos S'(r) X S'(p),0 < r < 0,0 < p < 0.

Se a curvatura média é nula a conclusdo é imediata por definicdo de superficie
minima. Considerando H ndo nula, verificamos dois casos: no primeiro, em que K < 0,
concluimos que M? é um produto de circulos S'(r) x S'(p); no segundo, quando K > 0,
M? pode ser compacta ou parabdlica. Supondo M? compacta concluimos que é uma

esfera; supondo M? parabolica concluimos que é produto de circulos.



Abstract

—4

Let M? < M (c) be an immersion of a complete surface with constant mean cur-
vatura H end Gauss curvature K that not change of sign M? in a Riemannian manifold
—4
M (c) of constant curvature. We showed that M? is minimal surface, or sphere of radius

(IHI> + ¢)™? or a product of circles S'(r) X S'(p),0 < r < 0,0 < p < 0.

If mean curvature vanished, M? is a minimal surface by definition. If mean curva-
ture not vanished, we verified two cases: in first case, K < 0, then M? is the product
S'(r)x S*(p); otherwise, this is, K > 0 we have M? compact or parabolic. If M? is compact

we did conclude M? is a sphere; If M? is parabolic then M? is a product of circles.
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1 Introducdo

Uma superficie imersa em um espago Euclidiano tri-dimensional R® tem curvatura
média constante se o comprimento do vetor curvatura média H é constante. Uma
imersdo isométrica arbitraria M" — ]\_/In+k de variedades Riemannianas tem curvatura
média constante se H é paralelo no fibrado normal da imersao. Esta condi¢do é mais
forte do que o fato de |H| ser constante. Neste trabalho sobre imersdes de superficies
em variedades de curvatura constante, sdo generalizados alguns fatos e teoremas co-

nhecidos sobre superficies de curvatura média constante em R®.

Mostramos inicialmente algumas defini¢des e resultados concernentes a geome-
tria Riemanniana encontrados nos capitulos 2 e 3. No capitulo 2 tratamos de conceitos
elementares como variedades Riemannianas, conexdes Riemannianas, variedades com-
pletas, algumas nogdes de varidveis complexas, recobrimento universal entre outros.
No capitulo 3 introduzimos a defini¢do de imersdo isométrica, mostramos resultados
concernentes a segunda forma fundamental, dentre os quais destacamos as equagdes
de Gauss e Codazzi (proposicdo 3.6), e mencionamos algumas observagdes a respeito

da curvatura média.

Os capitulos 4 e 5 tratam do nosso objeto principal de estudo neste trabalho, as
superficies de curvatura média constante. Para uma superficie de curvatura média
constante dada em coordenadas conformes, associa-se uma fungdo analitica ¢ cons-
truida a partir da segunda forma fundamental na direcdo da curvatura média (Lema
4.1). Isto foi feito primeiro para superficies em R® por Heinz Hopf [9]. Sobre certas
condicOes adicionais, 0 mesmo procede para outras dire¢des normais. Estas fungdes
sdo usadas para provar o Teorema 4.4: As tnicas superficies de género 0 em R* sdo as

esferas S2.
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O Teorema 4.8 dd uma caracterizagdo de imersdes de curvatura média constante
que tem curvatura Gaussiana constante; elas sdo pedagos de esferas 5% ou produtos de

circulos S'(r) x S'(p), com 0 < r < 00,0 < p < 0.

O teorema principal deste trabalho foi enunciado no artigo de D. Hoffman [7], e
classifica superficies completas de curvatura média constante em R* e S§*. Tal teorema
é uma generalizacdo do Teorema de Klotz e Osserman para superficies completas de

curvatura média constante em IR°.
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2  Preliminares

VARIEDADES DIFERENCIAVEIS E ESPACO TANGENTE

Definicao 2.1. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma familia de

aplicagdes biunivocas x, : U, C R" — M de abertos U, de R" em M tais que:
(i) |_Jra(U) = M ;

(ii) Para todo par (a, ) com xo(Uy) (N x5(Ug) = W # ¢, 0s conjuntos x;' (W) e xlgl(W) sdo
abertos e as aplicagdes x;' o x;" e x;* o x;! sdo diferencidveis;
(iii) A familia {(Uy, x,)} é mdxima em relagdo as condigdes (i) e (ii).

O par (U,, x,) (ou a aplicagdo x, )com p € x,(U,) é chamado uma parametriza¢do
(ou sistema de coordenadas) de M em p; x,(U,) é chamada vizinhanga coordenada em
p. Uma familia {(x,, U,)} , satisfazendo (i) e (ii) é chamada uma estrutura diferencidvel
em M.

Uma variedade diferencidvel M de dimensao 2 é chamada superficie.

Uma estrutura diferencidvel em um conjunto M induz naturalmente uma topologia
em M. Basta definir que A C M é um aberto de M se x,'(A () x,(U,)) é um aberto de R"

para todo a. Observe que para todo f,

X! [(U xa(ua)) ﬂ xﬁ(uﬁ)w = X (xp(Up)) = Up

a
é aberto de IR" e portanto (J, x,(U,) = M é aberto. Além disso, é facil ver que o vazio, a
unido de abertos e a interseccdo de abertos também sdo abertos. Observe também que
tal topologia foi definida de maneira que os conjuntos x,(ll,) sdo abertos e as aplica¢des

X, sdo continuas.

Um exemplo trivial de variedade diferencidvel é o espago Euclidiano R” com a
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estrutura diferencidvel dada pela identidade.

A partir de agora M" denota uma variedade diferencidvel, onde o indice superior

n indica a dimensao de M.

Definicao 2.2. Sejam M" e M" variedades diferencidveis. Uma aplicacdo ¢ : M" — M"
é diferencidqvel em p € M" se dada uma parametrizagio y : V C R" — M de o(p)
existe uma parametrizagio x : U C R" — M" de p tal que @(x(U)) C y(V) e a aplicagio
ylopox:UCcR!"— R"édiferencidvel em x~'(p). ¢ é diferencidvel em um aberto de M se
é diferencidvel em todos os pontos deste aberto. Se, além disso, ¢ é bijetiva e sua inversa ¢~ é

diferencidvel entio ¢ diz-se um difeomorfismo.

Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicacdo diferencidvel « : (—€,€) — M"
é chamada curva diferencidcel em M. Suponha a(0) = p € M", e seja D o conjunto
das fungoes diferencidveis de M em p. O vetor tangente a curva @« em t = 0 é a fungdo
a’(0) : © — R dada por

d(f o )
dt

&' (0)f = li=0, f € D.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente de alguma curva a : (—€,€) — M" com

@’(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes serd indicado por T,M".

Definicao 2.3. Sejam M" e M" variedades diferencidveis e seja uma ¢ : M" — M" aplicagio
diferencidvel. Para cadap € M" e cada v € T,M" escolha uma curva diferencidvel a : (—€,€) —
M" com a’(0) = pea’(0) =v. Faga f = ¢ oa. Aaplicagio dp, : T,M" — T(p(p)]\_/Im dada por
dg,(v) = B'(0) é chamada diferencial de @ em p.

Tal aplicagdo ndo depende da escolha de a e portanto esta bem definida. De fato,
tomando parametrizaces x : U C R" - M" ,emp,ey: V C R" — M", em pp), e

exprimindo ¢ nestas parametrizagdes, é possivel escrever
(o @ox)(q) = (Y1(xX1, coes Xn), wves Y (X1, ey X)), G = (X1, ooy %) € V.
Por outro lada exprimindo « na parametrizacdo x tem-se

(o a)(t) = (1 (t), -y Xu(D))-
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Portanto,
W 0 B)@) = W1 X1(E), eoos X (D), ooy Y (1 (), ooy X ())).

)
Decorre dai que a expressao de '(0) nabase {( v )} de Ty M, associada a parametrizacdo
y, é dada por

ﬁ’(0)=( W x(0), y’” '<0>]

o que mostra que '(0) ndo depende da escolha de a.

Além disso é possivel escrever tal expressdo como

Ay;
p'(0) = do,(v) = l ][ {01,

Y
ox j
n x 1, o que mostra que do, é uma aplicacdo linear de T,M" em T(,,(p)M .

i=1,.,m j=1,..n onde l ] indica uma matrizm X n e [x (0)] indica uma matriz

IMERSAO E ORIENTACAO

Definigao 2.4. Sejam M" e M variedades diferencidveis. Uma aplicagdo ¢ : M" — M ¢

uma imersdo se de, : T,M" — T(p(p)]\_/lm é injetiva para todop € M" .

_m . ~ ~ . Ve
Observe que se ¢ : M" — M é uma imersdo entdo m > n e a diferencak =m —n é

chamada codimensdo da imersao.

Definicao 2.5. Seja M uma variedade diferencidvel. M diz-se oientdvel se admite uma estrutura
diferencidvel {(Uq, X,)} tal que para todo par a, p com x,(U,) ( xg(Up) = W # ¢, a diferencail
da mudanga de coordenadas xg o x;' tem determinante positivo. Caso contririo M diz-se

ndo-orientdvel.

Se M é orientavel, a escolha de uma estrutura diferencidvel satisfazendo a condigdo

da definicdo acima é chamada uma orientagao de M e M é dita orientada.
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FIBRADO TANGENTE

Seja M" uma variedade diferenciavel e seja TM = {(p,v);p € M,v € T,M}. Munindo
o conjunto TM de uma estrutura diferencidvel (de dimensado 2rn), TM serd chamado
fibrado tangente de M.

Com efeito, seja {(Uq,, X,)} a estrutura maxima de M. Indique por (x{,...,x;) as
0 J

a_.x?, ceey a_.x';l’(

xo(U,). Para cada a, defina y,, : U, X R" — TM por

coordenadas de U, e por } as bases associadas nos espacos tangentes de

n

0
Ya(x], o X, U, ooy Uy) = (xa(x‘f,..., xﬁ),z uiﬁ)' (uy, ..., u,) € R".

i=1 i
Geometricamente, isto significa tomar como coordenadas de um ponto (p,v) € TM as

. J
coordenadas x4, ..., x¥ de p junto com as coordenadas de v na base{ —, ..., — ¢.
1 " axe” " ox®
1 n

Como U, x.(Us) = M e (dx,)y(R") = Ty, (z)M, q € U,, tem-se

| ¥ala xR") = TM,
o que verifica a condigdo (i) da definicdo 2.1. Considere agora
(P, 0) € ya(Ua X R) () ys(Us X R").
Entao
(P, 0) = (Xa(qa), dXa(va)) = (xp(qp), dxp(vp)),
onde g, € U,, qp € Ug, v,, v € R". Portanto,
Y5 © Yalda,va) = Yy (Xa(qa), d%a(0a)) = (65" © Xa)(qa), d(x5" © X0)(04)).

Como xgl o x, é diferencidvel, d(xg1 o x,) também o é. Decorre dai que ylgl oy, é dife-

rencidvel, o que verifica a condigdo (ii) da defini¢do 2.1, o que mostra que TM é uma

estrutura diferencidvel.
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CAMPO DE VETORES

Um campo de vetores X em uma variedade Diferencidvel M é uma correspondéncia
que a cada ponto p € M associa um vetror X(p) € T,M. Em termos de aplicagdes, X é
uma aplicacdo de M no fibrado tangente TM. O campo é diferencidvel se a aplicagdo
X : M — TM é diferencidvel.

Considerando uma parametrizagdo x : U C R" — IR" é possivel escrever

n

X(p)=) ai(p)%,

i=1

d . .
onde cada a4; : U C R é uma fungdo em U e {8_ é a base associadaax,i =1,...,n.
Xi

Neste caso X é diferencidvel se, e somente se, as fung¢des 4; sdo diferencidveis para

alguma parametrizagéo.

Utilizando a idéia acima é possivel pensar em um campo de vetores como uma
aplicacdo X : D — F onde ¥ é o conjunto das fun¢des em M definida do seguinte

modo:

n

d
XA0) =Y a2,

i=1
onde f indica a expressdo de f na parametrizacdo x. Em verdade esta idéia de ve-
tor como derivada direcional foi precisamente a maneira como foi definida a nogdo
de vetor tangente. E imediato verificar que a funcdo Xf ndo depende da escolha da

parametrizacdo x. Neste contexto, é imediato verificar que X é diferencidvel se e s se
X:D - D,istoé, Xf € Dparatodo f € D.

METRICAS RIEMANNIANAS

Definicao 2.6. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma corres-

pondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno ( , ), (ou seja, uma forma

bilinear simétrica, vositiva definida) no esvaco tangente T,M, gue varia diferenciavelmente no
p

seguinte sentido: Se x : U C R" — M é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com
d .| ) 5
x(x1, ..., x,) =g €x(U) e a—m(q) = dx,(0,...,1,...,0), entdo <8_xi(q)’ &_xj(q)>p = Gij(x1, .., Xy) €

uma fungdo diferencidvel em U.
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E comum deixar cair o indice p em (, ), sempre que nao houver possibilidade de
confusdo. As fungdes g;; sdo chamadas expressdo da métrica Riemanniana no sistema
de coordenadas x : U ¢ R" — M. Uma variedade diferencidvel com uma métrica
Riemanniana é chamada variedade Riemanniana. Uma variedade Riemanniana de di-

mensao 2 é chamada superficie Riemanniana.

Defini¢io 2.7. Sejam M e M variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M — M é

chamado uma isometria se:

(u, vy = {dfyp(u), dfp (), ) i)

para todop € M e u,v € T,M.

Se existe uma isometria entre M e M diz-se que tais variedades sdo isométricas.

Seja U c M aberto. Um difeomorfismo f : U — f(U) C M satisfazendo a condicao

da definicdo acima, diz-se uma isometria local. Neste caso, M é localmente isométrica
aM.

Definicao 2.8. Uma métrica Riemanniana sobre M é dita plana se nesta métrica M é localmente
isométrica ao plano.
) —n+k ) " —n+k . ] ]
Sejaf: M"—- M umaimersdo. SeM tem uma estrutura Riemanniana, f induz

uma estrutura Riemanniana em M por

(u, vy, = dfp(u),df,(v), ) ), u, v € T,M.

Como df, é injetiva, N(df,) = {0}, logo

(dfp(u), dfp(u), >f(p) >0,ueT,M
dfp(u),dfy(u), ) =0 & df,(u) =0 u=0

(u, 1),

(u, uy,

o que mostra que ¢, ), é positivo definido. A métrica de M é chamada métrica induzida

por f, e f é uma imersdo isométrica.

Definicdo 2.9. Um difeomorfismo ¢ : M — N diz-se uma aplicagdo conforme se ¥p € M e
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Yu,v € T,M tem-se

(dey(u), dpy(v)) = A%(p) (u,0),
onde A* é uma fungdo diferencidvel nio nula sobre M.
O significado geométrico de uma aplicagdo conforme é que ela preserva os angulos
formado por duas curvas que se interceptam.

Definicao 2.10. Duas métricas {, ) e {{, )) em uma variedade Riemaniana M sdo conformes

se existe uma fungdo diferencidvel f : M — R, positiva, tal que

(u,0), = f(p) {u, 0)),

YpeMeVu,veT,M.

Um fato importante no estudo das superficies é que é possivel obter em uma
vizinhanca de cada ponto uma parametrizacdo conforme, ou seja, um sistema de coor-

denadas locais no qual
E=G>0e F=0

onde E, F e G sdo coeficientes da primeira forma fundamental. A existéncia de um tal
sistema é garantida pelo teorema enunciado abaixo, o qual pode ser encontrado em
Spivak [14].

Teorema 2.11. Sejam U um aberto simplesmente conexo de R* e ¢ : U — R® uma imersdo de
classe C¥, 1 < k < oo. Entdo existe um difeomorfismo ¢ : U — U de classe C tal que ¢ = po ¢

é conforme.
CONEXOES RIEMANNIANAS

Seja I'(TM) o conjunto das secgdes suaves de TM, ou seja, dos campos de vetores de
classe C* em M e D(M) o anel das fungdes de classe C* definidas em M. Chamamos

de conexdo afim V em uma variedade Riemanniana a aplicagdo

V:T(TM) xT(TM) — T(TM)
(X,Y) > VxY

que satisfaz as seguintes propriedades:
(i)VfX+gyZ = fVXZ + gVXZ
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G)VA(FY) = fVxY + X(f)Y
onde X, Y, Z € I'(TM) e f, g € D(M).

Proposicao 2.12. Sejam X,Y,Z € I(TM) ep € M.
(1) Existe uma vizinhanga aberta V,, de p de modo que Y|y, = Zly,, entio (VxY), = (VxZ), .
(2) Se X, =Y, , entdo (VxY), = (VxZ),.

Demonstracao:

(1) Toda variedade diferenciavel de dimensao n (Hausdorff e com base enumeravel)

pode ser imersa em R*" e mergulhada em R*"*!.

Assim, pode-se dizer que p € R" e obter B,(p) C R", B,(p) é uma bola abertaem p e de
raio r. Existe uma vizinhanca U de p com U C B,(p) = V, e uma funcéo f diferencidvel

de classe C, tal que

1, se el
fg) = 7
0, se geM-V,

Isto fornece fY = fZ, dai obte-se VxfY = VxfZ.

Pela propriedade (3) de conexdo afim, em p tem-se f(p)(VxY), + X(f(p))Y(p) =
f)(Vx2), + X(f(p)Z(p)-

Pela definicdo da f, tem-se f(p) = 1e Y, = Z,, dai obtem-se,

(VXY)P = (VXZ)P

(2) Antes de mostrarmos (2), notemos que existe uma vizinhanga V, tal que
Xle = Y|Vp, entao (VXZ);’J = (VyZ)p

De fato, tomemos a aplicagdo f como na demonstragao de (1). Assim,

f|Up=16f|M—vp=0
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como fX = fYe f(p) =1, segue

(Vx2), f)(VxZ), = (fVxZ),
(VixZ)y = (Vey2),

(fVy2), = f(p)(VyZ), = (VyZ),.

Isto conclui a afirmacdo feita acima.m

Seja (x1, ..., x,) um sistema de coordenadas ao redor do ponto p, entdao

Jd

Pela propriedade (i) de conexdo e pela afirmacdo acima pode-se escrever

[Z XN%Z) =Y Xip)(V 2 2),

i=1 C )y = ’

Y Yip)(V 2 2), = (Z Yiv%z) = (Vy2),.
i=1 ' i=1 "

(VXZ)p

A proposigdo 2.12 mostra que VxY(p) depende apenas de X, e de Y definido numa

vizinhanga de p.

A proposicdo seguinte caracteriza a conexdo afim como uma maneira de derivar
vetores ao longo de curvas e ao mesmo tempo deixa mais claro o que é uma conexao

afim.

Proposicao 2.13. Sejam M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afimVey :1 — M

uma curva. Entdo é possivel associar de forma tinica um campo vetorial X a outro campo vetorial

bX ao longo de y, de modo que:

dt
DX DY
dt dt

(2) —(fX) f f
DX
(3) Se Z € F(TM) é tal que X(t) = Z(y(t)), entdo = Vm Z
X, Y € I(TM) e f é uma fungdo diferencidvel em I.

(1) —(X Y)=
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Note que (3) faz sentido devido a proposido 2.12.

DX : :
—— ¢é chamada derivada covariante de X ao longo da curva y, relativamente a

dt

conexao V.

d
Serd usado Vx X; = Z Fijk, onde X; = Y para indicar os simbolos de Christoffel
i=1 i

de V.

Escolhendo uma parametrizagdo (x, ..., x,,) ao redor do ponto p, e escrevendo

0
X = ina—Xi
)
Y = Z yla—x]
obtem-se,
0
ny = inV% Zy]a—x]
i i
0 0 0
Como,
J _ ;0
entao

0
+ X(yk)a—Xk

VY=), [Z iy
k

ij

A expressdo acima é a representacdo local de VxY na parametrizagado (x, ..., x,).

Definicao 2.14. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim. Um campo de

14
vetores V ao longo de uma curva ¢ : I — M é dito paralelo quando = 0 para todo t € I.
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Definicao 2.15. Uma conexdo V é compativel com a métrica se para toda curva c e todo par de

vetores paralelos X,Y ao longo de c, tivermos, (X, Y) = constante.

Proposicao 2.16. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexdo V em M é compativel
com a métrica {, ) se e somente se, para todo par V e W de campos de vetores ao longo da curva

diferencial ¢ : I — M, tem-se

d DV DW
VW = (Grw)+ (v 20

” >, tel

Coroldrio 2.17. Uma conexio V em uma variedade Riemanniana M é compativel com a métrica

se e so se
XY, Z) =(VxY, Z) +(Y,VxZ), X, Y,ZcI(TM).
A proposicao e o coroldrio acima bem como suas respectivas demonstragdes podem
ser encontradas em [3], pags. 53 e 54.

Definicao 2.18. Uma conexdo V é chamada simétrica quando VxY — VyX = [X, Y], para todo
X, Y e I(TM), onde a aplicagio [, | : T(TM) XI'(TM) — I'(TM) dada por [X, Y] = XY -YX

é chamada o colchete de Lie.

Em um sistema de coordenadas (U], x), o fato de ser V simétrica implica que para

todoi,j=1,..,n,
vaXj - VX]'Xi = [Xil X]] = O/ Xz' = oo

Observe que a expressdo acima € equivalente ao fato de que Ff]. = T’]fi.

Teorema 2.19. (Levi-Civita) Seja M uma variedade Riemanniana, existe uma tinica conexio

afim V em M que é simétrica e compativel com a métrica.

Demonstra¢ao: Suponha inicialmente a existéncia de uma tal V .Entdo

XY, Z) =(VxY, Z) + (Y, VxZ), (2.1)
Y(Z,X) = (VWZ,X) +(Z,VyX), (2.2)
Z(X,Y) = (VX Y) + (X, V2Y). (2.3)

Somando (2.1) e (2.2) e subtraindo (2.3), tem-se, usando a simetria de V, que

XY, Z2)+Y(Z,X)-Z{XY) =X Z],Y) + (Y, Z], X) +{[X, Y], Z) + 2({Z, Vv X)
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Portanto

(Z,VyX) = %[X(Y, ZYy+Y(Z,X)-272(XY) (2.4)
- <[X/ Z]/ Y) - <[Y/ Z]/ X> - <[X/ Y]/ Z>]

A expressdo acima mostra que V estd univocamente determinada pela métrica (, ).

Portanto, caso ela exista, ela sera tnica.

Para mostrar a existéncia, defina V por (2.4). E facil verificar que V estd bem defi-

nida e que satisfaz as propriedades desejadas.m

A conexdo dada pelo teorema acima é chamada conexdo Riemanniana ou de Levi-

Civita.

CURVATURAS

Definicao 2.20. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspodéncia que
associa a cada par X, Y € I'(TM) uma aplicagio R(X,Y) : I(TM) — I'(TM) dada por

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ —Vxv1Z, Z € I(TM)
onde V é a conexio Riemanniana de M.

Definicao 2.21. Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional o C T,M, chamamos de

curvatura seccional de o em p ao niimero real K(x, y) = K(o) dado por

(RO, y)x, y)
K&Y) = G = e 2

onde {x,y} é uma base qualquer de o.

De fato esta definicdo ndo depende da escolha da base. Basta observar que pode-
mos passar da base {x, y} para qualquer outra base {x’, y’} por itera¢des das seguintes
transformades elementares:

(@)fx, y} = {y, x}
(b)lx, y} — {Ax, y}
(©fx, yt = x+ Ay, y)
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E facil ver que K(x, y) é invariante por tais transformacoes.

O préximo resultado relacionado a curvatura seccional constante serd apenas enun-

ciado, todavia, sua demonstracdo poderd ser encontrada em [3], pag. 96.

Lema 2.22. Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina uma aplicagio
trilinear R" : T,M X T,M X T,M — T,M por

(R(X,,W),Z) =X, W)Y, Z) =Y, W)(X,Z),
paratodo X,Y,W,Z € T,M. Entdo M tem curvatura seccional constante igqual a K se, e somente

se, R = KyR’, onde R é a curvatura de M.

VARIEDADES COMPLETAS

Definicao 2.23. Uma curvay : I — M, onde M é uma variedade Riemanniana munida de sua

conexdo Riemanniana, é uma geodésica em t, se = 0 no ponto ty; se y é geodésica em t,

2(Y
dt \ dt
para todo t € I, y diz-se uma geodésica. Se [a,b] CIey : I — M é uma geodésica, a restrigio

dey a [a,b] é chamada geodésica ligando y(a) a y(b).
Dado p € M, seja V € M uma vizinhanca de p e ¢ > 0. Tomando U = {(g,w) €
TM;q € V,w € T,M, |w| < ¢} define-se:

Definicao 2.24. Sejap € M e U C M um aberto. Entdo a aplicagio exp : U — M dada por

v
exp(q,0) = y(L,q,0) =yl g.70), (qo)e
é chamada a aplicagdo exponencial em U.

Definicao 2.25. Uma variedade Riemanniana M é completa se para todo p € M, a aplicagio
exponencial, exp,, estd definida para todo v € T,M, isto ¢, se as geodésicas y(t) que partem de p

estdo definidas para todos os valores do pardmetro t € R.

APLICACAO DE RECOBRIMENTO

Definicao 2.26. Seja M uma variedade Riemaniana. Diz-se que T : M — M é uma aplicagdo
de recobrimento se:

(i) M é uma variedade riemanniana;
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(ii) 7t é continua e 71(]\7[) =M;

(iii) Yp € M existe uma vizinhanga U tal que " (U) = UV“’ onde os V., sdo abertos dois a

a
dois disjuntos tais que |y, é um homeomorfismo de V, sobre U.

O par (M, 77) é chamado recobrimento de M. Para cada p € M, n"(p) chama-se fibra
sobre p. Sabe-se que se (M, 71) € um recobrimento de M e M é conexo, entdo todas as
tibras de p € M possui o mesmo numero cardinal, chamado de ntimero de folhas do

recobrimento.

Observe que para uma variedade Riemanniana de dimensdo 2, ou seja, uma su-

perficie Riemanniana, podemos tomar 7t diferenciavel.

Definig¢ao 2.27. Um recobrimento m : M — M com M simplesmente conexo, chama-se

recobrimento universal de M.

Uma variedade diferenciavel M diz-se simplesmente conexa se toda curva fechada

de M pode ser continuamente deformada em um ponto.

Se t : M — M é uma aplicagdo de recobrimento, ela induz de maneira natural uma

métrica em M dada por
(i, )y = (dry(@), driz(@) |

onde dr Tg]\z — T,Me(, ), éamétricaem M.

Proposicao 2.28. Sejam M e M superficies Riemannianas e m : M — M a aplicagio de

recobrimento. Se M é completa entdo Mé completa.

Demonstragio: Seja x € M e X um vetor unitario qualquer em x. Faga X = n()z).
Como M é cpmpleta, a geodésica exp sX é definida Vs € IR. Entdo existe uma tinica

curva ¥, definida ¥s € R em M tal que Xy = X e 71(X;) = exp sX, e é claro que X, = exp sX. W

A curva x; da demonstragdo acima é garantida pela propriedade de levantamento
de curvas em espacgos de recobrimento: se x; é uma curva, onde 0 < t < a em M, to-

mando um ponto Xy em M tal que 7(x) = Xo, entdo existe uma tnica curvax;, 0 <t <a
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em M tal que 1t(x;) = x;, YO < t < a.

Lema 2.29. Seja M? uma superficie Riemanniana completa com respeito a métrica ds*. Se
existir uma métrica plana ds? tal que ds? = Ads?, com A > 1, entdo o recobrimento universal da

superficie M é conformente equivalente ao plano.

Demonstrac¢ao:Seja M o recobrimento universal de M2, Como M? é completa com
respeito a métrica ds?, pela proposi¢do 2.28 temos que Mé completa com respeito a esta

métrica.

Observe que toda sequéncia de Cauchy com a métrica ds® é também uma sequéncia
de Cauchy com a métrica ds?, pois ds* > ds*> e como M? é completa com respeito a
métrica ds?, e do fato que as topologias determinadas por estas métricas coincidem,
tem-se que a sequéncia de Cauchy converge com relagdo a métrica ds*>. Logo M? é um

espaco completo também com relagdo a métrica ds>.

Seja : M — M?a aplicagdo de recobrimento. A aplicagdo m induz de modo natural
a métrica ds? sobre M. Sendo M? completa com respeito a métrica ds?, pela proposigdo

2.28 M também é completa com respeito a métrica ds>.

Assim, sendo M simplesmente conexo e completo com respeito & métrica ds® tem-
se, pelo teorema de Cartan ([4] pag. 19), que M pode ser aplicado isométricamente
sobre IR? com respeito a métrica ds* e consequentemente esta aplicagdo é conforme com

respeito a ds>.m

LAPLACIANO E FUNCOES HARMONICAS

Sejam M uma variedade Riemanniana, X € I'(TM) e f € D(M). Define-se di-

vergéncia de X como sendo a fungédo div X : M — R dada por
div X(p) = tr Y(p)

onde Y é uma aplicagdo linear de T,M em I'(TM) dada por Y(p) = VyX(p).
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O campo vetorial em M grad f dado por (grad f(p),v) = df,(v), p € M,v € T,M,

denomina-se gradiente de f.

Definicao 2.30. O operador A : O — O dado por Af = div grad f, denomina-se operador

Laplaciano.

Seja f € D(M). Se Af =0, f diz-se harmonica. Se Af > 0, f diz-se subharmonica; se

Af <0, f diz-se superharmonica.

Uma superficie M é dita parabdlica se ndo existe fungdo subharménica ndo cons-
tante negativa sobre M. Assim, se M é parabdlica, toda fun¢do subharmonica limitada

superiormente em M, deve ser constante.

Proposicao 2.31. Se o recobrimento universal M de M? é conformente equivalente ao plano,

entdo M? é parabdlica.

Dmonstra¢do: Suponha que M? ndo seja parabdlica. Entdo, existe fungdo subharmonica
ndo constante negativa em M?. A existéncia desta fun¢do implica a existéncia de uma
funcdo subharmonica ndo constante negativa em M. Logo M néo é parabdlica. Isto
contraria a hipétese da proposicédo, pois sendo M conformente equivalente ao plano M

é parabolica. Portanto M? é parabdlica.m

Seja U um aberto simplesmente conexo do R? e seja x : U — M um sistema de
coordenadas conformes que existe em uma superficie. Identifique R*> com o plano

complexo C e faga z = u' +iu?, onde (u',u*) e R* ez € C.

Neste sistema de coordenadas utilize os operadores

9 _9d 9
dz  oul ou?
09 _9 9
Jz Jdul Ju?

O Teorema Egregium de Gauss permite calcular a curvatura Gaussiana K da su-

perficie M em funcgdo de E, F e G e suas derivadas parciais, a saber

< e lea). (el
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Em coordenadas conformes verifica-se que a curvatura Gaussiana é dada por

K= —%E‘lAlog E.
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3  Imersoes Isométricas

e e o . —n+k . - L. . . —n+k |
Definicao 3.1. Seja f : M" — M uma imersido. A métrica Riemanniana de M induz

naturalmente uma métrica em M" da sequinte maneira:

seu,v € T,M", define-se (u,v) = (df,(u),df,(v)).

. . o L. —n+k
Entdo f denomina-se uma imersio isométrica de M" em M.

—n+k
De agora em diante, identifique, localmante, M" com f(M") ¢ M " , T,M" com

—n+k —n+k —n+k
af,(T,M") c T,M ™ e denote uma imersad de M" em M por M" — M .

. —n+k _ .
Para cada p € M", amétricaem T,M o decompde na soma direta

T,M = T,M & N,M,

onde N,M é o complemento ortogonal de T,M em Tp]\_/I. Assim, se v € T,M pode-se

escrever

v=1[0]" + [0V, [0]" € T,M, [0]" € N,M.

Tal decomposicdo é diferencidvel no sentido de que as aplicagdes de TM em TM

dadas por

(p,0) = (p, 1) e (p,0) = (p, [0]Y)

sdo diferenciaveis. Isto significa que, localmente, a parte do fibrado tangente TM que

se projeta sobre M" se decompde em um fibrado tangente TM e um fibrado normal NM.

Denote por [ ] a projecdo em TM sobre TM e por [ ]V a projecdo sobre NM.
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A conexdo de M sera denotada por V e estd relacionada a conexdo V de M da

seguinte maneira
[VxY]" = VxY
onde X, Y € I'(TM).

Definicdo 3.2. Sejam X, Y € I'(TM). A aplicagio B : T(TM)xI'(TM) — I'(NM), onde I'(NM)

é conjunto dos campos diferencidveis normais a M, dada por
B(X,Y) = [VxY]"

é chamada a sequnda forma fundamental da imersio.

Observe que
VxY = [VxY]" + [VxY]Y = VxY + B(X, Y)
logo podemos escrever
B(X,Y) = VxY — VxY. (3.1)

Proposicdo 3.3. A sequnda forma fundamental é uma aplicagdo bilinear e simétrica.

Demonstracdo: Usando (3.1) e as propriedades de conexdo, tem-se VX, Y, Z €
I[(TM)e f € DM)

B(fX+Y,Z) = §fx+yz - VixayZ
= fVxZ+VyZ— fVxZ - VyZ
= fVxZ - fVxZ+VyZ-VyZ
= fB(X,Z)+B(Y,Z)

B(X,Y) = VxY-VxY
= [XY]+VyX-[XY]-VyX
= VyX-VyX
= B(Y,X)

o que demonstra a proposicdo.m

Associada a segunda forma fundamental, tem-se a aplicagdo linear auto-adjunta
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A :T(NM) x I'(TM) — I'(TM) definida por

(AN, X),Y)=-(B(X,Y),N).

A seguinte proposigdo exprime a aplicacdo definida acima em termos da derivada

covariante.

Proposicao 3.4. Seja X € I'(TM) e N € I'(NM). Entio

AN, X) = [VxN]".

Demonstra¢do: Seja Y € I'(TM) qualquer. Observe (N,Y) = 0, logo <§XY,N> =
- <Y, §XN > Entdo

(AN, X),Y)

—(B(X,Y),N)
= - WXY —VyY, N>
()

[VxNT", Y)

[l

P e N
<
b
> |
>.<
~——

e portanto

AN, X) = [VxN]".m

A componente normal de VxN serd chamada conexdo normal D da imersado. Expli-

citamente
[VxNIV = DN,
e portanto

A(N, X) = VxN — DxN. (3.2)

Usando (3.2) e a proposigdo 3.4, verifica-se facilmente que D tem as propriedades

usuais de conexdo Riemanniana.
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De maneira andloga ao caso do fibrado tangente, introduz-se a partir de D uma
nogdo de curvatura no fibrado normal que é chamada curvatura normal R da imerséo e

definida por:
R(X,Y)N = DxDyN — DyDxN — DixyN.
As curvaturas estdo relacionadas com a segunda forma fundamental da imersao

por meio das expresses que generalizam as classicas equagdes de Gauss e Codazzi-

Minard da teoria das superficies. Tais expressoes serdo estabelecidas a partir de agora.

Definicao 3.5. Sejam X, Y,Z € I'(TM) e N € I(NM). A derivada covariante VB da segunda

forma fundamental é dada por
(VxB)(Y, Z) = DxB(Y,Z) = B(VxY, Z) = B(Y, VxZ).
Equivalentemente defini-se
(VxA)N,Y) = VxA(N,Y) — A(DxN, Y) — A(N, VxY).
Proposicdo 3.6. As sequintes equagdes se verificam:

(@) [RX,Y)Z]" =R(X,Y)Z + AB(Y, Z), X) — A(B(X, 2)Y)
®) [RX, Y)NIY = R(X, Y)N + B(A(N, Y), X) — B(A(N, X)Y)
© [RXNZIN = (VxB)(Y,Z) - (VyB)(X, Z)

@ [RX Y)NT" = (VxA)N, Y) - (VyA)(N, X)

onde X,Y,Z € I(TM) e N € I(NM).

Demonstr¢ao: Usando a defini¢do de curvatura, da segunda forma fundamental e

o fato da conexao ser simétrica, obtém-se

RX,Y)Z = VxVyZ-VyVxZ - VixyZ
VxIVyZ + B(Y, 2)] = Vy[VxZ + B(X, 2)] = Vixv1Z - B((X, Y], Z)
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R(X,Y)Z VxVyZ + VxB(Y,Z) = VyVxZ — VyB(X, Z) — VixviZ — B([X, Y], Z)

= [VxVyZ]" + [VxVZIY + [VxB(Y, 2)]" + [VxB(Y, 2)IY - [VyVxZ]"
—[VyVxZIN = [VyB(X, 2)]" = [VyB(X, 2)IY = VixnZ - B(VxY = VyX, Z)

= VxVyZ+ B(X,VyZ) + A(B(Y, Z), X) + DxB(Y, Z) — VyVxZ — B(Y, VxZ)
~A(B(X,Z),Y) = DyB(X,Z) — VixyiZ — B(VxY, Z) + B(VyX, Z)

= R(X,Y)Z + B(X,VyZ) + A(B(Y, Z), X) + DxB(Y, Z) — B(Y,VxZ)

~A(B(X,Z),Y) — DyB(X, Z) — B(VxY,Z) + B(VyX, Z).

Para todo T € I'(TM) tem-se

(RXY)ZT) = (RX,Y)ZT)+(B(X,VyZ),T) + (A(B(Y, Z),X), T) + (DxB(Y, Z), T)
—(B(Y,Vx2),T) - (A(B(X, 2),Y),T) - (DyB(X, 2), T) = (B(VxY, Z), T)
+(B(VyX, Z),T)
= (RIX,Y)Z T) +(AB(Y, 2), X), T) - (A(B(X, £), Y), T),
ou ainda

(RX,V)Z]",T) = (R(X, Y)Z + A(B(Y, Z), X) - A(B(X, Z), Y), T

de onde obtém-se a expressao (a).

E para todo N € I'(NM) tem-se

—(B(VxY,Z),N) +(B(VyX, Z),N)
= (DxB(Y,Z) - B(VxY,Z) — B(Y,VxZ),N)

- <DYB(X/ Z) + B(VYX/ Z) + B(X/ VYZ)/ N>

Usando a definic¢do 3.5, conclui-se que
(R NZIY,N) = ((VxB)(Y,2) - (VyB)(X, Z), N)

de onde obtém-se a expressao (c).
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De maneira anédloga, usando a expressao de R(X, Y)N, obtém-se as expressoes (b) e
(d).m

Proposicao 3.7. Seja M" — M uma imersio isométrica. As seguintes afirmacoes sio
equivalentes:Para X, Y € I'(TM), fixos

(a) R(X,Y) deixa TM invariante;

(b)VZ € T(TM), (VxB)(Y, Z) = (VyB)(X, Z);

(c) YN e [(NM), (VxA)N, Y) = (VyA)(N, X);

(d) R(X, Y) deixa NM invariante.

Demonstragao:

(a)= (b)

Se R(X,Y) deixa TM invariante, entdo YZ € I'(TM), tem-se R(X,Y)Z € TM. Logo
[R(X, Y)Z]N = 0 e pela proposicio 3.6(c) tem-se (VxB)(Y, Z) = (VyB)(X, Z).

(b)= (c)

Para mostrar essa implicagdo, observe que

((VxB)(Y,2),N) = (DxB(Y,2),N)— (B(VxY, Z),N) — (B(Y, VxZ),N)
= - <B(Y/ Z)/ DXN> + <A(N/ VXY)I Z> + <A(N/ Y)/ VXZ>
= —(A(DxN,Y),Z) + (AN, VxY),Z) + (AN, Y), VxZ)

= —((VxAN,Y),Z).

Logose YZ € [(TM), (VxB)(Y, Z) = (VyB)(X, Z) tem-se que YN € T(NM), ((VxB)(Y, Z),N) =
<(§YB)(X, 7), N>. Pela observacado acima, <(§XA)(N, Y), Z> = <(§YA)(N, X),z>, YZ €
I'(TM) e portanto, YN € I'(NM), (VxA)N,Y) = (VyA)(N, X).

()= (d)
Sendo (VxA)N,Y) = (VyYA)N, X), YN € T(NM), pela proposigdo 3.6(d) tem-se
[R(X, Y)N]T = 0. Isto implica que R(X, Y)N € NM, YN € T(NM) ou seja R(X,Y) deixa

NM invariante.

(d) = (a)
Como R(X,Y) deixa NM invariante entdo [R(X,Y)N]T = 0, VN € T(NM). Logo
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¥Z € T(TM) tem-se ([R(X, Y)NI, Z) = 0, ou ainda, (R(X, Y)N, Z) = 0. Sendo —R(X, ¥) a
adjunta de R(X, Y), tem-se (N, -R(X, Y)Z) = (R(X, Y)N, Z) = 0, YN € [(NM) e portanto
[R(X, Y)Z]N = 0, ou seja, R(X, Y) deixa TM invariante.m

Observag¢ao 3.8. Se M tem curvatura seccional constante c, entdo pelo lema 2.22 tem-se
E(X, Y)Z = c[{Y,Z) X — (X, Z) Y], e neste caso a primeira e portanto todas as condicdes da
proposigdo acima sio satisfeitas. Além disso, YN € I'(NM) tem-se R(X, Y)N = 0.

Seja F = {ey, ..., €441} um referencial ortonormal de TM definido em uma vizinhanca

de p € M. F diz-se adaptado a M se {ey, ..., e,} é referencial de TM. Dadas as coorde-
0

nadas (u!, ..., u") sobre M com campos coordenados U; = L considere o referencial

coordenado adaptado de TM dado por {Uy, ..., U} Ulea), n+1 < a <n+k, onde {e,} é

um referencial ortonormalde NM.

Definigao 3.9. Para um referencial adaptado de TM, define-se
Aj = (Bleise)), ea) = —(Alea €), €))- (3.3)
Simirlamente, para um referencial coordenado adaptado, define-se
LZL‘; = <B(u11 u])/ etx) = —<A(€a, ei)/ €]> (34)

As matrizes (/\f}) e (Lf;) sdo a segunda forma fundamental na diregio de e,, para « fixo.

Denote por ( ); a derivada com respeito a variavel #/, ou seja, (); = e
u

.. . —n+k i . L. —2+k .

Proposicao 3.10. Seja M"— M  (c) uma imersdo isométrica, onde M (c) denota uma vari-

edade Riemanniana de curvatura seccional constante c. Se {U;, ..., U,} U{ea} é um referencial

coordenado adaptado tal que um dos e,, por exemplo e,,, é paralelo entdo

n

(L)) = (L) = Y (ThLe ~THLY) (3.5)
r=1
e
Y g Lot =0 (3.6)
&8 jl Tir ir —jl :
rl

para todo 1,5,k = 1,..,n, f = n+1,..,n+ k, onde Pfj sdo os simbolos de Christoffel, e
Vu =Y ThUg.
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Demonstrag¢do: Derivando L;{O e L;"]f com respeito a u/ e u' respectivamente, obtém-se

(L) (Vu,B(U;, Uy), ea,) + (B(U;, Ux), Dujea,)

= (Duy,B(U;, Ux), eqy)

= ((Vu,B)(U;, Uy) + B(Vy, U, Uy) + B(U;, Vi, Uy), €a,)

= ((VuB)(U; Uy + Y THB(U,, U + Y ThB(U;, U,), ea,)

= ((Vu B)(U;, Up), eapy + Y THLE + ) T L

L) = (Vu,B(Uj, Uy), eq,) + (B(Uj, U), Duay)
= (Duy,B(Uj, Uk), eqy)
= ((VuB)(Uj, U) + By Uj, Up) + BUj, Vi Ui, €a,)
= ((VuB)(Uj Up) + Y THB(U, Ug) + Y ThB(U;, Uy), €,)
= ((VuB)(Uj, Uy, ) + Z L + Y TR,

Subtraindo ambas as equagdes acima e usando a proposicdo 3.6(c) tem-se
(Lg0); = (L50); = Y ThLeo = Y ThLeo = Y (I L0 = T L)
o que da a equagdo (3.5).
Para obter a equagdo (3.6) observe que, sendo e,, paralelo conclui-se que R, Uj)eq, =

0, e como M tem curvatura constante, R(L;, Uj)eq, = 0. Logo, pela proposigdo (3.6)(b)

tem-se

B(A(eao/ u/)/ ul)
B(Z a, U, U;)

B(A(eq,, Uy), Uj)
B(Z ayU;, Uj)

B(- ZL"‘Ug’TUr,U) = B(- ZL“O ", U)

Z LYS"B(U, U) = Y Lf;o ¢"B(U;, U)

1l Lr
Iry B
LO‘Og rLrieﬁ

rl Lr

17 B
L8 Ly
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e portanto

Y gt -Ler) =om
rl

e e o~ . —n+k . - . L. L g . I
Deflmgao 3.11. S(Z]ll Mte— M uma imersio isométrica. A curvatura média da imersio é

dada por:

H = lTrB.
n

Em termos de referencial coordenado adaptado,

1 1 -
H = —ZAgea = —Zg”Lj;ea, n+l<a<n+k.
h i n ije

. ~ k. L P .
Defini¢ao 3.12. Uma imersio M"<— M  diz-se minima se a curvatura média é identicamente

nula, ou seja, H = 0.
—n+k
Definicao 3.13. Uma imersdo M" — M tem curvatura média constante se H é paralelo, ou
seja, DxH = 0, para todo X € T'(TM).
Visto que D é Riemanniana tem-se X|H|*> = 2(DxH, H). Esta igualdade prova as

seguintes observagoes:

Observacao 3.14. H é paralelo = |H| é constante.

H paralelo = DxH = 0 = X|H]> = 2(DxH, H) = 0 = |H| constante.

Observacao 3.15. H # 0, H é paralelo <= |H| é constante e H/|H| é paralelo.

1
H é paralelo & ﬁDXH = 0 © H/|H]| é paralelo.

Observacdo 3.16. Se a codimensio é k = 1, H é paralelo <= |H| é constante.

Se |H| é constante = (DxH,H) = 0= DxH = 0 ou DxH é normal a H. Como k =1,
tem-se DxH = 0.
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4  Superficies com curvatura média
constante

Considere uma superficie M? isometricamente imersa em M2+k(c), uma variedade
Riemanniana de dimensédo 2 + k com curvatura seccional constante c. Sem perda de
generalidade, assuma que a imersdo é dada localmente em coordenadas conformes
(u', u?), tal que ds* = E[(du')* + (du?)*], ou seja, (U;, U;) = Ed;;. Sejaz = u' + iu®. Ao
referencial coordenado {U;, U,} existe um referencial adaptado naturalmente associado

{e; = U;/ \/E}. Para uma seccdo normal unitéria e, € I'(NM) defina a funcéo

1 o a T O
Palz) = > (Ln - Lzz) —iLy, (4.1)

ou equivalentemente

¢oa=E B (Atlkl - /\gz) - Z‘Nl)(z]

pois 1 = (3(11 1)) = (B (e VE & V). ) = E{B(er) ) = B

. —2+k . o ey
Lema 4.1. Seja M?> < M (c) uma imersdo isométrica dada localmente em coordenadas con-

formes (u', u) com pardmetro conforme E. Seja e, uma sec¢do unitdria paralela de NM.

(a) Se E‘l(Li‘1 +LS,)) = (A}, + AY,) € constante, entdo ¢, é uma fungdo analitica de z. Em
particular,

. H .

i) se H # 0 é paralelo e e3 = —, entdo @3 é analitica;

|H]
ii) se e, satisfaz {(e,, H) = 0, entdo ¢, é analitica.

(b) Se eg € I'(NM) ¢é outra seccdo unitdria e eg,e,) = 0, entdo ¢, = 0 ou g = fo, onde f é

uma fungdo diferencidvel de z com possiveis pdlos isolados.

(c) Se e, e eg sio secgoes unitdrias de NM ambas paralelas e satisfazendo as hipéteses de

(a), entdo @g = ka@,, onde k, é uma constante real.
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Demonstracao:
(a) Em coordenadas conformes os simbolos de Christoffel sdo dados por
1E,
r%l = 1“%2 = _réz “2F
1E,
F%z = _F%1 =T5 = °E
Fazendoi=k=1,j=2ei=k=2,j=1naequagdo (3.5) obtém-se respectivamente
(Li = L = Z(rf LY ~ T, L)
= rl LY —TLLY +T2 L% -T2 L% (4.2)
b T At T ot T it
1 Ex(LY, + L3,)
T2 E
(L — (L) = Z(rf L% — T3,L%)
= r1 L¢ —TLLY +T% L%, — T2, LS (4.3)
12012 7 Lok T ko T by
1 Ev(LY, + L3,)
T2 E
Lf, + L3,
Como 3 é constante tem-se
0= L{, + L, E(L“ + L)1 — Ex(L{, + LY,
E 1 E?
. . Eq(L{, + LS,
(L11 + Lzz)l = —E (4.4)
0= L{, + L, E(L”‘ +L5))2 — Ex(L{, + LS,
E ) E?
N N z(La + La
(LY; + L)z = —E (4.5)
Substituindo (4.5) em (4.2) e (4.4) em (4.3) tem-se
(LE)2 (L)
(L) = (Liph = (Li“l +L5), = + ==
2 2
5(% —Lpk = L (4.6)
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@ a 1 a a (La )2 (La )2
1
5@~ Lok = —(Lh)

(4.7)

onde as equagdes (4.6) e (4.7) sdo as equagdes de Cauchy-Riemann e portanto ¢, é uma

funcao analitica.

i) Como H # 0 é paralelo pela observacédo 3.14 tem-se |H| constante. Além disso

1
E (Ai)l + /\gz)

= %[(B(el, e1),e3) + (B(ey, e2), €3)]

1
= E <B(€1,€1) + B(eZI 62)/ 63>

= <%[B(el,e1) + B(ey, 62)]/€3>

= <%Tr B,H/|H|>

1
SET(L, + 1)

1
= —(HH
|H|<,>

= [H|.

Logo E7(L3, + L3,) = 2|H| é constante e potanto ¢; ¢ analitica.

ii)Observe que, sendo H = trB/2 e {e,, H) = 0 tem-se
ASy +Ag, = tr(A) = (irB, H) = (2H, e,) = 2(H, e,) = 0

0 que mostra que Af, + AJ, é constante, portanto por (a) ¢, € analitica.

b) Em coordenadas conformes g’ = 6;;/E e a eqagdo (3.6) se escreve

1 agh ath

I3 Z LiyLio — Lol =0
Se @, # 0, entdo ¢p/Pa = PP/ lPal*.
Observe que

D 1 ;s 1 04 (04 T
PpPa = [E(Li - ng) - Zsz] [E(Ln - L)+ ZL12]

1 B B @ a B ra 1 B (ra o a (7P B
[Z(Ln — Lyp)(Ly; — L) + lele] - ZE [le(Ln — L) - le(Ln - Lzz)]

(4.8)
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Logo por (4.8)
P 1 o a o ﬁ o
Im(pppa) = 5 [szLn - szLzz —LpLy; - leng
1

aTh a71h a7h ar1h
2 [L11L12 — Lol + Ly Ly, — Lyl

1N jags p
5 Z Ll = LigLy, =0

e portanto f = @@, /|p,[* € uma funcdo real diferenciavel.

c)Se ¢, = @ = 0, ndo héd o que provar. Sem perda de generalidade suponha ¢, # 0.
Entdo, pela demonstracdo acima, % é real, com pdlos isolados, e meroforma visto que

@a € Qg sdo analiticas. Portanto fa é uma fungdo constante.m
Pp

O préximo teorema é uma generalizacdo do teorema de Hopf em superficies de
curvatura média constante em IR?. Para demonstrar tal resultado usa-se o Lema (4.1).
No entanto serdo necessdrias algumas propriedades sobre as fungdes ¢,. No que se
segue, H # 0 e e,.1 = H/|H].

—n+k
Definicao 4.2. Uma imersio M" — M e pseudo-umbilica em p se /\Z.” = Ab;j em p.

— n+k —n+k
M" — MnJr ¢ totalmente umbilica se M" — MHJr é pseudo-umbilica e /\f;. =0, a>n+1.

Observacao 4.3. (i) Um ponto onde ¢, é real, é um ponto onde (L;?;.) e (/\f;.) sdo diagonalizdveis.
(ii) Um zero de ¢, é um ponto onde os autovalores sdo iguais.

(iii) Se e3 = H/|H|, entdo os zeros de @3 sdo precisamente os pontos pseudo-umbilicos da imersio.
(iv) Do lema acima, a parte (a)(i) implica que uma imersio de curvatura média constante ou
é pseudo-umbilica em todos os seus pontos ou tem pontos pseudo-umbilicos isolados. A parte
(b) implica que dos pontos ndo pseudo-umbilicos, um deles pode diagonalizar simultanemente a
segunda forma fundamental em todas as direcdes de um referencial normal {es, ..., e24}. A parte

(c) diz que, de acordo com a suposicio que e, é paralelo, (A7) é completamente determinada por
(/\1.3].).

. . n . —2+k
Teorema 4.4. (a)Uma superficie orientada fechada M? de género 0 imersa em M (c), ¢ = 0,
com curvatura média constante ndo nula é pseudo-umbilica e habita minimalmente em uma
hiperesfera de raio (|H|* + ¢)™1/2.

(b)Se k = 2, entdo M? é uma pequena esfera S* de raio ([H|* + c)~/2.

Demonstrc¢ao:
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(a) Em uma vizinhanga de cada ponto p € M? considere a imersdo dada localmente
em coordenadas conformes. Sejae; = ﬁ Pelolema4.1 (a), 3 é analitica. Visto que @3 é
uma transformagdo quadrética, a diferencial @3, que em coordenadas locais é dada por
@3dz?, estd bem definida. Visto que M? é de género 0, @5 = 0 (cap. VI de [9]). Portanto
em coordenadas locais @3 = 0. Pela observacado anterior, a imersdo é pseudo-umbilica
em cada ponto. Isto mostra simplismente que M? se encontra em uma hiperesfera de

raio (|[H|? + ¢)""? e é minima.

. ~ —n+2 L1 - .
De fato, a imersdo M?> — M (c), ¢ > 0, com curvatura média constante nao nula é

—n+2
pseudo-umbilica se, e somente se, M" estd em alguma hipersferade M  (c) e é minima.

(b)Em uma vizinhanga de cada ponto p € M?, seja e, a seccdo unitéria diferencidvel
de NM? tal que (es,es) = 0. Visto que |es| = 1, Dyey = w(X)e; para alguma 1-forma w,

tem-se

0 = X {(e3,e4) (Dxes, es) + {e3, Dxes)
= (e3, Dxes)

= (es, w(X)es)

= w(X) e, e3)

= w(X).
Logo Dxe4 = 0, ou seja ¢4 € paralelo. Pelo lema 4.1(a), ¢4 é analitica, pois
(eq, H) = |H|e4, H/|H|) = |H| (e4, €3) = 0.

Repetindo o argumento de (a), desta demonstracdo obtem-se ¢, = 0. Visto que
Af, + A3, = 0 (demonstragdo do lema 4.1(a)(ii)) deve-se ter Af]. =0,1<14,j <2. Portanto
a imersdo é totalmente umbilica. Sabe-se que variedades totalmente umbilicas sdo
pedagos de esfera. Neste caso, precisa-se apenas obter que pela parte (a) do teorema,
M? habita em uma esfera S® de raio (|H? +¢)™'/2 de tal modo que ¢4 é seu normal unitério
naquela esfera. Porque Af]. = 0 é totalmente geodésica e deve ser entdo uma esfera S°

equatorial desta esfera S°.m

. . . ~ _4
erdao classitica as, agora, as 1mersoes c), ¢ 2 U, gque tennam curvatura
S lassificad M2— M > 0 tenh t

—4
média constante H e curvatura Gaussiana constante K. Se c = 0, M (c) = R*. Parac > 0



4 Superficies com curvatura média constante 41

—4
tem-se como modelo para M (c) a hipersuperficie

S*1/ Vo) = (X eR¥/|X* =1/c} c R°.

Entende-se por um produto de imersdes de S'(p) x S'(r) em R* o produto de dois
circulos planos Euclidianos (de raios p e r respectivamente). O raio p pode ser tomado

como sendo oo, o que inclui os cilindros circulares retos.

. _4 . _4
Um produto de imersdo em M (c) ¢ uma imersdo M? < M (c) =~ S*(1/ vc) C R® que
habita em algum 4-plano afim IT C IR> e como tal é um produto de imersdes no sentido

Euclidiano.

. —2+k , _ R . ,
Lema4.5. Seja M? < M uma imersdo conforme, com pardmetro conforme E. SejaK = K—c

a curvatura relativa da imersdo e {es, ..., ex1x} um referencial ortonormal de NM?. Entdo

2+k
EX(HP - K) = ) IpaP =1 (4.9)
a=3
Se |[H> =K # 0, entdo
Alog [|H|2 ]

K=- 1 (4.10)
4nb(HP - Ky

1 .
Demonstragao: Sendo ¢, = E(Lﬁ'l - L3,) +iL], tem-se

n=Yet = Y [(tn-1n) + (ta)]
= Z % (L9)* — 2L% LS, + (LS,)* + 4L, L5, — 4L?1L§z)+(L§‘2 2]
= Y [G(@nr + ongg + (5?) - 5L, + 17
- Y & (L?HLEE)Z LyyL, — (L5, >2]
2E E2

a a \2 aTa a
Z LY, + Ly _ Z LHL5 — (le)z
2E E? '




4 Superficies com curvatura média constante 42

Observe que

e Z gL, % Z gifo}ea>

@(M%.,,+ez+k(ﬂffk+L%%k),e3(L?1+L32)+...+6M(M)>

|HJ?

oF °F F 2E
I3 +13\2 [2+k 4 [2+k\2
(%) <63/ e3> + ...+ ( 1 2E = ) <62+k/ 62+k>

a a \2
Z L11 + Lzz
2E ’
Da definigdo de curvatura seccional e da proposicdo 3.6(a), tem-se

K =K-c¢

é((R(Ul, Un)Uy, Uy — (R(Uy, W)Uy, Uy))

- é(R(Ul, W)Uy — [R(Uy, Up)UL 1T, Uy)

= %(—A(B(Ul, Uy), Up) + A(B(Uy, Uy), Uy), Uy)

_ %<_§u23(u1, Uy) + Dy, B(Us, Uy + Vg, B(Us, Uy) — Dy, B(U, Uy), Us)
= %((B(Ul, Uy), Vi, Ua) — (B(U,, Uy), Vi, L))

= %((B(ul, ), [V, LIy = (B(Uy, Uy), [V, Ua]Y))

= é((B(Ul, U,), B(Uy, Uy)) — (B(Uy, U4), B(U,, U4))).

Observe que B(U;, U;) = ), Lf‘jea, entao

Koe = g then Ltz - (F Lin i)

1
3 2+k 3 2+k
= §(<L11€3 + ..+ LJ €24k, L22€3 + ...+ LJ— 32+k>
3 2+k 3 2+k

—<L12€3 + ...+ ng €24k, L12€3 + ...+ Ll; 32+k>)

1
— 3713 2+ky 2+k 32 2+k\2
= ﬁ(LHL22 + .+ LTL5 = (L) + .o+ (L355)7)

Z L(fngz - (L(fz)z
E2 )
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Logo

n=)lpof = E(HP - K).

Lembrando que em coordenadas conformes a curvatura Gaussiana é dada por K =

—EE_lAlogE e usando a equagao (4.5) tem-se

B 1 n —% n %
K= 2[|H|2—K’] Alog[lHP—K’]

1 1 7 n
Y [IHlZ - K] Alog[uﬂz - K]
_Alog =

4n3[IHP - K2

NI=

—2+k

Proposi¢do 4.6. Seja M?> — M ’ (c) uma imersio conforme com curvatura média constante
. H .

e curvatura Gaussiana K constante. Suponha que {63 = ﬁ' es, ..., ez+k} é um referencial orto-

normal de NM? tal que cada e, é paralelo. Entdo K = |H? +cou K=0. Se K = |[H* +ce

¢ > 0, entdo M? é imersa como um pedago de esfera S*.

Demonstragio: Se K # |H> + c entdo |[H|* — K’ # 0 e por (4.5) tem-se 1 = Y |p,|* # 0.
Assim sendo, pelo menos um dos ¢,, por exemplo ¢,,, € ndo nulo. Como e, e e,, sdo
secgOes paralelas e (e,, H) = 0 pelo Lema 4.1 (a) e (c) tem-se @, = ko®,,, Onde k, é uma

constante real e ¢,, é analitica. Logo

n= Z pal* = Z kol = (Z ka) |Paol®

Portanto log 1 é harmonica visto que ¢,, é analitica e pela equacao (4.10) tem-se K = 0.
Se K = |H* + ¢ entdo |H? — (K-¢) = 0 ou seja |H? — K’ = 0 e por (45) n = 0.
Consequentemente cada ¢, = 0. Entdo @3 = 0 e a imersdo é pseudo-umbilica em todos

os seus pontos. Além disso, observe que se a > 3, ¢, = 0 implica
A1 = Ay, A =0, (4.11)
e Af, + A%, =<(trB,e,) = 2|H|(H/|H|, e,) = 0 implica
A% = —Ag. (4.12)

De (4.11) e (4.12) tem-se que Af;. = 0,Ya > 3, logo a imersdo é totalmente umbilica.
Usando o teorema da redugdo da codimensdo pode-se fazer k = 1 e portanto M? é

imersa como um pedaco de uma esfera S>.m
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—4
Proposicdo 4.7. Se M?> < M (c), ¢ > 0, tem curvatura média constante ndo nula e curvatura

Gaussiana K = 0,entdo M? é um produto de imersdes S'(r) x S'(p), onde |[H* = r=2 + p2.

Demonstragio: Visto que K = 0, M? é localmente isométrica ao plano e é possivel
escolher um sistema de coordenadas localmente conformes em M? com E = 1. Seja

H ) . .
{63 = ﬁ, 64} um referencial ortonormal de NM?. Considere os dois casos:

Caso A: 3 = 0.

Neste caso os autovalores sdo iguais em todos os pontos e a imersdo é pseudo-
umbilica. Pela demonstragdo do teorema 4.4 (a), M? habita minimalmente em alguma
esfera S® de raio —, ou seja, (H|* + ¢)™!/? para ¢ = 0. Por um resultado de Lawson

IH|
[6](teorema 3(f) pag. 351) uma superficie minima em S*(r) com K = 0 deve ser um

pedago do toro de Clifford S'(+fr/2) x S'(+/r/2) em S3(r). Portanto a imersdo é um

produto de imersdes.

Caso B: ¢4 = kgs.
Pela equagdo (4.5)
E(HP = K) =lpsf + |pal’
= ps® + |kepsl?
= (1+K)lpsl

ouseja, [HI? +¢ = (1+k?)|@s]? e || é constante. Logo ¢; é constante e ap6s uma possivel

rotagdo de coordenadas @3 pode assumir valor real.

Se @3 =y, entdo

() = (L)) = ( |H|O+ Y |H|O_ , ) (4.13)
onde
» [HP+c
1+k27
pois,

H
Ay + A3, = tr(A}) = (trB, e3) = (2H, e3) = 2|H] <ﬁ,e3> = 2|H|.
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Como
4 4 4 H
/\11 + /\22 = tr(Azj) = <trB/ €4> = <2H,€4> = 2|H| <ﬁ/ €4> = O,
k 0
(A5) = v : (4.14)
0 —ky

Assuma que ¢ = 0 e portanto M? — R*.
i) Se k = 0 entdo /\fj = 0. Se X € I'(TM?) entao

ﬁx&; =D,es + A(€4, X) =0

pois e, é paralelo visto que (Dxes, e3) = (Dxes, es) =0 e

2
Ales, X) = Ales, arey + aze;) = Z a;A(es, €;) = Z ai)\?jej =0

2
i=1 i=1

Portanto e, é um vetor constante em R*.

Sejap € M2. Sell; = {X € E*/ (x — p,es) = 0, x = X|jp}, entdo segue-se que M? habita em

IT;. Como uma superficie neste espago Euclidiano tridimensional, seu vetor normal

unitério é e;. Além do mais, sendo ¢ = 0 e K = 0 tem-se y = £|H|. Portanto por (4.13)

i

e como E = 1 tem-se a familiar segunda forma fundamental do cilindro circular reto.
Pelo teorema de unicidade para hipersuperficies a imersdo deve ser um cilindro circu-
lar reto S'(1/]H]) x S'(c0).

ii) Se K # 0 observe que
y2(1 + kZ)Z — |H|2

|H|2 _ 7/2 7/2(1 + k2)2

(IH| = »)(H[ + )

vk -k,
logo
(H+y)  »yk b

vk " (H-y) a
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coma>0ea®+b*=1.

Entdo as equagoes

a(H| +y) - byk =0
b(H| - y) —ayk =0

podem ser resolvidas unicamente por a e b.

Seja {es, e} um novo referencial ortonormal definido por

Fé}, = aes — b€4

s = bes + aey

Ambas as sec¢des e; e ¢4 sdo paralelas visto que e; e e, sdo ambas paralelas. Além

disso
A = (BUL U &)
= <B(LL, LI]), aes — b€4>
= a <B(Ui, u;), e3> - b <B(Ui, uj), €4>
= a/\?j - b/’\fj
A= (B, Uy, &) = bA% +ad

e portanto a segunda forma fundamental na diregdo de e; e es respectivamente, sdo

dadas por

) =a a(H| +y) — bky 0 (o 0 _[o o
g 0 a(|H| - y) + bky 0 a(lH| - y) + bky 0 Ws

)

G = g b(H| + y) + aky 0 _ [ bUHI+y) +aky 0) W 0
0 b(|H| - y) — aky 0 0 0 O

Agora basta verificar que de fato a imersdo ¢ um produto de circulo. Para finalizar

a demonstragdo observe que U, A e3 é um plano constante em R* visto que,

0 ~ ~ —
ﬁ(Uz A (:'3) =Wses Aes + Uy A (—W3UQ) =0.
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Analogamente U; A e4 é um plano constante. Estes planos sdo ortogonais. Além disso,
fixando u?, a imersdo é um circulo de raio 1/ W, no plano U; A es e fixando ', um circulo

de raio 1/Wj3 no plano U, A e;. E isto déd a imersdo como um produto de circulos.

Para completar a demonstracdo desta proposigao resta apenas estudar (i) e (ii) para
o0 caso ¢ > 0. Pelo teorema da redugdo da codimensao, pode-se obter M? — S* c R*

que se reduz ao caso Euclidiano.m

. —4 . - . Y
Teorema 4.8. Seja M? — M (c) uma imersdo isométrica com curvatura média constante e
curvatura Gaussiana constante K. Entdo K = 0 ou K = |H> + c. Se ¢ > 0, entdo M? é um

produto de circulos se K = 0 ou um pedago de uma esfera S* se K = |[H|* + c.

H
Demonstracio: Seja {63 = ﬁ,&;} um referencial ortonormal de NM? com e; e e4
paralelos. Pela proposi¢do 4.6 K = 0 ou K = |H|* + ¢. Se ¢ > 0, ainda pela proposi¢do
4.6, M? é um pedago de esfera S* se K = |H|* + ¢ e pela proposi¢do 4.7, um pedago de

produto de ciculos se K = 0.m
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5 Uma Generalizacdo do Teorema de
Klotz-Osserman

O teorema apresentado a seguir é uma generalizagdo do teorema de Klotz e Os-
serman, e que classifica uma imersdo com curvatura média constante e curvatura

Gaussiana que ndo muda de sinal.

Teorema 5.1. Seja M? uma superficie completa e M?* < M (c) uma imersdo com curvatura
média constante H e curvatura Gaussiana K que ndo muda de sinal. Entdo M? pode ser:

(i) Minima, ou

(ii) Uma esfera de raio (HI> + ¢)~/* ou

(iti) Um produto de circulos S'(r) x S} (p), 0 <r < c0e0 < p < 0.

Demonstracdo: Sabe que se H é constante entdo DxH = 0 e pela observagdo 3.14

tem-se que |H| é constante. Logo H = 0 ou H ndo tem zeros. Se H = 0 entdo M? é
H

minima. Entdo suponha H # 0 e escolha um referencial ortonormal {33 = ﬁ, 84}. Em

coordenadas locais conformes ds? = E[(du')? + (du?)?] e as fungdes @5 e @4, definidas

como em (4.1), sdo func¢des analiticas de z = u' + iu? de acordo com o lema 4.1.

O Recobrimento de M? por parametrizacdes localmente conformes induzem em
M? uma estrutura de superficie de Riemann. Analisaremos os casos K < 0 e K > 0

separadamente.

Caso1l: K<0

Neste caso K’ = K — ¢ < 0. Pela equacdo (4.5), em cada parametrizacdo tem-se

n =@l + lpal* = E2(HP = K') > 0 (5.1)
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Sendo (es, Dxes) = 0 e (e3, Dxes) = 0 tem-se que e, é paralelo e além disso (e4, H) =
|H| {es, H/|H|) = 0,1ogo pelolema4.1 (c), ¢4 = kg3, onde k é uma constante real. Portanto
log n = log E*(H|* — K’) é harmonica.

Seja d$? = \Ml(du')* + (du*)*] uma outra métrica. A curvatura Gaussiana K nesta

nova métrica é dada por
. 1
K= —in‘l/zAlog\/ﬁ =0 (5.2)

visto que log n é harmonica. Portanto d3* é uma métrica plana conformemente equiva-

lente a ds?, pois,

ds?

Vill(du')? + (du?)?]
VEX(HP = K)[(du')? + (du?)?]
VIHE = K'E*[(du')? + (di?)?]
= IHP - Kds?

Pelo lema 2.29, o recobrimento universal de M? é conformemente equivalente ao

plano. Em M? a fungdo log(+/n/E) é uma fungao globalmente definida. Além disso,
esta funcdo é limitada inferiormente, pois, por (5.1) g = y/([H|* = K’) > 0 e portanto

m_1 N L
log% = 5log(HP = K') > SloglHI* = log|H].

Por (5.2) e do fato que K < 0 tem-se

Alog(4/n/E) = Alog+/n— AlogE
—AlogE
2EK<0 (5.3)

de onde conclui-se que é superharmonica. Assim, log(/77/E) € uma fung¢do superharmonica
limitada inferiormente sobre uma superficie que tem ao recobrimento universal con-
formente equivalente ao plano, ou seja, parabdlica. Logo log(+/1/E) é constante. Isto
implica Alog(+/n/E) = 0 e por (5.3) tem-se K = 0. Pelo teorema 4.7, M deve ser imersa

como um produto de circulos S!(r) x S'(p). Isto completa a demonstragdo para K < 0.
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Caso2:K >0

Por um teorema de Huber [10], uma superficie completa com K > 0 ou é compacta

ou é parabdlica.

Suponha que M? é compacta. Se K = 0 entdo tem-se a proposi¢do 4.7. Caso
contrério, M? tem género 0 pelo teorema de Gauss-Bonnet, e portanto é uma esfera de
raio (|H|* — K’)™/2 pelo teorema 4.4(b).

Suponha M? parabdlica. Neste caso M? deve ser plana, ou seja, K = 0. Para ver
isto, observe que 1 = |[H |> — K’ ndo é identicamente nulo; caso contrédrio K = [H|?> + ¢ > 0,
e entdo pelo teorema 4.8, M? seria um pedago de esfera, impossivel visto que M? é

parabdlica. Como no caso 1, logn é harmonica, logo

0=Alogn = 2[AlogE + Alog(+/1n/E)]
2[-2KE + Alog(+/n/E)]
2[Alog(/E)].

IA

Assim log(+/1/E) é subharmonica, e limitada superiormente visto que

log(\/1/E) = log(IHP* — K')/* < log(IH[* + ¢)"/2.

Portanto log 4/1/E é constante visto que M? é parabdlica. Pela defini¢do de 1, K
também ¢é constante. Logo K = 0 visto que M? é parabdlica (tem recobrimento uni-
versal conformemente equivalente ao plano). Portanto a proposicdo 4.7 completa a

demonstracao.m

Observacio 5.2. Pela proposigdo 4.7 e pela demonstragdo do caso 1, no caso onde @3 = 0, M?
é um produto de circulos com r = p (toro minimo de Clifford em uma hiperesfera), enquanto no
caso onde @3 # 0, g = 0, M? é um cilindro circular reto (r = 00). Se nem @z e nem @y sio

identicamente nulas, M? é S'(r) x SY(p) comr # p er # co.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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