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RESUMO

TEOREMA FUNDAMENTAL DAS IMERSOES
ISOMETRICAS

Orientador: Renato de Azevedo Tribuzy
Programa de Pos-Graduagao em Matematica

As equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci sao satisfeitas para
qualquer imersao f : M" — . O Teorema Fundamental das
Imersoes isométricas prova a reciproca deste fato quando M e
uma variedade Riemanniana (n + k)—dimensional simplesmente
conexa com curvatura seccional constante c¢, isto é a esfera
Euclidiana S"**, espaco Euclidiano R"** ou o espaco hiperbdlico
H

Palavra chave: imersoes isométricas, equagoes de Gauss,
Codazzi e Ricci.



ABSTRACT

Fundamental Theorem of Isometric Immersions

The equations of Gauss, Codazzi and Ricci are satisfaied for any
isometric immersion f @ M" — M. The Fundamental Theorem of
[sometric Immersions provides a converse to this fact whenever M s a
simply connected (n + k)— dimensional Riemannian manifold with constant
sectional curvature c, ie, the Euclidean Sphere S*** Euclidean Space R"**

or the Hyperbolic Space H*.

key word: isometric immersions, equations of Gauss, Codazzi and Ricci.
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INTRODUCAO

O resultado principal deste trabalho se inspira na Geometria Diferencial
classica das superficies no R? onde as equacoes de Gauss e Mainard-Codazzi
desempenham um papel fundamental.

Conforme Teneblat em [13] por volta de 1867 Ossian Bonnet mostrou
que dadas 2 formas quadréiticas em um subconjunto aberto U C R? que
satisfazem as equacoes de Gauss e Codazzi-Mainardi, existe a menos de um
movimento rigido, uma tnica imersao local f : V C U — R? com as formas
prescritas como métrica induzida e segunda forma fundamental.

Com o advento da geometria multidimensional, no comec¢o do século
tornou-se natural observar que um fato similar acontece para imersdes com
codimensao arbitraria. Assim, neste trabalho consideramos a seguinte
situacdo: seja f : M — M uma imersdo de uma variedade diferenciavel M de
dimensdo n em uma variedade Riemanniana M de dimensao
n+ k. A métrica Riemanniana de M induz de maneira natural uma métrica
Riemanniana em M :se vy e vy € T, M, define-se (v1,vq) = (df,(v1), df(v2)).
Nessa situacao f passa a ser uma imersao isométrica de M em M. Como
veremos, as relacoes entre as métricas riemannianas de M e M se exprimem
por meio da segunda forma fundamental.

Tudo se passa como se a geometria da imersao se decompusesse em duas
geometrias: uma geometria do fibrado tangente e uma do fibrado normal.
Estas geometrias se relacionam com a segunda forma fundamental
da imersao por meio de expressoes que generalizam as classicas equagoes
de Gauss e Codazzi da teoria das superficies.

Neste contexto, obteremos as férmulas de Gauss e Weingarten e baseado
nelas encontraremos as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci (equagbes
fundamentais da imersdo). A equagao de Gauss exprime a diferenga entre as
curvaturas de M e M por meio de expressdes construidas a partir da
segunda forma fundamental. Como as curvaturas sao definidas intrinseca-
mente, a equagao de Gauss generaliza o Teorema Egregium de Gauss, que
por sua vez foi o ponto de partida da Geometria Riemanniana. A equagao de
Codazzi nos fornece uma espécie de simetria da derivada da segunda forma



fundamental e finalmente a de Ricci relaciona o tensor curvatura normal e a
segunda forma fundamental.

A importancia das equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci é que no caso
em que o espago ambiente tem curvatura seccional constante, elas desem-
penham um papel analogo ao das equacoes de compatibilidade na teoria local
das superficies. Em verdade as equagoes de compatibilidade da teoria das
superficies sao apenas casos particulares das equacoes de Gauss e Codazzi.

Nosso objetivo é apresentar e demonstrar de forma clara e detalhada o
Teorema Fundamental das Imersoes Isométricas que da condigoes suficientes
para que uma variedade simplesmente conexa munida de uma métrica possa
ser imersa isometricamente em espacos de curvatura constante.

O Teorema Fundamental das Imersoes Isométricas é um resultado classico
que promoveu o surgimento de varios outros resultados na geometria. Um
deles foi o Teorrema fundamental de J. Nash que mostra que toda variedade
riemanniana pode ser isometricamente imersa em algum espaco euclidiano.

No capitulo 1 sao apresentadas defini¢oes e resultados referentes a va-
riedades diferenciaveis, formas diferenciais e fibrados vetoriais riemannianos.
No capitulo 2 mostraremos que em uma variedade contratil toda 1— forma
fechada ¢é exata. No capitulo 3 apresentamos fatos da teoria das
subvariedades. Inicialmente obtemos as féormulas de Gauss e Weingarten e
por elas derivamos as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci (equagoes
fundamentais da imersao) para uma subvariedade de uma variedade
riemanniana. Por fim, no capitulo 4 apresentamos o Teorema Fundamen-
tal das Imersoes Isométricas e sua demonstracao. A idéia da demonstragao
aqui apresentada estd em sua esséncia contida em [3].



Capitulo 1

Generalidades

1.1 Introducao

Neste Capitulo disponibilizamos algumas defini¢oes e resultados gerais de
Variedades Riemannianas e Formas Diferenciais cujas demonstracoes serao
omitidas. Para maiores detalhes destes topicos recomendamos [1] e [2].

1.2 Variedade Diferenciavel

Definicao 1.2.1. Uma Variedade Diferenciavel de dimensao n é um
conjunto M e uma familia de aplicagoes injetivas:

To U, CR" — M
de abertos U, de R"™ em M tal que
1. M = Uy, (Uy);

2. Para todo par «, com x,(U,) Nxg(Us) = W # (), os conjuntos
) H (W) e x;l(W) sao abertos em R” e as aplicagoes x;l o, ez, oxp
sao diferenciaveis.

Definicao 1.2.2. Sejam M7 e MJ" variedades diferenciaveis. Uma aplicacao
¢ M — Mj" é diferenciavel em p € M7 se dada uma parametrizacao
y:V CR™ — M, em ¢(p) existe uma parametrizagdo x : U C R" — M; em
p tal que ¢(z(U)) C y(V) e a aplicacdo

ylogowr:UCR"—R™

¢ diferenciavel em z71(p). ¢ ¢ diferencidvel num aberto de M; se ¢ diferen-
ciavel em todos os pontos deste aberto.

1



Definicao 1.2.3. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma aplicagao
diferenciavel « : (—e€,¢) — M é chamada uma curva (diferenciavel) em M.
Suponha que a(0) = p € M e seja D o conjunto das fungoes de M diferen-
ciaveis em p. O vetor tangente a curva a em t = 0 é a fungao o/(0) : D — R
dada por

Ofl(O)f = d(];ia) |t:07 f eD.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢ = 0 de alguma curva
a:(—€€) — M com a0) = p.

Definicao 1.2.4. O Espaco Tangente a uma variedade M em um ponto p,
representado por T,M ¢ o conjunto de todos os vetores tangentes as curvas
suaves pertencentes a M passando por p. Mostra-se que o T, M é um espago
vetorial de dimensao m que nao depende do ponto p.

Defini¢ao 1.2.5. (O Fibrado Tangente). Seja M uma variedade diferen-
ciavel e seja TM = {(p,v);p € M,v € T,M}. Este espaco munido com a
estrutura diferenciavel {U, x R",v,} onde v, : U, X R" — T'M definida
por:

n
0
’ya(xtllv '-'71%7'“17 7un) = (xa(xi", ---,l’g), Zui%)a
i=1 i

(U1, ...,u,) € R" & definido como o fibrado tangente de M.

Proposigcao 1.2.1. Sejam M} e MJ* variedades diferenciaveis e seja
¢ : M; — M, uma aplicacao diferencidvel. Para cada p € M; e
cada v € T,M;, escolha uma curva diferenciavel o : (—¢€,e) — M; com
a(0) =p,a’(0) = v. Faga 3 = ¢poa. A aplicagao do,, : T,My — Ty, M, dada
por d¢,(v) = §'(0) é uma aplicagdo linear que ndo depende da escolha de .

Definicao 1.2.6. A aplicagao linear d¢, dada pela proposicao anterior é
chamada diferencial de ¢ em p.

Definicao 1.2.7. Sejam M; e M, variedades diferenciaveis. Uma aplicagao
¢ . My — M,y é um difeomorfismo se ela é bijetiva, diferenciavel e sua
inversa ¢! ¢ diferenciével. ¢ ¢ um difeomorfismo local em p € M se existem
vizinhangas U de p e V de ¢(p) tais que ¢(U) — V é um difeomorfismo.

Definicao 1.2.8. Uma variedade M é chamada simplesmente conexa se M
é conexa e se toda aplicacao diferenciavel f : S! — M é diferenciavelmente
contratil a um ponto.



1.3 Campo de Vetores

Definicao 1.3.1. Um campo de vetores X em uma variedade diferencia-
vel M ¢é uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor
X(p) € T,M.Em termos de aplicagdes, X ¢ uma aplica¢ao de M no fibrado
tangente T'M. O campo é diferenciavel se a aplicagcgo X : M — TM é
diferenciavel.

Considerando uma parametrizacao x : U C R™ — R", é possivel escrever

= 0
X(p) = ai(p)5—,
=1
onde cada a; : U — R é uma fungao em U e {%} ¢ a base associada a
2
x,1=1,...,n. X é diferenciavel se e s6 se as fungoes a; sao diferenciaveis

para alguma (e, portanto, para qualquer) parametrizagao.

As vezes é conveniente utilizar a idéia sugerida acima e pensar em um
campo de vetores como uma aplicacao X : D — F, do conjunto D das
fungoes diferenciaveis em M no conjunto F das fun¢oes em M, definida por:

XD = Y alp) L),

)

onde cada a; : U — R ¢ uma fungdo em U e {2} ¢ a base associada a
parametrizacao z : U C R" — R™.

Lema 1.3.1. Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma
variedade diferenciavel M. Entao existe um tnico campo vetorial Z tal que,
para todo f € D, Zf = (XY —YX)f.

Definicao 1.3.2. O campo vetorial Z dado pelo Lema anterior é chamado
colchete [X,Y] = XY —Y X de X e Y; Z é evidentemente diferenciavel.

Proposicao 1.3.1. Se X, Y e Z sao campos diferenciaveis em M, a,b sao
nimeros reais e f, g sao fungoes diferenciaveis, entao:

X,Y] = —[Y, X](anticomutatividade),

aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (linearidade)

(X,Y]Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = O(identidade de Jacob),
FXo9Y] = fglX, Y]+ fX(9)Y — gV (f)X.

)
)
)

(a
(b
(c
(d)



1.4 Meétricas Riemannianas

Definigao 1.4.1. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana)
em uma variedade diferenciavel M é uma correspondéncia que associa a cada
ponto p € M um produto interno ( ),(isto ¢ uma forma bilinear simétrica,
positiva definida) no espago tangente 7,,M, que varia diferenciavelmente no
seguinte sentido: Se z : U C R®" — M é um sistema de coordenadas locais
em torno de p, com z(zy,...,z,) =q € x(U) e %(q) =dz,(0,...,1,...,0),
entao (%(q), a%]_(q)) = gij(z1,...,2,) ¢ uma funcdo diferenciavel em U.
Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana é
dizer que para todo par X e Y de campos de vetores diferenciaveis em uma
vizinhanga V' de M, a fungdo () é diferenciavel em V.

Definigao 1.4.2. Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomor-
fismo f: M — N é chamado uma isometria se:

(uv)p = (dfp(u) df,(v)) jppara todo p € M, u,v € T,M

1.5 Conexao Riemanniana

Indicaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C'*
definidos em M.

Definicao 1.5.1. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M
é uma aplicacao

V:X(M)xX(M)— X(M)
que se indica por (X,Y) A v xY, que satisfaz as seguintes propriedades:
Z) VfX+gyZ = fVXZ —|—gVyZ.

it) Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ.
iii) Vx(fY)=fVxY +X(f)Y, ondeX,Y,Z € X(M)e f,g € D(M).



Proposicao 1.5.1. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao
afim V. Entao existe uma tnica correspondéncia que associa a um campo
vetorial V' ao longo de uma curva diferenciavel ¢ : I — M um outro campo
vetorial 2 V ao longo de ¢, denominado derivada covariante de V' ao longo de
c, tal que

a) dQ(V—i-W) oy 4 bW

b) DL(fV) =4V —i— fEY onde W é um campo de vetores ao longo de c e
f € uma fungao diferenciavel em I

¢) SeV'é induzido por um campo de vetoresY € X(M),i.e.,V(t) =Y (c(t)),
entao— = Vae/atY.

Definicao 1.5.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao
afim V.Um campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M é chamado
paralelo quando % =0, para todo t € V.

Proposicao 1.5.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao
afim V. Seja ¢ : I — M uma curva diferencidvel em M e V;, um vetor tangente
a M em c(ty), to € I (ie. Vo € Tpu)M). Entéo existe um tnico campo de
vetores paralelo V' ao longo de ¢, tal que V(ty) = Vo, (V(t) é chamado o
transporte paralelo de V' (ty) ao longo de ¢).

Definigao 1.5.3. Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma
conexao afim V em M ¢é uma conexao de Levi-Civita (ou Riemanniana)
quando satisfaz as condigoes:

a) V é simétrica, isto é, VxY — Vy X = [X,Y];
b) V é compativel com a métrica Riemanniana, ou seja

X(Y,Z) = (VyY,Z) + (Y,VxZ), onde XY, Z € X(M) (1.1)



1.6 Curvatura

Definigao 1.6.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma
correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagao
R(X,Y): X(M) — X(M), dada por:

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — VixyvZ, (1.2)
Z e X(M).

Definigao 1.6.2. A curvatura seccional (ou Riemanniana) K (z,y) segundo
o C T,M (subespago bidimensional do espago tangente T,M), onde =,y € o
sao vetores linearmente independentes,é definida por:

(R(z,y)y, x)

: (1.3)

onde |z Ay| = /|2lyl* — (z,)*.

Se K(X,Y) > 0, para cada par X,Y, entdo M ¢é dita uma variedade
Riemanniana de curvatura positiva.

1.7 Formas Diferenciais

Definicao 1.7.1. Seja p um ponto de R™. O conjunto de vetores aplicados
em p, chamado espago tangente de R™ em p, sera denotado por R7.

Denotaremos por (R})* o espago dual de R}. Uma base para (R})* ¢
obtida tomando (dz;),, i = 1,...,n, onde z; : R® — R é a projecdo na
i-ésima coordenada, {(dx;),} ¢ a base dual de {(e;),}.

Definicao 1.7.2. Um campo de formas lineares ou forma exterior de grau 1
em R" é uma aplicagao w que a cada p € R" associa w(p) € (R})*; w pode
ser escrito na forma

U)(p) = zn:aidl'i,
=1

onde a; sao funcgoes definidas em R™ e tomando valores em R; w chama-
se uma forma exterior continua quando as fungoes a; sao continuas. Se as
fungoes a; forrem diferencidveis w chama-se forma diferencial de grau 1.



Seja /\k(RZ)* o conjunto das fungoes k—lineares alternadas.
Se 1, ..., sao formas lineares, podemos obter um elemento w1 A. .. Apy
de N*(R?)* definido por

(1 Ao AN gg) (v, .. vg) = det(pi(vy))).

Decorre das propriedades de determinantes que @1 A. . . Apy € de fato k—linear
e alternada. Em particular, (dz;,), A ... A (dz;,), € A"(R?)*; indicaremos
este elemento por (dz;, A...Adz;,),.

Proposicao 1.7.1. O conjunto {(dz;, A ... Adx;),}, i1 <...<i, onde
ij €{1,2,...,n} forma uma base para A*(R)*.

Defini¢ao 1.7.3. Uma k—forma exterior em R” (k > 1) é uma aplicagao w
que a cada p € R"™ associa w(p) € A*(R)*,w pode ser escrito na forma

w = Z azlzk(p)(dx” VANPIAN dﬁik)p, ij € {1, 2,... ,TL}
11 <...<tp

onde a;, . ; sao aplicacoes de R™ em R. Se as funcoes a;, .. ; forem diferen-
ciaveis, w é chamada uma k—forma diferencial.

Indicaremos por I a k—upla (i1,...,4), i1 < ... < i i; € {1,...,n}, e
usaremos a seguinte notacdo para w: w =y ;a;dz;.

Definicao 1.7.4. Seja f : R” — R"™ uma fungao diferenciavel. A aplicagao
linear dfy, : R} — R?(p) induz uma transformagao linear

fo o AR — AR

que para cada ¢ € (R;”(p))* associa f;(¢), definida da seguinte maneira:

(fy(@)(v1, - vk) = D(dfp(v1), - - - dfp(vr)), V1, 00 €RY.

Fazendo o ponto variar em R", obteremos uma aplicacao f* que leva k—formas
de R™ em k—formas de R™.Convenciona-se que

f*(g) = go f, se g & uma O-forma.

Definigao 1.7.5. Se w = ) ; a;dz; é uma k—forma, definimos a diferencial
exterior de w como sendo a (k + 1)— forma dw = ), da; A dx;.

Proposigao 1.7.2. d(dw) = d*w = 0.

7



Definigao 1.7.6. Seja M uma variedade de dimensao n. Uma k—forma difer-
encial w em M é a escolha, para cada sistema de coordenadas
fi: Uy — M, de uma k—forma wy, em U; C R™ de tal forma que se wy, e
wy, sao duas tais escolhas e f1(Uy) N fo(Usz) # 0, entéo,

wo, = (f5 0 fi) wu,.
Cada wy, ¢é dita uma representagao local de w.

Definigao 1.7.7. Chamaremos de suporte K de uma forma diferencial w,
definida em um aberto U de R" (ou de uma variedade diferenciavel), a unido
do conjunto

A={peUw(p) #0}

com os pontos de acumulagao de A. O suporte K de w é assim um subcon-
junto fechado de R™ (ou da variedade). Seja w uma n—forma diferencial em
um aberto U de R",

w=a(xy,...,T,)dry A ... \Ndx,.

Suponhamos que o suporte K de w é compacto e estd contido em U.

Entao definimos,
/w = /adxl...dxn,
U K

onde o segundo membro é uma integral multipla usual.

Definicao 1.7.8. Suponhamos que M seja compacta, orientavel e que uma
orientacao foi fixada, i.e., M estd coberta por uma familia {V,} de
vizinhangas coordenadas de tal modo, que a mudanca de coordenadas tem
sempre Jacobiano positivo. Se o suporte K de w esta contido em alguma
vizinhanga coordenada V,, = f,(U,). Neste caso, se a representagao local de
w for

Wo = aa(Ur,. .., uy)dug A ... A duy,

/w = / W, = / Ao (U, . up)duy ... duy,
M o Ua

onde o ultimo menbro é uma integral multipla usual.

E possivel mostrar ainda que se K estd contido em outra vizinhanca
coordenada V3 = f3(Up) da mesma familia que cobre M, a definigao anterior
independe da escolha da vizinhanga coordenada. Para detalhes ver [2].

definiremos



Proposicao 1.7.3. Dada uma cobertura {V,,} de uma variedade compacta

M por vizinhangas coordenadas, existem funcgoes diferencidveis ¢q,..., ¢,
tais que:

m
a) Zi:l ¢i =1,

b) 0<¢; <1, eosuporte de ¢; esta contido em algum V,, da cobertura {V,}.

Definicao 1.7.9. Seja M uma variedade compacta e orientada, ¢;w uma
forma cujo suporte esta contido em V;, definimos s integral de uma n—forma
w em M da seguinte maneira:

for =3 e

Afirmamos que a integral acima é independente das escolhas feitas. Para
detalhes ver [2].

1.8 Fibrados Vetoriais Riemannianos

Definicao 1.8.1. Sejam F e M variedades diferenciaveis e seja
m : ' — M uma aplicacao diferenciavel. Dizemos que 7 : F — M é um
fibrado vetorial (de dimensao k) quando para cada ponto g € M,

1. 7 !(q) & um espago vetorial real de dimensao k.

2. existe uma vizinhanca aberta U de ¢ em M e um difeomorfismo
o :m Y U) — U x R* para cada y € U.

Dado um fibrado vetorial 7 : £ — M e um conjunto F' C E tal que
a restri¢do w|p : F© — M é também um fibrado vetorial, dizemos que F' é
um subfibrado vetorial de E se a inclusao leva (7|r)~*(¢) linearmente sobre
77 1(q) para todo g € M.

Definicao 1.8.2. Seja m : £ — M um fibrado vetorial. Para cada p € M
chamamos o espago E, = 7 !(p) a fibra de 7 sobre p. Uma se¢ao local sobre
um conjunto aberto U C M é uma aplicacao diferenciavel ¢ : U — FE tal
que moe = idy; se U = M dizemos que € : M — E ¢é uma se¢ao global ou
simplesmente secio de 7. E possivel mostrar que para todo e € E existe uma
secao € tal que g(m(e)) = e, em particular isto mostra que o conjunto I'(7)
das segoes de 7 é nao vazio.



Definicao 1.8.3. Sejam m, : E* — M e m : E?> — M fibrados
vetoriais.  Definimos a proje¢io 7 : L(E',E?) — M colocando
7 '(p) = L(E,, E}), onde o conjunto L(E', E?) ¢ a uniao dos espacos das
aplicacoes lineares de E; sobre Ez,p € M. Dotando L(E', E?) com a es-
trutura diferenciavel natural induzida pela projecao ele torna-se um fibrado
vetorial, chamado fibrado das aplicagoes lineares. A soma 7 @y dos fibrados
vetoriais m : B! — M e my : E?> — M & definida como a projecao

m @ E'® E* — M, dada por
T @ ma(er, e2) = mi(er) = ma(ez), onde

E'® E* ={(e1,e5) € E' x E* : m1(e1) = ma(ea)}

Definicao 1.8.4. Sejam m : E' x E? — M e m, : E* — M fibrados
vetoriais. Definimos a projecio 7 : Lo(E' x E* E*) — M colocando
7N p) = Ly(E, x E2,E}), onde o conjunto Ly(E' x E? E®) ¢ a unido
dos espacos das aplicagoes bilineares de E; X Ez sobre Eg, p € M. Dotando
Lo(E' x E? E3) com a estrutura diferencidvel natural induzida pela projegao
ele torna-se um fibrado vetorial, chamado fibrado das aplicagoes bilineares.
A soma 7 @ my dos fibrados vetoriais 7 : E' x E? - M e my: E? — M é
definida como a projecao

™ @7 (E' x E?) ® E* — M, dada por
Vsl @71'2(61 X 62,63) = 7T1(€1 X 62) = 7T2(€3),0Hd€
(B' x )@ E? = {(e1 x eg,e3) € E' x E* x E* : m(ey X €3) = ma(e3)}

As somas definidas acima sao fibrados vetoriais.
Mais geralmente, podemos transferir para fibrados vetoriais certas
operagoes que sao realizadas entre espacos vetoriais.
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Definicao 1.8.5. Dados dois fibrados vetoriais m : E' — M; e
m B2 — M, e um difeomorfismo ® : M; — M,, dizemos que a
aplicacao diferenciavel ® : E' — E? ¢ um isomorfismo de fibrados vetori-
ais ao longo de ® se, para todo g € Ms, temos

(i) mo® =D om e b(m ' (p) = m5  (2(p)),
(i1) a restricio @, : 7 ' (p) — 75 (®(p)) de ® para a fibra 7, ' (p) é um
isomorfismo de espacos vetoriais.

Segue da definicao que d ¢ um difeomorfismo. Além disso, para cada
se¢ao ¢ de m; obtemos a se¢iao () = Poco L

Definicao 1.8.6. Uma métrica Riemanniana ( ) sobre um fibrado vetorial
E — M é uma aplicagao

() :T(m) xT'(mr) — D,

bilinear sobre o anel D de funcoes diferenciaveis sobre M, que é simétrica
e positiva definida.

Definicao 1.8.7. Um fibrado vetorial 7 : F — M junto com uma métrica
Riemanniana fixa é chamado um fibrado vetorial Riemanniano.

Definicao 1.8.8. Seja 7 : £ — M um fibrado vetorial e seja X(M) o con-
junto dos campos de vetores diferencidveis sobre M. Uma conexao linear é
uma aplicacao R—bilinear

V:X(M)xT(r) — T'(m)
(X,e) = Vxe
satisfazendo, para cada f € D, X € X(M) e ¢ € I'(n), as propriedades

Z) foé‘ = fVX&‘.
it) Vx(fe)=X(f)e+ fVxe.
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Definicao 1.8.9. Seja m# : E — M um fibrado vetorial com uma conexao
linear V. Dizemos que a se¢ao ¢ € I'(m) é paralela quando Vye = 0 para
todo X € X(M). Um subfibrado vetorial F' de E ¢ dito paralelo se, para toda
secao n de F' e todo X € X(M), temos que Vxn é uma segao paralela de F.

Definigao 1.8.10. Seja 7 : £ — M um fibrado vetorial Riemanniano. Uma
conexao linear V ¢ dita compativel com a métrica ( ) quando

X{e,m) = (Vxe,n) + (e, Vxn)
para todo X € X(M) ee,n e I'(m).

O tensor curvatura de um fibrado vetorial 7 : £ — M com conexao linear
V é a aplicagdo R—trilinear

R: X(M)xX(M)xTI(r) — I'(r) definida por
R(X, Y)€ = vaycf — VYVXS — V[X,y}&

E facilmente visto que R é trilinear sobre D. Quando o fibrado vetorial é
Riemanniano, podemos associar a R outro tensor

R:X(M)xX(M)xT'(m) xI'(m) = R

dado por R(X,Y,e,n) = (R(X,Y)e,n), onde () é a métrica sobre E.
Por um abuso de linguagem é comum nao nos referirmos a aplicagao

m : E — M quando estamos trabalhando com fibrados cuja aplicacao é a
natural, mas sim as variedades E e M.
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Capitulo 2

O Lema de Poincaré

Definicao 2.0.11. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma k—forma
diferencial w em M ¢é chamada exata se existe uma (k — 1)—forma f em
M tal que df = w; w é dita fechada se dw = 0. Como d? = 0, temos que se
w é exata entao w é fechada.

A reciproca deste fato nao é, em geral, verdadeira. No entanto, mostra-
remos neste capitulo que a condigao dw = 0 é suficiente para que w seja
localmente exata.

Definigao 2.0.12. Uma variedade diferenciavel M é contratil (a um ponto
po € M) se existir uma aplicagao diferenciavel H : M x [0,1] — M
H(p,t) e M, pe M, t €[0,1], tal que:

H(p,1) =p, H(p,0)=py, paratodopec M

Para mostrar que R" é contratil (a um ponto arbitrario py € R"™ ) basta
definir H : R" x [0, 1] — R™ por H(p,t) = po+ (p—po)t. O mesmo argumento
mostra que a bola de raio 7, B, = {p € R™;|p| < r}, de R™ é contratil.
Decorre dai que toda variedade é localmente contréatil.

Lema 2.0.1. (Lema de Poincaré) Seja M uma variedade diferenciavel
contratil e w uma k—forma diferencial em M, com dw = 0. Entao existe
uma (k — 1)—forma f em M tal que df = w.

Demonstragao: 1. Seja 7w : M x [0,1] — M a projecao 7(p,t) = p e seja
w a k—forma em M x [0,1] dada por w = H*w. Precisaremos do seguinte
lema.
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Lema 2.0.2. A k—forma w se escreve univocamente como

W=w +dtAn, (1)

onde w; é uma k—forma em M x [0,1] com a propriedade que
wy(vy,...,vr) = 0, se algum v; pertence ao nucleo de dm, e n é uma
(k — 1)—forma com uma propriedade analoga.

Demonstracao: 2. (do Lema 2.0.2) Sejap € M e g : U — M uma
parametriza¢ao em torno de p. Entdo ¢g(U) x I é uma vizinhanga coorde-
nada de M x [0,1] de coordenadas, digamos, (z',...,2" t). Em g(U) x I,
w se escreve

W= iy i A AN by g d AL AR = widEAn. (2)

E claro que w; e 1 possuem as propriedades requeridas.Além disso, é facil
verificar que W = 0 se e 86 se w; = 1 = 0. Portanto, se a decomposic¢ao (1)
existe (em toda a variedade), ela é tnica.

Para demonstrar que (1) existe globalmente, define-se w e n em cada
vizinhanga coordenada por (2). Por unicidade, as definigdes coincidem na
intersecao de duas vizinhancas coordenadas. [ B

Seja agora i; : M — M %0, 1] a aplicagao dada por i;(p) = (p, t). Definire-
mos uma operagao I que leva k—formas de M x [0,1] em (k — 1)—formas de
M do seguinte modo. Se p € M e vy,...,v, € T,M, entao

Iw(p)(vl,...,vk_l):/o {n(p,t)(diy(v1),...,diy(ve-1))},

onde n é dado pelo Lema 2.0.2.0 ponto crucial da demonstragao do teorema
esta contido no lema seguinte.

Lema 2.0.3. ijw — iyw = d(Iw) + I(dw).

Demonstragao: 3. (do lema 2.0.3) Seja p € M. Utilizaremos o sistema
de coordenadas (z1,...,2,,t) introduzido no lema anterior. Observamos
primeiro que a operagao I é aditiva, isto &, I(w; + wy) = [(wy) + I(wy).
Como a expressao a demonstrar também é aditiva, basta considerar os casos:
(a) w = gdz™ A ... Adx',

(b) w = gdt ANdz™ A ... \dx1.
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Caso (a). Se W = gda™ A ... Ada™, entdo dw = Ldt Adz A ... Adzi+
termos sem dt, e portanto
I(dw)(p) = ([, Ldt)dz™ A... A dz |
= [9(p,1) —g(p ,0)]dm“ Ao Adxk
= ijw(p) — igw(p).
como [w = 0, conclue-se o lema no caso (a).
Caso (b). Sew = gdt Adz™ A ... A\dx™1, entao itw = ifw = 0.Por outro
lado,

4w = Zagd:p AdEAdZ™ AL A daier,

Portanto

(Idw)(p) = —S.([y 2dt)da™s A... A dzi—
ed(Iw)(p) = d{ fo gdt) dx“ A A dx“f 1}
(X, [y Sadtyda® A e A A daie—1,

o que demonstra o lema. [}

Podemos agora concluir a demonstracao do teorema (observa-se que até
agora nao usamos a condi¢ao dw = 0. )
Como H o iy =identidade, H o Iy =const.= py temos que

w = (Hoiy)w = j(Hw) = @jw
0 = (Hoip)w = j(Hw) = {w

dw = H*dw = 0, pois dw = 0.

*

Decorre dai, pelo Lema 2.0.3, que w = ijw = d(Iw) = df onde
f=Iw. .
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Capitulo 3

Imersoes Isométricas

3.1 Imersoes

Definicdo 3.1.1. Sejam M" e M ""™=F variedades diferenciaveis. Uma
aplicacdo diferenciavel f : M — M é uma imersdo se df, : T,M — T f(p)M
é injetiva para todo p € M. O nimero m é chamado codimensao de f. Se,
além disso, f ¢ um homeomorfismo sobre f(M) C M, onde f(M) tem a
topologia induzida por M, diz-se que f é um mergulho. Se M C M e a
inclusdao i : M C M & um mergulho, diz-se que M é uma subvariedade de M.

Exemplo 1. Seja f: M™ — M uma imersdo. Se M tem uma estrutura
Riemanniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M por
(u, v)p = (dfp(u), dfp(v))s@), u,v € T,M. A métrica de M é chamada

entao a métrica induzida por f e f é uma imersao isométrica.

Seja f : M™ — M ™™ uma imersdo isométrica. Para cada p € M
existe uma vizinhanca U C M tal que a restricao de f a U é um mergulho
sobre f(U). Assim podemos identificar U com sua imagem sobre f. Portanto
podemos considerar o espago tangente de M em p como um subespago do
espaco tangente a M em p e escrever

T,M =T,M & T,M~* (3.1)
onde T,M* ¢ o complemento ortogonal de T,M em T,M. Desta decom-

posigao obtemos um fibrado vetorial TM~+ = Upep/ T, M+, chamado o fibrado
normal a M.
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Deste modo, o fibrado vetorial
TM|sry ={X € TM : 7(X) € f(M), onde 7 : TM — M ¢é a projecao}

¢ a soma do fibrado tangente TM com TM*, que é

TM|yony=TM & TM*
Com respeito a esta decomposicao temos as projecoes
)" TM | jary = TM
que sao chamadas tangencial e normal, respectivamente. o
Seja M ™™™ uma variedade Riemanniana com conexao Riemanniana V,

eseja f: M™ — M ™™ uma imersao isométrica. Dados campos de vetores
X, Y € TM, temos que

VxY = (VxY)' + (VxY)™:

Segue da unicidade da conexao Riemanniana que (VxY)? ¢ a conexao
Riemanniana de M, que seré denotada por V.

Definicao 3.1.2. Seja B : TM x TM — TM+ definida por
B(X,Y)=VxY — VxY (Férmula de Gauss) . (3.2)

A aplicacao definida acima é chamada a segunda forma fundamental de f.
Das propriedades das conexdes Riemannianas V e V temos que B é
bilinear e simétrica sobre o anel D de fun¢oes diferenciaveis sobre M.
Considere campos de vetores X de TM e n de TM*, denotaremos por
S, X a componente tangencial de —Vxn, isto é

SnX = —(vxn)T.

Desde que para todo Y € T'M temos
0 = (-5,X,Y)+(n,B(X,Y)+ VxY)

assim (S, X,Y) = (B(X,Y),n) (3.3)
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Em particular, a aplicacio & : TM x TM+ — TM dada por
S(X,n) = §,X ¢é bilinear sobre D e também simétrica, ou seja,
(§,X,Y) = (X,S,Y) para todo X,Y € TM. A aplicagdo S, é chamada
operador forma ou por um abuso de linguagem, segunda forma fundamental
na diregao de 7.

A componente normal de Vxn, que denotamos por V%7, define uma
conexao compativel sobre o fibrado normal TM~. Dizemos que V' & a
conexao normal de f assim obtemos

Vxn=-8,X +Vxn Foérmula de Weingarten (3.4)

Usando as formulas de Gauss e Weingarten obteremos as equagoes de
Gauss, Codazzi e Ricci.
Sejam XY, Z € TM, entao

VxVyZ =Vx(B(Y,Z)+VyZ)

= VxVyZ+VxB(Y,2) (3.5)
= VxVyZ+ B(X,VyZ) - SpynX + VxB(Y,Z) (3.6)

onde a primeira igualdade vem da férmula de Gauss e o segunda das
formulas de Gauss e Weingarten. Similarmente,

VyVxZ =VyVxZ+B(Y,VxZ) - SpxzY +VyB(X,Z)  (3.7)

Novamente pela formula de Gauss, temos

VixyviZ =VixyZ + B(XY], Z) (3.8)
Subtraindo 3.7 e 3.8 de 3.6 obtemos

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+ B(X,VyZ)— B(Y,VxZ) - B([X,Y],Z)
Sy, X +Spix,0)Y + VxB(Y,Z) - VyB(X, Z)

considerando as componentes tangenciais, obtemos

(RIX,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W)+ (B(X,W),B(Y,Z)) +
—(B(X,Z),B(Y,W)) (Equagao de Gauss) (3.9)

onde R e R sao os tensores curvatura de M e M, respectivamente.
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Em particular, se K(X,Y) = (R(X, Y)Y, X) e K(X,Y)=(R(X,Y)Y,X)
denotam as curvaturas seccionais em M e M do plano gerado pelos vetores
ortonormais X,Y € T,M, a equacao de Gauss torna-se

K(X,)Y) = (R(X, Y)Y, X)

= (RX,) Y)Y, X)+ (B(X,X),B(Y,Y)) —(B(Y,X),B(X,Y))

= K(X,)Y)+(B(X,X),B(Y,Y)) —(B(X,Y),B(X,Y))

Por outro lado, pegando a componente normal de R(X,Y)Z, otemos

(RIX,Y)2)t = (R(X,Y)Z)* + B(X,VyZ)— B(Y,VxZ)

—B([X,Y],Z)+VxB(Y,Z) - Vs+B(X, Z)

= B(X,VyZ)-B(Y,VxZ - B(VxY —VyX,Z)
+V%B(Y,Z) - ViB(X, Z)

= B(X,VyZ)—-B(Y,VxZ)— B(VxY,Z)
B(VyX,Z)+V%B(Y,Z) - V$B(X, Z)

= V%B(Y,Z)— B(VxY,Z)— B(Y,VxZ)
~V+B(X,Z)+ B(VyX,Z) + B(X,VyZ)

(R(X,Y)Z)*t = (VxB)(Y, Z) — (VyB)(X, Z), Equagdo de Codazzi(3.10)
onde por defini¢ao

(VxB)(Y,Z)=V+B(Y,Z) - B(VxY,Z) - B(Y,VxZ)

Observa-se que VB é C*°(M) multilinear. V* pode ser vista como uma
conexao no fibrado vetorial Lo(TM x TM, TM?).
Denotaremos por R1o tensor curvatura do fibrado normal TM*, que é

RYX,Y)n=VxVyn—VyVxn— Vixy

para todo X,Y € TM en € TM+*. Segue das formulas de Gauss e
Weingartein que R(X,Y')n satisfaz

R(X,Y)n = ?XVYU - vYYXn - v[x,_Y]TI

= Vﬁ(—SnY) + VXV¢77 — VY(—SUX)
—VyVxn+8,[X,Y] - V[{Xy]n

= B(X,=8)Y)+Vx(=8§Y) = Sy, X + VxVyn
—B(Y,=8,X) = Vy(=8,X) + Sg1,Y — V3:Vx1)
Sl X, Y] = Vigeypm

e assim
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(R(X,Y)n)t = V%Ven—VesVin — V[Xy}

B +B(S,X,Y) — B(X,S,Y)

(R(X,Y)n)t = RHX,Y)n+ B(S,X,Y)— B(X,S,Y)
(Equagao de Ricci)

que, por sua vez, pode ser escrita como

<R(X’ Y)nv 5> = <RL(X7 Y)na 5) - <[S77’ Sa]Xv Y>,

onde X,Y € TM, n, e e TM*+ e [S,,S.] = S,8: — S.S,,.
De fato,

R Y)ne) — (RX.Y)ne) = (B(S,X,Y),e) — (B(X,
= (8.5,X,Y) —(85.X,8,Y)

(5.5,X,Y) — (5,5.X,Y)

(8.8, — 8,8.)X,Y)

= (S, 8IX.Y)

Similarmente, a equacao de Codazzi pode ser escrita como

77Y)7 5>

(R(X,Y)n)" = (VyS)(X,n) — (VxS)(Y.n)
onde por defini¢ao (VyS)(X,n) = Vy§,X — S, Vy X — Sgu, X.

De fato

RV = Vi(=8,Y) = Sgi, X — Vy(=5,X)
+8V§17Y +S,[X,Y]
= VYSnX — VXSWY + SVﬁ‘(nY
—Sv¢nX +S,[X,Y]
= Vy§5,X - VxS§)Y + Sv§nY
—Sv%,nX - S, Vy X +§,VxY
- (VYS> (X, 77) - (VXS) (Y7 77)
A seguir escrevemos as equagoes de uma imersao isométrica
f: M" — M ™™ onde a partir de agora M, denotard uma variedade

com curvatura seccional constante c. Neste caso o tensor curvatura R de M
é dado por

R(X,Y)=c(XAY)
para todo X,Y € T'M onde para todo Z € TM,

(XAY)Z =Y, 2)X — (X, 2)Y
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Entao, para X,Y,Z W € TM e n,e € TM=, as equacoes de Gauss, Co-
dazzi e Ricci sao respectivamente:

i) (RIX,Y)Z,W) = c((XAY)Z,W)
+(B(X,W),B(Y,Z)) — (B(X, Z), B(Y,W)),
ii) (VxB)(Y,Z) = (VyB)(X,Z), ou equivalentemente
(VxS)(Y.n) = (VyS)(X,n),

desde que (R(X,Y)Z)* = (¢(XAY)Z)*

- = (c((Y, )X (X, Z)Y))t =0
e (R(X,Y)n)" = (c((Y,mX — (X,mY))" =

0

iit) RH(X,Y)n = B(X,S,)Y) - B(S5,X,Y), ou equivalentemente
(RH(X.Y)n,e) = ([S),SX.Y)

desde que R(X,Y)n* = 0.

Note que segue de (iii) que Ry = 0 se e somente se existe uma base
ortogonal para T,M que diagonaliza simultaneamente todo S,,, n € T,M*.

A partir daqui, Q""" denotara uma variedade Riemanniana completa e
sinplesmente conexa (n + m)—dimensional com curvatura seccional ¢, isto é
a esfera Euclidiana S?t™ espac¢o Euclidiano R™"™ ou o espago hiperbolico
Hz+™,
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Capitulo 4

Teorema Fundamental das
Imersoes Isométricas

No Capitulo anterior mostramos que as equagoes de Gauss, Codazzi e
Ricci sdo satisfeitas para qualquer imersdo isométrica f : M™ — M "™,
Neste Capitulo serd mostrado uma reciproca deste resultado quando
M n+m __ Q?cz—&—m_

Teorema 4.0.1. Teorema Fundamental das Imersoes

1. Sejam M™ uma variedade Riemanniana simplesmente conexa,
m : E — M um fibrado vetorial Riemanniano de posto k com uma
conexao compativel V' e seja B uma segao simétrica do fibrado
Ly (TM x TM, E). Defina, para cada segao local € de E, uma apli-
cacdo S.: TM — TM por (S§.X,Y) = (B(X,Y),e) X,Y € TM.

Se B e V' satisfazem as equagoes de Gaus, Codazzi e Ricci para o caso
de curvatura seccional constante ¢, entao existe uma imersao isométrica
f:M"™ — Q""" e um isomorfismo de fibrados vetoriais f : E — TM*
ao longo de f, tal que para todo X,Y € T'M e toda secao normal &, 7
de £

(J(e), ) = (em)
[ B(X,Y)=B(X,Y)

f Vie=Vxf(e)

onde B e V* sdo a segunda forma fundamental e a conexao normal de
f, respectivamente.
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2. Suponha que f e g sejam imersoes isométricas de uma variedade conexa
M™ sobre Qp*. Sejam TMy, By e V5 o fibrado normal, a segunda
forma fundamental e conexao normal de f, respectivamente e sejam
TM gL, B, e Vgl os correspondentes objetos para g. Se existe um homo-

morfismo de fibrados ® T.MfL — T]\/[gL tal que, para todo XY € TM
e todo £,n € TM}

(D(), B(n) = (e, m)
®B(X,Y) = B,(X,Y)
CAISV]%Xs = Vchf(g)

entao existe uma isometria 7 : Q?““ — @ZM tal que g = 7o f e

dT’TMfl = (I)
Demonstragao: 4. Primeiro mostraremos (7). Seja V a conexao
Riemanniana de T'M. Considere a soma £ = TM @ E munida com a

soma ortogonal das métricas de T'M e E. Defina V" por

V4Y =VxY +B(X,Y) XY eTM
E=—-8SX+Vyi(, XeTM ek

Mostremos que V” é uma conexao Riemanniana sobre E.

i) I;X—i-gYZ = Vix+gvZ +B(fX+gY,Z)
— fVxZ+gVyZ+ fB(X,Z)+gB(Y, Z)
= f(VxZ+B(X,2))+9(VyZ+ B(Y, 7))
= fV%Z+gVyZ.

/;X—i-gYé = _8£<fX + gY> + v/fX—i-ng
= f(=SeX + VK& + g(=SY + Vy)
— TVRE+ VY

it) V(Y +2Z) = Vx(Y+2)+B(X,Y +2)
= VxY+VxZ+B(X,Y)+ B(X,Z%2)
= VLY +V%Z

ViE+n) = =Sy X +Vx(E+n)
=8 X - 8§, X +Vi&E+ Vi
= VX{+ Vin.
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i) Vx(fY) =

Vi (f§) =

VfY + B(X, fY)
FVXY + X(f)Y + fB(X,Y)
F(VxY + B(X,Y)) + X(f)Y
[VRY + X ()Y

=S X + Vi (fE)
F(=8eX) + fVE+ X (f)E
fVRE+X(f)E

onde X, Y, Z € (TM), {,ne Fe f,g € D(E).

Ou seja, V” é uma conexao afim.

Além disso, temos

D) VLY —VIX

i) (VxY,Z)+(Y,VxZ)

i) (V%&m) + (€, Vin)

VY + B(X,Y) = Vy X — B(Y, X)
ViY — Vy X
(X, Y]

(VxY + B(X,Y), Z)

+(Y,VxZ + B(X, Z))

(VxY, Z) + (Y, VxZ) + (B(X,Y), Z)
+(Y,B(X, 2))

XY, Z)

(=SeX + Vi&m) + (6, =8, X + Vin)
(=SeX,n) + (V& m)

+<€7 _SUX> + <€a fX”)

(V& m) + (& Vixn)

X{(n,&).

Ou seja, V” é uma conexao Riemanniana sobre E.

Usando que B e V' satisfazem as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci
para o caso de~curvatura seccional constante zero, mostraremos que o tensor
curvatura de E' ¢ identicamente nulo.
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RI(X,Y)E = VEVEE = VEVEE = Viiy€
= V(=S¥ + Vi) = V(=S X + Vi)
—(_Sﬁ[Xa Y]+ VI[X,Y]€>
- —VXS§Y + B(X, —SgY) - Svg/gX + fo /yf + VYS&X
_B(Yv _SEX) + SV’Xéy - vg/leg + SS[X’ Y} - VEX,Y]S
— R(X,Y){+ B(X,=8Y) — B(Y,=8:X) — VxS:Y
—Svfng + VySe X + SV’Xfy + S (X, Y]

Pela equacao de Ricci e de Codazzi temos

R'(X,Y)¢ = B(X,8Y)— B(8X,Y)+ B(X,-8Y) — B(Y, -S:X)
~VxSeY — SyieX + VySeX + Sy el + S[X, Y]
= (VySeX — SVy X — Sy eX)
—(VxSY — 8VxY — Sy cY)
= (W)X, ) — (VxS)(Y,§)
=0

Além disso

R'(X,Y)Z

V” (VyZ + B(Y Z)) V” (VXZ + B(X,Z2)) — Vixy)z
—B([X,Y],Z)

= VxVyZ + B(X, VyZ) — SB(Y,Z)X + V’XB(Y, Z)
—VyVxZ - B(Y,VxZ)+ SB(X,Z)Y - VyB(X, Z)
—V[Xy]Z—B([X,Y],Z)

Pela equacao de Gauss

(RI(X,Y)Z, W) = (RX,Y)Z,W)+ (=Spry.2)X + Spx,2)Y, W)
= (B(X,W),B(Y,2)) - (B(X, Z), B(Y,W))
+< SBszW>+<SBXZyW>

= 0.

Finalmente, pela equacao de Codazzi, temos
(R'(X,Y)Z.§) = (VxB(Y,Z) - B(VxY,Z) = B(Y,VxZ),§)
—(VyB(X,Z) - B(VyX,Z) — B(X,VyZ2),§)

= (0,¢)
= 0.
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Escolha um ponto p € M, e vetores ortonormais &i,..., &k
€ E, = '(p). Desde que M é simplesmente conexa e o tensor curvatura de
Eé zero, existem Unicas extensoes globais &1, . . ., .1, paralelas com respeito
a V". Para detalhes veja [8]. Estas se¢Oes sao ortonormais em cada ponto pois
V" & compativel com a métrica, ou seja

X(&m) = (V5&n) + (€, Vin) = 0.

Escolha coordenadas locais (1, . . ., z,) em uma vizinhanga U de p. Daqui,
existem funcoes a;, definidas em U tais que

8 n+k
—=> ayl, 1<i<n
(9@ 1

Assim os coeficientes da métrica de M sao dados por

P 9 n+k
Gij = <0_xz’ 8_:17]> = Zawajy.

v=1
Desde que as secoes &, sao paralelas, temos
7 0 o " n+k
Vi 557 = V@i 21 Gy
T4
_ n+tk 7 9 n+k
- ZV:I a’jyvaigl/ + a_x,b <ZV:1 Cle,> gl’
o
Zn—‘rk Oajy !
v=1 9z gl’
Além disso, usando a simetria de B, que V é a conexao Riemanniana de
7 ) q
TM e que [ 0 9 } = 0, temos que

— o 9
0 = |:8:L‘i’8xjj|

= V., 2 -V

el
3a; 0;
_ v o _pl(o a)_wr o o
- V%@xj B (Bzi’ 8J:j) Vi@xi + B ((’hj’&'ci)
nik aajl/ n+k 8aiu
Zy:l dz; gu - Zuzl dx; 61/

Stk (3‘1_1'” _ %) 3
v=1 ox; azj v

Ie)
Ba; ox;

ou seja
6ajl, . E?aw

8%2' n al’j
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Usando a igualdade anterior, obtemos

d(z (liyd{L‘i) = Z daw A d!L‘Z
= X Gaedr; A dx;

j
= Z’i7j %a;,, dl‘j AN dl’l

— Zij —;;?dxi A dz;
— Z %aiy dl’j A d.’LZL

Portanto %%”dxj ANdx; =0 que é d(>_ a,dx;) =0 e assim a 1—forma
> aydz; € fechada.

Desde que 1—formas fechadas sao exatas sobre U, existem funcgoes f,
satisfazendo df, = Ofv s = > ajdr; e assim Ofv

Ox; Ox; = Q-

Defina uma aplicacao f : U — R""* sobre uma vizinhanca U de p por

f=(f1,-.-, fasr). Assim

0

eparai,j=1,...,n, temos

d ) ok o 0
<df (0@) 7df <3_x]) > = Zaiuaju = Gij = <a_.l’z’ a_xj>

v=1

Em outras palavras, f ¢ uma imersao isométrica. Definimos um
isomorfismo ® entre os fibrados TU ® E e TR™*| iy = T f(U)®T f(U)* por
®(e,) =e,, ondee,, v =1,...,n+k, é a restricao do referencial canénico

de TR""* a f(U). Para os vetores tangentes > = S 4g€,, temos

N a n+k N n+k a
P (8:@) = Zaw@(ey) = ;awey =df (8:@) )

v=1

daqui ® manda TM| y isomorficamente sobre Tf(U). Por ser uma
isometria entre fibras, manda E isomorficamente sobre T'f (U)*. Além disso,
desde que ® leva o referencial ortonormal paralelo €1, ..., &, sobre o refe-
rencial ortonormal paralelo ey, ..., €., @ satisfaz para todo X,Y € TM
ece€ E, (VYY) =Vyx®(Y) e d(Vie) = VyxP(e), onde V é a conexdo
Riemanniana de R"**. o

Considerando as componentes normais e definindo f = ®|g, obtemos

fB(X,Y)=B(X)Y), fVxe=Vgxfle)
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Se tivéssemos escolhido coordenadas locais diferentes yy,...,y, ainda
Ofy

encontrariamos as equagoes oy, = Uiv- Desde que essas equagoes determi-
nam f sobre uma constante, a imersao é determinada sobre uma translagao.
Se tivéssemos escolhido um referencial inicial diferente, as isometrias iriam
diferir por uma rotacao. Entao f é determinada a menos de um movimento
rigido. Para provar (ii) temos que os fibrados T(R™™")| ;) e T(R™ )| an
contém o fibrado tangente T'M, e que existe um isomorfismo de fibrados que
preserva métrica e conexao e ¢ a identidade sobre T'M. Pensando em f como
aquela de (i) vemos que, sobre uma vizinhanga, elas somente diferem por um
movimento rigido sobre R"*.

O fato de M ser simplesmente conexa nos capacita a "colar"todas as
isometrias. A idéia da colagem é a seguinte.

Se U; é um aberto contratil onde f estd bem definida e U, é outro aberto
contratil tal que a intersecao é nao vazia e conexa entao f pode ser estendida
univocamente para Us.

Assim dados 2 pontos p e ¢ quaisquer de M e uma curva « ligando-os é
possivel cobrir tal curva por vizinhancas contrateis de maneira que podemos
definir f numa vizinhanga de ¢ a partir da definicao de f em p. Como M
é simplesmente conexa tal definicao independe da curva. Para mostrar isto,
inicialmente observamos que a funcao f estd bem definida para curvas sufi-
cientemente proximas de « ligando p a ¢q. Pela mesma razao é possivel mostrar
quese A : [0, 1] — M é uma curva fechada tal que f(A(0)) = f(A(1)) o mesmo
ocorre para qualquer curva fechada obtida de A através de deformacao.

Suponhamos que (3 seja uma curva que determina em ¢ um valor para f
diferente do valor determinado por .

A curva v : [0,1] — M que leva p a ¢ por o e ¢ a p por 3 (no sentido
contrario) ¢ uma curva fechada tal que f(7v(0)) # f(v(1)).

Como M é simplesmente conexa v pode ser deformada a uma curva con-
tida numa vizinhanca contratil onde f esta bem definida, o que é uma con-
tradicao.

Mostramos a primeira parte do Teorema fundamental das imersdes para
o caso de curvatura seccional constante igual a zero. Trataremos agora do
caso em que a curvatura seccional é constante positiva.

Suponhamos que B e V' satisfazem as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci
para o caso de curvatura seccional constante ¢ positiva, ou seja

i) (RX,Y)Z,W) = cl(XAY)Z,W)
+<B<X,W),B(Y,Z)>—<B(X,Z),B(Y,W)>,

i) (ViB)Y,Z) = (Vi B)(X,Z2).
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iii) R(X,Y)y = B(X,S8Y)—B(S,X,Y).

Construiremos B e V que satisfacam as equacoes de Gauss, Codazzi e
Ricci para o caso de curvatura seccional constante igual a zero.

Seja £ = FE @ R e V conexdo compativel do fibrado Riemanniano
7 : E — M de posto k + 1 definida do seguinte modo:

Vxe = Vieseee€E

VxN = 0seacomponente de N em E ¢é zero e |N|=1.

Seja ainda B secdo simétrica do fibrado Ly (TM x TM, E) definida por
B(X,Y) = B(X,Y) +c(X,Y)N. Defina para cada secdo local € de F uma
aplicacio S. : TM — TM por (S:X,Y) = (B(X,Y),8)X,Y € TM. Clara-
mente temos que se £ € E entdo S, = S..

Inicialmente, mostremos que B satisfaz a equacao de Gauss .

(RX,Y)Z,W) = (X AY)Z, W)+ (B(X,W),B(Y,Z))

(
(
= c((XAY)Z, W)
+<§(X7 W) - \/E<X7 W>N7 <§(Yv Z) - \/E<K Z>N>
—(B(X,Z) = (X, Z)N,(B(Y,W) — \/c(Y,W)N)
= c((XAY)Z, W)+ (B(X,W),B(Y,Z))
HBX, W), =Y, Z)N) + (—/e(X, W)N, B(Y, Z))
"d\/E<X> W>N7 \/E<Yv Z>N> B < (X? Z)_’B(Y7 W))
(B(X,Z),\/c(Y,W)N) + (/c(X, Z)N, B(Y,W))
—(Ve(X, Z)N, oY, W)N)
= < (X,W), ( 7Z)> - <B<X,Z),B(Y,W)>
+e((XAY)Z W) + (X, WWY, Z) — (X, Z)(Y, W)
=Y, Z)(B(X,W),N) — /e(X,W)(N,B(Y, Z))
—i—_\/E<Y, W)i (X, Z),N)_—|— \/E<X,_Z><N,B(Y, W))
+C<<}/¢ Z><X7W<_<X7 Z><Y7 W>)
+C(<X7 W><K Z> - < ’Z><Y7 W>)
_\/E<Y7 Z)\/E<X’ W> - \/E<X> W>\/E<Y> Z>
VY, WX, Z) + Je{ X, Z)\JeY, W)
= < <X7W)7B(Y7Z)>_<B(sz)7B(YaW)>
+2c((Y, Z)(X, W) — (X, Z){(Y, W)
—2c((Y, Z){X, W) = (X, Z){Y, W)
(

ou seja (R(X,Y)Z,W) =
e assim B satisfaz a equacao de Gauss para ¢ =
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Além disso, mostremos que B e V satisfaz a equacio de Codazzi.
Seja B(X,Y) = \/E()&Y)N o
(VAB)(Y,2) = (VxB)(Y.Z)+ (VxB)(Y,2)
= (VXB)(Y,2)+ VxpB(Y, Z)
—68(VxY,Z)—B(Y,VxZ)
= (VyB)(X,Z) + Vx(Ve(Y, Z)N)
(VY. Z) — B(Y,VxZ)
— (W B)(X, Z) + &Y, Z)VxN + eX (Y, Z)N
—V(VxY, Z)N — \/c(Y,VxZ)N
— (V¥ B)(X, Z) + VEX({Y, Z))N — VX (Y, Z))N
(VYB)(X7 Z)
(ZYE)(Xa Z) + (VY5)<X7 Z)
(VYB)(Xv Z)

Finalmente, mostremos que B e R satisfazem a equacao de Ricci, ou seja
mostremos que:

i) R(X,Y)n = ( W) — B(S,X,Y)

i) R(X,Y)N (X SNY) — B(SyX,Y)

onde ne E N §é E ’N’ = 1 R(X Y)?] = VXVYU Vyvxn V[Xy]ﬁ
c R(X Y)N VvaN VyVXN VXY]N Como

R(X,Y)n = VxVyn—VyVxn—Vixyn

= VxVyn—VyVin—Vixym
yn — VyVin — VfX,Y]U

= R(X,Y)n
Basta mostrar que B(X,S,Y) — B(S,X,Y) = B(X,S,Y) — B(S,X,Y).
De fato, desde que §,, é simétrica temos
B(X,8,Y) - B(S,X,Y) = B(X,S)Y)—(X,S8,Y)

—B(S,X,)Y) —/c(S5,X,Y)
= B(X,S)Y)-B(S,X.Y)
Para mostrar (i7) inicialmente observemos que
(SvX,Y) = (B(X,Y),N)
= (B(X Y)+ (X, Y)N,N)

= (X,Y) para todo XY € TM.
Assim, Sy X = /cX.
Além disso, R(X,Y)N = VxVyN — VyVxN — Vixy|N = 0.
Por outro lado B(X,SyY)—B(SyX,Y) = \/cB(X,Y)—/cB(X,Y) =
Assim, R(X,Y)N = B(X,SyY) — B(SyX,Y).
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Portanto, estando nas condigoes da primeira parte da demonstragao
(curvatura seccional nula) temos que existe uma imersdao isométrica
f: M™ — R**+1) Para, concluir esta parte precisamos do seguinte lema.

Lema 4.0.1. Sejam f : M — R" uma imersao, onde M é uma variedade
Riemanniana conexa de dimensao n imersa em R" e v um campo de vetores
normal umitario paralelo com relacao a conexao normal, tal que v é uma
dire¢ao umbilica, ou seja S,X = aX entdo f(M) esta contido numa esfera

de raio .
o]

Demonstracao: 5. Como v é paralelo na conexao normal temos que
Vv = 0 e como v é uma direcdo umbilica, temos que S,X = aX, para
todo X € T'M. Definindo g : M — R", por g(p) = X(p) + @ onde x(p) é o
vetor posi¢ao, mostraremos que g é constante. De fato, seja X € T'M. Como
Dxv=-8,X +Vyxve V'sv = 0, calculando a derivada de g na direcao do
campo X temos

Dyg= X — 1S, X = X — X =0,
[0

portanto concluimos que Dxg = 0 e como M é uma subvariedade conexa,
temos que g é constante, ou seja, g(M) reduz-se a um ponto pg. Entéo temos
que z(p) — po = —22) ontdo obtemos que |z(p) — po| = ﬁ, 0 que mostra que

«
f(M) esta contida em uma esfera de centro py e raio \Til [ |

Basta observar portanto que NN satisfaz as condigoes do lema acima para
a = /c e portanto f(M) esta contida numa esfera de raio \/LE, ou seja numa
esfera de curvatura c.

Para o caso ¢ < 0 o argumento ¢ anélogo, pois é possivel mergulhar o

espaco hiperbélico H,, em R"*! nao com a métrica usual do R**! mas com
a métrica de Lorentz [8]. Isto conclui a demonstragao. [
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