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Resumo

UMA GENERALIZACAO DO TEOREMA DE H. HOPF E AS
INEQUACOES DE CAUCHY - RIEMANN

Orientador: Dr. Renato de Azevedo Tribuzy

Programa de Pos — Graduacio em Matematica

Em 1951, H. Hopf publicou um teorema sobre superficies de
curvatura meédia constante, concluindo que “Se M ¢ uma superficie
compacta de género zero (homeomorfo a uma esfera) imersa em IR’ com
curvatura média constante H, entdo M ¢ isométrica a esfera”. Foi mostrado
por Chern em 1955 que o resultado de Hopf ainda ¢ vélido com uma
hipotese mais fraca sobre H. O objetivo deste trabalho ¢ dar uma prova
clara e detalhada do resultado de Chern enunciado a seguir:

Teorema: Seja M uma superficie de género zero, P um espago 3 -

dimensional de curvatura constante c, e seja f-M—P uma imersdo
1

isométrica tal que |dH| <y(H*-K+c¢)?, onde K é a curvatura Gaussiana
da imersdo e y é uma funcdo real continua, entdo M é isométrica a uma

esfera e f ¢ totalmente umbilica.

Palavra chave: Imersio isométrica, esfera, imersdo totalmente
umbilica.



Abstract

A GENERALIZATION OF H. HOPF THEOREM AND THE
CAUCHY - RIEMANN INEQUALITY

In 1951, H. Hopf published a theorem on surfaces of constant mean
curvature, concluding that “A genus zero compact surface M immersed in

R* with constant mean curvature H is isometric to the standard sphere.
Chern showed in 1955 that Hopf’s result is true with a more weak
hypothesis on H. The goal of this work is to present a detailed proof
Chern’s result statement to follow:

Theorem. Let M be a genus zero surface, P a 3-space of constant

curvature ¢, and f:M—P an isometric immersion such that
1

‘dH ‘ <y(H* —K+¢)?, where K is the Gaussian curvature of the immersion
and y is a continuous real function. Then M is isometric to a round sphere

and fis totally umbilic.

Key word: [sometric immersions, sphere, totally umbilic immersions



Agradecimentos

Meus sinceros agradecimentos a todos que de alguma forma
contribuiram para o éxito deste trabalho. E em especial:

A Deus, pelo dom da vida.

Aos meus pais que com simplicidade e carinho sempre
procuraram me mostrar o caminho a seguir, ensinando-me a importancia da
educacdo na vida de um ser humano.

A minha irm3 Itelvina, que soube entender minhas
dificuldades e auséncias.

Ao meu noivo Igor, pelo amor e cumplicidade.

Ao Orientador, Professor Dr. Renato de Azevedo Tribuzy,
pelo incentivo e confianca que depositou em mim.

Aos professores da P6s — Graduagdo em Matemadtica da
UFAM, pelo valioso conhecimento que me forneceram.

Aos amigos, pelo prazer de suas amizades, conversas e trocas
de conhecimentos.

A FAPEAM, pela bolsa concedida durante os anos de curso.



Sumario

1 Teoria local das superficies

1.1 Superficies Regulares . . . . . . . .. . ... ... 0.

1.1.1 Definicao eexemplos . . . . . . . . . ...
1.1.2  Funcgoes diferencidveis em superficies, plano tangente . . . .. . .

1.1.3 Comprimentos, dngulos e dreas: a primeira forma fundamental . .
1.2 Aplicacago de Gauss . . . . . . . ...
1.2.1 Orientabilidade . . . . . ... ... .. ... ... ..
1.2.2  Aplicagao de Gauss em coordenadas locais . . . . . . .. ... ..
1.3 O teorema de Gauss e as equagoes de compatibilidade . . . . . . . . . ..

1.4 Aplicagoes conformes . . . . . . . . ...
2 Teorema de Stokes

2.1 Formas Diferenciais . . . . . . . . . . . e
3 Funcgoes Holomorfas

3.1 Derivada complexa, fungoes holomorfas . . . . . . .. ... .. ... ...

3.1.1 Diferencial de uma fungao . . . . . .. .. ... ...

10

16
16
18
24
29

32
32



4 Imersoes Isométricas

4.1

Imersoes totalmente umbilicas . . . . . . . . . . .. ... ...

5 Teorema Principal

5.1

5.2

Transformacoes de pardmetros . . . . . . . . . . . . ... ... ...

Teorema Principal . . . . . . .. ... L

6 Generalizacao

6.1
6.2

6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8

Variedade Diferencidvel . . . . . . . . . . ..

Campode vetores . . . . . . . . . . L

Meétricas Riemannianas . . . . . . . . . . . ..o
Conexao Riemanniana . . . . . . . . . . . . o o o
Curvatura . . . . . . . . e
Imersoes . . . . . . . . e e
As equagoes fundamentais de uma imersao isométrica . . . . . . . . . ..

Generalizacao do Teorema Principal . . . . . . . . ... .. ... .. ...

45

46

47

56

29



Introducao

Em 1951, H. Hopf [9] fez um estudo de superficies compactas, com curvatura média
constante, concluindo que " Se uma superficie compacta de género zero (homeomorfo a
uma esfera) M estd imersa em R3 com curvatura média constante H, entdo M é isométrica
a uma esfera redonda". Hopf deu duas provas para este resultado (Ver [9] para detal-
hes). As provas dependem do fato que qualquer superficie pode ser dada em parametros
isotérmicos (u, v), isto ¢, ds?> = A(du? + dv?), onde A\ é uma funcio positiva em M, tal
que M pode ser vista como uma superficie de Riemann com parametro local z = u + iv.

A idéia da primeira prova foi construir uma certa forma holomorfa ¥ na superficie
que estd globalmente definida em que seus zeros sao precisamente os pontos umbilicos.
Como M é homeomorfa a esfera ¥ = 0 e todos os pontos de M sao umbilicos, e portanto
M é isométrica a esfera.

Hopf deu outra prova mais interessante. Observou que a equagao quadrdtica Im
(Udz?) = 0 determinava dois campos de diregoes (as diregoes principais). Como ¥ &
holomorfa, se zg ¢ um zero de ¥, ou ¥ = 0 em uma vizinhanca V de zy ou zy ¢ isolado
e tem indice negativo. Portanto se ¥ nao é identicamente nula a caracteristica de Euler
teria que ser negativa, o que é uma contradicao, ja que o género de M é zero. Assim
U =0em M.

Durante vdrios anos os matemadticos se dedicaram & prova da conjectura de que a
esfera ¢ a tinica superficie compacta com curvatura média constante em R3 , quando em
1986 H.Went [13] deu um contra - exemplo mostrando a existéncia de um toro imerso

em R3 com curvatura média constante.



No artigo de Hopf de 1951 também é mostrado que o teorema vale para superficies
especiais de Weingarten desde que elas sejam analiticas.

A restricao de que as superficies especiais de Weingarten sejam analiticas para a
validade do teorema de Hopf foi retirada por Hartman e Wintner [8] em 1954.

O objetivo deste trabalho é dar uma prova detalhada do resultado de Chern enunciado
a seguir:

Teorema: Seja M uma superficie de género zero e P um espago 3 - di-
mensional de curvatura constante c, e seja f: M — P uma tmersao isométrica tal que
|dH| <~ (H?* - K + c)% , onde K é a curvatura Gaussiana da imersao e v é uma fungao
real continua, entdo M é isométrica a esfera e f é totalmente umbilica.

Existem generalizacoes deste resultado, por exemplo:

Eschenburg e Tribuzy [7] em 1991, consideraram ~ como uma fungao I”, 2 < p < oo.

Em 2001, Abresch e Rosenberg [1] consideraram uma superficie M imersa em
M?(c) x R, onde M?(c) é uma variedade Riemanniana de dimensao 2, completa, sim-
plesmente conexa, com curvatura constante c¢ e introduziu em M a forma quadritica
Q(X,)Y)=2Ha(X,Y)—c((X,£Y) onde « ¢é a segunda forma fundamental, X e Y sao
vetores tangentes a M e ¢ : M?(c) x R — R é a projecao natural em R, i.e., £ (p,t) = t,
p € M?(c), t € R. Eles mostraram que Q®*?((2, 0)—componente de Q) é holomorfa < H
é constante, e se M é uma superficie compacta de género zero, entao M é uma superficie
invariante por rotagoes mergulhada em M?(c) x R.

Recentemente, Hilario Alencar, Manfredo do Carmo e Renato Tribuzy [2], provaram
o seguinte resultado:

" Seja M uma superficie compacta de género zero imersa em M?(c) x R. Assuma que
[dH| < g|Q*9|, onde |dH| ¢ a norma da diferencial da curvatura média H de M, e g
¢ uma funcao real nao - negativa, continua, entao QQ é identicamente nula, e M é uma
superficie invariante por rotagoes mergulhada em M?(c) x R".

O trabalho estd organizado da seguinte forma:

No primeiro capitulo fixamos a notagao, apresentamos algumas defini¢oes e fatos



elementares da Geometria Diferencial.

No segundo capitulo apresentamos o Teorema de Stokes.

No terceiro capitulo mostramos resultados importantes de Andlise Complexa.

No quarto capitulo as definicoes de imersoes isométricas e imersoes totalmente um-
bilicas.

No quinto capitulo é demonstrado o teorema principal, objeto de estudo deste tra-
balho.

No sexto capitulo é apresentada uma generalizacao do teorema principal, considerando

agora P como um espacgo 3-dimensional de curvatura constante c.



Capitulo 1

Teoria local das superficies

1.1 Superficies Regulares

Intuitivamente, entendemos por superficie regular qualquer conjunto de pontos de
R? obtido pela "colagem" de gréficos de funcoes diferencidveis de duas varidveis de tal
modo que a figura resultante nao apresente pontas, arestas ou auto-intersecao e de modo
que tenha sentido falar em plano tangente nos pontos dessa figura. Aqui, e em todo o

texto, o termo diferencidvel serd usado para denotar aplicagoes de classe C*.

1.1.1 Definicao e exemplos

Definicao 1.1 Um subconjunto S C R? ¢é uma superficie reqular se, para cada p € S,
existe uma vizinhanca V de p em R® e uma aplicacio X : U — V N S de um aberto U
de R? sobre VNS C R? tal que

i) X é diferencidvel;

it) X é um homeomorfismo;

i) Para todo q €U, a diferencial dx, : R* — R?é injetiva. (Condi¢do de reqularidade).
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A aplicagdo X é dita uma parametrizagdo (ou sistema de coordenadas) em uma
vizinhanga de p € S.

Mostrar que um subconjunto S de R?® ¢ uma superficie regular consiste em exibir
uma familia de parametrizacoes X,:U, — V, NS que cubram S. Uma tal familia ¢
denominada um atlas para a superficie. Usualmente denotaremos uma parametrizacao
pelo par (U,, X,) ou simplesmente (U, X).

Usando coordendas (u,v) de R? e (z,y,2) de R® |, uma parametrizacao é dada por:
X(“v 11) = (‘T(ua ’U), y(uv U)? z(u, ’U)), (’U,, U) elUcC R2‘

Para ¢ = (up,v9) € U o vetor (1,0) é o vetor tangente a curva u — (u,vp), cuja

imagem por X é a curva em S

u— X (u,v9) = (x(u,vo),y(u, vo), z(u, vg)).

Esta curva em S é denominada curva coordenada v = vy e tem por vetor tangente o

vetor X, = (T, Yu, 2u), onde as derivadas sdo calculadas em (ug, vg). Assim,
dXy(1,0) = Xu = (Tu; Yu, 2u)-
Analogamente, usando a curva coordenada u = ug, obtemos
dX4(0,1) = Xy = (T0, Yo, 20)-

e conclufmos que a matriz, em relacao as bases candnicas, da transformacao linear

dx, : R? — R? ¢ dada pela matriz jacobiana

o oo
ou  Ov

IX@=| 2 2 (1.1)
9z 0z
ou  Ov



A condicao i) da Defini¢ao 1.1 é equivalente ao fato de que os vetores X, e X, sdo
linearmente independentes, e assim, dX,(R?) ¢ um subespago vetorial de dimensdo dois
de R? gerado por X, e X,,. Portanto um dos menores de ordem dois da matriz jacobiana,
isto é, um dos determinantes jacobianos

or,y) | 5 | O@.2) 0y,2) (1.2)

ou  Ov

¢é diferente de zero em q.

Observagao 1.1 Sendo X um homeomorfismo temos que qualquer ponto de S possui
uma vizinhanga aberta (em S) homeomorfa a um disco D C R?, e essa vizinhanga pode
ser tomada tao pequena quanto se queira.

Exemplo 1.1 Qualquer plano II em R? gerado por dois vetores linearmente inde-
pendentes wq, we, é uma superficie regular. De fato, II admite uma descricao da forma
X (u,v) = po + uw; + vws, onde (u,v) € R?, e py € II € um ponto fixo. As condigoes 7) e
iti) da Definigao 1.1.1 sao de verificagao trivial, e ii) resulta do fato de que a solugao das
equacgoes X (u,v) = p, para p = (a,b,c) € II |, € uma funcdo de 1° grau em a, b, ¢, logo,

continua. Assim, II possui um atlas formado por uma sé parametrizacao.

Exemplo 1.2 Se f: U — R for uma fungao diferencidvel definida num aberto U de
R?, seu gréfico G(f) = {(u,v, f(u,v)) : (u,v) € U} C R® é uma superficie regular que
admite um atlas formado pela parametrizagao global X (u,v) = (u, v, f(u,v)), (u,v) € U.
De fato, a condicao i) é claramente satisfeita. Também é de facil verificacao que % =1,
condigao 7). Finalmente, todo ponto (z,y, z) do grafico é imagem sob X de um unico
ponto (x,y) € U. Assim, X & injetora e como X ! ¢ a restrigao da projegao (continua)
de R? no plano xy ao gréfico de f, X ~'é continua. Em particular, um hemisfério aberto

da esfera S* = {(x,y,2);2® + y* + 22 = 1} , ¢ uma superficie regular.



Proposigao 1.1 Qualquer ponto p de uma superficie reqular S possui em S uma

vizinhanca W de uma das trés sequintes formas:

W= {(z,y.h(z,y)) : (x,y) €U}
W = {(z,h(z,2),2)): (x,2) € U} (1.3)

W= {(My,2),y,2))) : (y,2) € U},

onde U é um aberto de R? e h é uma fungdo diferencidvel.

Demonstragao. Seja (U, X) uma parametrizagdo na vizinhanga de p. Um dos trés

determinantes jacobianos

or,y) Iw,2) Iy 2)
I(u,v)” I(u,v)  I(u,v)

¢ nao-nulo quando calculado em X ~!(p) . Podemos supor, sem perda de generalidade,
que seja o primeiro. O teorema da aplicagdo inversa (Ver [10] , para detalhes) garante
entdo que existe uma vizinhanga aberta D C U de X !(p) restrita a qual f(u,v) =
(x(u,v),y(u,v)) é um difeomorfismo sobre a imagem . Ora, W = X (D) é a vizinhanga
procurada, pois R = f(D) ¢ um aberto de R?, h(z,y) = z o f~!(z,y) ¢ diferencidvel, e
W =Xo f7H(R)={(z,y.h(z,y)) : (x,y) € R}. =

Definicao 1.2 Um ponto p € V diz-se ponto regular para a fungao diferencidvel

f:V CR3— R se o gradiente

_(2f 9f of
VI= (8x’8y’8z)’ (14)

calculado em p, for um vetor nao-nulo; e a € f(V) é um valor regular de f se f~'({a})

contiver s6 pontos regulares.

Proposigao 1.2 Se a for um valor reqular de f:V C R® — R, entio f~*({a)} ¢é

uma superficie reqular.



Demonstragao. Vf # 0, logo renomeando os eixos, se necessdrio, podemos supor
que %(p) # 0. Nesta situacao definamos a aplicacaoF'(z,y, z) = (x,y, g(z,y, z)).Como
det JF(p) = %(p) # 0,F é inversivel numa vizinhanca de p:existem assim abertos U, W
C R? tais que p € U C V, e F envia U difeomoricamente em W. Notemos agora que a

inversa G : W — U de Fy tem a forma G(z,y, 2) = (x,y,9(x,y, 2)) e que, para (z,y, 2)

€ U, as seguintes igualdades sao equivalentes:

f(ac,y,z) = a,
F(:anwz) - (xayva)a
(ZL’,y,Z) = G(*Ivyaa)7

z = g(x,y,a).

A equivaléncia entre a primeira e a dltima destas igualdades mostra que UN f~!({a)}
é o grafico da fungao diferencidvel h(x,y) = g(x,y,a), cujo dominio é o aberto R =

{(z,y) € R? : (z,y,a) € W} e conclui a prova de que {!({a}) é uma superficie. =

Proposicao 1.3 Seja p € S um ponto de uma superficie reqular S e tome uma
aplicagio X : U C R?> — R3 com p € X(U) C S e tal que as condigoes 1) e iii) da

Definicao 1.1.1 se verifiquem. Assuma que X seja injetora. Entio X! é continua.

Observagao 1.2 Se a curva regular a(u) = (f(u), 0, g(u)),u € I, & um homeomorfismo
sobre sua imagem e f(u) > 0 para todo u € I, a rotacdo de a em torno do eixo z fornece

uma superficie S, chamada superficie de rotacdo (em torno do eixo z).

1.1.2 Funcoes diferencidveis em superficies, plano tangente

A condicao de regularidade iii) da defini¢cdo de superficie garante que para todo ponto
p € S o conjunto de vetores tangentes as curvas parametrizadas de S, pasando por p,

{a/(0) | a: (—&,8) = S & C* e a(0) = p} constitui um plano de R3, e vale o seguinte:
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Proposicao 1.4 Seja X : U C R? — S uma parametrizacio de uma superficie
reqular S e tome q € U. O subespago vetorial de dimensao 2, dX ,(R?) C R?, “coincide”
com o conjunto de vetores tangentes a S em X (q).

Definigao 1.3 Pela proposigio 1.4, o plano p + dX ,(R?) que passa por p = X(q) nao
depende da parametrizacao X e serd chamado de plano tangente a S em p. Identificaremos
dX,(R?*) e p + dX,(R?) e os denotaremos por T,S. A escolha da parametrizacio X

determina uma base {X,,X,} de T,S, chamada base associada a parametriza¢io X.

Podemos pensar agora em fazer Célculo Diferencial em superficies, isto é, dizer o que
sao fungoes diferencidveis neste contexto. As derivadas dessas fungoes tém como dominio,
nao a superficie, mas seu espaco tangente.

Definigao 1.4 Sejam S; e S, duas superficies. Uma aplicagao f : S — So diz-
se di ferenciavel se sua expressao em cordenadas locais for diferencidvel, iste é, se para
cada p € Sy, existirem parametrizagoes (U, X) de Sy e (V,Y') de S, nas vizinhangas de p e
f(p), respectivamente, tais que Y "'o f oX seja diferencidvel. Analogamente,uma fungao
f :S1 — R diz-se di ferencidvel se cada ponto de S; tiver uma vizinhanca parametrizada
(U, X) tal que f o X seja diferencidvel. Um difeomor fismo entre superficies ¢ uma

bijecao diferencidvel f : S; — Sy cuja inversa é também diferencidvel.

Proposicao 1.5 Seja p um ponto de uma superficie regular S, e tome
X:UCR?*— S ,Y:V CR?*— S duas parametrizagoes de S tais que p € X (U) N
Y (V) =W. Entdo a mudanga de coordenadas h =X "toY : Y} (W) - X1 (W) é um

difeomorfismo no sentido usual, isto é, h é diferencidvel e tem inversa diferencidvel.

Segue da Proposicao 1.5 que a nocgao de diferenciabilidade nao depende da parame-
trizacao e, portanto, estd bem definida.

Seja f : S; — Sy uma aplicacao diferencidvel em p € S;. A derivada de f em p é a
aplicagao df, : 1,51 — T} S2 definida do seguinte modo: se w = &/(0) € 7,51, entao
df,(w) = (f o) (0).E claro que o mesmo vetor representa a velocidade em p de muitas

curvas diferentes,mas veremos que df,, estd bem definida.

11



Tomemos coordenadas locais X (u,v) e Y(¢,n) em p e f(p), respectivamente, e pon-
hamos f: Y 1o foX, com essa notacdo temos o seguinte resultado:

Proposigao 1.6 A diferencial df,1,S1 — Typ)S2 € a aplicagdo linear cuja matriz
relativa as bases {X,, X, } de TpSi e {Y,Yn} de Ty, S2 € a jacobiana de fem X7(p).
Consequentemente, df,(w) ndo depende da curva .

Demonstragao. Escrevendo a(t) = X(u(t),v(t)), a curva § = f o «a é dada por
B(t) = Y(C(t),n(t), onde (C(t),n(t)) = f (u(t),v(t)). Derivando a dltima igualdade,

obtemos

¢ (0) ~ u (0) ~ u'(0)
, =J fu K , =J f —(p ,
7 (0) (u(0),v(0)) v (0) X~1(p) 4 (0)

A igualdade df,(a/(0)) = 8(0) que define df,, pode ser reescrita na forma df,(u'(0))X,
+ v (0)X, = ¢'(0)Y¢ + 7 (0)Y,. Das igualdades acima resulta que df, (a'(0)) estd bem
definida, nao depende de o mas apenas de a'(0), e que, além disso, df, é linear e tem

matriz J fX_l(p) relativa as bases referidas. m

1.1.3 Comprimentos, angulos e dreas: a primeira forma funda-

mental

Qualquer superficie regular S C R3 herda do espaco ambiente uma nocao de
grandeza que permite medir a drea de regides e o comprimento de curvas em S. Essa

nocao é proveniente da forma quadratica I, :T,,S — R, definida por

I(w) =< w,w >,, jw| >0, (1.5)
onde < -,- >, ¢ a restrigdo a T,S do produto interno usual em R?.

Definigao 1.5 A forma quadratica I, em 7,5 definida pela equacao (1.5) é chamada

a primeira forma quadrética (ou primeira forma fundamental) de S C R? em p € S.
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Se X(u,v) for uma parametrizagao de S e a(t) = X (u(t),v(t)) uma curva difer-

encidvel, temos

Ia(t)(a/ 1) = <u®X,+v )X, u )X, +0 ()X, > a(t) (1.6)
= Eu (t)* 4 2Fu (t)v (t) + Gu'(t)?

onde E, F, G sao chamados de coeficientes da primeira forma fundamental definidos por

E = <X, X, >
F = <X, X,> (1.7)

G = <X,,X, >

Observe que numa vizinhanga de X ~(p) as fungoes E(u, v), F(u, v), G(u, v) sao difer-
encidveis.

Dada uma curva regular « : I — S e dado [tg, t] C I, entdo o comprimento de arco de
a de tg até t é dado pelo limite superior dos comprimentos das linhas poligonais inscritas

a curva entre a(tp) e «(t), e é igual a

Assim, da igualdade (1.6) concluimos que o comprimento de «(t), t € [a, b], é dado

por

l(a) = / ’ VEU (2 + 2Fd (8)0 () + Gu' (£)2dt. (1.8)

Por causa dessa igualdade é comum referir-se & métrica de uma superficie pelo ele-

mento comprimento de arco ds de S, e escrever

ds* = BEdu® + 2Fdudv + Gdv®. (1.9)
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Observe que se temos v = a X, + bX, e w = cX, + dX,, o produto interno de v e w

¢é dado por

<v,w> = —-[L,(v+w)—I,(v) — L,(w)] = acE + (ad + bc) F + bdG (1.10)

N —

O angulo 0 entre duas curvas parametrizadas regulares a:I — S, 5:1 — S que se

intersectam em t = ty é dado por

cosf =

(o (t0) , B (t0))
& W 1F (t)] (1.11)

Em particular, o &ngulo ¢ das curvas coordenadas de uma parametrizagao X (u,v) é

(X, X)) F
| Xu| 1 Xl VEG’

decorre dai que as curvas coordenadas de uma parametriza¢ao sao ortogonais se e semente

cos p = (1.12)

se F(u,v) = 0, para todo (u,v). Uma tal parametrizacao ¢ chamada uma parametriza¢ao
ortogonal.

Outro problema métrico que aparece é com relagao ao cdlculo de dreas de "pedagos"
da superficie.

Defini¢gao 1.6 Um dominio (regular) de S é um conjunto aberto e conexo de S tal
que sua fronteira seja a imagem de um circulo por um homeomorfismo diferencidvel cuja
diferencial é nao-nula, exceto num niimero finito de pontos. Uma regiao de S é a uniao
de um dominio com sua fronteira. Uma regiao de S C R? é limitada se ela estd contida
em alguma bola de R3.

Podemos considerar regioes limitadas R que estao contidas em uma vizinhanca co-
ordenada X (U) de uma parametrizagao X : U C R*> — S. Em outras palavras, R ¢ a
imagem por X de uma regiao limitada Q C U.

A fungao | X, x X,|, definida em U, mede a drea do paralelogramo gerado pelos ve-

tores X, e X,,. E, além disso, a integral [ 0 X, x X,|dudv ndo depende da parametrizagao
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X.

De fato, seja X : U C R? — S uma outra parametrizacdo com R C X(U) e Q

X '(R). Scja gg%
,0)
———=| dudv
v

X x Xo|duds — //|XMXXU| u
//@ o) J(w,v)
= //|Xuva|dudv.
Q

onde a tltima igualdade decorre do teorema de varidveis em integrais miultiplas (Ver [10]).

gg o jacobiano da mudanca de parametros h = X! o X .Entdo

o(u

Definigao 1.7 Seja R C S uma regiao limitada de uma superficie regular contida em

uma vizinhanca coordenada da parametrizacao X : U C R? — S. O ntmero positivo

/ | X, x X,|dudv = A(R),Q = X *(R),
Q

¢é chamado de érea de R.

Existem justificativas geométricas para a definicao acima, mas nao trataremos disso
aqui.

Observe que |X, x X, |2+ <X,, X,> = |Xu|2 ) |Xv]2 , assim usando os coeficientes da
primeira forma (1.7) temos que a drea de uma regido R C S contida num sé sistema de

coordenadas (U, X) é dada pela integral

// VEG — F?dudv. (1.13)
X—H(R)

Se R nao estiver contida numa s6 vizinhanga parametrizada, podemos escrevé-la como
a uniao disjunta, finita ou enumeravel, de regioes R, cujas dreas podemos calcular, e
somar os resultados.

As expressoes (1.8), (1.11) e (1.13) mostram que os conceitos de comprimento de
curvas, angulos entre curvas e dreas de superficies s6 dependem do conhecimento da

primeira forma quadrética e nao fazem referéncia ao espago ambiente.
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1.2 Aplicacao de Gauss

Trataremos agora da geometria extrinseca da superficie, definindo quantidades (cur-
vaturas) que traduzem o modo como a superficie estd mergulhada no espago ambiente.
O principal alvo deste estudo é o campo de vetores normais & superficie; assim, trabal-

haremos s6 com superficies orientéveis.

1.2.1 Orientabilidade

Intuitivamente, uma superficie é orientavel quando nela for possivel diferenciar o lado
de cima do de baixo, de modo que o observador 14 colocado possa distinguir esquerda
de direita. Esta abordagem funciona quando o observador é tridimensional e tem uma
idéia da situacao da superficie no espago ambiente, mas isto se torna um pouco delicado
quando tratamos de seres bidimensionais, cujo universo é a superficie.

Dados dois vetores linearmente independentes v e w em R3, o terno (v,w, N), onde

N = ‘z > $| , forma uma base positivamente orientada de R?, isto ¢, a matriz cujas colunas
sdo (na mesma ordem) esses vetores tem determinante positivo. O vetor N é um vetor
unitario ortogonal ao plano II gerado por v e w, induzindo em Il uma orientagao do
seguinte modo: uma base (v, w) de II diz-se positivamente orientada se o terno (v, wy, N)

for uma base positivamente orientada de R? . Assim, II tem exatamente duas orientacoes,

induzidas por N e por seu simétrico -NV.

Definicao 1.8 Dizemos que uma superficie S é orientdvel se for possivel escolher,
para cada p € S, uma orientagao em T,S que varie continuamente em p, mais precisa-
mente, se existir uma aplicacdo continua de S na esfera unitdria S?, N: S — S? tal
que, para cada p, N(p) seja ortogonal a T),S. A um tal campo de vetores normais N

chamamos uma orientacao de S.
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Definigao 1.9 Chamamos de aplicacao de Gauss de uma superficie orientdvel S a

orientacao N : S — S? cuja representacao local é:

Xo(u,v) x X, (u,v)

N(uvv) - |Xu(u,v) X Xv(“? U)|7

(1.14)

(X é uma parametrizagio de S).
Fazendo uma identificacio de Ty, S? com T,,S, observe que N é uma aplicacao difer-
encidvel e sua derivada dN, : 1,5 — T,,S ¢ uma aplicagao linear auto-adjunta.

De fato, derivando a igualdade N(u,v) = N o X(u,v) temos
Nu = dNX(u,v) (Xu>7 N’U = dNX(u,v)<Xv)-

Como N é um vetor ortogonal a X, e X, temos <X,,, N) =0 =<X,, N> e derivando

estas igualdades com relacao a v e u respectivamente, obtemos
< Xy, N>+ < Xy,N, >=0, < X, , N>+ < X,,N, >=0,

e daf, subtraindo membro a membro e usando que X,, = X,,, obtemos

< Xy, N, >=< X,, N, > .

Ou seja, < Xy, dNx(u0)(Xy) >=< Xy, dNx(u,0)(Xy) >; € usando a linearidade resulta

que para quaisquer vetores wi, wy € T'x(y)S,
< wi, dNX(u,v)(w2) >=< dNX(u,v)(wl)>w2 >,

o que mostra que dN, é uma aplicacao linear auto-adjunta de 7,5, em relacao ao pro-
duto interno <., ->, em T,S. Assim, podemos asssociar a dN, a forma quadrética,

V= — < dN,(v),v >,v € T,S.
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1.2.2 Aplicacao de Gauss em coordenadas locais

Definicao 1.10 A forma quadrética I/, definida em T,S por

I1,(v) = — < dNpy(v),v > (1.15)
é chamada segunda forma fundamental de S em p.
Dada uma parametrizacao X (u, v) a expressao de I x (), relativa a base { X, X, }

de T'x(u,v)S, € dada por

Mxua(@) = — < dN(@ (1), a'(1) >
= — <U(t)Ny + V' (L) Ny, ' (1) X0 + V' () Xy >0

= e (t)? +2fu ()0 (t) + gv' (1),

onde as fungoes e, f, g : U — R , denominadas o0s coeficientes da sequnda forma funda-

mental nas coordenadas (u, v), sdo dados por:
e = <Xy, —dNx(uw(Xy) >=< Xy, =N, >=< Xy, N >,
[ = <Xy, —dNx@)(Xy) >=< Xy, =dNx(u)(Xu) >
= < X,,—N,>=< X,,—N, >=< X,, N >, (1.16)
g = <Xy, —=dNx@uw(Xy) >=< Xy, =N, >=< X, N > .

Seja o uma curva parametrizada pelo comprimento de arco em S com «(0) =p € S,
k a curvatura da curva a em p, e cosd =< n, N >, onde n é o vetor normal a a e N o

vetor normal a S em p. O nimero

kn =k cos® = I1,(a’(0)) (1.17)
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¢ chamado curvatura normal de a C S em p.

Proposigao 1.7 Todas as curvas em S que tém em p € S o mesmo vetor tangente, tém
nesse ponto as mesmas curvaturas normais. Além disso, se ki(p) e ka(p) (k1(p) < ka(p))
sdo, respectivamente, os valores mdzimo e minimo da sequnda forma fundamental 11,(v)
quando v percore o circulo unitdrio de TpS (valores extremais da curvatura normal em
p), entdo existem dois vetores, ey, es € T,S, ortonormais, e tais que —dN,(e1) = kiey e

_de(€2> = k2€2.
Demonstragao: Pode ser encontrada em [4].

Definigao 1.11 Os autovalores k;(p) < ka(p) da aplicagao linear auto-adjunta —dN,,
sao chamados curvaturas principais de S no ponto p e as duas diregoes ortogonais asso-

ciadas, e, e; € T,S, sao chamadas dire¢oes principais em p.

Definicao 1.12 Se uma curva regular e conexa C em S é tal que para todo p € C
a reta tangente a C é uma diregao principal em p, entao dizemos que C é uma linha de

curvatura de S.

Proposigao 1.8 (Olinde Rodrigues) Uma condig¢do necessdria e suficiente para que

uma curva conexa e reqular C' em S seja uma linha de curvatura de S é que

para qualquer parametrizacao «(t) de C, onde N(t) = N o a(t) e A(t) é uma funcao
diferencidvel de t. Nesse caso, - A(t) é a curvatura (principal) sequndo ot (t) .
Demonstragao. Basta observar que se o/ (t) esté contido em uma dire¢ao principal,

entdo o/ (t) é um auto-vetor de dN e

dN (ar(t)) = N1(t) = A(t) ar(t)

A reciproca ¢é imediata. m
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Definigao 1.13 A curvatura gaussiana de uma superficie S em p é definida por
K(p) = ki(p)ks(p) € a curvatura média de S em p ¢ H(p) = 1(k;(p) + ko(p)) ; de modo
equivalente K(p) e H(p) sdo iguais respectivamente, ao determinante e ao semitrago da

aplicagao linear - dN,,.

Definicao 1.14 De acordo com o valor destas curvaturas, um ponto p € S diz-se:
i) eliptico, se K(p) > 0;

i) hiperbdlico, se K(p) <0;
i11) parabolico, se K(p) =0 e H(p) # 0;
iv) planar, se K(p) = 0 = H(p);

v) umbiflico, se k;(p) = ko(p) < H(p)* K(p) = 0.

Mostraremos agora o fato interessante de que as tnicas superficies constituidas in-
teiramente de pontos umbilicos sao essencialmente esferas e planos.

Proposicao 1.9 . Se todos os pontos de uma superficie conexa de R® sao umbilicos,
entao S estd contida em um plano ou em uma esfera.

Demonstragao. Seja p € S e seja X (u,v) uma parametrizagdo de S em p tal que a
vizinhanga coordenada V é conexa.Como cada q € V é um ponto umbilico temos, para

qualquer vetor w = a; X, + as X, em TS,

onde A = A(q) é uma funcao diferencidvel real em V.

Mostraremos primeiro que A(q) é constante em V. Para isso, escrevemos a equagao

acima como

Nyay + Nyas = A Xya1 + Xpaz);
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logo, como w ¢é arbitrério,

N, = AX,.
Nv = )\Xva

Derivando a primeira equacao em relagao a v e a segunda em relacao a u, e subtraindo

os resultados, obtemos

Xy — A Xy, =0.

Visto que X, e X, sao linearmente independentes, concluimos que

para todo q € V. Como V é conexo, A\ é constante em V, como haviamos afirmado.
Se A\=0, N, = N, =0 e portanto N = Ny = constante em V. Assim,

< X(u,v), Ng >,=< X(u,v), Ny >,= 0;

Y

logo,

< X(u,v), Ng >= const.,

e todos os pontos X(u,v) de V pertencem a um plano.

Se A # 0, entao o ponto X (u,v) - $N(u,v) =Y (u,v) & fixo, pois

(X(u, v) — %N(u,v)) _ (X(u,v) - %N(u,v)) 0,

u v

Como
X (u,0) — ¥ (1, 0)] = ﬁ

todos os pontos de V estao contidos em uma esfera centrada em Y com raio ‘—i| .

Isto demonstra a proposigao localmente, isto é, para uma vizinhanca de um ponto p €
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S. Para completar a prova, observamos que, como S é conexa, dado qualquer outro ponto
r € S, existe uma curva continua « : [0,1] — S com «(0) = p,a (1) = r . Para cada
ponto « (t) € S desta curva existe uma vizinhanca V; em S contida ou em uma esfera
ou em um plano, e tal que a~* (V;) é um intervalo aberto de [0,1]. A unido Ua~t (V;), t
€ [0, 1] cobre [0,1] e, como [0,1] é um intervalo fechado, é coberto por um nimero finito
de elementos da familia {a~! (V;)}. Portanto, a ([0, 1]) é coberto por um nimero finito
de vizinhancas V;.

Se os pontos de uma destas vizinhangas coordenadas estao em um plano, todas as
outras estarao também no mesmo plano. Como r é arbitrério, todos os pontos de S
pertencem a este plano.

Se os pontos de uma destas vizinhangas coordenadas estao em uma esfera, o mesmo

argumento mostra que todos os pontos de S pertencem a esfera, e isso completa a demon-

stracao. m
. . aix Q12 ..
Vamos agora determinar a matriz de dNy(y,.) relativa a base {X,, X, }.
21 Q22
Temos:

Nu = allXu+a21Xv7

Ny, = appX, + anX,,

fazendo o produto interno de cada igualdade com X, e X,, usando os coeficientes das

primeira e segunda formas fundamentais (ver as equagoes 1.7 e 1.16) segue que

—e =< Nu,Xu >= CLllE + CL21F,

—f =< Ny, Xy >=an F + axnG,

—f =< N,, Xy, >= a12E + axnF,
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—g =< Ny, Xy >= a12F + anG.

Matricialmente, temos

e f E F ap Qg

— = (1.18)
[y F G a1 A22
isto é,

fF — eG

i = e e (1.18 a)
gF — fG

a2 = G — B2 (1.18 b)
el — fE

Uy = pATT (1.18 ¢)
fE — gE

= — 1.1
a22 EG _ F2 (1.18 d)

Das igualdades (1.18a - 1.18d ) segue que as expressoes para as curvaturas gaussiana

e média sao, respectivamente:

eq - 2
K(p) = EGg—_fFQ (1.19)
Hp) = & |L 2L+ o8 (1.20)

2 EG — F?

Definicao 1.15 Sejam a(u) = (x(u),y(u), 2(u)), v € I,uma curva regular plana, onde
a é¢ um homeomorfismo sobre sua imagem e r uma reta que nao intersecta o e contida
no plano que contém . O conjunto dos pontos de R? obtido pela rotacao do traco de a
em torno de r é uma superficie chamada de superficie de rotagao. A reta r é chamada

de eixo de rotagao e a curva plana de geratriz.
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Definigao 1.16 Uma curva regular conexa C em uma vizinhancga coordenada de X é
uma linha de curvatura se e somente se para uma parametrizacao qualquer « (t)=X (u(t), v(t))
2t €1, de C temos dN (a/(t)) = A(t) as(t).

Segue que as fungoes u/(t), v/(t) satisfazem o sistema de equagoes

fF—eG | gF —fG | B ,
G-t g T M
eF —fE | fF—gE | ,

vo= .

EG -2 T EG - 2

Eliminando A, no sistema acima, obtemos a equacao diferencial das linhas de

curvatura,

(fE —eF) (w)* + (¢E — eG)w'v'+ (gF — fG) (v")* = 0, (1.21)

que pode ser escrita, de maneira mais simétrica, como

E F G |=0 (1.22)

Utilizando o fato das diregoes principais serem ortogonais, decorre facilmente de (1.22)
que uma condi¢ao necessaria e suficiente para que as curvas coordenadas de uma para-

metrizacao sejam linhas de curvatura é que F = f = 0.

1.3 O teorema de (Gauss e as equacoes de compati-

bilidade

Denotaremos por S, como de costume, uma superficie regular orientédvel e orientada.
Seja X : U C R? — S uma parametrizacio na orientacao de S. E possivel associar a cada,

ponto de X (U) um triedro natural dado pelos vetores X, X,, e N.
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Expressando as derivadas dos vetores X,, X, e N na base {X,, X,, N },obtemos

Xw = ' Xy +12,X,+ LN,

X = T1Xy +THX, + LyN,

Xpw = I3 X, +T5X, + LaN, (1.23)
Xpw = DIppXu+T5,X, + LsN,

Ny, = anXy+anX,,

N, = ap2X, + anX,,

onde os a;;,7,7 = 1,2 foram obtidos na secao 1.2 e os outros coeficientes devem ser

determinados. Os coeficientes I'*.. 4, j, k = 1,2 sao chamados simbolos de Christoffel de

i
S na parametrizagao X. Como X, = X,,, conclufmos que I'{, =T}, , e ['3,=T3, ; isto &,
os simbolos de Christoffel sao simétricos em relagao aos indices inferiores.

Tomando o produto interno das primeiras quatro relagoes em (1.23 ) com N, obtemos
imediatamente L, = e, Ly = Ly = f e Ly = g, onde e, f, g sdo os coeficientes da segunda,
forma fundamental de S.

Para determinar os simbolos de Christoffel, tomamos o produto interno das primeiras

quatro relacoes com X, e X, e obtemos o sistema

FhE + F%lF - <XumXu> -
FhF + F%lG = (qu,Xv> =F, - lEU,

ILE +T2,F = (Xy, Xu) =

1
2 (1.24)
I'LF+T2%,G = (Xy, X,) = 2

[LE+T2,F = (X, X)) = F, — G,
F%2F + 1—‘526( - <va,Xv> = %va
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Observe que as equagoes acima foram agrupadas em trés pares de equagoes e que para
cada par o determinante do sistema ¢ EG - F? # 0. Assim, é possivel resolver o sistema
acima e calcular os simbolos de Christoffel em termos dos coeficientes da primeira forma
fundamental, E, F, G, e de suas derivadas.

Resolvendo os sistemas acima obtemos

GE, —2FF,+ FFE,

Fl
1 2(EG — F?2) 7
2 _ 2BF, - EB, + FE,
1 2(EG — F?2)
GE, - FG,
Iy, = 5(BC — F?)’ (1.25)
- EG, — FEU7
2(EG — F?)
o _ 2GF, -GG, -~ FG,
2 2(EG — F?2)
2 _ EG,—2FF,+FG,
22 2(EG — F?)

As expressoes das derivadas de X, X,, e N na base {X,,, X,, N} dependem apenas
do conhecimento dos coeficientes das primeira e segunda formas fundamentais de S. Uma

maneira de obter relacoes entre estes coeficientes é considerar as expressoes

(qu)v - (Xuv)u = 07
(va)u - (Xvu>v = 0, (126)
Nuv - Nvu = 0.

Introduzindo os valores de (1.23), podemos escrever as relagoes acima na forma

AlXu + BlXU + ClN — 0,
AQXu + BQXU + CQN - 0, (127)

AgXu + BgXU + CgN - 0,
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onde A;,B;,C;, i = 1,2,3 sao fungoes de E, F,G,e, f,g e de suas derivadas. Como o0s

vetores X, X, , N sdo linearmente independentes, (1.27) implica que existem 9 relagoes:

A; =0, B, =0, C; =0, 1=1,2,3

Como exemplo, determinaremos as relagoes A; =0, By =0 e C; = 0. Utilizando os

valores de (1.23), a primeira das relagoes (1.26) pode ser escrita

I Xy +12, X, +eN, + (1) Xy + (T3) X, + e N (1.28)

= F%Qqu + F%2Xvu + fNu + (Fiz)uXu + (F?Q)uXv + fuN

Utilizando (1.23) novamente e igualando os coeficientes de X, obtemos

F%IF% + F%IFgQ + eaz + (F%I)v = Fbrfl + F%QF%Q + fag + (F%Q)u'

Introduzindo os valores de a;; ja calculados (conferir secao 1.3) segue que

(T3,), — (Th), + Ty, +T5,I5, — T3, — T, (1.29)
eg — f?
g2 4
EF — [2
- _FK.

A equagao acima prova o seguinte teorema, devido a K. F. Gauss:

Teorema 1.1 Egregium (Gauss) . A curvatura Gaussiana K de uma superficie é

tmwvariante por isometrias locais.

Tendo em vista futuras aplicacoes geométricas voltamos aos nossos calculos. Igua-

lando os coeficientes de X, em (1.28) , vemos que a relacdo A; = 0 pode ser escrita na

forma
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(Fiz)u - (Fil)v + F%zrb - F%lréz = FK. (1-30)

Igualando também na equagao (1.28) os coeficientes de N, obtemos C; = 0 na forma

ev— fu=elly+ f (F%2 - P%l) —gI'},. (1.31)

Observe que a relagao (1.30) é (quandoF’ # 0) meramente uma outra forma da férmula
de Gauss (1.29).

Aplicando o mesmo processo & segunda expressao de (1.26), obtemos que ambas as
equagoes As = 0 e By = 0 nos dao novamente a férmula de Gauss (1.29) . Além disto,

C5 = 0 é dada por

Jo—Gu= 61%2 +f (1%2 - F%Q) - QF?T (1-32)

Finalmente, o mesmo processo pode ser aplicado a ultima expressao de (1.26), resul-
tando que C5 = 0 é uma identidade e que A3 = 0 e B3 = 0 s@o novamente as equacoes
(1.31) e (1.32). Asequagoes (1.31) e (1.32) sdo chamadas equagdes de Mainardi - Codazzi.

A férmula de Gauss e as equagoes de Mainardi - Codazzi sao conhecidas como as

equacgoes de compatibilidade da teoria das superficies.

Definigao 1.17 O género de uma superficie orientével é o nimero de algas que esta

contém.

Teorema 1.2 (Poincaré) Se F' ¢ um campo de dire¢oes tangentes em M com no

méximo um ndmero finito de singularidades, entdo > I = 2 — 2¢, onde ¢ ¢ o género de

M.
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1.4 Aplicacoes conformes

Definicao 1.18 Um difeomorfismo ¢ : S — S é chamado uma aplicacdo conforme se

para todo p € S e quaisquer vy, vy € T,S temos

<d§0p(v1)7 dgpp(v?)><p(p) = )‘2(]7) <U1, v2>p (133)

onde A\ é uma funcio diferencidvel em S que nunca se anula; as superficies S e S sdo
entio chamadas conformes. Uma aplicacdo o : V — S de uma vizinhanca V de p € S
em S é uma aplicacio conforme local em p se existe wma vizinhanca V de @, tal que
0V =V éuma aplicacdo conforme. Se para cada p € S, exite uma aplicacio conforme
local em p, a superficie S é localmente conforme a S.

O significado geométrico da definigdo acima é que angulos (mas nao necessariamente

comprimentos) sao preservados por aplicagoes conformes.

Considerando M uma superficie e X : U C R?> — V C M uma parametrizacao de

M em torno de p € M, dada por X (u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)). Se

| Xy =X e< Xu(u,v), Xy(u,v) >=0,

dizemos que X ¢é uma parametrizagao isotérmica e que (u,v) sdo pardmetros isotérmicos
para a superficie M. O teorema a seguir garante localmente a existéncia de paradmetros

isotérmicos.

Teorema 1.3 Seja U um conjunto aberto e simplesmente conexo e seja X: U C
R? — M uma parametrizacdo da superficie M. Entdo, existe um difeomorfismo local
o : U — U de classe O tal que X=Xo ¢ é uma parametrizacao isotérmica.

Demonstragao: A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em [12],pag.

333 - 334.

29



Em termos de parametros isotérmicos u, v temos
ds® = E(du® + dv?). (1.34)

As identidades bdsicas vistas anteriormente , mas agora em tal sistema, sao como

segue:

eg — f?
= k=Y (1.35)
1 e + g
H pr— —_— pr—
5 (k1 + ko) °E
As linhas de curvaturas sao dadas por
—fdu* + (e — g)dudv + fdv* = 0. (1.36)
As equagoes de Codazzi podem ser escritas como
f &y (e+9g)=EH (1.37)
€ —Ju = TH\€ — Lnpll, .
Yo
E,
fo—0u = —ﬁ(e +g9)=—-E,H, (1.38)
e + g . . -
Mas como FH = ,derivando esta igualdade com relacao a v,
E,H + EH, = 6”—;%7
E,H — —EH,+ % + %. (1.39)

e depois com relacao a u,temos
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E,H+ FEH, =
EH =

€y T Gu

Desta forma as equagoes de Codazzi sao escritas como

ey = fu
e — fu
€y o
ev_g_%_fu
€y — Gu
(%) o

Jo—9u =
fo—9u =
ﬁ+%+%—%=
(eu;gu>+fv _

5
-Em+%+%. (1.40)
— EH

= —BH,+2+%

— _EH,

— _EH,

— _EH, (1.41)
_E,H

EH,

EH,

EH,. (1.42)
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Capitulo 2

Teorema de Stokes

Antes de apresentar o teorema de Stokes, vejamos algumas defini¢oes e resultados

importantes de Formas Diferenciais.

2.1 Formas Diferenciais

Definigao 2.1 Seja p um ponto de R” . O conjunto de vetores aplicados em p, chamado
espaco tangente de R" em p, serd denotado por R}.

Denotaremos por (]RZ) " 0 espaco dual de R} . Uma base para (]RZ) " & obtida tomando
(dz;),, ,
base dual de {(ei)p}.

i=1, ... ,n, onde z; : R” — R ¢ a projecao na i -ésima coordenada, {(dxl-)p} éa

Definicao 2.2 Um campo de formas lineares ou forma exterior de grau 1 em R™ é

uma aplicagdo w que a cada p € R" associa w(p); w pode ser escrito na forma

w(p) = i:aidiﬁi
i—1

onde a; sao funcoes definidas em R" e tomando valores em R ; w chama-se uma forma

exterior continua quando as fungoes a; sao continuas. Se as fungoes a; forem diferencidveis
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w chama-se forma diferencial de grau 1.

Seja AF (RZ)* o conjunto das fungoes k - lineares alternadas.

Se ¢y, ..., ¢ sdo formas lineares, podemos obter um elemento ¢, A... A, de A (]Rg)*
definido por

(Pr Ao Ay) (11 A A o) = det (; (v5)) -

Decorre das propriedades de determinantes que ¢; A ... A ¢, € de fato k - linear e
alternada. Em particular,(dz;, ), A ... A (dz;,), € AF (R;})*; indicaremos este elemento
por (dz; A ... dx;,),.
Proposigao 2.1 O conjunto {(dxil A A da:ik)p}, ip <...<ig,ondei; €{1,2,...,n}

forma uma base para A* (]RZ)* :

Defini¢ao 2.3 Uma k-forma exterior em R™ (k > 1) é uma aplicacdo w que a cada p

€ R™ associa w(p) € A* (]Rg)*, w pode ser escrito na forma

w = Z iy oty () (dxiy A oA dyy) i € {1,2,...,n}

11 <...<tg

onde a;, ...;, sao aplicagoes de R" em R. Se as funcoes a;,...;, forem diferencidveis, w ¢

k

chamada uma k - forma diferencidvel.
Indicaremos por [ a k - upla (i, ... , i), i1 < ... <ix , i; € {1,2,...,n} e usaremos a

seguinte notagdo para w: w = ), ardxy.

Definigao 2.4 Seja f : R® — R™ uma fungao diferencidvel. A aplicacao linear

df, : R} — ]R;”(p) induz uma transformagao linear

fy A (RF,)) " — A (R)

que para cada ¢ € (R%p))* associa f,(¢), definida da seguinte maneira:
(f3(9) (v1, .. vi) = @ (dfy (v1) , e dfy (02)) 01, ooy g € R
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Fazendo o ponto variar em R" | obteremos uma aplicacao f* que leva k - formas de

R™ em k - formas de R™ . Convenciona-se que
f*(9) =go f,se g éuma 0 - forma.

Defini¢ao 2.5 Se w = ), a;dx; é uma k - forma, definimos a diferencial exterior

de w como sendo a (k + 1) —forma dw = ), da; A dxy .

Definigao 2.6 Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma
familia de aplicagoes biunivocas X, : U, — M de abertos U, C R" em M tais que

1) UaXo (Uy) = M,

ii) Para todo par «, 8 com X, (U,) N X5 (Uz) = W # (), os conjuntos X, (W) e

X5 ' (W) s@o abertos em R” e as aplicacoes X 5 Yo X,, X1 o Xz sao diferencidveis.

Definigao 2.7 Seja M uma variedade de dimensao n. Uma k - forma diferncial w
em M é a escolha, para cada sistema de coordenadas f; : U; — M , de uma k- forma wy,
em U; C R de tal forma que se wy, e wy, sdo duas tais escolhas e f1(Uy) N fo(Us) # 9,

entao,
Wy, = (f{l ° fl)*ng
Cada wy,, é dita uma representagao local de w.

Definigao 2.8 Chamaremos de suporte K de uma forma diferencial w, definida em

um aberto U de R” (ou de uma variedade diferencidvel) & unido do conjunto

A={peU;uw(p) #0}

com os pontos de acumulacao de A. O suporte K de w é assim um subconjunto fechado

de R™ (ou da variedade). Seja w uma n - forma diferencial em um aberto U de R™ ,

w=a(ry,..,x,)dxy A ... \Ndzy,.
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Suponhamos que o suporte K de w é compacto e esta contido em U. Entao definimos,

/w:/adxl/\.../\dxn,
U K

onde o segundo membro é uma integral miiltipla usual.

Definicao 2.9 Suponhamos que M seja compacta, orientdvel e que uma orientacao
foi fixada, i.e., M esté coberta por uma familia {V,,} de vizinhangas coordenadas de tal
modo, que a mudanga de coordenadas tem sempre jacobiano positivo. Se o suporte K
de w estd contido em alguma vizinhanga coordenada V., =f, (U,) . Neste caso, se a

representacao local de w for

Wo = Ao (U1, ooy Up) dug A ...duy,

/w:/ wa:/ Ao (U1, .y duy ... diy,,
M (% «

onde o iltimo membro é uma integral miltipla usual.

definiremos

E possivel mostrar ainda que se K estd contido em outra vizinhanca coordenada Vs
=f5 (Us) da mesma familia que cobre M, a definigdo anterior independe da escolha da
vizinhanca coordenada. Para detalhes ver [2].

Proposicao 2.2 Dada uma cobertura {V, }de uma variedade compacta M por vizin-
hangas coordenadas, existem funcgoes diferencidveis ¢, ..., ¢, tais que:

a) iﬁbz =1,

b) 6:1§ ¢; < 1,e o suporte de ¢, estd contido em algum V,, da cobertura {V,}.

Defini¢ao 2.10 Seja M uma variedade compacta e orientada, ¢,w uma forma cujo
suporte estd contido em V;, definimos a integral de uma n - forma w em M da seguinte

maneira;
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Afirmamos que a integral acima é independente das escolhas feitas. Para detalhes ver

3].

Definicao 2.11 Chamaremos de semi-espago H™ ao conjunto dado por
H" = {(z1,...,z,) € R"; 21 <0}

Um aberto de H™ é a intersecao de um aberto U de R™ com H™.
Definicao 2.12 Diremos que uma fungao f : V — R, definida em um aberto V' de
H"™ ¢ diferencidvel se existir uma funcio diferencidvel f : U — R de um aberto U D V

de R”, tal que a restriciio de f a V sejaigual a f. Se f é diferencidvel em V a diferencial

df, € definida por df, = df,,.

Definigao 2.13 Uma Variedade Diferencidvel (de dimensao n) com bordo regular é
um conjunto M e uma familia de aplicagoes biunivocas f, : U, C H" — M de abertos
U, de H" em M tais que

i) Uafo (Ua) = M;

it) Para todo par o, § com f,, (Ua)Nf5 (Ug) = W # 0, os conjuntos ;' (W)e fz3' (W)

sao abertos em H" e as aplicagoes f5 Yo fa, fo1 o f5 sdo diferencidveis.

Definicao 2.14 Um ponto p € M é chamado um ponto de bordo de M se para um

sistema de coordenadas f : U — M em torno de p se tem f(0,xs,...x,) = p.

O conjunto de pontos de bordo de M, é chamado o bordo de M e indicado por OM.

Proposigao 2.3 A defini¢ao de ponto de bordo independe do sistema de coordenadas.

Proposicao 2.4 O bordo OM de uma variedade diferencidvel de dimensao n com

bordo é uma variedade diferencidvel de dimensdo n - 1.
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Demonstraremos agora o Teorema de Stokes.

Teorema 2.1 (Teorema de Stokes) Seja M uma variedade diferencidvel de dimen-
sao n, compacta, orientada e com bordo OM munido da orienta¢do induzida. Seja w uma
(n - 1) - forma diferencidvel em M e dw a sua diferencial.

Indicaremos por i*w a restricio de w a OM ,onde 1:0M — M é a aplicacao de

/ i*w:/ dw.
oM M

Demonstragao: Seja K o suporte de w. Consideremos os seguintes casos:

wnclusao. Nestas condigoes

a) K estd contido em uma vizinhanga coordenada V' = f(U) de um sistema de

coordenadas f: U — M,U C H" . Em f(U), w é da forma

n
w = Zaj duy Ndug A ..o N duj_y Adujq AN dug,
j=1

onde a;(u1,ug, ..., u,) sdofuncoes diferencidveis em U e portanto

j=1 J

dw = (Z (—1)j71 %) duy A dug A ... A\ du,,.

a1) Suponhamos que f(U)NOM =0 . Entdo w é nula nos pontos de M e i*w = 0,
donde

/ 7w = 0.
oM

Vamos mostrar que

4 Oa;
= — i—1 - =
/ dw = /U < E (—1) auj> duydus...du, =0

Para isso, vamos estender as funcoes a; a H" definindo
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aj(ur, ug, ..., u,) se (ur,ug,...,u,) €U

0 se (up,ug,...,u,) € H* = U

aj(ur, ug, ..., Up) =

Como f~(K) estd contido em U, as fungdes a; assim definidas sdo diferencidveis em
H"™. Consideremos agora o paralelepipedo Q C H", dado por ul <u; < u , 7 =1.
e contendo U no seu interior. Entao

Jo ( 177! gu ) duydus...du, =
j

i dU/]_dU/Q .du,

||M:

oy T
= Z:l (—]_) B f[aj (Ul, ...,Uj_l,ug,u]‘+1, ,Un)
J:

1
—aj(ul, ceey Uj—1, Uj,Uj+1, ceey un)]dul...duj_lduj+1...dun
= ()’
. 0 _ —
poIis a; (ul, oy U ,un) = a; (ul,. ,uj, . un) = 0, para todo j = 1,.

ag) Suponhamos agora que f(U)NIM # ) . Entao a aplicagao de inclusdo i se escreve

U1:O
Uj =uj, J=2,...,n

e portanto, usando a orientacao induzida no bordo,
i*w = ay (0,ug, ..., up) dug A ... A du,.

Como em a; ), vamos estender as fungoes a; por

aj(U, Uz, .oy Uy) S€ (Ur, Usg, ...y Up) € U

0 se(uy, Ug, ..., up) € H™ — U;
As fungoes a; assim definidas em H" sao diferencidveis. Consideremos agora o

aj(ur, ug, ..., Up) =

paralelepipedo Q dado por

S
IA

U1§0

1 0 _
u; < uj<wupj=2,..n

e tal que a unido do interior de Q com o hiperplano u; = 0 contenha f~!(K). Entao
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Jurd

Z Yt fQ 945 s ....du,, = [la1 (0, us, ..., up) — aq (ul, ug, ..., up)|dus...du,
+3(=1)" f[aj (ur, oot oy t) = ag (n, o s oy ) Jdug . d g dug gy .y,

=2
Como a;(us i) = @ (uy, ), u,) =0 para j =2, ne

1
ay (ul,u2, ,un) =0,

teremos

/dw:/a1 (O,UQ,...,Un>dU2...dun:/ 7w,
M oM

b) Consideremos agora o caso geral. Seja {V,,} uma cobertura de M por vizinhangas
coordenadas, e ¢;...0,,, uma particao diferencidvel da unidade subordinada a {V,} . As
formas diferenciais w; = ;w, j = 1,...,m, satisfazem as condigdes do caso a). Além

disso, como ngoj =0, teremos Y w; =w e Y dw;=dw.

Portanto

o Bl
_ Z/

_ >k
= / E 1 wj
oM
m

p— -k .
= / ] E Wy
oM

j=1

= / 7Fw.
oM

Observagao 2.1 O Teorema de Stokes acima demonstrado nao inclue o caso em que

o bordo da variedade nao seja regular.
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Capitulo 3

Funcoes Holomorfas

Vamos apresentar agora definicoes e resultados relacionados com a teoria das funcoes

de uma varidvel complexa.

3.1 Derivada complexa, funcoes holomorfas

Definicao 3.1 Uma funcao complexa f : U — C , definida num aberto U C C, diz-

se derivavel no ponto z = x + iy € U quando existe o limite limw = A,

—0
o quociente sendo tomado no sentido dos nimeros complexos. O nimero complexo A
=/'(z) chama-se a derivada da fun¢ao complexa f no ponto z.
A derivabilidade de f no ponto z = z + iy equivale a dizer que f(z + H) =f(z) +
. r(H)
AH H de lim———= = 0.
+r(H), on e lim W
Sejam A = a—+1ib, H=h+1ik e r =ry+iry. Entao f é derivdvel no ponto z = = + iy

se, e somente se,

f(z+H) = f(z)+ (a+ib)(h+ik)+r(H)+iry(H) (3.1)
= f(2)+ (ah — bk) +i(bh + ak) +r(H) + ir2(H)
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. 7‘1(H)_ . 7‘2(H)_
onde M THT = W% "
Sejam u,v : U — R as partes real e imaginaria de f, ou seja, f(z) = u(z) + iv(z).

Separando a parte real e a parte imagindria na igualdade (3.1) acima, obtemos

h,k
wx+h,y+k) = u(x,y)+ah—bk+ri(hk), ondeh%}icrgo\;;Lgi’Tli2 = 0;
(z+h,y+k) (2,) + bh + ak + ra(h, ), onde tim —22%)
v(x = ov(x ak +r onde lim ——= =
Y Y 2\, ) hok—0 \/m
Assim, se a funcao complexa f = u + iv é derivdavel no ponto z = x + iy entao sua
parte real u e sua parte imagindria v sao deferencidveis no ponto (x , y) e, além disso,
dics ou au( ) ou 8'0( b) to. Estas si
cumprem as condicoes — = —(= a) e — = ——(= —b) nesse ponto. Estas sao as
P ¢ or Oy Jy Oz P
chamadas equagoes de Cauchy - Riemann.
Reciprocamente, se u,v : U — R sao fungoes diferencidveis no ponto z = (z,y) e
. . N _ ou Ov Ou ov B
satisfazem nesse ponto as equacoes de Cauchy-Riemann — = = —— entao

83:_8_1/88_3/ ox

podemos reverter cadapasso do argumento anterior e concluir que a fungao complexa

f = w + iv possui, no ponto z = x + iy, uma derivada complexa f’(z), com f'(z)

ou Ou Ov . Ov

= % — Za—y = a—y + Z%.
Definigao 3.2 A funcao complexa f : U — C, diz-se holomorfa quando possui

derivada f’(z) em todos os pontos do aberto U.

Definigao 3.3 Uma forma diferencial complexa de grau 1 ou 1 - forma diferencial
¢ uma aplicagio w definida num aberto U C C, que a cada ponto z € U associa uma
fungdo R-linear w(z):R* — C. O contra-dominio de w é portanto o conjunto de todas as

aplicagoes R -lineares de R? em C, o qual denotaremos por £(R? C).

O conjunto £(R? C) tem uma estrutura natural de espago vetorial sobre C, com
as operacoes de soma de aplicagoes lineares e produto de uma aplicacao linear por um
escalar.

Soma - Dados Ty, Ty € £(R? C), a sua soma T; + T, ¢ definida por
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(T +T3) (p) =Ty (p) + T2 (p) ,p € R?

Produto por escalar - Dados A € Ce T € £(R% C) , o produto AT ¢ definido por

(AT) (p) = AT(p),p € R?

Tendo-se em vista esta estrutura de espaco vetorial, podemos obter uma base de
£(R2,C), da seguinte forma: sejam dz : R? — C as aplicagoes R- lineares definidas por

dz(u,v) = u e dy(u,v) = v, (u,v) € R%. Se Te £(R? C) , vemos que

T(u,v) = T(u,0)+7T(0,v)=uT(1,0)+v7T(0,1)
= T(1,0)dz(u,v) +T(0,1)dy(u,v)
= (T(1,0)dz +T(0,1)dy)(u,v)

Logo T = T(1,0)dz + T(0,1)dy, ou seja, o conjunto {dx,dy} gera £(R?* C) . por
outro lado, dr e dy sao linearmente independentes, ja que se Adx + Bdy = 0, onde A e

B € C, entao
A = (Adz + Bdy)(1,0) =0 e B = (Adx+ Bdy)(0,1) = 0.

Portanto {dz,dy} ¢ uma base de £(R? C). Decorre daf que uma 1-forma diferencial
w, definida em U C C, pode ser escrita como w = A(z)dz+ B(z)dy,onde Ae B: U — C
sao fungoes. Diremos que w é de classe C" se as fungoes A e B sao de classe C".

Podemos também escrever uma 1 - forma diferencial em termos da base {dz,dz} de

£(R?,C), onde dz = dx + idy e dz = dx — idy. Com efeito, se w = A(z)dz + B(z)dy,
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onde A, B : U — C , vemos que

1 1
Adx + Bdy = 5A(dz +dz) + —B(dz —dz)

_ ;(A —_iB)dz+ (A +iB)dz

= (dz+ Ddz.

3.1.1 Diferencial de uma fungao

Seja f : U — C uma funcao de classe C" , r > 1, onde U C C é um aberto. A
diferencial de f é por defini¢ao a 1 - forma df em U que associa a cada ponto p € U a
derivada de f em p, que é uma aplicagdo R-linear de C em C. Assim, df (p).(h + ik) =
g—i(p).h + g—;(p).k, logo df = %dz + g—idy . Em termos da base {dz,dz} de £(R? C) e

das notagoes introduzidas anteriormente, podemos também escrever

&=z e (32)

No plano complexo C, consideremos a varidvel z = u 4+ iv e os operadores diferenciais

of 1(9 0 of 1[0 .0
9: 2 (m—a—> e%w@ﬂlav) (3:3)

A definicao desses operadores é tal que, se f : U C R? — R? ¢ uma aplicacio
diferencidvel, num aberto U entdo, através da identificacao usual de R? com C, tem-se
0 0 0

f fd fd_ (3.4)

O gy 4. 01 + 2=

df = ou 81} 8z 0z

onde dz = du + idv e dz = du — idv.

A funcao diferencidvel f = f; + ifs é holomorfa se, e somente se, = = 0.

T Oz
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De fato,

af 1[0 . _
= 5(%“3—)1‘—0@
1 /0 .0 1 (0 .0
= 5(%—{—@%)]614—5(%4—@%)]02—0
1 8f1 8 i 8fl an o
<~ 2(81@_@8@ 2>+2(8v —H@u)_o

Defini¢ao 3.4 Um ponto singular de uma fun¢ao complexa f(ou singularidade de f)

é um ponto zq tal que existe um disco D(zg, r) no qual f é holomorfa exceto no ponto zg.
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Capitulo 4

Imersoes Isométricas

Definigao 4.1 Uma superficie abstrata (variedade diferencidvel de dimensao 2) é um
conjunto S munido de uma familia de aplicacoes injetivas X, : U, — S de abertos U,
CR?em S tais que

1) UaXo (Us) = S

ii) Para todo par «, 8 com X, (U,) N X5 (Uz) = W # (), os conjuntos X, (W) e

X5 ' (W) sdo abertos em R? e as aplicagoes X 5 Yo X,, X0 X4 sio diferencigveis.

Definigao 4.2 Uma aplicacao diferencidvel f : S — R?® de uma superficie abstrata S
em R? ¢ uma imersao se a diferencial df, : 1,5 — T,R? é injetiva. Se, aléem disto, S tiver

uma métrica ( , ) e

(dfp () dfy (W) sy = (v,w),,  v,w€ET,S

dizemos que f é uma imersao isométrica.
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4.1 Imersoes totalmente umbilicas

Definicao 4.3 Uma imersao isométrica f : S — S+ ¢ dita umbilica em p € S quando
A¢ = Al para todo § € T,S, onde A € R e I é a aplicacao identidade em 7,,S . Uma

imersao é totalmente umbilica se é umbilica em todos os pontos de S.
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Capitulo 5

Teorema Principal

Neste capitulo serd demonstrado o teorema principal, objeto de estudo deste tra-
balho. Para isso precisaremos do seguinte lema:
Lema Principal Seja f : U C C — C uma fun¢ao complexa definida em um conjunto

<h(2)[f()]

onde h é uma funcao real, continua, nao - negativa. Assuma além disso que z = zy é um

aberto do plano complexo que contém a origem z = 0. Assuma que

zero de f. Entdao ou f = 0 em uma vizinhanca V C U de zg, ou f(z) = (z - 2)*fx(z) , z €

V, k >1, onde f;(z) é uma funcao continua com fy(zy) # 0.

Observagao 5.1 A inequagao

0 .
a—f‘ < h(z)|f(2)| é conhecida como inequagao de
z
Cauchy - Riemann.
Vamos assumir que o zero de f é a origem 0 e que U ¢é o disco D de raio R e centro 0.

Para demonstrar o Lema Principal precisaremos de alguns lemas auxiliares.

Lema i) Assuma a hipétese do lema principal e o fato que hII(l) f}gzi
z—0 2z
f(z)

2k

=0,k > 1.

existe.

Entao o lim
z—0
Demonstragao: De agora em diante, denotaremos por D.(§) um disco no plano C

com centro ¢ e raio ¢. Seja w € Dg(0), com w # 0 e em W = Dg(0) - {D,(0) U D,(w)}
f(2)
————dz.

defina uma forma diferencidvel ¢ =
2" (z — w)
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1
Como ——— é holomorfa em W, obtemos:
2"(z — w)

0P 0P
pu— —_— —_— @ =
dy ( % dz + 7 dz) A dz,onde

8<I>

S (—ﬂz) )d?/\dz

0z \ z"(z — w)

_ 1 9f(2)
 (z—w) 0% dz N dz

= — L 0f(z )dz/\di.

2'(z —w) 0%

Agora considere discos D,(0) e D,(w) em Dg(0) e aplique o teorema de

Stokes:

[yt fe
L P P L o

Vamos calcular as integrais em (5.1).

/()

Seja g(z) = —2 ,z=w+ae?,0<0 <21 e dz= aic?df. Entao
ZT’

27 0
/ p = / = / g<w +’LZ€ ) az’ewde
9D (w) 8D (w o (w+ae® —w)

= / g(w + ae™)idd.
0
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27
lim ¢ = lim g(w + ae®)idh
a—0 dDq (w) a—0 [,
27 )
= / limg(w + ae”)idf
o 9

= /0 2ﬂg(w)ide
= g(w)z’/OQWdQ

= 2mig(w)

= 2mif(w)w".

. ) z
e, como por hipoétese, hII(lJ #3 = 0, obtemos:
z—0 zZ'™

Considere z = ae'

27 10
lim ¢ = lim Maie”d&

=0 Jap,(0) a=0 Jo  (ae? —w)
f(ae”)
. 2T (et
= I/ (i_)w
g [
a=0 Jo  (ae??)r—1(ae? — w)
g [ Sl
=0 Jy  arLer D (gei? — 1)
= 0.

aie®dp

A seguir, tomando os limites em (5.1) quando a — 0, temos:

lim// dy + lim @ — lim ¢ — lim p=0.
a—0 w =0 JopR(0) =0 Jap,(0) =0 JoD, (w)

Mas sabemos que
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1 af( )

2"(z — w) O

f(2)dz

) 2r(z — w)’

(llii%ffwd‘rp ffDR

Assim,

=2mif(w)w™" M = L 01 (z) ZNdz
2mif(w) +/8DR(O) 2"z — w) //DR(O) 2z — w) 0% dendz (5:2)

onde o limite da integral dupla existe, porque o lado esquerdo estd bem definido.

dzAdZ e hm faD X faDR

Como a fungao h na afirmacao do lema principal é continua, existe A > 0 tal que

max h(z) < A.Entao, segue de (5.2),

ZEDR(O)
d 2A
27r‘f(w)wr|§/ _f)ld=] // /()] ————du Adv (5.3)
DR (0 |ZT||Z — w pro) |21z — wl

onde z =u+iv e dzAdzZ = (du+idv) A (du — idv)
= —tdu A\ dv +idv A du
= —2idu A dv.

1
Agora, tome zg € D com z; # 0, multiplique a inequagao acima por ﬁ ea
w - 2o

integre com relacdo a dr A dy, onde w = = + iy. Entdo, considerando D. = Dg(0) -

D.(zp), temos:

2 d
/ ™ |f (w)w” d:c/\dy < / / QI dz A dy +
. w20 . Jopg(o |Z’||Z — wl|lw — 2

/ // 2A|f(2)] du A dv d A dy (54)
S Ippe [F1 12— wllw =z

Vamos estimar a integral em (5.4). Para isto, observemos primeiramente que

1 1

lz — w||w — zo|_|z — 2zl

1 1

G- w (W= )

(5.5)

dx N dy

dx/\dy
2 — w| ™

fDaR(Z ) Tz = f% Lodfdp = 4rR,onde 0 < p < 2R e

e que fDR(O)
0<0<2m.
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Assim,

dr Nd
/ GrNdY g (5.6)
Dr(0) |z — wl

Segue que, para o primeiro termo do lado direito da inequagao (5.4), obtemos:

fDE faDR (0) J2] Z|_(23}||||CZ|_ Zo|da:/\dy
- |f(|il||dz|_|z el (e R e L
< faDR(o)| (21]|d2| - _1 o _1 wldg;/\dy+

Ip. Jopn) EIE |i(zz)0|||ﬁ;| — Zoldx A dy
<8R [5p. 0 %,omde usamos (5.5) e (5.6).

Analogamente, para o segundo termo do lado direito de (5.4), obtemos

2A d d
/// [f@)ldu A dv_ A dy
. J Jpro 127 ||Z — w||w — 2
= ZA/ // du N dv dx N dy
.J Jproo |Z’| |Z — wl|lw — =z

< 16A7rR// ——————du N dv.
Pt |zr||z - zo|

Assim, podemos escrever a inequagao (5.4) como

or [ UL,

. lw — 2

d d d
§87TR/ _f(@)ldz| +16AR// 2ldu A dv
DR (0) |Z ||z — 2l Dg(0) |Z |z — 2l

o1



ou

[ L,
D

€ |w - Z0|

< 4R/ )iz +8AR//
opm() 12712 — 20 pa 127112 = 2ol HZ - 20!

ou

i HCP )l
(1 8AR)//DR(O) = du A d §4R/ (5.7)

"z = 2l opR(0) 127112 — 20l

Como A nao muda se R diminuir, podemos escolher R suficientemente pequeno tal
que 1 —8AR > 0.
Agora, a integral do lado direito de (5.7) é limitada quando zy — 0.

Portanto o mesmo acontece com a integral do lado esquerdo. Como o integrando

aumenta monotonicamente quando zy — 0, temos que

lim// @z, g
25 ] Jowo |zr||z _—

existe. Segue de (5.3) que f(w)w™" ¢é limitada quando w — 0. Assim, por (5.2) conclui-
mos que f(w)w ™" existe, como querfamos.

f(2)

Ozk

Lema ii) De acordo com a hipdtese do teorema principal assuma que 11 =0,

para todo k > 1. Entao f =0 em alguma vizinhanga de 0.

Demonstragao: Assuma que f nao é identicamente nula em uma vizinhanca de zero
e tome 7 tal que f(zo) # 0, |20] < R.

Agora, multiplicando a inequagao (5.3) por dz A dy e integrando, obtemos

—r |/ (2)]]dz]
fDR(O) 2m [ f(w)w ™| dz Ndy < fDR(o) faDR(O) mdm A dy
2A|f(2)|du N dv
+ Jor) J Joro) EIE dx A dy
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dz
<ATR [5p.0 %H" +4A7TRfD f(2)] 27" dudv

Assim, podemos escrever

£(2)lldz]

27 (1 — 4AR) / | fw)w™" | dz A dy < 47TR/ (5.8)
D (0) oon@ 12|
Observe que considerando D* = {z € Dgr(0); |z| < |20| e |f(2)] > LQZO)‘}, obtemos
por um lado que
(1-4AR) ffD f)| |z du Adv > (1 —4AR) [ [,. | f(2)] |27 du A dv
4AR
zglf \|z0|v0lD*—a‘z0‘

1—4A
onde a = (TR) |f(20)| vol D*.
Por outro lado,

1f(2)lldz] ldz| _
2R [5p00) T <bR™", onde b =4R rga(}é)|f )N Jopg 142

Segue das estimativas de (5.8) que a|zg| ™" < bR™", para todo r, onde a e b ndo depende

de r. Assim, como |z| < R,

r—00 T—00 R

0< hm < hm<| 0‘) = 0.

(1 - 4AR)

C =
omo a 5

fato de f(zg)#£0.

| f(20)|vol D*, isto implica que |f(zp)| = 0, o que contradiz o
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Demonstracao. (Lema Principal)
A demonstracdo do Lema Principal segue dos lemas i) e ii). De fato, pelo lema ii)

sabemos que se f nao é identicamente nula em uma vizinhanca de 0, existe um k tal que

Z Z) . . . z
lim /(z) = 0 mas lim /) nao existe ou lim /) =c#0.
20 zZk—1 20 zk z—0 2k
z
O lema i) garante que lin% Lk) existe. Assim, podemos escrever que
zZ— ya

f(2) = ek 4 Ry lim 2o =0 ou f(2) = i (2), fuls) =c + -5 tal que fi(0) = ¢ #0,

e isto prova nossa afirmacao. m

Para cada parametrizacao isotérmica ¢ : U — S de um aberto de S, definamos a

funcao ® : U — C de uma varidvel complexa dada por

O(2,7) = e;C’ —if, (5.9)

onde e, f e g sao os coeficientes da segunda forma fundamental de S.

Observemos ainda que

672 67242
|<I>|_\/( 49) 4 f2_\/( g)4+f N T

B E E oF ’

somando e subtraindo 4eg neste radicando temos

o 1
l—El = 3% (e —g)*+4eg —deg +4f?
1
= gpV(etg)?—dleg—f?) (5.10)
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ecomo e+ g=2FEH eeg— f> = KE? temos

¢ _ 1 > 2
= = 55V REH} - AKE?) (5.11)

1
— —VAE?H? —4KE?
2

1
_ 2072 _
VAP (I — K)
_ |k =k
S

= VHE - K

Como E # 0, concluimos que os pontos umbilicos da superficie S sao os zeros de ®.
Um simples cédlculo mostra que a equacao (1.36) para as linhas de curvatura pode ser
escrita como Im{®(dz)?} = 0.

Vejamos, considerando dz = du + idv, (dz)* = du® + 2idudv — dv?

B(dz)? = (e - z’f) (du? + 2idudv — dv?)

= %dlﬂ + (e — g) idudv — (%) dv? + i fdu® + 2 fdudv — i fdv®.
Assim, Im {®(d2)?} = (—fdu® + (e — g) dudv + fdv?®) = 0, pela equagao das linhas
de curvatura (1.36).
Mas se Im{®(dz)?} = 0,isto equivale a dizer que arg® + 2 arg dz = mm,onde m é um

o mm _
inteiro ou argdz = = 3 arg ¢, onde dz é o elemento tangente da linha de curvatura.

1
Definindo o indice de um campo de vetores por j = 2—5(arg dz), onde 0 significa a
™
variacao de uma volta dada em torno da singularidade p numa pequena curva no sentido
1 mmr 1

positivo, podemos escrever que j = 2—5 (7 —3 arg ®) e como m permanece inalterado,
s
11

temos que j = —2—55(arg D).
s
Se ®(z) = czF + ..., onde k > 1, temos que 6(arg ®) = 27k, e desta forma temos que

Multiplicando a equagao (1.41) por i e adicionando-a com a equagao (1.42) , obtemos
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<6_9> z‘+<€_g) —fuitfo = E(—iH,+ H) (5.12)

5.1 Transformacoes de parametros

Mostraremos agora que a forma ®(dz)? estd definida globalmente, o que pode ser
observado pela maneira de como ela se expressa em outro sistema de coordenadas, isto
é, na intersecao de dois sistemas isotérmicos. Veremos que estas duas formas definidas
através de tais parametros coincidem.

Sejam z = u + v, um sistema de coordenadas isotérmicas, consideremos um outro
sistema regular de coordenadas x,y. Entao esse novo sistema w = x + iy € isotérmico se,
e somente se, w for uma funcao analitica da varidvel z = u + v com derivada nao - nula,
isto &, w = w(z) e w'(z) # 0.

Sendo ¢(u,v) uma parametrizacao de S, como (p,, N) =0e (p,,N) =0,onde N éo
campo de vetores normais a superficie S, isto implica que (p, — ip,, N) = 0, e portanto

por (3.3) temos que (2¢,, N) = 0,derivando com relagao a z, obtemos

9(2¢,) ON\
< (92 7N>+<280z7 8Z>_07

de onde segue
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o [0 0
1 82<p_.82<p_.82g0_8<pN
= 2\ "uov  'ovou o2’
1 oAl oAl 0%
- S {FE ) 2 (G V)~ (5
1 )
= §{<()0uu’N>_2Z <()0uv’N>_<90vv7N>}
1
= —gle—2if—g}
= —% e—g—2if}
= — .

Assim & = —2(p,, N,).

Similarmente, se ¥(w,w) ¢ uma fungao andloga a funcdo ®(z,Z) temos que

¥=-2 <¢w’Nw> :

dw dw
M = ta =@, —, N, = N,—.
as w = w(z), entdo ¢, = @, e 7
Logo
® = —2(p,, N,)

dw dw
= -2 — Ny—
<S0“’dz’ dz>
dw\ >
= 22— N,
(%) o)
dw\ 2
= —2<90w;Nw> (E)

dw\ 2
= U —] .
(%)
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2
w

E assim temos & = V¥ (d_) .Esta férmula descreve a transformacao de .
z

0
Observe que se T = aa— +b— € T, M podemos escrever 1] (7') = a®e +2abf + b%g
U v
0 170 0
Considerando 2 3 (% — z%) temos

a0 o\ 1 i, 1
O‘<0_0_> - ”(&)Zze‘af‘zg
1 fe—g . _1
= 2{ 5 zf}—zq).

Assim a (2,0) componente de o ¢ dada por

1
20 = §<I>dz2. (5.13)
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5.2 Teorema Principal

Teorema 5.1 Se M é uma superficie de género zero e se f: M — R® é uma imersao
1 . . .
isométrica tal que |dH| < v (H* — K)? , onde K é a curvatura Gaussiana da imersao e

~ é uma funcao real continua, entao M é isométrica a esfera e f é totalmente umbilica.

Demonstracao.

Observe que

ou seja,

oH 1
‘E = |H,| = 5\/E|czH|. (5.14)

Pela equacao (5.12) sabemos que &z = FH,.
1
Desta forma temos que |9z = F|H,| = §E\/E |dH|. Utilizando a hipétese do
1 1
teorema principal obtemos que [Pz < EE\/EV (H* - K )é . Além disso sabemos por

)

(5.11) que (H? — K)? = -
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Assim

|(I)E| - Ele|

1
2

1
< SEVEy(H? - K)
1 Kd
= EVEy—
3 EVET g
1
= 5\/EW|‘I’|

1
= u|®|, onde p= 5\/@7

Como |®z| < p|®|,0 Lema Principal garante que ou ® = 0 em uma vizinhanca V'
de zy ou ®(2) = (2 — 20)*f(2), 2z € V, k > 1, onde fi(z) é uma fungdo continua com
fr(20) # 0, ou seja, os zeros de ® sao isolados e o indice do campo de diregao determinado
por Im{®dz?} = 0 & negativo.

Mas se, para alguma vizinhanca V de zy, ® = 0, entao ® se anula em todo M, caso
contrario, os zeros na fronteira de V contradirao o Lema Principal. De fato, considere V'
como sendo o conjunto de zeros da funcao P ep € V.

Suponha que exista um ponto q ¢ V. Como M é conexa, considere um caminho
continuo (3 : [0,1] — M com (0) =pe (1) =q.

Além disso, defina

A={t0(B(s) =0V 0<s<t}

Como A # () e A ¢é limitado, podemos considerar o sup A.
Analisando o sup A, temos:
Se sup A = 1, isso significa que ® (¢)=0. Contradi¢ao, pois da maneira que
construimos, ® (¢) # 0.
Se sup A =ty < 1, podemos conseguir uma vizinhanga W de 3 (¢y) = 2o onde
®(z) = (2 — 20)" fr(z),onde k > 1, fi(z9) # 0 ou @y = 0.
Como, para todo t € [0, 1] com t < to ® (8 (t)) = 0 temos que Py = 0, pois zp nao

é um zero isolado de ®. Logo tg nao é o sup A.
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Se ® nao ¢ identicamente nula, todos os zeros de sao isolados e o indice do campo
determinado por Im{®dz?} =0 ¢ —g. Mas como M tem género zero, a soma dos indices
das singularidades dos campos de direcoes ¢é 2, o que é uma contradicao.

Portanto ® = 0 em M e f é totalmente umbilica, j& que M é isométrica a esfera,
visto que os zeros de ® sao os pontos umbilicos da superficie M e pela Proposicao 1.9

a esfera é a unica superficie fechada onde todos os pontos sao umbilicos. m
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Capitulo 6

Generalizacao

Neste capitulo serd apresentada a generalizacao do teorema principal. Além disso
disponiblizamos algumas defini¢oes e resultados gerais de Variedades Riemannianas cujas

demonstragoes serdo omitidas. Para maiores detalhes destes tépicos recomendamos [5].

6.1 Variedade Diferenciavel

Definicao 6.1 Uma Variedade Diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma
familia de aplicagoes biunivocas x,:U, C R" — M de abertos U, de R™ em M tais que:
1) M = U,xo(Uy);
ii) Para todo par «, 8 com x,(U,)Nx5(Us) = W+ 0, os conjuntos x, (W) e xgl(W)

sao abertos em R" e as aplicagoes xgl o x,0 xg sao diferencidveis.

Definicao 6.2 Sejam M{* e MJ"* variedades diferencidveis. Uma aplicagao
w: M' — M3" é diferencidvel em p € M7 se dada uma parametrizacaoy: VC R™ — M,
em @(p) existe uma parametrizacao x : U C R" — M; em p tal que ¢(x(U)) C y(V) e a
aplicacao

y ltopor:UCR"—R™

¢ diferencidvel em z71(p). ¢ é diferencidvel num aberto de M; se ¢ diferencidvel em todos
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os pontos deste aberto.

Definigao 6.3 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagao diferencidvel
a: (—e,e) = M é chamada uma curva (diferencidavel) em M. Suponha que «(0) =p € M
e seja P o conjunto das funcoes de M diferencidveis em p. O vetor tangente a curva «
em t=0 ¢ a fung¢ao o/(0) dada por

Jo)f = W pop
dt  |,_

Um vetor tangente em p é o vetor tangente em t =0 de alguma curva a : (—¢,e) — M
com «(0) = p.

Definicao 6.4 O Espaco Tangente a uma variedade M em um ponto p, representado
por T,M ¢é o conjunto de todos os vetores tangentes as curvas suaves pertencentes a M
passando por p. Mostra-se que o T,M é um espaco vetorial de dimensao m que nao
depende do ponto p.

Definig¢ao 6.5 (O Fibrado Tangente). Seja M uma variedade diferencigvel e seja

TM ={(p,v);p e M,v e T,M}. Este espaco munido com a estrutura diferencidvel
{Uy x R" v, } onde v, : U, x R" — T'M definida por:

n
0

Va(xtlxa XX) xza ULy -eny un) = (:L'a(x?7 ey l’z), Zui@%
i=1 g

onde (uy, ..., u,) € R™ é definido como o fibrado tangente de M.

6.2 Campo de vetores

Definicao 6.6 Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma corre-

spondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p). Em termos de aplicagoes, X
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¢ uma aplicacao de M no fibrado tangente T M. O campo é diferencidvel se a aplicacao
X : M — TM é diferencigvel.

Considerando uma parametrizacao = : U C R3 — R3, & possivel escrever

B 0
X(p) = Z@i(p)%,
i—1 !
onde cada a; : U — R é uma fungao em U e {%} ¢ a base associadaazx,t1=1,....,n.X

é diferencidvel se e s6 se as fungoes a; sao diferencidveis para alguma (e, portanto para
qualquer) parametrizagao.

As vezes ¢ conveniente utilizar a idéia sugerida acima e pensar em um campo de
vetores como uma aplicacao X :P— F , do conjunto B das fungoes diferencidveis em M

no conjunto F das funcoes em M, definida por:

(XN)) = Yaile)g

]:(p),

T

onde cada a; : U — R é uma funcao em U e {8%1} é a base associada a parametrizacao
z:UCR"—=R".

Lema 6.1 Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade difer-
encidvel M. Entao existe um tnico campo vetorial Z, tal que, para todo f € D, Zf =
(XY -YX)f.

Definigao 6.7 O campo vetorial Z dado pelo Lema anterior é chamado colchete
[X,Y]=XY —YX de X eY; Z é evidentemente diferencidvel.

Proposicao 6.1 Se X, Y e Z sao campos diferencidveis em M, a, b sao nimeros
reais € f,qg sao fungoes diferencidveis, entao:

(a) [X,Y] ==Y, X] (anticomutatividade),

(b)[aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z] (linearidade),

(c) [X,Y],Z]+ [[Y,Z], X]+[|Z, X]),Y] =0 (identidade de Jacob),
(d) [FX,gY] = fglX, Y] + [X(g)Y — g¥ ()X.
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6.3 Meétricas Riemannianas

Definigao 6.8 Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma variedade
diferencidgvel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto
interno ( , ), (isto ¢ uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago tangente
T, M, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x : U C R" — M é um sistema
de coordenadas locais em torno de p, com z(zy,...,x,) = ¢ € x(U) e = dz(0, ..., 1, ...,0)
entao <a%i(9)= %(q)> = g;(x1, ..., 7,) € uma funcao diferencidvel em U. Outra maneira
de exprimir a diferenciabilidade da métrica Riemanniana é dizer que para todo par X
e Y de campos de vetores diferencidveis em uma vizinhanca V' de M, a funcado (, ) &

diferencidvel em V.

Definicao 6.9 Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana
chama-se uma Variedade Riemanniana.

Definicao 6.10 Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo
f: M — N é chamado uma isometria se:

(u,v), =(dfy(u), dfy(v)) ;) para todo p € M, u,v € T, M.

6.4 Conexao Riemanniana

Indicaremos por s¢(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* definidos em
M.

Definicao 6.11 Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma
aplicagao V : 3(M) x (M) — (M) que se indica por (X,Y) Y, VY, que satisfaz as
seguintes propriedades:

i) VixigvZ = fVxZ 4+ gVy Z.

i) Vx(Y + Z) = VxY + Vx 2.

i) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y, onde X, Y, Z € »(M) e f,g € BD(M).
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Proposigao 6.2 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V.
Entao existe uma wnica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo
de uma curva dierencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial % ao longo de c,

denominado derivada covariante de V' ao longo de c, tal que:

D(V+W) _ DV |, DW
o) =g— ="F +

b)% = %V—{—f%,onde W é um campo de vetores ao longo de c e f é uma fungao
diferencidvel em I.
c) Se V é induzido por um campo de vetores Y € (M), i.e.,V(t) = Y(c(t)), entdo

DV _
a V%Y'

Definigao 6.13 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Um
campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M é chamado paralelo quando % =0

, paratodot € V.

Proposicao 6.3 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V.
Seja ¢ : I — M uma curva diferencidvel em M e Vi um vetor tangente a M em c(t),
toe I (ie. Vh €T, C(tO)M ). Entao existe um unico campo de vetores paralelos V' ao longo

de ¢, tal que V (to) = Vo, (V(t) é chamado o transporte paralelo de V (ty) ao longo de c).

Definigao 6.14 Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma conexao
afim V em M é uma conexao de Levi - Civita (ou Riemanniana) quando satisfaz as
condigoes:

a) V é simétrica, isto é, VxY — Vy X = [X,|Y];

b) V é compativel com a métrica Riemanniana, ou seja,

XY, Z) = (VxY, Z) + (Y, VxZ), onde X, Y, Z € (M),

6.5 Curvatura

Definigao 6.15 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma corre-

spondéncia que associa a cada par X, Y € »(M) uma aplicagao
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R(X,Y) : 5(M) — (M), dada por:
R(X, Y)Z =VyVxZ -VxVyZ — V[X7y]Z, Z € %(M)

Defini¢ao 6.16 A curvatura seccional (ou Riemanniana) c¢(x,y) segundo o C T,M
(subespago bidimensional do espago tangente 7,M ), onde x, y € o sdo vetores linearmente

independentes, é definida por:

(R(z,y)z,y)

c(x,y) = PYSTE

)

onde [z Ay = \/laPlyl* - (z,9)”

Proposigao 6.4 Sejam M uma variedade com curvatura seccional constante e p
um ponto de M. defina a aplicagdo trilinear R’ : T,M x T,M x T,M — T,M por
(R(X,Y,Z2),T) = (X, 2)Y,T) — (Y, Z)(X,T), para todo X,Y,Z,T € T,M. Entao
M tem curvatura seccional constante igual a ¢ se, e somente se R = cR’, onde R ¢é a

curvatura de M.

6.6 Imersoes

Definicao 6.17 Sejam M” e M Variedades diferencigveis. Uma aplicacao
diferencidvel f : M — M ¢ uma imersdo se df, : T,M — Tf(p)H é injetiva para todo
p € M. O nimero m é chamado codimensao de f. Se, além disso, f ¢ um homeomorfismo
sobre f(M) C M , onde f(M) tem a topologia induzida por M , diz-se que f ¢ um
mergulho. Se M C M e a inclusdao i : M C M é um mergulho, diz-se que M é uma,

subvariedade de M .

Exemplo 6.1 Seja f : M" — M uma imersdo. Se M tem uma estrutura Rie-

manniana, f induz uma estrutura Riemanniana em M por (u,v), = (df,(u), df,(v)) )’
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w,v € T,M. A métrica de M é chamada entao a métrica induzida por f e f é uma

imersao isométrica.

Seja f : M" — M uma imersio isométrica. Para cada p € M existe uma
vizinhanga U C M tal que a restricdo de f a U é um mergulho sobre f(U). Assim
podemos identificar U com sua imagem sobre f. Portanto podemos considerar o espago

tangente de M em p como um subespaco do espaco tangente a M em p e escrever
T,M =T,M © T,M*+

onde T,M* ¢ o complemento ortogonal de T, M em T, M .

Definigao 6.18 Se X,Y sdo campos locais em M, a(X,Y) = VY — VyY é um

campo local em M normal a M.

Proposicao 6.5 Se X,Y € »(U), a aplicagio a: 3(U) x 3(U) — »(U)* dada por
a(X,Y) = VY — VxY é bilinear e simétrica.

Definicao 6.19 A forma quadratica 11, definida em T,M por I1,(z) = H,(z,x) é
chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal 7.
As vezes se utiliza também a expressdo segunda forma fundamental para designar a

aplicacao a que em cada p € M é uma aplicagao bilinear, simétrica, tomando valores em

(T, M)".

Definicao 6.20 A aplicacao bilinear H, estd associada a aplicacao linear auto-

adjunta S, : T,M — T,M por

(Sy(x),y) = Hy(w,y) = {alz,y),m) .

Proposicao 6.6 Sejape M, x € T,M e n e (T,M)*. Seja N uma extensio local
de n normal a M. Entio S,(z) = —(V,.N)*.
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Definigao 6.21 Seja f: M" — M uma imersio isométrica. A curvatura média da

imersao é dada por:
H = —tra.

Teorema 6.1 (Gauss) Sejam p € M e x,y vetores ortonormais de T,M. Entao

K(z,y) = K(z,y) = {a(z,2), a(y,y)) — |a(z,y)|.
6.7 As equacoes fundamentais de uma imersao isométrica

. ~ . L. —n+m
Dada uma imersao isométrica f : M™ — M ', temos em cada p € M a decom-
posicao

TPM = TpM D (TpM)Ly

que varia diferenciavelmente com p. Isto significa que, localmente, a parte do fibrado
tangente TM que se projeta sobre M se decompde em um fibrado tangente TM e em
um fibrado normal TM*.

Usaremos as letras latinas X,Y, 7, etc., para indicar os campos diferencidveis de
vetores tangentes e as letras gregas (, 7, £,etc., para indicar os campos diferencidveis de
vetores normais.

Definigdo 6.22 A conexdo normal V* da imersao ¢ dada por
Vin = (Van)V =Vxn— (Vxn)' =Vxn+S,(x).
Definicao 6.23 A curvatura normal R+ da imersao é definida como
RH(X,Y)n = VyVxn — VxVyn + Vix -
As equagoes de Gauss e de Ricci sao expressoes algébricas que relacionam as curva-
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turas dos fibrados tangente e normal, respectivamente, com a segunda forma fundamental

da imersao. Uma relagdo nao-algébrica é dada pela equagao de Codazzi, para a qual

precisamos "derivar " a segunda forma fundamental considerada como um tensor.

Definicao 6.24 Um tensor 7' de ordem r em uma variedade Riemanniana é uma

aplicacao multilinear T": (M) x ... x (M) — D(M).

N J/
~”

r fatores
Definicao 6.25 Seja T' um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT de T é um

tensor de ordem (r+1) dado por VI'(Y1,...,Y,, Z) = Z(T(Y1,...,Y;)) = T(VzY1,....Y,) —
= T(Yh, ., Y1, V,Y,).

Para cada Z € »(M) , a derivada covariante de VT de T em relacao a Z é um

tensor de ordem r dado por

vV, T(W,...Y,) =VT(W,....Y,, Z).

Proposicao 6.7 As sequintes equagoes se verificam:

(a) Fquagao de Gauss
(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) — (a(Y,T),a(X, Z)) + (a(X,T), (Y, Z)) .
(b) Equagao de Codazzi

(R(X,Y)Z,n) = (Vya) (X, Z,n) — (Vxa)(Y,Z,n).

Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante, entao a equagoes acima

podem ser escritas como:

(a) Equagdo de Gauss
C{<X7 Z> <}/7 T> - <}/7 Z> <X7 T>} = <R(X7 Y)Z7 T>—|—<04(X, T),OJ(Y, Z))—(CK(X, Z)7O‘(Y7 T)>
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o 9 o o
Se considerarmos X = Z = & eY =T = & onde — e — sdo operadores
A’ 0z 0z
complexos e p = ‘—‘ ‘ ‘ podemos escrever a Fquacdo de Gauss como
R
9z | |0z

(3532000 )0
R R RIRE)

c=K+ }04@70)‘2 — H?

)

Assim
0RO = B2 K g
(b) Equagao de Codazzi
(Vxa) (Y, Zn) = (Vyva) (X, Z,n).
Se, além disto, a codimensao da imersao é 1,V§(77 = 0,donde
Vxa(Y,Zn) = —X(8,(Y),2) +(9,(VxY), Z) + (8,(Y), VxZ)

= —(Vx(5,(Y)), 2) + (S,(VxY), Z).

Portanto, neste caso, a equacao de Codazzi se escreve

Vx(9,(Y)) = Vy (5,(X)) = S(IX, Y]).

A importancia das equagoes de Gauss, Codazzi é que, no caso em que 0O espago

ambiente tem curvatura seccional constante, elas desempenham um papel andlogo aos

das equacoes de compatibilidade na teoria local da superficies

Entre as variedades Riemannianas, aquelas de curvatura seccional constante ¢ sao as
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mais simples. Podemos citar como exemplo, o espago euclideano R™ com ¢ =0, a esfera

unitdria S” com ¢ =1 e o espago hiperbdlico H" que tem curvatura seccional ¢ =-1.

Pelo teorema de Elie Cartan as variedades citadas acima sao as unicas variedades
Riemannianas completas, simplesmente conexas, com curvatura seccional constante. As-
sim o espago 3-dimensional P de curvatura constante ¢ que aparece no enunciado da

generalizacao do Teorema Principal poderd ser R3, S3 ou H3.
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6.8 Generalizacao do Teorema Principal

Teorema 6.2 Seja M de género zero e P um espaco 8 - dimensional de curvatura con-
1

stante ¢, e seja f: M —P uma imersio isométrica tal que |dH| < v(H? — K +¢)? ,

onde K é a curvatura Gaussiana da imersao e v ¢ uma fungao real continua, entao M é

isométrica a esfera e f é totalmente umbilica.

Demonstracao. Considere a segunda forma fundamental o(X,Y’) e tome a (2,0)
componente de o como definido em (5.13).

Como P tem curvatura seccional constante, por Codazzi, temos que (Véa) (X,)Y) =
(Vxa) (Z,Y).

Considere Z = % =0z e X =Y = % = 0z, onde 0z e JZ sao os operadores
complexos. Assim (Vz,a) (9z,0z) = (V) (07, 0z).

Mas a(0z,0z) = H (0z,0%z). Vamos considerar (0z,0%z) — [ (0z,0z) = H (0z,0%Z) .

Desta forma podemos escrever a0z, 0Z) = 3(0z, 0Z).

Assim

(Vo) (02,02) = (Vg.B) (92,07)
= V3.8(02,0%) — B(Vy.0z,0%) — B(02,V,0%)
_ %(H (02, 05)) — H (V.02 0%) — H (0, V,0%)

02,0%) + H[(V 9,02, 0%) + (92, V. 07)]

H Vo.0z,0Z) — H (0z,V5,0%)
oH
0z

<
{
(0z,0Z) + H (Vy,02,0Z) + H (0z,V,0%)
H <V328z, 0zZ) — H (02,V 9,0%)

<

0z,0%) .

73



1/0 0 1
Observe que (0z,0z) = 3 <%, %> = §E
H 1 _O0H
Logo Vza?? = (Vza) (92,0z2) = (Vi) (07,02) = 88_2 (0z,07Z) = §E88_z
Pela equagao (5.14) sabemos que %—H = %\/E |dH]| .
z

Utilizando a hipétese do teorema temos que

‘OH

1
D = SVEdH
0z 2\/_| |

N[=

1
< 5@7(H2—K+c) .

Além disso sabemos por (6.1) que (H? — K +¢)3 = |20 .
Assim, podemos escrever
1 _O0H
) el
2 0z
1 _|0H
— _E -
2 ’ 0z
11
= 5135\/5 |dH)|

Viat9] = |

— iE\/E|dH|

IN

1
ZE\/Ev(HQ — K +¢)?
p(H? — K + )

Nl=

IN

IN

1 ‘04(2’0)} , onde pu = iE\/E’y

Mas se }Vé‘za(w)‘ < pu|a®9| | podemos utilizar o Lema Principal e a demonstragao

segue como no Teorema Principal. m
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