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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é mostrar sobre quais condi¢des é possivel
mergulhar uma variedade Riemanniana compacta, conexa e orientdvel IM, em uma

variedade de Hadamard N, de tal forma que ela seja 0 bordo de um corpo convexo.

Este resultado possui importantes generalizagdes no caso em que as variedades sao
o espaco euclidiano R", o espago hiperbdlico H" e a esfera S”. Mostraremos que tal
resultado é sempre vélido se N for uma variedade de Hadamard, ou seja, variedade

Riemanniana completa, simplesmente conexa e de curvatura seccional ndo positiva.



Abstract

The main object this wore is to show above wich is possible imbled a compact,
connected, orientable riemannian manifold M in a Hadamard’s manifold N, as the

boundary of a convex body.

This result has important generalizations to the euclidian space R", the hiperbolic
space H" end the sphere S”. We shall the such result is valid to a Hadamard’s mani-
fold, is that, complete simply connected riemannian manifold of sectional non-positive

curvature.
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1 Introducdo

Um importante teorema, devido a Hadamard, afirma que se a segunda forma fun-
damental de uma hipersuperficie compacta, imersa, M, do espaco euclidiano R", n > 3,
for definida positiva, entdo M é mergulhada como a fronteira de um corpo convexo.

Este resultado permite importantes generalizages, nos casos em que as hiper-
superficies sdo H", S" e R", que tem curvatura seccionais constantes. Porém, para

hipersuperficies com curvatura varidvel, este resultado ndo permite generalizagdes.

Neste trabalho, nosso principal objetivo é mostrar que o teorema de Hadamard
é vélido para qualquer variedade riemanniana completa, simplesmente conexa e de
curvatura seccional ndo positiva. Ou seja, nestas condi¢des, podemos mergulhar M

como a fronteira de um corpo convexo.

Em todo este trabalho, N é uma variedade de Hadamard, ou seja, variedade rie-
manniana, completa, simplesmente conexa e de curvatura seccional ndo positiva.

O trabalho foi dividido em quatro partes. Na primeira parte nos reportamos as
defini¢des e resultados preliminares da geometria diferencial, que nos dardo base para
desenvolvermos os demais capitulos. Na segunda parte, ressaltamos o teorema de
Rauch e algumas de suas exteng¢des que utilizaremos com frequéncia neste trabalho.
Em linhas gerais, o teorema de Rauch afirma, intuitivamente, que se as curvaturas

aumentam, os comprimentos diminuem.

Em seguida, enunciamos e demonstramos os teoremas de Hopf e Rinow e de
Hadamard. No teorema de Hopf e Rinow temos uma importante propriedade das
variedades completas, que é o fato de que dados dois pontos desta variedade, existe
uma geodésica minimizante ligando estes dois pontos. Além disso, temos outros fatos

importantes, como por exemplo, que uma variedade compacta é completa e que uma
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subvariedade fechada de uma variedade completa é uma variedade completa. Como
aplicagdo do teorema de Hopf e Rinow, demonstramos o teorema de Hadamard que
afirma ser homeomorfa a R" uma variedade completa, de dimensdo n, simplesmente
conexa e cuja curvatura seccional satisfaz K < 0. Este é um exemplo de propriedades
locais e globais, onde condic¢des locais (K < 0) junto com restri¢des globais (completa
e simplesmente conexa) implicam em uma forte restricdo global (ser homeomorfa ao
R™).

Finalmente, no ultimo capitulo, enunciamos e demonstramos os resultados principais
deste trabalho, que em linhas gerais nos dizem sobre que condi¢ées podemos mergul-
har uma variedade compacta, conexa e orientavel, M, em uma variedade de Hadamard,

N, de tal forma que M seja o bordo de um corpo convexo.
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2  Generalidades

Definicao 2.1. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto IM e uma familia de

aplicagdes biunivocas X, : U, C R" — M de abertos U, de R" em M tais que:
o) | ) Xo(l) =M
b)Y par a, B, com X (Uy) N Xg(Up) = W # ¢, 0s conjuntos X;' (W) e Xﬁ‘l(W) sdo abertos em

R" e as aplicagdes X};l o X, sdo diferencidveis
c) A familia {(U,, X,)} é mdxima relativamente as condigdes a) e b), ou seja, qualquer outra

familia esta contida nesta.

O par (U, X,) com p € X,(U,) é chamado uma parametrizacdo de M em p. Uma

familia {(U,, X,)} satisfazendo a) e b) é chamada uma estrutura diferenciavel em M.

Definicdo 2.2. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicacio diferencidvel « : (—€,€) —
IM" é chamada curva diferencidcel em M. Suponha a(0) = p € M" , e seja D o conjunto das
fungoes diferencidveis de M em p. O vetor tangentea curvaaemt = 0éa fungioa’(0) : O — R
dada por

d(f oa)
dt

O/(O)f = |t:O/f €D.

Um vetor tangente em p é o vetor tangente de alguma curva o : (—€,€) — M" com o’ (0) = p.

O conjunto dos vetores tangentes serd indicado por T,IM".

Seja M" uma variedade diferenciavel e seja TM = {(p,v);p € M, v € T,M}. Vamos

mostrar que TIM é uma variedade diferencidvel.
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Seja {(Uq, x,)} a estrutura maxima de M. Indique por (x{, ..., x};) as coordenadas de

9 9
oxy" " oxg,
a, defina y,, : U, X R" — TIM por

U, e por as bases associadas nos espagos tangentes de x,(U,). Para cada

n

YalX], ooy Xy, Uy ooy Upy) = [xa(x‘f,..., x5, uiﬁ), (uy, ..., u,) € R".
i=1 i

Geometricamente, isto significa tomar como coordenadas de um ponto (p,v) € TM as

. 0 J
coordenadas x{, ..., x; de p junto com as coordenadas de v na base {W, 3 (-
X X
1 n

Como U, x.(Us) = M e (dx,),(R") = Ty, )M, g € U,, tem-se

U Yo(Us X R") = TM,
24
o que verifica a condigdo (i) da defini¢do de variedade diferencidvel. Considere agora

(p/ v) € ya(ua x R") m y/g(Uﬁ x IR™).

Entao

(p/ v) = (xa(%z)/ dxa(va)) = (xﬁ(qﬁ)/ dxﬁ(vﬁ))/

onde g, € U, qp € Ug, v,, v € R". Portanto,

ylgl °© ya(%u Vo) = y[gl(xa(%z)r dx,(v,)) = ((x[gl © xoz)(%c)/ d(xﬁl © X4)(Va))-

Como xfgl o x, é diferenciavel, d(xﬁ‘1 o x,) também o é. Decorre dai que ygl o y, é difer-
encidvel, o que verifica a condicdo (ii) da defini¢do de variedade diferencidvel o que

mostra que TIM é uma estrutura diferenciavel.

Definicao 2.3. O conjunto TM definido acima é chamado fibrado tangente de M.

Definicao 2.4. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma variedade M
¢ uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno { , ), (isto é, uma
forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaco tangente T,M, que varia diferenciavel-
mente no seguinte sentido:

SeX : U C R" — Méumsistemade coordenadas locais em torno de p, com X(x1, Xy, ..., X,) =

o

g pertencea X(U) e 5%(q) =d,,(0,...,1,..0), entdo < ou(@)”

5o o ) s
@ 0= 8if(X1, -, Xn) € uma fungao

diferencidvel em U.
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Uma variedade diferencidvel com uma métrica Riemanniana chama-se uma Var-

iedade Riemanniana.

Antes de definirmos uma variedade simplesmente conexa, precisamos da seguinte

definicéo:

Defini¢do 2.5. Sejam B € R* e ap : [0,I] = Be ay : [0,I] = B dois arcos de B, ligando os
pontos p = ap(0) = a1(0) e g = ap(l) = a1(l). Diz-se que g e a1 sdo homotdpicos se existir uma
aplicagao continua H : [0,1] X [0, 1] — B tal que:

1) H(s,0) = ag(s), H(s, 1) = a1(s),s € [0,]

2)H(t,0)=peH(,t)=¢q,t€[0,1]

H é entido uma homotopia entre ag e oy

Nessas condigdes, diz-se que um conjunto conexo por arcos B C R® é simplesmente conexo
setodoarcode B, a : [0,1] = B, fechado (isto é, a(0) = a(l) = p) é homotdpico ao arco constante
a :[0,1] — B dado por a(s) = a(0) = p,s € [0,]].

Intuitivamente, um conjunto conexo por por arcos B é simplesmente conexo se toda curva

continua fechada em B, pode ser deformada continuamente em um ponto.

Definicdo 2.6. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel IM é uma correspon-
dencia que a cada ponto p € M associa um vetor X(p) € T,M. Em termos de aplicagoes, X é uma
aplicacio de IM no fibrado tangente TIM. O campo é diferencidvel se a aplicagio X : M — TM

é diferencidvel.

O conjunto dos campos de vetores de classe C* uma variedade diferencidvel IM
serd indicado por X(IM).

Consideremos a aplicacdo V : X(IM) x X(M) — X(M) com as seguintes pro-
priedades:

1) VirxeenZ = fVxZ + gVyZ

2)Vx(Y+Z) =VxY +VxZ

3) VxfY = fVxY + X(f)Y, com X, Y, Z € X(IM) e f,g € A(M) com A(M) anel das

funcdes reais definidas em M.

Definicao 2.7. A aplicagdo V acima é chamada Conexdo Afim na variedade diferencidvel IM.
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Proposicao 2.8. Sejam M uma variedade diferencidvel com uma conexido Vey : I — M uma
curva. Entdo é possivel associar de forma tinica um campo vetorial X a outro campo vetorial %
ao longo de y, de modo que:

DBX+y) =2+

2 RUX) = GX+ [

3) Se Z € X(M) é tal que X(t) = Z(y(t)), entdo % = V%Z com X,Y € X(M) e f é uma
fungﬁo diferencidvel em I.

dt é chamada derivada covariante de X ao longo da curva y relativamente a conexio V

Definicdo 2.9. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Um campo veto-

rial ao longo de uma curva c : I — IM é chamado campo paralelo quando % =0, paratodot € I.

Definicao 2.10. Uma curva parametrizada y : I — M é uma geodésica em t, € I se EE =0,
para todo ty € I

Notemos que o campo - ¢ paralelo ao longo de .

Definicao 2.11. Um segmento de geodésica y : [a,b] — M é chamado minimizante se I(y) <

I(c), onde | indica o comprimento de uma curva e c é qualquer curva diferencidvel por partes

ligando y(a) a y(b)

Definicao 2.12. Diremos que V é compativel com a métrica se para toda curva y e todo par de

vetores paralelos X, Y ao longo de y, tivermos < X, Y >= constante.

Proposicao 2.13. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexdo V em M é compativel
com a métrica  , ) se e somente se, para todo par V e W de campos de vetores ao longo da curva

diferencial c : I — M, tem-se

<VW> @Y w>+<v,%>, tel 2.1)

Corolario 2.14. Uma conexdo V em uma variedade Riemanniana IM é compativel com a métrica

se e so se

XY, Z) =VxY, Z) +(Y,VxZ), X,Y,Z e X(M).

A proposigdo e o corolario acima bem como suas respectivas demonstra¢ées podem

ser encontradas em [5], pags. 53 e 54.
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Definicao 2.15. Uma conexdo V é chamada simétrica quando VxY — VyX = [X, Y], para todo
X, Y € X(M), onde a aplicagio [ , ] : X(IM) X X(IM) — X(M) dada por [X,Y] = XY - YX ¢

chamada o colchete de Lie.

Em um sistema de coordenadas (U], x), o fato de ser V simétrica implica que para

todoi,j=1,..,n,
VxXj—VxXi=[X;, X;]=0, Xi=--.

Observe que a expressdo acima € equivalente ao fato de que Ff]. = T’in.

Teorema 2.16. (Levi-Civita) Seja IM uma variedade Riemanniana, existe uma tinica conexao

afim V em M que é simétrica e compativel com a métrica.

Demonstra¢do: Suponha inicialmente a existéncia de uma tal V .Entao

XY, Z) =(VxY, Z) + (Y, VxZ), (2.2)
Y <Zr X> = <VYZ/ X> + <Zr VYX> ’ (23)
Z(X,Y) = (VX Y) + (X, V,Y). (2.4)

Somando (2.2) e (2.3) e subtraindo (2.4), tem-se, usando a simetria de V, que
XY Z)+Y(ZX)-Z(X,Y)=(XZ],Y)+{[V, Z], X) + ([X, Y], Z) + 2({Z, Vv X)
Portanto
(Z,VyX) = %[X(Y, Y+ Y(Z,X)-Z(XY) (2.5)

- <[X/ Z]/ Y> - <[Y/ Z]/ X> - <[X/ Y]/ Z>]

A expressdo acima mostra que V estd univocamente determinada pela métrica (, ).

Portanto, caso ela exista, ela serd tinica.

Para mostrar a existéncia, defina V por (2.5). E facil verificar que V estd bem definida

e que satisfaz as propriedades desejadas.m

A conexdo dada pelo teorema acima é chamada conexdo Riemanniana ou de Levi-

Civita.
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Definicdo 2.17. Uma variedade Riemanniana M é (geodesicamente) completa se ¥V p € M, a
aplicacio exponencial exp, estd definida ¥V v € T,M, isto é, se as geodésicas y(t) que partem de

p estdo definidas para todos os valores do pardmetro t € R.

Definicio 2.18. Sejam M e M variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M — M é

chamado uma isometria se:

<1/l, v>p = <dfp(u)l dfp(v)/ >f(p)
para todop € Meu,v € T,IM.

Definicdo 2.19. Seja M uma variedade Riemanniana e a aplicagio R(X,Y) : X(IM) x X(IM) —
X(M) dada por R(X,Y)Z = VyVxZ — VxVyZ + Vix1Z, Z € X(M) é chamada curvatura
Riemanniana de M.

R indicard a curvatura de IM.

Proposicdo 2.20. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M, satisfaz:

R(fX+g8Y,Z)=fRX Z)+gR(Y,Z)
RX, fY+gZ) = fRXY)+gR(X,2)
R(X, Y)(Z + W) = R(X, Y)Z + R(X, Y)W

)
i)
)

iv ) RX,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z X)Y =0
)
)
)

i1

(R(X, Y)Z, W) = —(R(Y, X)Z, W)
(R(X, Y)Z, W) = ~(R(Y, X)W, Z)
(R(X,Y)Z, W) = —~(R(Z, W)X, Y)

vl

oIl

Definicao 2.21. Seja o um plano bidimensional do espago tangente T,IM, e seja {x, y} uma base

de 0. A expressio

B _ ARG, y)x, y)
é chamada de curvatura seccional de o em p, onde ||x X y|| = |IxIPlIyl* — {x, y).

Definicao 2.22. Uma aplicagio diferencidvel ¢ : M™ — N" é uma imersio se dp, : T,IM —
TN é injetiva Vp € M.Se além disso, ¢ é um homeomorfismo sobre p(IM) C N, onde p(IM)

tem a topologia induzida de N, diz-se que ¢ é um mergulho.
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Definicio 2.23. Seja f : M — M uma imersio de uma variedade diferencidvel M de dimensdo
n em uma variedade riemanniana M de dimensdo iqual a k = m + n. A métrica riemanniana
de M induz de maneira natural uma métrica riemanniana em M: se vy, v, € T, M, define-se
(v1,02) = (dfy(v1),df,(v2)). Nesta situagdo, f passa a ser uma imersdo isométrica de IM em M.
Definicdo 2.24. Seja p € M e n € (T,N)*. A aplicacio o, : T,N X T,N — R dada por
an(X,Y) = (§§? - VxY), X, Y € T,N, é chamada 2° forma fundamental da imersio f sequndo
o vetor normal 1.

Note que (T,N)* é o complemento ortogonal de T,N em T,M e que V serd a notacdo que
usaremos para a conexio Riemanniana de M. Também definiremos VxY = (V5 Y)* e se tomar-

mos X, Y € X(M), entdo X, Y serio as extensdes locais em M.

—n+k
Para cada p € M", a métrica em T,,ll\/[nJr o decompde na soma direta
T,M =T,M&N,M,

onde N,M é o complemento ortogonal de T,M em TPM. Assim, se v € T,M pode-se

escrever

v=[0]" +[o]Y, [v]" € T, M, [v]N € N,M.

Tal decomposicio é diferencidvel no sentido de que as aplicacdes de TM em TIM

dadas por

(p,0) = (p, 1) e (p,0) = (p, [0]Y)

sdo diferencidveis. Isto significa que, localmente, a parte do fibrado tangente TIM que

se projeta sobre M" se decompde em um fibrado tangente TIM e um fibrado normal NIM.
Denote por [ ] a projecdo em TM sobre TM e por [ [N a projecdo sobre NIM.

A conexdo de M sera denotada por V e esta relacionada a conexdo V de M da

seguinte maneira
[ny]T = ny

onde X,Y € I'(TM).
Definicao 2.25. Sejam X,Y € I'(TM). A aplicagido B : I'(TM) x I'(TM) — I'(NM), onde
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I'(NM) é conjunto dos campos diferencidveis normais a M, dada por
B(X,Y) = [VxYT¥

é chamada a sequnda forma fundamental da imersdo.

Agora, vamos associar a 2* forma fundamental a uma aplicagdo linear auto-adjunta
S, : T,N — T,N dada por (5,(X), Y) = a,(X, Y).

A préxima proposigao fornece uma forma de obtermos a aplicagdo linear associada

a segunda forma quadrética.

Proposicdo 2.26. Sejamp € M, x € T,M e n € (T,M)*. Seja N uma extensio local de 1 a
M. Entdo S,(x) = —(VyN).
Considerando o caso particular em que a codimensio da imersio é 1, isto é, f : M" — IM"*1;

(M) = M é entdo denominada uma Hipersuperficie.

Agora, definiremos alguns conjuntos que utilizaremos com frequéncia neste tra-
balho:

Definicao 2.27. Seja M uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa de di-
mensdo m +1,(m > 2). Um subconjunto K de M é fortemente convexo se dados p e q de K

existe uma tinica geodésica minimizante de M ligando p a q, e esta geodésica esta contida em K.

Definicio 2.28. Um subconjunto conexo K de M é convexo se para todo ponto p do fecho K de
K existe um niimero € = e(p) > 0 tal que K N Be(p) é fortemente convexo, onde B.(p) é a bola

aberta de centro em p e raio €.

Definigao 2.29. Se o interior intK de K é nio vazio, dizemos que K é um corpo convexo de IM.
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3  Extensoes do Teorema de Rauch

Definicao 3.1. Dada uma geodésicay : [0,a] — M, um campo de vetores | ao longo de y é um

campo de Jacobi se satisfaz a equagdo:
DZ ’ ’
=L Ro/ 0, 100y () = 0

Proposicao 3.2. Seja | um campo de Jacobi ao longo da geodésica y : [0,a] — M. Entdo

J@,y" ) = {J'(0), 7' (0nt + {J(0),y"(0)), t € [0,a].

Demonstragio. Omitindo ot por conveniéncia nesta demonstragao e utilizando a equagdo

de Jacobi, temos
<]/, 7/)/ — <]/// 7/) — —<R(')/’, ]),)//, 7//) — O
Portanto,

Ty =<J(0),y(0)).

Além disso,

Sy =Ty =J0),y0).

Integrando esta ultima equagdo em ¢, obtemos finalmente

Ly =),y (Ont +<J(0), y"(0)).
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Corolario 3.3. Se J(0) = 0, entdo

Jt),y'(t)y =0 & (J'(0),7'(0)) = 0.

Em particular, o espago dos campos de Jacobi | com J(0) = 0 e (J,y’) = 0 tem dimensdo

n-—1.

Definicao 3.4. Chamaremos de Campos de N-Jacobi, os campos de Jacobi que satisfizerem as
propriedades:

i) | é perpendicular a y

ii) J(0) € T)0)(N)

iii) S,,(0)J(0) + J'(0) é perpendicular a T,)(N)

Um ponto focal em y é um ponto y(t), t # 0, no qual um campo de N-Jacobi ao
longo de y se anula, isto é, J(y(t)) = 0.

No caso de N = p e p € M, o conjunto dos campos de N-Jacobi sdo chamados
de campos de Jacobi dentro de L(y,a,0) e os pontos focais sdo também chamados de

pontos conjugados.

Proposicdo 3.5. Um ponto g € M é um ponto focal de N se e somente se, é um valor critico da

exp*.

Agora, enunciaremos o Teorema de Rauch, que em linhas gerais afirma que se as

curvaturas aumentam, os comprimentos diminuem.

Teorema 3.6. (Rauch). Sejam y : [0,a] = M" ey : [0,a] = M™, k > 0, geodésicas com
a mesma velocidade ( isto é, |y’ (t)| = | (t)|), e sejam ] e ] campos de Jacobi ao longo de y e 7,

respectivamente, tais que

J(0) = J(0) = 0,(J'(0),)"(0)) = {J'(0), 7(0)),

7)1 = 1] (O)l-

Admita que y ndo possui pontos conjugados em (0,a] e que, para todo t e todo x € T, (M),
X € Tyn(M), tem-se

Kz, 7'(h) = K(x,y'(t),

onde K(x, y) indica a curvatura seccional sequndo o plano gerado por x,y. Entdo

<1
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Além disso, se para algum to € (0, a], tem-se |J(to)| = |(to)|, entdo
R(J®), 7' (#) = K( (&), y'(t)), paratodot € [0, to].

Teorema 3.7. Extensio do Teorema da Comparagio de Rauch: Consideremos H = (V,R;, N, S)
eH = (V, R;, N, E), Suponhamos que sejam vilidas:

(1)

i)r=dimN =0e7 = dimN = 0.

i) O mdximo autovalor de R, é menor ou igual ao minimo autovalor de R;.

iii) ] € L(V,a,0) e ] € L(V,a,0) campos de Jacobi com |[V](0)|| = |[V](0)|| # O

iv) Néo hd pontos conjugados de H em (0, al.

(1)

)r>0er=n-1

i) O mdximo autovalor de R; é menor ou igual ao minimo autovalor de R;.

iii) O minimo autovalor de S é maior ou igual ao maximo de S

iv) ] € L(V,a,N) eJeL(V,a, ﬁ) campos de N-Jacobi nesta ordem tais que ||J(0)|| = IIT(O)II *

v) Nio hd pontos focais de H em (0, a]
Nas condigdes do item (I) ou nas condigdes do item (II), valem:

a) T = 7B, Vt € [0, a]
b) Se llJ(t)Il = IIT(t)ll para algum x € (0, al, entdo |[J(t)ll = [J(DI, Yt € [0, al.

Faremos apartir de agora, Aplicades do Teorema de Rauch a Subvariedades. Vamos

inicialmente estabelecer algumas notagdes:

1) M denotard uma variedade diferenciavel de dimensao m > 2.
2) N denotara uma subvariedade de M de dimensdo r,com 0 <r <m — 1.
3) T,IM denotara o espago tangente de IM no ponto p € M.

4) y(t) denotara uma geodésica em M parametrizada pelo comprimento de arco

com dominio no intervalo (0, a] e com ponto inicial em p e derivada inicial y’(t) € (T,N)*.

5) S denotara a transformacao linear associada a segunda forma fundamental.
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6) K denotara a curvatura seccional do plano bidimensional o C T,»HM que contém

V().
7) O autovalor minimo de S é menor ou igual ao autovalor maximo de S.

8) Para cada t € (0,4] e para todo plano bidimensional 0 € M, contendo y'(t)
e para todo plano bidimensional o C M?(t) contendo y’(t) as curvaturas seccionais K(o)
e K(o) satisfazendo K(o) < K(7)

Lema 3.8. O midximo autovalor de a(t) de R(t) é menor ou igual ao minimo autovalor de af(t)
de R(t) se e somente se ocorrer (8).
Demonstracdo:
Sejav € TypyM tal que v ey’ formam uma base ortonormal de o.
Temos que, a(t) = sup{(R;v, v)}

= sup{K(o(), (1))}

< {K(@(t), 7 (1))

= sup{(Rio(t), 7' (1)} = a(t).
Reciprocamente

sup{K(o(t), ' (1)} = sup{Kiv, v)}

< {sup{K(o(t), y" ()}

= a(t)

< a(t)

< inf{(K@(t), 7" (t)

< (Ryo(t), 7 '(t)) = R@(t), 7 ()

Proposicao 3.9. Suponhamos validos (7) e (8) e que se r > 0, entdo v > 0.

Nestas condigdes, se ndo hd pontos focais em y, entdo nio hd pontos focais em y.

Este resultado decorre diretamente da proposigao:

Proposicao 3.10. Tomemos H = (V,R;, N, S) de dimensdon —1 e H = (\_/,E,N, §) de di-
mensdo (n — 1). Suponhamos que sejam vilidas as hipéteses dos itens I e II.

()

i) Ser = dimN = 0 entdo 7 = dimN > 0.
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i) O mdximo autovalor de R, é menor ou igual ao minimo autovalor de R;.

(1)

i)Ser>0,entdor > 0.

ii) O mdximo autovalor de R, é menor ou igual ao minimo autovalor de R;.

iii) O minimo autovalor de S é menor ou igual ao maximo autovalor de S.

Nas condicdes do item (I) e do item (II), se ndo hd pontos focais de H em (0, a), entdo ndo ha

pontos focais de H em (0, a].

Nesta proposicdo, R; serd a transformagao linear simétrica dada em termos do ten-
sor curvatura R;J(t) = R(J(t), (1)) v(¢).
V denotard um espaco real de vetores de dimensdo n — 1 com produto interno e N

¢ um subespago de V.

Os espacos de curvatura constante sdo ambientes propicios para fazermos comparacgdes.
Para isto é necessdrio abtermos informagdes sobre o primeiro ponto focal de subvar-
iedades contidas nestes espacos. Para isto, consideraremos:

i) c e 6 nimeros reais

ii) M(c) uma variedade completa de dimensdo m > 2 com curvatura constante c.

iii) v um vetor unitario em T,IM(c)

iv) H é uma hipersuperficie em IM(c) passando por p € M(c) de modo que v € T,H
e com todos os autovalores da aplicagdo associada a segunda forma fundamental S,
iguais a 6

v) ¥ € M(c) uma geodésica com y(0) =pey’(0) =v

vi) ] é um campo de H-Jacobi ao longo de y

Tomemos agora {ey, ey, ..., €,-1, 7} um referencial ortonormal e paralelo ao longo de

V. Vamos escrever:

n-1
1) =) JiHestt
i=1

disto teremos:

D*J(t)
7 + C](t) =0

DJ B
—()+6](H) =0
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DO ¥,
-5 Zi (Bet)

Paracadai=1,...,n — 1, o sistema toma a forma:

D?J(t)
dt?

+ C]l'(t) =0

DJi
=)+ 011 =
E claro que existe algum i; para o qual J(0) # 0. Do contrario J;(0) = 0 para todo i,
isto nos daria | = 0.
Tomemos x o primeiro ponto focal de H.

A solucgédo do sistema é:

1) Se ¢ > 0, Ji(t) = J:(0)lcos( Vt) — \if sen( V)]
C

Como J;(x) = 0 e Jx(0) # 0 temos:
0 = cos(/ct) — % sen(+/ct)

0
v sen(Vct) = cos(Vct)

6  cos(+ct)

Ve sen(~et)

= cotg( Vet)

(II) Se c = 0, Ji(t) = Ji(0)(ot + 1)

Como Ji(x) = 0 e Jx(0) # 0, teremos:

ox+1=0 =>x=7

(III)Sec<OL(t)—M(1 0 )eﬁf+@(1+i)e—@f

= 2 V=
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No ponto x temos:
0=(1--E)eVf +(1+-L)e V>

o
eVer e Ver o= [pVEx Ve

\/—_C

0
Logo cotgh(V—c x) = \/—_
e
Disto concluimos que x é o primeiro ponto focal de H se, e somente se, é a menor

solucdo do sistema:

cotg(\et) = —6+ct, sec>0;
t=-9, sec=0;

cotgh(ct) = =6+ct, sec<O.

Coroldrio 3.11. Sejam M(c), H e y como definimos acima. Sejam c, 6 e x também como
definimos anteriormente. Tomemos M uma variedade Riemanniana e N uma subvariedade de
M.

a) Suponhamos que todos os autovalores de S,y sGo maiores ou iguais a O e as curvaturas
seccionais dos planos bidimensionais ao longo de y passando por y’(0) sdo todas menores ou
iguais a c. Entdo ndo existem pontos focais de H em y |jo .

b) Se todos os autovalores de S, () siio menores ou iguais a O e as curvaturas seccionais dos
planos bidimensionais ao longo de y passando por y’(0) sdo todas maiores oi iguais a c, entdo

existe um ponto focal de N em y |jo .

Demonstragio. a) Segue da proposicdo 2.8 e das consideracdes feitas acima sobre as
variedades de curvatura constante.

b) Suponhamos que ndo hd pontos focais de N em [0, x], pela proposicdo 2.8, existe um
ponto focal de H em [0, x], que é um absurdo posto que x é o primeiro ponto focal de
H. O
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4 Variedades de Hadamard

Neste capitulo demonstraremos alguns resultados importantes das variedades de

Hadamard que serdo utilizados com frequéncia neste trabalho.

Uma variedade Riemanniana, simplesmente conexa de curvatura seccional K <0 é

chamada um Variedade de Hadamard.

Exemplo: O espaco hiperbélico H" = {(xy,...,x,) € R"|x, > 0} com a métrica
Qii(xX1, ..., x,) = i—g, possui curvatura seccional constante igual a —1. H" é simplesmente
conexo, pois é homeomorfo a R". Todas as geodésicas de H" sdo as retas perpen-
diculares ao hiperplano x, = 0 e os circulos de H", cujos planos sdo perpendiculares
ao hiperplano x, = 0 e cujos centros estdo neste hiperplano. Como estes planos sdo
isométricos ao plano hiperbdlico, que é completo, temos H" completo. Logo, H" é uma

variedade de Hadamard.

PONTOS CONJUGADOS E CURVATURA SECCIONAL

Definicao 4.1. Seja y : [0,a] — M uma geodésica. O ponto y(ty) é conjugado ao longo de
v, to € (0,a] se existe um campo de Jacobi | ao longo de y , ndo identicamente nulo, com

J(0) = 0 = J(to).

Se Y é um campo de vetores na geodésica y ndo colinear com y’(t) em nenhum

ponto, entdo
(RHY(), Y(1) = KOIY () Ay (B

onde K(t) denota a curvatura seccional de um 2-plano 7t(t) = {Y(#), )’ (t)}.
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Pela equacdo de Jacobi
Y1) + R(H)Y() =0 (4.1)
para algum t € R vamos obter

Y1), YD) + KDY () Ay (D =0 (4.2)

Seja Y(t) um campo de vetores de Jacobi na geodésica y em uma variedade rieman-
niana M tal que Y(0) = 0. Se f(t) = (Y(¢), Y(t)) entdo

fO)=f(©0)=0

[t =1Y'(OF - K@Y Ay (1P

pela equagdo (4.2) para algum ¢ € R.

Em particular, se M tem curvatura seccional K < 0 para algum 2-plano 7 tangente
aM, entdo f”(t) > 0 para algum t e segue-se que f(t) nunca se anula para t # 0.

Provamos, assim, a seguinte proposicao:

Proposicao 4.2. Seja M uma variedade riemanniana completa com curva tura seccional K < 0,

e seja y(t) uma geodésica em M. Entio ndo temos pontos conjugados em .

Proposicao 4.3. Seja y : [0,a] — M uma geodésica e seja | um campo de Jacobi ao longo de

com J(0) = 0. Faca 2£(0) = w e y’(0) = v. Considere w como um elemento de Tyy(T,0)M)
4 at Y 7(0)

e construa uma curva v(s) em T,pM com v(0) = av, v'(0) = w. Faga f(t,s) = exp,tv(s),
p = v(0) e defina um campo de Jacobi ] por J() = %(t, 0). Entdo | = J em [0, a]

Demonstracdo. Para s = 0, teremos

d
DY D expy o)) = 2 texpy e
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Jd
DI _ (dexp o) + 12 (@expy o)

Portanto, para t =0,

D] . DIf ~
E(O) = gg(ol 0) = (dexpy)o(w) = w
Como J(0) = J(0)=0e
Dloy= 2 g =
dt 0= dt 0)=w
concluimos, pelo teorema de unicidade, que | = | m|

Corolario 4.4. Sejay : [0,a] — M uma geodésica. Entdo um campo de jacobi | ao longo de y
com J(0) = 0 é dado por

](t) = (dexpp)t)/’(O)(t]/(O))r te [0/ ll]

Proposicao 4.5. Seja y : [0,a] — M uma geodésica e faca y(0) = p. O ponto q = y(to),

to € (0,al, é conjugado ao longo dey se e somente se vy = ty)’(0) é um ponto critico de exp,.

Demonstragio. O ponto g = y(t) é ponto conjugado de p ao longo de y se e somente se
existe um campo de Jacobi ndo nulo | ao longo de y com J(0) = J(ty) = 0.
Sejam v = y’(0) e w = J'(0). Pelo corolério 4.4, J(t) = (dexp,)n(tv), t € [0,4a].
Observe que | é ndo nulo se e s6 se se w # 0. Protanto g = y(t)) é conjugado de p se
e so se 0 = J(to) = (dexp,)io(tow), w # 0 isto é,se e somente se tyv é um ponto critico de

expy. O

Agora, necessitamos de um importante resultado sobre as variedades comple-
tas, que é o fato de que dados dois pontos quaisquer de uma variedade, existe uma
geodésica minimizante ligando estes dois pontos. Demonstraremos este resultado
no proximo teorema, junto com outros fatos que implicam, por exemplo, que uma
variedade compacta é completa e que uma subvariedade fechada de uma variedade

completa é uma variedade completa.
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Teorema 4.6. (Hopf e Rinow) Seja M uma variedade Riemanniana e seja p € M. As segquintes

afirmagoes sdo equivalentes:

a) exp, estd definida em todo o T,]M.

b) Os limitados e fechados de M sdo compactos.

c) M é completa como espago métrico.

d) M é geodesicamante completa.

e) Existe uma sucessdo de compactos K, ¢ M, K, C Ky41 e |, K, = M, tais que, se q,, nio
pertence a K,, entdo d(p, g,) — oo.
Além disso, cada uma das afirmagdes acima emplica que

f) Para todo g € M existe uma geodésica y ligando p a g com I(y) = d(p, q).

Demonstragio. a)= b). Sejam d(p,q) = r, Bs(p) uma bola normal em p, e Ss(p) = S a
franteira de Bs(p). Seja xo um ponto onde a fun¢do continua d(g,x), x € S, atinge um
minimo. Entdo xy = exp,6v, onde v € T,M e |[v]| = 1. Seja y uma geodésica dada por
y(s) = exp,sv. Vamos mostrar que y(r) = q.

Para provar este fato, consideremos a equagao

d(y(s),q) = 7 s (4.3)

eseja A = {s € [0,7]; (4.3)vale}. A # 0 pois (4.3) vale para s = 0. Além disso, A é fechado
em [0,7]. Seja sy € A. Vamos provar que se sy < 7, entdo (4.3) vale para sy + ¢, onde
0" > 0 é suficientemente pequeno. Isto implica que supA = r; como A é fechado, entdao
r € A, o que mostra que y(r) = g.

Para provar que (4.3) vale para sy + ¢’, seja By ()(sp)) uma bola normal em y(so),
seja S' = dBy(y(so)) sua fronteira, e seja x;, = mind(x,q), x € S’.Basta mostrar que

x), = y(so + 0’). Com efeito, se x, = y(sp + "), como

d(y(s0),q) = 7"+ mind(x,q) = &' + d(x;, q)

d(y(s0),q) =1 —5so
teremos

r—s9=0 +d(xy,q) =06 +d(y(so+9),9) (4.4)
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ou seja
d(y(so+9),q) =r—(so+0)

que é 4.3 para (so + 0’).
Para provar finalmente que y(so + 6") = x;, observe que, pela desigualdade triangular e

pela primeira igualdade de (4.4),
d(p,x}p) > d(p,q) —d(q,x;) =r—(r—s0—0") =50+ 0.

Por outro lado, a curva quebrada ligando p a x{, que vai de p a y(sg) pela godésica
y, e de y(so) a x; por um raio geodésico, tem comprimento igual a sy + ¢’. Logo,
d(p, Xy) = 8o+ 0’, e uma tal curva, é uma geodésica. Em particular, a curva ndo é que-

brada, donde y(sp + ¢’) = x;. Isto conclui a demonstragao de a)= f).

a)= b). Seja A ¢ M limitado e fechado. Como A é limitado, A C B, onde B é uma bola

na métrica d de centro p. Por (f) existe uma bola B,(0) ¢ T,M, tal que B C exp,B,(0).

Como imagem continua de um compacto, exp,B,(0) é compacto, Logo, A é um fechado

contido em um compacto, donde, compacto.

b)= c). Basta observar que o conjunto p, formado por uma sequéncia de Cauchy
é limitado, donde tem fecho compacto por (b). Assim p, contém uma subsequéncia

convergente e, sendo de Cachy, converge.

c)= d). Suponha que M ndo é geodesicamente completa. Entdo, alguma geodésica
normalizada y de M estd definida para s < sy e ndo estd definida para sy. Seja s, uma
sequéncia convergindo para sy com s, < so. Dado € > 0 existe um indice n, tal que se

n,m > ny entdo |s, — s,,| < €. Decorre dai que,

d()/(Sn), y(Sm)) < |Sn - Sml <€

e assim, a sequéncia )(s,) é de Cauchy em M. Como M é completa na métrica d,
Y(su) = po € M.

Seja (W, 6) uma vizinhanga totalmente normal de py. Escolha n; tal que se n,m > n,,
entdo s, — s, < 0 e Y(s,), Y(sm) pertencem a W. Logo, existe uma tnica geodésica g
decomprimento menor do que 6 ligando y(s,) a y(s,,). E claro que g coincide com v,
onde y estd. Como a exp,s,) € um difeomorfismo em B;(0) e exp;,(Bs(0) > W, g estende

y além de sy.
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d)= a). E imediato.

b)= e). E um resultado de Topologia Geral. ]

TEOREMA DE HADAMARD

Para demonstrarmos este teorema, percisaremos de alguns resultados que discor-

reremos apartir de agora.

Lema 4.7. Seja M uma variedade Riemanniana completa com K(p,0) < 0, para todop € M e
todo o C T,M. Entdo, para todop € M, o lugar dos pontos conjugados C(p) = 0; em particular,

a aplicagdo exponencial exp, : T,M — M é um difeomorfismo local.

Demonstragio. Seja ] um campo de Jacobi ndo trivial (isto é, ndo identicamente nulo) ao
longo de uma geodésica y : [0, 0] — M, onde y(0) = p e J(0) = 0. Entdo, pela hipétese

sobre a curvatura e pela equacdo de Jacobi
I+ D

2<],/ ]I> - 2<R(7/1 ])7/// ]>
20" = 2K/, Dy AP = 0.

agn”

Portanto (J, J)'(t2) > (J, J)’'(t1) sempre que t, > t;. Como J'(0) # 0 e (J,J)'(0) = 0 segue-se

também que, para t > 0 suficientemente pequeno, vale

T D®) >, 1)0)

Decorre dai que paratodot > 0, (], J)(t) > 0, e y(t) ndo é conjugado de y(0) ao longo
dey m|

O lema a seguir é o resultado mais importante na demonstragdo do teorema de
Hadamard:
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Lema 4.8. Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja f : M — IN um difeomorfismo
local sobre uma variedade Riemanniana N que possui a seguinte propriedade: para todo p € M

e todo v € T,M, tem-se |df,(v)| > |v|. Entdo f é uma aplicagio de recobrimento.

Demonstragio. Por uma propriedade de espagos de recobriemento [4] basta mostrar
que f tem a propriedade de levantar arcos de N, isto é, dada uma curva diferenciavel
c:[0,1] = IN e um ponto g € M com f(gq) = ¢(0), existe uma curvac : [0,1] = M com
c0)=gefoc=c.

Para provar o pedido, observe que, como f é um difeomorfismo local em g, existe
€ > 0 tal que é possivel definir ¢ : [0,e] = M com ¢(0) = ge f oc = ¢, isto é, é possivel
levantar ¢ em um intervalo pequeno a partir de 4. Como f é um difeomorfismo local
em todo M, o o conjunto dos valores A C [0, 1], tais que c pode ser levantada em A a

partir de g é um intervalo aberto a direita, isto é, A = [0, ty).

Se mostrarmos que t; € A, teremos mostrado que A é aberto e fechado em [0, 1],logo

A =[0,1] e c pode ser inteiramente leventada.

Para mostrar que t, € A, seja t,,n = 1,...,, uma sequéncia crescente em A com
limt, = t;. Entdo a sequéncia c(t,) estd contida em um compacto K ¢ M. Com efeito, se
isto ndo acontecer, como M é completa, a distancia de c(t,) e c¢(0) serd arbitrariamente

grande. Como, por hipétese,

" de fn dc
o, (€) = f |=ldt = f @ fen (It
0 0
" de _ _
> | |5oldt > d(c(t), 2(0)
T

isto implica que o compriemnto de c entre 0 e ¢, é arbitraiamente grande, o que é um

absurdo, e prova a afirmacao feita.
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Comoc(t,) C K, n =1, ..., existe um ponto de acumulacdo r € M dec(t,). Seja V uma
visinhanca de r tal que f | V é um difeomorfismo. Entdo c(ty) € f(V) e, por comunidade,
existe um intervalo I C [0, 1], t, € I, tal que c(I) C f(V). Escolha um indice n tal que
c(t,) € V e considere o levantamento g de c em I passando por r. Os levantamentos g e
¢ coincidem em [0, t,) N I, pois f | V é biunivoca. Portanto, ¢ é uma extensdo de c em I,

donde ¢ estd definido em ¢y e ty € A. O

Teorema 4.9. (Hadamard) - Seja M uma variedade Riemanniana completa, simplesmente
conexa, com curvatura seccional K(p,o) < 0, para todo p € M e todo 6 C T,M. Entio
M ¢ difeomorfa a R", n é a dimensdo de IM mais precisamente, a exp, : T,IM — M é um

difeomorfismo.

Demonstracido. Como M é completa, exp, : T,M — M esta bem definida para todo
p € M e é sobrejetiva. Pelo lema 4.7,exp, é difeomorfismo local. Isto permite introduzir
uma métrica riemanniana em T,]M de modo que exp, € uma isometria local. Uma tal
métrica é completa, pois as geodésicas de T,IM passando pela origem sao retas, ( Cf.
teorema de Hopf e Rinow, a = d). Pelo lema 4.8,exp, é uma aplicagdo de recobrimento.

Como M ¢é simplesmente conexa,exp, ¢ um difeomorfismo. m|

Uma de suas consequéncias importantes é o seguinte:

Coroldrio 4.10. Seja M uma variedade de Hadamard. Por dois pontos distintos p, q de M,
existe uma tinica geodésica de M tal que y(0) = pe y(1) = g.

Demonstragio. Como M é uma variedade completa, pelo teorema de Hopf-Rinow, ex-
iste, pelo menos, uma geodésica y entre os pontos p, q. Se v é a velocidade inicial de
tal geodésica y, entdo exp,(v) = g. Como exp, : T,IM — M é um difeomorfismo, esta

geodésica é tnica. m|

Notacado: Se p, q sdo pontos distintos de M, denotaremos y,, a tinica geodésica com

velocidade unitéria tal que y,,(0) = p e y,(c) = g, onde c = d(p, 9).

Uma outra propriedade interessante das variedades riemannianas de curvatura
negativa é o fato de que um tridngulo geodésico em tal variedade tem a soma de seus

angulos internos sempre menor ou igual a 7.
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Um tridngulo geodésico T em uma variedade reimanniana IM é um conjunto for-
mado por trés segmentos de geodésica minimizantes normalizadas (chamadas lados

do tridngulo)
7/1 : [0/ Zl] - M/ 7/2 . [O/ 12] - M/ 7/3 . [O/ l3] - M/

de modo que yi(l;) = i41(0),1 = 1,2 e y3(I3) = y1(0). Os pontos terminais dos segmentos

de geodésicas sdo chamados vértices de T. O dngulo

<(_)y;(li)l 7/1{+1 (0))/ i= 1/ 2

ou

«(=)y4(1), 74(0))
é chamado o dngulo (interno) do vértice correspondente.

Teorema 4.11. Seja M uma variedade riemanniana completa, simplesmente conexa com cur-
vatura K < 0. Sejam a,b e c trés pontos de M. Tais pontos determinam um tinico tridngulo
geodésico T de M com vértices a,b e c. Sejam a, f e y os Angulos dos vértices a, b e c, respectiva-
mente, e sejam A,BeCos comprimentos dos lados opostos aos vérticesa,bec, respectivamente.

Entdo

())A% + B*> — 2ABcosy < C*(< C?,seK < 0)

(i)a+p+y <n(<m,seK <0)

Demonstragio. Sejam ya, Vs, Yc as geodésicas de comprimento

I(ya) = A, l(ys) = B,(yc) = C

que formam os lados de T. Sejam 14 = exp-'(ya), 15 = exp-*(ys), Tc = exp- (yc) curvas

em TC(M). Como y4 e yp sdo geodésicas, radiais de origem c, temos
I(ya) = A =I(ta),l(ys) = B = l(1p).

Além disso, indicando por 7y 0 segmento de reta em T.(M) que liga as extremidades
de 7¢, temosque I(19) < I(tc) e I(19)* = A% + B* — 2ABcosy .
Como K < 0 e T.(M) tem curvatura nula, podemos aplicar o teorema de Rauch e obter

que [(t¢) < I(yc) (<, 5eK < 0).
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Conclui-se dai que
A% + B* = 2ABcosy < I(1¢)* < I(yc)* = C*(<,seK < 0),

o que demonstra (i).

Para demonstrar (ii), observamos que
C=d(a,b),B=d(a,c),A=db,c)

e, portanto, cada comprimento A, B ou C é marjorado pela soma dos outros dois.
Podemos entdo encontrar no espago euclidiano T.(M) um tridngulo cujos lados tém
comprimento A, B e C. Indicando os dngulos opostos deste tridngulo por o/, " e )/,

respectivamente, obtemos de (i),
a<ad,p<p,y <y(<,seK <0)

. Como a’ + ' + )’ = 7, segue-se (ii) m|
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5 Teorema Principal

Neste capitulo demonstraremos os resultados principais deste trabalho, que nos
dizem sobre que condi¢des podemos mergulhar M, variedade riemanniana compacta,
conexa e orintadvel em N, uma variedade de Hadamard, de tal forma que ela seja o

bordo de um corpo convexo.

Teorema 5.1. Seja i : M™ — N™ g imersio de uma variedade orientdvel M, compacta e
conexa, de dimensdo m > 2 em N uma variedade de Hadamard. Seja Z um campo normal
unitdrio em IM. Se as curvaturas seccionais de N satisfizerem Ky < —k < 0 (onde k é um valor
real positivo) e se pudermos escolher Z de tal forma que os autovalores da 2 forma Sz satisfagam

A > —Vk, entiio M é difeomorfa a esfera S".

Demonstragdo. Inicialmente, considere a segunda forma fundamental de M dada por
52(X,Y) = (VxZ,Y),onde X e Y sdo campos vetoriais em IM.Como por hipétese M é
compacta e a aplicagdo i é continua, entdo a imagem de M por i é compacta. Vamos
supor que i(IM) esteja contido em uma bola métrica que chamaremos B, que também é

compacta.

Como N é uma variedade de Hadamard, a exp, ¢ um difeomorfismo sobre N, para
algum y € N. Além disso, para algum x € M, o raio geodésico J. em N com direcdo
inicial Z(x) toca a fronteira JB de B transversalmente, ja que as bolas métricas sdo

convexas.Suponha que J, toque a fronteira de B ponto p(x).

Considere, entdo, a aplicacdop : M — JB.Se mostrarmos que p é um difeomorfismo
teremos mostrado que M ¢é difeomorfa a esfera §" ,ja que o bordo JB é difeomorfo a

esfera.
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De fato,por hipétese, temos que se Ky < —k < 0 e A > — Vk, pelo corolario (3)e pelo
fato de que M ndo tem pontos focais sobre J,,visto que i(IM) esta contido em N que
é uma variedade de Hadamard, p é realmente um difeomorfismo e M é difeomorfa a

esfera S™. O

Antes de passarmos para o proximo resultado, faremos algumas consideragdes

sobre o fato de que convexidade infinitesimal implica convexidade local.

Teorema de Bishop: Suponha que M é uma variedade Riemanniana e que L é uma
hipersuperficie, imersado isométrica, fechada e orientada. Entdo L é infinitesimalmente

convexa se a sua segunda forma fundamental for semidefinida positiva em todo ponto.

Além disso, L é localmente convexa se para todo ponto p € L existir uma vizinhanga

Ude0 €L, onde L, é o espaco tangente em p, tal que a expU néo intercepta L.

Este é um resultado local, entdo podemos considerar que IM é geodesicamente con-
vexa na vizinhanca de p e que a aplicagdo exponencial do fibrado normal de L é um

difeomorfismo em alguma vizinhanga de IM.

Para maiores detalhes, ver [2].

Passaremos agora ao préximo resultado:
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Teorema 5.2. Seja i : M™ — N™ g imersio de uma variedade orientdvel M, compacta e
conexa, de dimensido m > 2 e seja Z um campo continuo, normal e unitdrio em IM. Se Z puder
ser escolhido de tal forma que S é semidefinida positiva, entdo a aplicagdo i é um mergulho i(IM)

é 0 bordo de um corpo convexo.

Demonstragio. Inicialmente, vamos considerar o difeomorfismo p : M — JB que defin-
imos no resultado anterior. Defina, agora, | : M X (=€, 00) — N por J(x, c) = exp, cZ(x).
Seja J; : (—€,00) — N o raio geodésico obtido fixando-se x e J. : M — N a aplicagdo de
M em N obtida fixando-se c.

Assim definidas, | é uma imersdo se € é suficientemente pequeno, e ], tem segunda

forma fundamental semidefinida positiva se c > 0.

De fato, se Z é um campo de vetores ao longo de | dado por Z(x,c) = J;(c), entdo
algum campo X ao longo de M determina um campo X ao longo de | ortogonal a Z,
dado por X(x,c) = J. * X(x). Ao longo de J,, X é um campo de Jacobi, pois é formado
por geodésicas e além disso (X, X) é convexo ja que X satisfaz a equagdo de Jacobi dada
por X" + R(J;, X)J. = 0 e como N é uma variedade de Hadamard R(J;, X) < 0, o que nos
diz que X” > 0 e portanto (X, X) é uma funcdo convexa.

Assim,

Z(X, X)

(V7X, X) + (X, V;X)

= 2AVzX, X) = 2(VxZ, X)
= A(VzX)" + (VzX)H, X)
= 2((VzX)", X)

= 2(SzX, X)

éndo decrescente e isto nos mostra que J. tem segunda forma fundamental semidefinida

positiva.

Entdo, como J. tem segunda forma fundamental semidefinida positiva, pelo Teo-
rema de Bishop, para cada x € M, ], é localmente convexo fora de Z(x, c). Isto é, existem
6 > 0 e vizinhangas U de xem M e V de 0 em i + T,IM tal que a expV ndo intercepta
J(U X (c = 6,0)).

Vamos mostrar que i é um mergulho. Para isto, suponha que i ndo é um mergulho.
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Entdo, existem distintos x, y € M tal que Jo(x) = i(x) = i(y).
Seja ¢ > 0 dado por ¢ = max{d : J4(x) = i(y)}, para todo x, y € M. Vamos escolher pontos

x, y satisfazendo:

(i) Je(x) =i(y) e
(ii)x, y ndo tem vizinhangas conexas U, V, respectivamente, tal que J.(U) e i(V) sdo

topologicamente a mesma hipersuperficie.

De fato, se x e y sdo pontos distintos satisfazendo (i) mas com vizinhangas U e V,

entdo pela injetividade de p, J.(V) = i(U). Assim, i é totalmente geodésicaem U e V.

Portanto, se a : [0,a] — M é uma curva a partir de x = a(b) a um ponto em que i
ndo é totalmente geodésica, entdo existe uma curva f : [0,b] — M de y = B(b) tal que
Jeoa(t) =iofB(t),0 <t <b < ae (i) e (ii) sdo satisfeitas escolhendo x = a(b) e y = (D),

pois
Je(x) = Jo(a(b)) = (Je 0 a)(b) = (i o B)(b) = i(B(D)) = i(y)

Pela maximalidade de ¢, J(IM X (c, o)) ndo intercepta i(IM). Consequentemente, por (i)

as imersdes J. e i sdo tangentes em x e y respectivamente e Z(x, c) = £Z(y, 0).

Além disso, por (ii) e pela convexidade local, Z(x,c) # —Z(y,0). Mas, entdo
p(x) = p(y), uma contradicdo, pois p é injetiva. Concluimos, entdo que i é um mer-

gulho.

Vamos mostrar agora que i(IM) é bordo de um corpo convexo.

Note que N —i(IM) é formado por duas componentes com bordo i(IM), uma limitada
e a outra ilimitada.
Vamos chamar de A a componente limitada.Entdo N —i(IM) = AUBe AN B =0, com
A e B abertos.
Suponha que A ndo é convexo. Entdo dados p,q € A ndo temos uma geodésica y
ligando p a g contida em A.

Como A é aberto limitado, seja a sequéncia de pontos py = p,p1,....pn-1 € pn = g em A
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tal que conseguimos ligar py a p1, p1 & p2,...,Pu-1 & pn = g4 com segmentos de geodésicas
contidos em A, porém ndo conseguimos ligar p a 4 com um segmento contido em A.
Seja entdo o conjunto L = a;(t); a; € uma geodésica ligando py a p; contida em A. Assim
definido, L possui um supremo, isto é, supL = a,_1(t). A geodésica que liga py a p,—1
tangencia o bordo do conjunto A por dentro do conjunto, e pela convexidade local,
podemos conseguir uma vizinhanca desse ponto onde A deixaria de ser localmente
convexo.

Logo, A é convexo e i(IM) é bordo de um conjunto convexo.
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