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ixRESUMORAMOS LOVÓN, O. B. (2006). Formulação h-adaptativa do método dos elementosde ontorno para elastiidade bidimensional om ênfase na propagação da fratura.Tese (Doutorado)- Esola de Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo,São Carlos 2006.Neste trabalho desenvolveu-se uma formulação adaptativa do método de ele-mentos de ontorno (MEC) para a análise de problemas de fratura elástia linear.Foi utilizado o método da oloação para a formulação das equações integrais de des-loamento e de tensão. Para a disretização das equações integrais foram utilizadoselementos lineares que possibilitaram a obtenção das expressões exatas das integrais(integração analítia) sobre elementos de ontorno e fratura. Para a montagem dosistema de equações algébrias foram utilizadas apenas equações de desloamento,apenas equações de forças de superfíie, ou as duas esritas para nós opostos dafratura levando, portanto ao método dos elementos de ontorno dual usualmenteempregado na análise de fratura. Para o proesso de resimento da trina foidesenvolvido um proedimento espeial objetivando a orreta determinação da di-reção de resimento da trina. Os fatores de intensidade de tensão são aluladospor meio da onheida ténia de orrelação de desloamentos a qual relaiona osdesloamentos atuantes nas faes da �ssura. Após a determinação dos fatores deintensidade de tensão é utilizada a teoria da máxima tensão irunferenial para adeterminação do ângulo de propagação. O modelo adaptativo empregado é do tipoh onde apenas a sub-divisão dos elementos é feita om base em erros estimados.O erro a ser onsiderado foi estimado a partir de normas onde se onsideraram: avariação aproximada dos desloamentos, a variação das forças de superfíie e a va-riação da energia de deformação do sistema, alulada om a sua integração sobreo ontorno. São apresentados exemplos numérios para demonstrar a e�iênia dosproedimentos propostos.Palavras-have: Métodos dos elementos de ontorno. Proessos adaptativos. Es-timador de erro. h-Adaptabilidade. Meânia da fratura linear.



x
ABSTRACTRAMOS LOVÓN, O. B. (2006). h-Adaptative formulation of the boundary elementmethod for elasti bidimensional with emphasis in the propagation of the frature.Thesis (Dotoral)- Esola de Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo,São Carlos 2006.In this work, an adaptative formulation of the boundary element method isdeveloped to analyze linear elasti frature problems. The olloation point methodwas used to formulate the integral equations for the displaements and stresses (ortrations). To disretize the integral equations, linear elements were used to obtainthe exat expressions of the integrals over boundary elements and frature. To ons-trut the linear system of equations were used only displaement equations, trationequations or both of them written for opposite nodes of the frature, leading to thedual boundary element formulation usually employed in the frature analyses. Forthe proess of growth of the rak a speial proedure was developed aiming at theorret determination of the diretion of growth of the rak. The stress intensityfators, to alulate he rak growth angle, are alulated through of orrelationdisplaements tehnique whih relates displaement in rak boundaries. The em-ployed adaptative model is the h-type where only the sub-division of the elementsis done based on error estimate. The error estimates onsidered in this work arebased on the following norms: displaement, tration and strain energy variations,this last onsidered from the integration over the boundary. Numerial examplesare presented to demonstrate the e�ieny of the proposed proedures.Keywords: Boundary elements method. Adaptative mesh re�nement. Error es-timation. h-Adaptability. Linear frature mehanis.



Sumário
1 Introdução 11.1 Objetivos e onsiderações iniiais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11.2 Revisão Bibliográ�a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41.2.1 Tipos de estimativa de erro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41.3 Organização da tese . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 Problema Elástio. Representação Integral 112.1 Problema Elástio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122.1.1 Equações Básias de Elastiidade linear . . . . . . . . . . . . . 132.2 Formulação Integral para o Problema Elástio . . . . . . . . . . . . . 152.2.1 Solução Fundamental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172.3 Equação Somigliana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212.3.1 Pontos Internos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212.3.2 Pontos no Contorno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242.4 Calulo da Tensão Interna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312.5 Equação Força de Superfíie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333 Método dos Elementos de Contorno 383.1 Disretização da Equação Somigliana . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393.2 Solução Analítia das Integrais para a equação de Desloamento . . . 423.2.1 Singular-Ponto fonte no elemento . . . . . . . . . . . . . . . . 423.2.2 Não Singular-Ponto fonte fora do elemento . . . . . . . . . . . 443.3 Sistema de Equações para a Equação de Força de Superfíie . . . . . 47xi



xii Sumário3.4 Solução Analítia das Integrais para a Equação de Forças de Superfíie 513.5 Sistema de Equações Algébrias para Fratura Elástia Linear . . . . . 543.5.1 Método Função de Grenn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 553.5.2 Método de Desontinuidade de Desloamento . . . . . . . . . 553.5.3 Método de Sub-Região . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 563.5.4 Método dos Elementos de Contorno Dual . . . . . . . . . . . . 564 Meânia da Fratura Elástia Linear 574.1 Meânia da Fratura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 574.1.1 Propagação da trina baseado no ritério Energétio de Gri�th 584.1.2 Propagação da trina baseado na aproximação porCampo de Tensões . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 594.1.3 Cálulo do fator de intensidade de tensão . . . . . . . . . . . . 644.1.4 Ângulo de Propagação da Trina . . . . . . . . . . . . . . . . 675 Formulação Proposta para Análise de Erro no MEC 715.1 Ténias de Re�namento Adaptativo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 715.1.1 Indiador de erro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 735.1.2 Estimador de erro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 765.1.3 Estratégia Adaptativa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 765.2 Proposta para um Indiador de Erro . . . . . . . . . . . . . . . . . . 805.3 Cálulo do Estimador de Erro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 825.4 Proesso Adaptativo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 865.5 Convergênia no Método dos Elementos de Contorno . . . . . . . . . 876 Exemplos Numérios 897 Conlusões 111Referênias Bibliográ�as 113



Capítulo 1
Introdução
1.1 Objetivos e onsiderações iniiaisO objetivo deste trabalho é o estudo da formulação h-adaptativa em elementosde ontorno, tomando-se em onsideração a propagação da fratura elástia linear.De�ne-se, para o ontorno, um estimador de erro (medida de erro), que permitedeidir até quando o re�namento da malha é neessário, e um indiador de erro, quemostre onde o re�no é melhor.Para o modelo da fratura, será usado o método dual para elementos de on-torno. Considera-se omo referênias os trabalhos de Latif [38℄, Portela [55℄, [56℄. Asequações integrais de ontorno de desloamento e de força de superfíie onstituemas equações duais para o método dual dos elementos de ontorno. O método dualsupera a di�uldade de modelar a fratura quando dois pontos fontes oinidentesaem no mesmo aminho de integração. Neste aso, são apliadas as equações dedesloamento para pontos fontes sobre uma das superfíies da trina e as equaçõesde força de superfíie são apliadas na outra superfíie da trina.Neste trabalho, onsidera-se também o proesso de propagação da trina, ba-seado na aproximação por ampo de tensões. Os fatores de intensidade de tensãoforam alulados por duas ténias: a de orrelação de desloamentos e a propostapor Maiel [43℄. O tamanho do elemento de propagação da trina foi alulado1



2 1.1. Objetivos e onsiderações iniiaisusando um ritério de omparação da seguinte maneira: é alulado o ângulo depropagação para o omprimento iniial do elemento e um outro ângulo de propa-gação para a metade do mesmo omprimento iniial do elemento, posteriormenteé omparado os dois ângulos de propagação (norma da diferença entre eles). Se adiferença for menor que uma dada tolerânia, então o tamanho a ser propagado éo original, aso ontrário, onsidera-se omo elemento iniial a metade do tamanhoiniial, e se repete o proesso.Foi também utilizada a ténia de regularização por mínimos quadrados, queonsiste em reduzir o número de equações do problema, geradas a mais do que onumero de inógnitas, minimizando o erro da resposta.Atualmente, o método dos elementos de ontorno é uma ténia numéria on-sagrada para a análise de vários problemas no ampo da engenharia. Entretanto, nouso de ténias numérias para o estudo de fen�menos físios, é neessário o aompa-nhamento de modelos que possam garantir, de alguma forma, que a solução obtidaapresente uma aproximação aeitável do fen�meno estudado. A simples obtençãode uma solução não tem signi�ado de grande valor, sendo neessário onheer oquanto próxima da solução exata está a solução numéria.Nos problemas lineares, a partir de onsiderações espeí�as, as demonstraçõesde existênia e uniidade de solução, via método dos elementos de ontorno, já éomprovada, podendo-se demonstrar que no limite obtém-se a solução exata daequação integral.Dentro dos métodos numérios para análise de problemas de engenharia, taisomo a meânia das estruturas, temos o método das diferenças �nitas, o métododos elementos �nitos e o método dos elementos de ontorno. No aso da meâniados sólidos, apenas os dois últimos métodos têm sido mais freqüentemente utilizados,assim omo suas variações.O método dos elementos �nitos é o método numério mais utilizado, devidoprinipalmente à sua robustez, simpliidade de sua formulação e pelo fato de geraruma matriz de rigidez em banda que, aliada a ténias espeiais de resolução destasmatrizes, reduz muito o tempo de proessamento, em espeial nas estruturas mais



1.1. Objetivos e onsiderações iniiais 3omplexas. Por ser um método de domínio, isto é, as equações de equilíbrio e om-patibilidade de desloamentos devem ser esritas para todos os pontos da estrutura.Possuem erta desvantagem para análise de asos de sólidos onsiderados in�nitos,pois o sólido deve ser disretizado em inúmeros elementos, sendo que o que inte-ressa nessa análise é o resultado em apenas algumas regiões. Outra desvantagem dométodo diz respeito às regiões de onentração de tensão, pois os desloamentos eforças são aproximados nos nós e quando esses valores tendem ao in�nito o métodoperde a preisão.O método dos elementos de ontorno é um método de fronteira, isto é, as inóg-nitas do problema, ou seja, desloamentos e forças de superfíie, estão no ontorno,sendo em número menor. A formulação onsiste em equações integrais fundamentais,de desloamentos e forças de superfíie. Essas equações possuem integrais apenasde ontorno, o qual é disretizado em elementos, de�nindo-se nós onde os valoressão aproximados por funções de interpolação. Agrupando-se todas as equações dosnós externos e impondo-se as ondições de vinulação na estrutura, tem-se um vetorinógnito de ontorno em termos de desloamentos e de forças. Nos pontos inter-nos, os valores não fazem parte das inógnitas do problema e podem ser obtidos demaneira exata, utilizando-se apenas os valores do ontorno já obtidos.O método tem omo vantagem a diminuição de inógnitas do problema, prin-ipalmente no aso de domínios in�nitos, pois se pode tanto disretizar parte doontorno do sólido quanto obter respostas apenas dos pontos desejados. Uma outravantagem do método diz respeito às regiões de onentração de tensão onde ele semostra om resultados bastante oerentes, prinipalmente onde a variação dos re-sultados é muito brusa em uma pequena extensão. Como desvantagem, o métodoapresenta matriz de rigidez heia, o que oasiona erta demora na análise. Tambémpossui problemas de singularidade nas integrais, que faz om que seja neessária autilização de ténias espeiais de integração.Dentro desse ontexto, pretende-se obter reomendações que possam ser utili-zadas nos sistemas baseados em elementos de ontorno para que possam ser utiliza-dos om on�abilidade, portanto atribuindo-lhe preisão e robustez.



4 1.2. Revisão Bibliográ�a1.2 Revisão Bibliográ�aEstimadores de erro podem ser divididos em dois grupos básios: estimador de erroa priori e estimador de erro a posteriori. O primeiro estima o erro antes que asolução numéria esteja disponível, enquanto o segundo estima o erro uma vez quea solução numéria esteja disponível.Estimadores de erro a posteriori podem se dividir em dois grupos prinipais, oprimeiro grupo usa a função residual da equação integral de ontorno, enquanto osegundo grupo estima o erro omparando a solução iniial do método do elementode ontorno om a solução de uma malha re�nada ou uma malha om função deinterpolação alta. Neste trabalho o estimador a ser utilizado é do tipo a posteriori.Apresenta-se neste sub-item alguns dos prinipais trabalhos ientí�os queonstam na literatura ténia relaionados aos diferentes métodos de álulo deerro. Optou-se por organizar as referênias por tema, visando failitar a leitura.1.2.1 Tipos de estimativa de erroA estimativa de erro é a parte mais importante do proesso adaptativo e podem seronsiderados os seguintes tipos:
• Residual
• Erro de interpolação
• Erro da equação integral de ontorno
• Sensitividade nodal
• Diferença da soluçãoNo que segue, serão omentadas e apresentadas as prinipais referênias de ada umdos tipos de estimativa de erro.



1.2. Revisão Bibliográ�a 5ResidualO resíduo resulta da substituição de valores aproximados, que são obtidos numeri-amente, na equação diferenial do problema. Sabe-se que o resíduo não representaum indiador razoável para o álulo de erro de ertos sistemas de equações diferen-iais. Diferentes métodos em engenharia tentaram reduzir esses erros. Esta reduçãoonsistia em levar o erro a zero em ertos pontos ou regiões. Esta ténia pode serinterpretada omo uma distribuição desses erros. O método onsiste em forçar a in-tegral do resíduo ponderado a ser zero. Na literatura são onheidos omo métodosdos resíduos ponderados, variando de aordo om a função que está sendo usada.Os métodos mais usados são: Galerkin, Coloação e Subdomínio de ColoaçãoEm Babuška e Rheinbolt [5℄, [6℄, [7℄, o problema de de�nição de estimativasa posteriori do erro, do ponto de vista estritamente matemátio, foi pela primeiravez onsiderado, utilizando elementos lineares e um re�namento do tipo h. Segundoos autores, uma função de resíduo, obtida a partir da substituição da solução naequação diferenial governante, permite alular ertas grandezas loalizadas ηi, quepor sua vez permitem de�nir limites superiores e inferiores do erro omo:
K1η ≤ ||E|| ≤ K2η (1.1)sendo K1e K2 onstantes independentes da malha e da solução, e:

η2 =
∑

ηki (1.2)onde ηki é o indiador de erro orrespondente ao grau de liberdade assoiado à ordem
k na direção i.Oliveira [48℄ mostrou que o erro de interpolação numa formulação indireta dométodo dos elementos de ontorno, utilizando uma fronteira auxiliar, é da ordem de
e−N , sendo N o número de elementos em que esta foi dividida.Wendland [77℄ demonstrou a onvergênia assimptótia da solução por umaformulação direta, seja utilizando o método de Galerkin ou o método de Coloação.



6 1.2. Revisão Bibliográ�aBaseando-se neste trabalho, tem-se o desenvolvimento do indiador de erro tiporesidual enontrado em Yu [80℄ e Wendland e Yu [78℄.A partir do trabalho de Wendland, é possível demonstrar que, para o métodode Galerkin, o erro é limitado pelo resíduo R, omo:
c1||R|| ≤ ||E|| ≤ c2||R|| (1.3)onde c1 e c2 são onstantes independentes do erro E, e ||.|| denota a norma depen-dente do subespaço das soluções aproximadas.É importante enfatizar que o tipo residual é teoriamente orreto para o mé-todo de Galerkin no MEC, mas infelizmente uma demonstração formal não estádisponível para o método de oloação no MEC. Uma das razões é a di�uldade deprovar a relação (1.3). Para o método de oloação esta relação só está on�rmadapara exemplos numérios. Maiores informações podem ser enontradas em Goldberg[20℄, [11℄.Rank [60℄ foi um dos primeiros pesquisadores a obter bons resultados usandoo resíduo omo indiador de erro. Apresentou uma estimativa de erro para a versão

h de um proesso adaptativo de re�namento de malha.Alaron et al. [2℄ disutiram a possibilidade de apliação de uma formulaçãohierárquia a uma disretização por elementos de fronteira, om maior inidênia naversão tipo p.Renis e Mullen [62℄ e [63℄ apresentaram um programa adaptativo h-hierárquio,para a solução de problemas de potenial e de elastiidade, através de funções deforma onstantes.Para problemas de potenial, existem muitos autores que desenvolveram indi-adores de erro, baseado no resíduo, para o método de oloação no MEC, entre elesLiapis [41℄ e Parreira e Dong [50℄. Para problemas elástios este tipo de indiadorde erro foi usado por Crook e Smith [14℄.



1.2. Revisão Bibliográ�a 7Erro de interpolaçãoNesse aso, a solução exata é prognostiada alulando a solução numéria usandofunções de interpolação de uma ordem maior que a solução numéria iniial. Logo,a diferença entre a solução numéria iniial e a prognostiada é tomada omo o erro.Embora o método não tenha uma boa exatidão omputaional na solução prog-nostiada, ele é amplamente utilizado tanto em elementos �nitos omo em elementosde ontorno, por ser seu algoritmo simples e seu usto omputaional barato.Estimativas de interpolação de erro foram apresentados por Renis et al. [58℄.Amplas referênias podem ser enontradas em Kita [36℄.Erro da equação integral de ontornoNeste método, estabelee-se uma relação entre o erro da solução e o resíduo, a partirda equação integral de ontorno.O erro é a diferença entre as soluções aproximada e exata. Logo, a equaçãointegral dos desloamentos pode ser esrita em função dos erros assim de�nidos.Essa equação integral é de�nida omo residuo.Maiores referênias podem ser enontradas em Kita [37℄,[36℄Sensitividade nodalGuiggiani [23℄ foi um dos primeiros pesquisadores a utilizar as araterístias mate-mátias intrínseas do MEC para formular novos indiadores de erro. Ele observouque soluções numérias obtidas pelo MEC são sensíveis à seleção de pontos de o-loação sobre o ontorno. Mais preisamente, onjuntos diferentes de pontos deoloação, para a mesma malha, produz soluções numérias diferentes, exeto se asfunções de interpolação forem apazes de reproduzir a solução exata sobre todo oontorno. Esta observação foi a base para a formulação de um novo indiador deerro. Ele sugere usar omo indiador de erro a diferença entre duas soluções obtidaspara dois onjuntos diferentes de pontos de oloação.Desta maneira, é razoável esperar que, se a solução numéria está longe da



8 1.2. Revisão Bibliográ�asolução exata, a diferença entre duas soluções numérias, obtidas para diferentesonjuntos de pontos de oloação para uma mesma malha, será bastante grande.Da mesma forma, se a solução numéria está próxima da solução exata, a diferençaentre duas soluções numérias, obtidas para diferentes pontos de oloação parauma mesma malha, será pequena. Guiggiani e Lombardi [24℄ estenderam esta idéia,usando funções de interpolação hierárquias. É também de�nido o erro da soluçãoomo a variação da solução om respeito à variação da posição nodal.Guiggiani [22℄ aresenta neste artigo que o erro da solução, isto é, a diferençaentre as soluções da primeira e da segunda análise, é estimado onsiderando a de-rivada da solução om respeito ao movimento na direção tangenial dos pontos deoloação no ontorno. Só os pontos de oloação são perturbados e a disretiza-ção permanee inalterada. Neste artigo é mostrado também que a sensitividade deaproximar soluções no MEC, om respeito à posição dos pontos de oloação, estãorelaionados ao resíduo das equações integrais hipersingulares.Paulino [51℄ et al. propõem o uso de sensitividade nodal, omo indiador eestimador de erro. Sensitividade nodal é de�nido omo a taxa do desloamento, ouda tensão, ou da fora de superfíie, om respeito à posição nodal. Neste esquema,a variação da solução é estimada por difereniação direta da equação integral deontorno na direção tangenial. Este esquema apresenta ertas di�uldades, postoque a equação integral original apresenta singularidade devido à solução fundamen-tal. Logo, om respeito à sensitividade nodal, a equação tem hipersingularidade.Portanto, ténias espeiais serão neessárias para alulá-las.Diferença da soluçãoAlguns pesquisadores de�niram o erro da solução omo a diferença entre duas solu-ções, uma solução obtida a partir da solução original e outra por diferentes tipos deanálise.Mullen e Renis no artigo [45℄ propõem que depois da primeira análise parauma malha om N elementos iguais, a segunda análise seja feita para uma malhare�nada om 2N elementos iguais. A solução da segunda análise é de esperar que



1.3. Organização da tese 9seja melhor e o erro da solução é de�nido omo a diferença entre ambas soluções.Yuuki et al. [81℄, [82℄ propõem que na primeira análise, hamada de métodosingular direto, os pontos fontes estejam sobre o ontorno. E na segunda análise,hamada de método regular direto, os pontos fontes estejam fora do ontorno. Oerro é estimado pela diferença de ambas soluções. Maiores referênias podem serenontradas em Kita [36℄.Zienkiewiz [85℄ analisa a importânia, na estimativa de erro a-posteriori, derelaionar o resíduo das soluções aproximadas om o erro destas soluções, paraelementos �nitos.Zhiye Zhao [86℄ apresenta um estimador de erro nodal a posteriori, onde oserros nodais da variável de desloamento e força são estimados através da diferençade duas soluções, uma solução obtida a partir da solução iniial no método doselementos de ontorno e a outra solução da interpolação da solução original. Ainterpolação pode ser obtida reduzindo o tamanho do elemento ou aumentando aordem da função de interpolação. Neste artigo o estudo se foaliza num re�namentoh-adaptativo.1.3 Organização da teseNo segundo apítulo apresentam-se as ondições básias da Teoria da ElastiidadeLinear. Com base nas relações de equilíbrio obtêm-se as equações difereniais gover-nativas esritas em função dos desloamentos, a equação de Navier. Introduzindoas ondições de fronteira, formula-se o problema de equilíbrio da teoria da Elastii-dade Linear. Seguidamente obtém-se a equação integral governativa, a Somigliana,esrita uniamente em função dos ampos de fronteira e de domínio. Analisa-se tam-bém a forma partiular que a equação integral Somigliana apresenta para pontos defronteira e omo é que esta pode ser usada para obter o sistema de equações linea-res resolutivo, seja através do Método de Coloação, o qual é usado neste trabalho,ou do Método de Galerkin . Finalmente são mostradas, as equações integrais paratensão (pontos internos) e para força de superfíie.



10 1.3. Organização da teseNo tereiro apítulo desenvolve-se a solução numéria, restrita ao aso bidi-mensional, das equações integrais apresentadas no apítulo 2. Na disretização dasequações integrais foram utilizados elementos lineares que possibilitaram a obtençãodas expressões exatas das integrais. Finalmente na montagem do sistema de equa-ções algébrias foram utilizadas apenas equações de desloamento, apenas equaçõesde forças de superfíie, ou as duas esritas para nós opostas da fratura.No quarto apítulo são apresentados os oneitos básios da meânia da fra-tura elástia linear em duas dimensões. São também mostrados dois dos diferentesmétodos de extração dos fatores de intensidade de tensão; o método de Correlaçãode Desloamentos e a Integral-J. No álulo dos ângulos de propagação foi usado oritério da máxima tensão prinipal.No quinto apítulo é apresentada uma breve revisão da teoria de erro. Seguida-mente o erro a ser onsiderado foi estimado a partir de normas onde se onsideraram:a variação aproximada dos desloamentos, a variação das forças de superfíie, e avariação da energia de deformação do sistema alulada om a sua integração sobreo ontorno.



Capítulo 2
Problema Elástio. RepresentaçãoIntegral
Neste apítulo apresentam-se as ondições básias da Teoria da Elastiidade Linear.Com base nas relações de equilíbrio obtêm-se as equações difereniais governativasesritas em função dos desloamentos, a equação de Navier. Introduzindo as on-dições de fronteira, formula-se o problema de equilíbrio da teoria da ElastiidadeLinear.Posteriormente partindo da simetria dos tensores das deformações e das ten-sões, obtém-se a equação integral governativa, a Somigliana, esrita em função dosampos de fronteira e de domínio. Desta maneira o problema foi transformado naexlusiva determinação dos ampos de fronteira, a partir dos quais são determinadosos ampos de domínio.Analisa-se também a forma partiular que a equação integral Somigliana apre-senta para pontos de fronteira e omo é que esta pode ser usada para obter o sistemade equações lineares resolutivo, seja através do Método de Coloação, o qual é usadoneste trabalho, ou do Método de Galerkin .Finalmente são mostradas, as equações integrais para tensão (pontos internos)e para força de superfíie.No desenvolvimento deste apítulo foram onsultados os seguintes trabalhos:11



12 2.1. Problema ElástioTIMONSHENKO & GOODIER [73℄, BREBBIA & DOMINGUEZ [9℄, VILLAÇA& TABORDA [76℄, PARÍS & CAÑAS [49℄, Latif Saleh [38℄, A. Portela [55℄.
2.1 Problema ElástioQuando um orpo está sujeito a forças externas F (arregamento), ada ponto doorpo pode sofrer um desloamento u, e a sua posição relativa entre eles não é maisa mesma. O orpo om tal propriedade é hamado de orpo deformável, �gura (2.1).

Figura 2.1: Modelo FísioSe o arregamento for tal que introduza tensões em todos os pontos do orpoinferiores a um erto valor, e após do desarregamento o orpo reupera a formainiial, então se diz que o material é elástio linear (não linear).Neste trabalho admita-se além desta hipótese da linearidade físia, que osdesloamentos sofridos pelo orpo são muito pequenos quando omparados om adimensão deste, hipótese dos pequenos desloamentos, de tal forma que a sua on-�guração deformada se onfunde om a on�guração iniial. Esta hipótese impliaa hipótese das pequenas deformações, as quais, onsideradas onjuntamente, esta-beleem a hipótese da linearidade geométria.



2.1. Problema Elástio 132.1.1 Equações Básias de Elastiidade linearApresentamos as ondições básias da Teoria da Elastiidade Linear. Foram on-sultados os seguintes trabalhos: [73℄, [9℄, [76℄.Com base na hipótese da linearidade geométria, de�nem-se as relações deompatibilidade entre as deformações e os desloamentos, também são de�nidas asrelações de equilíbrio, entre as tensões e as arga do orpo de um ponto interior, eentre as tensões apliadas num ponto da fronteira (forças de superfíie).Admitindo a hipótese da linearidade físia, relaionam-se tensão e deformaçãoatravés da Lei de Hook.Com base nas três relações indiadas obtêm-se as equações difereniais emfunção de desloamentos ou em função da tensão.Condições de CompatibilidadeConsiderando a hipótese da linearidade geométria é de�nido o tensor das deforma-ções, que relaiona as deformações om os desloamentos:
εij(q) =

1

2
[ui,j(q) + uj,i(q)] i, j = 1, 2, 3 (2.1)onde ui são os desloamentos ao longo da direção i, εij é o tensor das deformações, e

q um ponto genério do orpo elástio. Neste trabalho será usada também a notaçãoindiial: ui,j = ∂ui

∂xj
.Condições de EquilíbrioO equilíbrio de forças num ponto genério q, é dado pelo seguinte sistema de equaçõesdifereniais:
σij,j(q) + bi(q) = 0 i, j = 1, 2, 3 (2.2)A omponente σij do tensor das tensões, representa �siamente a tensão na faeta



14 2.1. Problema Elástioperpendiular à direção i, segundo a direção j de um ubo de aresta in�nitesimalentrado em q, e a omponente bi representa as forças de orpo (por unidade devolume).Para pontos situados no ontorno do orpo, o equilíbrio desses pontos resultana fórmula de Cauhy:
Pi(q) = σij(q) · nj(q) (2.3)onde Pi são as forças de superfíie, nj é o oseno diretor da normal ao ontorno omrespeito ao eixo xj , e q é um ponto genério no ontorno.Equações ConstitutivasSe o orpo elástio for homogêneo e isotrópio, isto é, possui as mesmas propriedadesem todos os seus pontos, e em ada ponto as propriedades são as mesmas em todasas direções, a relação entre tensões e as deformações num ponto q pode ser obtidaatravés da lei de Hooke:

σij(q) =
2Gν

1 − 2ν
δijεkk(q) + 2Gεij(q) (2.4)sendo G o módulo de elastiidade transversal do material do orpo ou módulo deisalhamento, ν é o oe�iente de Poisson e δij é o Delta de Kroneker de�nido por:

δij =





1 se i = j

0 se i 6= j
(2.5)para o estado plano de tensão o oe�iente de Poisson ν é dado por:

ν =
ν

1 + ν
(2.6)



2.2. Formulação Integral para o Problema Elástio 15A equação de NavierPara obter um sistema de equações difereniais esritas uniamente em função dosdesloamentos, substitua-se em primeiro lugar as deformações εij dadas em (2.1),nas relações (2.4) e posteriormente, se introduz o resultado desta substituição narelação de equilíbrio (2.2). Desta forma, obtêm-se as equações de Navier dadas por:
1

1 − 2ν
uj,ji + ui,jj +

bi
G

= 0 i, j = 1, 2, 3 (2.7)onde se é possível apliar três diferentes tipos de ondições de ontorno nas equaçõesde Navier:1. as ondições de Fronteira de Dirihlet:
ui = ūi onde Γ = Γu i = 1, 2, 3 (2.8)2. as ondições de Fronteira de Neumann:
pi = p̄i onde Γ = Γp i = 1, 2, 3 (2.9)3. as ondições de Fronteira mista:
ui = ūi em Γ = Γu i = 1, 2, 3 (2.10)
pi = p̄i em Γ = Γp i = 1, 2, 3 (2.11)onde Γ = Γu + Γp .2.2 Formulação Integral para o Problema ElástioAs representações das equações de Navier (2.7), em forma de equações integrais,podem ser obtidas om a utilização das ténias dos resíduos ponderados ou, omoserá apliado neste trabalho, pelo segundo Teorema de Betti.



16 2.2. Formulação Integral para o Problema ElástioTrês teoremas serão apresentados a seguir, o Teorema do Trabalho Virtual eo primeiro e o segundo Teorema de Betti. Este último, é demonstrado a partir dosdois primeiros teoremas.O Segundo Teorema de Betti onstitui a base para a formulação do Métododos Elementos de Contorno.Considere-se um orpo elástio de domínio Ω e fronteira Γ (�gura 2.2).Dada uma função de desloamento ψi sobre o domínio Ω, tal que satisfaz as mesmas

Figura 2.2: Corpo elástio de domínio Ω e fronteira Γ (Γ = Γu ∪ ΓP )hipóteses para a função ui, na equação de Navier (2.7), então ψi deve estar assoiadoa um erto ampo de deformações εψij , logo deve satisfazer:
εψij =

1

2
(ψi,j + ψj,i) em Ω (2.12)

ψi = ψi em ΓObserve-se que os ampos ψi e εψij, de desloamento e deformação, respetivamente,estarão assoiados a ertos ampos de tensão σψij , forças de massa bψi e forças desuperfíie P ψ
i .Teorema 2.2.1 (Teorema do Trabalho Virtual) Dado os ampos de tensão σij, for-ças de massa bi e forças de superfíie Pi, satisfazendo as equações de equilíbrio (2.2)e (2.3) e os ampos de desloamento ψi e deformação εψij, satisfazendo a equação(2.12), logo temos que:

∫

Ω

σijε
ψ
ijdΩ =

∫

Ω

biψidΩ +

∫

Γ

PiψidΓ (2.13)



2.2. Formulação Integral para o Problema Elástio 17Teorema 2.2.2 (Primeiro Teorema de Betti) O trabalho de σij (sistema atual),sobre εψij (sistema auxiliar) é igual ao trabalho de σψij (sistema auxiliar), sobre εij(sistema atual). Assumindo que σij, εij e σψij, ǫψij satisfazem as equações onstituti-vas.
∫

Ω

σijε
ψ
ijdΩ =

∫

Ω

σψijεijdΩ (2.14)Teorema 2.2.3 (Segundo Teorema de Betti) O trabalho de força de massa bi e forçade superfíie Pi (sistema atual), sobre o desloamento ψi (sistema auxiliar), é igualao trabalho de força de massa bψi e força de superfíie P ψ
i (sistema auxiliar), sobreo desloamento do sistema atual ui.

∫

Ω

biψidΩ +

∫

Γ

PiψidΓ =

∫

Ω

bψi uidΩ +

∫

Γ

P ψ
i uidΓ (2.15)Demonstração: É demonstrado usando os teoremas (2.2.1) e (2.2.2), ver [49℄.2.2.1 Solução FundamentalA solução da equação de Navier (2.7), em que Ω∗ é onsiderado omo um ampoelástio homogêneo, isótropo e in�nito, é devida a Kelvin [42℄.Esolha-se uma função auxiliar ψi, omo o desloamento orrespondente noponto q, num domínio in�nito, devido a uma arga unitária apliada no ponte s. Adistânia entre os pontos s e q denotamos por r, �gura (2.3).

Figura 2.3: Carga unitária em um domínio in�nito



18 2.2. Formulação Integral para o Problema ElástioAssim, a arga bψi a ser esolhida, orresponde a forças unitárias apliadas numponto s, segundo ada uma das direções ortogonais ei dos eixos do sistema ortogonalartesiano onsiderado, ou seja:
bψi (q) = δ(s, q)ei (2.16)onde:
i = direção da arga;
ei = vetor unitário;

δ(s, q) = função Delta de Dira;a função Delta de Dira é de�nida omo:





δ(s, q) = 0 se s 6= q

δ(s, q) = ∞ se s = q
∫
Ω
f(s)δ(s, q)dΩ(q) = f(s)

(2.17)
substituindo a equação (2.16) na equação de Navier (2.7), temos que:

ψi,jj(s, q) +
1

1 − 2ν
ψj,ji(s, q) +

1

G
δ(s, q)ei = 0 (2.18)Para simpli�ar a equação (2.18), Galerkin introduz três funções apresenta-das mais tarde por Papkovih omo omponentes de um vetor, que é usualmenteonheido na literatura omo vetor Galerkin. Denotaremos neste trabalho o vetorGalerkin omo Gi.O vetor Gi é esolhido de tal forma que ψi é de�nido omo:

ψi = Gi,kk −
1

2(1 − ν)
Gk,ik (2.19)substituindo a equação (2.19) na equação (2.18) temos:

Gi,kkjj −
1

2(1 − ν)
Gk,ikjj +

1

1 − 2ν
(Gj,kkij −

1

2(1 − ν)
Gk,jkij) = − 1

G
δei (2.20)



2.2. Formulação Integral para o Problema Elástio 19
tomando em onsideração a ontinuidade do vetor Galerkin, temos que:

Gk,ikjj = Gk,jjki

Gj,kkij = Gk,jjki

Gk,jkij = Gk,jjkilogo a equação (2.20) esreve-se omo:
[

1

1 − 2ν

[
1 − 1

2(1 − ν)

]
− 1

2(1 − ν)

]
Gk,jjki +Gi,kkjj = − 1

G
δ ei (2.21)então:

Gi,kkjj = − 1

G
δei (2.22)assim a equação (2.22) pode ser esrita na forma:

∇2(∇2Gi) = − 1

G
δei (2.23)hamando de:

Fi = ∇2Gi (2.24)a equação (2.23) pode-se esrever omo:
∇2Fi = − 1

G
δei (2.25)a solução fundamental para a equação de potenial (2.25) é onheida, ver [9℄, [49℄,uja solução no espaço 3D é dada por:

Fi =
1

4πrG
ei (2.26)



20 2.2. Formulação Integral para o Problema Elástioe no aso 2D:
Fi =

1

2πG
ln

(
1

r

)
ei (2.27)substituindo a equação (2.26) ou (2.27) na equação (2.24) e resolvendo temos parao aso 3D :

Gi =
1

8πG
rei (2.28)e no aso 2D:

Gi =
1

8πG
r2 ln

(
1

r

)
ei (2.29)derivando as duas soluções e substituindo em (2.19) temos para o sistema 3D:

ψi =
1

16πG(1 − ν)r

[
(3 − 4ν)δij + r,i r,j

]
ej (2.30)e no sistema 2D:

ψi =
1

8πG(1 − ν)

[
−(3 − 4ν) ln rδij + r,i r,j

]
ej (2.31)

Usando a equação do tensor das deformações (2.12), e a lei de Hooke (2.4)para ψi, é onheido o tensor σψij . Como:
P ψ
i = σψijnj (2.32)logo temos para o sistema 3D:

P ψ
i = − 1

8π(1 − ν)r2

[
∂r

∂n
[(1 − 2ν)δij + 3r,i r,j ] + (1 − 2ν)(njr,i−nir,j )

]
ej (2.33)e no sistema 2D:

P ψ
i = − 1

4π(1 − ν)r

[
∂r

∂n
[(1 − 2ν)δij + 2r,i r,j ] − (1 − 2ν)(njr,i−nir,j )

]
ej (2.34)



2.3. Equação Somigliana 21As soluções fundamentais (2.30), (2.31), (2.33), e (2.34) podem ser esritasomo:
ψi = u∗ij(s, q)ej (2.35)
P ψ
i = P ∗

ij(s, q)ejpara desloamento, no sistema 3D e 2D respetivamente:
u∗ij(s, q) =

1

16πG(1 − ν)r

[
(3 − 4ν)δij + r,i r,j

] (2.36)
u∗ij(s, q) =

1

8πG(1 − ν)

[
−(3 − 4ν) ln rδij + r,i r,j

] (2.37)para força, no sistema 3D e 2D respetivamente:
P ∗

ij(s, q) = − 1

8π(1 − ν)r2

[
∂r

∂n
[(1 − 2ν)δij + 3r,i r,j ] + (1 − 2ν)(njr,i−nir,j )

](2.38)
P ∗

ij(s, q) = − 1

4π(1 − ν)r

[
∂r

∂n
[(1 − 2ν)δij + 2r,i r,j ] − (1 − 2ν)(njr,i−nir,j )

](2.39)2.3 Equação Somigliana2.3.1 Pontos InternosConsidere-se o orpo elástio homogêneo e isótropo Ω, limitado pelo seu ontorno Γ,ontendo o ponto fonte s numa vizinhança de domínio Ωǫ e ontorno Γǫ, tal omomostra a �gura (2.4):Nas ondições do segundo teorema de Betti (2.2.3) temos que:
∫

Ω

biψidΩ +

∫

Γ

PiψidΓ =

∫

Ω

bψi uidΩ +

∫

Γ

P ψ
i uidΓ (2.40)
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Figura 2.4: Ponto interno
∫

Ω

biψidΩ −
∫

Ω

bψi uidΩ =

∫

Γ

P ψ
i uidΓ −

∫

Γ

PiψidΓ (2.41)Considerando os novos domínios de integração, (Ω − Ωǫ) e (Γ + Γǫ), temos que:
lim
ǫ→0

[∫

Ω−Ωǫ

biu
∗

ijejdΩ −
∫

Ω−Ωǫ

δ(s, q)eiuidΩ

]
= (2.42)

∫

Γ

P ∗

ijejuidΓ + lim
ǫ→0

∫

Γǫ

P ∗

ijejuidΓ

−
∫

Γ

u∗ijejPidΓ − lim
ǫ→0

∫

Γǫ

u∗ijejPidΓpode-se negligeniar o vetor ej, da equação (2.42), para a failidade no manuseiodas equações.No álulo das integrais da equação (2.42) temos:1. A primeira integral do lado esquerdo é uma integral imprópria, logo existe.
lim
ǫ→0

∫

Ω−Ωǫ

biu
∗

ijdΩ =

∫

Ω

biu
∗

ijdΩ2. A segunda integral do lado esquerdo, pela propriedade (2.17) temos:
∫

Ω−Ωǫ

δ(s, q)uidΩ = 0



2.3. Equação Somigliana 233. A segunda integral do lado direito �a omo:
lim
ǫ→0

∫

Γǫ

P ∗

ij(s, q)ui(q)dΓ(q) = lim
ǫ→0

∫

Γǫ

P ∗

ij(s, q)[ui(q) − ui(s)]dΓ(q)(2.43)
+ ui(s) lim

ǫ→0

∫

Γǫ

P ∗

ij(s, q)dΓ(q)

• A primeira integral do lado direito é zero já que ui obedee as ondiçõesde ontinuidade de Hölder.
• Analisamos a segunda integral do lado direito:De aordo om a �gura (2.5): r = ǫ; r,i = −ni; dΓ = ǫdθ; n1 = − cos θ;

Figura 2.5: Contorno suave
n2 = sin θ; ∂r

∂n
= −1; njr,i−nir,j = 0. Logo a equação (2.39) esreve-seomo:

P ∗

ij(s, q) = − 1

4π(1 − ν)r

[
∂r

∂n
(1 − 2ν)δij + 2r,i r,j

]Caso i = 1, j = 1

∫

Γǫ

P ∗

11dΓ = −
∫ 2π

0

1

4π(1 − ν)ǫ
(−1)

[
(1 − 2ν) + 2r,1 r,1

]
ǫdθ = 1Caso i = 2, j = 2

∫

Γǫ

P ∗

22dΓ = −
∫ 2π

0

1

4π(1 − ν)ǫ
(−1)

[
(1 − 2ν) + 2r,2 r,2

]
ǫdθ = 1Caso i = 1, j = 2
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∫

Γǫ

P ∗

12dΓ = 0logo: ∫

Γǫ

P ∗

ijdΓ = δij

lim
ǫ→0

∫

Γǫ

P ∗

ij(s, q)ui(q)dΓ(q) = uj(s)4. A quarta integral do lado direito, tem integrandos limitados,logo:
lim
ǫ→0

∫

Γǫ

Pi
1

8πG(1 − ν)

[
−(3 − 4ν) ln rδij + r,i r,j

]
dΓ = (2.44)

lim
ǫ→0

C1 ln(ǫ)ǫ

∫ 2π

0

Pidθ + lim
ǫ→0

C2ǫ

∫ 2π

0

Pininjdθ = 0Pelos itens (1), (2), (3), e (4) a equação (2.42) esreve-se omo:
∫

Ω

bi(q)u
∗

ij(s, q)dΩ =

∫

Γ

P ∗

ij(s, q)ui(q)dΓ −
∫

Γ

u∗ij(s, q)Pi(q)dΓ + uj(s) (2.45)
uj(s) = −

∫

Γ

P ∗

ij(s, q)ui(q)dΓ +

∫

Γ

u∗ij(s, q)Pi(q)dΓ +

∫

Ω

bi(q)u
∗

ij(s, q)dΩ (2.46)a identidade Somigliana para pontos internos é dada omo:
ui(s) = −

∫

Γ

P ∗

ij(s, q)uj(q)dΓ +

∫

Γ

u∗ij(s, q)Pj(q)dΓ +

∫

Ω

bj(q)u
∗

ij(s, q)dΩ (2.47)2.3.2 Pontos no ContornoConsidere-se o orpo elástio, om as propriedades da sub-seção anterior. Dado oponto fonte s no ontorno numa vizinhança de domínio Ωǫ e ontorno Γǫ, tal omomostra a �gura (2.6).Apliando o segundo teorema de Betti (2.2.3), na ausênia de forças de massatemos:
∫

Γ

P ∗

ijuidΓ =

∫

Γ

u∗ijPidΓ (2.48)
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Figura 2.6: Ponto no Contornologo para o domínio Ω − Ωǫ de ontorno Γ − Γǫ + Γǫ:
lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ

P ∗

ijuidΓ − lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ

u∗ijPidΓ (2.49)
+ lim

ǫ→0

∫

Γǫ

P ∗

ijuidΓ − lim
ǫ→0

∫

Γǫ

u∗ijPidΓ = 0No álulo das integrais da equação (2.49) temos:1. A tereira integral �a omo:
lim
ǫ→0

∫

Γǫ

P ∗

ij(s, q)ui(q)dΓ(q) = lim
ǫ→0

∫

Γǫ

P ∗

ij(s, q)[ui(q) − ui(s)]dΓ(q)

+ ui(s) lim
ǫ→0

∫

Γǫ

P ∗

ij(s, q)dΓ(q) (2.50)
• A primeira integral do lado direito é zero já que ui obedee as ondiçõesde ontinuidade de Hölder.
• Analisando a segunda integral do lado direito temos:de aordo om a �gura (2.7): ri = −ni; ∂r

∂n
= −1; r = ǫ; dΓ = ǫdθ;

r,1 = cos θ; r,2 = − sin θ; njr,i−nir,j = 0. Logo a equação(2.39) esreve-
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Figura 2.7: Contorno não suavese omo:
P ∗

ij(s, q) = − 1

4π(1 − ν)r

[
∂r

∂n
(1 − 2ν)δij + 2r,i r,j

]por onseguinte:
ui(s) lim

ǫ→0

∫

Γǫ

P ∗

ij(s, q)dΓ(q) = (2.51)
∫ θ2

θ1

1

4π(1 − ν)ǫ

[
(1 − 2ν)δij + 2r,i r,j

]
ǫdθCaso i = 1, j = 1

∫ θ2

θ1

1

4π(1 − ν)

[
(1 − 2ν) + 2r,i r,j

]
dθ = (2.52)

1

4π(1 − ν)

[
2(1 − ν)(θ2 − θ1) +

1

2
(sin 2θ2 − sin 2θ2)

]
=

1

2π
(θ2 − θ1) +

1

8π(1 − ν)
(sin 2θ2 − sin 2θ1) =

1

2π
α +

sinα cos 2γ

4π(1 − ν)onde α = θ2 − θ1 e γ = θ1+θ2
2

. Similarmente podemos alular para as



2.3. Equação Somigliana 27outras ombinações de i, j. A equação (2.51) esreve-se omo:
ui(s) lim

ǫ→0

∫

Γǫ

P ∗

ij(s, q)dΓ(q) = Cijui(s) (2.53)onluímos que:
lim
ǫ→0

∫

Γǫ

P ∗

ij(s, q)ui(q)dΓ(q) = Cijui(s)onde Cij é hamada, a matriz de oe�ientes do termo livre :
C11 =

1

2π
α +

sinα cos 2γ

4π(1 − ν)
(2.54)

C12 = C21 =
sinα cos 2γ

4π(1 − ν)

C22 =
1

2π
α− sinα cos 2γ

4π(1 − ν)sendo α = θ2 − θ1 e γ = θ1+θ2
2

.Para ontornos suaves α = π, logo:
Cij =

1

2
δij2. A quarta integral é dada por:

lim
ǫ→0

∫

Γǫ

u∗ijPidΓ = lim
ǫ→0

∫

Γǫ

Pi
1

8πG(1 − ν)

[
−(3 − 4ν) ln rδij + r,i r,j

]
dΓ

= lim
ǫ→0

∫

Γǫ

Pi[C1 ln ǫ+ C2ninj ]dΓ

= lim
ǫ→0

∫

Γǫ

C1 ln ǫPidΓ + lim
ǫ→0

∫

Γǫ

C2ninjPidΓ (2.55)
• Analisando a primeira integral da ultima igualdade em (2.55):



28 2.3. Equação Somiglianaassumimos que |Pi(q)| ≤ C
rλ para 0 ≤ λ < 1 logo:

lim
ǫ→0

∫

Γǫ

C1 ln ǫPidΓ ≤ lim
ǫ→0

C1 ln ǫ

∫ θ2

θ1

C

ǫλ
ǫdθ (2.56)

= lim
ǫ→0

C1 ln ǫC(ǫ1−λ)(θ2 − θ1)

= A lim
ǫ→0

[(ln ǫ)(ǫ1−λ)]

= A lim
ǫ→0

ǫ1−λ

1 − λ

= 0

• A segunda integral da ultima igualdade em (2.55) �a omo.
lim
ǫ→0

∫

Γǫ

C2ninjPidΓ ≤ lim
ǫ→0

C2

∫

Γǫ

|Pi||ni||nj|dΓ (2.57)
≤ lim

ǫ→0
C2

∫

Γǫ

|Pi|dΓ

≤ lim
ǫ→0

C2

∫ θ2

θ1

C

ǫλ
ǫdθ

= lim
ǫ→0

C2

∫ θ2

θ1

Cǫ1−λdθ

= lim
ǫ→0

C2Cǫ
1−λα

= C2Cα lim
ǫ→0

(ǫ1−λ) = 0onluímos que:
lim
ǫ→0

∫

Γǫ

u∗ijPidΓ = 0



2.3. Equação Somigliana 29Pelos itens (1) e (2) a equação (2.49) esreve-se omo:
Cij(s)ui(s) + lim

ǫ→0

∫

Γ−Γǫ

P ∗

ij(s, q)ui(q)dΓ(q) = lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ

u∗ij(s, q)Pi(q)dΓ(q) (2.58)Condições para existênia do Valor Prinipal de CauhyDada a função u(x) satisfazendo a ontinuidade de Hölder, isto é:existe onstantes A > 0, 0 < α ≤ 1 tal que |u(t) − u(x)| ≤ A|t− x|αe uma função f(x) que não apresente singularidade. A integral de�nida no intervalo
[−a, b] ∫ b

−a

f(x)

r
u(x)dxexiste no sentido valor Prinipal de Cauhy, se:

|f(ǫ) + f(−ǫ)| ≤ Aǫα A > 0, 0 < α ≤ 1, ǫ > 0. (2.59)Na equação (2.58), a função u(x), na integral do segundo termo do lado es-querdo, obedee a ontinuidade de Hölder, e o integrando P ∗

ij podemos esrever omo
f(x)
r
, onde:

f =
1

4π(1 − ν)

[
∂r

∂n
[(1 − 2ν)δij + 2r,i r,j ] − (1 − 2ν)(njr,i−nir,j )

] (2.60)Para provar que a integral existe, no sentido valor Prinipal de Cauhy, só restariaveri�ar (2.59).Como os vetores r e n são mutuamente perpendiulares, �gura 2.8, só restariaalular o valor de f em:
njr,i−nir,j (2.61)Para ǫ : de aordo om a �gura (2.8)

n+
1 = cos θ+ n+

2 = sin θ+

r+
,1 = − sin θ+ r+

,2 = cos θ+em j = 1 e i = 2
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Figura 2.8:
n+

1 r
+
,2 − n+

2 r
+
,1 = cos θ+(cos θ+) − sin θ+(− sin θ+) = 1Para −ǫ

n−

1 = cos θ− n−

2 = sin θ−

r−,1 = sin θ− r−,2 = − cos θ−em j=1 e i=2
n−

1 r
−

,2 − n−

2 r
−

,1 = cos θ−(− cos θ−) − sin θ−(− sin θ−) = −1Os valores ahados para a função f em ǫ e −ǫ impliam que a equação 2.59 ésatisfeita. Uma onlusão similar pode ser obtida para j = 2 e i = 1, também para
i = j. O que prova que a integral do primeiro membro da equação (2.58) admitevalor Prinipal de Cauhy, e pode ser esrita na forma:

lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ

P ∗

ij(s, q)ui(q)dΓ(q) = −
∫

Γ

P ∗

ij(s, q)ui(q)dΓ(q) (2.62)A integral do lado direito da equação (2.58), tem singularidade fraa do tipo
ln r, logo a integral existe omo integral imprópria.Logo a equação (2.58) esreve-se omo:
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cij(s)ui(s) + −

∫

Γ

P ∗

ij(s, q)ujdΓ =

∫

Γ

u∗ij(s, q)PjdΓ (2.63)que é a equação Somigliana para pontos da Fronteira.Nesta seção tomou-se omo referênias: [49℄, [9℄, [56℄.
2.4 Calulo da Tensão InternaA identidade Somigliana (2.47), para o ponto interno s, é derivável, e esreve-seomo:

∂ui(s)

∂xj(s)
=

∂

∂xj(s)

[
−
∫

Γ

P ∗

ik(s, q)uk(q)dΓ +

∫

Γ

u∗ik(s, q)Pk(q)dΓ (2.64)
+

∫

Ω

bk(q)u
∗

ik(s, q)dΩ

]logo:
∂ui(s)

∂xj(s)
= −

∫

Γ

∂P ∗

ik(s, q)

∂xj(s)
uk(q)dΓ +

∫

Γ

∂u∗ik(s, q)

∂xj(s)
Pk(q)dΓ (2.65)

+

∫

Ω

∂u∗ik(s, q)

∂xj(s)
bk(q)dΩDerivando as soluções fundamentais para desloamento (2.37), e força (2.39),temos:

∂u∗ik(s, q)

∂xj(s)
=

1

8π(1 − ν)Gr

[
4(1 − ν)r,jδik − (r,jδik + r,iδkj + r,kδij) (2.66)

+ 2r,ir,jr,k

]
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∂P ∗

ik(s, q)

∂xj(s)
=

1

4π(1 − ν)r2

[
[2(1 − 2ν)δikr,j + 8r,ir,jr,k (2.67)

− 2(δijr,k + δjkr,k)]
∂r

∂n

+ (1 − 2ν)(2nir,kr,j − 2nkr,jr,i

− δiknj + δijnk − δjkni) − 2r,ir,knj

]

Com as equações (2.66) e (2.67) é onheida a equação (2.65).Substituindo a equação (2.65) em (2.1), o tensor das deformações esreve-seomo:
εij = −

∫

Γ

1

2

(
∂P ∗

ik

∂xj
+
∂P ∗

jk

∂xi

)
ukdΓ (2.68)

+

∫

Γ

1

2

(
∂u∗ik
∂xj

+
∂u∗jk
∂xi

)
PkdΓ

+

∫

Γ

1

2

(
∂u∗ik
∂xj

+
∂u∗jk
∂xi

)
bkdΓFinalmente, substituindo a equação (2.68) na lei de Hooke (2.4), temos a tensãopara o ponto fonte s:

σij(s) = −
∫

Γ

Sijk(s, q)ukdΓ +

∫

Γ

Dijk(s, q)PkdΓ +

∫

Ω

Dijk(s, q)bkdΩ (2.69)
as soluções fundamentais Dijk e Sijk são dados por Cruse [16℄ omo:

Dijk =
1

4απ(1 − ν)rα
((1 − 2ν)(δikr,j +δjkr,i−δijr,k ) + βr,i r,j r,k ) (2.70)
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Sijk =

2G

4απ(1 − ν)rβ

[
β
∂r

∂n

(
(1 − 2ν)δijr,k +ν(δikr,j +δjkr,i ) − γr,i r,j r,k

) (2.71)
+βν(nir,j +njr,i )r,k (1 − 2ν)(βnkr,i rj + njδik + niδjk)

−(1 − 4ν)nkδij

]Para o sistema 2D:
α = 1; β = 2; γ = 4.e no sistema 3D:
α = 2; β = 3; γ = 5 .2.5 Equação Força de SuperfíieO ampo de tensões, na ausênia de forças de massa, para o ponto fonte interno s′,foi dada em (2.69) omo:

σij(s
′) +

∫

Γ

Sijk(s
′, q)uk(q)dΓ(q) =

∫

Γ

Dijk(s
′, q)Pk(q)dΓ(q) (2.72)no sistema bidimensional as equações (2.70) e (2.71) esrevem-se omo:

Dijk(s
′, q) =

1

4π(1 − ν)r

[
(1 − 2ν)(δikr,j +δjkr,i−δijr,k ) + 2r,i r,j r,k

] (2.73)
Sijk(s

′, q) =
E

4π(1 − ν2)r2

[
2
∂r

∂n
[(1 − 2ν)δijr,k +ν(δikr,j +δjkr,i ) (2.74)

− 4r,i r,j r,k ] + 2ν(nir,j +njr,i )r,k

+ (1 − 2ν)(2nkr,i rj + njδik + niδjk)

− (1 − 4ν)nkδij

]



34 2.5. Equação Força de SuperfíieComo a distânia entre o ponto fonte e o ponto ampo é r, então temos quepara qualquer ponto fonte interno a distânia r 6= 0, logo as integrais em (2.72)ontem somente integrandos regulares.Agora onsidere o aso limite, em que o ponto fonte interno é levado para oontorno, tal omo ilustra a �gura (2.9), isto é, no proesso limite r −→ 0 quando
s′ −→ s.

Figura 2.9: Ponto fonte no ontornoNeste aso a equação de tensão (2.72) toma uma forma partiular. Para a suadeterminação onsidere-se o ponto s omo o limite de um ponto interior envolvidopor parte de uma superfíie esféria de raio ǫ, onforme ilustra a �gura (2.9). Temoso ontorno dividido em duas partes Γ = (Γ − Γǫ) + Γǫ. Logo a equação de tensão(2.72), transforma-se em:
σij(s) + lim

ǫ→0

∫

Γ−Γǫ+Γǫ

Sijk(s, q)uk(q)dΓ(q) = lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ+Γǫ

Dijk(s, q)Pk(q)dΓ(q) (2.75)
A integral do lado direito da equação (2.75), ontem uma singularidade forteno seu integrando de ordem O(1

r
) e pode ser regularizada da mesma maneira omofoi feito na equação desloamento. Logo temos:
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lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ+Γǫ

Dijk(s, q)Pk(q)dΓ(q) = lim
ǫ→0

∫

Γǫ

Dijk(s, q)[Pk(q) − Pk(s)]dΓ(q)

+ Pk(s) lim
ǫ→0

∫

Γǫ

Dijk(s, q)dΓ(q)

+ lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ

Dijk(s, q)Pk(q)dΓ(q) (2.76)Analisando a primeira integral do lado direito da equação (2.76) temos:assumindo que o ampo de forças de superfíie satisfaz a ondição de ontinuidadede Hölder, Pk(q) ∈ C0,α, o primeiro termo da integral é integrável e se anula noproesso de limite.Analisando a segunda integral do lado direito da equação (2.76) temos:é uma integral singular forte de ordem O(1
r
) e da o termo livre Aijk(s)Pk(s), onde

Aijk(s) é uma onstante que depende das onstantes elástias e da transformaçãode oordenadas.
Pk(s) lim

ǫ→0

∫

Γǫ

Dijk(s, q)dΓ(q) = Aijk(s)Pk(s) (2.77)A tereira integral do lado direito da equação (2.76), é uma integral imprópria epode ser tratada no sentido de Valor Prinipal de Cauhy:
lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ

Dijk(s, q)Pk(q)dΓ(q) = −
∫

Γ

Dijk(s, q)Pk(q)dΓ(q) (2.78)
A integral do lado esquerdo da equação (2.75), tem uma hipersingularidadede ordem O( 1

r2
) no seu integrando. A regularização pode ser feita om os doisprimeiros termos da série de Taylor para o desloamento ao redor do ponto fonte.Logo a integral é dada omo:
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lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ+Γǫ

Sijk(s, q)uk(q)dΓ(q) = lim
ǫ→0

∫

Γǫ

Sijk(s, q)[uk(q) − uk(s) − uk,l(s)(ql − sl)]dΓ(q)

+ uk(s) lim
ǫ→0

∫

Γǫ

Sijk(s, q)dΓ(q)

+ uk,l(s) lim
ǫ→0

∫

Γǫ

Sijk(s, q)[ql − sl]dΓ(q)

+ lim
ǫ→0

∫

Γ−Γǫ

Sijk(s, q)uk(q)dΓ(q) (2.79)Analisando a primeira integral do lado direito da equação (2.79) temos:assumindo que a derivada do desloamento obedee as ondições de ontinuidade deHölder, uk(q) ∈ C1,α, logo existem onstantes |C| < α e 0 < α < 1 tal que:
|uk(q) − uk(s) − uk,l(s)(ql − sl)| ≤ C|ql − sl|α+1 (2.80)om estas hipóteses temos que a primeira integral é integrável e se anula no proessodo limite.Na segunda integral do lado direito da equação (2.79) temos:
uk(s) lim

ǫ→0

∫

Γǫ

Sijk(s, q)dΓ(q) = uk(s) lim
ǫ→0

Bijk(s)

ǫ
(2.81)onde Bijk(s) é uma onstante que depende das onstantes elástias e da transforma-ção de oordenadas.A tereira integral do lado direito da equação (2.79) �a omo:

uk,l(s) lim
ǫ→0

∫

Γǫ

Sijk(s, q)[ql − sl]dΓ(q) = Cijkl(s)uk,l(s) (2.82)onde Cijkl(s) é uma onstante que depende das onstantes elástias e da transfor-mação de oordenadas.A quarta integral do lado direito da equação (2.79), é uma integral imprópria, que



2.5. Equação Força de Superfíie 37tomada junto om a integral (2.81) é tratada no sentido de valor prinipal de Hada-mard.
=

∫

Γ

Sijk(s, q)uk(q)dΓ(q) = lim
ǫ→0





∫

Γ−Γǫ

Sijk(s, q)uk(q)dΓ(q) + uk(s)
Bijk(s)

ǫ



 (2.83)

Substituindo as equações (2.77), (2.78), (2.81), (2.82), (2.83) na equação (2.79)temos:
σij(s) + =

∫

Γ

Sijk(s, q)uk(q)dΓ(q) = −
∫

Γ

Dijk(s, q)Pk(q)dΓ(q) (2.84)
+ Aijk(x)Pk(s) − Cijkluk,l(s)Foi mostrado por Cruse, em [16℄, que os dois últimos termos da equação (2.84)são iguais a tensão no ontorno e para ontorno suave temos que:

Aijk(x)Pk(s) − Cijkluk,l(s) =
1

2
σij(s) (2.85)Por tanto podemos esrever a equação de tensão (2.84) omo:

1

2
σij(s) + =

∫

Γ

Sijk(s, q)uk(q)dΓ(q) = −
∫

Γ

Dijk(s, q)Pk(q)dΓ(q) (2.86)Substituindo a equação (2.86) na relação (2.3), a equação integral de força desuperfíie para ontorno suave é dada omo:
1

2
Pi(s) = −nj(s)=

∫

Γ

Sijk(s, q)uk(q)dΓ(q) + nj(s)−
∫

Γ

Dijk(s, q)Pk(q)dΓ(q) (2.87)onde nj denota a j-ésima omponente do vetor normal ao ontorno no ponto fonte
s. Para um ontorno não suave a equação integral não pode-se ser de�nida já quenão existe um únio vetor normal.



Capítulo 3
Método dos Elementos de Contorno
Neste apítulo desenvolve-se a solução numéria, restrita ao aso bidimensional, dasequações integrais apresentadas no apítulo 2. Para obter uma solução reorre-se auma ténia numéria para estabeleer um modelo disreto que aproxime os amposontínuos a determinar. Nó método dos Elementos de Contorno, esta solução éobtida através de um proesso de disretização da equação integral governativa, queneste aso é esrita uniamente em função dos ampos de fronteira, diminuindouma unidade à dimensão do problema em análise. Este proesso de disretizaçãoonduz a um sistema linear de equações algébrias, uja solução permite alular,posteriormente, os ampos de domínio.Neste trabalho, na disretização das equações integrais, foram utilizados ele-mentos lineares que possibilitaram a obtenção das expressões exatas das integrais.Finalmente na montagem do sistema de equações algébrias foram utilizadasapenas equações de desloamento, apenas equações de forças de superfíie, ou asduas esritas para nós opostas da fratura levando, portanto ao método dos elementosde ontorno dual usualmente empregado na análise de fratura.No desenvolvimento deste apítulo foram onsultadas os seguintes trabalhos:BREBBIA & DOMINGUEZ [9℄, PARÍS & CAÑAS [49℄.38



3.1. Disretização da Equação Somigliana 393.1 Disretização da Equação SomiglianaPara obter uma solução aproximada dos ampos de fronteira desonheidos, equação(2.63), divida-se o ontorno Γ em NE elementos. O domínio Ω pode ser divididoem élulas, aso seja onsiderado as forças de massa ,entretanto neste trabalho nãoserão onsideradas, �gura (3.1).

Figura 3.1: Problema elástio disretizado em elementos de ontorno e élulas dedomínioLogo o ontorno Γ se esreve omo:
Γ =

NE∑

m=1

Γm (3.1)e os desloamentos e as forças, no elemento genério Γn, serão aproximadas por:
uk(q) = φl(q)u

l
k (3.2)

Pk(q) = φl(q)P
l
k (3.3)onde q ∈ Γn, φl são as funções de interpolação para l = 1, 2.As funções de interpolação, a ser onsideradas neste trabalho, são de ordemlinear, e dados por:

φ1 =
1

2
(1 − ξ) φ2 =

1

2
(1 + ξ) − 1 ≤ ξ ≤ 1 (3.4)



40 3.1. Disretização da Equação Somiglianaque são as fórmulas de Lagrange de grau 1.Substituindo as equações (3.2) e (3.3), na equação Somigliana (2.63), temos:
cik(s)uk(s) = −

NE∑

m=1

∫

Γm

P ∗

ik(s, q)φl(q)dΓ(q)ulk(q) (3.5)
+

NE∑

m=1

∫

Γm

u∗ik(s, q)φl(q)dΓ(q)P l
k(q)ou:

cik(s)uk(s) = −
NE∑

m=1

hlmik u
l
k +

NE∑

m=1

glmik P
l
k (3.6)sendo:

hlmik =

∫

Γm

P ∗

ik(s, q)φl(q)dΓ(q) (3.7)
glmik =

∫

Γm

u∗ik(s, q)φl(q)dΓ(q) (3.8)em que:
m: denota o m-ésimo elemento
k: in�uênia na direção do eixo
l : nó
i : direção da arga unitáriaA onvergênia dos somatórios em (3.6) será visto no apítulo 5.Agrupando os termos em omum, a equação (3.6) esreve-se omo

NE∑

m=1

H(s,m)Um =

NE∑

m=1

G(s,m)Pm (3.9)onde
H(s,m) =





Ĥ(s,m) se s /∈ Γm

1
2

+ Ĥ(s,m) se s ∈ Γm
(3.10)



3.1. Disretização da Equação Somigliana 41Apliando a equação (3.9), a todos os nós do ontorno, obtêm-se um sistemalinear de equações, que em forma matriial pode-se esrever omo:
HU = GP (3.11)sendo as matrizes H e G da ordem 2N × 2N (N é o número de nós do ontorno).Com as ondições de ontorno, o sistema linear de equações (3.11) esreve-seomo:
AX = B (3.12)onde X é o vetor de inógnitas, formado por forças de superfíie ou desloamentos.Note-se que a matriz H em (3.10), apliada em todos os nós do ontorno é:

H =




Ĥ(s1, 1) Ĥ(s1, 2) ... Ĥ(s1, NE)

Ĥ(s2, 1) Ĥ(s2, 2) ... Ĥ(s2, NE)

... ... ... ...

Ĥ(sn, 1) Ĥ(sn, 2) ... Ĥ(sn, NE)




(3.13)
onde Ĥ(si, m) denota a matriz de integração do ponto fonte si ao elemento m. Elaé uma matriz 2 × 4 ujos elementos são as funções integráveis hlmij , dadas em (3.7).Em forma explíita:

Ĥ(si, m) =



 h1m
11 h1m

12 h2m
11 h2m

12

h1m
21 h1m

22 h2m
21 h2m

22



 (3.14)
No aso da matriz G na equação (3.11), ela é alulada de modo similar que a

H , onde as submatrizes em G são:
Ĝ(si, m) =


 g1m

11 g1m
12 g2m

11 g2m
12

g1m
21 g1m

22 g2m
21 g2m

22


 (3.15)ujos elementos são as funções integráveis glmij , dadas em (3.8).



42 3.2. Solução Analítia das Integrais para a equação de Desloamento3.2 Solução Analítia das Integrais para a equaçãode DesloamentoNeste trabalho as integrais das submatrizes (3.14) e (3.15), são aluladas analítia-mente. Temos dois asos, as integrais são singulares e não singulares.3.2.1 Singular-Ponto fonte no elementoa) Ponto fonte oinide om o ponto iniial do elemento;b)Ponto fonte oinide om o ponto �nal do elemento;)Ponto fonte é nó dulplo;Resolvemos as integrais sem mudança de oordenadas. Como exemplo, mostramosparte(a).Calulamos um dos elementos da submatriz (3.14), para o ponto fonte s, ele-mento 1, �gura 3.2. Seja o elemento a alular h21
12:

Figura 3.2: Ponto fonte oindie om o nó do elementoPor ortogonalidade temos que
∂r

∂n
= 0os osenos diretores são dados por

η1 = cos(n̄, X) η2 = cos(n̄, Y ) (3.16)
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logo

η1 = cos θ η2 = sin θ (3.17)
r,1 = − sin θ r,2 = − cos θ (3.18)as funções de forma são dadas por:
φ1 = 1 − r

l
φ2 =

r

l
(3.19)onde l é o tamanho do elemento.Substituindo os valores na solução fundamental (2.39), temos:

P ∗

12 = − 1

4π(1 − ν)r

[
(2r,1 r,2 )

∂r

∂n
− (1 − 2ν)(r,1 η2 − r,2 η1)

] (3.20)
P ∗

12 = − 1

4π(1 − ν)r

[
−(1 − 2ν)(− sin θ sin θ − cos θ cos θ)

] (3.21)
P ∗

12 = − 1

4π(1 − ν)r
(1 − 2ν) (3.22)Calulamos a integral

h21
12 =

∫

Γ

P ∗

12φ2dΓ (3.23)o aminho de integração Γ é a trajetória do r, que varia do nó iniial 1 até o nó �nal2. Substituindo as equações (3.22) e (3.19) em (3.23) temos:
h21

12 =

∫ l

0

− 1

4π(1 − ν)r
(1 − 2ν)

r

l
dr (3.24)

h21
12 = − (1 − 2ν)

4π(1 − ν)
(3.25)



44 3.2. Solução Analítia das Integrais para a equação de DesloamentoNo aso da submatriz (3.15), para o ponto fonte s, elemento 1, �gura 3.2. Sejao elemento a alular g11
11:

g11
11 =

∫
u∗11φ1dΓ (3.26)Substituindo os valores na solução fundamental (2.37), temos:

u∗11 =
1

8πG(1 − ν)

[
−(3 − 4ν) ln r + r,1 r,1

] (3.27)logo
g11
11 =

∫ l

0

1

8πG(1 − ν)

[
− (3 − 4ν) ln r + r,1 r,1

]
(1 − r

l
)dr (3.28)

g11
11 =

1

8πG(1 − ν)

[
−(3 − 4ν)(l ln l − l) + (3 − 4ν)(

l

2
ln l − l

4
) + r2

,1l −
r2
,1l

2

] (3.29)
g1
11 =

l

16πG(1 − ν)

[
(3 − 4ν)(

3

2
− ln l) + r2

1

] (3.30)3.2.2 Não Singular-Ponto fonte fora do elementoa)Ponto fonte não alinhado om o elemento: usamos mudança de eixos na geometriab)Ponto fonte alinhado e atrás do elemento)Ponto fonte alinhado e na frente do elementoMostramos omo exemplo parte (a). Calulamos a integral h11
11:

h1
11 =

∫

Γ

P ∗

11φ1dΓ (3.31)As funções de interpolação são dadas por:
φ1 = 1 − Γ

l
φ2 =

Γ

l
(3.32)
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Figura 3.3: Ponto fonte fora do elementosendo Γ o aminho de integração, l é o tamanho do elemento a ser integrado. Deaordo om �gura (3.3), temos:
sin θ =

ȳ − ȳs
R

(3.33)
ȳ − ȳ1 − ȳs = R sin θ − ȳ1 (3.34)omo o aminho de integração é Γ = ȳ − ȳ1, logo temos que:

Γ = R sin θ − ȳ1 + ȳs (3.35)seja h a distânia do ponto fonte s ao elemento. Então podemos esrever:
Γ = h tan θ + ȳs − ȳ1 (3.36)e

dΓ =
h

cos2
dθ (3.37)



46 3.2. Solução Analítia das Integrais para a equação de Desloamento
logo as funções de interpolação podem ser esritas omo:

φ1 = 1 − h tan θ + ȳs − ȳ1

l
(3.38)

φ2 =
h tan θ + ȳs − ȳ1

lNa �gura (3.3), r = R, que é a distânia entre o ponto fonte s e o ponto P , doelemento a ser integrado, logo:
r =

√
(x̄p − x̄s)2 + (ȳp − ȳs)2 (3.39)também temos:

r,1 =
∂r

∂x
r,2 =

∂r

∂y
(3.40)

r,1 = cos θ r,2 = sin θ (3.41)Os osenos diretores sao de�nidos omo:
η1 = cos(n̄, x̄) η2 = cos(n̄, ȳ) (3.42)logo

η1 = 1 η2 = 0 (3.43)e
r,n =

∂r

∂n
(3.44)logo

r,n = cos θ (3.45)



3.3. Sistema de Equações para a Equação de Força de Superfíie 47Substituindo os valores na solução fundamental (2.39), temos:
P ∗

11 = − 1

4π(1 − ν)r

[
[(1 − 2ν) + 2r,1 r,1 ]

∂r

∂n
− (1 − 2ν)(r,1 n1 − r,1 n1)

] (3.46)
P ∗

11 = − 1

4π(1 − ν)r

[
[(1 − 2ν) + 2 cos2 θ] cos θ − (1 − 2ν)(cos θ − cos θ)

] (3.47)
P ∗

11 = − cos θ

4π(1 − ν)h

[
(1 − 2ν) + 2 cos2 θ

]
cos θ (3.48)Substituindo os valores respetivos em h11

11, temos:
h11

11 =

∫ θ2

θ1

− cos2 θ

4π(1 − ν)h

[
(1 − 2ν) + 2 cos2 θ

][
1 − h tan θ + ȳs − ȳ1

l

]
h

cos2
dθ (3.49)seja

K = 4π(1 − ν) Q = 1 − 2νresolvendo a integral
h1

11 = − 1

K

[(
(1 − ys − y1

l
)θ +

h

l
ln(cos θ)

)
Q (3.50)

+ (θ + sin θ cos θ)(1 − ys − y1

l
) +

h

l
cos2 θ

]

3.3 Sistema de Equações para a Equação de Forçade SuperfíiePara obter uma solução aproximada de (2.87), dos ampos de fronteiradesonheidos, divida-se o ontorno Γ em NE elementos omo em (3.1) eaproxime-se os ampos de desloamento e força de superfíie omo em (3.2) e (3.3)



48 3.3. Sistema de Equações para a Equação de Força de Superfíierespetivamente. Por simpliidade, no manuseio das integrais, esreveremos a equa-ção (2.87) da seguinte maneira:
1

2
Pi = −nj ·

∫

Γ

SijkukdΓ + nj ·
∫

Γ

DijkPkdΓ (3.51)desenvolvendo em j:
1

2
Pi = −

(
n1

∫

Γ

Si1kukdΓ + n2

∫

Γ

Si2kukdΓ

) (3.52)
+

(
n1

∫

Γ

Di1kPkdΓ + n1

∫

Γ

Di2kPkdΓ

)disretizando:
1

2
Pi = −

(
n1

NE∑

m=1

∫

Γm

Si1kφldΓu
l
k + n2

NE∑

m=1

∫

Γm

Si2kφldΓu
l
k

) (3.53)
+

(
n1

NE∑

m=1

∫

Γm

Di1kφldΓP
l
k + n2

NE∑

m=1

∫

Γm

Di2kφldΓP
l
k

)

por simpliidade nas equações, desenvolvemos somente o primeiro grupo da equação(3.53), para o segundo grupo �a pareido:
1

2
Pi = −

[
n1

(NE∑

m=1

∫

Γm

Si1kφ1dΓu
1
k +

NE∑

m=1

∫

Γm

Si1kφ2dΓu
2
k

) (3.54)
+ n2

(NE∑

m=1

∫

Γm

Si2kφ1dΓu
1
k +

NE∑

m=1

∫

Γm

Si2kφ2dΓu
2
k

)]
+ · · ·Seja:

Slmijk =

∫

Γm

SijkφldΓ (3.55)substituindo a equação (3.55) em (3.54):
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1

2
Pi = −

[
n1

( NE∑

m=1

S1m
i1ku

1
k +

NE∑

m=1

S2m
i1ku

2
k

) (3.56)
+ n2

( NE∑

m=1

S1m
i2ku

1
k +

NE∑

m=1

S2m
i2ku

2
k

)]
+ · · ·desenvolvendo em k:

1

2
Pi = −

[
n1

(NE∑

m=1

S1m
i11u

1
1 +

NE∑

m=1

S1m
i12u

1
2 (3.57)

+
NE∑

m=1

S2m
i11u

2
1 +

NE∑

m=1

S2m
i12u

2
2

)

+ n2

(NE∑

m=1

S1m
i21u

1
1 +

NE∑

m=1

S1m
i22u

1
2

+
NE∑

m=1

S2m
i21u

2
1 +

NE∑

m=1

S2m
i22u

2
2

)]
+ · · ·agrupando e pondo em evidênia o desloamento:

1

2
Pi = −

[(
n1

NE∑

m=1

S1m
i11 + n2

NE∑

m=1

S1m
i21

)
u1

1 (3.58)
+

(
n1

NE∑

m=1

S1m
i12 + n2

NE∑

m=1

S1m
i22

)
u1

2

+

(
n1

NE∑

m=1

S2m
i11 + n2

NE∑

m=1

S2m
i21

)
u2

1

+

(
n1

NE∑

m=1

S2m
i12 + n2

NE∑

m=1

S2m
i22

)
u2

2

]



50 3.3. Sistema de Equações para a Equação de Força de Superfíiedesenvolvemos para NE = 1, o resto �a análogo:
1

2
P1 = −

(
(n1S

11
111 + n2S

11
121)u

1
1 + (n1S

11
112 + n2S

11
122)u

1
2 (3.59)

+ (n1S
21
111 + n2S

21
121)u

2
1 + (n1S

21
112 + n2S

21
122)u

2
2

)
+ · · ·

1

2
P2 = −

(
(n1S

11
211 + n2S

11
221)u

1
1 + (n1S

11
212 + n2S

11
222)u

1
2 (3.60)

+ (n1S
21
211 + n2S

21
221)u

2
1 + (n1S

21
212 + n2S

21
222)u

2
2

)
+ · · ·agrupando em forma matriial:




1
2
P1

1
2
P2


 = − (3.61)


 n1S

11
111 + n2S

11
121 n1S

11
112 + n2S

11
122 n1S

21
111 + n2S

21
121 n1S

21
112 + n2S

21
122

n1S
11
211 + n2S

11
221 n1S

11
212 + n2S

11
222 n1S

21
211 + n2S

21
221 n1S

21
212 + n2S

21
222








u1
1

u1
2

u2
1

u2
2





+ · · ·

esrevendo em forma simpli�ada:



1
2
P1

1
2
P2


 = −


 s1

11 s1
12 s2

11 s2
12

s1
21 s1

22 s2
21 s2

22








u1
1

u1
2

u2
1

u2
2





+ · · · (3.62)
A matriz de integração 2 × 4, do ponto fonte s ao elemento 1, na equação (3.62)denotamos por:

H̃(s, 1) =


 s1

11 s1
12 s2

11 s2
12

s1
21 s1

22 s2
21 s2

22


 (3.63)



3.4. Solução Analítia das Integrais para a Equação de Forças de Superfíie 51Identiamente a matriz de integração 2 × 4, do ponto fonte s ao elemento 1,do segundo grupo da equação (3.53) vamos denotar omo:
G̃(s, 1) =


 d1

11 d1
12 d2

11 d2
12

d1
21 d1

22 d2
21 d2

22


 (3.64)em geral para todos os elementos:

1

2
Pi = −

NE∑

m=1

H̃(s,m)Um +
NE∑

m=1

G̃(s,m)Pm (3.65)agrupando
NE∑

m=1

H̃(s,m)Um =

NE∑

m=1

G(s,m)Pm (3.66)temos o sistema de equações
H̃U = GP (3.67)apliando as ondições de ontorno:
AX = B (3.68)onde o vetor X é formado por forças de superfíie e desloamentos.3.4 Solução Analítia das Integrais para a Equaçãode Forças de SuperfíieAs integrais nas matrizes H̃ e G̃, dada pelas equações (3.63) e (3.64) respetivamente,foram aluladas, neste trabalho, analitiamente. Os dois tipos de integrais queapareem na matriz H̃ e G̃ são:
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Slmijk =

∫

Γm

SijkφldΓ e Dlm
ijk =

∫

Γm

DijkφldΓ (3.69)onde l é igual a 1 ou 2 para denotar a função de forma a ser usada. Os valores quepreisamos para montar a matriz G̃, podem ser resumidas na seguinte matriz:
D =




D1m
111 D1m

112 D2m
111 D2m

112

D1m
121 D1m

122 D2m
121 D2m

122

D1m
221 D1m

222 D2m
221 D2m

222


 (3.70)

Identiamente para H̃. Como ilustração alulamos a integral para D11
111 :

D11
111 =

∫

Γ1

D111(s, q)φ1dΓ(q) (3.71)Substituindo os valores em (2.73) temos que:
D111 =

1

4π(1 − ν)r

[
(1 − 2ν)(r,1 +r,1 −r,1 ) + 2r,1 r,1 r,1

] (3.72)seja:
M = [(1 − 2ν)(r,1 +r,1 −r,1 ) + 2r,1 r,1 r,1 ] (3.73)então temos que:

D11
111 =

∫

Γ1

M

4π(1 − ν)r
φ1dΓ (3.74)para o elemento Γ1, suponhamos que tenha tamanho l, de nós 1 e 2 e ponto fonte stal omo mostra a �gura (3.4):
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Figura 3.4: Ponto fonte no ontornoDividimos o elemento Γ1 em dois segmentos. A distânia de s ao nó 1 é a, ea distânia de s ao nó 2 é b. A função de aproximação φ1 para o lado esquerdo edireito respetivamente são dados por:
φ1E =

b+ r

l
e φ1D =

b− r

l
(3.75)logo:

D1
111 = lim

ǫ→0

∫ a

ǫ

D111φ1Edr + lim
ǫ→0

∫ b

ǫ

D111φ1D(−dr) (3.76)
D1

111 = lim
ǫ→0

∫ a

ǫ

M

4π(1 − ν)r
(
b+ r

l
)dr + lim

ǫ→0

∫ b

ǫ

M

4π(1 − ν)r
(
b− r

l
)(−dr) (3.77)

D1
111 =

(
M

4π(1 − ν)l

)
lim
ǫ→0

(∫ a

ǫ

(
b+ r

r
)dr −

∫ b

ǫ

(
b− r

r
)dr

) (3.78)
D1

111 =

(
M

4π(1 − ν)l

)
lim
ǫ→0

(
b ln a+ a− b ln ǫ− ǫ− b ln b+ b+ b ln ǫ− ǫ

) (3.79)
D1

111 =
1

4π(1 − ν)l

[
(1 − 2ν)r,1 +2r,1 r,1 r,1

][
b(ln a− ln b+ 1) + a

] (3.80)



54 3.5. Sistema de Equações Algébrias para Fratura Elástia Linear3.5 Sistema de Equações Algébrias para FraturaElástia LinearPara modelagem da fratura elástia linear pode-se usar apenas o sistema linear deequações de desloamento (3.6) ou apenas as equações de força de superfíie (3.56),para δ 6= 0 (su�ientemente pequeno), para evitar a singularidade. Ver �gura (3.6).

Figura 3.5: Chapa om TrinaNo aso de δ = 0, pode-se usar as duas equações (3.11) e (3.67) para nósopostos da fratura levando, portanto ao método dos elementos de ontorno dualusualmente empregado na análise da fratura, ver �gura (3.6).

Figura 3.6: Chapa om Trina-Método DualO sistema de equações para modelagem de fratura elástia linear para os dois



3.5. Sistema de Equações Algébrias para Fratura Elástia Linear 55asos: δ 6= 0 e δ = 0, pode-se representar da seguinte maneira:


 [H ]CC [H ]CF

[H ]FC [H ]FF









{U}
{U}F



 =



 [G]CC [G]CF

[G]FC [G]FF









{P}
{P}F



 (3.81)

os sub-índies das sub-matrizes em (3.81) denotam:
F : trina
CC: integração do ontorno no ontorno;
CF : integração do ontorno na trina;
FC: integração da trina no ontorno;
FF : integração da trina na trina;
{P}F = 0A seguir apresentam-se algumas ténias que onstam na literatura para mo-delagem de fratura elástia linear.3.5.1 Método Função de GrennUma forma espeial da solução fundamental, baseado nas funções de Green paraproblemas de fratura, é usado por Snyder e Cruse [67℄. Modelar fratura não é maisneessário, já que a solução fundamental tem a forma exata para fratura. A desvan-tagem é que a exatidão deste método esta limitado só para o aso bidimensional.3.5.2 Método de Desontinuidade de DesloamentoNeste método o par de pontos que oinidem sobre a superfíie da trina é substituídopor um únio ponto fonte. Embora seja relativamente melhor, novas variáveis sãointroduzidas sobre as integrais de ontorno. Ver os trabalhos de Crouh [15℄.



56 3.5. Sistema de Equações Algébrias para Fratura Elástia Linear3.5.3 Método de Sub-RegiãoEste método é implementado introduzindo um ontorno arti�ial no domínio, detal maneira que permita onetar a trina e o ontorno. O novo domínio �aradividido em sub-regiões sem trina. Ver os trabalhos de Blandford et al. [8℄. Estemétodo envolve uma formulação por multi-regiões, a qual pode ser desenvolvidadesde o método dos elementos de ontorno. Para que o problema �que ompleta-mente determinado é neessário que se aplique as ondições de equilíbrio de forçase ompatibilidade de desloamentos na interfae. A prinipal desvantagem está naimplementação para um proedimento automátio, posto que o ontorno arti�ialpreisa ser introduzido repetidamente a ada inremento da extensão da trina.3.5.4 Método dos Elementos de Contorno DualAs equações integrais de ontorno, de desloamento e forças de superfíie, onstituemas equações duais para o método dual dos elementos de ontorno. Ver os trabalhosde Portela, Aliabadi e Rooke [55℄. Este método supera a di�uldade de modelara fratura quando dois pontos fontes oinidem no mesmo aminho de integração,neste aso, são apliadas as equações de desloamento (2.63), para pontos fontessobre uma das superfíies da trina, e a equação de forças de superfíie (2.87) éapliada na outra superfíie da trina.Nos exemplos apresentados neste trabalho, para a modelagem da fratura elás-tia linear, o método Dual dos Elementos de Contorno é o adotado. Na desonti-nuidade usa-se nó duplo.



Capítulo 4
Meânia da Fratura Elástia Linear
Primeiramente neste apítulo são apresentados os oneitos básios da meânia dafratura elástia linear em duas dimensões.Posteriormente são mostrados dois dos diferentes métodos de extração dosfatores de intensidade de tensão, o método de Correlação de Desloamentos e aIntegral-J. Um tereiro método, proposto por Maiel [43℄, é apresentado no �nal doapítulo.Neste trabalho optou-se pela ténia de Correlação de Desloamentos paraa extração dos fatores de intensidade de tensão. Um segundo método, propostopor Maiel, é implementado para efeito de omparação. No álulo dos ângulos depropagação foi usado o ritério da máxima tensão prinipal. O tamanho do elementoé efetuado por meio de um proedimento que minimiza o erroNo desenvolvimento deste apítulo foram onsultados os seguintes trabalhos:N. Salgado [65℄, D. Broek [10℄, A. Portela [56℄.4.1 Meânia da FraturaEntende-se por fratura a superfíie resultante da propagação instável de uma trina.Este proesso de propagação denomina-se fraturamento.À formação da trina é o resultado do proesso evolutivo de miro-�ssuraçãoque é hamada de dani�ação. Essenialmente, a Meânia da Fratura ignora a57



58 4.1. Meânia da Fraturadani�ação prévia à formação da trina e estuda as ondições sob as quais a trinapode tornar-se instável e onduzir à ruptura.4.1.1 Propagação da trina baseado no ritério Energétio deGri�thO balanço de energia serve de base na formulação de um ritério para a propagaçãode trina. Segundo Gri�th, a ondição neessária para a propagação da trina éque o sistema possa disponibilizar a quantidade de energia a ser despendida parao aumento de sua superfíie atual, Broek [10℄. Num proesso puramente meânio,em um determinado instante e a temperatura onstante, as formas de energia queintervem no fen�meno são:
• Energia potenial das argas externas: W(t);
• Energia inétia: K(t);
• Energia de deformação elástia do sólido: U(t);
• Energia requerida para formar uma superfíie S de fratura Γ(t);Supondo que num erto instante prevaleça uma ondição de propagação datrina, entre as taxas das formas de energia envolvidas deve valer a seguinte relação:

Ẇ = U̇ + K̇ + Γ̇ (4.1)Como a taxa de ada parela de energia, durante a propagação, é deorrenteda variação da superfíie da trina temos:
Ẇ =

dW

dS

dS

dtlogo a relação (4.1) pode-se esrever omo:
dW

dS
=
dU

dS
+
dK

dS
+
dΓ

dS
(4.2)



4.1. Meânia da Fratura 59Para o aso plano em que a trina iniialmente tem omprimento 2a e espessura
b = cte., temos que: dS = 2bda. Logo (4.2) pode-se esrever omo:

dW

da
=
dU

da
+
dK

da
+
dΓ

da
(4.3)Oorrendo a propagação da trina, a variação da energia inétia é positiva, logotemos:

dW

da
− dU

da
− dΓ

da
≥ 0 (4.4)ou

d(W − U)

da
≥ dΓ

da
(4.5)Assim um ritério para araterizar a propagação da trina estabelee quequando o primeiro membro de (4.5) (energia de deformação dissipada no volume doorpo) é igual ao segundo (energia super�ial riada para formar duas novas faesda fratura) não existe propagação; aso seja maior oorre propagação.A variação de energia globalmente disponibilizada pelo sistema para promoverum resimento unitário da trina é de�nido por:

G =
d(W − U)

da
(4.6)Por outro lado, a variação de energia que a trina exige para apresentar um resi-mento unitário é de�nido por:

R =
dΓ

da
(4.7)4.1.2 Propagação da trina baseado na aproximação porCampo de TensõesConsidere-se uma hapa num meio in�nito de omportamento elástio, ontendouma trina om ponta aguda, nas proximidades da qual pretende-se determinaras distribuições de desloamentos, tensões e deformações para uma determinadasoliitação.



60 4.1. Meânia da FraturaIrwin [31℄ em 1957 estudou o problema de ampo de tensões ao redor de umaponta da trina, usando a teoria da elastiidade linear, e obteve soluções para asdistribuições de tensões na ponta da trina. Primeiramente onsidere-se uma hapaarbitrária, om arregamento arbitrário, ontendo uma trina de tamanho arbitráriotal omo mostra a �gura (4.1):

Figura 4.1: Campo de Tensão perto da Ponta da TrinaAs soluções para as distribuições de tensões na ponta da trina, são dadasomo uma expansão em series na forma:
σij(r, θ) =

K√
2πr

fij(r, θ) + outros termos i, j = 1, 2 (4.8)Em (4.8), σij são as tensões a uma distânia r da ponta da trina a um ângulo θom relação ao eixo 1(�gura 4.1), e fij são funções trigonométrias onheidas.Como a distânia r se aproxima de zero, o segundo termo da equação (4.8)(lado direito) não in�uenia, podendo ser negligeniada. A onstante K é onheidaomo Fator de Intensidade de Tensão.Em essênia o fator de intensidade de tensão é usado em meânia da fraturapara quanti�ar a magnitude da tensão ao redor da ponta da trina, dependendo dotamanho da trina, tipo de arregamento, geometria da estrutura, et.Em meânia da Fratura Elástia Linear, o omportamento da trina é deter-minado uniamente pelo fator de intensidade de tensão. Portanto é mais omum



4.1. Meânia da Fratura 61usar os valores rítios K (equação 4.8), ao inves de G (equação 4.6), para arate-rizar a resistênia do material à fratura. Logo um ritério de fraturamento, baseadono fator de intensidade de tensão, pode ser dado omo:
K ≥ KC (4.9)onde KC é um valor rítio, o qual depende do material, arregamento, geometria,et. Em resumo dizemos que a fratura oorrerá, quando o fator de intensidade detensão K, alança o valor rítio KC .Modos de deformaçãoPara araterizar os ritérios para propagação da trina, de�nem-se por onveni-ênia, três modos inematiamente independentes de movimento da superfíie dodefeito. A �gura (4.2) apresenta os três modos básios de deformação:

Figura 4.2: Modos de Fratura
• O modo I ou de abertura, orresponde ao movimento de abertura da trinaem direção perpendiular ao seu plano, por efeito de tensões de tração nessadireção;



62 4.1. Meânia da Fratura
• O modo II ou de esorregamento, orresponde ao esorregamento relativo entreas faes da trina por efeito de isalhamento na direção paralela à do defeito;
• O modo III ou de rasgamento, orresponde ao rasgamento relativo entre asfaes da trina por efeito de isalhamento na direção transversal à do defeito.O fator de intensidade de tensão pode ser deomposto sobre omponentes queestão relaionadas aos três modos básios de deformação. A notação para o fatorde intensidade de tensão geralmente inlui um sub-índie, que denota o modo dedeformação ao qual esta assoiado. Por exemplo, KI é o fator de intensidade detensão assoiado om o modo de deformação I.Um estado de deformação que apresente mais de um modo de deformação éhamada de modo misturado.Com a determinação dos valores K referentes a ada modo de deformação, KI ,

KII , KIII , �gura (4.2), em um material elástio linear, de�nem-se os ampos queregem o omportamento das tensões e desloamentos na região próxima à ponta datrina. Os valores KI , KII , KIII , também são utilizados na determinação da direçãoe veloidade om que a trina se propaga.Campos de TensãoNa teoria da fratura elástia linear o omportamento da trina é determinado uni-amente pelo fator de intensidade de tensão.Consideraremos só o primeiro termo da expansão da serie (4.8), já que o pri-meiro termo da equação (4.8) domina quando r se aproxima de zero, portanto osoutros termos podem ser negligeniados. Segundo Irwin [30℄, as tensões na pontada trina podem ser dadas por:
σ11 =

KI√
2πr

cos
θ

2
(1 − sin

θ

2
sin

3θ

2
) − KII√

2πr
sin

θ

2
(2 + cos

θ

2
cos

3θ

2
) (4.10)

σ12 =
KI√
2πr

cos
θ

2
(sin

θ

2
cos

3θ

2
) − KII√

2πr
cos

θ

2
(1 − sin

θ

2
sin

3θ

2
) (4.11)
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σ22 =

KI√
2πr

cos
θ

2
(1 + sin

θ

2
sin

3θ

2
) − KII√

2πr
(sin

θ

2
cos

θ

2
cos

3θ

2
) (4.12)e as omponentes do ampo de desloamentos assoiados são dados por:

u =
KI

G

√
r

2π
cos

θ

2

(
1

2
[κ− 1] + sin2 θ

2

) (4.13)
+
KII

G

√
r

2π
sin

θ

2

(
1

2
[κ+ 1] + cos2 θ

2

)

v =
KI

G

√
r

2π
sin

θ

2

(
1

2
[κ− 1] − cos2 θ

2

) (4.14)
+
KII

G

√
r

2π
cos

θ

2

(
1

2
[1 − κ] − sin2 θ

2

)onde G é o módulo de isalhamento ou módulo de elastiidade transversal, de�nidopor:
G =

E

2(1 + ν)
(4.15)sendo ν o oe�iente de Poisson, E o módulo de elastiidade longitudinal ou módulode Young.Para o estado plano de deformação temos que:

κ = 3 − 4ν (4.16)e no estado plano de tensão:
κ =

3 − 4ν

1 + ν
(4.17)



64 4.1. Meânia da Fratura4.1.3 Cálulo do fator de intensidade de tensãoExistem vários proedimentos que foram desenvolvidos para obter os fatores de in-tensidade de tensão. Enontram-se, partiularmente, muitos dos diferentes métodosem [53℄ e [54℄. No presente trabalho é implementada a ténia de Correlação deDesloamentos, que veremos a seguir na seguinte sub-sessão.Ténia de Correlação de DesloamentosConsidere-se uma hapa traionada ontendo uma pequena trina e dois pontos a e
b loalizados a uma mesma distânia da ponta da trina, mas em superfíies opostastal omo mostra a �gura (4.3).

Figura 4.3: Campo de desloamento ao redor da ponta da trinaA posição de qualquer ponto no sistema de oordenadas (x, y), em partiulardos pontos a e b, pode ser alulada no sistema de oordenadas polares (r, θ).Vamos denotar o desloamento no ponto a, omo (u1, v1) e o desloamento noponto b omo (u2, v2).Para ahar os fatores de intensidade de tensão KI e KII , pela ténia deorrelação de desloamentos, alulamos a diferença dos desloamentos entre ospontos a e b, usando as equações (4.13) e (4.14) para θ = π, �gura (4.4)
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Figura 4.4:
∆u = u1(r, π) − u2(r,−π) (4.18)
∆v = v1(r, π) − v2(r,−π) (4.19)No eixo x temos as seguintes omponentes:
u1(r, π) =

KII

2G

√
r

2π
[κ+ 1]

u2(r,−π) = −KII

2G

√
r

2π
[κ + 1]substituindo as omponentes u1 e u2 na equação (4.18) temos:

∆u =
KII

G

√
r

2π
[κ+ 1]Dessa forma:

KII =

√
2π

r

G

(κ+ 1)
∆u (4.20)No eixo y temos as seguintes omponentes:

v1(r, π) =
KI

2G

√
r

2π
[κ+ 1]
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v2(r,−π) = −KI

2G

√
r

2π
[κ + 1]substituindo as omponentes v1 e v2 na equação (4.19) temos:

∆v =
KI

G

√
r

2π
[κ + 1]Dessa forma:

KI =

√
2π

r

G

(κ + 1)
∆v (4.21)Integral-JUma outra ténia, para o álulo dos fatores de intensidade de tensão, é a Integral-J.Dada uma hapa em estado de equilíbrio, sujeita a ação de forças de superfíie

tj, e de desloamento uj, omo ilustra a �gura (4.5).

Figura 4.5:A integral-J desenvolvida por Rie [59℄ para o problema plano elástio foide�nida omo:
J =

∫

S

(Wn1 − tjuj,1)dS (4.22)sendo:
• W: Energia de deformação.
• uj: desloamento no ontorno.
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• tj: forças de super�ie.
• Γ: ontorno.
• S: ontorno perto da trina, orientada em sentido antihorario.Foi provado que a Integral-J possui o mesmo valor para todos os aminhos queenvolvem a região próxima à ponta da trina e fornee o valor da taxa de energiadisponibilizada para a propagação da trina.Mostrou-se que, para materiais elástios lineares, a taxa de energia G, o fatorde intensidade K e a Integral-J, estão relaionados da seguinte maneira:

G = J =
K2

E
(4.23)Para problemas de modos mistos é neessário desaoplar K sobre suas omponentes

K2 = K2
I +K2

II (4.24)Ishikawa et al. [32℄ desaoplaram a Integral-J omo:
Jm =

∫

S

(Wmn1 − tmj u
m
j,1)dS m = I, II (4.25)Uma vez desaoplada a Integral-J, os fatores de intensidade de tensão podem serobtidos da seguinte maneira:

JI =
K2
I

E
, JII =

K2
II

E
. (4.26)4.1.4 Ângulo de Propagação da TrinaExistem vários ritérios para estabeleer a direção de propagação da trina. Dentrodeles temos o ritério da Máxima Tensão Cirunferenial, desenvolvido por Erdogane Sih [18℄ e o ritério da taxa de Liberação de Energia, desenvolvido por Hussain etal. [28℄. Foi demonstrado por Nuismer [47℄ que os dois ritérios são equivalentes.O ritério da Máxima Tensão Cirunferenial proposto por [18℄, de�ne quea trina irá reser perpendiularmente a direção de atuação da máxima tensãoirunferenial presente na extremidade da trina.



68 4.1. Meânia da FraturaPara a determinação da formulação para o álulo do ângulo de propagação éneessária, iniialmente, a obtenção das relações que exprimem o estado de tensãona região próxima a extremidade da trina. Considere o ampo de tensões perto daponta da trina, em ondições tal omo mostra a �gura (4.1). As equações do ampode tensões, perto da ponta da trina, (4.10), (4.11), (4.12), podem ser rotaionadase expressas no sistema de oordenadas polares (r, θ) omo:Tensão irunferenial
σθθ =

1√
2πr

cos2 θ

2

[
KI cos

θ

2
− 3KII sin

θ

2

] (4.27)Tensão isalhante
σrθ =

1

2
√

2πr
cos

θ

2

[
KI sin θ +KII(3 cos θ − 1)

] (4.28)Sendo a direção prinipal, a direção na qual as tensões isalhantes são nulas, temosque:
σrθ = 0 (4.29)Por meio dessa ondição e da equação (4.28) tem-se que:

KI sin θ +KII(3 cos θ − 1) = 0 (4.30)�nalmente pela equação (4.30) o ângulo de propagação é dado omo:
θt = 2tan−1

[
1

4

(
KI

KII
±

√(
KI

KII

)2

+ 8

)] (4.31)sendo
−π

2
≤ θt ≤

π

2
. (4.32)



4.1. Meânia da Fratura 69Neste trabalho para o álulo do fator de intensidade de tensão foram usadasduas ténias: o método de orrelação de desloamento, e o método de Maiel [43℄.Os dois métodos foram usados omo uma maneira de omparar os valores aluladospor ambos.No método de [43℄ as tensões são aluladas em três pontos internos distantesda extremidade da trina a 1/8, 1/7, 1/6 de a, denominados pontos de extração, talomo ilustra a �gura (4.6).

Figura 4.6: Posição dos pontos internos em relação a trinaSendo θ = 0, as equações dos ampos de tensão (4.10), (4.11), (4.12) �amomo:
σ11 =

KI√
2πr

(4.33)
σ22 =

KI√
2πr

(4.34)
σ12 = − KI√

2πr
(4.35)portanto podemos onluir que:

KI = σ11

√
2πr (4.36)

KII = −σ12

√
2πr (4.37)



70 4.1. Meânia da FraturaUma vez alulado o ampo de tensões, são determinados os fatores de in-tensidade de tensão para os três pontos a 1/8, 1/7, 1/6 de a, pela seguinte mediaaritmétia, usando as equações (4.36) e (4.37):
(KI)final =

(KI) 1

8
a + (KI) 1

7
a + (KI) 1

6
a

3
(4.38)

(KII)final =
(KII) 1

8
a + (KII) 1

7
a + (KII) 1

6
a

3
(4.39)

Para o álulo dos ângulos de propagação foi adotado o ritério da máximatensão prinipal, usando as equações (4.31) e (4.32).Metodologia para resimento das trinasPara o tamanho do elemento de propagação da trina, foi proposto um ritériode omparação, que pode-se expliar da seguinte maneira: uma vez alulado oângulo de propagação θi+1 para o elemento iniial Li+1, e o ângulo de propagação
θi para a metade do elemento iniial, isto é, Li = Li+1

2
, são omparados os ângulosde propagação |θi+1 − θi|, se a diferença fosse menor que uma tolerânia, então otamanho a ser propagado é Li+1, aso ontrario, onsidera-se omo elemento iniialo tamanho Li, e se repete o proesso.



Capítulo 5
Formulação Proposta para Análisede Erro no MEC
Neste apítulo primeiramente se faz uma breve revisão da teoria do erro, mostrando-se algumas das ténias de re�namento adaptativo. Posteriormente o erro a seronsiderado foi estimado a partir de normas onde se onsideraram: a variação apro-ximada dos desloamentos, a variação das forças de superfíie e a variação da energiade deformação do sistema, alulada om a sua integração sobre o ontorno.No desenvolvimento deste apítulo foram onsultados os seguintes trabalhos:J. C. Miranda-Valenzuela e Mui-Kühler [44℄, P. G. Sampaio Viola Parreira [66℄,R. B. Willmersdorf [74℄.5.1 Ténias de Re�namento AdaptativoA apliação de uma disretização na equação Somigliana (2.63), onduz a um sistemalinear de equações algébrias, uja solução é a solução aproximada do problema. Umdos problemas fundamentais do Método dos Elementos de Contorno, omo qualquerténia numéria, é de assegurar que a solução aproximada onvirja para a soluçãoexata.A solução aproximada apresenta diferentes tipos de erro e podem-se dividirem: 71



72 5.1. Ténias de Re�namento Adaptativo
• Erros de aproximação da fronteira
• Erros Numérios
• Erros de InterpolaçãoOs erros de aproximação da fronteira aonteem sempre que esta apresente umageometria irregular. Este tipo de erro pode ser minorado fazendo uma disretizaçãomais re�nada onde a geometria é irregular, utilizando um proesso de interpolaçãoda própria geometria.De�nindo-se uma aproximação para a geometria da nova fronteira, a soluçãopode ser sempre analisada em relação ao novo problema, de�nido sobre esta novageometria.Os erros numérios são devido aos erros de trunamento e de arredondamento,que oorrem nas diferentes operações aritmétias de preisão �nita em omputador,omo no álulo numério das integrais, neessários para formar os sistemas deequações. Este tipo de erro pode ser minorado utilizando variáveis de dupla preisãoe reorrendo a proessos de integração mais so�stiados.Neste trabalho o álulo das integrais foi desenvolvido analitiamente, paraminorar este tipo de erro, porém não eliminado, seguindo as idéias desenvolvidaspor Foltran [19℄.Os erros de interpolação são próprios ao proesso de disretização utilizado edepende do grau de aproximação dos ampos do ontorno. No método dos Elementosde Contorno a disretização é dada em elementos (elementos de ontorno) e nós.Para minorar o erro, deverão ser utilizados sistemas om maior número de graus deliberdade e o grau de aproximação dos ampos deverá ser ada vez maior.Uma boa resposta na solução do sistema linear de equações, depende da formaomo o ontorno é disretizado. Portanto o tipo de elementos usado na malha, seunúmero e sua distribuição são parâmetros muito importantes que vão determinar aqualidade da solução.Foi observado que melhores resultados são obtidos, quando os elementos deontorno são onentrados em áreas onde a geometria muda rapidamente ou onde



5.1. Ténias de Re�namento Adaptativo 73espera-se que a solução mostre fortes variações. Para obter soluções numérias on-�áveis os estudos voltaram-se na direção de ahar metodologias apazes de exeutaresta tarefa automatiamente.Iniia-se o problema a partir de uma malha grossa e, sistematiamente re�na-sea disretização de uma forma iterativa de aordo om algum ritério. Essa meto-dologia é onheida omo ténia de malha adaptativa, que são proedimentos quemelhoram iterativamente a malha, de um problema dado, de uma maneira automá-tia, até que a solução para o problema esteja abaixo de um erro presrito.A ténia de malha adaptativa pode ser dividida em:1. Indiador de erro2. Estimador de erro3. Estratégia adaptativa5.1.1 Indiador de erroO indiador de erro é uma medida de erro loal, que me diz onde é que o re�no damalha é mais e�az, isto é, os elementos são re�nados quando seus erros são altosom respeito a um valor de referênia presrito.Por exemplo, seja λi o erro no elemento i, o valor de referênia λ pode serde�nido omo a média de todos os erros na malha.
λ =

∑NE
i=1 λi
NEonde NE é o número de elementos da malha.Ou também pode-se de�nir omo:

λ = η max{λi : 1 ≤ i ≤ NE}; 0 < η < 1. (5.1)Para simpli�ar o proesso de deisão, pode ser também útil normalizar osvalores do indiador de erro da malha:
λ̂i =

λi
max{λi : 1 ≤ i ≤ NE} . (5.2)



74 5.1. Ténias de Re�namento AdaptativoO indiador de erro apresenta dois prinipais asos gerais que podem ser on-siderados. No primeiro aso, o indiador de erro depende de uma quantidade, e nosegundo, depende de duas quantidades diferentes.Enquanto o indiador de erro, formulado exatamente em termos de uma quantidade,pode ser omparado diretamente, indiadores de erro dados em termos de quanti-dades diferentes não podem. Neste último aso, duas possíveis soluções existem,em uma ompara-se o indiador de erro de quantidades diferentes separadamente ena outra uni�am-se ambas as lasses de indiadores de erro, assim elas podem seromparadas diretamente. Este método pode ser visto em Kamiya and Kawaguhi[33℄ [34℄.No problema elástio, o indiador de erro pode ser formulado em termos dedesloamento ou de força.A seguir, damos um ritério de seleção para problemas em que o indiador deerro depende de uma quantidade e de duas quantidades diferentes.Indiador de erro alulado em termos de uma quantidadeEm modelos om múltiplas regiões, um uidado espeial terá que ser tomado nasinterfaes, devido a que os valores dos indiadores de erro são diferentes de umasub-região para outra, já que as propriedades materiais podem ser diferentes.Quatro asos serão mostrados de forma geral:1. Um únio valor para o indiador de erro é disponível no elemento.2. O elemento tem dois valores para o indiador de erro um para ada sub-região.O valor maior é tomado para representar o elemento.3. O valor de referênia pode ser relativo. Neste aso o valor do indiador de errono elemento deve ser normalizado, usando o valor máximo para o indiador deerro na sub-região a qual pertençe.4. O valor de referênia é relativo e o elemento está sobre a interfae. Neste aso oelemento tem dois valores para o indiador de erro, uma para ada sub-região.



5.1. Ténias de Re�namento Adaptativo 75Cada valor do indiador de erro deve ser normalizado usando o valor máximodo indiador de erro orrespondente ao elemento na sub-região para o qual oindiador de erro é onsiderado. O valor normalizado maior é tomado omorepresentante para o elemento.Indiador de erro alulado em termos de duas quantidadesA modo de ilustração onsidere-se o problema de ondução de alor (temperaturae �uxo), que apresenta algumas di�uldades de omo se alular os indiadoresde erro em termo de duas quantidades diferentes, que não podem ser omparadasdiretamente. De�na-se omo λT o indiador de erro baseado em temperatura e λqo indiador de erro baseado em �uxo.Quatro asos serão mostrados de forma geral:1. Existe um únio valor a ser onsiderado λT ou λq dependendo das ondiçõesde ontorno impostas sobre o elemento.2. Dois valores são disponíveis λT e λq. Ambos os erros são omparados omseus orrespondentes valores de referênia. O valor relativo maior será tomadoomo representante para o elemento.3. O erro a ser onsiderado pode ser λT ou λq dependendo das ondições deontorno impostas sobre o elemento. O indiador de erro que foi eleito deveráser normalizado usando o valor máximo do indiador de erro na sub-regiãoa qual o elemento pertene. Uma vez normalizada ela pode ser usada omorepresentante do elemento.4. Quatro valores para o indiador de erro estão disponíveis: λT1
, λT2

, λq1, λq2onde os índies indiam que o indiador de erro pertene a diferentes sub-regiões. Embora as ondições de equilíbrio e ontinuidade na interfae resul-tem em λT1
= λT2

, λq1 = λq2, ada valor preisa ser normalizado independen-temente. Pode-se fazer a normalização usando o valor máximo do indiadorde erro para a mesma quantidade da região a qual o erro pertene. Uma vez



76 5.1. Ténias de Re�namento Adaptativonormalizado, os quatro valores são omparados e o maior valor é tomado omorepresentante para o elemento.5.1.2 Estimador de erroO estimador de erro fornee através do indiador de erro, uma medida de erro global,de�nindo até quando o re�no da malha é neessário.5.1.3 Estratégia AdaptativaNa deisão de quais elementos preisa-se melhorar, está baseada o valor do indiadorde erro. Ele india o nível de erro que ada elemento exibe e quando é neessária amelhora (re�no) da disretização, isto é, omparando o valor do indiador de erroom um valor de referênia.Pode-se onsiderar o seguinte esquema para deidir quando re�nar os elementos:1. Melhorar todos os elementos ujo valor para o indiador de erro λi é maiorque o estimador de erro.2. Comparar o valor de referênia do indiador de erro λ̂i, om uma onstante
α ∈< 0, 1 > e melhorar todos os elementos ujo valor de λ̂i é maior que α.3. Comparar o valor de λi om o valor de referênia e melhorar todos os elementosem que o indiador de erro é maior que o valor de referênia.Uma vez que for esolhido o ritério de quais elementos preisam ser modi�-ados, onseguintemente pode-se ver, omo esses elementos podem ser modi�adospara melhorar a malha. Em geral existem três métodos básios para melhorar amalha:Método do tipo rO método r ou método de redistribuição onsiste em manter ambos, o número totalde elementos e a ordem da função de interpolação invariante mas os pontos da malha



5.1. Ténias de Re�namento Adaptativo 77são redistribuídos.Carey e Oden [12℄ apresentaram uma avaliação global do método r para ele-mentos �nitos. Mais tarde muitas destas idéias foram apliadas para o MEC. Ingbere Mitra [29℄ implementaram o método r no MEC para problemas representados pelaequação de Laplae e a equação biharmónia para duas dimensões. Carey e Ken-non introduziram o uso da função gradiente no MEC, para determinar a loalizaçãoótima dos elementos. Esta aproximação foi apliada om suesso para problemasde potenial bidimensional. Eles observaram que a redistribuição dos elementos,melhora a exatidão da solução, mas pode ter efeitos prejudiiais sobre a geome-tria quando é usado elementos isoparamétrios. A prinipal desvantagem sobre estemétodo de redistribuição, é que a menos que a malha original tenha um númerosu�iente de graus de liberdade, a solução melhorada pode ainda ser inaeitável.Método do tipo pO método p ou método de enriqueimento, onsiste em aumentar a ordem do polin�-mio de aproximação nos elementos que preisam ser melhorados, mantendo o númerode elementos onstante. O aumento da ordem da função de interpolação, pode serdada usando a função de interpolação padrão ou usando a função de interpolaçãohierárquia.O método p tem sido amplamente usado no método dos elementos �nitos(MEF)desde os trabalhos de Peano [52℄. No MEC, este método foi primeiramente imple-mentado por Alaron e Reverter [1℄ para o problema de potenial bidimensional.Um ano mais tarde, Cerrolaza e Alaron [13℄ estenderam este trabalho iniial parao aso tridimensional.Umetami [75℄ e Parreira [57℄ desenvolveram o p-hierarquio para o método de Ga-lerkin no MEC no aso do problema elástio bidimensional.Zhan e Yokoyama [83℄ e [79℄ implementaram um método p, no qual duas soluçõesdiferentes são usadas para predizer a ordem da aproximação polinomial neessáriasem ada elemento para onseguir uma solução onsistente. Estes proedimentos po-dem ser vistos omo omplementares ao método p dos trabalhos de Renis e Mullen



78 5.1. Ténias de Re�namento Adaptativo[62℄, [63℄.Embora o método p ofereça uma maior taxa de onvergênia que o método homo é provado por Stephan e Suri [68℄ para o MEC baseado no Galerkin, ele tem adesvantagem de não ser útil em problemas om altas singularidades, ao menos queseja ombinado om outras téniasMétodo do tipo hNo método h ou método de re�namento, a malha é re�nada subdividindo os ele-mentos andidatos a ser melhorados, mantendo onstante a ordem do polin�miode aproximação do elemento. Resultando numa malha om uma onentração depequenos elementos nos trehos om maior erro.A primeira implementação do método h no MEC, para o problema de potenialusando o método de Galerkin, aproximando por elementos onstantes, foi feita porRank [60℄.Renis e Mullen [62℄ [63℄ implementaram o método h para o problema elástioe para o problema do potenial, usando um indiador de erro que desse o númerode subdivisões neessárias para obter a exatidão esperada.Renis e Jong [64℄ estenderam o oneito de Zienkiewis e Zhu [84℄ para de-senvolver o erro predito para o método de oloação no MEC, para problemas go-vernados pela equação de Laplae.Crook e Smith [14℄ estenderam o método h para problemas elástios em trêsdimensões usando elementos ontínuos e desontínuos.Além desses métodos pode se ter às ombinações dos métodos hp, hr.Guo e Babuška [25℄, [25℄ provaram para o MEF que o método hp onverge expo-nenialmente mesmo na presença de singularidades na solução exata.Babuška e Rank [4℄ implementaram um sistema onde a onvergênia foi pro-vada. Rank [61℄ ampliou essas idéias para o método de oloação no MEC e apre-sentou o método hp apliado para o problema de potenial em duas dimensões.Postell e Stephan implementaram o método hp para o MEC baseado no Ga-lerkin para problemas do potenial.



5.1. Ténias de Re�namento Adaptativo 79O método hr foi primeiramente implementado no MEC por Sun e Zamani [69℄quem usou a função gradiente onjugado para predizer a distribuição dos elementosna malha. Esta mesma aproximação foi ampliada pelo mesmo autor para o problemaelástio [70℄.Yuuki et al. [81℄ também implementaram o método hr para o problema elástiousando a função de densidade de malha para redistribuir os elementos sobre a malha.Critério de paradaEm geral uma das seguintes opções pode ser usada:1. Espei�ar um valor máximo para o estimador de erro na malha. Se para qual-quer malha o estimador de erro é menor que um valor espei�ado pelo usuárioo proesso adaptativo é �nalizado. Embora este ritério seja útil quando ousuário esteja interessado em exatidão global, é neessário levar em onta quepequenos valores do estimador de erro podem oultar um ou mais elementosom erro grande.2. Espei�ar um valor absoluto máximo do indiador de erro para os elementosna malha. Se para qualquer malha, o indiador de erro em ada um doselementos é menor que um espei�ado pelo usuário, o proesso adaptativo é�nalizado.3. Espei�ar um valor máximo para a diferença medida em ertas variáveis doproblema, entre duas análises onseutivas. Se a diferença é menor que umvalor espei�ado pelo usuário o proesso é �nalizado.4. Espei�ar um número limite de iterações. Esta opção poder ser espei�adajunto om quaisquer dos anteriores proessos adaptativos, quando o ritériode parada não pode ser umprido.



80 5.2. Proposta para um Indiador de Erro5.2 Proposta para um Indiador de ErroO erro a ser onsiderado foi estimado a partir de normas onde se onsideram: avariação aproximada dos desloamentos, a variação das forças de superfíie, e avariação da energia de deformação do sistema, alulada om a sua integração sobreo ontorno.Depois de resolvido o sistema de equações (3.12) de�ne-se o erro em desloa-mento omo a norma eulidiana da diferença entre duas soluções:
λ(e) = U

(e)
mBEM − U

(e)
medio (5.3)onde U (e)

mBEM , U (e)
medio representam a solução aproximada e a "exata" do desloamentono ponto médio do elemento (e) respetivamente, onforme se ilustra na �gura (5.1).

Figura 5.1: Erro em DesloamentoA solução aproximada do desloamento é alulada usando a equação do MECpara o ponto médio no elemento (e). O valor do desloamento no ponto médio paratodos os elementos é o vetor UmBEM que é alulada pela equação Somigliana (2.63),onde cij = 1
2

UmBEM = 2(−HmU +GmP ) (5.4)sendo U , P solução da equação (3.12) para uma malha básia ou da iteração anterioreHm, Gm são as matrizes ujos elementos são as funções integrais (3.14), para pontosfontes loalizados no ponto médio de ada elemento.



5.2. Proposta para um Indiador de Erro 81A solução "exata" do desloamento no ponto médio para o elemento (e) éalulada pelo elemento linear dado por:
U

(e)
medio =

U
(e)
inicial + U

(e)
final

2
(5.5)sendo U (e)

inicial e U (e)
final solução do sistema (3.12) (ou valores presritos) para o deslo-amento dos nós iniial e �nal do elemento (e) respetivamente.Similarmente de�ne-se o erro em força omo a norma eulidiana da diferençaentre duas soluções vezes o tamanho do elemento:

λ(e) =

(
P

(e)
mBEM − P

(e)
medio

)
· Le (5.6)sendo PmBEM o vetor força no ponto médio para todos os elementos, alulada pelaequação de força de super�ie (2.87):

PmBEM = 2(−H̃mU + G̃mP ) (5.7)sendo U , P solução da equação (3.12) para uma malha básia ou da iteração anteriore H̃m, G̃m são as matrizes ujos elementos são as funções integrais (3.63). A solução"exata" da força no ponto médio para o elemento (e) é alulada pelo elementolinear dado por:
P

(e)
medio =

P
(e)
inicial + P

(e)
final

2
(5.8)sendo P (e)

inicial, P (e)
final solução do sistema (3.12) (ou valores presritos) para fora dosnós iniial e �nal do elemento (e) respetivamente. E Le, é o tamanho do elemento e.De�ne-se o indiador de erro omo:
λ̂ = η max{||λi|| : 1 ≤ i ≤ NE}; 0 < η ≤ 1. (5.9)sendo:

||λi|| =
√

(λi)2
x + (λi)2

y (5.10)o erro em desloamento (5.3) ou em força (5.6) para o elemento i. Neste trabalhose optou por tomar η igual a 1/2 ou 7/8.



82 5.3. Cálulo do Estimador de Erro5.3 Cálulo do Estimador de ErroDe�ne-se o estimador de erro omo uma medida de erro global. Utilizam-se asseguintes normas, geradas a partir do indiador de erro, para o álulo do estimadorde erro.Norma em Desloamento
Figura 5.2: Norma em DesloamentoAproxima-se o erro para o elemento Γ de tamanho l, ver �gura (5.2), usandoas seguintes funções de aproximação:

φ1 = 1 − 2Γ

l

φ2 =
2Γ

lLogo o erro é dado pela integral
∫

Γ

δUdΓ =

∫ l/2

0

0φ1 + δUφ2 +

∫ l/2

0

φ1δU + 0φ2 (5.11)
=

∫ l/2

0

δU(
2y

l
)dy +

∫ l/2

0

δU(1 − 2y

l
)dy

=
δU · l

2

=
(UmBEM − Umedio) · l

2Por tanto, pode-se de�nir o estimador de erro para desloamento pela seguinte normaponderada:
NormaU =

√∑NE
i=1[(U

i
mBEM − U i

medio)
2

xL
2
i + (U i

mBEM − U i
medio)

2

yL
2
i ]√∑NE

i=1 [(U
i
medio)

2
xL

2
i + (U i

medio)
2
yL

2
i ]

(5.12)



5.3. Cálulo do Estimador de Erro 83Sendo:
NE, o número de elementos da malha.
(U i

mBEM − U i
medio)j , a omponente do vetor indiador de erro (5.3), na direção

j = (1, 2).
(U i

medio)j , a omponente do vetor desloamento exato (5.5), na direção j = (1, 2).
Li , é o tamanho do elemento i = (1, NE).Norma em Força de SuperfíieIdentiamente omo para desloamento, o erro em força para o elemento Γ é dadapela integral:

∫

Γ

δPdΓ =
δP · l

2
(5.13)O estimador de erro para força de�ne-se pela seguinte norma ponderada:

NormaP =

√∑NE
i=1 [(P

i
mBEM − P i

medio)
2

x(Li)
2 + (P i

mBEM − P i
medio)

2

y(Li)
2]

√∑NE
i=1 [(P

i
medio)

2
x(Li)

2 + (P i
medio)

2
y(Li)

2]
(5.14)Sendo:

NE, o número de elementos da malha.
(P i

mBEM − P i
medio)j , a omponente do vetor indiador de erro (5.6), na direção

j = (1, 2).
(P i

medio)j , a omponente do vetor desloamento exato (5.8), na direção j = (1, 2).
Li , é o tamanho do elemento i = (1, NE).Norma em EnergiaA energia do sistema esreve-se omo:

E = PU (5.15)



84 5.3. Cálulo do Estimador de Erroportanto a variação da energia é dada por:
δE = P · δU + U · δP (5.16)É de�nido o erro em energia (estimador de erro), omo a variação da ener-gia ponderada. Para isto primeiramente aproxima-se a variação da energia para oelemento Γ de tamanho l (�g.5.3), usando as seguintes funções de aproximação:

φ1 = 1 − 2Γ

l

φ2 =
2Γ

l

Figura 5.3: Norma em EnergiaLogo a variação da energia , UδP para o elemento Γ, é dada pela seguinteintegral:
∫

Γ

UδPdΓ =

∫ l/2

0

(φ1U1 + φ2Um)(0φ1 + δPφ2)dΓ (5.17)
+

∫ l/2

0

(φ1Um + φ2U2)(δPφ1 + 0φ2)dΓ

= U1δP
l

12
+ UmδP

l

3
+ U2δP

l

12

= U1δP
l

4
+ U2δP

l

4



5.3. Cálulo do Estimador de Erro 85Identiamente alula-se a variação da energia , PδU para o elemento Γ, omo:
∫

Γ

PδUdΓ = P1δU
l

4
+ P2δU

l

4
(5.18)Para ponderação da energia é alulada a integral de PU . Dadas as funçõesde aproximação:

φ1 = 1 − Γ

l

φ2 =
Γ

l

Figura 5.4:segundo a �gura (5.4) temos que:
∫

Γ

PUdΓ =

∫ l

0

(φ1P1 + φ2P2)(φ1U1 + φ2U2)dΓ (5.19)
= P1U1

l

3
+ (P1U2 + P2U1)

l

6
+ U2P2

l

3Usando as equações (5.17), (5.18), (5.19), é de�nido o erro em energia omo:
NormaEnergia =

∑NE
i=1(|

∫
Γ
UδPdΓ| + |

∫
Γ
PδUdΓ|)i∑NE

i=1(|
∫
Γ
PUdΓ|)i

(5.20)



86 5.4. Proesso AdaptativoDe�ne-se o indiador de erro em energia omo o máximo valor, perorrido emtodos os elementos, da variação da energia para a força.
λ̂1 = max{λi1 : 1 ≤ i ≤ NE} (5.21)Identiamente pode-se de�nir o indiador de erro em energia omo o máximovalor, perorrido em todos os elementos, da variação da energia para o desloamento.
λ̂2 = max{λi2 : 1 ≤ i ≤ NE} (5.22)sendo:

λi1 = |
∫

Γ

UδPdΓ|i (5.23)
λi2 = |

∫

Γ

PδUdΓ|i (5.24)Neste trabalho os indiadores de energia em desloamento e em força são usa-dos onjuntamente.5.4 Proesso AdaptativoO proesso de re�namento da malha pode ser resumido omo segue:1. Entrada de dados: leitura das ondições de ontorno, de�nição da malha base.2. Iteração n:a) Montagem do sistema de equações, resolução do sistema HU = GP (eq.3.81), apliando as ondições de ontorno.b) Calula-se o estimador de erro usando uma das seguintes normas: (5.12),(5.14) ou (5.20). Se
(Norma)n < tolerâniaPARAR, aso ontrário, ontinuar o proesso.) Calula-se o valor do indiador de erro (5.9), usando o erro em desloamento



5.5. Convergênia no Método dos Elementos de Contorno 87(5.3) ou em força (5.6). Logo ompare-se o valor do indiador de erro om oerro em norma (5.3 ou 5.6), para o elemento (i). Se
λ̂ < ||λi||então divida-se o elemento i. Fazer este proesso para todos os elementos damalha desde i = (1, NE).No aso da energia é omparado

λ̂1 < λi1 e λ̂2 < λi2usando as de�nições (5.21), (5.22). Se satis�zer um ou outro divida-se o ele-mento i. A divisão dos elementos é pela metade.d) n = n+ 1 e voltar para (2).5.5 Convergênia no Método dos Elementos de Con-tornoPara obter uma solução aproximada dos ampos de desloamento e força, dividimoso ontorno Γ em NE elementos de tamanho hn.
Γ =

NE⋃

n=1

Γn (5.25)aproximamos os ampos de desloamento e força no elemento n (Γn), por:
uaproxi =

Nn
i −1∑

k=0

φk(x)uki ; x ∈ Γn (5.26)
paproxi =

Nn
i −1∑

k=0

φk(x)pki ; x ∈ Γn (5.27)sendo Nn
i o número de funções de interpolação usadas para aproximar a omponente

i dos ampos respetivos. Logo os ampos de desloamento e força ao longo de todoo ontorno Γ é:
uaproxi =

Ni∑

k=0

φk(x)uki ; x ∈ Γ (5.28)



88 5.5. Convergênia no Método dos Elementos de Contorno
paproxi =

Ni∑

k=0

φk(x)pki ; x ∈ Γ (5.29)onde:
Ni =

NE∑

n=1

Nn
i (5.30)é o número de funções de interpolação usadas para aproximar a omponente i dosdesloamentos ou das forças, agora ao longo de todo o ontorno Γ. O número totalde graus de liberdade é dado por:

N =

Nd∑

i=1

Ni (5.31)onde a dimensão do ampo Nd é igual a 3 ou 2 dependendo de se o ampo a analisaré elástio tridimensional ou plana respetivamente.Sem perda de generalidade, onsidere que os desloamentos e forças são ons-tantes ao longo de ada elemento, ou seja, onsidere que Nn
i = 1. Aumentandoin�nitamente o número de graus de liberdade, subdividindo igualmente todos oselementos, o modelo disreto obtido da disretização por elementos de ontorno(5.28), (5.29), onvergirá para o modelo exato, isto é:

uexatoi = lim
N→∞

uaproxi (5.32)
pexatoi = lim

N→∞

paproxi (5.33)
pexatoi = lim

N→∞

paproxi (5.34)Esta onvergênia foi formalmente demonstrada por Hsiao e Wendland [27℄quando se aplia o Método de Galerkin e posteriormente generalizada por Arnold eWendland [3℄ para o método de oloação.Por tanto as normas (5.12) e (5.14), onvergem para a solução exata.



Capítulo 6
Exemplos Numérios
Neste apítulo são apresentados alguns exemplos que mostram a onvergênia doerro e a malha gerada por um proesso adaptativo.Exemplo 1 : Chapa para valores presritos exatosNo seguinte exemplo mostra-se uma hapa om arregamento presrito, aluladoatravés de uma solução partiular para a equação de Navier.Uma solução para a equação de Navier (2.7) pode-ser dada pela equação qua-drátia:

u1 = a1x
2 + b1xy + c1y

2 + d1x+ e1y + f1 (6.1)
u2 = a2x

2 + b2xy + c2y
2 + d2x+ e2y + f2Substituindo as equações (6.1) na equação de Navier (2.7), para onstantes empartiular, o desloamento pode-ser esrito omo:

u1 = −
(
A + 2

2A+ 2

)
x2 + xy + y2 (6.2)

u2 = x2 + xy −
(
A + 2

2A+ 2

)
y2onde

A =
1

1 − 2ν89



90logo o tensor das deformações (2.1) é dado por:
ε11 = −2

(
A + 2

2A+ 2

)
x+ y ; ε12 =

3

2
(x+ y) (6.3)

ε22 = x− 2

(
A+ 2

2A+ 2

)
y ; ε21 =

3

2
(x+ y)

As tensões podem ser aluladas pela equação:
σij = B(ε11 + ε22)δij + 2Gεij (6.4)onde
B =

2Gν

1 − 2ν
; G =

E

2(1 + ν)e a equação de força de superfíie pode ser alulada por:
P1 = σ11η1 + σ12η2 (6.5)
P2 = σ21η1 + σ22η2Neste exemplo é presrito força de superfíie, que é dada pela equação (6.5)para a hapa da �gura (6.1).

Figura 6.1: Chapa para valores exatos



91Na tabela a seguir temos o resultado referente à resposta obtida em desloa-mento no nó 5, para o valor exato e para o MEC.
Tabela 6.1: Re�no AdaptativoNo. de Elementos Valor Exato Valor MEC4 -95.0 -86.889732 -95.0 -94.695969 -95.0 -94.9198265 -95.0 -94.9855

Conforme apresentam os resultados da tabela, pode-se veri�ar que o modeloadaptativo empregado, para norma em desloamento, apresenta um erro de 0.02%,onsiderando a maior disretização empregada e o erro em desloamento obtido foide 4.22E-005. Estes resultados podem ser onsiderados amplamente satisfatórios.A malha para o problema, usando a norma em desloamento, segue o seguintere�no:

Figura 6.2: Malha adaptativa para o problema exato



92Exemplo 2 : Viga biapoiada

Figura 6.3: Problema de �exãoDados:
E = 1 módulo de elastiidade longitudinal
ν = 0 oe�iente de Poisson
NE = 8 número de elementos
NN = 12 número de nós
P = 1 arregamento
L = 12 omprimento da hapa
h = 1 largura da hapaComo uma aproximação à teoria da meânia dos sólidos, a �eha no meio dovão é igual a:

F =
5PL4

384EIsendo I o momento de inéria da seção transversal. Segundo os dados do problemao valor da �eha é: 3240.A seguir mostra-se o valor numério para uma malha regular e uma adaptativa:



93Tabela 6.2: Malha RegularNúmero de Elementos Fleha Norma em Desloamento420 3270.049 3.3578E-005
Tabela 6.3: Malha AdaptativaNúmero de Elementos Fleha Norma em Desloamento420 3277.367 2.7364E-005

É observado que na malha adaptativa a onvergênia é bem melhor.A malha para o problema da viga, usando a norma em desloamento, segue oseguinte re�no:

Figura 6.4: Malha AdaptativaÉ observado que o maior re�no é no meio do vão onde os valores das tensõessão maiores.O seguinte grá�o mostra o omportamento da norma em desloamento parauma malha regular e uma adaptativa.
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Figura 6.5: Viga biapoiadaO grá�o (6.5) mostra que o método adaptativo interpreta melhor a avaliaçãode erro e a onvergênia é garantida.Usando norma em energia:Tabela 6.4: Adaptativo em EnergiaNúmero de Elementos Fleha Norma Energia420 3272.031 1.9349E-005
A malha para o problema da viga, usando a norma energia, segue o seguintere�no:

Figura 6.6: Malha Adaptativa



95Exemplo 3: Chapa engastada parialmente.

Figura 6.7: Chapa engastadaDados:
E = 1 módulo de elastiidade longitudinal
ν = 0 oe�iente de Poisson
NE = 8 número de elementos
NN = 14 número de nós
P = 1 arregamento
L = 3 omprimento da hapa
h = 1 largura da hapaA malha para o problema da hapa engastada parialmente, usando a norma emdesloamento, segue o seguinte re�no:

Figura 6.8: Malha adaptativa



96 Foram usados 189 elementos e preisou-se de 14 iterações.A malha gerada para norma em energia segue o seguinte re�no:

Figura 6.9: Malha adaptativaForam usados 189 elementos e preisou-se de 39 iterações.É de esperar que o re�no oorre próximo à fronteira do engaste. Neste exemplo,onde as forças são desontínuas, foram utilizados nós duplos onforme mostra a �gura(6.7).Exemplo 4: Chapa traionada

Figura 6.10: Chapa TraionadaDados:
E = 1 módulo de elastiidade longitudinal
ν = 0.5 oe�iente de Poisson
NE = 26 número de elementos
NN = 30 número de nós
P = 1 arregamento
L = 6 omprimento da hapa
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h = 1 largura da hapa

Figura 6.11: Malha para norma em Desloamento

Figura 6.12: Malha para norma em EnergiaObserve-se que o re�no, mostrado nas �guras (6.11) e (6.12), é bem maiorpróximo ao lado engastado.A seguir são mostradas duas tabelas nas quais observa-se, para os dois tiposde re�no, que a norma em desloamento é melhor que a energia.



98 Tabela 6.5: Adaptativo em DesloamentoNúmero de Elementos Número de Iterações Norma Desloamento308 14 1.619546E-005Tabela 6.6: Adaptativo em EnergiaNúmero de Elementos Número de Iterações Norma Energia308 25 2.31649E-004Exemplo 5: Chapa em L

Figura 6.13: Chapa em LDados:
E = 1 módulo de elastiidade longitudinal
ν = 0 oe�iente de Poisson
NE = 6 número de elementos
NN = 12 número de nós
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P = 1 arregamento

Figura 6.14: Malha para norma em Desloamento

Figura 6.15: Malha para norma em Energia



100 Observa-se que o re�no, mostrado nas �guras (6.14) e (6.15), é maior ondeexiste uma forte onentração de tensões.A seguir são mostradas duas tabelas nas quais observa-se que o tipo de re�nousando norma em desloamento é melhor que a energia.Tabela 6.7: Adaptativo em DesloamentoNúmero de Elementos Número de Iterações Norma Desloamento504 40 1.84125E-005
Tabela 6.8: Adaptativo em EnergiaNúmero de Elementos Número de Iterações Norma Desloamento502 55 6.87114E-004

Exemplo 6: Viga em balanço

Figura 6.16: Viga em BalançoDados:
E = 1 módulo de elastiidade longitudinal
ν = 0 oe�iente de Poisson
NE = 26 número de elementos
NN = 30 número de nós
P = 1 arregamento
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L = 12 omprimento da hapa
h = 1 largura da hapaa �eha é igual a:

F =
PL3

3EISubstituindo os dados do problema o valor da �eha é de 6912.
A malha para o problema da viga em balanço, usando a norma em desloa-mento, segue o seguinte re�no:

Figura 6.17: Malha Adaptativa
Conforme mostra a tabela (6.9), o problema onverge e a �eha apresenta umerro de 1.8%. Tabela 6.9: Adaptativo em DesloamentoNúmero de Elementos Número de Iterações Fleha Norma Desloamento632 90 6785.33 8.45429E-005



102 A malha para norma em força, segue o seguinte re�no:

Figura 6.18: Malha Adaptativa
Conforme mostra a tabela (6.10) a �eha apresenta um erro de 0.28%.Tabela 6.10: Adaptativo em ForçaNúmero de Elementos Número de Iterações Fleha Norma Força632 130 6892.45 3.64294E-002
Estes resultados podem ser onsiderados bastante satisfatórios.
A malha para norma em energia, segue o seguinte re�no:

Figura 6.19: Malha Adaptativa



103Conforme mostra a tabela (6.11) a �eha apresenta um erro de 20.3%, onver-gênia muita alta. Tabela 6.11: Adaptativo em EnergiaNúmero de Elementos Número de Iterações Fleha Norma Energia206 28 5506.4 6.871E-004A seguir o grá�o (6.20) mostra a onvergênia da �eha para uma malhaadaptativa, usando norma em desloamento, e uma malhar regular.

Figura 6.20: Convergênia da �ehaObserve-se que a malha adaptativa, para norma em desloamento, é melhorpara uma aproximação su�ientemente boa.



104Exemplo 7: Chapa om trina no dominio

Figura 6.21: Chapa om trina no dominioDados:
E = 2100000 módulo de elastiidade longitudinal
ν = 0.25 oe�iente de Poisson
NE = 60 número de elementos
NN = 40 número de nós
NNFR = 120 número de nós na trina
P = 100 arregamento
L = 40 omprimento da hapa
h = 20 largura da hapaA malha gerada, usando norma em desloamento, segue o seguinte re�no:

Figura 6.22: Malha om trina no dominio



105Observe-se na �gura (6.22), que o re�no é maior onde existe maior onentraçãode tensões. Neste exemplo não é feita a progressão da trina e é usado o métododual dos elementos de ontorno para modelagem da trina.Exemplo 8: Carregamento onentrado no entro do vão

Figura 6.23: Carregamento onentrado om trinaDados:
E = 210 × 106 oe�iente de elastiidade
ν = 0.3 oe�iente de poisson
NE = 6 número de elementos do ontorno
NN = 11 número de nós do ontorno
NEFR = 8 número de elementos da trina
NNFR = 16 número de nós da trina
L = 4 omprimento da hapa
h = 2 largura da hapa
P = 1 arregamento
(x, y) = (1.75, 0.05)Neste exemplo os fatores de intensidade de tensão, para obter o ângulo de pro-pagação da trina, são alulados usando a ténia de orrelação de desloamentos.



106 Para modelagem da trina é usado o método dual para elementos de ontorno.Para o re�no adaptativo é usada a norma em desloamento. A progressão datrina e malha adaptativa são mostrados na �gura (6.24). Observe-se que o re�nooorre onde existe maior onentração de tensões, omo esperado.É também alulada a progressão da trina, �gura (6.25), usando o programapara elementos �nitos FRANC-2D, isto é para omprovar a progressão da trinaom o Método Dual dos Elementos de Contorno.

Figura 6.24: Malha adaptativa om trina

Figura 6.25: FRANC-2D. Elementos �nitosComo umamaneira de testar a ténia de orrelação de desloamentos, ompara-se a solução analítia dos fatores de intensidade de tensão, apresentada por Broek[10℄, om os valores numérios obtidos para:
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ν = 0.2; NE = 100; L = 5; (x, y) = 2.5, 0.275Nas tabelas a seguir enontram-se os resultados referentes as respostas obtidaspara a hapa.Tabela 6.12: Fatores de intensidade de tensão para o modo INúmero de Elementos KI Resultado Analítio8 7.0721810 7.06684 7.1362012 7.06254

Tabela 6.13: Fatores de intensidade de tensão para o modo IINúmero de Elementos KII Resultado Analítio8 0.0754710 0.074348 0.0000012 0.073564Conforme apresentam os resultados das tabelas (6.12) e (6.13), pode-se veri�-ar que om o aumento da disretização as respostas numérias tendem às respostasanalítias, tanto para o modo I omo o modo II.A ténia de orrelação de desloamentos apresentou bons resultados ao mo-delo analítio, de 1.03% onsiderando a maior disretização empregada.



108Exemplo 9: Chapa em L om trina

Figura 6.26: Chapa om trinaDados:
E = 1 oe�iente de elastiidade
ν = 0 oe�iente de poisson
NE = 6 número de elementos do ontorno
NN = 12 número de nós do ontorno
NEFR = 8 número de elementos da trina
NNFR = 16 número de nós da trina
P = 1 arregamento
(x, y) = (0.98, 0.98) oordenadas da trinaPara modelagem da trina é usado o método dual dos elementos de ontorno.A progressão da trina é feita pela ténia de orrelação de desloamentos.O re�no adaptativo, pela norma de desloamento, mostra-se na �gura (6.27)e da energia na �gura (6.28). Observe-se que o maior re�no oorre onde é maior aonentração de tensões.
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Figura 6.27: Malha Adaptativa-Norma em desloamento

Figura 6.28: Malha Adaptativa-Norma em energia
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Figura 6.29: FRANC2D-Elementos FinitosTambém é alulada a progressão da trina, �gura (6.29), usando o programapara elementos �nitos FRANC-2D, o qual omprova a progressão da trina om ométodo dual dos elementos de ontorno.No aso de uma hapa multi-fraturada, o proedimento para a geração damalha é analisado em Leonel E., Lovón, O. B. R., Venturini, W. S. [40℄. Neste artigoa norma em desloamento (5.12), é utilizada para o re�no da malha no ontorno.Posteriormente esquemas adaptativos são usados para ajustar a direção da trina epara re�nar os elementos perto da ponta da trina.



Capítulo 7
Conlusões
Neste trabalho, foram abordados aspetos teórios e propostas de formulações nu-mérias om o método dos elementos de ontorno para estudo da h-adaptatividadeem regime elástio linear. Nas apliações, além das situações usuais de hapas bi-dimensionais, também foi onsiderado o aso de propagação de fratura em meioelástio linear.Os problemas onde oorrem onentrações de tensões são o foo da análiseneste trabalho, pois se espera que o re�no oorra om mais intensidade próxima aessas regiões. Nesse aso, o estudo do erro pode ser melhor avaliado. O modeloadaptativo proposto está baseado nas normas das variações dos desloamentos, dasforças de superfíie e da energia. Vários ritérios baseados na magnitude do erroforam propostos. De aordo om o ritério adotado, os elementos de ontorno devemou não ser sub-divididos em novos elementos, araterizando a h-adaptatividade.As formulações numérias analítias foram implementadas e os exemplos deapliação mostraram resultados oerentes. Dois resultados importantes foram ex-pliitados nos exemplos: a onvergênia da norma om o re�no e o próprio re�noda malha. No aso dos grá�os mostrando a onvergênia da norma, para efeitode omparação, também se apresentou um esquema de re�no adotando-se malhasregulares. Como onlusões gerais, notou-se que a norma em desloamento é a quemelhor interpreta a avaliação do erro e a divisão dos elementos . A norma em força111



112de superfíie foi importante para indiar a divisão dos elementos, para alguns asose mostrou-se bom na onvergênia. A norma em energia não é onvergente porémmostrou-se importante para indiar a divisão dos elementos. Foi observado tambémque é reomendável usar as duas normas, juntas, desloamento e força. Comprova-setambém que o re�no oorre em regiões onde a onentração de tensão é maior, omoesperado.O proesso de resimento da trina neste trabalho foi desenvolvido de forma aminimizar o erro existente da trajetória de resimento da trina. Este proedimentoapresentou-se muito estável forneendo resultados on�áveis omo os apresentadosnos exemplos do apítulo 6.Entre as possibilidades para desenvolvimentos futuros, aproveitando a estru-tura omputaional já existente, está a implementação de estratégias p e hp adapta-tivas. Espera-se om isto uma melhora signi�ativa nas taxas de onvergênia omum número reduzido de graus de liberdade. A utilização de re�nos hp adaptativomostrou ser um dos proedimentos mais e�ientes e robustos entre as estratégias dere�no da solução numéria, já que apresentam as araterístias de onvergênia dore�no h adaptativo e taxas de onvergênia exponenial araterístias do re�no p.Uma outra vertente para pesquisas futuras está na utilização das reentes té-nias sem malha, omo o método hp-Clouds, por exemplo, implementado juntamenteom o proedimento dual do MEC.As propostas para novas pesquisas envolvendo equações integrais são inúme-ras, sendo que as sugestões apresentadas aima indiam uma seqüênia natural dotrabalho desenvolvido nesta tese.
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Referênias Bibliográ�as 119Element Methods IX, Computational Mehanis Publiations and Springer-Verlag, pp. 351-73.[58℄ Renis JJ, Jong KY.(1988) An auray postproessor for boundary elementanalysis. In: Brebbia CA, editor. Boundary elements X, vol. 1 Southampton/Berlin: Computational Mehanis Publiations/Springer, p. 187-203 (Pro10th Int. Conf. on BEM).[59℄ Rie, J. R. (1968). A path independent integral and the approximate analysis ofstrain onentration by nothes and raks. Journal of applied mehanis, v.35,p. 379-386.[60℄ Rank, E. (1984) A posteriori error estimates and adaptive re�nement for someboundary integral element methods. In Babuška, I., Oliveira, E. R. A. and Zi-enkiewiz, O. C. (eds.), Pro. Int. Conf. Auray Estimates and AdaptiveRe�nements in Finite Elements Computations, Lisbon, Portugal.[61℄ Rank, E. (1989) Adaptive h, p, hp versions for boundary integral elementmethods. IJNME, 28, 1335-49.[62℄ Renis, J. J. and Mullen, R. L. (1986) Solution of elastiity problems by aself-adaptive mesh re�nement tehnique for boundary element omputation.IJNME, 23, 1509-27.[63℄ Renis, J. J. and Mullen, R. L. (1988) A self adaptive mesh re�nement tehni-que. Comp. Meh., 3, 309-19.[64℄ Renis, J. J. and Jong, K. Y. (1989) A self adaptive h-re�nement tehnique forthe boundary element method. Comp. Meth. App. Meh. Eng., 73, 295-316.[65℄ Salgado, N. (1998). Boundary Elements Method for Damage Tolerane Designof Airraft Strutures. Computational Mehanis Publiations SouthamptonUK and Boston USA. Topis in Engineering Vol. 33.
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Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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