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RESUMO

RAMOS LOVON, O. B. (2006). Formulagio h-adaptativa do método dos elementos
de contorno para elasticidade bidimensional com énfase na propagacao da fratura.
Tese (Doutorado)- Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sdo Paulo,
Sao Carlos 2006.

Neste trabalho desenvolveu-se uma formulacao adaptativa do método de ele-
mentos de contorno (MEC) para a andlise de problemas de fratura eléstica linear.
Foi utilizado o método da colocacao para a formulacao das equacgoes integrais de des-
locamento e de tensao. Para a discretizacao das equacoes integrais foram utilizados
elementos lineares que possibilitaram a obtencao das expressoes exatas das integrais
(integracao analitica) sobre elementos de contorno e fratura. Para a montagem do
sistema de equacoes algébricas foram utilizadas apenas equacoes de deslocamento,
apenas equacoes de forcas de superficie, ou as duas escritas para nds opostos da
fratura levando, portanto ao método dos elementos de contorno dual usualmente
empregado na anélise de fratura. Para o processo de crescimento da trinca foi
desenvolvido um procedimento especial objetivando a correta determinacao da di-
recao de crescimento da trinca. Os fatores de intensidade de tensao sao calculados
por meio da conhecida técnica de correlacao de deslocamentos a qual relaciona os
deslocamentos atuantes nas faces da fissura. Apo6s a determinagao dos fatores de
intensidade de tensao é utilizada a teoria da maxima tensao circunferencial para a
determinacao do angulo de propagacgao. O modelo adaptativo empregado ¢ do tipo
h onde apenas a sub-divisao dos elementos é feita com base em erros estimados.
O erro a ser considerado foi estimado a partir de normas onde se consideraram: a
variacao aproximada dos deslocamentos, a variacao das forcas de superficie e a va-
riacao da energia de deformacao do sistema, calculada com a sua integracao sobre
o contorno. Sao apresentados exemplos numéricos para demonstrar a eficiéncia dos

procedimentos propostos.

Palavras-chave: Métodos dos elementos de contorno. Processos adaptativos. Es-

timador de erro. h-Adaptabilidade. Mecanica da fratura linear.



ABSTRACT

RAMOS LOVON, O. B. (2006). h-Adaptative formulation of the boundary element
method for elastic bidimensional with emphasis in the propagation of the fracture.
Thesis (Doctoral)- Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo,

Sao Carlos 2006.

In this work, an adaptative formulation of the boundary element method is
developed to analyze linear elastic fracture problems. The collocation point method
was used to formulate the integral equations for the displacements and stresses (or
tractions). To discretize the integral equations, linear elements were used to obtain
the exact expressions of the integrals over boundary elements and fracture. To cons-
truct the linear system of equations were used only displacement equations, traction
equations or both of them written for opposite nodes of the fracture, leading to the
dual boundary element formulation usually employed in the fracture analyses. For
the process of growth of the crack a special procedure was developed aiming at the
correct determination of the direction of growth of the crack. The stress intensity
factors, to calculate he crack growth angle, are calculated through of correlation
displacements technique which relates displacement in crack boundaries. The em-
ployed adaptative model is the h-type where only the sub-division of the elements
is done based on error estimate. The error estimates considered in this work are
based on the following norms: displacement, traction and strain energy variations,
this last considered from the integration over the boundary. Numerical examples

are presented to demonstrate the efficiency of the proposed procedures.

Keywords: Boundary elements method. Adaptative mesh refinement. FError es-

timation. h-Adaptability. Linear fracture mechanics.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Objetivos e consideracoes iniciais

O objetivo deste trabalho é o estudo da formulacao h-adaptativa em elementos
de contorno, tomando-se em consideracao a propagacao da fratura elastica linear.
Define-se, para o contorno, um estimador de erro (medida de erro), que permite
decidir até quando o refinamento da malha é necessario, e um indicador de erro, que

mostre onde o refino é melhor.

Para o modelo da fratura, serd usado o método dual para elementos de con-
torno. Considera-se como referéncias os trabalhos de Latif [38], Portela [55], [56]. As
equacoes integrais de contorno de deslocamento e de forca de superficie constituem
as equacoes duais para o método dual dos elementos de contorno. O método dual
supera a dificuldade de modelar a fratura quando dois pontos fontes coincidentes
caem no mesmo caminho de integracao. Neste caso, sao aplicadas as equacoes de
deslocamento para pontos fontes sobre uma das superficies da trinca e as equagoes

de forca de superficie sao aplicadas na outra superficie da trinca.

Neste trabalho, considera-se também o processo de propagacao da trinca, ba-
seado na aproximacao por campo de tensoes. Os fatores de intensidade de tensao
foram calculados por duas técnicas: a de correlacao de deslocamentos e a proposta

por Maciel [43]. O tamanho do elemento de propagacdo da trinca foi calculado
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usando um critério de comparacao da seguinte maneira: é calculado o angulo de
propagacao para o comprimento inicial do elemento e um outro angulo de propa-
gacao para a metade do mesmo comprimento inicial do elemento, posteriormente
¢ comparado os dois angulos de propagacao (norma da diferenga entre eles). Se a
diferenca for menor que uma dada tolerancia, entao o tamanho a ser propagado é
o original, caso contrario, considera-se como elemento inicial a metade do tamanho
inicial, e se repete o processo.

Foi também utilizada a técnica de regularizacao por minimos quadrados, que
consiste em reduzir o ntimero de equacoes do problema, geradas a mais do que o
numero de incognitas, minimizando o erro da resposta.

Atualmente, o método dos elementos de contorno é uma técnica numeérica con-
sagrada para a analise de varios problemas no campo da engenharia. Entretanto, no
uso de técnicas numéricas para o estudo de fendémenos fisicos, é necessario o acompa-
nhamento de modelos que possam garantir, de alguma forma, que a solucao obtida
apresente uma aproximacao aceitavel do fenomeno estudado. A simples obtencao
de uma solucao nao tem significado de grande valor, sendo necessario conhecer o
quanto proxima da solucao exata esta a solucao numérica.

Nos problemas lineares, a partir de consideracoes especificas, as demonstragoes
de existéncia e unicidade de solucao, via método dos elementos de contorno, ja é
comprovada, podendo-se demonstrar que no limite obtém-se a solucao exata da
equacgao integral.

Dentro dos métodos numéricos para anélise de problemas de engenharia, tais
como a mecanica das estruturas, temos o método das diferencas finitas, o método
dos elementos finitos e 0 método dos elementos de contorno. No caso da mecanica
dos solidos, apenas os dois tltimos métodos tém sido mais freqiientemente utilizados,
assim como suas variagoes.

O método dos elementos finitos é o0 método numérico mais utilizado, devido
principalmente a sua robustez, simplicidade de sua formulacao e pelo fato de gerar
uma matriz de rigidez em banda que, aliada a técnicas especiais de resolucao destas

matrizes, reduz muito o tempo de processamento, em especial nas estruturas mais
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complexas. Por ser um método de dominio, isto é, as equacgoes de equilibrio e com-
patibilidade de deslocamentos devem ser escritas para todos os pontos da estrutura.
Possuem certa desvantagem para anélise de casos de sélidos considerados infinitos,
pois o solido deve ser discretizado em intimeros elementos, sendo que o que inte-
ressa nessa andlise é o resultado em apenas algumas regides. Outra desvantagem do
método diz respeito as regioes de concentragao de tensao, pois os deslocamentos e
forcas sao aproximados nos nés e quando esses valores tendem ao infinito o método
perde a precisao.

O método dos elementos de contorno é um método de fronteira, isto é, as incog-
nitas do problema, ou seja, deslocamentos e forcas de superficie, estao no contorno,
sendo em niimero menor. A formulacgao consiste em equacoes integrais fundamentais,
de deslocamentos e forcas de superficie. Essas equacoes possuem integrais apenas
de contorno, o qual é discretizado em elementos, definindo-se nés onde os valores
sao aproximados por funcoes de interpolacao. Agrupando-se todas as equacoes dos
nos externos e impondo-se as condicoes de vinculagao na estrutura, tem-se um vetor
incognito de contorno em termos de deslocamentos e de forcas. Nos pontos inter-
nos, os valores nao fazem parte das incégnitas do problema e podem ser obtidos de
maneira exata, utilizando-se apenas os valores do contorno ja obtidos.

O método tem como vantagem a diminui¢ao de incégnitas do problema, prin-
cipalmente no caso de dominios infinitos, pois se pode tanto discretizar parte do
contorno do s6lido quanto obter respostas apenas dos pontos desejados. Uma outra
vantagem do método diz respeito as regides de concentracao de tensao onde ele se
mostra com resultados bastante coerentes, principalmente onde a variacao dos re-
sultados é muito brusca em uma pequena extensao. Como desvantagem, o método
apresenta matriz de rigidez cheia, o que ocasiona certa demora na anélise. Também
possui problemas de singularidade nas integrais, que faz com que seja necessaria a
utilizagao de técnicas especiais de integracao.

Dentro desse contexto, pretende-se obter recomendacoes que possam ser utili-
zadas nos sistemas baseados em elementos de contorno para que possam ser utiliza-

dos com confiabilidade, portanto atribuindo-lhe precisao e robustez.
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1.2 Revisao Bibliografica

Estimadores de erro podem ser divididos em dois grupos béasicos: estimador de erro
a priori e estimador de erro a posteriori. O primeiro estima o erro antes que a
solugao numeérica esteja disponivel, enquanto o segundo estima o erro uma vez que
a solucao numeérica esteja disponivel.
Estimadores de erro a posteriori podem se dividir em dois grupos principais, o
primeiro grupo usa a funcao residual da equacao integral de contorno, enquanto o
segundo grupo estima o erro comparando a solugao inicial do método do elemento
de contorno com a solucao de uma malha refinada ou uma malha com funcao de
interpolacao alta. Neste trabalho o estimador a ser utilizado é do tipo a posteriori.
Apresenta-se neste sub-item alguns dos principais trabalhos cientificos que
constam na literatura técnica relacionados aos diferentes métodos de calculo de

erro. Optou-se por organizar as referéncias por tema, visando facilitar a leitura.

1.2.1 Tipos de estimativa de erro

A estimativa de erro é a parte mais importante do processo adaptativo e podem ser

considerados os seguintes tipos:

Residual

Erro de interpolacao

Erro da equacao integral de contorno

Sensitividade nodal

Diferenca da solucao

No que segue, serao comentadas e apresentadas as principais referéncias de cada um

dos tipos de estimativa de erro.
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Residual

O residuo resulta da substituicao de valores aproximados, que sao obtidos numeri-
camente, na equacao diferencial do problema. Sabe-se que o residuo nao representa
um indicador razoavel para o célculo de erro de certos sistemas de equacgoes diferen-
ciais. Diferentes métodos em engenharia tentaram reduzir esses erros. Esta reducao
consistia em levar o erro a zero em certos pontos ou regioes. Esta técnica pode ser
interpretada como uma distribuicao desses erros. O método consiste em forcar a in-
tegral do residuo ponderado a ser zero. Na literatura sao conhecidos como métodos
dos residuos ponderados, variando de acordo com a funcao que esta sendo usada.

Os métodos mais usados sao: Galerkin, Colocacao e Subdominio de Colocagao

Em Babuska e Rheinbolt [5], [6], [7], o problema de definicao de estimativas
a posteriori do erro, do ponto de vista estritamente matemaético, foi pela primeira
vez considerado, utilizando elementos lineares e um refinamento do tipo h. Segundo
os autores, uma funcao de residuo, obtida a partir da substituicao da solucao na
equacao diferencial governante, permite calcular certas grandezas localizadas n;, que

por sua vez permitem definir limites superiores e inferiores do erro como:
K < ||E|| < Kan (1.1)

sendo Kje K, constantes independentes da malha e da solucao, e:

= (1.2)

onde n¥ é o indicador de erro correspondente ao grau de liberdade associado & ordem
k na direcao 1.

Oliveira [48] mostrou que o erro de interpola¢do numa formulacao indireta do
método dos elementos de contorno, utilizando uma fronteira auxiliar, é da ordem de
e N, sendo N o ntimero de elementos em que esta foi dividida.

Wendland [77] demonstrou a convergéncia assimptotica da solugdo por uma

formulacao direta, seja utilizando o método de Galerkin ou o método de Colocagao.
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Baseando-se neste trabalho, tem-se o desenvolvimento do indicador de erro tipo

residual encontrado em Yu [80] e Wendland e Yu [78|.

A partir do trabalho de Wendland, é possivel demonstrar que, para o método

de Galerkin, o erro é limitado pelo residuo R, como:

allRI < [|E]] < e2f[R]] (1.3)

onde ¢; e ¢y sdo constantes independentes do erro F, e ||.|| denota a norma depen-

dente do subespaco das solucoes aproximadas.

E importante enfatizar que o tipo residual é teoricamente correto para o mé-
todo de Galerkin no MEC, mas infelizmente uma demonstragao formal nao esta
disponivel para o método de colocacao no MEC. Uma das razoes é a dificuldade de
provar a relagao (1.3). Para o método de colocagio esta relagdo so esta confirmada

para exemplos numeéricos. Maiores informacoes podem ser encontradas em Goldberg

20], [11].

Rank [60] foi um dos primeiros pesquisadores a obter bons resultados usando
o residuo como indicador de erro. Apresentou uma estimativa de erro para a versao

h de um processo adaptativo de refinamento de malha.

Alarcon et al. [2] discutiram a possibilidade de aplicagdo de uma formulagao
hierdrquica a uma discretizacao por elementos de fronteira, com maior incidéncia na

versao tipo p.

Rencis e Mullen [62] e [63] apresentaram um programa adaptativo h-hierarquico,
para a solucao de problemas de potencial e de elasticidade, através de funcoes de

forma constantes.

Para problemas de potencial, existem muitos autores que desenvolveram indi-
cadores de erro, baseado no residuo, para o método de colocacao no MEC, entre eles
Liapis [41] e Parreira e Dong [50]. Para problemas elésticos este tipo de indicador

de erro foi usado por Crook e Smith [14].
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Erro de interpolagao

Nesse caso, a solucao exata é prognosticada calculando a solucao numeérica usando
funcoes de interpolagao de uma ordem maior que a solu¢ao numérica inicial. Logo,
a diferenca entre a solu¢ao numérica inicial e a prognosticada é tomada como o erro.
Embora o método nao tenha uma boa exatidao computacional na solugao prog-
nosticada, ele € amplamente utilizado tanto em elementos finitos como em elementos
de contorno, por ser seu algoritmo simples e seu custo computacional barato.
Estimativas de interpolagao de erro foram apresentados por Rencis et al. [58].

Amplas referéncias podem ser encontradas em Kita [36].

Erro da equagao integral de contorno

Neste método, estabelece-se uma relacao entre o erro da solucao e o residuo, a partir
da equacao integral de contorno.

O erro ¢ a diferencga entre as solugoes aproximada e exata. Logo, a equagao
integral dos deslocamentos pode ser escrita em funcao dos erros assim definidos.
Essa equacao integral é definida como residuo.

Maiores referéncias podem ser encontradas em Kita [37],[36]

Sensitividade nodal

Guiggiani [23| foi um dos primeiros pesquisadores a utilizar as caracteristicas mate-
maéticas intrinsecas do MEC para formular novos indicadores de erro. Ele observou
que solugoes numéricas obtidas pelo MEC sao sensiveis a selecao de pontos de co-
locacao sobre o contorno. Mais precisamente, conjuntos diferentes de pontos de
colocacao, para a mesma malha, produz solucoes numéricas diferentes, exceto se as
fungoes de interpolacao forem capazes de reproduzir a solucao exata sobre todo o
contorno. Esta observacgao foi a base para a formulacao de um novo indicador de
erro. Ele sugere usar como indicador de erro a diferenca entre duas solucoes obtidas
para dois conjuntos diferentes de pontos de colocacao.

Desta maneira, é razoavel esperar que, se a solucao numérica estd longe da
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solucao exata, a diferenca entre duas solucoes numéricas, obtidas para diferentes
conjuntos de pontos de colocacao para uma mesma malha, serd bastante grande.
Da mesma forma, se a solucao numérica esta proxima da solugao exata, a diferenca
entre duas solucoes numeéricas, obtidas para diferentes pontos de colocacao para
uma mesma malha, serd pequena. Guiggiani e Lombardi [24] estenderam esta idéia,
usando funcoes de interpolacio hierarquicas. E também definido o erro da solucio
como a variacao da solucao com respeito a variacao da posicao nodal.

Guiggiani [22| acrescenta neste artigo que o erro da solucao, isto é, a diferenca
entre as solugoes da primeira e da segunda andlise, é estimado considerando a de-
rivada da solucao com respeito ao movimento na direcao tangencial dos pontos de
colocagao no contorno. S6 os pontos de colocacao sao perturbados e a discretiza-
¢ao permanece inalterada. Neste artigo ¢ mostrado também que a sensitividade de
aproximar solucoes no MEC, com respeito a posi¢ao dos pontos de colocacao, estao
relacionados ao residuo das equacgoes integrais hipersingulares.

Paulino [51] et al. propdem o uso de sensitividade nodal, como indicador e
estimador de erro. Sensitividade nodal é definido como a taxa do deslocamento, ou
da tensao, ou da forca de superficie, com respeito a posicao nodal. Neste esquema,
a variacao da solucao é estimada por diferenciacao direta da equacao integral de
contorno na direcao tangencial. Este esquema apresenta certas dificuldades, posto
que a equacao integral original apresenta singularidade devido a solucao fundamen-
tal. Logo, com respeito a sensitividade nodal, a equacao tem hipersingularidade.

Portanto, técnicas especiais serao necessarias para calcula-las.

Diferenca da solucao

Alguns pesquisadores definiram o erro da solu¢ao como a diferenca entre duas solu-
coes, uma solucao obtida a partir da solucao original e outra por diferentes tipos de
analise.

Mullen e Rencis no artigo [45] propdem que depois da primeira analise para
uma malha com N elementos iguais, a segunda anélise seja feita para uma malha

refinada com 2N elementos iguais. A solucao da segunda andlise é de esperar que
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seja melhor e o erro da solucao é definido como a diferenca entre ambas solucoes.

Yuuki et al. [81], [82] propoem que na primeira analise, chamada de método
singular direto, os pontos fontes estejam sobre o contorno. E na segunda anélise,
chamada de método regular direto, os pontos fontes estejam fora do contorno. O
erro é estimado pela diferenca de ambas solugoes. Maiores referéncias podem ser
encontradas em Kita [36].

Zienkiewicz [85] analisa a importancia, na estimativa de erro a-posteriori, de
relacionar o residuo das solugoes aproximadas com o erro destas solucoes, para
elementos finitos.

Zhiye Zhao [86] apresenta um estimador de erro nodal a posteriori, onde os
erros nodais da variavel de deslocamento e forca sao estimados através da diferenca
de duas solucoes, uma solucao obtida a partir da solucao inicial no método dos
elementos de contorno e a outra solucao da interpolacao da solucao original. A
interpolagao pode ser obtida reduzindo o tamanho do elemento ou aumentando a
ordem da funcao de interpolagao. Neste artigo o estudo se focaliza num refinamento

h-adaptativo.

1.3 Organizacao da tese

No segundo capitulo apresentam-se as condicoes basicas da Teoria da Elasticidade
Linear. Com base nas relacoes de equilibrio obtém-se as equacgoes diferenciais gover-
nativas escritas em funcao dos deslocamentos, a equacao de Navier. Introduzindo
as condicoes de fronteira, formula-se o problema de equilibrio da teoria da Elastici-
dade Linear. Seguidamente obtém-se a equacao integral governativa, a Somigliana,
escrita unicamente em fun¢ao dos campos de fronteira e de dominio. Analisa-se tam-
bém a forma particular que a equacao integral Somigliana apresenta para pontos de
fronteira e como é que esta pode ser usada para obter o sistema de equacoes linea-
res resolutivo, seja através do Método de Colocacao, o qual é usado neste trabalho,
ou do Método de Galerkin . Finalmente sao mostradas, as equacoes integrais para

tensdo (pontos internos) e para forga de superficie.
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No terceiro capitulo desenvolve-se a solucao numérica, restrita ao caso bidi-
mensional, das equacoes integrais apresentadas no capitulo 2. Na discretizacao das
equacoes integrais foram utilizados elementos lineares que possibilitaram a obtencao
das expressoes exatas das integrais. Finalmente na montagem do sistema de equa-
¢oes algébricas foram utilizadas apenas equacoes de deslocamento, apenas equacoes
de forcas de superficie, ou as duas escritas para nés opostas da fratura.

No quarto capitulo sao apresentados os conceitos basicos da mecéanica da fra-
tura elastica linear em duas dimensoes. Sao também mostrados dois dos diferentes
métodos de extracao dos fatores de intensidade de tensao; o método de Correlagao
de Deslocamentos e a Integral-J. No calculo dos angulos de propagacao foi usado o
critério da maxima tensao principal.

No quinto capitulo é apresentada uma breve revisao da teoria de erro. Seguida-
mente o erro a ser considerado foi estimado a partir de normas onde se consideraram:
a variacao aproximada dos deslocamentos, a variacao das forcas de superficie, e a
variacao da energia de deformacao do sistema calculada com a sua integracao sobre

0 contorno.



Capitulo 2

Problema Elastico. Representacao

Integral

Neste capitulo apresentam-se as condicoes basicas da Teoria da Elasticidade Linear.
Com base nas relagoes de equilibrio obtém-se as equacoes diferenciais governativas
escritas em funcao dos deslocamentos, a equacao de Navier. Introduzindo as con-
di¢oes de fronteira, formula-se o problema de equilibrio da teoria da Elasticidade

Linear.

Posteriormente partindo da simetria dos tensores das deformacoes e das ten-
soes, obtém-se a equacao integral governativa, a Somigliana, escrita em funcao dos
campos de fronteira e de dominio. Desta maneira o problema foi transformado na
exclusiva determinacao dos campos de fronteira, a partir dos quais sao determinados

os campos de dominio.

Analisa-se também a forma particular que a equacao integral Somigliana apre-
senta para pontos de fronteira e como é que esta pode ser usada para obter o sistema
de equacoes lineares resolutivo, seja através do Método de Colocacgao, o qual é usado
neste trabalho, ou do Método de Galerkin .

Finalmente sdo mostradas, as equagoes integrais para tensao (pontos internos)

e para forca de superficie.

No desenvolvimento deste capitulo foram consultados os seguintes trabalhos:

11
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TIMONSHENKO & GOODIER, [73|, BREBBIA & DOMINGUEZ [9], VILLACA
& TABORDA [76], PARIS & CANAS [49)], Latif Saleh [38], A. Portela [55].

2.1 Problema Elastico

Quando um corpo esté sujeito a forgas externas F' (carregamento), cada ponto do
corpo pode sofrer um deslocamento u, e a sua posicao relativa entre eles nao é mais

a mesma. O corpo com tal propriedade é chamado de corpo deformavel, figura (2.1).

Corpo deformado

T~

~
T
\ \
i
F
T

Figura 2.1: Modelo Fisico

Se o carregamento for tal que introduza tensoes em todos os pontos do corpo
inferiores a um certo valor, e ap6s do descarregamento o corpo recupera a forma

inicial, entdo se diz que o material é elastico linear (nao linear).

Neste trabalho admita-se além desta hipotese da linearidade fisica, que os
deslocamentos sofridos pelo corpo sao muito pequenos quando comparados com a
dimensao deste, hipotese dos pequenos deslocamentos, de tal forma que a sua con-
figuracao deformada se confunde com a configuracao inicial. Esta hipotese implica
a hipotese das pequenas deformacoes, as quais, consideradas conjuntamente, esta-

belecem a hipdtese da linearidade geométrica.
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2.1.1 Equacoes Basicas de Elasticidade linear

Apresentamos as condi¢oes basicas da Teoria da Elasticidade Linear. Foram con-
sultados os seguintes trabalhos: 73], [9], [76].

Com base na hipotese da linearidade geométrica, definem-se as relagoes de
compatibilidade entre as deformacoes e os deslocamentos, também sao definidas as
relagoes de equilibrio, entre as tensoes e as carga do corpo de um ponto interior, e
entre as tensoes aplicadas num ponto da fronteira (forcas de superficie).

Admitindo a hipotese da linearidade fisica, relacionam-se tensao e deformacao
através da Lei de Hook.

Com base nas trés relacoes indicadas obtém-se as equacoes diferenciais em

funcao de deslocamentos ou em funcao da tensao.

Condigoes de Compatibilidade

Considerando a hipotese da linearidade geométrica é definido o tensor das deforma-

¢oes, que relaciona as deformacoes com os deslocamentos:

1

€ij(q) = Sluiy(@) +ual@)] 1,7 =1,2,3 (2.1)

onde u; sao os deslocamentos ao longo da diregao 7, €;; é o tensor das deformacoes, e

q um ponto genérico do corpo elastico. Neste trabalho sera usada também a notagao

indicial: wu; ; = ggf.
J

Condigoes de Equilibrio

O equilibrio de forcas num ponto genérico ¢, é dado pelo seguinte sistema de equacoes

diferenciais:

0i3.3(q) + bi(q) = i,j=1,2,3 (2.2)

A componente o;; do tensor das tensoes, representa fisicamente a tensao na faceta
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perpendicular & direcao 7, segundo a direcao 5 de um cubo de aresta infinitesimal
centrado em ¢, e a componente b; representa as forgas de corpo (por unidade de
volume).

Para pontos situados no contorno do corpo, o equilibrio desses pontos resulta

na formula de Cauchy:

Fi(q) = 0ij(q) - nj(q) (2.3)

onde P; sao as forgas de superficie, n; é o coseno diretor da normal ao contorno com

respeito ao eixo x;, e ¢ ¢ um ponto genérico no contorno.

Equacoes Constitutivas

Se o corpo elastico for homogéneo e isotropico, isto é, possui as mesmas propriedades
em todos os seus pontos, e em cada ponto as propriedades sao as mesmas em todas
as direcoes, a relacao entre tensoes e as deformacgoes num ponto ¢ pode ser obtida

através da lei de Hooke:

2G
”Vaijekk(q) +2Ge;(q) (2.4)

0ij(q) = 1_9,

sendo G o modulo de elasticidade transversal do material do corpo ou modulo de

cisalhamento, v é o coeficiente de Poisson e 4;; é o Delta de Kronecker definido por:

1 set=y
0ij = (2.5)
0 sei#j

para o estado plano de tensao o coeficiente de Poisson 7 é dado por:

v
14+v

(2.6)

N
I
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A equacao de Navier

Para obter um sistema de equacoes diferenciais escritas unicamente em fungao dos
deslocamentos, substitua-se em primeiro lugar as deformagoes ¢;; dadas em (2.1),
nas relagoes (2.4) e posteriormente, se introduz o resultado desta substituigao na

relagio de equilibrio (2.2). Desta forma, obtém-se as equagoes de Navier dadas por:

! gyt 2
v ) JJ G

ﬁ =0 1,] = 1,2,3 (27)

onde se é possivel aplicar trés diferentes tipos de condicoes de contorno nas equagoes

de Navier:

1. as condicoes de Fronteira de Dirichlet:

w; = U; onde I'=T1, 1=1,2,3 (2.8)

2. as condicoes de Fronteira de Neumann:

pi=p  onde I'=T,  i=1,23 (2.9)

3. as condigoes de Fronteira mista:
u; = U; em ['=T, 1=1,2,3 (2.10)

pi=p em I'=T, =123 (2.11)

onde I' =T, + T .

2.2 Formulacao Integral para o Problema Elastico

As representacoes das equagoes de Navier (2.7), em forma de equagoes integrais,
podem ser obtidas com a utilizacao das técnicas dos residuos ponderados ou, como

sera aplicado neste trabalho, pelo segundo Teorema de Betti.
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Trés teoremas serao apresentados a seguir, o Teorema do Trabalho Virtual e
o primeiro e o segundo Teorema de Betti. Este ultimo, é demonstrado a partir dos
dois primeiros teoremas.

O Segundo Teorema de Betti constitui a base para a formulacao do Método
dos Elementos de Contorno.

Considere-se um corpo elastico de dominio €2 e fronteira I' (figura 2.2).

Dada uma funcao de deslocamento ; sobre o dominio €2, tal que satisfaz as mesmas

T,:P=P

Figura 2.2: Corpo eléstico de dominio §2 e fronteira I' (I' =T, UT'p)

hipoteses para a fung¢do u;, na equagio de Navier (2.7), entdo 1; deve estar associado

a um certo campo de deformacoes 5172, logo deve satisfazer:
" 1
Eij = 5(1%7]' + ij‘) em Q (212)
v o= U em I

Observe-se que os campos 1; e 52@-, de deslocamento e deformacao, respectivamente,
estarao associados a certos campos de tensao a;pj, forcas de massa b;p e forcas de

superficie P

Teorema 2.2.1 (Teorema do Trabalho Virtual) Dado os campos de tensao oy, for-
cas de massa b; e forcas de superficie P;, satisfazendo as equagoes de equilibrio (2.2)

e (2.3) e os campos de deslocamento 1; e deformacio ",

ij» satisfazendo a equagao

(2.12), logo temos que:

/Q ojedQ = /Q b dQ + / Py);dl (2.13)

r
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Teorema 2.2.2 (Primeiro Teorema de Betti) O trabalho de o;; (sistema atual),

sobre 5?} (sistema auziliar) é igual ao trabalho de a;pj (sistema auziliar), sobre €;;

(U

(sistema atual). Assumindo que Oijs €ij € O, €;j satisfazem as equagoes constituti-

vas.

/O'ijé‘;@dQ:/O';pjffide (214)
Q Q

Teorema 2.2.3 (Segundo Teorema de Betti) O trabalho de for¢a de massa b; e forca
de superficie P; (sistema atual), sobre o deslocamento 1; (sistema auziliar), é igual
ao trabalho de forca de massa bz?b e forca de superficie P;’b (sistema auziliar), sobre

o deslocamento do sistema atual u;.

/ by dS) + / Pyap;dl’ = / bY u;dQ + / P} udl (2.15)
Q r Q r

Demonstragio: E demonstrado usando os teoremas (2.2.1) e (2.2.2), ver [49].

2.2.1 Solucao Fundamental

A solugao da equagao de Navier (2.7), em que Q* é considerado como um campo
elastico homogéneo, isétropo e infinito, é devida a Kelvin [42].

Escolha-se uma funcao auxiliar v;, como o deslocamento correspondente no
ponto ¢, num dominio infinito, devido a uma carga unitaria aplicada no ponte s. A

distancia entre os pontos s e ¢ denotamos por r, figura (2.3).

Figura 2.3: Carga unitaria em um dominio infinito



18 2.2. Formulagao Integral para o Problema Elastico

Assim, a carga b;p a ser escolhida, corresponde a forcas unitarias aplicadas num
ponto s, segundo cada uma das dire¢oes ortogonais e; dos eixos do sistema ortogonal

cartesiano considerado, ou seja:
b} (a) = 8(s, q)es (2.16)

onde:

1 = diregao da carga;
e; = vetor unitario;
(s, q) = fungao Delta de Dirac;

a funcao Delta de Dirac é definida como:

o(s,

q) = se s #q
(s, q
f(s)d

)
) = se s =¢q (2.17)
5)0(s, ¢)d2q) = f(s)

substituindo a equagao (2.16) na equagao de Navier (2.7), temos que:

1 1
Vi 5i(s,q) + ﬁ%,ﬁ(sa q) + 55(8, q)e; =0 (2.18)

Para simplificar a equacao (2.18), Galerkin introduz trés fungoes apresenta-
das mais tarde por Papkovich como componentes de um vetor, que é usualmente
conhecido na literatura como vetor Galerkin. Denotaremos neste trabalho o vetor
Galerkin como G;.

O vetor G; é escolhido de tal forma que 1; é definido como:

1

Vi = G g — m

Gl ik (2.19)

substituindo a equagao (2.19) na equagao (2.18) temos:

1 1 1

1
Gikkjj — 21 —p) Thikis T T, (Giwis = )Gk,jmj) =-gde  (220)

2(1—v



2.2. Formulacao Integral para o Problema Eléastico 19

tomando em consideracao a continuidade do vetor Galerkin, temos que:
Grikjj = G jiki

Gjkkij = G jjki

Gk,jkij = Gk,jjki

logo a equagao (2.20) escreve-se como:

1 1 1 1
b= - ki T Gikkgy = — 0 €; 2.21
[1 —2v l 2(1— y):| 2(1 — V)} Grjjki + Gikkij G5 €; ( )
entao:
1
Girkjj = —Eéei (2.22)

assim a equagao (2.22) pode ser escrita na forma:

V3(V2G)) = —ééei (2.23)

chamando de:
F, = V*G, (2.24)
a equagao (2.23) pode-se escrever como:

V2F, = —ééei (2.25)

a solugao fundamental para a equagao de potencial (2.25) é conhecida, ver [9], [49],

cuja solucao no espaco 3D é dada por:

F, = i 2.26
47?7’(}’6 ( )
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e no caso 2D:

r

[op— ln(1>ei (2.27)

substituindo a equagao (2.26) ou (2.27) na equacao (2.24) e resolvendo temos para

o caso 3D :
G, = ——re¢; 2.28
= re ( )
e no caso 2D:

G = Lﬁ ln(l) e; (2.29)

derivando as duas solugbes e substituindo em (2.19) temos para o sistema 3D:

1
e no sistema 2D:
1
q/;i = m{—(?) —4V) 1117“5ij + 7y 7’,]':|€j (231)

Usando a equacdo do tensor das deformagoes (2.12), e a lei de Hooke (2.4)

4 : Y .
para ;, é conhecido o tensor o;;. Como:

P’ =oln; (2.32)

logo temos para o sistema 3D:
1 or
—[(1 - 21/)5@']' + 3’[",i T,j] + (1 - 21/)(7’Lj’l",i —n;T,; ) €; (233)

Py = _
on

‘ 8r(1 —v)r?

e no sistema 2D:

1 or
| S
b= 47T(1—1/)7“[

a—n[(]_ - 21/)52‘]‘ + 27“,2‘ ’I",j] - (]_ - 21/)(71]'7“,2‘ ;T ):| €; (234)
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As solugoes fundamentais (2.30), (2.31), (2.33), e (2.34) podem ser escritas

Ccomo:

i = uii(s, 9)e; (2.35)

Piw = P{;(s, Q)ej

para deslocamento, no sistema 3D e 2D respectivamente:

o) = — (3 aN s
ui; (s, q) = 6rGA— 1) [(3 4v)0;j + 1y T,j:| (2.36)
. 1
uij(87q) = m{—(g—éll/) lnTéij+T,iT,j:| (237)

para forca, no sistema 3D e 2D respectivamente:

. B 1 or
Pij(s, Q) = —m [8—n[(1 — 2V)5i] + 3T,i T,j] + (]_ — QV)(RJT,Z' —ngT,; ):|(238)
Py(5,0) =~ | O [(1 = 20)8y + 2,0 ] = (1= 20) g~ )| (239
i qu - 471'(1 —V)’T’ 8’]’1, v 1] ’I",Z’I",] v TL]T,Z n,r,] .

2.3 Equacao Somigliana

2.3.1 Pontos Internos

Considere-se o corpo elastico homogéneo e isotropo €2, limitado pelo seu contorno I,
contendo o ponto fonte s numa vizinhanca de dominio €2, e contorno I'., tal como
mostra a figura (2.4):

Nas condigdes do segundo teorema de Betti (2.2.3) temos que:

/ bihidQ2 + / Pppdl = / DY u;dS) + / PYu;dl (2.40)
Q r Q r
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Figura 2.4: Ponto interno

/ by dQ) — / bYu;dQ) = / PYu;dl — / Pyap;dl (2.41)
Q Q T r

Considerando os novos dominios de integracao, (2 —€.) e (I' + I'.), temos que:

lim [/ biuge;dS) — / a(s, q)eiuidQ} = (2.42)
0-Q. 0-Qc

e—0

/P;;ejuidl—‘+1im Pieju;dl
r Le

e—0

—/Fu’;jejPZ-dF—lim A ug;e; Pdl

e—0

pode-se negligenciar o vetor e;, da equacdo (2.42), para a facilidade no manuseio
das equacoes.

No céalculo das integrais da equagao (2.42) temos:

1. A primeira integral do lado esquerdo é uma integral improépria, logo existe.

lim biug;dQ) = / biug;d)
Q

e—0 Q-0
€

2. A segunda integral do lado esquerdo, pela propriedade (2.17) temos:

/ 3(s,q)u;dY =0
0-Q.
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3. A segunda integral do lado direito fica como:

ling | Fils,q)ui(q)dllq) = T | P5(s q)luil) = uils)]dT(q) (2.43)

+ wi(s)lim [ Pi(s, q)dl(q)
I

e—0
€

e A primeira integral do lado direito é zero ja que u; obedece as condicoes

de continuidade de Holder.

e Analisamos a segunda integral do lado direito:

De acordo com a figura (2.5): r =€ r; = —n;; dI' = edf; ny = — cos b,

Figura 2.5: Contorno suave

Ny = sin 6; g—; = —1; n;r,; —n;r,; = 0. Logo a equagao (2.39) escreve-se
como:

1 or
S S S P
47T(1—1/)7“[ ( V>J+TT]]

P@'j<57Q> = - on

Casoi=1,5=1

i} 27 1
/eplld:[‘:—/o' m(—l)[(l—2y)+2T,1T,1:|€d€:]_

Caso1=2,7=2

i} 27 1
/‘6 PQQdF:_/(; m(—l) |:(1—2V)+2T,2T,2:|€d0: 1

Casoi=1,7=2
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/ PrLdl =0
Fe

/ Pidl = 5
L.

lim [ Pj5(s, q)ui(q)dl(q) = u;(s)

logo:

e—0

4. A quarta integral do lado direito, tem integrandos limitados,logo:

. 1
lim P

€0 T, m |:_<3 — 41/) 11’17“527‘ + Ty T4 :| dll = (244)

2T 2T
lir% (& ln(e)e/ P,do + lir% C’ge/ Pnn;dd =0
€— 0 e— 0

Pelos itens (1), (2), (3), e (4) a equagdo (2.42) escreve-se como:

A@@M%a@ﬂk:AP%&QMMMF—AUH&QEMMF+WS) (2.45)

w@=—A%@@MWE+A%@ME@W+L@@%®QM (2.46)

a identidade Somigliana para pontos internos é dada como:

m@=—A%@MM@W+A%@®B@W+L%@%@WW (2.47)

2.3.2 Pontos no Contorno

Considere-se o corpo eléastico, com as propriedades da sub-secao anterior. Dado o
ponto fonte s no contorno numa vizinhanca de dominio €2, e contorno I, tal como
mostra a figura (2.6).

Aplicando o segundo teorema de Betti (2.2.3), na auséncia de for¢as de massa

temos:

/F Piu;dl = /F uf; Pdl (2.48)
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o e

I-Ig

Figura 2.6: Ponto no Contorno

logo para o dominio Q — €, de contorno I' — ', + T,

lim Pludl — lim ug; Pdl (2.49)
e—0 T, e—0 I—T.

+lim | Pludl —lim | wj;Pdl =0
€— fe €e— _6

No céalculo das integrais da equagao (2.49) temos:

1. A terceira integral fica como:

lim Pi’;.(s,q)ui(q)dl“(q) = lim P{;(s,q)[ui(q)—ui(s)]dI’(q)

e—0 T e—0 T

€ €

+ wi(s)lim | Pj(s,q)dl(q) (2.50)

€— T
Te

e A primeira integral do lado direito é zero ja que u; obedece as condicoes

de continuidade de Hoélder.
e Analisando a segunda integral do lado direito temos:
de acordo com a figura (2.7): r; = —ny; g—; = —1; r = ¢ dI' = edb;

ry =cost; ro = —sinb; n;r,;, —n,;r,; = 0. Logo a equacao(2.39) escreve-
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v

N

I'-T

Figura 2.7: Contorno nao suave

se como:
1 or
P =——|—(1=2v)6;; + 2r,;r,;
zg(S7Q) 47T<1—V)7’ |:an< V) J+ r T]
por conseguinte:
ui(s)lim | Pj(s,q)dl'(q) = (2.51)
€E— f

€

72 1
(= 2)0y; 4 2riry | edd
/91 4w<1—v>e[< )0y - 2r }

Casor=1,7=1

/: | m l(l — ) 2y } o= (252)

1, . ‘ B
dn(1—v) [2(1 —v)(0 — 01) + 5(5111 20, — sin 292)] =

1

0, — 0
27T(2 1) +

m(Sin 202 — sin 291) =

1 sin o cos 27y
21 4m(1 —v)

01462
2

onde a =6, —0; e 7= . Similarmente podemos calcular para as
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outras combinagoes de i, j. A equagao (2.51) escreve-se como:

ui(s)lim | P(s,q)dl'(q) = Cijuq(s) (2.53)

e—0 T
€

concluimos que:

lin% | P(s,q)ui(q)dl(q) = Cijui(s)
=0 JF,

onde Cj; é chamada, a matriz de coeficientes do termo livre :

1 sin a cos 27y
Cyp=— _ 2.54
H 27?0[+ Ar(1 —v) (2:54)

sin o cos 27y

Cra = O = 4dm(1 —v)

c 1 sin a cos 27y
= 00— —
27 o Ar(1 —v)

2. A quarta integral é dada por:

1
lim [ u;Pdl’ = lim | P

m - o . m[—(3—4y)lnT5ij+T,iT,j dF

= lim P@ [Cl Ine —+ CQ'I’I,Z'I’I,]]dF

= lim Ch lnePidT+1iI%
. .

e—0 T.

e Analisando a primeira integral da ultima igualdade em (2.55):
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assumimos que |P;(¢)] < & para 0 <\ <1 logo:

02
lim | CilnePdl’ < limC, lne/ g6d(9 (2.56)
€ 61

e—0 T e—0 6)‘

= limCln eC(e"™) (0, — 0)

= Alim[(Ine) ()]

e—0

617)\
= Al
El—% 1—-A

= 0

e A segunda integral da ultima igualdade em (2.55) fica como.

€E— T €E—> Fe

€

IA

lim Cs / | P,|dT
e—0 T,

IA

02
6, €

e—0

02
= limC, / Ce=dp
e—0 0,

= lim C,Ce'

e—0

= CyCalim(e") =0

e—0

concluimos que:
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Pelos itens (1) e (2) a equagao (2.49) escreve-se como:

Cij(s)ui(s) + lim Fij(s, q)ui(g)dTl'(g) = lim uii (s, ) Pi(q)dl'(q) (2.58)

e—0 I—T. e—0 T,
Condigoes para existéncia do Valor Principal de Cauchy

Dada a fungao u(x) satisfazendo a continuidade de Holder, isto é:
existe constantes A >0, 0<a<1 talque |u(t)—u(z)|<Alt—z|*

e uma fun¢do f(x) que ndo apresente singularidade. A integral definida no intervalo

[—CL, b] b

existe no sentido valor Principal de Cauchy, se:

|f(e) + f(—€)| < Ae® A>0, 0<a<l1l, €>0. (2.59)

Na equacao (2.58), a funcdo u(x), na integral do segundo termo do lado es-

querdo, obedece a continuidade de Hélder, e o integrando P;; podemos escrever como
f(=@)

r

onde:

1 or

f= 00 8_n[<1 —20)0;5 + 2ry; 1,5 ] — (1 — 2v)(njr,; —n,r,; ) (2.60)

Para provar que a integral existe, no sentido valor Principal de Cauchy, s6 restaria
verificar (2.59).
Como os vetores 7 e n sao mutuamente perpendiculares, figura 2.8, s6 restaria

calcular o valor de f em:
N7y =157, (261)

Para € : de acordo com a figura (2.8)

ni = cosft ng = sin "

ri = —sinf* rh =cosf"

emj=1ei=2
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Figura 2.8:

nirh —ngrt = cos6(cos67) —sinfF (—sinf*) =1

Para —e
ny =cosf” n, =sinf"
ry] =sinf" ry,=—cosf"
em j=1 e i=2
nire—mnyr; =cosf (—cosf” ) —sinh (—sinf) = —1

Os valores achados para a funcao f em ¢ e —e implicam que a equacao 2.59 é
satisfeita. Uma conclusao similar pode ser obtida para j =2 e ¢ = 1, também para
i = j. O que prova que a integral do primeiro membro da equacao (2.58) admite
valor Principal de Cauchy, e pode ser escrita na forma:

lim Pi(s, q)ui(q)dl'(q) = ]{ P}i(s, q)ui(q)dl(q) (2.62)

e—0 r—T.

A integral do lado direito da equagao (2.58), tem singularidade fraca do tipo
Inr, logo a integral existe como integral improépria.

Logo a equagdo (2.58) escreve-se como:



2.4. Calculo da Tensao Interna 31

cij(8)u(s) + ][

Ffji’}(s,q)ujdfz/Fuz‘j(s,Q)deP (2.63)

que é a equacao Somigliana para pontos da Fronteira.

Nesta se¢do tomou-se como referéncias: [49], [9], [56].

2.4 Calculo da Tensao Interna

A identidade Somigliana (2.47), para o ponto interno s, é derivavel, e escreve-se

2538 N 826?(5) l_/rPfi(qu)uk(q)dFvL/Fufk(s,Q)Pk(Q)dF (2.64)
- bk<q>u;z<s,q>dg]
logo:
87%(5) . 8PZ* (8,q) 8u: (8,(])
Ori(s) FW“’“(WP+ FmPk(Q)dF (2.65)

dui (s, )
o

Derivando as solugoes fundamentais para deslocamento (2.37), e forga (2.39),

temos:

8’&2(8’(]) 1
——= = —— [4(1 - Oie — (7.:0; O y 2.66
O;(s) sri = oyar | T Vrad = (1 £ 70k + ady) - (2:66)

+ 2T7,‘T7]‘T7k:|
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OF;(s,9) 1
D2;(5) I — )12 [2( V)OiT j 4 8T ir 47 & (2.67)

0
— 2(5@']"/“7]C + 5jkr7k)]a_:l

+ (1 —2v)(2nrgr; — 2ngr 7,

5Z-knj + 5Z-jnk — 5Jknl) — 2r,ir,knj

Com as equagoes (2.66) e (2.67) é conhecida a equagio (2.65).

Substituindo a equagdo (2.65) em (2.1), o tensor das deformacoes escreve-se

CcOmo:

1 /0Py 0P,
I ¢ dl’ 2.
€ij /[:2<al’] + 8372 Uk ( 68)
1/ 0uy, — Ouly
— ! Pdl’
/Fz(axj T e, )k
1 (Oup, | Oujy

Finalmente, substituindo a equagio (2.68) na lei de Hooke (2.4), temos a tensao

para o ponto fonte s:

O'ij(S) = —/FSijk(s,q)ude -+ ADzjk(s,q)Pde + /g; Dwk(s,q)bde (269)

as solugoes fundamentais D;;;, e S;j; sao dados por Cruse [16] como:

1

Dyjp = ——————
i dam(l —v)re

(1= 20)(8igry; +6ur —0ijrye ) + Braryry)  (2.70)
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2G or
Siik = prT—— [ﬁ% ((1 — 20)047,5 AV (OirTyj +0jkTsi ) — YT Ty T7k> (2.71)

+0v(nir,; +nr )y (1 —2v)(Bngr,i rj + 10 + nidjk)

—(1 — 41/)7%52]]

Para o sistema 2D:
a=1;,0=2;v=4.
e no sistema 3D:

a=2;=3v=5 .

2.5 Equacao Forca de Superficie

O campo de tensoes, na auséncia de for¢cas de massa, para o ponto fonte interno s,

foi dada em (2.69) como:

o () + / Sun(s's q)ue(q)dL(g) = / Diye(s', ) Pe(g)dT(g) (2.72)

no sistema bidimensional as equagoes (2.70) e (2.71) escrevem-se como:

, 1
Dijk(s ,Q) = 7471-(1 — 1/)7‘ |:(1 — 21/) (5ikT7j +5jk;r7i —5ij7“,k) + 2r; T Tk (273)
E or
Sarlsh0) = LA e [2 5L = 20)3yr s tv (B +0rs)  (2.74)

Arirrg | 4 2v(ngr,; +ngr )T
+ (1 —=2v)(2ngr,; rj + 10 + nidji)
— (1 — 41/)le5@]:|
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Como a distancia entre o ponto fonte e o ponto campo é r, entao temos que
para qualquer ponto fonte interno a distancia r # 0, logo as integrais em (2.72)
contem somente integrandos regulares.

Agora considere o caso limite, em que o ponto fonte interno é levado para o
contorno, tal como ilustra a figura (2.9), isto é, no processo limite r — 0 quando

s — s.

Figura 2.9: Ponto fonte no contorno

Neste caso a equagdo de tensdo (2.72) toma uma forma particular. Para a sua
determinacao considere-se o ponto s como o limite de um ponto interior envolvido
por parte de uma superficie esférica de raio €, conforme ilustra a figura (2.9). Temos
o contorno dividido em duas partes I' = (I' — I'.) 4+ I'.. Logo a equacao de tensdo

(2.72), transforma-se em:

0ij(s) + lim Sijr(s, @)ur(q)dl'(q) = lim Diji(s, q) Pe(q)dT(q) (2.75)

e—0 e—0

I—Te+Te I—Te+T

A integral do lado direito da equagao (2.75), contem uma singularidade forte
no seu integrando de ordem O(%) e pode ser regularizada da mesma maneira como

foi feito na equacao deslocamento. Logo temos:
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113% Dijr(s,q) Pe(q)dl(q) = 113% Diji(s,q)[Pi(q) — Pr(s)]dI'(q)
I—Te+Te T.
+  Pi(s) lg%/Dijk(S,Q)dF(Q)
fe
+ lim [ Dygi(s, q) Pr(g)dl(q) (2.76)
I'—I'

Analisando a primeira integral do lado direito da equagao (2.76) temos:

assumindo que o campo de forcas de superficie satisfaz a condicao de continuidade
de Holder, Py(q) € C%, o primeiro termo da integral é integravel e se anula no
processo de limite.

Analisando a segunda integral do lado direito da equagao (2.76) temos:

¢ uma integral singular forte de ordem O(2) e da o termo livre A;x(s)Pi(s), onde
A;jr(s) € uma constante que depende das constantes elasticas e da transformagao

de coordenadas.

Py(s)lim [ Dyji(s, g)dl(q) = Aiji(s) Pr(s) (2.77)

Te

A terceira integral do lado direito da equagao (2.76), é uma integral impropria e

pode ser tratada no sentido de Valor Principal de Cauchy:

e—0

I'-Te

iy [ Dyl ) POAC (@) = f Dl P} (@) (2.79)

A integral do lado esquerdo da equacdo (2.75), tem uma hipersingularidade
de ordem O(T%) no seu integrando. A regularizacao pode ser feita com os dois
primeiros termos da série de Taylor para o deslocamento ao redor do ponto fonte.

Logo a integral ¢ dada como:
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lim Siie(s, Qui(@)dl(q) = lim [ Sin(s, ¢)[ur(q) — u(s) — ury(s) (@ — s1)]dT(q)

e—0 e—0

I—Te +fe fe

+ uk(s)lg% Sijr(s,q)dl'(q)

e
+  upa(s) lii%/sijk(&Q)[Ql — s1]dT(q)
Fe
+ lim [ Si(s, g)ur(q)dT(q) (2.79)
I'-TI'e

Analisando a primeira integral do lado direito da equagao (2.79) temos:
assumindo que a derivada do deslocamento obedece as condicoes de continuidade de

Holder, ug(q) € CH*, logo existem constantes |C| < a e 0 < «a <1 tal que:

lur(q) — ur(s) — up(s)(q — s1)| < Clg — s/ (2.80)

com estas hipoteses temos que a primeira integral é integravel e se anula no processo
do limite.

Na segunda integral do lado direito da equagao (2.79) temos:

(2.81)

e—0 €

ug(s) lii%/sijk(5>Q)dF(Q) = uy(s) hmBiL(S)
T
onde B;;;(s) é uma constante que depende das constantes elasticas e da transforma-
cao de coordenadas.

A terceira integral do lado direito da equagao (2.79) fica como:

w5ty [ (5,0l 5040 0) = Co)nals) (2.8

Le
onde Cjjri(s) é uma constante que depende das constantes elasticas e da transfor-
macao de coordenadas.

A quarta integral do lado direito da equagao (2.79), é uma integral impropria, que



2.5. Equacao Forca de Superficie 37

tomada junto com a integral (2.81) é tratada no sentido de valor principal de Hada-

mard.

€

# Suls @i =t d [ Suls 0ul@dr@) + w2 @)

I'—Te

Substituindo as equagoes (2.77), (2.78), (2.81), (2.82), (2.83) na equagao (2.79)

temos:

oii(s) + f Sui(s, QJur(g)dT(g) = ][ Diye(s, 9) Pe(q)dT(q) (2.84)

+  Aijk(2)Pe(s) — Cijrrur,(s)

Foi mostrado por Cruse, em [16], que os dois tltimos termos da equacao (2.84)

sao iguais a tensao no contorno e para contorno suave temos que:

Awk(l‘)Pk(S) — C’ijklum(s) = %O‘i]‘(s) (285)

Por tanto podemos escrever a equagao de tensao (2.84) como:

1

375(5) + F Sils. w0 (@) = f Don(s ) Pla)dla) (280

Substituindo a equacao (2.86) na relagao (2.3), a equacao integral de forca de

superficie para contorno suave é dada como:

3P = () S5, T (@) + () Din(s, ) Pula)dll) (287

onde n; denota a j-ésima componente do vetor normal ao contorno no ponto fonte
s. Para um contorno nao suave a equacao integral nao pode-se ser definida ja que

nao existe um Unico vetor normal.



Capitulo 3

Método dos Elementos de Contorno

Neste capitulo desenvolve-se a solugao numeérica, restrita ao caso bidimensional, das
equacoes integrais apresentadas no capitulo 2. Para obter uma solugao recorre-se a
uma técnica numeérica para estabelecer um modelo discreto que aproxime os campos
continuos a determinar. N6 método dos Elementos de Contorno, esta solugao é
obtida através de um processo de discretizacao da equacao integral governativa, que
neste caso é escrita unicamente em funcao dos campos de fronteira, diminuindo
uma unidade & dimensao do problema em anélise. Este processo de discretizacao
conduz a um sistema linear de equacoes algébricas, cuja solucao permite calcular,

posteriormente, os campos de dominio.

Neste trabalho, na discretizacao das equacoes integrais, foram utilizados ele-

mentos lineares que possibilitaram a obtencao das expressoes exatas das integrais.

Finalmente na montagem do sistema de equacoes algébricas foram utilizadas
apenas equacoes de deslocamento, apenas equacoes de forcas de superficie, ou as
duas escritas para nés opostas da fratura levando, portanto ao método dos elementos

de contorno dual usualmente empregado na anélise de fratura.

No desenvolvimento deste capitulo foram consultadas os seguintes trabalhos:

BREBBIA & DOMINGUEZ [9], PARIS & CANAS [49].

38
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3.1 Discretizacao da Equacao Somigliana

Para obter uma solucao aproximada dos campos de fronteira desconhecidos, equacao
(2.63), divida-se o contorno I' em NFE elementos. O dominio © pode ser dividido
em células, caso seja considerado as forcas de massa ,entretanto neste trabalho nao

serdo consideradas, figura (3.1).

Elemento de
Contorno

Célula

Figura 3.1: Problema elastico discretizado em elementos de contorno e células de

dominio
Logo o contorno I' se escreve como:

NE
I=> T, (3.1)
m=1

e os deslocamentos e as forcas, no elemento genérico I, serao aproximadas por:

ur(q) = dulg)ug (3.2)

Pi(q) = du(q) P} (3.3)

onde q € I',,, ¢; sao as funcoes de interpolacao para [ = 1, 2.
As funcoes de interpolacao, a ser consideradas neste trabalho, sao de ordem

linear, e dados por:

h=31-8 =048  -1se<l (3.4
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que sao as formulas de Lagrange de grau 1.

Substituindo as equagoes (3.2) e (3.3), na equacdo Somigliana (2.63), temos:

calhunls) = =3 [ Pilsaa(r(a) o

4 2/ (5, 0)6u(0)dT(q) PL(q)

ou:
Cin (s Zhlkuk"‘zgfﬁpl
sendo:
H = / P2 (s, 0)én(a)dl(q)
I'm
o = / Wy (5, @) (@)dD(q)
T'm
em que:

m: denota o m-ésimo elemento

k: influéncia na direcao do eixo

[:no

1 : diregao da carga unitéria

A convergéncia dos somatorios em (3.6) sera visto no capitulo 5.

Agrupando os termos em comum, a equagao (3.6) escreve-se como

NE NE
Z H(s,m)U™ = Z G(s,m)P™
m=1 m=1

onde

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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Aplicando a equagao (3.9), a todos os nos do contorno, obtém-se um sistema

linear de equacoes, que em forma matricial pode-se escrever como:
HU =GP (3.11)

sendo as matrizes H e G da ordem 2N x 2N (N é o nimero de nds do contorno).

Com as condigoes de contorno, o sistema linear de equagtes (3.11) escreve-se

como:

AX =B (3.12)

onde X é o vetor de incognitas, formado por forcas de superficie ou deslocamentos.

Note-se que a matriz H em (3.10), aplicada em todos os nés do contorno é:

H(s1,1) H(sy,?2) H(s;, NE)
H(s3,1) H(s,2) H(s3, NE)

- (3.13)

H(sp,1) H(sp,2) ... H(s,,NE)
onde ﬁ(si, m) denota a matriz de integragdo do ponto fonte s; ao elemento m. Ela
¢ uma matriz 2 x 4 cujos elementos sdo as fun¢des integraveis L7, dadas em (3.7).
Em forma explicita:
= M by BAT hEY

H(siy,m) = (3.14)

im 1m 2m 2m
h21 h22 h21 h22

No caso da matriz G na equagao (3.11), ela é calculada de modo similar que a

H, onde as submatrizes em G sao:

Im 1im 2m 2m
G(Si,m): di1 912 911 Y12 (3_15)

1m im 2m 2m
921 922 921 Y922

cujos elementos sao as fungoes integréaveis gﬁ}”, dadas em (3.8).
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3.2 Solucao Analitica das Integrais para a equacao

de Deslocamento

Neste trabalho as integrais das submatrizes (3.14) e (3.15), sao calculadas analitica-

mente. Temos dois casos, as integrais sao singulares e nao singulares.

3.2.1 Singular-Ponto fonte no elemento

a) Ponto fonte coincide com o ponto inicial do elemento;
b)Ponto fonte coincide com o ponto final do elemento;
c¢)Ponto fonte é n6 dulplo;
Resolvemos as integrais sem mudanca de coordenadas. Como exemplo, mostramos
parte(a).
Calculamos um dos elementos da submatriz (3.14), para o ponto fonte s, ele-

mento 1, figura 3.2. Seja o elemento a calcular h3}:

Y4 »>
n

v

<V

Figura 3.2: Ponto fonte coindice com o n6 do elemento

Por ortogonalidade temos que

os cosenos diretores sao dados por

n = cos(n, X) ne = cos(n, Y) (3.16)
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logo
N1 = cos 6 72 = sin 6 (3.17)
r,y= —sinf ryo= —cosf (3.18)
as fungoes de forma sao dadas por:
r r
pr=1-7 $2=7 (3.19)
onde [ é o tamanho do elemento.
Substituindo os valores na solu¢ao fundamental (2.39), temos:
1 or
Plo=——+——1(2 ——(1-2 — 3.20
= e |2 g - A=W - ran)| (320
Pl = ! (1 —2v)(—sinfsind 0 cos0) (3.21)
o =) v)(— sin # sin cos 6 cos .
Py L (1—2v) (3.22)
_ — — 2l .
12 Ar(1 —v)r
Calculamos a integral
= [ Phowdr (3.23)
r

o caminho de integracao I' é a trajetoria do r, que varia do n6 inicial 1 até o no final

2. Substituindo as equagdes (3.22) e (3.19) em (3.23) temos:

h21—/l b o
2 ) An(l—v)r e

(1—2v)

h21 —
12 dr(1 —v)

(3.24)

(3.25)
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No caso da submatriz (3.15), para o ponto fonte s, elemento 1, figura 3.2. Seja

o elemento a calcular g{i:

ot = [ o (320

Substituindo os valores na solugao fundamental (2.37), temos:

. 1
i = ey | (3:21)
logo
11—/l; —(B—4v)Inr+ryr (l—t)dr (3.28)
M= | 8aG(1—v) o I '
n_ L —(3—4v)(IInl —1) + (3 —4 )(fl l—£)+ QZ—ﬁ (3.29)
= 8rG1 - v) VAL AT O
o L (3—41/)(§—1nl)+7“2 (3.30)
= 16261 — v) 2 ! '

3.2.2 Nao Singular-Ponto fonte fora do elemento

a)Ponto fonte ndo alinhado com o elemento: usamos mudanga de eixos na geometria
b)Ponto fonte alinhado e atras do elemento
c¢)Ponto fonte alinhado e na frente do elemento

Mostramos como exemplo parte (a). Calculamos a integral hi}:

hi, :/Pl*@ldr (3.31)
r
As fungoes de interpolagao sao dadas por:

o1 =1- 7 P2 = — (3.32)
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Figura 3.3: Ponto fonte fora do elemento

sendo I" o caminho de integracao, [ é o tamanho do elemento a ser integrado. De

acordo com figura (3.3), temos:

como o caminho de integracao ¢ I' = § — 1, logo temos que:

['=Rsinf —y; + ys

seja h a distancia do ponto fonte s ao elemento. Entao podemos escrever:

I'=htanf + y, — 1

dI' = —db

cos?

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)
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logo as funcoes de interpolacao podem ser escritas como:

htand + g, — g
¢r=1- 2 ley o (3.38)

_ htan® +y, —
N [

P2

Na figura (3.3), r = R, que é a distancia entre o ponto fonte s e o ponto P, do

elemento a ser integrado, logo:

=@ — 52+ (G~ ) (3.39)
também temos:
or or
= 0 = — 3.40
T O T2 ay ( )
r,y = cosf r,9 = sinf (3.41)

Os cosenos diretores sao definidos como:

m = cos(n, ) ne = cos(n, y) (3.42)
logo
m=1 n2 =10 (3.43)
e
Ton = g_:z (3.44)
logo

Ty = COS 0 (3.45)
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Substituindo os valores na solugao fundamental (2.39), temos:

. 1 or
P = _47r(1 —r [[(1 —20) +2r 1) ]671 —(1=2v)(ran —ry n1)] (3.46)
* 1 2
P}, m{[(l 2v) 4+ 2 cos” 0] cos O — (1 — 2v)(cos b COS@):| (3.47)
Pr— %0 1 90) 1 2c0s20| cosh (3.48)
T FET v cos” 0| cos :

Substituindo os valores respectivos em hl], temos:

b2 29 htanf + g, — 1] h
pit— [ OBV 9)) 4 2c0s?h| |1 — s~ 9 (3.49
b= i [0 20+ 2 l (3.49)

cos?

seja

K=4r(1—-v) Q=1-2

resolvendo a integral

Bl = —% {((1 - @)0 + %ln(cosé’))Q (3.50)

+ (04 sinfcosh)(1 — ys;m) +%cos29}

3.3 Sistema de Equacoes para a Equacao de Forca
de Superficie

Para obter uma solugdo aproximada de (2.87), dos campos de fronteira
desconhecidos, divida-se o contorno I' em NE elementos como em (3.1) e

aproxime-se os campos de deslocamento e for¢a de superficie como em (3.2) e (3.3)
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respectivamente. Por simplicidade, no manuseio das integrais, escreveremos a equa-

¢ao (2.87) da seguinte maneira:

1
r r

desenvolvendo em j:

1
§Pz‘ = —(nl/Sukukdr—i-ng/&-gkukdf) (3.52)
r r

T T

discretizando:

1 NE NE
5P = —(nlz / Suk@idlul + 15y / Smgbldru;) (3.53)
m=1 m m=1 m

NE NE
+ (mZ DirrdD Pl +ny Y Dl-zmldFP,i)

m=1 Im m=1 T'm

por simplicidade nas equacgoes, desenvolvemos somente o primeiro grupo da equagao

(3.53), para o segundo grupo fica parecido:

1 NE NE
épi = —[m(Z/ 5¢1k¢1dFu,1€+Z/ Suk(bzdl“uZ) (3.54)
m=1 Im — .
NE VE
+ ns (Z / 52‘2/1#)1011%@11C + Z/ Si2k¢2dfui)} 4.

Seja:

Sz%:/ Sijkgrdl (3.55)

m

substituindo a equagao (3.55) em (3.54):
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desenvolvendo em k:

{ (Z Siru ;HZSESE k)

(S

i2k U T

NE

o lm 1 lm 1
= - [nl ( § U § i12 U2

m=1

NE

+ ) Situ

m=1

s

m=1
NE

+ ) Shu

m=1

%+ZS§$
Shiui + Z
%+ZS§$

agrupando e pondo em evidéncia o deslocamento:

3 )]+

)

1m 1
i22 U

)

Kn Z S 4y Z )
(nl Z i 4y Z )
(nl Z $2m 4, Z )
(m Z 2 4, Z )u }

(3.56)

(3.57)

(3.58)
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desenvolvemos para NE = 1, o resto fica analogo:

1
§P1 = ((nlslll + n25121)u1 (”15112 + n25122)u (3-59)

+ (”15111 + ”25121)U1 (nlSHQ + n25122) +e

P = ((n15211 + n252121)u1 (”15212 + n25222) (3-60)

+ (”15211 + ”252221)U1 (n15212 + n25222) ) +e

agrupando em forma matricial:

ip
511
= — (3.61)
1
2 P2
4 3\
uj
1
”15111 + ”25121 nlSllQ + n25122 nlSnl + n25121 ”15112 + ”25122 Uy
2
”15211 + ”25221 n15212 + n25222 n15211 + n25221 ”15212 + ”25222 uy
2
U
\ 2 Vs
escrevendo em forma simplificada:
()
Uy
1 1 1 2 2 1
3D B St Sz S Si2 U " (3.62)
1 1 1 2 2 2 '
§P2 Sa1 S22 S21 S29 uy
2
U
2 )

A matriz de integragdo 2 x 4, do ponto fonte s ao elemento 1, na equacdo (3.62)
denotamos por:

1 1 2 2
~ S11 S12 S11 512

H(s, 1) = (3.63)

1 1 2 2
S91 S22 S31 Sy
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Identicamente a matriz de integracao 2 x 4, do ponto fonte s ao elemento 1,

do segundo grupo da equagao (3.53) vamos denotar como:

~ d, di, &2, &
Gs, 1) = 1 G2 dip di (3.64)

1 1 2 2
d21 d22 d21 d22

em geral para todos os elementos:

1 NE _ NE _
5= —leH(s,m)Um +leG(s,m)Pm (3.65)
agrupando
NE _ NFE
> H(s,m)U™ =Y G(s,m)P™ (3.66)
m=1 m=1

temos o sistema de equacoes

HU = GP (3.67)
aplicando as condicoes de contorno:

AX =B (3.68)

onde o vetor X é formado por forcas de superficie e deslocamentos.

3.4 Solucao Analitica das Integrais para a Equacao
de Forcas de Superficie

As integrais nas matrizes H e G, dada pelas equagoes (3.63) e (3.64) respectivamente,
foram calculadas, neste trabalho, analiticamente. Os dois tipos de integrais que

aparecem na matriz H e G sao:
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Stk = / Six@dl e DIt = [ Dipgydl (3.69)

I'm

onde [ é igual a 1 ou 2 para denotar a funcao de forma a ser usada. Os valores que

precisamos para montar a matriz G, podem ser resumidas na seguinte matriz:
im im 2m 2m
Dy Dyiy Dift Difs
— 1m 1m 2m 2m
D= | Disi Diz Di5i Dig (3.70)

im im 2m 2m
D221 D222 D221 D222

Identicamente para H. Como ilustracao calculamos a integral para DL,

Dif :/F Di11(s, q)91dL(q) (3.71)

Substituindo os valores em (2.73) temos que:

1
Dy = m [(1 —2)(ra+ra—ra)+2rarara (3.72)
seja:

M = [(1 - 27/)(7“,1 +T71 —Tn ) + 2T,1 1 Tal] (373)

entao temos que:

M

Dify = [ ————¢udl’ 3.74
111 /F1 dm(1— V>T¢1 ( )

para o elemento I'y, suponhamos que tenha tamanho [, de nés 1 e 2 e ponto fonte s

tal como mostra a figura (3.4):
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ok /

Figura 3.4: Ponto fonte no contorno

Dividimos o elemento I'; em dois segmentos. A distancia de s aon6 1 é a, e
a distancia de s ao n6 2 é b. A funcao de aproximacao ¢; para o lado esquerdo e

direito respectivamente sao dados por:

b+r b—r
b = ] e ¢1p = ; (3.75)
logo:
a b
Dy = 11_{%/ Dlll(blEdT‘Fli_r)%/ Di11¢1p(—dr) (3.76)
‘ M b+r ’ M b—r

DY, =1i
= g . Ar(l—v)r

D!, = (%) lii%(/ﬁa(bir)dr _ /eb(b - r)dr) (3.78)

M
Dl = (m) lii%<blna+a— blne—e—blnb+b+blne—e) (3.79)

( ; )dr + lim

e—0 J, 477(1—1/)7“( ! )(—dT) (377)

1

Dy = ———
M 4r (1 —w)l

{(1 —2U)r, +2r, T T ] {b(lna —Inb+1)+ a] (3.80)
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3.5 Sistema de Equacoes Algébricas para Fratura
Elastica Linear

Para modelagem da fratura elastica linear pode-se usar apenas o sistema linear de
equagoes de deslocamento (3.6) ou apenas as equagoes de forga de superficie (3.56),

para § # 0 (suficientemente pequeno), para evitar a singularidade. Ver figura (3.6).

Contorno sem Fratura Contorno sem Fratura

D FS

D FS F
5 D D D s FS FS FS
D \ FS \

Contorno com Fratura FS Contorno com Fratura

Figura 3.5: Chapa com Trinca

No caso de § = 0, pode-se usar as duas equagoes (3.11) e (3.67) para nos
opostos da fratura levando, portanto ao método dos elementos de contorno dual

usualmente empregado na anéalise da fratura, ver figura (3.6).

Contorno sem Fratura

Contorno com Fratura

Figura 3.6: Chapa com Trinca-Método Dual

O sistema de equacoes para modelagem de fratura elastica linear para os dois
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casos: § # 0 e 0 =0, pode-se representar da seguinte maneira:

Hloe [Hlorp {U} _ [Glee [Gler 1P} (3.81)

(Hlpe [Hlpr {U}p [Glre [Glpr {P}r

os sub-indices das sub-matrizes em (3.81) denotam:
F: trinca
C'C" integracao do contorno no contorno;
C'F: integracao do contorno na trinca;
FC" integracao da trinca no contorno;
FF: integracao da trinca na trinca;
{Ptr=0
A seguir apresentam-se algumas técnicas que constam na literatura para mo-

delagem de fratura elastica linear.

3.5.1 Meétodo Funcao de Grenn

Uma forma especial da solucao fundamental, baseado nas funcoes de Green para
problemas de fratura, é usado por Snyder e Cruse [67]. Modelar fratura ndo é mais
necessario, ja que a solucao fundamental tem a forma exata para fratura. A desvan-

tagem é que a exatidao deste método esta limitado s6 para o caso bidimensional.

3.5.2 Meétodo de Descontinuidade de Deslocamento

Neste método o par de pontos que coincidem sobre a superficie da trinca é substituido
por um tnico ponto fonte. Embora seja relativamente melhor, novas variaveis sao

introduzidas sobre as integrais de contorno. Ver os trabalhos de Crouch [15].
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3.5.3 Meétodo de Sub-Regiao

Este método é implementado introduzindo um contorno artificial no dominio, de
tal maneira que permita conectar a trinca e o contorno. O novo dominio ficara
dividido em sub-regiGes sem trinca. Ver os trabalhos de Blandford et al. [8]. Este
método envolve uma formulacao por multi-regioes, a qual pode ser desenvolvida
desde o método dos elementos de contorno. Para que o problema fique completa-
mente determinado é necessario que se aplique as condigoes de equilibrio de forgas
e compatibilidade de deslocamentos na interface. A principal desvantagem estd na
implementacao para um procedimento automético, posto que o contorno artificial

precisa ser introduzido repetidamente a cada incremento da extensao da trinca.

3.5.4 Meétodo dos Elementos de Contorno Dual

As equacoes integrais de contorno, de deslocamento e forcas de superficie, constituem
as equacoes duais para o método dual dos elementos de contorno. Ver os trabalhos
de Portela, Aliabadi e Rooke [55]. Este método supera a dificuldade de modelar
a fratura quando dois pontos fontes coincidem no mesmo caminho de integracao,
neste caso, sdo aplicadas as equages de deslocamento (2.63), para pontos fontes
sobre uma das superficies da trinca, e a equagdo de forgas de superficie (2.87) é
aplicada na outra superficie da trinca.

Nos exemplos apresentados neste trabalho, para a modelagem da fratura elas-
tica linear, o método Dual dos Elementos de Contorno é o adotado. Na desconti-

nuidade usa-se n6 duplo.



Capitulo 4

Mecanica da Fratura Elastica Linear

Primeiramente neste capitulo sao apresentados os conceitos basicos da mecanica da
fratura elastica linear em duas dimensoes.

Posteriormente sao mostrados dois dos diferentes métodos de extracao dos
fatores de intensidade de tensao, o método de Correlacao de Deslocamentos e a
Integral-J. Um terceiro método, proposto por Maciel [43], é apresentado no final do
capitulo.

Neste trabalho optou-se pela técnica de Correlacao de Deslocamentos para
a extracao dos fatores de intensidade de tensao. Um segundo método, proposto
por Maciel, é implementado para efeito de comparacao. No célculo dos angulos de
propagacao foi usado o critério da maxima tensao principal. O tamanho do elemento
é efetuado por meio de um procedimento que minimiza o erro

No desenvolvimento deste capitulo foram consultados os seguintes trabalhos:

N. Salgado [65], D. Broek [10], A. Portela [56].

4.1 Mecanica da Fratura

Entende-se por fratura a superficie resultante da propagacao instavel de uma trinca.
Este processo de propagacao denomina-se fraturamento.
A formacio da trinca é o resultado do processo evolutivo de micro-fissuracao

que é chamada de danificacao. Essencialmente, a Mecanica da Fratura ignora a

57
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danificacao prévia a formacao da trinca e estuda as condicoes sob as quais a trinca

pode tornar-se instavel e conduzir a ruptura.

4.1.1 Propagacao da trinca baseado no critério Energético de

Griffith

O balanco de energia serve de base na formulagao de um critério para a propagacao
de trinca. Segundo Griffith, a condi¢ao necessaria para a propagacao da trinca é
que o sistema possa disponibilizar a quantidade de energia a ser despendida para
o aumento de sua superficie atual, Broek [10]. Num processo puramente mecénico,
em um determinado instante e a temperatura constante, as formas de energia que

intervem no fendmeno sao:

Energia potencial das cargas externas: W(t);

Energia cinética: K(t);

Energia de deformacao eléstica do solido: U(t);

Energia requerida para formar uma superficie S de fratura I'(¢);

Supondo que num certo instante prevaleca uma condi¢ao de propagacao da

trinca, entre as taxas das formas de energia envolvidas deve valer a seguinte relagao:
W=U+K+T (4.1)

Como a taxa de cada parcela de energia, durante a propagacao, é decorrente

da variacao da superficie da trinca temos:

_dwas
-~ dS dt

logo a relagao (4.1) pode-se escrever como:

dw dU  dK | dU

95 ~as T as Tas (42)
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Para o caso plano em que a trinca inicialmente tem comprimento 2a e espessura

b = cte., temos que: dS = 2bda. Logo (4.2) pode-se escrever como:

dW dU dK _dU

G " de T da T (4.3)

Ocorrendo a propagacao da trinca, a variacao da energia cinética é positiva, logo

temos:

dWw dU dI

- > 4.4

da da da — 0 (4:4)
ou

d(W —=U) dr
> 4.
da ~ da (4.5)

Assim um critério para caracterizar a propagacao da trinca estabelece que
quando o primeiro membro de (4.5) (energia de deformagao dissipada no volume do
corpo) ¢ igual ao segundo (energia superficial criada para formar duas novas faces
da fratura) ndo existe propagagio; caso seja maior ocorre propagacao.

A variacao de energia globalmente disponibilizada pelo sistema para promover
um crescimento unitario da trinca é definido por:

AW —U)

G = da

(4.6)

Por outro lado, a variagao de energia que a trinca exige para apresentar um cresci-

mento unitario é definido por:

_dr

B=1a

(4.7)

4.1.2 Propagacao da trinca baseado na aproximacgao por

Campo de Tensoes

Considere-se uma chapa num meio infinito de comportamento elastico, contendo
uma trinca com ponta aguda, nas proximidades da qual pretende-se determinar
as distribuicoes de deslocamentos, tensoes e deformacoes para uma determinada

solicitacao.
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Irwin [31] em 1957 estudou o problema de campo de tensoes ao redor de uma
ponta da trinca, usando a teoria da elasticidade linear, e obteve solucoes para as
distribuicoes de tensoes na ponta da trinca. Primeiramente considere-se uma chapa
arbitraria, com carregamento arbitrario, contendo uma trinca de tamanho arbitrario

tal como mostra a figura (4.1):

PEEEEEEI R ALY

frerrrttrerett
IR RI LR

AR 2R R R R AR RN

Figura 4.1: Campo de Tensao perto da Ponta da Trinca

As solucgoes para as distribuicdes de tensoes na ponta da trinca, sao dadas

como uma expansao em series na forma:

oi(r,0) = fij(r,0) 4+ outros termos i,j =1,2 (4.8)

K
Vo
Em (4.8), 0;; sdo as tensoes a uma distancia r da ponta da trinca a um angulo 6
com relagao ao eixo 1(figura 4.1), e fi; sdo fungoes trigonomeétricas conhecidas.

Como a distancia r se aproxima de zero, o segundo termo da equagao (4.8)
(lado direito) nao influencia, podendo ser negligenciada. A constante K é conhecida
como Fator de Intensidade de Tensao.

Em esséncia o fator de intensidade de tensao é usado em mecéanica da fratura
para quantificar a magnitude da tensao ao redor da ponta da trinca, dependendo do
tamanho da trinca, tipo de carregamento, geometria da estrutura, etc.

Em mecéanica da Fratura Elastica Linear, o comportamento da trinca é deter-

minado unicamente pelo fator de intensidade de tensao. Portanto é mais comum
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usar os valores criticos K (equagao 4.8), ao inves de G (equagao 4.6), para caracte-
rizar a resisténcia do material & fratura. Logo um critério de fraturamento, baseado

no fator de intensidade de tensao, pode ser dado como:
K > K¢ (4.9)

onde K¢ é um valor critico, o qual depende do material, carregamento, geometria,
etc. Em resumo dizemos que a fratura ocorrera, quando o fator de intensidade de

tensao K, alcanca o valor critico K.

Modos de deformacao

Para caracterizar os critérios para propagacao da trinca, definem-se por conveni-
éncia, trés modos cinematicamente independentes de movimento da superficie do

defeito. A figura (4.2) apresenta os trés modos basicos de deformacao:

(1} (i} (zir)

Figura 4.2: Modos de Fratura

e O modo I ou de abertura, corresponde ao movimento de abertura da trinca
em direcao perpendicular ao seu plano, por efeito de tensdes de tragao nessa

direcao;
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e O modo II ou de escorregamento, corresponde ao escorregamento relativo entre

as faces da trinca por efeito de cisalhamento na direcao paralela & do defeito;

e O modo IIT ou de rasgamento, corresponde ao rasgamento relativo entre as

faces da trinca por efeito de cisalhamento na direcao transversal a do defeito.

O fator de intensidade de tensao pode ser decomposto sobre componentes que
estao relacionadas aos trés modos bésicos de deformacao. A notagao para o fator
de intensidade de tensao geralmente inclui um sub-indice, que denota o modo de
deformacao ao qual esta associado. Por exemplo, K; é o fator de intensidade de
tensao associado com o modo de deformacao I.

Um estado de deformacgao que apresente mais de um modo de deformacao é
chamada de modo misturado.

Com a determinagcao dos valores K referentes a cada modo de deformacao, K7,
Ky, Kipy, figura (4.2), em um material elastico linear, definem-se os campos que
regem o comportamento das tensoes e deslocamentos na regiao proxima a ponta da
trinca. Os valores K, K7, K77, também sao utilizados na determinacgao da direcao

e velocidade com que a trinca se propaga.

Campos de Tensao

Na teoria da fratura elastica linear o comportamento da trinca é determinado uni-
camente pelo fator de intensidade de tensao.

Consideraremos s6 o primeiro termo da expansao da serie (4.8), jA que o pri-
meiro termo da equagdo (4.8) domina quando r se aproxima de zero, portanto os
outros termos podem ser negligenciados. Segundo Irwin [30], as tensdes na ponta

da trinca podem ser dadas por:

K; 0 0 . 30 Ki;p . 0 0 360
= cos —(1 —sin —sin — ) — sin — (2 + cos — cos — 4.10
K 0 0 36 K 0 0 0
o192 = \/21? cos a(sin 5 o8 ?) — \/% cos 5(1 — gin 3 sin %) (4.11)
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K K
! cosg(l+sin€sin3—9)— &l (singcosgcos%e) (4.12)

\V2mr 2 2 2 V2mr

022 =

e as componentes do campo de deslocamentos associados sao dados por:

_K[ T /1 . 29
u= G”27TC082<2[/{ 1] + sin 2) (4.13)

_K] /A 0/1 29
v = G”ZWSIDQ(Q[K_I]_COS 2) (4.14)

onde G é o modulo de cisalhamento ou modulo de elasticidade transversal, definido

por:

E
G = 0T (4.15)

sendo v o coeficiente de Poisson, F o modulo de elasticidade longitudinal ou médulo
de Young.

Para o estado plano de deformacao temos que:
K=3—4v (4.16)

e no estado plano de tensao:

(4.17)
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4.1.3 Calculo do fator de intensidade de tensao

Existem varios procedimentos que foram desenvolvidos para obter os fatores de in-
tensidade de tensao. Encontram-se, particularmente, muitos dos diferentes métodos
em [53] e [54]. No presente trabalho é implementada a técnica de Correlacao de

Deslocamentos, que veremos a seguir na seguinte sub-sessao.

Técnica de Correlagcao de Deslocamentos

Considere-se uma chapa tracionada contendo uma pequena trinca e dois pontos a e
b localizados a uma mesma distancia da ponta da trinca, mas em superficies opostas

tal como mostra a figura (4.3).

R R ERRRRE

Ponta da fissura

(ARRRRRRRERE
Wil bbb

R R R R R R R R

Figura 4.3: Campo de deslocamento ao redor da ponta da trinca

A posicao de qualquer ponto no sistema de coordenadas (z,y), em particular
dos pontos a e b, pode ser calculada no sistema de coordenadas polares (r,0).

Vamos denotar o deslocamento no ponto a, como (ug,v;) e o deslocamento no
ponto b como (usg, V).

Para achar os fatores de intensidade de tensao K; e Kj;, pela técnica de
correlacao de deslocamentos, calculamos a diferenca dos deslocamentos entre os

pontos a e b, usando as equagoes (4.13) e (4.14) para 0 = 7, figura (4.4)



4.1. Mecanica da Fratura 65

y A
0=n
\a:C
b X
0=-"n
Figura 4.4:
Au = uy(r,m) — ug(r, —m) (4.18)
Av = vy (r,m) — vo(r, =) (4.19)

No eixo x temos as seguintes componentes:

Dessa forma:

2 G
Kip=1]— A 4.20
II r (k+1) u ( )
No eixo y temos as seguintes componentes:

K
wilr ) = Sty o-lr+1]
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Dessa forma:

2 G

Integral-J

Uma outra técnica, para o calculo dos fatores de intensidade de tensao, é a Integral-J.
Dada uma chapa em estado de equilibrio, sujeita a acao de forcas de superficie

t;, e de deslocamento u;, como ilustra a figura (4.5).

Figura 4.5:

A integral-J desenvolvida por Rice [59] para o problema plano elastico foi

definida como:
J = /S(Wm —tju;1)dS (4.22)
sendo:
e W: Energia de deformacao.

® u;: deslocamento no contorno.
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o {;: forcas de superficie.
e [': contorno.
e S: contorno perto da trinca, orientada em sentido antihorario.

Foi provado que a Integral-J possui o mesmo valor para todos os caminhos que
envolvem a regiao proxima a ponta da trinca e fornece o valor da taxa de energia
disponibilizada para a propagacao da trinca.

Mostrou-se que, para materiais elasticos lineares, a taxa de energia G, o fator
de intensidade K e a Integral-J, estao relacionados da seguinte maneira:

K2

G=J z

(4.23)
Para problemas de modos mistos é necessario desacoplar K sobre suas componentes
K? =K} + K} (4.24)
Ishikawa et al. [32] desacoplaram a Integral-J como:
4,1

J" = /(Wmm — tul)dS m=11I (4.25)
s

Uma vez desacoplada a Integral-J, os fatores de intensidade de tensao podem ser

obtidos da seguinte maneira:

Jh=—L JH =1 (4.26)

4.1.4 Angulo de Propagacao da Trinca

Existem varios critérios para estabelecer a direcao de propagacao da trinca. Dentro
deles temos o critério da Maxima Tensao Circunferencial, desenvolvido por Erdogan
e Sih [18] e o critério da taxa de Liberacdo de Energia, desenvolvido por Hussain et
al. [28]. Foi demonstrado por Nuismer [47] que os dois critérios sdo equivalentes.
O critério da Méaxima Tensao Circunferencial proposto por [18], define que
a trinca irad crescer perpendicularmente a direcao de atuacao da maxima tensao

circunferencial presente na extremidade da trinca.
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Para a determinacao da formulacao para o calculo do angulo de propagacao é
necessaria, inicialmente, a obtencao das relacoes que exprimem o estado de tensao
na regiao proxima a extremidade da trinca. Considere o campo de tensoes perto da
ponta da trinca, em condigdes tal como mostra a figura (4.1). As equagoes do campo
de tensoes, perto da ponta da trinca, (4.10), (4.11), (4.12), podem ser rotacionadas
e expressas no sistema de coordenadas polares (r,0) como:

Tensao circunferencial

1 N 0 0
Oy = cos” — | Kjcos — — 3K rsin — 4.27
= ot | Ko — 3Kipsin ) (4.27
Tensao cisalhante
1

0
00 = SWorm cos 3 {KI sinf + Kr(3cosf — 1)] (4.28)

Sendo a direcao principal, a direcao na qual as tensoes cisalhantes sao nulas, temos

que:
09 =0 (4.29)

Por meio dessa condicdo e da equagdo (4.28) tem-se que:
Kyrsinf + Kpj(3cosf —1) =0 (4.30)

finalmente pela equacao (4.30) o angulo de propagacao é dado como:

| K Kr\?
0, = 2tan | = | — + — 4.31
! o [4<KH (KH) +8> (4-31)
sendo
T T
——<h < = 4.32
" <h<] (4.32)
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Neste trabalho para o célculo do fator de intensidade de tensao foram usadas
duas técnicas: o método de correlacdo de deslocamento, e o método de Maciel [43].
Os dois métodos foram usados como uma maneira de comparar os valores calculados
por ambos.

No método de [43] as tensdes sao calculadas em trés pontos internos distantes
da extremidade da trinca a 1/8, 1/7, 1/6 de a, denominados pontos de extragao, tal

como ilustra a figura (4.6).

y
0=0
o z
a a a/§
al/7
al6

Figura 4.6: Posicao dos pontos internos em relagao a trinca

Sendo 6 = 0, as equagoes dos campos de tensao (4.10), (4.11), (4.12) ficam

Ccomo:

(4.33)

(4.34)

(4.35)
portanto podemos concluir que:

K[ =011 2rr (436)

K[[ = —012 27r (437)
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Uma vez calculado o campo de tensoes, sao determinados os fatores de in-
tensidade de tensdo para os trés pontos a 1/8, 1/7, 1/6 de a, pela seguinte media

aritmética, usando as equagoes (4.36) e (4.37):

(K1) 1o+ (Kp) 1, + (Ki)1,
3

(K1) fina = (4.38)

(K1) + (Kin) g+ (Ki)1,
3

(K11) final = (4.39)

Para o calculo dos angulos de propagacao foi adotado o critério da méaxima

tensdo principal, usando as equacoes (4.31) e (4.32).

Metodologia para crescimento das trincas

Para o tamanho do elemento de propagacao da trinca, foi proposto um critério
de comparacao, que pode-se explicar da seguinte maneira: uma vez calculado o
angulo de propagacao 6;,1 para o elemento inicial L;,1, e o angulo de propagacao

Lit:
2

f; para a metade do elemento inicial, isto é, L; = , sao comparados os angulos
de propagacgao |0;11 — 0;|, se a diferenca fosse menor que uma tolerancia, entao o
tamanho a ser propagado é L;.1, caso contrario, considera-se como elemento inicial

o tamanho L;, e se repete o processo.



Capitulo 5

Formulacao Proposta para Analise

de Erro no MEC

Neste capitulo primeiramente se faz uma breve revisao da teoria do erro, mostrando-
se algumas das técnicas de refinamento adaptativo. Posteriormente o erro a ser
considerado foi estimado a partir de normas onde se consideraram: a variacao apro-
ximada dos deslocamentos, a variacao das forcas de superficie e a variacao da energia
de deformacao do sistema, calculada com a sua integracao sobre o contorno.

No desenvolvimento deste capitulo foram consultados os seguintes trabalhos:
J. C. Miranda-Valenzuela e Muci-Kiichler [44], P. G. Sampaio Viola Parreira [66],
R. B. Willmersdorf [74].

5.1 Técnicas de Refinamento Adaptativo

A aplicacao de uma discretizagao na equagao Somigliana (2.63), conduz a um sistema
linear de equacoes algébricas, cuja solucao é a solucao aproximada do problema. Um
dos problemas fundamentais do Método dos Elementos de Contorno, como qualquer
técnica numérica, ¢ de assegurar que a solucao aproximada convirja para a solugao
exata.

A solucao aproximada apresenta diferentes tipos de erro e podem-se dividir

em:

71
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e Erros de aproximacao da fronteira
e Erros Numéricos

e Erros de Interpolacao

Os erros de aproximacao da fronteira acontecem sempre que esta apresente uma
geometria irregular. Este tipo de erro pode ser minorado fazendo uma discretizacao
mais refinada onde a geometria é irregular, utilizando um processo de interpolacao
da prépria geometria.

Definindo-se uma aproximacao para a geometria da nova fronteira, a solucao
pode ser sempre analisada em relacao ao novo problema, definido sobre esta nova
geometria.

Os erros numéricos sao devido aos erros de truncamento e de arredondamento,
que ocorrem nas diferentes operacoes aritméticas de precisao finita em computador,
como no calculo numérico das integrais, necessirios para formar os sistemas de
equacoes. Este tipo de erro pode ser minorado utilizando variaveis de dupla precisao
e recorrendo a processos de integracao mais sofisticados.

Neste trabalho o calculo das integrais foi desenvolvido analiticamente, para
minorar este tipo de erro, porém nao eliminado, seguindo as idéias desenvolvidas
por Foltran [19].

Os erros de interpolagao sao proprios ao processo de discretizacao utilizado e
depende do grau de aproximacao dos campos do contorno. No método dos Elementos
de Contorno a discretiza¢ao é dada em elementos (elementos de contorno) e nos.
Para minorar o erro, deverao ser utilizados sistemas com maior niimero de graus de
liberdade e o grau de aproximacao dos campos devera ser cada vez maior.

Uma boa resposta na solugao do sistema linear de equacoes, depende da forma
como o contorno é discretizado. Portanto o tipo de elementos usado na malha, seu
nimero e sua distribuicao sao parametros muito importantes que vao determinar a
qualidade da solucao.

Foi observado que melhores resultados sao obtidos, quando os elementos de

contorno sao concentrados em areas onde a geometria muda rapidamente ou onde
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espera-se que a solugcao mostre fortes variacoes. Para obter solu¢coes numeéricas con-
fiaveis os estudos voltaram-se na direcao de achar metodologias capazes de executar
esta tarefa automaticamente.

Inicia-se o problema a partir de uma malha grossa e, sistematicamente refina-se
a discretizacdo de uma forma iterativa de acordo com algum critério. Essa meto-
dologia ¢ conhecida como técnica de malha adaptativa, que sao procedimentos que
melhoram iterativamente a malha, de um problema dado, de uma maneira automa-
tica, até que a solucao para o problema esteja abaixo de um erro prescrito.

A técnica de malha adaptativa pode ser dividida em:
1. Indicador de erro
2. Estimador de erro

3. Estratégia adaptativa

5.1.1 Indicador de erro

O indicador de erro é uma medida de erro local, que me diz onde é que o refino da
malha é mais eficaz, isto é, os elementos sao refinados quando seus erros sao altos
com respeito a um valor de referéncia prescrito.

Por exemplo, seja \; o erro no elemento i, o valor de referéncia A pode ser

definido como a média de todos os erros na malha.

NE
X — Zi:1 >\i
NE

onde NE é o nuimero de elementos da malha.

Ou também pode-se definir como:
A=nmaz{\;:1<i< NE}; 0<n<l. (5.1)

Para simplificar o processo de decisao, pode ser também tutil normalizar os

valores do indicador de erro da malha:

)

A = A (5.2)
 max{\:1<i< NE} '
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O indicador de erro apresenta dois principais casos gerais que podem ser con-

siderados. No primeiro caso, o indicador de erro depende de uma quantidade, e no
segundo, depende de duas quantidades diferentes.
Enquanto o indicador de erro, formulado exatamente em termos de uma quantidade,
pode ser comparado diretamente, indicadores de erro dados em termos de quanti-
dades diferentes nao podem. Neste ultimo caso, duas possiveis solucoes existem,
em uma compara-se o indicador de erro de quantidades diferentes separadamente e
na outra unificam-se ambas as classes de indicadores de erro, assim elas podem ser
comparadas diretamente. Este método pode ser visto em Kamiya and Kawaguchi
[33] [34].

No problema elastico, o indicador de erro pode ser formulado em termos de
deslocamento ou de forca.

A seguir, damos um critério de selecao para problemas em que o indicador de

erro depende de uma quantidade e de duas quantidades diferentes.

Indicador de erro calculado em termos de uma quantidade

Em modelos com miiltiplas regioes, um cuidado especial tera que ser tomado nas
interfaces, devido a que os valores dos indicadores de erro sao diferentes de uma
sub-regiao para outra, ja que as propriedades materiais podem ser diferentes.

Quatro casos serao mostrados de forma geral:
1. Um tnico valor para o indicador de erro é disponivel no elemento.

2. O elemento tem dois valores para o indicador de erro um para cada sub-regiao.

O valor maior é tomado para representar o elemento.

3. O valor de referéncia pode ser relativo. Neste caso o valor do indicador de erro
no elemento deve ser normalizado, usando o valor maximo para o indicador de

erro na sub-regiao a qual pertence.

4. O valor de referéncia é relativo e o elemento esta sobre a interface. Neste caso o

elemento tem dois valores para o indicador de erro, uma para cada sub-regiao.
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Cada valor do indicador de erro deve ser normalizado usando o valor maximo
do indicador de erro correspondente ao elemento na sub-regiao para o qual o
indicador de erro é considerado. O valor normalizado maior é tomado como

representante para o elemento.

Indicador de erro calculado em termos de duas quantidades

A modo de ilustracao considere-se o problema de condugao de calor (temperatura

e fluxo), que apresenta algumas dificuldades de como se calcular os indicadores

de erro em termo de duas quantidades diferentes, que nao podem ser comparadas

diretamente. Defina-se como Ay o indicador de erro baseado em temperatura e A,

o indicador de erro baseado em fluxo.

Quatro casos serao mostrados de forma geral:

1. Existe um tnico valor a ser considerado Az ou A, dependendo das condigoes

de contorno impostas sobre o elemento.

Dois valores sao disponiveis Ay e A\;. Ambos os erros sao comparados com
seus correspondentes valores de referéncia. O valor relativo maior serd tomado

como representante para o elemento.

O erro a ser considerado pode ser Ar ou A, dependendo das condigoes de
contorno impostas sobre o elemento. O indicador de erro que foi eleito devera
ser normalizado usando o valor maximo do indicador de erro na sub-regiao
a qual o elemento pertence. Uma vez normalizada ela pode ser usada como

representante do elemento.

Quatro valores para o indicador de erro estao disponiveis: Ap. Az, Ags Agy
onde os indices indicam que o indicador de erro pertence a diferentes sub-
regioes. Embora as condigoes de equilibrio e continuidade na interface resul-
tem em A\p = Ap,, Ay, = Ag,, cada valor precisa ser normalizado independen-
temente. Pode-se fazer a normalizagao usando o valor méaximo do indicador

de erro para a mesma quantidade da regiao a qual o erro pertence. Uma vez
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normalizado, os quatro valores sao comparados e o maior valor é tomado como

representante para o elemento.

5.1.2 Estimador de erro

O estimador de erro fornece através do indicador de erro, uma medida de erro global,

definindo até quando o refino da malha é necesséario.

5.1.3 Estratégia Adaptativa

Na decisao de quais elementos precisa-se melhorar, esti baseada o valor do indicador
de erro. Ele indica o nivel de erro que cada elemento exibe e quando é necessaria a
melhora (refino) da discretizagao, isto ¢, comparando o valor do indicador de erro
com um valor de referéncia.

Pode-se considerar o seguinte esquema para decidir quando refinar os elementos:

1. Melhorar todos os elementos cujo valor para o indicador de erro \; é maior

que o estimador de erro.

2. Comparar o valor de referéncia do indicador de erro \;, com uma constante

a €< 0,1 > e melhorar todos os elementos cujo valor de \; é maior que a.

3. Comparar o valor de A; com o valor de referéncia e melhorar todos os elementos

em que o indicador de erro é maior que o valor de referéncia.

Uma vez que for escolhido o critério de quais elementos precisam ser modifi-
cados, conseguintemente pode-se ver, como esses elementos podem ser modificados
para melhorar a malha. Em geral existem trés métodos bésicos para melhorar a

malha:

Método do tipo r

O método r ou método de redistribuicao consiste em manter ambos, o niimero total

de elementos e a ordem da func¢ao de interpolacao invariante mas os pontos da malha
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sao redistribuidos.

Carey e Oden [12] apresentaram uma avalia¢do global do método r para ele-
mentos finitos. Mais tarde muitas destas idéias foram aplicadas para o MEC. Ingber
e Mitra [29] implementaram o método r no MEC para problemas representados pela
equacao de Laplace e a equacao biharmoénica para duas dimensoes. Carey e Ken-
non introduziram o uso da funcao gradiente no MEC, para determinar a localizacao
otima dos elementos. Esta aproximacao foi aplicada com sucesso para problemas
de potencial bidimensional. Eles observaram que a redistribuicao dos elementos,
melhora a exatidao da solugao, mas pode ter efeitos prejudiciais sobre a geome-
tria quando é usado elementos isoparamétricos. A principal desvantagem sobre este
método de redistribuicao, é que a menos que a malha original tenha um ntmero

suficiente de graus de liberdade, a solugao melhorada pode ainda ser inaceitavel.

Método do tipo p

O método p ou método de enriquecimento, consiste em aumentar a ordem do polino-
mio de aproximacao nos elementos que precisam ser melhorados, mantendo o niimero
de elementos constante. O aumento da ordem da funcao de interpolacao, pode ser
dada usando a funcao de interpolacao padrao ou usando a funcao de interpolacao
hierarquica.

O método p tem sido amplamente usado no método dos elementos finitos(MEF)
desde os trabalhos de Peano [52]. No MEC, este método foi primeiramente imple-
mentado por Alarcon e Reverter [1] para o problema de potencial bidimensional.
Um ano mais tarde, Cerrolaza e Alarcon [13] estenderam este trabalho inicial para
o caso tridimensional.

Umetami [75] e Parreira [57] desenvolveram o p-hierarquico para o método de Ga-
lerkin no MEC no caso do problema elastico bidimensional.

Zhan e Yokoyama [83| e [79] implementaram um método p, no qual duas solugoes
diferentes sao usadas para predizer a ordem da aproximacgao polinomial necessérias
em cada elemento para conseguir uma solucao consistente. Estes procedimentos po-

dem ser vistos como complementares ao método p dos trabalhos de Rencis e Mullen
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[62], [63].

Embora o método p ofereca uma maior taxa de convergéncia que o método h
como é provado por Stephan e Suri [68] para 0 MEC baseado no Galerkin, ele tem a
desvantagem de nao ser tutil em problemas com altas singularidades, ao menos que

seja combinado com outras técnicas

Método do tipo h

No método h ou método de refinamento, a malha é refinada subdividindo os ele-
mentos candidatos a ser melhorados, mantendo constante a ordem do polinémio
de aproximagao do elemento. Resultando numa malha com uma concentracao de
pequenos elementos nos trechos com maior erro.

A primeira implementacao do método h no MEC, para o problema de potencial
usando o método de Galerkin, aproximando por elementos constantes, foi feita por
Rank [60].

Rencis e Mullen [62] [63] implementaram o método h para o problema elastico
e para o problema do potencial, usando um indicador de erro que desse o niimero
de subdivisoes necessérias para obter a exatidao esperada.

Rencis e Jong [64] estenderam o conceito de Zienkiewics e Zhu [84] para de-
senvolver o erro predito para o método de colocagao no MEC, para problemas go-
vernados pela equacao de Laplace.

Crook e Smith [14] estenderam o método h para problemas elasticos em trés
dimensoes usando elementos continuos e descontinuos.

Além desses métodos pode se ter as combinacoes dos métodos hp, hr.

Guo e Babuska [25], [25] provaram para o MEF que o método hp converge expo-
nencialmente mesmo na presenca de singularidades na solucao exata.

Babuska e Rank [4] implementaram um sistema onde a convergéncia foi pro-
vada. Rank [61] ampliou essas idéias para o método de colocacdo no MEC e apre-
sentou o método hp aplicado para o problema de potencial em duas dimensoes.

Postell e Stephan implementaram o método hp para o MEC baseado no Ga-

lerkin para problemas do potencial.



5.1. Técnicas de Refinamento Adaptativo 79

O método hr foi primeiramente implementado no MEC por Sun e Zamani [69]
quem usou a funcao gradiente conjugado para predizer a distribuicao dos elementos
na malha. Esta mesma aproximacao foi ampliada pelo mesmo autor para o problema
elastico [70].

Yuuki et al. [81] também implementaram o método hr para o problema elastico

usando a funcao de densidade de malha para redistribuir os elementos sobre a malha.

Critério de parada

Em geral uma das seguintes opgoes pode ser usada:

1. Especificar um valor maximo para o estimador de erro na malha. Se para qual-
quer malha o estimador de erro é menor que um valor especificado pelo usuéario
o processo adaptativo é finalizado. Embora este critério seja ttil quando o
usuario esteja interessado em exatidao global, é necessario levar em conta que
pequenos valores do estimador de erro podem ocultar um ou mais elementos

com erro grande.

2. Especificar um valor absoluto maximo do indicador de erro para os elementos
na malha. Se para qualquer malha, o indicador de erro em cada um dos
elementos é menor que um especificado pelo usuario, o processo adaptativo é

finalizado.

3. Especificar um valor méximo para a diferenca medida em certas variaveis do
problema, entre duas andlises consecutivas. Se a diferenca é menor que um

valor especificado pelo usuario o processo é finalizado.

4. Especificar um ntmero limite de iteracoes. Esta opcao poder ser especificada
junto com quaisquer dos anteriores processos adaptativos, quando o critério

de parada nao pode ser cumprido.
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5.2 Proposta para um Indicador de Erro

O erro a ser considerado foi estimado a partir de normas onde se consideram: a
variacao aproximada dos deslocamentos, a variacao das forcas de superficie, e a
variacao da energia de deformacao do sistema, calculada com a sua integragao sobre
0 contorno.

Depois de resolvido o sistema de equagoes (3.12) define-se o erro em desloca-

mento como a norma euclidiana da diferenca entre duas solucoes:

A = Ur(rgaEM - U (5.3)

medio

onde UYL, U

X 3 " "
o gio TEPTEsentam a solucao aproximada e a "exata" do deslocamento

no ponto médio do elemento (e) respectivamente, conforme se ilustra na figura (5.1).

Solugéo MEC
Erro

Solugdo
“exata”

.._______

No6

Elemento: (e)

Figura 5.1: Erro em Deslocamento

A solucao aproximada do deslocamento é calculada usando a equacao do MEC
para o ponto médio no elemento (e). O valor do deslocamento no ponto médio para
todos os elementos é o vetor U,, g que é calculada pela equagao Somigliana (2.63),

onde ¢;; = %

Ui = 2(—HpU + Go P) (5.4)

sendo U, P solucao da equagao (3.12) para uma malha basica ou da iteragao anterior
e H,,, G, sdo as matrizes cujos elementos sao as fun¢oes integrais (3.14), para pontos

fontes localizados no ponto médio de cada elemento.
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A solugao "exata" do deslocamento no ponto médio para o elemento (e) é

calculada pelo elemento linear dado por:

_ Ubeiat + Ufina

U(e) - nicial 5.5
medio 2 ( )
sendo Ui(szcial e U](cjr)ml solugao do sistema (3.12) (ou valores prescritos) para o deslo-

camento dos nos inicial e final do elemento (e) respectivamente.
Similarmente define-se o erro em forca como a norma euclidiana da diferenca

entre duas solugoes vezes o tamanho do elemento:

A = (PS%;EM - Psgdio) - Le (5-6)

sendo P,,ggn 0 vetor forca no ponto médio para todos os elementos, calculada pela

equacao de forca de superficie (2.87):
Popiy = 2(—HyU + G, P) (5.7)

sendo U, P solucao da equagao (3.12) para uma malha basica ou da itera¢ao anterior
e f]m, ém sdo as matrizes cujos elementos sio as fungoes integrais (3.63). A solugao
"exata" da for¢ga no ponto médio para o elemento (e) é calculada pelo elemento

linear dado por:

e Pi(rfi)cial + P(;)Lal
Prvedio =~ (5.8)
sendo IDi(rfi)cm“ P]E'fr)zal solugdo do sistema (3.12) (ou valores prescritos) para forca dos

nos inicial e final do elemento (e) respectivamente. E L., é o tamanho do elemento e.

Define-se o indicador de erro como:
A =nmaz{||N||:1<i< NE}; 0<n<l. (5.9)
sendo:
[N = /(A2 + (X)3 (5.10)

o erro em deslocamento (5.3) ou em forca (5.6) para o elemento i. Neste trabalho

se optou por tomar 7 igual a 1/2 ou 7/8.
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5.3 Calculo do Estimador de Erro

Define-se o estimador de erro como uma medida de erro global. Utilizam-se as
seguintes normas, geradas a partir do indicador de erro, para o calculo do estimador

de erro.

Norma em Deslocamento

sU= (2]

R

T l [

A

N |~
[\

Figura 5.2: Norma em Deslocamento

Aproxima-se o erro para o elemento I de tamanho [, ver figura (5.2), usando

as seguintes funcoes de aproximacao:

2T
h=1-
2T
$2=—
Logo o erro é dado pela integral
1/2 1/2
/5UdF = / 01 + 06U + $10U + 002 (5.11)
r 0 0
1/2 9 1/2 9
- U ydy + | oU(1 — Lyay
0 l 0 l
_oU-l
2
_ (UmBEM - Umedio) -1
2

Por tanto, pode-se definir o estimador de erro para deslocamento pela seguinte norma

ponderada:

2

i i i i 2
\/Ei\;Elj[(UmBEM - Uvmedio)mLz2 + (UmBE'M - Umedio)yL?]

NormalU =
NE[ rri i
VB (U ) 2L2 + (Ul )27

(5.12)
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Sendo:

NE, o nimero de elementos da malha.

(Ul e — Ubedio)i » @ componente do vetor indicador de erro (5.3), na diregao
Jj=1(1,2).

(U} edio)i » & componente do vetor deslocamento exato (5.5), na dire¢do j = (1,2).

L; , é o tamanho do elemento i = (1, NE).

Norma em Forca de Superficie

Identicamente como para deslocamento, o erro em forca para o elemento I' é dada

pela integral:

/5PdF _ ol (5.13)
I

O estimador de erro para for¢a define-se pela seguinte norma ponderada:

i i 2 i i 2
VENE (Pl poar = Phoaio) (Lo + (Praspns — Phcgio) A(L0)?

NormaP =
VE NPl 2L + (Pein)3(L)?)

(5.14)

Sendo:

NE, o nimero de elementos da malha.

(Pl ey — Phogio)i » @ componente do vetor indicador de erro (5.6), na diregao
Jj=1(1,2).

(P

! edio)j » @ componente do vetor deslocamento exato (5.8), na direcao j = (1, 2).

L; , é o tamanho do elemento i = (1, NE).

Norma em Energia

A energia do sistema escreve-se como:

E=PU (5.15)



84 5.3. Calculo do Estimador de Erro

portanto a variacao da energia é dada por:
OE=P-0U+U-6P (5.16)

E definido o erro em energia (estimador de erro), como a variagdo da ener-
gia ponderada. Para isto primeiramente aproxima-se a variacao da energia para o
elemento I" de tamanho [ (fig.5.3), usando as seguintes fungoes de aproximagao:

h=1-

2

b ==

N |~
N |~

Figura 5.3: Norma em Energia

Logo a variacao da energia , UJP para o elemento ', é dada pela seguinte

integral:
1/2
/UcSPdF = / (01Ur + 92U ) (001 + 6 Ppo)dDl (5.17)
r 0

12
+ / (01U, + $2U2) (0P 1 + 0¢po)dT
0
[

l l
= UMPE + UméPg + U25P12

l l



5.3. (Calculo do Estimador de Erro 85

Identicamente calcula-se a variagao da energia , P6U para o elemento I', como:
[ [
r

Para ponderacao da energia é calculada a integral de PU. Dadas as func¢oes

de aproximacao:

- xS
SRS

l |
Figura 5.4:
segundo a figura (5.4) temos que:
!
/PUdF = /(¢1P1 + 02 Py)(p1Uy + ¢oUs)dD (5.19)
r 0

l l l
= P1U1§ + (P Uy + PQUl)é + U2P2§

Usando as equacoes (5.17), (5.18), (5.19), é definido o erro em energia como:

Zi?“ fr U5PdF| + | fr P(sUdFDi
(| PUAL));

NormaEnergia =

(5.20)
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Define-se o indicador de erro em energia como o méximo valor, percorrido em

todos os elementos, da variacao da energia para a forca.
A = maz{\ :1<i< NE} (5.21)

Identicamente pode-se definir o indicador de erro em energia como o maximo

valor, percorrido em todos os elementos, da variagao da energia para o deslocamento.

Ao = maz{\,: 1 <i< NE} (5.22)
sendo:
N = |/U5Pd1“|i (5.23)
r
My = \/P(SUdF\i (5.24)
T

Neste trabalho os indicadores de energia em deslocamento e em forca sao usa-

dos conjuntamente.

5.4 Processo Adaptativo

O processo de refinamento da malha pode ser resumido como segue:
1. Entrada de dados: leitura das condicoes de contorno, definicao da malha base.

2. Iteracao n:
a) Montagem do sistema de equagoes, resolugao do sistema HU = GP (eq.
3.81), aplicando as condigdes de contorno.
b) Calcula-se o estimador de erro usando uma das seguintes normas: (5.12),

(5.14) ou (5.20). Se

(Norma), < tolerancia

PARAR, caso contrario, continuar o processo.

¢) Calcula-se o valor do indicador de erro (5.9), usando o erro em deslocamento
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(5.3) ou em forga (5.6). Logo compare-se o valor do indicador de erro com o

erro em norma (5.3 ou 5.6), para o elemento (7). Se
A< [Nl

entao divida-se o elemento 7. Fazer este processo para todos os elementos da
malha desde i = (1, NE).

No caso da energia é comparado
/)\\1 < )\21 e /)\\2 < )\;
usando as definigoes (5.21), (5.22). Se satisfizer um ou outro divida-se o ele-

mento i. A divisao dos elementos é pela metade.

d) n =n+ 1 e voltar para (2).

5.5 Convergéncia no Método dos Elementos de Con-
torno

Para obter uma solucao aproximada dos campos de deslocamento e forca, dividimos

o contorno I' em NFE elementos de tamanho h,,.

NE
r={Jr, (5.25)
n=1
aproximamos os campos de deslocamento e for¢a no elemento n (T',,), por:
NP1
it = Z oF (z)uf zel, (5.26)
k=0
NP—1
Pt =" ¢F(a)pk rel, (5.27)
k=0

sendo ' o niimero de fungoes de interpolagao usadas para aproximar a componente
© dos campos respectivos. Logo os campos de deslocamento e forca ao longo de todo

o contorno I' é:
N;
ui?"t = Z OF (z)ul ; zel (5.28)
k=0
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N;
pitrt = Z ¢"(x)pk ; rel (5.29)
k=0
onde:
NE
N; =) NP (5.30)
n=1

é o nimero de func¢oes de interpolacao usadas para aproximar a componente ¢ dos
deslocamentos ou das forcas, agora ao longo de todo o contorno I'. O niimero total

de graus de liberdade é dado por:
Ng
N=>N (5.31)
i=1

onde a dimensao do campo N é igual a 3 ou 2 dependendo de se o campo a analisar
é elastico tridimensional ou plana respectivamente.

Sem perda de generalidade, considere que os deslocamentos e forcas sao cons-
tantes ao longo de cada elemento, ou seja, considere que N = 1. Aumentando
infinitamente o ntimero de graus de liberdade, subdividindo igualmente todos os
elementos, o modelo discreto obtido da discretizacao por elementos de contorno

(5.28), (5.29), convergird para o modelo exato, isto é:

uf™° = lim uP"® (5.32)
N—oo
exato __ : aprox
i = ]}1_{%0 D; (533)
exato __ : aprox
pi " = lim p; (5.34)

Esta convergéncia foi formalmente demonstrada por Hsiao e Wendland [27]
quando se aplica o Método de Galerkin e posteriormente generalizada por Arnold e
Wendland [3| para o método de colocagao.

Por tanto as normas (5.12) e (5.14), convergem para a solugao exata.



Capitulo 6

Exemplos Numéricos

Neste capitulo sao apresentados alguns exemplos que mostram a convergéncia do

erro e a malha gerada por um processo adaptativo.

Exemplo 1 : Chapa para valores prescritos exatos

No seguinte exemplo mostra-se uma chapa com carregamento prescrito, calculado
através de uma solucao particular para a equacao de Navier.
Uma solugao para a equacao de Navier (2.7) pode-ser dada pela equagao qua-

dratica:
Uy = a12® + ey + oy’ + dix + ey + f (6.1)
Uy = asx® + boxy + coy? + dox + €2y + fo

Substituindo as equagoes (6.1) na equagao de Navier (2.7), para constantes em

particular, o deslocamento pode-ser escrito como:

u = (2A+2)x + zy + y? (6.2)
uy = ¥+ Yy — <2A+2)
onde
1
A=
1—-2v
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logo o tensor das deformagoes (2.1) é dado por:

5 A+2 n 3( +)
11 = — x ; €12 = (@
11 29412 y 12 5 Yy
A+2 3
€9 =T — 2 29412 Yy 621=§(x+y)

As tensoes podem ser calculadas pela equagao:

Oi5 = B<€11 + 822)5Zj + 2G€Z’j

onde

e a equacao de forca de superficie pode ser calculada por:

Py = oym + on

Py = 09111 + 02212

(6.4)

(6.5)

Neste exemplo é prescrito for¢a de superficie, que é dada pela equagao (6.5)

para a chapa da figura (6.1).

"
ANy

Figura 6.1: Chapa para valores exatos
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Na tabela a seguir temos o resultado referente a resposta obtida em desloca-

mento no n6 5, para o valor exato e para o MEC.

Tabela 6.1: Refino Adaptativo

No. de Elementos | Valor Exato | Valor MEC
4 -95.0 -86.8897
32 -95.0 -94.6959
69 -95.0 -94.9198
265 -95.0 -94.9855

Conforme apresentam os resultados da tabela, pode-se verificar que o modelo
adaptativo empregado, para norma em deslocamento, apresenta um erro de 0.02%,
considerando a maior discretizacao empregada e o erro em deslocamento obtido foi

de 4.22E-005. Estes resultados podem ser considerados amplamente satisfatorios.

A malha para o problema, usando a norma em deslocamento, segue o seguinte

refino:

Figura 6.2: Malha adaptativa para o problema exato
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Exemplo 2 : Viga biapoiada

<+
® <4y

Ay =
h e YN
ANy ] o=

Figura 6.3: Problema de flexao

Dados:
E =1 mobdulo de elasticidade longitudinal
v =0 coeficiente de Poisson
NFE =8 ntmero de elementos
NN =12 ntmero de noés
P =1 carregamento
L =12 comprimento da chapa

h =1 largura da chapa

Como uma aproximacao a teoria da mecanica dos so6lidos, a flecha no meio do
vao é igual a:

_ 5PL*
© 384FT

sendo I o momento de inércia da secao transversal. Segundo os dados do problema
o valor da flecha é: 3240.

A seguir mostra-se o valor numérico para uma malha regular e uma adaptativa:
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Tabela 6.2: Malha Regular

Nuamero de Elementos | Flecha | Norma em Deslocamento

420 3270.049 3.3578E-005

Tabela 6.3: Malha Adaptativa

Numero de Elementos | Flecha | Norma em Deslocamento

420 3277.367 2.7364E-005

E observado que na malha adaptativa a convergéncia é bem melhor.

A malha para o problema da viga, usando a norma em deslocamento, segue o

seguinte refino:

Figura 6.4: Malha Adaptativa

E observado que o maior refino é no meio do vao onde os valores das tensoes

Sao maiores.

O seguinte grafico mostra o comportamento da norma em deslocamento para

uma malha regular e uma adaptativa.
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0,01 5 —na— Adaptativo
—e— Malha regular

.\\

LTS
S 1E'3 - \\\\
© oo
g \.‘l\;\\\
2 e
3 1E44 L

\\.\
ne
I\
100
Log(NE)

Figura 6.5: Viga biapoiada

O grafico (6.5) mostra que o método adaptativo interpreta melhor a avaliagao
de erro e a convergéncia é garantida.

Usando norma em energia:

Tabela 6.4: Adaptativo em Energia

Nimero de Elementos | Flecha | Norma Energia

420 3272.031 1.9349E-005

A malha para o problema da viga, usando a norma energia, segue o seguinte

refino:

Figura 6.6: Malha Adaptativa
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Exemplo 3: Chapa engastada parcialmente.

S

4

ST
| |
I L 1

Figura 6.7: Chapa engastada

Dados:
E =1 mobdulo de elasticidade longitudinal
v =0 coeficiente de Poisson
NFE =8 ntmero de elementos
NN =14 ntmero de noés
P =1 carregamento
L =3 comprimento da chapa

h =1 largura da chapa

A malha para o problema da chapa engastada parcialmente, usando a norma em

deslocamento, segue o seguinte refino:

Figura 6.8: Malha adaptativa
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Foram usados 189 elementos e precisou-se de 14 iteracgoes.

A malha gerada para norma em energia segue o seguinte refino:

e

Figura 6.9: Malha adaptativa

Foram usados 189 elementos e precisou-se de 39 iteracoes.
E de esperar que o refino ocorre proximo a fronteira do engaste. Neste exemplo,
onde as forcas sao descontinuas, foram utilizados n6s duplos conforme mostra a figura

(6.7).

Exemplo 4: Chapa tracionada

a~]

AL

Figura 6.10: Chapa Tracionada

Dados:
E =1 mobdulo de elasticidade longitudinal
v =0.5 coeficiente de Poisson
NE =26 numero de elementos
NN =30 ntmero de nos
P =1 carregamento

L =6 comprimento da chapa
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h =1 largura da chapa

Figura 6.11: Malha para norma em Deslocamento

Figura 6.12: Malha para norma em Energia

Observe-se que o refino, mostrado nas figuras (6.11) e (6.12), ¢ bem maior
proximo ao lado engastado.
A seguir sao mostradas duas tabelas nas quais observa-se, para os dois tipos

de refino, que a norma em deslocamento é melhor que a energia.
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Tabela 6.5: Adaptativo em Deslocamento

Nuamero de Elementos

Niamero de Iteragoes

Norma Deslocamento

308

14

1.619546E-005

Tabela 6.6: Adaptativo em Energia

Numero de Elementos

Numero de Iteracoes | Norma Energia

308 25 2.31649E-004
Exemplo 5: Chapa em L

P
x .P;Eg

1
4

% o~ .
I_' P
1
v e, o
A A
4

Figura 6.13: Chapa em L

Dados:

E =1 mobdulo de elasticidade longitudinal

v =0 coeficiente de Poisson

NE =6 nuamero de elementos

NN =12 ntmero de nos
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P=1

carregamento

Figura 6.14: Malha para norma em Deslocamento

Figura 6.15: Malha para norma em Energia
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Observa-se que o refino, mostrado nas figuras (6.14) e (6.15), é maior onde
existe uma forte concentracao de tensoes.
A seguir sao mostradas duas tabelas nas quais observa-se que o tipo de refino

usando norma em deslocamento é melhor que a energia.

Tabela 6.7: Adaptativo em Deslocamento

Nuamero de Elementos

Niamero de Iteragoes

Norma Deslocamento

204

40

1.84125E-005

Tabela 6.8: Adaptativo em Energia

Nuamero de Elementos

Niamero de Iteragoes

Norma Deslocamento

502

)

6.87114E-004

Exemplo 6: Viga em balanco

<}

DT

Figura 6.16: Viga em Balanco

Dados:
E=1
v=20
NE =26
NN =30
P=1

modulo de elasticidade longitudinal
coeficiente de Poisson

nimero de elementos

nimero de nos

carregamento
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L =12 comprimento da chapa
h =1 largura da chapa

a flecha é igual a:

_ PI

F_3EI

Substituindo os dados do problema o valor da flecha é de 6912.

A malha para o problema da viga em balanco, usando a norma em desloca-

mento, segue o seguinte refino:

Figura 6.17: Malha Adaptativa

Conforme mostra a tabela (6.9), o problema converge e a flecha apresenta um

erro de 1.8%.

Tabela 6.9: Adaptativo em Deslocamento

Nimero de Elementos | Numero de Iteracoes | Flecha | Norma Deslocamento

632 90 6785.33 8.45429E-005
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A malha para norma em forga, segue o seguinte refino:

Figura 6.18: Malha Adaptativa

Conforme mostra a tabela (6.10) a flecha apresenta um erro de 0.28%.

Tabela 6.10: Adaptativo em Forca

Nuamero de Elementos

Niamero de Iteragoes

Flecha

Norma Forca

632

130

6892.45

3.64294E-002

Estes resultados podem ser considerados bastante satisfatorios.

A malha para norma em energia, segue o seguinte refino:

Figura 6.19: Malha Adaptativa
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Conforme mostra a tabela (6.11) a flecha apresenta um erro de 20.3%, conver-

géncia muita alta.

Tabela 6.11: Adaptativo em Energia

Nimero de Elementos | Numero de Iteracoes | Flecha | Norma Energia

206 28 5506.4 6.871E-004

A seguir o gréfico (6.20) mostra a convergéncia da flecha para uma malha

adaptativa, usando norma em deslocamento, e uma malhar regular.

- — DlVlSéo
7000
E S ol R q--‘.
I/./I/ mmmmmmm
] - / ..11
5 OOO ] ./- /////
@ 40004 P
-C /
3 ]
T 3000 -
2000 -
1000+,
O T 1 T 1 T I : I ' |
0 100 200 0 - -

NE

Figura 6.20: Convergéncia da flecha

Observe-se que a malha adaptativa, para norma em deslocamento, é melhor

para uma aproximacao suficientemente boa.
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Exemplo 7: Chapa com trinca no dominio

L A P
<« v Té—>
Do | h | YA
“«—9 _ >

N
la »l
< L g

Figura 6.21: Chapa com trinca no dominio

Dados:
E = 2100000 modulo de elasticidade longitudinal
v =10.25 coeficiente de Poisson
NE =60 numero de elementos
NN =40 ntmero de nos
NNFR =120 ntmero de nés na trinca
P =100 carregamento
L =40 comprimento da chapa
h =20 largura da chapa

A malha gerada, usando norma em deslocamento, segue o seguinte refino:

Figura 6.22: Malha com trinca no dominio



105

Observe-se na figura (6.22), que o refino é maior onde existe maior concentragao
de tensoes. Neste exemplo nao é feita a progressao da trinca e é usado o método

dual dos elementos de contorno para modelagem da trinca.

Exemplo 8: Carregamento concentrado no centro do vao

Figura 6.23: Carregamento concentrado com trinca

Dados:
E =210 x 105 coeficiente de elasticidade
v =0.3 coeficiente de poisson
NE =6 numero de elementos do contorno
NN =11 ntmero de nés do contorno
NEFR =38 namero de elementos da trinca
NNFR =16 ntmero de n6s da trinca
L =4 comprimento da chapa
h =2 largura da chapa
P =1 carregamento

(z,y) = (1.75,0.05)

Neste exemplo os fatores de intensidade de tensao, para obter o angulo de pro-

pagacao da trinca, sao calculados usando a técnica de correlagao de deslocamentos.
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Para modelagem da trinca é usado o método dual para elementos de contorno.

Para o refino adaptativo é usada a norma em deslocamento. A progressao da
trinca e malha adaptativa sdo mostrados na figura (6.24). Observe-se que o refino
ocorre onde existe maior concentracao de tensoes, como esperado.

E também calculada a progressdo da trinca, figura (6.25), usando o programa
para elementos finitos FRANC-2D, isto é para comprovar a progressao da trinca

com o Método Dual dos Elementos de Contorno.

Figura 6.24: Malha adaptativa com trinca

Figura 6.25: FRANC-2D. Elementos finitos

Como uma maneira de testar a técnica de correlacao de deslocamentos, compara-
se a solucao analitica dos fatores de intensidade de tensao, apresentada por Broek

[10], com os valores numéricos obtidos para:
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v=02; NE=100; L=5 (x,y)=25,0.275
Nas tabelas a seguir encontram-se os resultados referentes as respostas obtidas

para a chapa.

Tabela 6.12: Fatores de intensidade de tensao para o modo I

Numero de Elementos K; Resultado Analitico
8 7.07218
10 7.06684 7.13620
12 7.06254

Tabela 6.13: Fatores de intensidade de tensao para o modo II

Numero de Elementos K Resultado Analitico
8 0.07547
10 0.074348 0.00000
12 0.073564

Conforme apresentam os resultados das tabelas (6.12) e (6.13), pode-se verifi-
car que com o aumento da discretizacao as respostas numéricas tendem as respostas
analiticas, tanto para o modo I como o modo II.

A técnica de correlacdo de deslocamentos apresentou bons resultados ao mo-

delo analitico, de 1.03% considerando a maior discretizagdo empregada.
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Exemplo 9: Chapa em L com trinca

x >3D‘

o .

’

|
<

P

e

A4

Figura 6.26: Chapa com trinca

Dados:
E =1 coeficiente de elasticidade
v =0 coeficiente de poisson
NE =6 namero de elementos do contorno
NN =12 ntmero de nés do contorno
NEFR =8 ntmero de elementos da trinca
NNFR =16 numero de nos da trinca
P =1 carregamento

(x,y) = (0.98,0.98) coordenadas da trinca

Para modelagem da trinca é usado o método dual dos elementos de contorno.

A progressao da trinca é feita pela técnica de correlacao de deslocamentos.

O refino adaptativo, pela norma de deslocamento, mostra-se na figura (6.27)
e da energia na figura (6.28). Observe-se que o maior refino ocorre onde é maior a

concentracao de tensoes.
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Figura 6.27: Malha Adaptativa-Norma em deslocamento

Figura 6.28: Malha Adaptativa-Norma em energia
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Figura 6.29: FRANC2D-Elementos Finitos

Também é calculada a progressao da trinca, figura (6.29), usando o programa
para elementos finitos FRANC-2D, o qual comprova a progressao da trinca com o
método dual dos elementos de contorno.

No caso de uma chapa multi-fraturada, o procedimento para a geracao da
malha é analisado em Leonel E., Lovon, O. B. R., Venturini, W. S. [40]. Neste artigo
a norma em deslocamento (5.12), é utilizada para o refino da malha no contorno.
Posteriormente esquemas adaptativos sao usados para ajustar a direcao da trinca e

para refinar os elementos perto da ponta da trinca.



Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho, foram abordados aspectos tedricos e propostas de formulagoes nu-
meéricas com o método dos elementos de contorno para estudo da h-adaptatividade
em regime elastico linear. Nas aplicagoes, além das situacoes usuais de chapas bi-
dimensionais, também foi considerado o caso de propagacao de fratura em meio

elastico linear.

Os problemas onde ocorrem concentracoes de tensoes sao o foco da anélise
neste trabalho, pois se espera que o refino ocorra com mais intensidade proxima a
essas regioes. Nesse caso, o estudo do erro pode ser melhor avaliado. O modelo
adaptativo proposto estd baseado nas normas das variacoes dos deslocamentos, das
forcas de superficie e da energia. Varios critérios baseados na magnitude do erro
foram propostos. De acordo com o critério adotado, os elementos de contorno devem

ou nao ser sub-divididos em novos elementos, caracterizando a h-adaptatividade.

As formulagoes numéricas analiticas foram implementadas e os exemplos de
aplicagao mostraram resultados coerentes. Dois resultados importantes foram ex-
plicitados nos exemplos: a convergéncia da norma com o refino e o préoprio refino
da malha. No caso dos graficos mostrando a convergéncia da norma, para efeito
de comparacao, também se apresentou um esquema de refino adotando-se malhas
regulares. Como conclusoes gerais, notou-se que a norma em deslocamento é a que

melhor interpreta a avaliacao do erro e a divisao dos elementos . A norma em forca
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de superficie foi importante para indicar a divisao dos elementos, para alguns casos
e mostrou-se bom na convergéncia. A norma em energia nao é convergente porém
mostrou-se importante para indicar a divisao dos elementos. Foi observado também
que é recomendavel usar as duas normas, juntas, deslocamento e forca. Comprova-se
também que o refino ocorre em regioes onde a concentragao de tensao é maior, como
esperado.

O processo de crescimento da trinca neste trabalho foi desenvolvido de forma a
minimizar o erro existente da trajetoria de crescimento da trinca. Este procedimento
apresentou-se muito estavel fornecendo resultados confidveis como os apresentados
nos exemplos do capitulo 6.

Entre as possibilidades para desenvolvimentos futuros, aproveitando a estru-
tura computacional ja existente, esta a implementacao de estratégias p e hp adapta-
tivas. Espera-se com isto uma melhora significativa nas taxas de convergéncia com
um numero reduzido de graus de liberdade. A utilizacao de refinos hp adaptativo
mostrou ser um dos procedimentos mais eficientes e robustos entre as estratégias de
refino da solucao numérica, ja que apresentam as caracteristicas de convergéncia do
refino h adaptativo e taxas de convergéncia exponencial caracteristicas do refino p.

Uma outra vertente para pesquisas futuras esta na utilizacao das recentes téc-
nicas sem malha, como o método hp-Clouds, por exemplo, implementado juntamente
com o procedimento dual do MEC.

As propostas para novas pesquisas envolvendo equagoes integrais sao intume-
ras, sendo que as sugestoes apresentadas acima indicam uma seqiiéncia natural do

trabalho desenvolvido nesta tese.
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