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Resumo

Alves, M. M. (2005). Emprego do método de residuos ponderados para a andlise de
tubos. Dissertacdo (Mestrado) — Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de
Sao Paulo, Sdo Carlos, 2005.

O presente trabalho trata da aplicacio do Método de Residuos
Ponderados, mais especificamente do Método dos Minimos Quadrados, na obtenc¢do de
solugdes aproximadas de problemas de estruturas em casca, em especial os reservatorios
cilindricos submetidos a carregamento hidrostatico em regime de comportamento linear.
Os meios empregados para a obtengdo das solu¢des aproximadas referem-se a adogdo
de bases aproximativas lineares, polinomiais, além da possibilidade de enriquecimento
da aproximacdo mediante a adi¢cdo de fun¢des com caracteristicas similares a propria
solucdo exata. Uma outra alternativa utilizada refere-se a aplicagdo do Método dos
Minimos Quadrados com divisdo do dominio de integragdo. Tais procedimentos podem
ser uteis na analise de estruturas por evitar, de modo significativo, a elevacao do esforco
computacional, mediante a utilizacdo de uma base aproximativa que corresponda as

caracteristicas requeridas pela solugdo analitica do problema.

Palavras-chave: casca cilindrica; tubo; método de residuos ponderados; método dos
elementos finitos; enriquecimento.



Abstract

Alves, M. M. (2005). Application of weighted residual method to the analysis of
cylindrical shells. M.Sc. Dissertation — Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos, 2005.

The present dissertation deals with the application of the Weighed Residual Method,
more specifically the Least Squared Method, to the analysis of cilindrical shells, to
obtain approximate solutions of shells structural problems, specially the cylindrical
reservoirs subjected to hydrostatic shipment in the linear behavior regime. The ways of
obtaining the approximate solutions refer to the adotion of linear, polynomial
approximate bases, as well as the possibility of enriching the approximation by adding
functions with similar characteristics to the accurate solution itself. Another used
alternative refers to the application of the Least Squared Method with division of the
integration domain. Such procedures can be useful in the analysis of structures to
significantly prevent the rise of the computational effort, by means of an approximate
base that corresponds to the characteristics required by the analytical solution of the

problem.

Keywods: cildrical shells; container; weighted residual method; finite elements method;
enrichment.
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1 Introducao

1.1 Consideracoes iniciais

Neste trabalho apresentam-se resultados e conclusdes de uma pesquisa realizada
sobre a aplicacdo de Métodos de Residuos Ponderados, mais destacadamente o Método
dos Minimos Quadrados, a analise de estruturas em casca, em especial os reservatorios
cilindricos submetidos a carregamento hidrostatico em regime de comportamento linear.
As aproximagdes sdo geradas a partir de bases polinomiais enriquecidas mediante a
adi¢do de fungdes com caracteristicas similares a propria solugcdo exata. A alternativa
numérica ¢ ainda complementada com a possibilidade de divisdo do dominio de

integracao.

1.2 Justificativa

O Meétodo de Residuos Ponderados e processos dele derivados constituem-se em
formulacdes que propiciam a obtengcdo de solucdes aproximadas suficientemente
precisas de um problema de valor de contorno (PVC) e expressam-se, em uma forma
geral, mediante a integracdo ponderada da propria equagao diferencial representativa do
problema.

No que concerne as estruturas em casca, devido as caracteristicas especificas de
suas equacdes diferenciais, os processos convencionais de resolugdo numérica que
empregam aproximagdes polinomiais podem apresentar um grau de dificuldade bastante
significativo. Sendo assim, Métodos de Residuos Ponderados combinados com técnicas
ndo-convencionais de enriquecimento da funcdo aproximativa, podem se constituir em
alternativa eficiente para reduzir o grau de dificuldade na resolugdo do problema.
Porém, as fungdes polinomiais nem sempre sdo as mais eficientes para fins de
enriquecimento da aproximagdo inicial, notadamente nos problemas das estruturas em
casca. Geralmente as solugdes analiticas apresentam caracteristicas tais que s6 podem

ser reproduzidas mediante a ado¢do de um polindmio de grau muito elevado para o



enriquecimento, o que implica em alto custo computacional. Com isso, 0 recurso ao
emprego de funcdes especiais ndo polinomiais para o enriquecimento pode evitar, de
modo significativo, a elevagdo do esfor¢o computacional em andlise estrutural.

Neste trabalho, busca-se primeiramente aplicar, sobre uma formulagdo em
residuos ponderados, a técnica de enriquecimento das fungdes aproximativas sugerida
no Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), proposto por  Duarte,
Babuska e Oden (2000). Posteriormente trata-se da alternativa formulada pela
combinagdo do Método dos Minimos Quadrados com divisdo do dominio de integragao.
Ambas as alternativas podem propiciar respostas aproximadas de grande qualidade e

precisao.

1.3 Objetivos

O presente trabalho tem por objetivo avaliar o desempenho de solugdes
aproximadas obtidas pela aplicagdio de Métodos de Residuos Ponderados,
especificamente o Método de Galerkin e 0 Método dos Minimos Quadrados, a analise
de estruturas de tubos submetidas a carregamento hidrostatico.

Em relacao aos métodos adotados para o desenvolvimento da pesquisa analisam-
se, as formas forte e em residuos ponderados com que se expressa o PVC. Desenvolve-
se, em seguida, um estudo comparativo de solucdes aproximadas obtidas pelo emprego
de bases de fungdes lineares e polinomiais de grau superior para a geracao da fungao de
aproximacao, assim como de fungdes especiais que possuem as mesmas caracteristicas
da solug¢do analitica.

O emprego da técnica de enriquecimento da fungdo aproximativa sugerida no
trabalho de Duarte, BabuSka e Oden (2000) sobre a forma em residuos ponderados ¢
também explorado. Finalmente aplica-se o M¢étodo dos Elementos Finitos para a
geracdo de aproximacao para o PVC formulado pelo Método dos Minimos Quadrados.
Nesse sentido o trabalho apresenta contribui¢des originais, como a combinacdo de
técnicas de enriquecimento da aproximagao sobre Métodos de Residuos Ponderados, € a
aplicacdo do Método de Minimos Quadrados com divisdo do dominio de integragdo,

para a resolugdo do problema dos tubos em regime de comportamento linear.



1.4 Estrutura do trabalho

No capitulo 2 inicialmente apresenta-se a equacgao diferencial representativa do
problema dos tubos cilindricos submetidos a pressdo hidrostatica, bem como as
hipoteses adotadas para a formulacdo do problema e as condi¢cdes de contorno que
poderao ser aplicadas a estrutura.

O capitulo 3 faz uma abordagem de dois Métodos de Residuos Ponderados: o
Meétodo de Galerkin e o Método dos Minimos Quadrados, bem como a sua aplicagdo
para a resolucdo do problema dos tubos cilindricos. As formulagdes apresentadas por
estes métodos se restringem somente a forma integral ponderada. Neste capitulo
apresentam-se, ainda, os primeiros exemplos numéricos da aplicacdo do método, com a
utilizacao de bases aproximativas lineares e polinomiais.

A técnica de enriquecimento da aproximagdo ¢ abordada no capitulo 4, bem
como a sua aplicagdo ao problema dos tubos cilindricos. Desenvolvem-se exemplos
numéricos com o emprego do enriquecimento da aproximacao por fungdes que possuem
caracteristicas similares as fungdes contidas nas solugdes exatas e compara-se a
qualidade dos resultados obtidos com aqueles do capitulo anterior.

O capitulo 5 trata da aplicacdo do Método dos Minimos Quadrados (MMQ) com
divisdo do dominio de integracdo, essencialmente uma combinagdo MEF-MMQ.
Apresentam-se exemplos numéricos nos quais empregam-se dois tipos de elementos
finitos. Os resultados obtidos com a aplicacdo do MMQ puro e de sua combinagdo com
o MEF sao, entdo, confrontados. As analises conduzidas permitem avaliar as vantagens
apresentadas por cada alternativa, bem como as condi¢cdes minimas exigidas para a
aplicacdo dos mesmos.

No capitulo 6 apresentam-se as consideragdes finais e conclusdes, embasadas
nos resultados e observagdes comparativas realizadas entre as diversas formulagdes.

Ao final da dissertacdo constam os trabalhos que foram referencias para a

realizacdo desta pesquisa.



2 Tubos em regime de flexao :

Conceituacao do

problema de valor de contorno e solucao analitica

2.1 Tubos com carregamento axissimétrico

As cascas s30 elementos estruturais laminares e que possuem superficie média

ndo plana. Esta defini¢do abrange varias formas estruturais, sendo a casca dita de

revolucdo quando sua forma geométrica pode ser gerada através da rotagdo de uma reta

em torno de um eixo denominado eixo de revolugdo. Neste trabalho consideram-se,

entre as cascas de revolucdo, os tubos, cujos elementos geométricos principais, tendo

como referéncia sua superficie média, estdo ilustrados na figura 2.1.

Diretrizes

Greratrizes

/

e
/

Eixo de revolucdo

Figura 2.1 — Tubo cilindrico.



Entre os seus elementos geométricos, destacam-se ainda a altura H, a espessura

h ¢ o raio de curvatura ¥ de sua superficie média, indicados na figura 2.2

Eixo de revolucio

H-Altura
h - Espessura

¥ - Raio de curvatiura

Figura 2.2 - Parametros geométricos da casca de revolucio.

Os tubos delgados sao assim definidos por apresentarem a relagao entre o raio de

curvatura médio ¥ ¢ a espessura A verificando a seguinte condigdo:

—<— 2.1)

Para a analise dos tubos delgados estabeleceram-se previamente trés hipoteses:

v’ simetria radial geométrica,

AN

simetria radial de carregamento ¢

v pequenos deslocamentos.



Com relagdo as forgas externas, considera-se apenas a atuagdo de uma pressao
interna, representando a acdo de um liquido contido pelo tubo, sendo o tubo

completamente cheio (figura 2.3), dada pela seguinte equagéo:

P=-y-(H-y) (2.2)

z

Nessas condigOes o tubo se caracteriza como um reservatorio cilindrico.

N Secéio transversal

P ~—

Fri

[ k

Secdo longitudinal

Figura 2.3 - Pressao hidrostatica no reservatorio cilindrico.

Tomando-se um elemento genérico da superficie média, delimitado por duas
geratrizes e duas diretrizes, conforme a figura 2.1, indicam-se os esforgos solicitantes

oriundos da atuagdo da pressdo do liquido contido no reservatério na figura 2.4, cujas



variagdes sdo coerentes com as restricoes de simetria axial geométrica e de
carregamento.

dn,

N, + dy

a4

:dﬂ\*-h——_______

Figura 2.4 - Esforcos solicitantes no reservatorio cilindrico.

Impondo-se o equilibrio estitico de forgas e momentos no elemento de casca
genérico, segundo as diregdes definidas pelos eixos X, J e Z, resultam, as seguintes

relacdes de equilibrio:

aM
_ L+ 0 =0 (23a)
dy g

dN
“+P =0 (2.3 b)
dy .

d
- Qy+N9+Pz-r:O (23 ¢)
dy



Combinando-se as eq.(2.3 a) e eq.(2.3 ¢), obtém-se:

d'M
r- ~+N,+P -r=0 (2.4)
dy’

Nota-se que a eq.(2.3 b) se refere ao equilibrio em relagdo ao peso proprio da
parede, sendo esta equacgdo independente das demais eq.(2.3 a) e eq.(2.3 c¢). No caso em
que o momento fletor ao longo de toda a sua altura for nulo, através da eq.(2.4) obtém-

S€:

[ z

Neste caso, nota-se que o deslocamento da parede do reservatorio pode ser
determinado pela variacdo do comprimento do raio do reservatdrio, eq.(2.8). Tendo em

vista a eq.(2.5), a eq.(2.6), e a eq.(2.7) mencionadas abaixo:

g, =22 2.6)
14 E :
o, = @
4 h .

tém-se que :
—y-(H=-y)r
wy)=Ar=-¢,-r= (2.8)
(») o

Sendo assim, a rotagdo da parede do reservatorio pode ser expressa pela derivada

primeira da funcdo deslocamento :

aw(y) _y-r
dy E-h

(2.9)



Tendo em vista a eq.(2.3 a) e a eq.(2.3 c¢) que definem o problema de flexdo em
cascas de paredes cilindricas, sdo duas equagdes e trés incognitas: Vg , My e Qy .

Neste caso, € necessario introduzir uma relacdo entre esforgos e deslocamentos, em
virtude do problema ser internamente hiperestatico. Esta relagdo pode ser obtida da
eq.(2.8):

w(y)zArz-gg-rz—(@j-rz—i-(%jz—Ng-L. (2.8)

de modo que:

ro_ w(y) _—N, N :_E_'h.w(y) (2.10)
4

:—N .
w(y) e I )

Com isto, a eq.(2.3 ¢) pode ser descrita da seguinte forma:

. dQ, E-h
dy r

r -w+ P -r=0 (2.11)

Ja a terceira equagdo do problema ¢ dada por:

(2.12)

Sendo assim, tem-se agora um problema com trés equacdes: eq.(2.3 a), eq.(2.11) e

eq.(2.12). E trés incognitas (/N , My e Qy) que podem ser reduzidas a duas equagodes:

eq.(2.12) e eq.(2.13). E duas incognitas (/Np e My):
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dM dQ  E-h

= Y & p “w+ P -r=90 (23ae2.11)
Q} dy dy . g ae
d’M E.
— yo_ h w+P =0 (2.13)
dy r

Substituindo-se a eq.(2.12) na eq.(2.13), obtém-se a equagdo que descreve o

comportamento das paredes cilindricas submetidas a pressao hidrostatica, eq.(2.14):

d’M . 2 2 .

y_E h-w+PZ:O:>d —D-dW _E h-w+Pz=O
dyZ r2 dyZ dyZ rZ
:>D-dv4v+E;h-w:Pz (2.14)

dy r
ou ainda:
! P
dW+4.B4.W_ = =) (2.15)
dy’ D
Sendo:
p =22V (2.16)
h™-r
E-K
— ° (2.17)
12-(1-v?)

Uma vez obtido o deslocamento W por meio da resolucdo da equagao diferencial
(2.15), podem ser determinados todos os parametros que caracterizam o regime estatico
da casca. De fato, o esforco IV, g resulta de:
_—E-h

r

N,

0

w (2.18)
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O esforco My pode ser calculado a partir de:

M :—D-Ld vfj (2.19)

O esfor¢o Qy , por sua vez, ¢ obtido mediante:

Q =-D '(d v}vJ (2.20)
J dy

Finalmente, o esforco M :

M, :—D-(v -d vzvj =v-M, (2.21)
dy :

A solugdo geral da eq.(2.15) ¢ dada pela seguinte expressao:

w = eﬂ‘y(Clcos( py) + C, sen( ,By))
+e " (C,cos( By)+ C sen( By))+ f(¥) @

onde f(y) representa uma solugdo particular do problema. No caso de pressdo

hidrostatica, a solucdo particular da referida equagéo ¢ dada por:

f(y)=( " j-12=(7""2j-(ﬂ—y) 223

E-h E-h

As constantes que aparecem na eq.(2.22) devem ser obtidas a partir da
imposi¢ao das condi¢des de contorno. Neste trabalho, por simplificacdo, consideram-se
apenas casos de reservatorio com base articulada fixa e engastada, ambos com topo livre

(momento fletor e esfor¢o cortante nulos).
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3 Método de Residuos Ponderados

3.1 Conceituacio

O M¢étodo dos Residuos Ponderados estabelece uma condi¢do natural para a
obtencdo de solucdes aproximadas de vérios problemas de engenharia. Segundo
ASSAN (2003), o M¢étodo dos Residuos Ponderados difere dos métodos ditos
variacionais por ndo necessitar da existéncia de um funcional, utilizando diretamente a
equagdo diferencial (forma forte) do problema a ser resolvido.

A sua aplicag@o, no inicio, manteve-se restringida a problemas relativamente
simples em virtude da dificuldade de se obter fun¢des aproximadas em todo o dominio,
principalmente nos casos de estruturas que apresentam sistemas de equagdes com um
numero aprecidvel de incdgnitas. No entanto, essa dificuldade passou a ser superada
com técnicas de geracdo da aproximacao mediante divisdo do dominio de integragao

Para conceituar melhor o método, considere-se a equacdo diferencial de um

problema genérico representada da seguinte maneira:
Aw) = f (3.1)

onde A representa um operador diferencial sobre a fungdo U (solugio exata),

responsavel por gerar as parcelas contendo diferentes ordens de derivadas que podem
aparecer em um problema especifico.
Uma solucdo aproximativa deve verificar as condi¢cdes de contorno essenciais e

naturais do problema a ser analisado, e pode ser descrita da seguinte maneira:

Uu(x)=oa, -¢(x), +u (x) cli=1,.n (3.2)
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onde U, (x) ¢ uma fungio que satisfaz as restrigdes essenciais e naturais de contorno,

¢l_ (x) sdo fungdes homogéneas naquelas restri¢des, € &, sdo os pardmetros incognitos
do problema.

Em se tratando da adogio da fungdo aproximativa # , resulta que :

Aw) # f (3.3)

Uma vez que a aproximacao descrita pela eq.(3.3) ndo corresponde a solugdo

exata, pode-se definir o residuo da aproximagao com sendo:
RW)=Aw)—-f #0 (3.4)

O Meétodo dos Residuos Ponderados estabelece que os coeficientes @; que

constam na fungao aproximativa sejam determinados mediante a condi¢do de anulacdo
do residuo em forma ponderada no dominio da solucdo. Essa condicdo ¢ expressa pela

seguinte integral:

[R@@)-vdQ2=0 (3.5)
Q

onde D ¢ uma fungdo homogénea nas condigdes de contorno essenciais em todo o

dominio €2 do problema.

A fungdo ponderadora ou fungdo peso pode ser expressa na forma de uma

combinagdo linear de fungdes base:
v(x)=p ¥ (x) c/j=1..n (3.6)

sendo ‘Pj (x) uma base de fungdes linearmente independente.
Substituindo-se a €q.(3.6) na eq.(3.5) resulta em uma somatoéria de M parcelas

com coeficientes ﬂ j quaisquer:
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B,-[R@)-¥YdQ=0 c¢/j=1..n 3.7)

A condicao anterior ¢ atendida para qualquer combinacdo de ﬂ j (ndo todos nulos

simultaneamente) se:

[R()-¥,dQ2=0 c/lj=1..n (3.8)

Admitindo-se a linearidade do operador A e considerando-se a eq.(3.2), pode-se

entdo expressar a forma geral do Método dos Residuos Ponderados da seguinte maneira:
[R@)-YdQ=0= [(a,-A@)+A@)- ) ¥dQ=0=
a - [A@) P dQ=[[f-A@)] ¥ dO (3.9)

Introduzindo-se a notagao:

A =[A(@) ¥ dOQ (3.10)

fi=] [f = A@)]- ¥ 40 (3.11)

O sistema que permite determinar os coeficientes @; pode ser representado da

seguinte maneira:

a-A =f (3.12)
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Reunindo-se os coeficientes @&; num vetor coluna & , os coeficientes fj‘ em um outro

vetor coluna f ¢ os coeficientes A,-j nas posi¢oes de linha 7 e coluna J de uma matriz

4 , pode-se ainda representar o mesmo sistema em forma matricial:

A -a=f (3.13)

Os Me¢étodos de Residuos Ponderados variam de acordo com a fungdo ‘I’j

adotada. Dentre estes métodos, abordam-se a seguir o Método de Galerkin e o Método

dos Minimos Quadrados.
3.2 Meétodo de Galerkin

O Meétodo de Galerkin tornou-se o mais conhecido ¢ o mais potente dos
Me¢étodos de Residuos Ponderados em virtude do advento e rapido desenvolvimento dos
computadores e de sua combinacdo com o Método dos Elementos Finitos, que
introduziu uma forma engenhosa de construcao de fungdes de aproximacao.

Basicamente, o Método de Galerkin propde que as funcdes base da funcdo
ponderadora sejam as mesmas da func¢do aproximativa. Pode-se representar esta

condicdo da seguinte maneira:

VY =9 (3.14)

J

Com isto, o Método de Galerkin pode ser descrito da seguinte forma:
a-[Ag) ¢dQ=[[f - A®@)] ¢dQ (3.15)
Q Q

Segue da relacdo anterior que para fins de utilizagdo da forma matricial,

definem-se:
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A =[A(4) ¢dQ (3.16)

f = i[ f—A@@)] ¢d0 (3.17)

3.3 Meétodo dos Minimos Quadrados

No Método dos Minimos Quadrados a aproximagdo ¢ obtida por meio da

minimizagdo da norma ao quadrado do residuo, ou seja:

dc|z|—§|f =0 (3.18)
Onde | R||"pode ser definido como:

IRI" = [[R@)} a2 = i[R(aj ¢ +@0) fdQ (3.19)
De modo que:

M =2 [R(#)- {dR(af 9+l )}dQ =0 (3.20)

da, 4 da,

Esta ultima equacdo ¢ equivalente a condi¢do de anulagdo do residuo e dela

pode-se definir a fun¢do peso por:
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¥ = dR(OCj '¢j +1’70) _ dlA(Olj ¢/ +170)_fJ _ A(¢,) 321)

’ do da

J

Com isto, o0 Método dos Minimos Quadrados passa a ser descrito por:
a,-[A()- A(g)dQ = ] |f - A(@)]- 4(¢,)d 6.2

Para fins de utilizagdo da eq.(3.12), definem-se:

A, =[4(9)- 4(4)d2 52)

£, = [lf = A@)]- 4(g)de (3.24)

No caso deste método, deve-se observar que a matriz 4 jj € simétrica.

34 O problema dos tubos formulado por Residuos

Ponderados

No caso dos tubos cilindricos com espessura constante, a equacdo diferencial

que representa o problema foi apresentada no item 2.1 como sendo:

d*w
dy’

4 p
+4-B" w="2= (2.15
D )

Para se obter uma solu¢do aproximada por meio do Método dos Residuos

Ponderados, parte-se da eq.(2.12) representada da seguinte maneira:
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A(W) = f (3.25)
Onde:

d'w

Aw)y=——+4-p"-w (3.26)
dy
P.
= 3.27
/=7 (327)

A fungdo aproximativa pode ser descrita da seguinte maneira:
wy)=a ¢ +w(y) c/li=1,.n (3.28)

Observa-se que a solucdo aproximativa deve verificar as condi¢des de contorno
essenciais e naturais do problema a ser analisado. Com a aproximagdo o operador

diferencial resulta em:
A(W) = Ala, ¢ +7,(7) 329)

Deste modo, pode-se dizer que a igualdade expressa na eq.(3.25) ndo mais

existe, de modo que:
A(W) # f (3:30)

Como a aproximagdo descrita pela eq.(3.30) ndo corresponde a solucdo exata,

pode-se definir o residuo como sendo:
R(Ww)=A4A(w)—f #0 (3.31)

Reescrevendo-se, por conveniéncia , a eq.(3.8):
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[,R@@)- ¥ dO clj=1,.n (3.8)
Considerando-se a eq.(3.25) ¢ a linearidade do operador A, obtém-se:

[[Ae, ¢ +W () - f] ¥ dQ2=0=

Q
a - [AP) ¥ d=[[f—A@)]- ¥ dQ (332)
Q Q
Por analogia com a eq.(3.26) pode-se representar:
d'¢
AP)=—"+4-p"-¢ (3.33)
dy
Assim sendo, a eq.(3.32) assume a forma:
d'e . -
a, | [ WdQ+4- B[4 WA | = [[f - A()]- ¥ ,d© (3.34)
o dy ’ Q ‘ Q ‘
De modo que os coeficientes @&; podem ser determinados da seguinte maneira:
a-A =f (3.35)
Onde:

g

A..:i %-T/dﬂ+4-ﬁ4-i¢i-‘{{id£2 (3.36)
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f = j [f = A@)]- ¥ dQ (3.37)

3.4.1 O problema dos tubos formulado pelo Método de Galerkin

Tendo-se por base a eq.(3.36), a eq.(3.37) e fazendo-se “Pj = ¢,- , 0 Método de

Galerkin para o problema dos tubos cilindricos passa a ser descrito da seguinte forma:

Ayzi%-¢jdﬂ+4-ﬁ4-i¢[-¢jdﬂ (3.38)

/= i[f—A(WO)]‘QdQ (3.39)

Um aspecto importante refere-se a exigéncia sobre o grau de continuidade que a
funcdo aproximativa deve apresentar, além de satisfazer as condigdes de contorno
essenciais e naturais especificadas. No caso da eq.(3.38), a fun¢@o aproximativa deve

ser no minimo quatro vezes diferenciavel.
3.4.1.1 Aplicacoes desenvolvidas
Os exemplos propostos consistem em reservatorios cilindricos submetidos a

carregamento hidrostatico, sendo abordados dois tipos de vinculagdes:

a) articulacdo na base e topo livre e;

b) engastamento na base e topo livre.

Logo abaixo estdo relacionados os parametros utilizados e seus respectivos

valores para a analise do problema:
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Altura do reservatorio : H=10,00 m

Espessura do reservatorio : h = 0,05 m

Raio do reservatorio : r = 8,00 m

Mbédulo de Young : E = 2100000000,00 kgf/m?
Coeficiente de Poisson : v= 10,30

Peso especifico do liquido contido no reservatorio : y = 1000,00 kgf/m’

Com estes dados, por meio da eq.(2.2) e da eq.(2.3) obtém-se os valores do

modulo de rigidez a flexdo da parede do reservatdrio e do parametro ﬂ que sdo:

Modulo de rigidez a flexdo : D =24038,46 kgf - m
Parametro : p=2,0324 m™

Os resultados referentes ao deslocamento W, assim como dos esforcos

solicitantes My e Qy foram obtidos com programa elaborado a partir do software

MATHCAD" .

O primeiro estudo consiste na resolu¢do de um reservatorio em regime de
membrana. Adota-se uma base linear para a fun¢do aproximativa, tendo como principal
finalidade a verificagdo da capacidade do Método de Residuos Ponderados em capturar
solugdes exatas, quando existirem.

O segundo estudo refere-se a resolucdo de um reservatério em regime de flexao.
Sera utilizada a base polinomial para a fun¢ao aproximativa com objetivo de se verificar
a convergéncia da solucdo aproximada com o aumento do grau da base polinomial

utilizada.
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3.4.1.2 Estudo da solu¢io aproximada do problema de membrana

A formulagdo do problema de membrana discretizado pelo método de Galerkin ¢
dado a seguir pela seguinte expressdo, onde despreza-se a derivada quarta contida no

operador diferencial dado pela eq.(3.33):

0‘,-’£4'ﬂ4'¢,-’¢,—d92£1;’¢,-d9 cli,j=1,.n (3.40)

Uma base aproximativa linear, possui as seguintes componentes:

as quais possibilitam uma solu¢do para a eq.(3.40). Sendo que a eq.(2.19) reproduzida

em seguida, fornece a solucdo exata deste problema:

rZ 7/'}"2
- P = (H - .

Os resultados apresentados mostram a eficiéncia do método em capturar a

solucdo analitica, quando existir. Neste caso, a solucdo aproximada coincide com a

solucdo analitica, conforme indica o grafico de deslocamento W, assim como o do

esforgo Ny .
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3.4.1.3 Estudo da solu¢io aproximada do problema de flexdo

A formulacdo da integral ponderada para reservatorios cilindricos em regime de

flexdo ¢ dada pelo método de Galerkin através da seguinte expressao:

4
o - jd_?ff.¢fdg+4.ﬁ4.j¢i-¢jdg —[Lpd crij=1.n  (342)
Qdy ! Q . QD .

Uma fung¢@o aproximativa polinomial de grau 2 pode ser representada na forma:

n+l

w(y) = ]; a, -y (3.43)

Lembra-se que o polindmio de aproximacao tem que possuir grau maior ou igual

a quatro (71 > 4), obedecendo desta forma a existéncia para a maior ordem de
derivagdo que aparece na eq.(3.42).

Naturalmente, deve-se impor a aproximagdo a verificagdo das condigdes de
contorno essenciais e naturais do problema.

Um outro aspecto relevante quanto a solu¢do aproximada, ¢ que na medida que
se aumenta o grau do polindmio a resposta tende para a resposta exata, porém
dependendo da precisdo desejada e do tipo de solucdo exata pode ser necessario um
polindmio de grau muito elevado para conseguir reduzir significativamente o erro de
aproximacdo. Nas figuras que seguem apresentam-se resultados de exemplos de
reservatorios articulados ou engastados na base e livres no topo. No caso de reservatorio
articulado, o deslocamento nulo na base ¢ a condi¢do de contorno essencial Unica
existente. As condi¢des de contorno naturais nesse caso sdo: momento fletor nulo na
base e no topo, e esfor¢co cortante nulo no topo. Ja para o reservatorio engastado as
condigOes de contorno essenciais referem-se a nulidade do deslocamento e da rotagdo na
base; as condi¢des de contorno naturais sdo idénticas ao caso anterior.

A convergéncia lenta decorre essencialmente do fato que a aproximagdo
polinomial ndo ¢ a op¢ao mais eficiente para reproduzir a solugdo exata, a qual € do tipo

exponencial-trigonométrica.
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Os graficos apresentados a seguir sdo referentes a: W, M, y © Qy , aproximados
com polinomios de diferentes graus. Chama-se a atencdo particular para a lenta

convergéncia e para a perda de precisdo nas ordens de derivadas superiores necessarias

para a obtencio dos esforcos M. y € Qy.

Reservatorio com base articulada
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0 T T T T T

. e f/x":/
A —
N

N\
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‘+So|u<;éo Analitica —=—grau 5 —+—grau 7 grau 8‘

Grafico 3 — Deslocamento obtido por aproximacio polinomial
base articulada - Galerkin
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Grafico 4 — Momento fletor obtido por aproximagao polinomial
base articulada — Galerkin

Reservatério com base articulada

500

-500

S

Altura do reservatério (m)

‘+ Solugdo Analitica grau 6 ——grau 7 —s—grau 8 ‘

Grifico 5 — Esforco cortante obtido por aproximacio polinomial
base articulada - Galerkin
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Grafico 6 — Deslocamento obtido por aproximacio polinomial
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Reservatério com base engastada

1000

-2000 //
-3000 /
-4000 /

-5000

Esforgo cortante (kgf/m)

-6000

Altura do reservatério (m)

‘+ Solugdo Analitica —=—grau 5 grau 6 grau 7 ‘

Grafico 8 — Esforc¢o cortante obtido por aproximacio polinomial
base engastada - Galerkin

3.4.2 O problema dos tubos formulado pelo Método dos Minimos
Quadrados

O Método dos Minimos Quadrados baseia-se na ado¢do da funcdo ponderadora
como sendo aquela resultante da aplicagdo do operador diferencial sobre a propria

aproximacao, ou seja:

d'¢,
dy’

Y =A(p)= +4-B" -9, (3.44)

Sendo assim, tendo-se por base a eq.(3.36) e a eq.(3.37) , o problema dos tubos

pode ser descrito da seguinte forma:
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A,.j.:jd4¢‘ [d P s i }d§2+4 i j¢ [d ¢'+4-ﬂ4-¢deQ:s
dy

d4¢, d4¢j 8 4 d4¢i d4¢j
4, =jQ PR dQ+16- 8 «‘[Q¢i~¢jd§2+4~ﬂ jQ o .¢j+¢,..dy—4 dQ

(3.45)

1=l - a6 >[ kZ J (3.46)

Da mesma forma ao caso anterior, a funcdo ponderadora precisa ser homogénea
nas condi¢Oes de contorno essenciais especificadas do problema. Nota-se ainda que

neste caso, a func¢do aproximativa precisa ser no minimo quatro vezes diferenciavel.

3.4.2.1 Estudo da soluc¢ao aproximada do problema de membrana

A resoluc¢do do problema de membrana pelo método dos Minimos Quadrados

reduz-se a seguinte expressao:

a j16ﬂ p - dQ = j4,B ( jqﬁdﬂ (3.47)

Novamente adota-se uma base aproximativa linear, devido a solugdo do

problema ser expressa justamente por uma fung¢ao linear, ou seja:
wy)=a, -y+a, (3.48)

Assim como no método de Galerkin, os resultados apresentados mostram, como

era de se esperar, a eficiéncia do método em capturar a solugdo analitica quando esta
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for expressa por uma forma polinomial. O grafico de deslocamento e esfor¢o normal

mostrado na figura seguinte ilustra a qualidade da aproximagao.

Deslocamento (m)

Esforgo normal (kgf/m)

0,00E+00

Reservatorio em regime de membrana

1‘ 2 3 . 5 6 7 s 5 0
-1,00E-03
-2,00E-03 /
-3,00E-03 /
-4,00E-03 /
-5,00E-03 /
-6,00E-03 ,./
-7,00E-03
Altura do reservatério (m)
‘+ Solugdo Analitica —= Solugdo Aproximada ‘
Grafico 9 — Deslocamento de membrana - MMQ
Reservatorio em regime de membrana
80000
70000
60000 \
50000 \
40000 \
30000 \
20000 \
10000 \
0 : :

3 4 5 6 7 8 9 10
Altura do reservatoério (m)

‘—-— Solugéo Analitica —=— Solugdo Aproximada ‘

Grafico 10 — Esforco normal de membrana — MMQ
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3.4.2.2 Estudo da solu¢io aproximada do problema de flexao

A formulacdo em Residuos Ponderados para o caso de reservatdrios cilindricos
em regime de flexdo pelo método dos Minimos Quadrados € expressa pela seguinte

equacao:

d'¢. d'¢, d'e d'¢.
. A +16- 8., . d+4. 4 — .0 . L 1dQ =
gy g dATI6 B[4 bd2va- B T T4, 44—

d'¢. )
[f|—+4-B' ¢, |dD (3.49)
Q dy

Assim como no método de Galerkin, adota-se para a geracdo da funcdo
aproximativa um polindmio de grau B . Assim sendo, para os deslocamentos radiais

aproximados resulta:

n+l

w(y) = ;ak -y (5.50)

As mesmas restri¢gdes sobre a aproximacao impostas nos exemplos pelo Método
de Galerkin também se verificam aqui, como a imposi¢cdo de uma ordem minima no

grau do polindmio adotado para a base da fungdo aproximativa (neste caso, sendo:
nz 4). Além disso, a fun¢do aproximativa também deve verificar as condi¢des de

contorno essenciais e naturais do problema.

Em seguida apresentam-se os resultados de exemplos de reservatorios
articulados e engastados na base, e livres no topo. Os graficos sdo referentes a: W, My
0, .

Conforme esperado, na medida em que se aumenta o grau do polindmio, a

resposta aproximada tende para a resposta exata, mas ¢ de se notar que ¢ preciso um

polindmio de grau muito elevado para conseguir capturar , com boa precisdo, a solugdo
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exata. Em termos comparativos, o método dos Minimos Quadrados apresentou um

maior esforco computacional e uma aproximagao mais lenta que o Método de Galerkin.

Reservatério com base articulada

2,00E-03

1,00E-03 f

_LOOE_W%\\ : 2 3 . 5 6 7 6 ;-:9/#710

-6,00E-03

Deslocamento (m)

-7,00E-03

Altura do reservatério (m)

\—o— Solugéo Analitica —=—grau 5 —+—grau 6 grau 7 \

Grifico 11 — Deslocamento obtido por aproximacio polinomial
base articulada - MMQ

Reservatério com base articulada

50
0- Y i~ e —
\\J‘ﬁﬁ‘—“‘i""“ M 7 8 9 10
7

-100

\l /
-200

\\ /
-300
Wl

-400

Momento fletor (kgfm/m)

Altura do reservatério (m)

‘—o— Solugdo Analitica —=—grau 5 ——grau 6 grau 7 ‘

Grafico 12 — Momento fletor obtido por aproximacio polinomial
base articulada —- MMQ
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1000
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-500 [
-1000 f
-1500

-2000

Esforgo cortante (kgf/m)

-2500

2,00E-03
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Reservatério com base articulada

Altura do reservatoério (m)

‘+So|ugéo Analitica —=—grau 5 ——grau 6 grau7 ‘

Grafico 13 — Esforco cortante obtido por aproximacio polinomial
base articulada - MMQ

Reservatério com base engastada

1,00E-03

0,00E+00 e : : : : ‘ ‘ ‘
N 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1,00E-03

-2,00E-03

-3,00E-03

-4,00E-03

-5,00E-03

-6,00E-03

Altura do reservatoério (m)

‘—o—Squgéo Analitica grau4 —=—grau5 —~—grau 6 ‘

Grifico 14 — Deslocamento obtido por aproximacio polinomial
base engastada — MMQ
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Reservatério com base engastada

1400

1200

1000 ﬁ

Momento fletor (kgfm/m)

-400

Altura do reservatério (m)

‘——Solugéo Analitica —=—grau4 ——grau 5 ——grau 6 ‘

Grafico 15 — Momento fletor obtido por aproximacio polinomial
base engastada — MMQ

Reservatorio com base engastada

1000

-1000

-2000

-3000

-4000

-5000

Altura do reservatorio (m)

—— Solugdo Analitica —#—grau4 ——grau 5 ——grau 6

Grafico 16 — Esforco cortante obtido por aproximacio polinomial
base engastada —- MMQ
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4 Método de Residuos Ponderados e o enriquecimento
da aproximacao

4.1 Enriquecimento da aproximacao

Com o objetivo de melhorar a qualidade da aproximacdo, pode-se optar pelo
emprego de uma técnica de enriquecimento, que consiste em ampliar a base de fung¢des
aproximativas ja existente. O enriquecimento pode-se realizar mediante adigdo direta de
nova base de fungdes do conjunto ja existente, ou por adicdo de termos resultantes da
nova base multiplicada pela base anterior, quando esta constituir uma particdo da
unidade DUARTE & ODEN (1995). Este trabalho apresenta a segunda opg¢do de
enriquecimento, no ambito dos Métodos sem malha, Meshless. Apenas como
observacdo complementar, tais métodos geram aproximacdes a partir de fungdes locais
definidas em cada ponto nodal atrelando-se a ele um dominio local de influéncia

denominado nuvem, DUARTE & ODEN (1995).

4.2 Meétodo de Residuos Ponderados com enriquecimento
para o problema dos tubos

Considerando-se a representacdo das fungdes aproximativas do Método de

Residuos Ponderados conforme a eq.(3.3):
u(x)=o, ¢ (x)+u (x) cli=1,.n (3.3)

a técnica de enriquecimento consiste em introduzir uma base de fungdes (O, , dita

enriquecedora, de modo que a nova base para a aproximagdo U, resulte:

U =o ¢ x)+1, ¢ (x)o, +u(x)cl/li=1..n clk=1..p 1)
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onde P ¢é o niimero de termos da nova base. Naturalmente, a solugdo aproximativa deve

verificar as condi¢gdes de contorno essenciais e¢ naturais. Pela definicdo, tem-se que o

residuo da aproximacdo fica dado por meio da seguinte equacao:
R(u,) = A(u,) - f (42)

A anulacdo deste residuo em forma ponderada consiste numa condigdo para a

determinagdo dos coeficientes da solucdo aproximada, da seguinte maneira:

[R()- ¥ dQ2=0 (4.3)

Como visto no item anterior, a eq.(4.3) gera o sistema linear dado pela eq.(3.12),

o qual define as constantes da solug¢ao aproximada.

a, A4, = f (3.12)

Nota-se que, agora os O, agora indicam todos os coeficientes da eq.(4.1).

Um dos inconvenientes apresentados pela técnica refere-se ao custo
computacional que € requerido a cada vez que se introduz uma fun¢ao enriquecedora no
problema. Caso o sistema linear com base nao-enriquecida seja de dimensdo 72X 71,

apos a introdu¢do da funcdo enriquecedora obtém-se um sistema com dimensdes

( p+ 1) ‘n X ( p+ 1) N , sendo P o nimero de fungdes enriquecedoras.

4.2.1 Enriquecimento da base polinomial linear com base
exponencial-trigonométrica

Na solucdo analitica do tubo cilindrico, aparecem termos polinomiais lineares,

que representam bem o comportamento de membrana, e termos exponencial-
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trigonométricos que colhem os efeitos localizados de flexdo. Estas caracteristicas
podem ser diretamente aproveitadas na geragdo de fungdes aproximativas.

Assim sendo, pode-se partir de uma funcdo aproximativa de base polinomial e

aplicar a técnica de enriquecimento com fungdes auxiliares fj ¢ f5 , do tipo:
— A B
f =e™ -cos(By) (4.4)

f =e™ -sen(By) (4.5)

Mais especificamente, para um reservatorio cilindrico, articulado na base e livre

no topo, considerando-se o enriquecimento por fun¢des f; e f5 de uma fungdo linear

W definida pela eq.(4.6):

wy)=a, - y+a, (4.6)

resulta a seguinte fung@o enriquecida W, :

w(y)=a,-y+a,-y-e”-cos(By)+a,-y-e” -sen(By)+

o, +a, -e”-cos(By)+a,-e” -sen(By) (4.7)
As condig¢des de contorno do problema sdo as seguintes:

a) Condig¢ao de contorno essencial: Deslocamento na base nulo
w(0)=0 (4.8)

b) Condigao de contorno natural: Momento fletor na base nulo
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d*w (0) _

0 (4.9)
dy’

De modo que ao aplicar-se estas condigdes sobre a fungdo enriquecida resulta:
W) =0, y+a,-y-e” [sen(By)+cos(By)]+

o, -[1 —e” -cos(By)]+0L4 e -sen(PBy)- (1 + By) (4.10)

Sendo assim, a base de fungdes enriquecidas fica definida da seguinte forma:

¢ =y @.11)
#,=y-e” [sen(fy)+cos(fy)] (4.12)
g, =1-e" -cos(fy) (4.13)
¢, =e" -sen(fy)-(1+ fy) (4.14)

Nessas condigdes a aproximacdo enriquecida, com as condi¢des de contorno

implicitas, pode ser representada como:

W) =a ¢ +a, ¢ () +a, () +a, ¢,y (4.15)

Aplicando-se a definigdo do Método de Residuos Ponderados, pode-se

determinar os coeficientes @; por meio de:

a,-[A(@)-¥YdQ=][f-¥dQ (4.16)
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Recordando que no problema dos reservatorios cilindricos o operador diferencial

A(¢Z) e a fungdo f sdo dados por:

A(¢J=%+4-ﬂ“-¢,

=5

Sendo que a eq.( 4.16) pode ser reescrita da seguinte maneira:

o[ 192 waasa.p (4w aa|= 2w a0
1 o dy4 J o 1 J QD J

ou, implicitamente representada na forma:

Na relagdo anterior tem-se:

412fyﬂﬂ¢ﬁi¢am

12w ao
QD J

f

4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

A variante especifica do Método de Residuos Ponderados que sera empregada

fica entdo dependente da funcdo lI’j a ser adotada. No que segue mostram-se as

aplicacdes dos métodos de Galerkin e Minimos Quadrados.
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4.3 Meétodo de Galerkin

No primeiro exemplo deste caso, resolve-se um reservatorio de base articulada,
impondo-se previamente a aproximacgao as condi¢des de contorno essencial na base em
relagdo ao deslocamento e natural referente a0 momento fletor. As condigdes de
contorno naturais referentes ao topo do reservatorio sdo verificadas diretamente pela
aproximacdo. Nos graficos de deslocamento, momento fletor e esforco cortante
mostrados a seguir, evidencia-se a potencialidade do método de Galerkin em capturar
solugdes exatas ao se adotar uma base para a fungdo aproximativa que contenha as
mesmas caracteristicas da solucdo.

Em seguida s@o apresentados os graficos de deslocamento, momento fletor e

esforco cortante:

Reservatoério com base articulada

1,00E-03

0,00E+00
-1,00E-03

-2,00E-03 \ /
-3,00E-03 \ /

-4,00E-03 \\\ /
-5,00E-03

-6,00E-03

Deslocamento (m)

-7,00E-03
Altura do reservatério (m)

‘+ Solugdo Analitica —— Solugdo Aproximada ‘

Grafico 17 — Deslocamento obtido pelo enriquecimento da aproximacio
base articulada - Galerkin



Esforco cortante (kgf/m)

Momento fletor (kgfm/m)

50

-50

-100

-150

-200

-250

-300

-350

-400

-450

Grafico 18 — Momento fletor obtido pelo enriquecimento da aproximacao

1000

Reservatorio com base articulada

Altura do reservatoério (m)

‘—0— Solugéo Analitica —— Solugéo Aproximada ‘

base articulada - Galerkin

Reservatério com base articulada

500

-500

-1000

-1500

-2000

-2500

-3000

Grafico 19 — Esforco cortante obtido pelo enriquecimento da aproximacao

Altura do reservatoério (m)

‘ ——Solugéo Analitica —=— Solugéo Aproximada ‘

base articulada - Galerkin
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No segundo exemplo deste caso, resolve-se um reservatoério com base
engastada, impondo-se previamente as condi¢des de contorno essenciais na base em
relacdo a nulidade do deslocamento e da rotagdo. Assim como no exemplo do
reservatorio articulado, evidencia-se a potencialidade do método de Galerkin em
capturar solugdes exatas ao se adotar uma base para a fungdo aproximativa que

contenha as mesmas caracteristicas da solugao exata.

Reservatério com base engastada

1,00E-03
0,00E+00 ; ; ; ; ; ; ; ; ;
-1,00E-03

-2,00E-03 \ /
-3,00E-03 \ /

-4,00E-03 \\ //
-5,00E-03

-6,00E-03

Deslocamento (m)

Altura do reservatério (m)

‘+ Solugdo Analitica - = Solugdo Aproximada ‘

Grafico 20 — Deslocamento obtido pelo enriquecimento da aproximacio
base engastada — Galerkin
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Grafico 21 — Momento fletor obtido pelo enriquecimento da aproximacio

1000

-1000

-2000
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Esforgo cortante (kgf/m)

-4000

-5000

Grafico 22 — Esforco cortante obtido pelo enriquecimento da aproximacao

Reservatério com base engastada

\
S

Altura do reservatério (m)

‘—-— Solugéo Analitica - = - Solugdo Aproximada ‘

base engastada — Galerkin

Reservatério com base engastada
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Altura do reservatoério (m)

‘—0—Solugéo Analitica —— Solugao Aproximada ‘

base engastada — Galerkin



44

4.4 Meétodo dos Minimos Quadrados

Os mesmos exemplos anteriores sdo agora analisados com o Método dos
Minimos Quadrados. Conforme mostram os graficos de deslocamento, momento fletor e
esfor¢o cortante, este método também pode capturar solugdes bem precisas ao se adotar
uma base para a fun¢do aproximativa que contenha as mesmas caracteristicas da solucao
exata.

Os resultados referentes aos exemplos de reservatorio articulado e engastado sao

mostrados nas figuras que seguem.

Reservatoério com base articulada

1,00E-03

0,00E+00
-1,00E-03

-2,00E-03 \ /
3,00E-03 \ /

-4,00E-03 \\ //
-5,00E-03

-6,00E-03

Deslocamento (m)

Altura do reservatério (m)

‘+ Solugdo Analitica - = Solugdo Aproximada‘

Grafico 23 — Deslocamento obtido por aproximacio exponencial-trigonométrica
base articulada - MMQ
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Reservatorio com base articulada
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Grafico 24 — Momento fletor obtido por aproximacio exponencial-trigonométrica
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base articulada - MMQ

Reservatorio com base articulada

Altura do reservatorio (m)

‘*Solugéo Analitica - = Solugédo Aproximada

Grifico 25 — Esforco cortante obtido por aproximacao exponencial-trigonométrica

base articulada - MMQ
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Reservatério com base engastada

0,00E+00 T T T T T T T T T

-1,00E-03

-2,00E-03

-3,00E-03

Deslocamento (m)

-4,00E-03

-5,00E-03 \//I

-6,00E-03

Altura do reservatério (m)

‘*Solugéo Analitica - = Solugdo Aproximada ‘

Grafico 26 — Deslocamento obtido por aproximacgio exponencial-trigonométrica
base engastada —- MMQ
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Grifico 27 — Momento fletor obtido por aproximacio exponencial-trigonométrica
base engastada - MMQ
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Reservatério com base engastada

1000

-1000

-2000

-3000

Esforgo cortante (kgf/m)

-4000

-5000

Altura do reservatorio (m)

‘—0— Solucdo Analitica - = - Solugédo Aproximada ‘

Grafico 28 — Esforco cortante obtido por aproximacio exponencial-trigonométrica
base engastada - MMQ
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5 Método dos Minimos Quadrados com divisio do

dominio de integracao

5.1 Método dos Elementos Finitos

O método dos elementos finitos propde a discretizacdo do dominio de integracdo
mediante a introducdo de pontos nodais e a construgdo de aproximacdes para a funcdo
incognita do problema por interpolagdo dos seus valores nodais. No dominio de
integracdo discretizado caracteriza-se ainda um numero finito de pequenas regides entre
n6s chamadas de elementos finitos.

Em campo unidimensional, a aproximagao para o campo de deslocamentos pode

ser escrita da seguinte maneira:

ux)=a -¢(x) cli=1,..n (5.1)

sendo 7 o numero de nos e gz}l(x) as fungdes de forma, as quais devem possuir

continuidade suficiente para que existam as integrais que aparecem na forma variacional
a ser integrada.

Dentre as caracteristicas fundamentais do método, destaca-se a de que as

constantes @; , que aparecem na eq.(5.1), coincidem com valores discretos da funcdo

I1(Xx) nos pontos nodais. Outra caracteristica do método é que as fungdes ¢,-(x) ,

atreladas a cada no, possuem valor unitario no né i e nulo nos outros nés. No caso

linear as fun¢des podem ser construidas mediante técnica de interpolagdo lagrangiana:

9,(x) = (5.2)
(xi+1 - X )

+1
('xi+l — X ) l
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As figuras 5.1 e 5.2 ilustram a aproximagdo dada pela eq.(5.1) e a interpolagao

descrita pela eq.(5.2) respectivamente.

A it(x) u (x)
 (x) iy

i, | | | N\ AL

Figura 5.1 — Aproximacao para o campo de deslocamentos

Figura 5.2 — Interpolacio dada pelo MEF

O M¢étodo do Elementos Finitos pode ser aplicado na geracdo de solucdes

aproximadas de problemas de valor de contorno formulados pelo Método de Residuos
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Ponderados. Tendo-se em vista, em primeiro lugar, a divisdo do dominio em elementos,

a integral ponderada pode ser dividida numa soma de integrais sobre cada elemento.
Deste modo, no dominio 2 ¢ = (y ' As yB) de um elemento, a forma integral ponderada

da eq. (2.12) pode ser escrita da seguinte maneira:

8 ( d*w YB PZ
[ e v+4-pHwoldy = | (Bj-udy (5.3)

Y4 Y4

O método dos elementos finitos aplica-se entdo na geracdo das aproximagoes

para as funcoes We V.

5.2 Método dos Elementos Finitos sobre uma formulacio em

Minimos Quadrados

A funcao ponderadora, ou fungdo peso, pode ser expressa na forma de uma

combinagdo linear de fungdes base.

v(y)=p4-Y.(x) cli=1,..n (5.4)

Substituindo-se a eq.(5.4) na eq.(5.3) resulta em uma somatdria de B parcelas

que deve ser verificada com coeficientes ﬂ,- quaisquer. Sendo as funcdes W; uma base

linearmente independente, resulta o seguinte conjunto de equagoes:

yB d4w yB P
Z W 448w | dy = Z |\ W.dycli=l,.n (55
| (dy4 4w ,Jy | (Dj cdycli=1l,.n (55

YA YA
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A fungdo aproximativa, por sua vez, pode ser descrita da seguinte forma:
w=a, ¢/ c/lj=1..n (5.6)

Conforme descrito anteriormente, o Método dos Minimos Quadrados baseia-se
na adocdo da funcdo ponderadora como sendo aquela resultante da aplicacdo do

operador diferencial sobre a fun¢do aproximativa, de modo que:

¥, = A) =21

(5.7)

Desenvolvendo as duas integrais da eq.(5.5) resultam a eq(5.8) e a eq.(5.9)

respectivamente:

YB( 4% b
J‘ M-\I’i+4-ﬂ4'(ai'¢i)"{]i &y =
4 @

dy*

e [y, M’+4ﬂ 4 |y =
’ dy* Tyt
Y4

YB| 4. g%,
|:d_ﬁ’.;ij+16'ﬁ8'¢i'¢j+4‘ﬂ4[ K/ P+ ¢jﬂ y
dy’ dy

=a;- I { ¢f+4/3 ¢J]\de:»
V4 (5.8)

YA

IyB(f)J‘de: ] (Dj (iy‘é +4.p° ¢] (5.9)

Y4 YA
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A eq.(5.5) pode, entdo, ser reescrita da seguinte maneira:

B\ gty d*9; d*4, d*¢;
a;- J [dyﬁ‘dy ¢ +4- B [ K/ ¢J+¢,~-dy4’ﬂdy=
Y (5.10)
d’¢, y
fyA (DJ[@ +4.4* q@}y

Denominando-se a primeira integral da eq.(5.10) de Kij e a segunda integral de

fi obtém-se:
K,-a =f cli,j=1,.n (5.11)
Deste modo:
ity ', RN
K= | L =116 %y +4- B b+ dy
P A dy* dy*
"8 dig, d ] & a'y,
Ky = : 16- 4. g —S g
2 ij o ot B9, +4- Bt o G || (5.12)

4. 4%, 4
Ky = j d¢n'dyqf(+16'ﬂ8-¢n-¢j+4'ﬁ4-[2y€”'¢1 P - y¢’ﬂdy
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Assim como:

yB 4
ie (5[5 o

V4 dy
YB( P d4¢ 4
1 = (_Z)£_2 +4-p .¢de
2 JyA D) &* 2 (5.13)

Como as integrais da eq.(5.10) pertencem ao dominio L2 ¢ = (yA, yB) de um

elemento finito € , passa-se a representar a eq.(5.11) da seguinte forma:

K'a'=f (5.14)

Considerando-se todo o conjunto de elementos, obtém-se um sistema global de
equagdes cujas incognitas sdo os valores nodais da aproximagdo global. Para
exemplificagdo da obtengdo do sistema global, toma-se um caso onde a fungdo
aproximativa ¢ constituida de uma base linear (que possui dois parametros).

Desenvolvendo-se a eq.(5.14), pode-se chegar ao seguinte conjunto de equacgdes:

e e e e __ e
K11'a1 +K12'0‘2 —fl

(5.15)
e e e e _ re
K21 Q +K22 et _fz
Reescrevendo-se esse conjunto em forma matricial tem-se:
e e e e
Ky, Ky | fi
— (5.16)

e e e e
K21 K22 az f2
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ou seja:

[ e]'{ae}={fe} (5.17)

Tendo-se em vista a conectividade entre os elementos do dominio global, ¢

importante destacar a necessidade de se adotar a continuidade (igualdade) entre os

parametros pertencentes ao né comum. Desta forma, considerando-se dois elementos €

e e+1 onde:
K-a'=f (5.14)
K"-a"=f" (5.18)

y J

Tomando-se da eq.(5.14) a segunda equacao do elemento € e tomando-a com a
primeira equagdo do elemento e+, obtida da eq.(5.18), obtém-se uma relagdo que

permite garantir a continuidade da aproximagao no no entre os elementos € ¢ e+1 .

e e e+l e+l e e+l
K, -a;+K -a; =15+ f (5.19)

Para um caso onde o dominio global contenha E elementos, o sistema global de
equagodes fica formulado pelas equacdes referentes ao primeiro e ultimo no, inalteradas,

e as equagdes que se referem aos noés em comum somadas entre si. Considerando-se Uj;

como sendo o parametro global associado ao no6 I, segue o seguinte conjunto de

condigdes:
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1_
al_Ul
1 2
o, +-a =U,

2 3
0[2 + '0!1 - U3 (520)

E-1 E
a, +a =U,
E —_—
a, = UE+1

De modo que podemos reescrever o sistema linear expresso pela eq.(5.14) e

eq.(5.18) da seguinte forma:

K}, K}, 0 U, /e
K, K+ K1e1+1 K1e2+1 U, p=9/7 + fleH (5.21)
o kit k|l |

Generalizando-se o sistema de equagdes para E  elementos, sendo cada

elemento composto de dois parametros incognitos (um parametro por nd) ¢ tomado-se

por base a eq.(5.19) e a eq.(5.20) tem-se o seguinte sistema linear:

Klll U, +K112 U, = fll
Kél U, +(K§2 +K121)'U2 +K122 'U3 = le +ﬁ2
K221 0t (K222 +K131)'U3 +K132 U, = f22 +ﬁ3 (5.22)

E-1 E-1 E E _ pE- E
K21 O +(K22 +K11)'UE +K12 'UE +f1

+ — J2

K;'UE+K21€2'UE+1 :sz
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Reescrevendo a eq.(5.22) na forma matricial temos:

[ 21 1
K Ky 0 0 0 0 Uy il
1 1 2 2
K5y (Kzz +K11) ki 0 0 0 Uy 13+ 1t
2 2 3 3
0 K5 K22+K11) Ky 0 0 Us [_} 13+ (5.23)
0 0 K3 k5! 0 :
- - E-1 _ ,E
0 0 0 k& (KZEZ 1+K1El) kB || YE Ly TS
E E | \UE+ rE
0 0 0 0 K5 K3 | 2

5.3 Elemento Finito com seis parametros

Com base no desenvolvimento anterior, nota-se que a metodologia garante
continuidade sobre os valores dos pardmetros nodais. Admitindo-se entio, que os
parametros tenham relacdo com os valores da fungdo incognita e de suas derivadas, a
continuidade pode ser estabelecida também sobre as ordens de derivadas. A
continuidade sobre as ordens de derivadas pode garantir continuidade dos esforcos, uma
vez que estes podem ser escritos em funcao de derivadas da fun¢do deslocamento.

Considerando-se a fun¢do aproximativa com sendo um polindmio do 5° grau,
que contem seis pardmetros, pode-se considerar um elemento finito contendo seis
parametros, ou seja, trés parametros por nd. Pode ainda associar os parametros nodais
aos valores da funcao e de suas derivadas.

Sendo a fun¢do aproximativa definida como:
5 4 3 2
Py)=a,-y' +a, -y +o,-y +a,-y +a,-y +a, (5.24)
As seis fungdes de forma do elemento finito resultam das seguintes condigdes:

Condigdes impostas a @y(p) :

dp(l,) _, d°4(L,)
S—==0,¢(,)=0,—¢=0,—1< =0

(5.25)
dy dy dy’

2
¢1(0):1’d¢1(0):0’d #(0)
dy
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Condig¢des impostas a ¢2(y) :

dg,(0) . d’$,(0) dg,(l,) , d°$, (L)
$,(0)=0, dz =1, dy22 =0,4,(,)=0, ; =0, dy22 =0 (5.26)
Condigdes impostas a @3(p) :
dg;(0) _ d’¢5(0) dgs(1,)  d’¢s(l,)
0)=0, =0, =1,4,(1,)=0, =0, =0 5.27
$5(0) & pe #(1,) o e (5.27)
Condig¢des impostas a ¢4(y) :
dg,(0) - d’,(0) dgy(l,)  d°4y(l,)
#(0=0, 07 =07 B =0.4ully) =1, TURES0. TR0 (528
Condigdes impostas a @5(p) :
dgs(0) _ d’¢s(0) dgs(l,) . d’¢s(l,)
0)=0, =0, =0,¢5(1,)=0, =1, =0 5.29
#5(0) & P $s(1,) & Y (5.29)
Condig¢des impostas a ¢6(y) :
. dgg(0) dPg(0) o dee) o d7ge(l,)
¢ (0) =0, d =0, 2 =0,¢s(1,)=0, y =0, 3 =1 (5.30)



Resultam as func¢des de forma:

6-y° 15-y% 10-)°
h() = -
Ze le e
3.7 8.yt 6.3
b= 2y
e Ze le
5 4 3 2
- 3. 3.
h()=—2g =S
2-1,7 21,7 24, 2
5 4 3
15- 10-
by(y) = =
e e le
3.0 79 4.7
Ps(n) =2+ 222
Ze Ze Ze
5 4 3
b= -2+
2.1° 1,2 2.1,
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(5.31)

Segue que a fungdo aproximativa pode ser expressa em funcdo dos pardmetros

nodais da seguinte maneira:

2

P(y)=u, - ¢ + ¢2

— s Uy gy + u2 @5 + du2 P

(5.32)
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Os graficos referentes as fungdes de forma obtidas anteriormente sdo dados a

seguir:

Fungdes de Forma referentes ao deslocamento

. —"’“\ /

05 v

o P ™.

T T
0 0,1 0,2 03 0,4 0,5 0,6 0,7 0.8 0,9 1

Comprimento do Elemento

Grafico 29 — Funcdes de forma referentes ao deslocamento
Elementos finito com seis parametros

Fungoes de Forma referentes a rotagao

0,25
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- M\Oﬁ 04 05 0.6 0,7 0.8 0.9

T~ -
\ /

-0,2

-0,25

Comprimento do Elemento

Grafico 30 — Funcdes de forma referentes a rotaciao
Elementos finito com seis parametros
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Fung¢des de Forma referentes a curvatura

0,1 0,2 03 0,4 0,5 0,6 0,7 08 0,9

Comprimento do Elemento

Grafico 31 — Funcoes de forma referentes a curvatura
Elementos finito com seis parametros

5.3.1 Método dos Minimos Quadrados com divisio do

dominio de integracdo: aplicacio do elemento de seis

parametros ao problema de viga

O problema de uma viga submetida a um carregamento uniformemente

distribuido ¢, pode ser recuperado da eq.(5.10), impondo-se ﬂ = () . Desse modo, a

matriz de rigidez e o vetor de forgas nodais equivalente, representativos do elemento de

viga, sdo dados por:

wd'y, d'Y,
dx*  dx?

dx (5.33)

X4

xp 4
| (l‘i))(i’ (’ijdx (5.34)
o x
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onde Q°= (x 'As xB).é 0 dominio do elemento finito.

Nos testes que seguem adotam-se para os mesmos dados apresentados no item

3.4.1.1, exceto o carregamento, sendo § = 1

a) Viga em balanco

X
iw /

Figura 5.3 — Viga em balanco

Neste caso, a solucdo analitica requer um polindmio de grau 4 para que a
solugdo aproximativa consiga capturar a solucdo exata. Como a funcdo aproximativa
refere-se a um polindmio de grau 5, ¢ de se esperar que com apenas um elemento a

solugdo exata possa ser recuperada. De fato, as figuras seguintes ilustram a precisdo de

resultados, tanto no que se refere ao deslocamento W, quanto dos esforgos solicitantes

M 0.



Deslocamento (m)

Momento fletor (kgfm)

0,01

-0,01

-0,02

-0,03

-0,04

-0,05

-0,06

-0,07

Viga Engastada-Livre - Elemento finito com seis parametros - MMQ

Comprimento da viga (m)

‘—O—Solugéo Analitica —=— Solugdo Aproximada ‘

Grafico 32— Aproximacio obtida utilizando 1 elemento finito

Viga Engastada-Livre - Elemento finito com seis parametros - MMQ
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Grifico 33— Aproximacio obtida utilizando 1 elemento finito
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Viga Engastada-Livre - Elemento finito com seis parametros - MMQ

Esforgo cortante (kgf)
»~

Comprimento da viga (m)

‘—Solugéo Analitica === Solugdo Aproximada ‘

Grafico 34— Aproximacao obtida utilizando 1 elemento finito

Um aspecto importante a se comentar refere-se as condi¢des de contorno
impostas ao problema. No caso de viga em balango existem duas condi¢cdes de contorno
essenciais que referem-se ao deslocamento e rotacdo nulos no engaste, e duas condi¢des
de contorno naturais referentes ao momento fletor e esfor¢o cortante nulos na
extremidade livre da viga. Com os graus de liberdade nodais se referem ao valor da
funcdo e de suas primeira e segunda derivada, a condigdo de giro nulo e momento nulo

podem entdo ser impostas diretamente, porém a condicao referente ao esfor¢o cortante

nao.

5.3.2 Método dos Minimos Quadrados com divisio do

dominio de integracio aplicado ao problema dos tubos

Tendo como base a eq.(5.10), aplica-se no que segue o elemento finito de seis
parametros na analise de um reservatorio cilindrico engastado, primeiramente, com
apenas um elemento. Os dados referentes ao problema constam no item 3.4.1.1., e as

figuras seguintes ilustram os resultados obtidos.
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Grafico 35— Aproximacao obtida utilizando 1 elemento finito

Tubo com base engastada - Elemento finito com seis parametros - MMQ
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Grafico 36— Aproximacio obtida utilizando 1 elemento finito
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Tubo com base engastada - Elemento finito com seis parametros - MMQ

Altura do reservatoério (m)

‘ —+— Soligéo Aproximada —=— Solug&o Analitica ‘

Grafico 37— Aproximacio obtida utilizando 1 elemento finito

Como era de se esperar, a solugdo aproximada contendo apenas um elemento

ndo foi capaz de capturar a solugdo analitica, pois, como se sabe, a mesma possui

termos exponencial-trigonométricos. Neste caso seria necessario adicionar-se mais

elementos, afim de reduzir o erro de aproximagdo. O exemplo a seguir mostra um

reservatorio engastado nas mesmas condigdes, porém, discretizado adotando-se trés

elementos, conforme mostra a tabela abaixo:

Tabela 5.1 — Comprimento dos elementos finitos

Reservatorio cilindrico

Elemento Finito

Comprimento (m)

Coordenada global do né inicial do elemento(m)

1 1 0
2 1 1
3 8 2
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Grafico 39 — Aproximacio obtida utilizando 3 elementos finitos
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Grafico 38— Aproximacio obtida utilizando 3 elementos finitos

Tubo com base engastada - Elemento finito com seis parametros - MMQ
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Tubo com base engastada - Elemento finito com seis parametros - MMQ
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Grafico 40 — Aproximacio obtida utilizando 3 elementos finitos

Comparando-se as aproximagdes obtidas com trés elementos com as obtidas
com um unico elemento, nota-se a melhor qualidade da aproximagdo proporcionada
pela divisdo do dominio, porém um aspecto importante a se comentar ¢ o fato de nao
haver continuidade de derivadas nos nos referentes ao grafico de momento fletor.
Conseqiientemente o grafico de esforgco cortante aparece com descontinuidade nos
valores nodais. E quanto maior for a divisdo do dominio, maior sera o niimero de
descontinuidades existentes na funcdo aproximativa, em virtude do niimero de nos
aumentarem. Um fato interessante de se notar ¢ que se obtivermos a média dos valores
dados no ponto onde ha a descontinuidade, esse valor ¢ bem proximo da solu¢do do
problema, mostrando desta maneira que se o problema relativo a descontinuidade das
derivadas for solucionado, conseqiientemente o método aproximativo conseguira
capturar a solucdo do problema.

Com base nestes resultados, nota-se que a aproximacao ¢ insuficiente para
garantir continuidade do esfor¢o cortante. Uma alternativa que pode ser utilizada para
resolver este problema consiste na adogdo de um polindmio de grau mais elevado que o
anterior, o que € mostrado no item seguinte.

A necessidade de maior precisdo em relagdo aos esforgos solicitantes depende,
naturalmente, do tipo de problema. Nos tubos, em geral, os esforcos de flexdo sdo
localizados, com a caracteristica de trocarem de sinal em razdo do efeito de seu
amortecimento. Nesse tipo de estrutura o correto dimensionamento a flexao pode exigir

maior precisao da definicdo dos esforgos solicitantes.
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5.4 Elemento Finito com oito parametros

Considerando-se a func¢do aproximativa como sendo um polindmio do 7° grau,
que contém oito parametros, pode-se formular um elemento finito contendo oito
parametros, ou seja, quatro parametros por no.:

Sendo a fun¢do aproximativa definida como:

7 6 5 4 3 2
P(y)=o,-y +toy-y +a3-y +oau-y +as-y +ag-y +a;-y +ag (5.35)

e impondo-se que os parametros coincidam com os valores nodais da funcdo

deslocamento e de suas derivadas, obtém-se as oito func¢des de forma escritas a seguir.

Condigdes impostas a ¢1(y) :

2 3
¢1(0)=1’d¢1(0)=0’d ¢1(0)=0)d ¢1(0)=0,
d dy2 dy3
5 3 (5.36)
10,980 o L) o B g
'y dy dy
Condigdes impostas a ¢2(y) :
2 3
¢2(0):0,d¢3(0):1,d ¢22(0):0’d ¢23(0):0,
'y dy dy
dgy(l) _ d’p(le) _ d'dy(1) o7
/ :0, 2\e :0’ 2\e :0, 2\le =0
¢2( e) dy dy2 dy3
Condigdes impostas a ¢3(y) :
2 3
50)=0, 480 zo’dd¢32(0) . dd¢33(0) o,
g 4 4 (5.38)

2 3
#0) =0, 750 g LBL) o LML)
Ly

dy2 dy3
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Condigdes impostas a ¢4(y) :

2 3
50)=0, 40 _o L8O L8O,

s @’ (5.39)
dgy(ly) _ d*4sly) _ ) d'u(l,) '
[,)=0, =0, =0, =0
¢4( e) dy dy2 dy3
Condig¢des impostas a ¢5(y) :
2 3
500,980 _o L0 0
Y & & (5.40)
by =1, 950 o b o ddsl)
S\t ’ dy ’ dy2 ’ dy3
Condigdes impostas a ¢6(y) :
2 3
50 =0, 90 _ IO 60)_ o
4 &’ &’ (5.41)
dgs(l) _, d’¢s(le) _, d’ds(l) '
[,)=0, =1, =0, =0
¢6( e) d dy2 dy3
Condigdes impostas a ¢7(y) :
2 3
(010,440 zo’dﬂ(m o dd¢73(0) o,
'y 'y
(5.42)
dpr(le) _ oy d°4;U) _ | d74;(,)
1,)=0, =0, =1, =0
¢7( e) dy dy2 dy3
Condigdes impostas a ¢3(y) :
2 3
#0=0, 950 o BO_ 26O
4 dv ol (5.43)

dgs(l) _ o d () _ o d k() _,
b =0, ,

#(l,)=0,
8\e dyZ dy3



Resultam as func¢des de forma:

20-y7 70-y% 84.y° 35.y%
H() =" T2y
Ze le Ie e

10-y7 36-y% 45.3° 20.y*
h()=—a— - d Yy
l, l, l, l,

2.7 15-9% 1097 5.9% 2
) e A
I, 2.1, 1, I, 2
7 6 5 4 3
2. 2.
o)== - T
6-1," 3.1° 1~ 31, 6

~20-y7 70-y% 84.3° 35.y%
Ps() = e
l, L,

10-y7 34.-3% 39.3° 15.3%

b5 () = 16y - Zsy 2

4 3
e e Z@ Ze
—2.y7 13.% 755 5.4
1, 2:12 13 2.,
7 6 5 4
Y Y Y Y
P(y)= - + -
6-1,% 2.1° 2.1, 61,
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(5.44)

Desta maneira, o polindmio aproximativo assume, entdo, a seguinte relacao:

d3u

2 2 3
du d“u du d“u d’u

POY =g+ gy + L gy e T gy iy g+ S g Ly S g
dy dy dy dy dy

dy

(5.45)
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Os graficos referentes as fungdes de forma obtidas anteriormente sdo dados a
seguir:

Fung¢des de Forma referentes ao deslocamento
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Grafico 41 — Funcdes de forma referentes ao deslocamento
Elemento finito com oito parametros
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Grifico 42 — Funcdes de forma referentes a rotaciao
Elemento finito com oito parametros
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Grafico 43 — Funcoes de forma referentes a curvatura
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Grafico 44 — Funcoes de forma referentes a derivada de ordem 4

Elementos finito com oito parametros
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5.4.1 Método dos Minimos Quadrados com divisio do
dominio de integracido: aplicacio do elemento finito de oito

parametros ao problema de viga

a) Viga em balanco

Trata-se da mesma viga apresentada no item 5.3.1. Neste caso é possivel impor a
condic¢do de nulidade do esfor¢o cortante na extremidade livre da viga, o que ndo era
possivel a aplicagdo no caso anterior em virtude do elemento finito de seis parametros
ndo possuir um parametro diretamente associado ao esforco cortante, ou a terceira
derivada da fungdo aproximativa. Com o elemento finito de oito pardmetros aplicam-se
diretamente as quatro condi¢des de contorno que a equagdo diferencial representativa do
problema necessita: a nulidade do deslocamento e rotagdo na extremidade engastada da
viga, e a nulidade do momento fletor e esforgo cortante na extremidade livre. Segue-se o

graficos do exemplo resolvido considerando-se um unico elemento finito.

Viga Engastada-Livre - Elemento finito com oito parametros - MMQ

0,01

0,02 \

-0,03 \
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-0,05 \\

Deslocamento (m)

-0,06

Comprimento da viga (m)

‘— Solugédo Analitica —— Solugédo Aproximada ‘

Grafico 45 — Aproximacao obtida utilizando 1 elemento finito
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Grafico 46 — Aproximacao obtida utilizando 1 elemento finito

Viga Engastada-Livre - Elemento finito com oito parametros - Galerkin
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Grafico 47 — Aproximacao obtida utilizando 1 elemento finito
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5.4.2 Método dos Minimos Quadrados com divisio do
dominio de integraciao: aplicacio do elemento de oito

parametros ao problema dos tubos

O mesmo problema que consta no item 5.3.2 ¢ agora resolvido com o elemento
finito de oito pardmetros nodais. Primeiramente apresenta-se a resolucdo de um
reservatorio engastado na base, mediante adocdo de um tnico elemento finito,
aplicando-se a eq.(5.10). E esperado que a solugdo apresentada por esse elemento seja
pouco mais significativa que a resposta aproximada obtida pela adog@o do elemento

finito com seis parametros. As figuras seguintes ilustram as respostas obtidas.

Tubo com base engastada - Elemento finito com oito parametros - MMQ

0,001

MY

AR e

NER -

AN
N

-0,006

Deslocamento (m)

-0,007

Altura do reservatorio (m)

‘—O—Solugéo Analitica —=— Solugdo Aproximada ‘

Grafico 48 — Aproximacao obtida utilizando 1 elemento finito
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Tubo com base engastada - Elemento finito com oito parametros - MMQ

1400

1200
1000 ‘
800

600

|t

400

; kﬂ\‘i‘\
0 * * 3

\ 1 3 4 5 6 7 8 9 10
-200

N

Momento fletor (kgfm)

-400

Altura do reservatoério (m)

‘—'— Solugao Analitica —=— Solugdo Aproximada ‘

Grafico 49 — Aproximacao obtida utilizando 1 elemento finito
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Grafico 50 — Aproximacao obtida utilizando 1 elemento finito

A solugdo obtida ¢ de fato melhor que aquela fornecida pelo elemento finito de
seis parametros, porém, ainda ndo suficiente para capturar a solucdo exata do problema.
Em virtude disso, adota-se a divisdo do dominio em trés elementos conforme a tabela
5.1, com o objetivo de diminuir o erro de aproximacao. As figuras seguintes resumem

as respostas obtidas.
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Grafico 51 — Aproximacio obtida utilizando 3 elementos finitos
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Grafico 52 — Aproximacio obtida utilizando 3 elementos finitos
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Tubo com base engastada - Elemento finito com seis parametros - MMQ
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Grafico 53 — Aproximacio obtida utilizando 3 elementos finitos

Como nota pelos graficos anteriores, a ado¢do de trés elementos finitos ¢
suficiente para que a solu¢do aproximada seja muito proxima da solugdo exata. Um
aspecto importante ¢ que a solu¢do aproximada ndo apresenta descontinuidades nos
esforgos solicitantes. A seguir apresentam-se os resultados do exemplo de um
reservatorio articulado na base, com a mesma disposi¢ao de elementos apresentada no

exemplo anterior, conforme indicado na tabela 5.1.

Tubo com base articulada - Elemento finito com oito parametros - MMQ

N e
Bl -

i e
N

-0,006

Deslocamento (m)

Altura do reservatério (m)
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Grafico 54 — Aproximacao obtida utilizando 3 elementos finitos
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Grafico 55 — Aproximacio obtida utilizando 3 elementos finitos
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Grafico 56 — Aproximacao obtida utilizando 3 elementos finitos
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Neste exemplo nota-se também a capacidade do método em reproduzir uma
solugdo de 6tima qualidade com apenas trés elementos. E preciso observar que o
elemento finito com oito pardmetros pode onerar os calculos do sistema linear
representativo do problema, porém com a vantagem de garantir continuidade nos
esforgos, por possuir parametros diretamente relacionados a eles.

No caso dos reservatorios cilindricos, adotou-se ainda o recurso de colocar
elementos menores na regido onde ha maior concentracdo de esforcos de flexdo,
deixando um tunico elemento de comprimento maior na regido onde predomina o
comportamento de membrana. Certamente a solugdo aproximada obtida com base nessa
estratégia apresenta melhores resultados do que uma disposi¢do contendo o mesmo

numero de elementos finitos de tamanhos iguais.
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6 Consideracoes Finais e conclusoes

Nesta pesquisa, aplicam-se formulagdes derivadas dos Métodos de Residuos
Ponderados na resolucdo de reservatorios submetidos a carregamento hidrostatico.
Foram analisadas as respostas proporcionadas pelos Métodos de Galerkin e Minimos
Quadrados, considerando-se diretamente a integral ponderada da equagdo diferencial
do problema.

Em ambos os métodos foram adotadas diferentes fungdes aproximativas: bases
polinomiais, bases mistas compostas por termos polinomiais lineares e termos
exponencial-trigonométricos. Em relagdo as aproximagodes geradas com base polinomial
de grau superior, verificou-se que na medida em que se aumenta o grau do polinémio a
resposta aproximada tende para a resposta exata, porém ¢ necessario adotar termos
polinomiais de grau muito elevado para se conseguir maior aderéncia a solucdo exata.
Comparando-se os métodos para esse tipo de aproximagao, constatou-se que ambos
apresentaram precisdo e esfor¢o computacional bastante similares.

Quanto ao emprego de bases mistas com fun¢des que apresentam as mesmas
caracteristicas da solucdo exata, em primeiro lugar, ndo foi necessario aplicar as
condicdes de contorno naturais referentes ao topo livre do reservatorio, pois os termos
exponenciais geram amortecimento suficiente para zerar os esforcos de flexdo ao longo
da altura dos reservatorios longos. Além disso, em ambos os métodos a solugdo
aproximada coincidiu com a solucdo exata, evidenciando-se a potencialidade dos
métodos em capturar solugdes exatas ao se adotar uma base aproximativa que contenha
as mesmas caracteristicas da solucdo exata.

Um dado a acrescentar ¢ que as alternativas de aproximagdo testadas ndo
implicaram em custo computacional adicional significativo.

Na seqiiéncia do trabalho introduziu-se a divisdo do dominio de integracdo da
formulacdo obtida pelo Método dos Minimos Quadrados. O intuito foi o de combinar
Elementos Finitos com formulagdes em Minimos Quadrados, num recurso ainda ndo
explorado no problema das cascas.

Nas cascas cilindricas os esfor¢os de flexdo se localizam mais intensamente na
regido adjacente a zona de vinculagdo. Nesse sentido, procurou-se concentrar a divisdo

do dominio naquela regido, mantendo-se o restante do dominio discretizado com
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elementos maiores. Outro aspecto que se procurou preservar foi o da continuidade dos
esfor¢cos solicitantes entre elementos. Nesse particular, optou-se por formular um
elemento com oito parametros nodais. Nos exemplos analisados foram obtidos 6timos
resultados com uma discretizagdo composta por dois elementos mais concentrados
proximo a base do reservatorio e um elemento de comprimento maior na regido onde
ndo ha a predominancia do efeito de flexao (regime de membrana).

Finalmente, entre as alternativas numéricas testadas, aquelas relacionadas ao
emprego de bases mistas e que empregaram divisdo de dominio se mostraram muito

eficientes e de simples implementagdo computacional.



83

Bibliografia Basica

ASSAN, A. E. (2003). Método dos elementos finitos : Primeiros passos. 2.ed.
Campinas: Editora da Unicamp.

BARROS, F. B. (2002). Métodos sem malha e método dos elementos finitos
generalizados em andlise ndo-linear de estruturas. Tese (Doutorado). Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

BATHE, K. J. (1996). Finite element procedures. 2.ed. Prentice-Hall.
BELLUZZI, O., Ciencia de la construccion, Vol. IlI, Aguilar, Madrid — 1970.

BELYTSCHKO, T.; LU, Y.; GU, L. Element-free Galerkin methods. International
Journal for Numerical Methods in Engineering, v. 37, p. 229-256, 1994,

BILLINGTON, D. P., Thin Shell Concrete Structures, McGraw-Hill Book Company,
Inc. — 1982.

DUARTE, C. A.; ODEN, J. T. 4n h-p adaptive method using cloud. ComputerMethods
in Applied Mechanics and Engineering, v. 139, p. 237-262, 1996.

DUARTE, C. A.; ODEN, J. T. Hp Clouds - A Meshless Method to Solve Boundary-
Value Problem. [S.1.], Maio 1995. Technical Report.

DUARTE, C. A. The hp-cloud method. Tese (Doutorado)—The University of Texas at
Austin, Dezembro 1996.

DUARTE, BABUSKA,ODEN,(2000). Generalized finite element methods for three-
dimensional structural mechanics problems. Computers & Structures, v.77, n.2, p.215-
232.

GRAVINA, P. B. J., Teoria ¢ Calculo das Cascas — Cascas de Revolucdo, Sdo Paulo —
1957.

PROENCA, S. P. B.; PARAGUALI, L. (1987). Analise de cascas cilindricas circulares
via computador. Sao Carlos.

PROENCA, S. P. B. (2003). Formulagdo Variacional da Mecénica dos Solidos e
Introducdo aos Métodos Numéricos — Notas de Aula. Sdo Carlos.

REDDY, J. N. (1993). 4n introduction to the Finite Element Method. New York.
McGraw-Hill.

TIMOSHENKO, S. P.; GOODIER, J. N. (1980). Teoria da Elasticidade. Guanabara
Dois S. A.

TIMOSHENKO, S., WOINOWSKY-KRIEGER, S., Theory of Plates and Shells,
McGraw-Hill Book Company, Inc. — 1959.



&4

TORRES, I. F. R. (2003). Desenvolvimento e aplicacdo do método dos elementos finitos
generalizados em andlise tridimensional ndo-linear de solidos. Tese (Doutorado).
Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo.

ZIENKIEWICZ, O. C.; TAYLOR, R. L. (2000). The finite element method — Volume 1 :
The Basis. 5.ed. Butterworth Heinemann.



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

