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RESUMOA síntese de uma lei de ontrole para um sistema requer, previamente, a obtençãode um modelo matemátio que desreva adequadamente o omportamento dinâmio daplanta. Em geral, o modelo de um sistema pode ser obtido de duas maneiras distintas.A primeira onsiste em utilizar as leis das iênias, omo as Leis de Kirhho�, Leis daAerodinâmia, et, que regem a sua dinâmia. Entretanto, se o sistema a ser modeladofor omplexo, essa abordagem pode não ser e�iente. As ténias de identi�ação surgemomo uma alternativa à modelagem onvenional. Basiamente, onsistem em estimarmodelos a partir de um onjunto de dados de entrada/saída medidos do sistema.Neste ontexto e motivada pelo Plano Básio de Ciênia e Tenologia do Exérito(PBCT/EB), esta dissertação tem por objetivo desenvolver um método de identi�açãopara apliação em Veíulos Aéreos Não-Tripulados (VANT).O objetivo do método de identi�ação proposto é minimizar o erro de ajuste en-tre as respostas em freqüênia do modelo identi�ado e a do sistema sob análise. Afunção objetivo é baseada em norma quadrátia. O problema de otimização formuladoé onvexo e sua solução global é obtida analitiamente para os sistemas monovariáveis emultivariáveis lineares e invariantes no tempo, usando onjuntos geradores.Para mostrar a e�iênia do método proposto são apresentadas ino apliações desistemas monovariáveis: dois exemplos aadêmios; um modelo de um sistema om atrasotemporal, om a metodologia gerando aproximações raionais próprias; o Levitador Mag-nétio do Instituto Militar de Engenharia; e, por �m, uma apliação onde o método deidenti�ação é usado de maneira ombinada om uma ténia de trunamento modalpara a obtenção de modelos de ordem reduzida de sistemas elétrios de potênia degrande porte. Neste último aso, foi utilizado o Sistema Elétrio de Potênia InterligadoBrasileiro, que tem mais de 1.600 estados.O método é também testado em três exemplos de sistemas multivariáveis: um turbo-gerador, um míssil ar-ar e uma aeronave de ombate. Os elementos das matrizes funçõesde transferênia estimadas têm denominador omum, isto é, as funções de transferêniados anais ompartilham o mesmo onjunto de pólos.Um método para determinar as realizações em espaço de estados para as matrizesfunções de transferênia identi�adas também é proposto. A Realização Quase-Mínimaobtida é bloo-diagonal real e baseada na realização diagonal de Gilbert.Por �m, são apresentadas, resumidamente, a eletr�nia embarada e as fases deoperação de um VANT. A omplexidade envolvida na modelagem onvenional de umhelióptero em esala reduzida é apresentada, om ênfase espeial no papel do métodode identi�ação.
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ABSTRACTThe synthesis of a ontrol system law requires a previous obtention of a mathematialmodel that adequately desribes the system dynamial behavior. In general, a systemmodel an be obtained in two distint ways. The �rst one onsists in using siene laws,suh as Kirhho�'s Laws, Aerodynamis` Laws, et., to desribe the system dynamis.However, if the system to be modeled has some degree of omplexity, this approahmay no longer be ost-e�etive. Identi�ation tehniques appear as an alternative tothis onventional modeling. Basially, they onsist in estimating models from a set ofmeasured input/output system data.In this ontext and motivated by the Basi Plan of Siene and Tehnology of theBrazilian Army (PBCT/EB), this dissertation aims to develop an identi�ation methodthat is suitable to be applied to Unmanned Aerial Vehiles (UAV).The goal of the proposed identi�ation method is to minimize the error between thefrequeny response of the identi�ed model and the atual system. The objetive funtion isbased on a quadrati norm. The formulated optimization problem is onvex and its globalsolution is analytially obtained for monovariable and multivariable linear time-invariantsystems by using generating sets.Five monovariable examples are used to show the e�etiveness of the proposedmethod: two aademi examples; a system model with time delay, for whih the methodyields to a rational proper transfer funtion model; a Magneti Levitation System; and,�nally, an appliation where the identi�ation method is used in tandem with a modaltrunation tehnique to obtain redued-order models for large sale power systems. Inthis last ase, the Brazilian interonneted power system, whih has more than sixteenhundred states, was used.The method is also tested on three multivariable system examples: a turbo-generator,an air-air missile and a ombat airraft. The elements of the estimated matrix transferfuntions have a ommon denominator, that is, the transfer funtion hannels share thesame set of poles.A method to determine the state-spae realizations for the identi�ed matrix transferfuntions is also proposed. The obtained quasi-minimum realization is blok-diagonalreal an based on the Gilbert's diagonal realization.Finally, the embedded eletronis and the steps for the operation of a typial UAV arebrie�y desribed. The omplexity involved in the onventional modeling of a small saleheliopter is presented with a speial emphasis on the role of the identi�ation methods.
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1 INTRODUÇ�O
1.1 MOTIVAÇ�OAo longo da história, o ser humano vem busando ajustar seus sistemas de modoque funionem de aordo om ondições pré-estabeleidas e atendam, ao �nal, às espei-�ações do projeto. Dos sistemas mais simples, omo o ajuste manual da temperatura daágua de um huveiro a partir da atuação nas torneiras de águas quente e fria, aos maisomplexos, omo os sistemas aeronáutios, satélites e reatores nuleares, alguns oneitosomo realimentação, observação, ontrole e estabilidade se fazem presentes.Pode-se dizer que a Engenharia de Controle visa, basiamente, fazer om que os sis-temas se omportem de aordo om espei�ações pré-estabeleidas. Não há, entretanto,omo ontrolar a enorme variedade de dispositivos e sistemas desonheendo suas dinâmi-as, ou seja, sem saber omo as saídas se omportam em fae da apliação de diferentesentradas. Esse relaionamento entre as entradas e as saídas é omumente desrito porum modelo matemátio.Os modelos matemátios são normalmente utilizados para desrever fen�menos danatureza. As leis da Meânia de Newton, as leis das Correntes e das Tensões de Kirhho�e as leis da aerodinâmia são exemplos de tentativas de desrever fen�menos da naturezaatravés de modelos ou relaionamentos matemátios. Os modelos auxiliam o homem aentender melhor um fen�meno e são empregados para simular o omportamento dinâmiodo sistema em estudo.Em prinípio, os modelos são obtidos a partir do equaionamento das leis que regema dinâmia do sistema. Entretanto, a omplexidade envolvida pode fazer da modelagemuma tarefa matematiamente ompliada. O onheimento restrito das leis da dinâmiado sistema e a impreisão na medição de alguns parâmetros di�ultam, signi�ativamente,as tarefas intermediárias (equaionamento do problema) e ontribuem para a obtenção demodelos não muito �éis à planta sob análise. Os prazos estreitos e os reursos �naneiroslimitados para o desenvolvimento de projetos também podem inviabilizar uma operaçãodeste tipo. Como exemplo, pode-se itar os sistemas aeronáutios. Com araterístiaspeuliares e dinâmia omplexa, sua modelagem e ontrole requerem altos investimen-tos em pesquisa e reursos humanos e tempo relativamente grande para a obtenção deresultados satisfatórios e preisos. Este trabalho apresenta, de maneira simpli�ada, a20



modelagem de um helióptero em esala reduzida, onde é possível veri�ar, pela omple-xidade das equações e do assunto (aerodinâmia, orpo rígido, aoplamentos, et), quea determinação de um modelo dinâmio a partir do equaionamento dos fen�menos quedesrevem o omportamento desta aeronave não é uma tarefa trivial.Neste ontexto, a identi�ação surge omo uma ferramenta alternativa para aobtenção de modelos matemátios aproximados, em um ponto de operação desejado,do sistema em estudo. A partir da observação dos sinais de entrada e de saída apliadosao sistema é formado um onjunto de dados para o problema. Os métodos de identi-�ação busam, através de algoritmos espeí�os, forneer um modelo que reproduza oomportamento dinâmio do sistema real, om base no onjunto de dados disponível.A identi�ação pode ser feita no domínio do tempo ou da freqüênia. No primeiro,dados temporais medidos na entrada e na saída do sistema são utilizados para ajustarum modelo. No segundo tipo, araterístias freqüeniais do sistema a ser identi�adosão utilizadas. As duas formas de identi�ação apresentam resultados bastante e�ientes,porém PINTELON et alii (1994) e VACLAVEK & VAVRIN (1995) itam as seguintesvantagens da identi�ação no domínio da freqüênia:a) Tratamento do ruído: as freqüênias de ruído estão normalmente distantes da fre-qüênia do sinal de teste. Sendo assim, o ruído pode ser avaliado e eliminado omfailidade;b) Volume de dados: o onjunto de dados utilizado, normalmente, medidas da res-posta em freqüênia do sistema, é menor que aquele neessário para os métodos nodomínio do tempo, que requerem a análise de grandes séries de medidas;) Condições iniiais: o experimento no domínio da freqüênia não requer a imposiçãode ondições iniiais, tendo em vista ser analisado em regime permanente;d) Combinação de dados: as medidas de resposta em freqüênia podem ser obtidasa partir de vários experimentos e os resultados podem ser ombinados, posterior-mente; ee) Validação do modelo: as próprias medidas de resposta em freqüênia obtidas dosistema real são bons pontos para avaliar o modelo obtido;Busa-se om esta dissertação, apresentar uma metodologia de identi�ação de sis-temas, no domínio da freqüênia, para apliação em Veíulos Aéreos Não-Tripulados21



(VANT). As vantagens da abordagem freqüenial não signi�am que os métodos de iden-ti�ação no domínio do tempo sejam ine�ientes.1.2 POSICIONAMENTO, OBJETIVOS E CONTRIBUIÇÕES DO TRABALHOÉ possível posiionar este trabalho nos ontextos ientí�o-tenológio e estratégio.Para o segundo, pode-se a�rmar que a dissertação segue a linha de pesquisa em sistemasde defesa e atinge uma das metas do Plano Básio de Ciênia e Tenologia (PBCT). OPBCT é o plano de ação do Sistema de Ciênia e Tenologia do Exérito (SCTEx). Seusprinipais objetivos são planejar, exeutar, ontrolar e aperfeiçoar os maroproessos deCiênia e Tenologia do Exérito, seus programas e projetos, e fomentar a IndústriaNaional de Defesa. Visa atingir, por meio de inovações, produtos e serviços, uma a-paidade ientí�o-tenológia que permita à Força Terrestre ontribuir para o poderdissuasório do País. O PBCT busa realizar os projetos prioritários do SCTEx atravésdos Grupos Finalístios. Assim, abe ao Grupo de Mísseis e Foguetes (GMF) a inumbên-ia de realizar pesquisa básia e apliada sobre Veíulos Aéreos Não-Tripulados (VANT),implementar um protótipo de VANT para reonheimento e busa de alvos, e desenvolvera estação de solo para o Projeto VANT do Ministério da Defesa (MD).O assunto é relevante, tendo em vista as pesquisas que vêm sendo realizadas emtodo o mundo om o objetivo de empregar os VANT nas mais diversas situações, tantoivis omo, prinipalmente, militares. Esse tipo de apliação tenológia traz algumasvantagens agregadas, omo: eonomia de tempo em treinamento de pilotos e meâni-os, eonomia de reursos �naneiros na manutenção e logístia envolvidas nas missõesaeronáutias e umprimento de tarefas que não poderiam ser exeutadas por seres hu-manos ou que oloariam em riso a vida. Uma síntese história e alguns projetos sobreVANT que estão sendo desenvolvidos podem ser enontrados em MAGALH�ES NETO(2005) e BUDIYONO (2005a), respetivamente.Cienti�amente, a dissertação está situada na área de identi�ação de sistemas. Ametodologia apresentada é paramétria e de natureza freqüenial, visando obter modeloslineares das plantas em estudo. O método onsiste em soluionar problemas de otimizaçãoujas funções objetivo são baseadas em norma quadrátia (N2), onvexas nas variáveis deprojeto (C), om solução analítia (A), adotando onjuntos geradores otimizados (CGO)omo estrutura de expansão para as Funções de Transferênia (FT) estimadas. Com a�nalidade de simpli�ar a notação, denomina-se a metodologia em questão N2CACGO.Iniialmente, o método restringe-se a sistemas SISO (Single Input Single Output), ou22



monovariáveis. Os parâmetros a serem determinados relaionam-se aos pólos e zeros dasFT estimadas. Em seguida, é proposta uma extensão da metodologia N2CACGO parasistemas MIMO (Multiple Input Multiple Output), ou multivariáveis. Esta abordagem,além de manter as araterístias de otimalidade e solução analítia do problema anterior,possibilita a obtenção de Matrizes Função de Transferênia (MFT), ujos elementos (FTdos anais) ompartilham uma dinâmia omum, ou seja, o mesmo onjunto de pólos.O desenvolvimento da ténia multivariável permite a identi�ação simultânea de todosos anais, dadas as respetivas respostas em freqüênia. Desta maneira, é possível obtermodelos MIMO sem que seja neessário apliar a ténia SISO em ada par entrada/saídaindividualmente.Além de sistemas aeronáutios ivis e militares, a ténia de identi�ação propostapode ser apliada em sistemas elétrios de potênia, plantas químias, et. A apliaçãoda metodologia N2CACGO em sistemas om retardo é uma alternativa aos métodos deobtenção de modelos que utilizam ténias de aproximação, omo a de Padé, por exemplo.Em algumas situações, a identi�ação pode, ainda, ser usada omo uma ténia auxiliarde redução de ordem de modelos de sistemas de grande porte. De posse do modeloidenti�ado e empregando uma estratégia de ontrole, pode-se alterar o omportamentodinâmio do sistema modelado, de aordo om os requisitos do projeto.Tendo em vista a exposição anterior, os objetivos desta dissertação são:a) Estudar ténias de identi�ação de sistemas no domínio da freqüênia;b) Desenvolver uma metodologia de identi�ação para sistemas monovariáveis, lineares(ou pelo menos, lineares em torno do ponto de operação) e do tipo aixa preta (ouseja, sobre os quais não se onhee, a priori, a dinâmia) utilizando CGO;) Estender a metologia monovariável para sistemas multivariáveis;d) Utilizar a ténia proposta para obtenção de modelos de sistemas diversos, omoplantas químias, elétrias, aeronáutias, et;e) Submeter a ténia a sistemas om retardo;f) Utilizar a ténia de trunamento modal em onjunto om metodologias de identi�-ação para obtenção de modelos de ordem reduzida de sistemas elétrios de grandeporte;g) Realizar um estudo na área de VANT;23



h) Mapear as fases de operação de um VANT; ei) Propor a avi�nia embarada para um projeto de VANT.As ontribuições ientí�as resultantes desse trabalho são:a) Desenvolvimento e implementação de uma ténia de identi�ação no domínioda freqüênia (N2CACGO) para apliação em sistemas SISO, om determinaçãoanalítia dos parâmetros e onde os modelos estimados são lineares (ou lineares emtorno de um ponto de operação) e invariantes no tempo;b) Extensão da ténia N2CACGO para a identi�ação de sistemas MIMO, om de-terminação analítia dos parâmetros e onde o modelo multivariável, estimado naforma de MFT, ontém um denominador omum, isto é, om todos os anais om-partilhando a mesma dinâmia;) Desenvolvimento e implementação de uma metodologia para obtenção de modelosde ordem reduzida para sistemas elétrios de potênia de grande porte, mantendo adinâmia relevante, através da ombinação da ténia N2CACGO e de trunamentomodal;d) Desenvolvimento e implementação de uma metodologia para a realização em espaçode estados da MFT identi�ada; ee) Mapeamento das fases de operação de um VANT e proposta da sua avi�nia em-barada.1.3 REVIS�O BIBLIOGRÁFICAPara atender aos objetivos propostos, um extenso levantamento bibliográ�o foi rea-lizado. Desta maneira, a bibliogra�a seleionada foi dividida em sete áreas de onen-tração, de forma a atender às diversas etapas que serão obertas no deorrer do trabalho,onforme a seguinte lista:
• Algoritmos e proedimentos de identi�ação: LEVY (1959), KUMARESAN (1990),GU et alii (1992), SOYSAL & SEMLYEN (1993), GUSTAVSEN & SEMLYEN(1999), ADES (1999), CARVALHO (2000), AGUIRRE (2000), MACEDO (2001),WULHYNEK (2002), WULHYNEK & ADES (2003), ADES & WULHYNEK(2004), VALLE (2005), ADES & VALLE (2005), ADES & SILVEIRA (2006);24



• Teoria de sistemas de ontrole: KAILATH (1980), VIDYASAGAR (1985), DORF(1986), MACIEJOWSKI (1989), GREEN & LIMEBEER (1995), ZHOU (1996);
• Análise modal e redução de ordem de modelos: MOORE (1981), ENNS (1984),TOMBS & POSTLETHWEITE (1987), VARGA (1991), AGUIRRE (1994),WATANABE et alii (1995), VARGA (1995), ZHOU (1996), RAMIREZ (2004),GUSTAVSEN & SEMLYEN (2004), ROMMES & MARTINS (2005), MARTINSet alii (2005), SILVA (2005), SILVEIRA et alii (2006), ROMMES & MARTINS(2006);
• Realizações para MFT: GILBERT (1963), LUENBERGER (1967), WOLOVICH(1970), JORDAN & SRIDHAR (1973), DICKINSON et alii (1974), DATTA (1977),HANZON (1995);
• Modelagem e ontrole de sistemas elétrios de potênia: LIMEBEER et alii (1979),MARTINS (1986), MARTINS et alii (1999), DENEGRI et alii (2001), SILVA(2005);
• Modelagem e ontrole de sistemas aeronáutios (mísseis, aviões, heliópteros eVANT): SAFONOV et alii (1981), HUNG & MACFARLANE (1982), REICHERT(1992), NICHOLS et alii (1993), MORRIS et alii (1994), TISCHLER (1995),BENDOTTI & MORRIS (1995), ZHU & NIEUWSTADT (1996), GAVRILETSet alii (2000), METTLER et alii (2000a), METTLER et alii (2000b), SPRAGUEet alii (2001), METTLER et alii (2002), D'OLIVEIRA (2002), METTLER (2003),JANG & TOMLIN (2003), SIMÕES et alii (2004), HONG et alii (2005), CAI etalii (2005), BUDIYONO (2005a), BUDIYONO (2005b), SANTOS (2005); e
• Algoritmos diversos: STEWART (1973), eliminação Gaussiana (STRANG, 1988),métodos numérios de otimização (BAZARAA et alii, 1993), proedimento paramelhoria do número de ondiionamento de um sistema de equações lineares (RUIZ,2005).1.4 ORGANIZAÇ�O DA DISSERTAÇ�OEssa dissertação enontra-se dividida em 7 apítulos e 7 apêndies. No presenteapítulo é feita uma introdução, omposta pela motivação, posiionamento em relaçãoao meio ientí�o e objetivos do trabalho. Apresenta-se também uma vasta referêniabibliográ�a sobre os assuntos abordados ao longo do texto, prourando seleionar e25



levantar informações sobre trabalhos relevantes e sobre o que vem sendo estudado eimplementado no meio ientí�o. O restante do trabalho é dividido omo se segue:
• Capítulo 2 - Teoria e notação: o apítulo tem iníio om a formulação do problemade identi�ação multivariável. A abordagem SISO (uma entrada e uma saída) éum aso partiular. Em seguida, são apresentadas as estruturas geradoras das FTestimadas, fundamentais para o equaionamento do problema N2CACGO e suaextensão MIMO. Propõe-se também uma metodologia para obtenção de modelosreduzidos de sistemas de grande porte, a partir da ombinação de ténias de iden-ti�ação (N2CACGO e imposição de pólos) e trunamento modal. Os resultadosobtidos podem ser omparados àqueles alançados por trunamento balaneado.Por �m, apresenta-se um algoritmo para melhoria do número de ondiionamentoda matriz de oe�ientes dos sistemas de equações lineares envolvidos.
• Capítulos 3 e 4 - Identi�ação de Sistemas SISO e MIMO: iniialmente, desenvolve-se a metodologia N2CACGO para sistemas monovariáveis. Propõe-se uma exten-são para o aso multivariável, onde a solução é ótima, segundo o ritério adotado,e obtida analitiamente. Ambos os apítulos possuem seções espeí�as que apre-sentam o equaionamento do problema, a implementação omputaional e algumasapliações para ada aso. Para a identi�ação de sistemas monovariáveis são apre-sentados ino exemplos, sendo: dois aadêmios, um modelo de um sistema omretardo, um modelo de um sistema elétrio de grande porte (Sistema InterligadoBrasileiro - SIB) e um sistema de levitação magnétia om dados medidos em labo-ratório. As apliações para o aso multivariável envolvem os modelos de um turbogerador, de um míssil ar-ar e de uma aeronave de ombate.
• Capítulo 5 - Realizações para a MFT: a metodologia N2CACGO e sua extensãopara sistemas MIMO forneem modelos sob a forma de FT e MFT, respetivamente.Essas representações, entretanto, não são muito robustas numeriamente para im-plementações omputaionais. Para o aso SISO, a transformação de uma FT emespaço de estados é uma tarefa relativamente simples, e pode ser feita utilizando-se, por exemplo, as formas an�nias. Entretanto, para sistemas MIMO, o númerode realizações de uma MFT será igual ao número de fatorações possíveis dessaMFT, o que torna mais omplexa a tarefa de estabeleer uma forma an�nia. Asolução proposta, denominada Quase-Mínima, busa enontrar uma realização paraa MFT baseada na aproximação diagonal mínima de Gilbert. O apítulo termina26



om a obtenção de realizações em espaço de estado para duas MFT anteriormenteidenti�adas (turbo gerador e aeronave de ombate).
• Capítulo 6 - Veíulos Aéreos Não-Tripulados: seguindo uma das linhas de pesquisado PBCT/EB, os prinipais objetivos desse apítulo são mapear as fases de operaçãode um VANT e propor, de maneira geral, a avi�nia embarada neessária paraum projeto de veíulo aut�nomo. São apresentadas também a teoria básia dov�o do helióptero e a modelagem deste tipo de aeronave, mostrando o papel daidenti�ação para a obtenção do modelo. A ompra de um helióptero em esalareduzida pela Seção de Engenharia Elétria do IME justi�a a ênfase dada emhelimodelos neste apítulo.
• Capítulo 7 - Conlusões e sugestões: são apresentados os pontos relevantes enon-trados neste trabalho, bem omo as perspetivas para investigações futuras.
• Apêndies: são expostas as informações que olaboram para a onsolidação da dis-sertação, omo, por exemplo, as demonstrações de lemas, teoremas e propriedades,tabelas e modelos utilizados nos exemplos.

27



2 FUNDAMENTOS TEÓRICOS E NOTAÇ�O EMPREGADA
Este apítulo apresenta os prinipais tópios da teoria e da notação matemátia en-volvidas no trabalho. Iniia-se pela formulação do problema de identi�ação na Seção2.1. Na Seção 2.2, são apresentadas as estruturas de expansão geradoras das FT estima-das, representadas pela teoria de CGO. Faz-se também uma omparação desta om asexpansões através da base de Laguerre, bastante empregada nos problemas de identi�-ação. Na Seção 2.3, a ténia de imposição de pólos, utilizada em VALLE (2005) para odesenvolvimento de um método de identi�ação semi-analítio, é brevemente expliada.A idéia prinipal da metodologia de imposição de pólos foi utilizada em um exemplo nestetrabalho, om o objetivo de apliar a identi�ação omo ferramenta de redução de ordemde modelo de sistemas de grande porte. Adaptando o problema, a função objetivo passaa ser onvexa e admite solução analítia. A Seção 2.4 aborda duas ténias de reduçãode modelos: trunamento balaneado (BALMR) e trunamento modal através de Índiesde Dominânia Modal baseados na Norma In�nito (IDMNI). A primeira mostra-se e�azao forneer modelos de baixa ordem om erros de aproximação relativamente pequenos.A segunda é partiularmente útil quando se deseja preservar, no modelo reduzido, ospólos dominantes do modelo ompleto. Isto é interessante nos problemas onde há aneessidade de manter o signi�ado físio dos pólos, omo, por exemplo, nos sistemaselétrios de potênia. Por �m, a Seção 2.5 apresenta um proedimento para melhoraro ondiionamento numério de um Sistema de Equações Lineares (SEL), uja soluçãoé obtida por eliminação gaussiana usando a ténia de pivoteamente parial (STRANG,1988). A notação multivariável apresentada na Seção 2.1 é apliável às Seções 2.2−2.4deste apítulo. Entretanto, por simpliidade, apenas a teoria de CGO (Seção 2.2.2) aadota expliitamente, por esta ter sido eleita a estrutura de expansão geradora das FTestimadas nos problemas MIMO abordados ao longo do trabalho.2.1 FORMULAÇ�O DO PROBLEMAConsidere um sistema multivariável om p entradas e q saídas e o onjunto Gde matrizes omplexas representando as observações G(jω) de resposta em freqüên-ia, aluladas ou medidas em m valores na faixa de freqüênias de interesse ω =28



[
ω1 ω2 . . . ωm

]T :
G ,

{
G(jω)

∣∣G(jω) ∈ C
q×p; ω ∈ {ω1, ω2, . . . , ωm}

} (2.1)Sejam ainda (VIDYASAGAR, 1985):
• R(s) o onjunto de todas as funções de transferênia próprias om oe�ientes reais,de sistemas monovariáveis e invariantes no tempo; e
• M(R(s)) o onjunto das matrizes ujos elementos pertenem a R(s).A MFT identi�ada de um sistema MIMO om p entradas e q saídas pode ser expressapor:

Ge(s) ∈M q×p(R(s)) (2.2)e sua representação matemátia assume a forma desrita pela EQ. 2.3:
Ge(θ, s) =




Gn
e,11(s) Gn

e,12(s) . . . Gn
e,1p(s)

Gn
e,21(s) Gn

e,22(s) . . . Gn
e,2p(s)... ... . . . ...

Gn
e,q1(s) Gn

e,q2(s) . . . Gn
e,qp(s)




(2.3)onde Gn
e,λ(s) são as FT monovariáveis estimadas de ordem n e, λ um índie que india oanal espeí�o dentre todas as ombinações possíveis entre as p entradas e q saídas dosistema sob análise, ou seja:

λ ∈ Λ = {ij | i, j ∈ N; i = 1, 2, . . . , q; j = 1, 2, . . . , p} (2.4)Quando p = q = 1, Ge(s) ∈ M1×1(R(s)) ou, simplesmente, Ge(s) ∈ R(s). Este é oaso partiular de um sistema monovariável, sendo o índie λ desonsiderado para tornara notação mais simples. Este trabalho onsidera ainda, a notação Ge(s) omo símbolousado tanto para modelos monovariáveis quanto multivariáveis. A difereniação entreSISO e MIMO �ará evideniada no ontexto do problema.O objetivo do problema de identi�ação onsiste em determinar um modelo Ge(s)linear, invariante no tempo e de omplexidade limitada, tendo p entradas e q saídas,uja resposta em freqüênia se aproxime dos dados de G na EQ. 2.1, de aordo om umritério pré-estabeleido. Entende-se por omplexidade limitada o fato do modelo G(θ, s)29



depender do vetor paramétrio θ real de dimensão �nita. O ajuste dos dados em G pelomodelo parametrizado Ge(θ, s) busará minimizar o seguinte erro aditivo:
E =

∑

λ

∥∥Gλ(jω)−Gn
e,λ(jω)

∥∥2

2
(2.5)onde Gλ(jω) representa a resposta em freqüênia do anal λ, de aordo om as EQ. 2.1e 2.4.2.2 ESTRUTURAS DE EXPANS�O GERADORAS DAS FUNÇÕES DE TRANSFE-RÊNCIA ESTIMADASIniialmente, devem ser apresentados alguns oneitos que failitam o entendimentodo assunto. Um espaço vetorial normado é dito de Hilbert quando for dotado da de�niçãode produto interno e possuir norma induzida por esse produto interno (ZHOU, 1996).Por exemplo, o L2 − espaço das matrizes ujos elementos são funções quadratiamenteintegráveis sobre o eixo imaginário − é um espaço de Hilbert, om produto internode�nido por:

〈F (s), G(s)〉 , 1

2π

∫ +∞

−∞

tr [F ∗(jω)G(jω)] dω (2.6)para F,G ∈ L2, e norma induzida pelo produto interno dada por ‖F‖2 ,
√
〈F, F 〉.O espaço H+

2 é omposto pelas matrizes de funções analítias em C
+
0 , quadratia-mente integráveis nas retas a+jω om ω ∈ R para todo a > 0. Para este espaço de�ne-sea norma da EQ 2.7, induzida pelo produto interno da EQ 2.6:

‖F (s)‖22 = 〈F (s), F (s)〉 =
1

2π

∫ +∞

−∞

tr [F ∗(jω)F (jω)] dω (2.7)Analogamente, de�ne-se o H−

2 , onsiderando C
−

0 e a < 0. Ambos, H+
2 e H−

2 , são espaçosde Hilbert, subespaços de L2 e omplementos ortogonais, permitindo esrever L2 = H+
2 ⊕

H−

2 , onde ⊕ é a soma ortogonal.Um subespaço importante do H+
2 para sistemas de ontrole é o RH+

2 , que onsistenas matrizes ujos elementos são funções raionais om oe�ientes reais, estritamentepróprias e estáveis. Da mesma forma, de�ne-se o espaço RH−

2 , ortogonal a RH+
2 , paraas funções instáveis. Por serem espaços de Hilbert, o RH+

2 e o RH−

2 são dotados deproduto interno e do oneito de ortogonalidade. Para ada aso é possível enontrar umonjunto de funções ortogonais {V1, V2, . . .} om in�nitos elementos que orresponde auma base do espaço onsiderado. Adotando o RH+
2 omo espaço de interesse, qualquer30



função de transferênia Ge(s) estritamente própria e estável pode ser determinada poruma ombinação linear de funções ortogonais desse onjunto. O onjunto om as funçõesde Laguerre apresentado na Seção 2.2.1 forma uma base para o RH+
2 .Um espaço de Banah, por outro lado, não ontempla a de�nição de produto interno,inviabilizando a determinação de uma base através da propriedade da ortogonalidadeno onjunto de funções onsiderado. A solução enontrada para que modelos Ge(s)bipróprios possam ser expandidos por um onjunto de funções onsiste em utilizar o CGO,onforme a Seção 2.2.2. Como exemplo de espaço de Banah, pode-se itar o RH+

∞
, queompreende as matrizes ujos elementos são FT raionais de oe�ientes reais, próprias,estáveis e limitadas sobre o eixo imaginário.A teoria de identi�ação de sistemas requer que o modelo seja parametrizado poruma estrutura matemátia de�nida. Os modelos podem ser generiamente representadospor:

Ge(s) =
∞∑

k=1

αkVk(s) (2.8)onde Vk(s) são FT uja expansão permite obter o modelo Ge(s).Matematiamente, os modelos de ordem in�nita são aeitáveis. Na prátia, para quea ordem da expansão na EQ. 2.8 não seja muito elevada, truna-se o somatório om ttermos, e o modelo estimado passa a ser representado por:
Gn

e (s) =
t∑

k=1

αkVk(s) (2.9)Para o aso partiular das funções de Laguerre, a inlusão de um novo termo à expansãoeleva a ordem de Gn
e (s) em uma unidade, permitindo onluir que n = t.O modelo estimado tende a se ajustar melhor aos dados do sistema real om oaumento do número de termos onsiderado na expansão. A orreta determinação dosparâmetros αk e a esolha do onjunto de funções {Vk(s), k = 1 . . . n} devem permitir que

Gn
e (s) ontemple funções raionais estritamente próprias e bipróprias, além de possibilitara representação de modelos que possuam pólos om multipliidade maior que um e/oupólos omplexos onjugados.2.2.1 BASE DE LAGUERRE E CONJUNTO DE LAGUERRE ESTENDIDOAs funções de Laguerre são de�nidas, no domínio da freqüênia, por:

Lk(s) =

√
2a(s− a)k−1

(s+ a)k
, k = 1, 2, . . . (2.10)31



onde o parâmetro 0 < a ∈ R, denominado pólo de Laguerre, determina a loalização deseus k pólos. A função estimada terá, portanto, todos os seus pólos loalizados na mesmaposição no semiplano s da esquerda.Como as funções de Laguerre formam uma base ortonormal do espaço RH+
2 (ADES,1999), qualquer modelo Ge(s) ∈ RH+

2 pode ser expandido por:
Ge(s) =

∞∑

k=1

αkLk(s) (2.11)om os oe�ientes αk determinados pelo produto interno da EQ 2.6, resultando em:
αk = 〈Ge(s), Lk(s)〉 (2.12)Como {Lk(s), k = 1, 2, . . .} ∈ RH+

2 , o produto interno da EQ 2.12 pode ser apliado e,devido à ortonormalidade entre as funções, tem-se:
〈Lk(s), Lj(s)〉 =

{
1 , para k = j

0 , para k 6= j
(2.13)

〈Ge(s), Lk(s)〉 = 〈
∞∑

j=1

αjLj(s), Lk(s)〉 =
∞∑

j=1

αj〈Lj(s), Lk(s)〉 = αk (2.14)Entretanto, para �ns omputaionais, deve-se onsiderar que a função estimada
Gn

e (α, s) tenha ordem �nita. Truna-se, portanto, o somatório em n termos e a forma daexpansão adotada pela base de Laguerre passa a ser:
Gn

e (α, s) =
n∑

k=1

αkLk(s) (2.15)Os parâmetros αk adotados são aqueles que minimizam a função usto J(α) na EQ.2.16, ou seja, aqueles que proporionam o melhor ajuste entre as respostas em freqüêniado modelo estimado Gn
e (α, jω) e do sistema a ser identi�ado G(jω).

J(α) = ‖G(jω)−Gn
e (α, jω)‖2 (2.16)A estimação de funções bipróprias requer a adição do termo L0 , 1 ao onjuntode funções da base original. Este novo onjunto de funções é denominado Conjunto deLaguerre Estendido (ADES, 1999), onde o onjunto das funções {Lk(s); k = 0, . . . , n}perde a ortogonalidade. Assim, a função biprópria estimada através da expansão desseonjunto é tal que Gn

e ∈ RH+
∞

e assume a forma:
Gn

e (α, s) =
n∑

k=0

αkLk(s) (2.17)32



2.2.2 CONJUNTO GERADOR OTIMIZADOOs onjuntos geradores surgem omo alternativa à expansão da base de Laguerre e doConjunto de Laguerre Estendido para a determinação de modelos estimados, permitindoobter FT estritamente próprias e bipróprias om pólos simples ou múltiplos, reais ouomplexos onjugados. Para tanto, a representação dos modelos estimados adotará umaexpansão sob a forma:
Gn

e,λ(θ, s) =
n∑

k=0

αλ
kPk(s) =

N(αλ, s)

D(β, s)
=
αλ

0s
n + αλ

1s
n−1 + ...+ αλ

n−1s+ αλ
n

sn + β1sn−1 + ...+ βn−1s+ βn

(2.18)onde
Pk(s) =

sn−k

sn + β1sn−1 + ...+ βn−1s+ βn

αλ =
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0 αλ
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]T

∈ R
n+1,
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β1 β2 . . . βn

]T

∈ R
n e (2.19)

θ =
[
α11T

. . . αijT
. . . αqpT βT

]T

=
[
αΛT

βT
]T

∈ R
(n+1)p.q+nEm outras palavras, deseja-se alular os pólos e zeros de Gn

e,λ(s) (parâmetros β de
D(s) e αλ de N(s)) de maneira a determinar uma aproximação adequada de G na EQ. 2.1.O oe�iente do termo sn do denominador é de�nido omo β0 = 1 (∀λ), tendo em vista apossibilidade de simpli�ação de Gn

e,λ(θ, s) e a vantagem de estimação de um parâmetroa menos. A estrutura de onjuntos geradores já foi utilizada em outros trabalhos omenfoque em sistemas SISO (ADES & WULHYNEK, 2004) (ADES & VALLE, 2005)(ADES & SILVEIRA, 2006) (SILVEIRA et alii, 2006). Em ADES (1999) e WULHYNEK(2002), utilizou-se um método numério de otimização para o álulo dos parâmetros α e
β. O problema abordado em VALLE (2005) permitiu obter uma solução semi-analítia,em que α era alulado analitiamente, de aordo om a função usto dada pela EQ.2.16, e β determinado por imposição de pólos, onforme desrito na Seção 2.3. O fatodo problema proposto não ser onvexo em todas as variáveis de deisão pode di�ultara busa pela solução ótima, ou seja, a determinação do mínimo global da função ustoadotada. A ondição de não-onvexidade não implia que a solução não possa ser obtidaanalitiamente mas, nesses asos, pode-se perder a garantia de otimalidade. Os métodosnumérios de otimização podem ser empregados quando o equaionamento envolvido paraa obtenção de soluções analítias é omplexo.33



Nesta dissertação, adota-se J(θ) = J(αΛ, β) de aordo om a EQ. 2.20, no lugar dafunção objetivo apresentada na EQ. 2.5. Dessa maneira, o problema torna-se onvexonas variáveis de deisão αΛ e β. Estabelee-se o seguinte problema de otimização:
min

θ∈R(n+1)p.q+n
J(θ) = min

θ∈R(n+1)p.q+n

∥∥D(β, jω)Gλ(jω)−N(αλ, jω)
∥∥2

2
(2.20)Partiularmente para o aso monovariável, os resultados apresentados em(WULHYNEK, 2002) e (VALLE, 2005) mostram que o emprego do CGO fornee soluçõesde ustos J menores omparados àqueles obtidos pela expansão da base de Laguerre, parauma solução de ordem n. Ou, por outro lado, para um valor de usto pré-estabeleido J ,a solução obtida utilizando-se onjunto gerador apresenta menor ordem que aquela obtidapela expansão da base de Laguerre. Pode-se a�rmar que, �xada a ordem n da soluçãoa ser alulada, o onjunto solução de Laguerre é um subonjunto do onjunto soluçãogerado pelo CGO e que os ustos das soluções de Laguerre são limitantes superiores paraos ustos das soluções obtidas por CGO.2.3 IMPOSIÇ�O DE PÓLOSA função usto adotada em VALLE (2005), apresentada na EQ. 2.21, não possibilitao álulo totalmente analítio dos parâmetros da função estimada Gn

e (s), quando estaassume a expansão desrita pela EQ. 2.18. Para resolver este problema, utilizou-se umaténia de imposição de pólos, que onsiste em sugerir valores de pólos a Gn
e (s), a partirda análise da resposta em freqüênia do sistema real. Informações omo largura de banda,pio de ressonânia, margens de ganho e de fase e demais freqüênias relevantes devemser onsideradas.

J(θ) = ‖G(jω)−Gn
e (θ, jω)‖22 (2.21)O algoritmo estimador é o responsável pela imposição e determinação do melhor vetorde pólos P para Gn

e (s). Através das informações relevantes da resposta em freqüêniado sistema, são determinadas as partes imaginárias para um vetor de pólos omplexos
P i. Uma vez estabeleidas as partes imaginárias de alguns pólos, e seus respetivosonjugados, é iniiada a determinação das partes reais para os mesmos, busando sempreminimizar a função usto adotada. O algoritmo busa enontrar também pólos reais,oloando-os no vetor P r. O vetor ompleto de pólos sugeridos pelo algoritmo estimadorpara Gn

e (s) é dado por:
P =

[
P T

i P T
r

]T (2.22)34



Os pólos ressonantes são determinados a partir da análise dos pontos de máximo emínimo da urva de resposta em freqüênia disreta dada pela EQ. 2.23. Aplia-se, então,a diferença de�nida na EQ. 2.24 e observam-se os pontos em que há mudança de sinal paravalores onseutivos das omponentes do vetor de freqüênias ω =
[
ω1 ω2 . . . ωm

]T .
F (ω) , |G(jω)| (2.23)

∆F (ωi) , F (ωi)− F (ωi−1); i = 2, . . . ,m (2.24)A freqüênia ωpr é aquela em que oorre o maior pio de ressonânia dentre aquelesdeterminados pelas EQ. 2.23 e 2.24. Esta freqüênia é de grande importânia aso omodelo tenha que reproduzir araterístias de ressonânia do sistema real. A busa porpólos reais segue os mesmos proedimentos daquela feita para pólos omplexos, sendoexeutada em duas situações: quando o algoritmo não enontra pólos ressonantes ouno aso do usto desejado não ter sido alançado onsiderando apenas o vetor de pólos
P i. Uma vez obtido o vetor de pólos P ∈ C

n, o algoritmo de identi�ação alula,analitiamente, o vetor de parâmetros α, responsável pelo ajuste ótimo dos zeros, segundoo ritério:
J(α) = ‖G(jω)−Gn

e (α, jω)‖2 (2.25)Essa análise da resposta em freqüênia disreta permitirá que o onjunto original dedados {ωi, G(jωi); i = 1, . . . ,m} seja reduzido para {ωl, G(jωl); l = 1, . . . , k; m > k}. Oonjunto reduzido deve onter os pontos relevantes da resposta em freqüênia, de maneiraque se alane o melhor ajuste do modelo, ou menor usto J possível. O modelo podeainda ser otimizado por métodos numérios, obtendo-se um modelo estimado e otimizado
Gn

e,o(s).2.4 REDUÇ�O DE ORDEM DE MODELOSTanto na modelagem de sistemas físios omplexos, quanto na estimação de funçõesde transferênia através de ténias de identi�ação, existe a possibilidade do modelo �nalapresentar uma ordem relativamente elevada ou não ser a realização mínima. Espei�-amente para o aso de identi�ação, o algoritmo que sugere o modelo estimado Gn
e (s)pode ser ombinado a outras ténias que têm omo objetivo eliminar as redundâniasque levam ao aumento da ordem do modelo. Entretanto, as alterações efetuadas não de-vem prejudiar o ajuste �nal, prourando uma representação mais simples Gr

e(s) = Gr
R(s)35



(om ustos omputaionais mais baixos), onde 0 < r < n, r ∈ N
∗ (onjunto dos númerosinteiros, positivos e não nulos). Ao se garantir erros de aproximação relativamente pe-quenos, segundo um determinado ritério, as prinipais araterístias do modelo originalsão preservadas no modelo de ordem reduzida Gr

R(s).2.4.1 TRUNCAMENTO BALANCEADOO trunamento balaneado (MOORE, 1981) (GLOVER, 1984) é utilizado para aredução de ordem de modelos em espaço de estados. Seja:
Gn

e (s) =


 A B

C D


 (2.26)uma realização da função Gn

e (s) raional e estável (Gn
e (s) ∈ RH+

∞
). Sejam ainda, Pe Q os Gramianos de ontrolabilidade e de observabilidade, respetivamente. P e Qsatisfazem as seguintes equações de Lyapunov:

AP + PA∗ +BB∗ = 0

A∗Q+QA∗ + C∗C = 0om P ≥ 0, Q ≥ 0. Pode-se dizer que o par (A,B) é ontrolável se e somente se P > 0,e (C,A) é observável se e somente se Q > 0 (ZHOU, 1996).Suponha a transformação de similaridade x̂ = Tx, tal que:
Gn

e (s) =


 Â B̂

Ĉ D̂


 =


 TAT−1 TB

CT−1 D


 (2.27)Nota-se que, apesar dos Gramianos serem resritos omo P̂ = TPT ∗ e Q̂ = (T−1)∗QT−1,os autovalores do produto P̂ Q̂ = TPQT−1 são invariantes na transformação de similari-dade.Considere a matriz T que fornee a deomposição:

PQ = T−1ΛT, Λ = diag(λ1Is1 , . . . , λnIsn
) (2.28)onde os autovalores {λi, i = 1, . . . , n} têm multipliidade si; s1 + s2 + . . . + sn = n e Ié a matriz identidade de dimensão si. Dessa maneira, as olunas de T−1 são autovetoresde PQ orrespondentes aos autovalores λi. Embora os autovetores não sejam únios, noaso da realização mínima eles podem ser sempre esolhidos de forma que (ZHOU, 1996):

P̂ = TPT ∗ = Σ

Q̂ = (T−1)∗QT−1 = Σ
(2.29)36



om
Σ = diag(σ1Is1 , σ2Is2 , . . . , σnIsn

) (2.30)onde σ1 > σ2 > . . . > σn ≥ 0 são de�nidos omo os valores singulares de Hankel dosistema. Essa nova realização om os Gramianos de ontrolabilidade e observabilidade
P̂ = Q̂ = Σ é dita realização balaneada.Obtida esta realização, o próximo passo do algoritmo onsiste no trunamento dosestados pouo observáveis e pouo ontroláveis e, por ventura, no anelamento perfeitode pólos e zeros. Cada valor de σi está assoiado a um estado xi da realização balaneadae, �siamente, representa a ontribuição que o estado orrespondente tem no omporta-mento de entrada e saída do sistema. Resrevendo a realização balaneada Gn

e (s) ∈ RH+
∞omo:

Gn
e (s) =




A11 A12 B1

A21 A22 B2

C1 C2 D


om gramiano Σ = diag (Σ1,Σ2) tal que:

Σ1 = diag(σ1Is1 , σ2Is2 , . . . , σrIsr
)

Σ2 = diag(σr+1Isr+1 , σr+2Isr+2 , . . . , σnIsn
)

(2.31)é possível, a partir da análise dos valores singulares de Hankel, desartar os estados
{xr+1, . . . , xn}, quando o erro de aproximação for aeitável. O limitante superior do erroé dado por:

‖Gn
e (s)−Gr

R(s)‖
∞
≤ 2(σr+1 + σr+2 + . . .+ σn) (2.32)permitindo a esolha da dimensão r da representação em espaço de estados do modeloreduzido, balaneado e assintotiamente estável, dado por:

Gr
R(s) =


 A11 B1

C1 D


 (2.33)O método pode vir a apresentar ustos omputaionais proibitivos quando apliadoa modelos de sistemas de grande porte, tendo em vista a neessidade de soluionar duasequações matriias de Lyapunov. Os modelos reduzidos GR(s) obtidos por trunamentobalaneado normalmente apresentam um novo onjunto de pólos e zeros, distintos daque-les do modelo original (WATANABE et alii, 1995). Além disso, sistemas instáveis devem37



ser tratados de maneira partiular, onde são exigidos pré-ondiionamentos. O truna-mento balaneado também se arateriza por ser um algoritmo não reursivo, ou seja,a alteração da ordem do modelo não permite o aproveitamento de resultados anteriores.Apesar da literatura de ontrole robusto sugerir seu uso (GREEN & LIMEBEER, 1995)(ZHOU, 1996) e de ser um algoritmo sistemátio e matematiamente rigoroso, há apli-ações em que o uso do trunamento balaneado se torna inadequado, devido à ordemelevada do modelo.2.4.2 TRUNCAMENTO MODAL POR IDMNIA ténia de redução de ordem por trunamento modal preserva, no modelo reduzido,os pólos mais dominantes e seus resíduos assoiados. É, partiularmente, e�az para osmodelos que tenham observabilidade e ontrolabilidade signi�ativas de somente umapequena parte do espetro de pólos. Essa abordagem também se torna atrativa pormanter a sensibilidade modal mais próxima à do modelo original. A deomposição da FTde um sistema em frações pariais permite formar um somatório de parelas que podemser analisadas separadamente. Desta maneira, alulam-se os Índies de DominâniaModal (IDM), segundo um ritério baseado em uma norma pré-estabeleida da fraçãoparial orrespondente a ada modo (GREEN & LIMEBEER, 1995) (VARGA, 1995)(SILVA, 2005).Matematiamente, seja G(s) = C(sI − A)−1B +D uma FT monovariável genéria,onde as matrizes: da dinâmia e identidade A, I ∈ R
n×n, de entrada B ∈ R

n×1, desaída C ∈ R
1×n e de transmissão direta D ∈ R. A EQ. 2.34 desreve uma realizaçãobloo-diagonal de G(s), onde spec(Ai), i = 1, ..., k, de�ne os pólos de G(s). Os produtos

Ri , BiCi de�nem os resíduos assoiados, om k = nc+nr, onde nr é o número de pólosreais, nc é o número de modos omplexos e nr+2nc = n. As dimensões de Ai dependemda natureza dos pólos: real (1× 1) ou omplexos onjugados (2× 2).

 A B

C D


 =




A1 . . . 0 B1... . . . ... ...
0 . . . Ak Bk

C1 . . . Ck D




(2.34)A realização paralela na EQ. 2.34 é equivalente à deomposição aditiva na EQ. 2.35:
G(s) = D +

k∑

i=1

Gi(s) (2.35)38



onde Gi(s) = Ci(sI − Ai)
−1Bi, i = 1, ..., k.A aproximação modal para um modelo reduzido GR(s) pode ser vista omo aobtenção de uma transformação de similaridade T que, apliada ao modelo ompleto,resulta em:


 T−1AT T−1B

CT D


 ,




Â1 0 B̂1

0 Â2 B̂2

Ĉ1 Ĉ2 D


 (2.36)onde spec(Â1) e spec(Â2) são os onjuntos dos r e n− r modos dominantes e não domi-nantes de A, respetivamente. A partir do partiionamento desrito na EQ. 2.36, tem-seo modelo reduzido GR(s) , (Â1, B̂1, Ĉ1, D). Sem perda de generalidade, onsidera-se

D = 0 no resto desta seção.Supondo-se a ausênia de pólos múltiplos, o somatório na EQ. 2.35 pode ser deom-posto em:
G(s) =

nr∑

j=1

Gr
j(s) +

nc∑

i=1

Gc
i(s) ,

nr∑

j=1

Rj

s− λj

+ 2
nc∑

i=1

αs+ β

s2 − 2Re(λi)s+ |λi|2
(2.37)onde α = Re(Ri), β = −(Re(Ri)Re(λi) + Im(Ri)Im(λi)).O método de redução de ordem por trunamento modal om os IDM baseados naNorma In�nito (IDMNI) (SILVA, 2005), ordena os n pólos em ordem deresente deustos, segundo a norma H∞ (ou L∞, para pólos instáveis) de ada parela Gi(s). Apartir da propriedade da desigualdade triangular, de�ne-se um limitante superior (e) parao erro de modelo (e):

e , ‖G(s)−GR(s)‖∞ = ‖
n∑

i=r+1

Gi(s)‖∞ ≤
n∑

i=r+1

‖Gi(s)‖∞ = e (2.38)O modelo reduzido Gr
R(s) de ordem r ≪ n pode ser determinado segundo um erroadmissível, através da esolha apropriada de r. Nesse método, os zeros da FT não sãopreservados, sendo determinados pelo somatório das frações pariais dos pólos e resíduosassoiados retidos no equivalente reduzido. Resultados satisfatórios, em termos de errode modelagem, são obtidos quando os zeros do modelo reduzido se aproximam dos zerosda FT do modelo original. Partiularmente, tal situação é alançada aumentando-segradativamente a ordem do modelo reduzido pela inlusão suessiva de novas parelasmodais. 39



2.5 PROCEDIMENTO PARA MELHORIA DO CONDICIONAMENTO NUMÉRICODE UM SISTEMA DE EQUAÇÕES LINEARESA estratégia utilizada neste trabalho para a solução dos SEL Qθ = Y envolvidosna metodologia de identi�ação proposta é a Eliminação Gaussiana om PivoteamentoParial (STRANG, 1988) (VALLE, 2005).Entretanto, a solução alulada em aritmétia de ponto �utuante θ̃ pode não serexatamente igual a θ. Alguns fatores omo erros de arredondamento e perturbação dosdados que ompõem o SEL ontribuem para a degradação da solução. O número deondiionamento η de uma matriz representa a sensibilidade da solução às inertezas nosdados do problema, ou seja, quanti�a o quanto uma perturbação in�nitesimal nos dadosoriginais pode ser ampli�ada na solução. Por isso, busam-se alternativas no sentido deminimizar η. Os problemas om η relativamente baixos são hamados bem ondiionados.Caso ontrário, reebem a denominação de mal ondiionados.As ténias de esalonamento mostram-se e�ientes ao reduzir o valor de η, usandoestratégias difereniadas. Em SKELL (1979), é feito um estudo sobre a estabilidade doproedimento de Eliminação Gaussiana e sobre os erros de arredondamento na soluçãode sistemas lineares algébrios, om ênfase em sistemas esparsos. Partiularmente,na metodologia de identi�ação proposta neste trabalho, a disparidade nas ordens degrandeza dos elementos da matriz de oe�ientes Q ontribui signi�ativamente para adegradação do ondiionamento numério do SEL Qθ = Y . Assim, o algoritmo propostopor RUIZ (2005) é implementado, esalonando as linhas e olunas da matriz Q om oobjetivo de torná-la balaneada. O proedimento onsiste em pré e pós-multipliar a ma-triz Q do SEL original Qθ = Y por duas matrizes diagonais D1 e D2, respetivamente,obtendo Q̂. Assim:
Q̂ = D1QD2 (2.39)e o objetivo passa a ser a solução de
Q̂θ̂ = Ŷ (2.40)onde θ̂ = D−1

2 θ e Ŷ = D1Y .No esalonamento de linhas, ada vetor linha da matriz originalQ é dividido pela suanorma in�nito. O proedimento é análogo para o esalonamento de olunas. O algoritmotem omo objetivo fazer om que a matriz atinja, assintotiamente, uma representaçãona qual todas as linhas e olunas tenham norma in�nito igual a 1. A forma da matriz40



dos oe�ientes utilizada neste trabalho não possui linhas e/ou olunas om todos oselementos iguais a zero. Para apliações em que isso venha a oorrer, utiliza-se o valor 1na matriz DR (DC). Seja uma matriz genéria A ∈ R
m×n e onsidere:

• ri = aT
i ∈ R

n×1, i = 1, ...,m: vetores-linha de A;
• cj = aj ∈ R

m×1, j = 1, ..., n: vetores-oluna de A;
• DR ∈ R

m×m | DR = diag
(√
‖ri‖∞

); e
• DC ∈ R

n×n | DC = diag
(√
‖cj‖∞

);A matriz A esalonada, obtida através do proedimento iterativo desrito no algoritmoda FIG. 2.1, é dada por:
Â = D−1

R AD−1
C (2.41)

FIG. 2.1: Algoritmo para esalonamento de linhas e olunas da matriz de oe�ientesde um SEL.41



3 METODOLOGIA DE IDENTIFICAÇ�O N2CACGO
Este apítulo tem por �nalidade apresentar, detalhadamente, a metodologia de iden-ti�ação N2CACGO apliada a sistemas monovariáveis (SISO). Basiamente, o enáriomatemátio é omposto por um problema de otimização om função objetivo em norma2 e onvexa, solução analítia e utilizando o CGO omo estrutura de expansão para asFT estimadas. Este apítulo está organizado em quatro seções, onde são apresentadasalgumas onsiderações iniiais, o equaionamento do problema, sua implementação om-putaional e os exemplos de apliação.Em BAZARAA et alii (1993), enontra-se a seguinte de�nição para função onvexa:De�nição 3.1 (Função Convexa). Seja f : S → R, onde S ⊂ R

n é um onjuntoonvexo não vazio. Diz-se que a função f é onvexa em S se
f(δx1 + (1 + δ)x2) ≤ δf(x1) + f((1 + δ)x2) (3.1)para ada x1, x2 ∈ S e para ada δ ∈ [0, 1].

�A extensão para o aso MIMO é apresentada no próximo apítulo. A notação aser seguida foi apresentada na Seção 2.1 e a estrutura de expansão das FT estimadas édesrita em detalhe na Seção 2.2.2.3.1 CONSIDERAÇÕES INICIAISPara um sistema monovariável qualquer (p = q = 1), seja, iniialmente, o onjunto GSomposto por observações G(jω) de dados omplexos de resposta em freqüênia, alula-dos ou medidos nos m valores de freqüênia ω =
[
ω1 ω2 . . . ωm

]T onvenientementeesolhidos e distribuídos na faixa de interesse:
GS , {G(jω) |G(jω) ∈ C; ω ∈ {ω1, ω2, . . . , ωm}} = {G(jω) |G(jω) ∈ C

m} (3.2)Admite-se que a FT raional estimada de ordem n, Gn
e (s), possa ser esrita omo:

Gn
e (θ, s) =

n∑

k=0

αkPk(s) =
N(α, s)

D(β, s)
=
α0s

n + α1s
n−1 + ...+ αn−1s+ αn

sn + β1sn−1 + ...+ βn−1s+ βn

(3.3)42



onde:
Pk(s) =

sn−k

sn + β1sn−1 + ...+ βn−1s+ βn

(3.4)
α =

[
α0 α1 . . . αn

]T

∈ R
n+1 (3.5)

β =
[
β1 β2 . . . βn

]T

∈ R
n (3.6)

θ =
[
α β

]T

∈ R
2n+1 (3.7)A abordagem SISO para o problema N2CACGO tem por objetivo enontrar ummodelo G(s) ∈ R(s), parametrizado pelo vetor θ =

[
αT βT

]T que resolve o problemade otimização ujo objetivo onsiste em minimizar a função usto dada por: JS(θ) =

JS(α, β) dada por:
JS(θ) = ‖D(β, jω)G(jω)−N(α, jω)‖22 (3.8)onde N(α, jω) e D(β, jω) são, respetivamente, as respostas em freqüênia do numeradore do denominador de Gn

e (s) e θ =
[
αT βT

]T é o vetor de parâmetros a ser determi-nado. O problema N2CACGO onsiste, portanto, em alular os pólos e zeros de Gn
e (s)(parâmetros β de D(s) e α de N(s)) de maneira que a função usto na EQ. 3.8 seja mini-mizada e possa ser utilizada omo ritério para determinar uma aproximação adequadade GS na EQ. 3.2.O �uxograma da metodologia SISO pode ser visto na FIG. 3.1. Ressalta-se que,uma vez determinada a resposta em freqüênia, o algoritmo segue para o método deidenti�ação propriamente dito. O método alula analitiamente os pólos e zeros demaneira ótima, minimizando o usto na EQ. 3.8. Aumenta-se gradativamente a ordemdo modelo estimado, visando alançar o usto previamente estabeleido. Dessa forma,hega-se a uma família de modelos que satisfazem o problema. A esolha de Gn

e (s) estábaseada no ompromisso entre a preisão neessária para se representar o omportamentoda planta e a omplexidade matemátia desejada para o modelo. É possível também queseja feita, num primeiro momento, a estimação de um modelo de ordem n elevada. Casoesse proedimento seja adotado, veri�a-se a possibilidade de redução da ordem dessemodelo por trunamento balaneado via realização balaneada, através da análise dosvalores singulares de Hankel. Esta seção apresenta em detalhes o bloo �Identi�ação�da FIG. 3.1. O bloo �Resposta em freqüênia� foi apresentado por VALLE (2005) e obloo �Redução de Ordem� enontra-se abordado na Seção 2.4.1 desta dissertação.43



FIG. 3.1: Fluxograma da metodologia de identi�ação proposta (SISO).44



3.2 EQUACIONAMENTO DO PROBLEMADe aordo om a expansão de Gn
e (s) sob a forma de onjuntos geradores (EQ. 3.3) earbitrada a ordem n do modelo estimado, estabelee-se o seguinte problema de otimiza-ção:

min
θ∈R2n+1

JS(θ) = min
θ∈R2n+1

∥∥D(β, jω)G(jω)−N(α, jω)
∥∥2

2
(3.9)onde α, β e θ são dados pelas EQ. 3.5−3.7.A função usto pode ser resrita omo:

JS(θ) =
m∑

i=1

∣∣D(β, jωi)G(jωi)−N(α, jωi)
∣∣2 (3.10)ou, simpli�adamente:

JS(θ) =
m∑

i=1

Ψ(jωi)Ψ
∗(jωi) (3.11)onde

Ψ(jωi) = D(β, jωi)G(jωi)−N(α, jωi) (3.12)om Ψ∗(jωi) = Ψ(−jωi), ou seja, �∗� representa o operador onjugado.Lema 3.1 (JS(θ) é onvexo em θ). Dada uma aproximação de ordem n da expansãode Gn
e (θ, s), a função

JS(θ) = ‖D(β, jω)G(jω)−N(α, jω)‖22 (3.13)é onvexa em relação ao vetor paramétrio θ =
[
αT βT

]T .Demonstração: Ver APÊNDICE 9.1.
�Teorema 3.1 (Uma função estritamente onvexa tem um únio mínimo). Seja

S ⊂ R
n um onjunto onvexo não vazio, e f : S → R uma função onvexa. Considere oproblema de minimizar f(x) om x ∈ S. Suponha que xmin ∈ S seja uma solução ótimaloal para o problema.a) Então, xmin é uma solução ótima global.b) Se f é estritamente onvexa, então xmin é a únia solução ótima global.45



Demonstração: Ver BAZARAA et alii (1993).
�De aordo om o Lema 3.1, o problema de otimização desrito na EQ. 3.9 é onvexonas variáveis de deisão α e β. Utilizando o Teorema 3.1, a solução ótima é enontradaalulando-se o gradiente de JS(θ) e fazendo ∇JS(θ) = 0 (BAZARAA et alii, 1993):

∇JS(θ) =
(

∂JS

∂α0

∂JS

∂α1
. . . ∂JS

∂αn

∂JS

∂β1

∂JS

∂β2
. . . ∂JS

∂βn

)T

= 0(2n+1)×1 (3.14)Derivando parialmente a EQ. 3.11 em relação a um parâmetro qualquer θt (αk, k =

0, ..., n ou βl, l = 1, ..., n) de θ dado pela EQ. 3.7:
∂JS

∂θt

=
m∑

i=1

(
∂Ψ(jωi)

∂θt

Ψ∗(jωi) + Ψ(jωi)
∂Ψ∗(jωi)

∂θt

) (3.15)As derivadas pariais de Ψ(jωi) em relação a αk e βl resultam em:
∂Ψ(jωi)

∂αk

= −(jωi)
n−k = −Rn−k(jωi) (3.16)

∂Ψ(jωi)

∂βl

= (jωi)
n−lG(jωi) = Rn−l(jωi)G(jωi) (3.17)e adota-se, por de�nição, Rn(jωi) , (jωi)

n.Substituindo a EQ. 3.16 na EQ. 3.15:
∂JS

∂αk

=
m∑

i=1

[
−Rn−k(jωi)Ψ

∗(jωi)−Ψ(jωi)R
∗

n−k(jωi)
]

=
m∑

i=1

2Re [−Rn−k(jωi)Ψ
∗(jωi)]

=
m∑

i=1

2Re
{
−Rn−k(jωi)

[
D∗(β, jωi)G

∗(jωi)−N∗(α, jωi)
]}

=
m∑

i=1

2Re
[
Rn−k(jωi)N

∗(α, jωi)−Rn−k(jωi)G
∗(jωi)D

∗(β, jωi)
] (3.18)Analogamente, para o parâmetro βl, substituindo a EQ. 3.17 na EQ. 3.15:

∂JS

∂βl

=
m∑

i=1

[
Rn−l(jωi)G(jωi)Ψ

∗(jωi) + Ψ(jωi)R
∗

n−l(jωi)G
∗(jωi)

]

=
m∑

i=1

2Re [Rn−l(jωi)G(jωi)Ψ
∗(jωi)]

=
m∑

i=1

2Re
{
Rn−l(jωi)G(jωi)

[
D∗(β, jωi)G

∗(jωi)−N∗(α, jωi)
]}

=
m∑

i=1

2Re
[
Rn−l(jωi)Γ(jωi)D

∗(β, jωi)−Rn−l(jωi)G(jωi)N
∗(α, jωi)

](3.19)46



onde Γ(jωi) = G(jωi)G
∗(jωi) e Re[.] representa a parte real do argumento.De aordo om a EQ. 3.14, uma ondição de otimalidade é ter ∂JS/∂αk = 0 e

∂JS/∂βl = 0. As EQ. 3.18 e 3.19 podem ser resritas omo:
m∑

i=1

Re[Rn−k(jωi)N
∗(α, jωi)−Rn−k(jωi)G

∗(jωi)D
∗(β, jωi)] = 0 (3.20)

m∑

i=1

Re[Rn−l(jωi)Γ(jωi)D
∗(β, jωi)−Rn−l(jωi)G(jωi)N

∗(α, jωi)] = 0 (3.21)Esolhida a ordem n para o modelo estimado, variam-se os índies k (referentes aovetor de parâmetros α) e l (referentes ao vetor de parâmetros β), nas EQ. 3.20 e 3.21.Manipulando-se algebriamente o onjunto de equações obtido, é possível resrevê-lo naforma de um sistema de equações lineares Qθ = Y , onde os termos independentes sãoaqueles orrespondentes ao oe�iente β0 = 1. A matriz dos oe�ientes, Q, e o vetor Ytêm tratamento omputaional mais fáil se analisados de maneira partiionada. Assim:
Qθ = Y ⇒


 Q1 −Q2

Q3 −Q4





 α

β


 =


 Y1

Y2


 (3.22)Simpli�ando a notação, adotam-se Rn = Rn(jωi), G = G(jωi) e Γ = Γ(jωi) =

G(jωi)G
∗(jωi). As matrizes Qg, g = 1, ..., 4, e os vetores Y1 e Y2 são dados por:

Q1 =
m∑

i=1

Re




RnR
∗

n RnR
∗

n−1 . . . RnR
∗

0

Rn−1R
∗

n Rn−1R
∗

n−1 . . . Rn−1R
∗

0... ... ...
R0R

∗

n R0R
∗

n−1 . . . R0R
∗

0



∈ R

(n+1)×(n+1) (3.23)
Q2 =

m∑

i=1

Re




RnR
∗

n−1G
∗ RnR

∗

n−2G
∗ . . . RnR

∗

0G
∗

Rn−1R
∗

n−1G
∗ Rn−1R

∗

n−2G
∗ . . . Rn−1R

∗

0G
∗... ... ...

R0R
∗

n−1G
∗ R0R

∗

n−2G
∗ . . . R0R

∗

0G
∗



∈ R

(n+1)×n (3.24)
Q3 =

m∑

i=1

Re




Rn−1R
∗

nG Rn−1R
∗

n−1G . . . Rn−1R
∗

0G

Rn−2R
∗

nG Rn−2R
∗

n−1G . . . Rn−2R
∗

0G... ... ...
R0R

∗

nG R0R
∗

n−1G . . . R0R
∗

0G



∈ R

n×(n+1) (3.25)
47



Q4 =
m∑

i=1

Re




Rn−1R
∗

n−1Γ Rn−1R
∗

n−2Γ . . . Rn−1R
∗

0Γ

Rn−2R
∗

n−1Γ Rn−2R
∗

n−2Γ . . . Rn−2R
∗

0Γ... ... ...
R0R

∗

n−1Γ R0R
∗

n−2Γ . . . R0R
∗

0Γ



∈ R

n×n (3.26)
Y1 =

m∑

i=1

Re




RnR
∗

nG
∗

Rn−1R
∗

nG
∗...

R0R
∗

nG
∗



∈ R

n+1 e Y2 =
m∑

i=1

Re




Rn−1R
∗

nΓ

Rn−2R
∗

nΓ...
R0R

∗

nΓ



∈ R

n (3.27)
3.3 IMPLEMENTAÇ�O COMPUTACIONALO objetivo desta seção é apresentar um exemplo partiular literal que torne mais laroo proedimento desrito na seção anterior e mostre omo pode ser feita a implementaçãoomputaional da solução do problema N2CACGO. Para tanto, são onsiderados para osistema que se quer identi�ar:
• ω = [ ω1 ω2 ω3 ]T : vetor de freqüênias de interesse (m = 3);
• GS = {G(jω1), G(jω2), G(jω3)}: resposta em freqüênia na faixa de interesse; e
• n = 2: ordem arbitrada da FT estimada.O modelo estimado G(s) tem a forma da expansão de Gn

e (s) apresentada na EQ.3.28:
G2

e(s) =
α0s

2 + α1s+ α2

s2 + β1s+ β2

(3.28)e o vetor de parâmetros a ser estimado é
θ =

[
α0 α1 α2 β1 β2

]T (3.29)A partir das EQ. 3.22−3.27, monta-se o sistema de equações desrito por:
3∑

i=1

Re




R2R
∗

2 R2R
∗

1 R2R
∗

0 −R2R
∗

1G
∗ −R2R

∗

0G
∗

R1R
∗

2 R1R
∗

1 R1R
∗

0 −R1R
∗

1G
∗ −R1R

∗

0G
∗

R0R
∗

2 R0R
∗

1 R0R
∗

0 −R0R
∗

1G
∗ −R0R

∗

0G
∗

R1R
∗

2G R1R
∗

1G R1R
∗

0G −R1R
∗

1G
∗G −R1R

∗

0G
∗G

R0R
∗

2G R0R
∗

1G R0R
∗

0G −R0R
∗

1G
∗G −R0R

∗

0G
∗G







α0

α1

α3

β1

β2




=
3∑

i=1

Re




R2R
∗

2G
∗

R1R
∗

2G
∗

R0R
∗

2G
∗

R1R
∗

2G
∗G

R0R
∗

2G
∗G
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O objetivo é desenvolver um proedimento de maneira que os somatórios envolvidosneste sistema de equações sejam substituídos por produtos de matrizes, omputaional-mente mais simples e rápidos.Utilizando as equações EQ. 3.22 e EQ. 3.27:
Y =

3∑

i=1

Re




R2(jωi)R
∗

2(jωi)G
∗(jωi)

R1(jωi)R
∗

2(jωi)G
∗(jωi)

R0(jωi)R
∗

2(jωi)G
∗(jωi)

R1(jωi)R
∗

2(jωi)G
∗(jωi)G(jωi)

R0(jωi)R
∗

2(jωi)G
∗(jωi)G(jωi)




=
3∑

i=1

Re




R2ωi
R∗

2ωi
G∗

ωi

R1ωi
R∗

2ωi
G∗

ωi

R0ωi
R∗

2ωi
G∗

ωi

R1ωi
R∗

2ωi
G∗

ωi
Gωi

R0ωi
R∗

2ωi
G∗

ωi
Gωi




(3.30)
A notação Xωi

= X(jωi) será por vezes adotada visando simpli�ar as fórmulas e evitaronfusão om o produto entre X e (jωi).Expandindo o somatório, pode-se esrever:
Y = Re




R2R
∗

2G
∗

ω1
+R2R

∗

2G
∗

ω2
+R2R

∗

2G
∗

ω3

R1R
∗

2G
∗

ω1
+R1R

∗

2G
∗

ω2
+R1R

∗

2G
∗

ω3

R0R
∗

2G
∗

ω1
+R0R

∗

2G
∗

ω2
+R0R

∗

2G
∗

ω3

R1R
∗

2G
∗Gω1 +R1R

∗

2G
∗Gω2 +R1R

∗

2G
∗Gω3

R0R
∗

2G
∗Gω1 +R0R

∗

2G
∗Gω2 +R0R

∗

2G
∗Gω3




= Re


 Y1

Y2


 (3.31)

Reesrevendo Y1 na EQ. 3.31 na forma de um produto de matrizes:
Y1 =




R2(jω1) R2(jω2) R2(jω3)

R1(jω1) R1(jω2) R1(jω3)

R0(jω1) R0(jω2) R0(jω3)







G(jω1) 0 0

0 G(jω2) 0

0 0 G(jω3)







R∗

2(jω1)

R∗

2(jω2)

R∗

2(jω3)


ou

Y1 =
{
Rjω

n .S
jω
m .Rjω

n (:, 1)
} (3.32)onde Rjω

n (:, 1) signi�a a primeira oluna do onjugado transposto da matriz Rjω
n e Sjω

muma matriz diagonal formada pelos pontos de resposta em freqüênia G(jωi) em ω =[
ω1 ω2 . . . ωm

]T , tais que:
Rjω

n =




Rn(jω1) Rn(jω2) . . . Rn(jωm)

Rn−1(jω1) Rn−1(jω2) . . . Rn−1(jωm)... ... ...
R0(jω1) R0(jω2) . . . R0(jωm)




(3.33)49



e
Sjω

m =




G(jω1)

G(jω2) 0

0
. . .

G(jωm)




(3.34)Analogamente, obtém-se Y2 através da seguinte seqüênia de operações:
Y2 =

[
R1ω1

R1ω2
R1ω3

R0ω1
R0ω2

R0ω3

]



Gω1 0 0

0 Gω2 0

0 0 Gω3







G∗

ω1
0 0

0 G∗

ω2
0

0 0 G∗

ω3







R2
∗

ω1

R2
∗

ω2

R2
∗

ω3


ou

Y2 =
{
Rjω

n (2 : n+ 1, :).Sjω
m .S−jω

m .Rjω
n (:, 1)

} (3.35)onde Rjω
n (2 : n + 1, :) signi�a a submatriz formada a partir de Rjω

n , exluindo-se aprimeira linha, e S−jω
m = (Sjω

m )
∗.Para as matrizes Qg, g = 1, ..., 4, proede-se da mesma maneira, e hega-se aosseguintes resultados:

Q1 =
3∑

i=1

Re




R2R
∗

2 R2R
∗

1 R2R
∗

0

R1R
∗

2 R1R
∗

1 R1R
∗

0

R0R
∗

2 R0R
∗

1 R0R
∗

0


 =

= Re








R2ω1
R2ω2

R2ω3

R1ω1
R1ω2

R1ω3

R0ω1
R0ω2

R0ω3







R2
∗

ω1
R1

∗

ω1
R0

∗

ω1

R2
∗

ω2
R1

∗

ω2
R0

∗

ω2

R2
∗

ω3
R1

∗

ω3
R0

∗

ω3






ou

Q1 = Re
{
Rjω

n .R
jω
n

} (3.36)
Q2 =

3∑

i=1

Re








R2R
∗

1G
∗ R2R

∗

0G
∗

R1R
∗

1G
∗ R1R

∗

0G
∗

R0R
∗

1G
∗ R0R

∗

0G
∗








=

= Re








R2ω1
R2ω2

R2ω3

R1ω1
R1ω2

R1ω3

R0ω1
R0ω2

R0ω3







G∗

ω1
0 0

0 G∗

ω2
0

0 0 G∗

ω3







R∗

1ω1
R∗

0ω1

R∗

1ω2
R∗

0ω2

R∗

1ω3
R∗

0ω3
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ou
Q2 = Re

{
Rjω

n .S
−jω
m .Rjω

n (:, 2 : n+ 1)
} (3.37)

Q3 =
3∑

i=1

Re

{[
R1R

∗

2G R1R
∗

1G R1R
∗

0G

R0R
∗

2G R0R
∗

1G R0R
∗

0G

]}
=

= Re





[
R1ω1

R1ω2
R1ω3

R0ω1
R0ω2

R0ω3

]



Gω1 0 0

0 Gω2 0

0 0 Gω3







R∗

2ω1
R∗

1ω1
R∗

0ω1

R∗

2ω2
R∗

1ω2
R∗

0ω2

R∗

2ω3
R∗

1ω3
R∗

0ω3






ou

Q3 = Re
{
Rjω

n (2 : n+ 1, :).Sjω
m .Rjω

n

} (3.38)
Q4 =

3∑

i=1

Re

{[
R1R

∗

1G
∗G R1R

∗

0G
∗G

R0R
∗

1G
∗G R0R

∗

0G
∗G

]}
=

= Re





[
R1ω1

R1ω2
R1ω3

R0ω1
R0ω2

R0ω3

]



Gω1G
∗

ω1
0 0

0 Gω2G
∗

ω2
0

0 0 Gω3G
∗

ω3







R∗

1ω1
R∗

0ω1

R∗

1ω2
R∗

0ω2

R∗

1ω3
R∗

0ω3






ou

Q4 = Re
{
Rjω

n (2 : n+ 1, :).Sjω
m .S−jω

m .Rjω
n (:, 2 : n+ 1)

} (3.39)3.4 APLICAÇÕESNesta seção, são apresentados ino exemplos que ilustram o emprego da metodologiaN2CACGO. Para quatro deles, parte-se de um modelo onheido G(s). O onjuntode dados GS, de�nido na EQ. 3.2, é formado por valores de resposta em freqüêniaalulados G(jω), fazendo-se s = jω para ω =
[
ω1 ω2 . . . ωm

]T . O proedimentode gerar os dados a partir de modelos onheidos é adotado om o objetivo de veri�aro funionamento da ténia de identi�ação para posterior apliação em sistemas físiosreais. Em outro exemplo, o onjunto GS é formado por dados de resposta em freqüêniamedidos em laboratório. Os ustos são alulados por:
J = ‖G(jω)−Gn

e (jω)‖2 (3.40)e os modelos estimados obtidos em ada exemplo podem ser vistos no APÊNDICE 9.2.51



3.4.1 EXEMPLO ACADÊMICO ISeja a FT biprópria, de sétima ordem e de fase mínima, ujos oe�ientes do nu-merador e do denominador estão apresentados na TAB. 3.1. A mesma FT foi utilizadaem ADES & SILVEIRA (2006). A TAB. 3.2 mostra os ustos de ajuste dos modelosestimados om ordens variando de 1 a 7, alulados pela metodologia proposta (J1),omparativamente àqueles obtidos para os modelos de ordens 2, 5 e 7 obtidos a partir daapliação da ténia apresentada em ADES & VALLE (2005) (J2). O vetor de freqüên-ias ompreende 100 pontos om espaçamento logarítmio uniforme entre 0,01 rad/s e100 rad/s. TAB. 3.1: Coe�ientes de G(s) para o Exemplo 3.4.1.Grau em s Coef. do numerador Coef. do denominador
s7 0,100000000 1,000000000
s6 4,753000000 16,82000000
s5 90,01275000 252,6691000
s4 863,2453825 2476,872788
s3 4417,863626 13659,19997
s2 11761,82161 59044,40987
s1 14942,80380 131354,0179
s0 6958,320022 87580,35014

TAB. 3.2: Custos de ajuste dos modelos estimados Gn
e (s) pela Metodologia N2CACGO(J1) e por ADES & VALLE (2005) (J2) para o Exemplo 3.4.1.Ordem (n) J1 J21 15, 126 −−−2 3, 018 2, 440× 10−13 1, 466 −−−4 6, 320× 10−4 −−−5 3, 795× 10−4 2, 745× 10−16 6, 306× 10−4 −−−7 3, 439× 10−4 1, 495× 10−2
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() (d)FIG. 3.2: Diagramas de resposta em freqüênia dos modelos obtidos e do sistema(Exemplo 3.4.1): (a)G1
e(s), (b)G2

e(s), ()G3
e(s) e (d)G4

e(s).A análise da TAB. 3.2 permite onluir que a metodologia de identi�ação propostaapresentou resultados satisfatórios, om ustos relativamente baixos, a partir do modelode 4a. ordem. Assim, foi possível obter soluções de ordens mais baixas que a do modelooriginal. Para os modelos de ordens 5 e 7, os ustos alançados foram menores queaqueles apresentados por ADES & VALLE (2005). A FIG. 3.2 apresenta as respostasem freqüênia dos modelos estimados om ordens 1 a 4, obtidos pelo algoritmo proposto,omparativamente à resposta em freqüênia forneida G(jω). Nota-se, gra�amente, asobreposição das urvas de G(jω) e G4
e(jω).
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3.4.2 EXEMPLO ACADÊMICO IIA FT estritamente própria desrita pela EQ. 3.41 representa a dinâmia de umsistema de aionamento de quatro disos (ENNS, 1984) (AGUIRRE, 1994). Suas ara-terístias prinipais são a presença de um par de zeros em s = 2, 2616 ± 5, 1916i (fasenão-mínima) e um integrador duplo (pólo de multipliidade 2 em s = 0).
G(s) =

0, 01(0, 64s5 + 0, 235s4 + 7, 13s3 + 100, 02s2 + 10, 45s+ 99, 55)

s2(s6 + 0, 161s5 + 6, 004s4 + 0, 5822s3 + 9, 9835s2 + 0, 4073s+ 3, 982)
(3.41)A TAB. 3.3 apresenta os ustos dos modelos de ordens 2 a 15 obtidos pela metodologiaproposta. O modelo G8

e(s) é o primeiro a apresentar um usto relativamente baixo emrelação ao modelo original. O vetor de freqüênias utilizado é formado por 100 pontosom espaçamento logarítmio uniforme entre 0,1 rad/s e 10 rad/s.TAB. 3.3: Custos de ajuste dos modelos estimados Gn
e (s) pela Metodologia N2CACGO(J) para o Exemplo 3.4.2.Ordem (n) J Ordem (n) J2 75,535 9 3, 903× 10−103 62,970 10 1, 668× 10−114 259,280 11 6, 756× 10−105 58,584 12 3, 288× 10−96 42,354 13 4, 917× 10−97 96,596 14 1, 237× 10−98 1, 583× 10−11 15 3, 463× 10−8A FIG. 3.3 mostra os diagramas de resposta em freqüênia dos modelos estimadosde ordens 6 e 8, omparativamente à resposta em freqüênia da FT original. Nota-se umbom ajuste para G8

e(s), onforme apresentado na TAB. 3.3.
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(a) (b)FIG. 3.3: Diagramas de resposta em freqüênia dos modelos obtidos e do sistema(Exemplo 3.4.2): (a) G6
e(s) e (b) G8

e(s).3.4.3 SISTEMA COM ATRASOAtrasos temporais freqüentemente apareem em sistemas de ontrole. Podem estarpresentes no proesso propriamente dito ou na manipulação dos sinais sensoreados. Oretardo faz-se presente em diversas situações omo, por exemplo, nas plantas químiase nas operações espaiais. No primeiro grupo, os atrasos estão relaionados ao tempode esoamento do material ao longo dos dutos. No segundo, deve-se onsiderar o atrasoexistente na transmissão dos sinais sensoreados de um veíulo em órbita para a estaçãoterrena.Os atrasos diminuem a margem de estabilidade do sistema. Portanto, é neessárioque seus efeitos sejam analisados e onsiderados nas apliações em que se fazem pre-sentes. Por exemplo, seja o sistema de ontrole de nível de um reservatório (DORF,1986) mostrado na FIG. 3.4. Visando manter o nível onstante, atua-se numa válvula deajuste de vazão, segundo os dados forneidos pelo sensor (bóia). Quando a demanda pelolíquido rese, o reservatório tende a esvaziar, exigindo o aumento da abertura da válvulapara a passagem de um maior volume de líquido. À medida que a demanda diminui, oreservatório volta a enher, aproximando-se do limite máximo estabeleido. Nesta ope-ração, o atuador hidráulio age na válvula, estreitando sua abertura e impedindo queo reservatório transborde. O atraso entre a válvula de ajuste e a saída do líquido é de
T = d/v, onde d é a distânia entre a válvula e a extremidade de saída do tubo, e v, aveloidade de esoamento do líquido. Adotando a taxa de vazão de 5m3/s, a área da55



seção reta do tubo de 1m2 e d = 5m, tem-se T = 1s. A FT em malha aberta é:
GH(s) = GA(s)G(s)Gf(s)e

−sT

=
31, 5

(s+ 1)(30s+ 1)[(s2/9) + (s/3) + 1]
e−sTAs margens de fase (PM) são aluladas onsiderando o sistema sem e om atraso eforneem os valores PM = 40o e PM = −3o, respetivamente. As urvas de módulo nãosofrem variação. Portanto, para o retardo onsiderado, o sistema é instável.

(a)

(b)FIG. 3.4: Exemplo de um sistema om retardo: (a) Sistema de ontrole de nível, (b)Diagrama em bloos do sistema.A manipulação do modelo de um sistema om retardo pode se tornar bastante om-plexa, uma vez que a FT envolvida não é uma razão de polin�mios em s. As téniasde aproximação tentam representar o termo referente ao retardo, e−sT , por uma funçãoraional, através de uma expansão em série. Em PICHE (1990), STAHL & HIPPE (1987)e BEGHI et alii (1997), são sugeridas algumas aproximações. Uma abordagem muito em-pregada na literatura é a aproximação de Padé. Este método proura determinar umafunção raional Gpadé(s), tal que o erro ǫ dado por:
e−sT −Gpadé(s) = ǫ, Gpadé(s) =

a0s
n + a1s

n−1 + . . .+ an−1s+ an

b0sn + b1sn−1 + . . .+ bn−1s+ 156



seja pequeno. A estratégia utilizada onsiste em expandir e−sT e Gpadé(s) em série deMalauren e igualar os oe�ientes das potênias orrespondentes. O número de termosda expansão varia de aordo om a preisão desejada. Por exemplo, as aproximações deprimeira e segunda ordens forneem:
e−sT ∼= G1

padé(s) =
1− (sT/2)

1 + (sT/2)
e e−sT ∼= G2

padé(s) =
1− (sT/2) + (sT )2/12

1 + (sT/2) + (sT )2/12A aproximação de Padé sugere que a representação ideal do atraso por uma FTraional seja obtida quando o número de termos da expansão em série tende para in�nito.Dessa maneira, uma FT aparentemente de baixa ordem, que apresenta retardo, temsua ordem aumentada quando se deseja obter modelos ada vez mais preisos. Outradesvantagem dessa aproximação é a di�uldade de se obter soluções analítias.Considerando, agora, o modelo desrito na EQ. 3.42, a ténia de identi�ação pro-posta tem por objetivo sugerir um modelo estimado Gn
e (s) raional, obtido analitia-mente, que possa substituir matematiamente a FT om retardo:

G(s) =
64/9− θ

[
1/3 + e−Ts

]

s− 5/3
(3.42)onde T representa o atraso e θ = (64/9)

[
(1/3) + e−5T/3

]
−1.Os ustos apresentados na TAB. 3.4 foram obtidos utilizando um vetor de freqüêniasom 100 pontos e espaçamento logarítmio uniforme na faixa de 0,1 rad/s a 100 rad/s e

T = 0, 25. A partir do modelo G9
e(s), a metodologia de identi�ação proposta apresentouustos relativamente baixos e boas aproximações para a função om retardo da EQ. 3.42.TAB. 3.4: Custos dos modelos estimados Gn

e (s) pela Metodologia N2CACGO (J) parao Exemplo 3.4.3.Ordem (n) J Ordem (n) J2 4,0302 9 7, 9609× 10−23 3,6720 10 4, 3271× 10−34 2,8024 11 1, 8332× 10−45 3,8365 12 6, 2784× 10−66 1,7587 13 3, 9813× 10−67 2,8245 14 3, 7319× 10−68 1,2418 15 2, 2439× 10−6A FIG. 3.5 ompara as respostas em freqüênia do modelo original om as dos mode-los estimados de ordens 2, 4, 8 e 9. Da análise da TAB. 3.4 e dos grá�os de resposta em57



freqüênia, onlui-se que G9
e(s) pode ser adotado omo aproximação raional da funçãoom retardo original.
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e(s).3.4.4 LEVITADOR MAGNÉTICOO levitador magnétio apresentado na FIG. 3.6 é um sistema que onsiste em mantersuspensa uma esfera de aço, atuando através de uma força magnétia que se oponha àforça peso provoada pelo ampo gravitaional da terra. Devido à instabilidade inerenteao sistema, foi viável apenas realizar a identi�ação em malha fehada, isto é, om osistema previamente estabilizado. O proedimento detalhado de obtenção da urva deresposta em freqüênia é apresentado em WULHYNEK (2002).58



FIG. 3.6: Levitador magnétio (Laboratório de Controle, IME)A TAB. 3.5 ompara os ustos obtidos om a ténia proposta (ADES & SILVEIRA,2006) e aqueles apresentados por WULHYNEK (2002). O vetor de freqüênias om-preende 61 pontos entre 10 rad/s e 160 rad/s, medidos em laboratório e apresentadosem WULHYNEK (2002).TAB. 3.5: Custos de ajuste dos modelos estimados Gn
e (s) pela Metodologia N2CACGO(J1) e por WULHYNEK (2002) (J2) para o Exemplo 3.4.4.Ordem (n) J1 J2 Ordem (n) J1 J21 7, 8570 7, 3989 8 1, 3589 3, 67602 5, 1453 3, 9146 9 0, 7454 3, 67603 11, 8770 3, 6892 10 2, 4682 3, 01474 1, 2211 3, 6760 11 1, 6605 2, 98035 2, 6235 3, 6760 12 1, 0534 2, 98036 0, 9070 3, 6760 13 2, 7641 2, 98037 0, 8786 3, 6760 14 1, 3592 2, 9803A FIG. 3.7 mostra a resposta em freqüênia dos modelos estimados de ordens 4, 6, 7e 9 obtidas pelo algoritmo proposto, omparativamente à resposta em freqüênia medida

G(jω). O exemplo do levitador magnétio, mostra, partiularmente, as di�uldades emse identi�ar um sistema real.
59
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e(s), (b) G6
e(s), () G7

e(s) e (d) G9
e(s).Problemas omo ruído e impreisão dos sensores e dos instrumentos de medida po-dem tornar o levantamento de dados bastante omplexo. Como onseqüênia direta, ametodologia de identi�ação poderá forneer modelos ujas dinâmias não orrespoderãoaos omportamentos dos sistemas a serem ontrolados. Um maior número de mediçõesom tratamento mais e�iente do ruído e um maior número de pontos de resposta emfreqüênia são medidas que tendem a suavizar as urvas e foneer modelos mais preisos.3.4.5 SISTEMA ELÉTRICO DE POTÊNCIA INTERLIGADO BRASILEIRO (SIB)Este exemplo propõe uma metodologia para redução de ordem de modelos de sis-temas de grande porte, ombinando a ténia de identi�ação N2CACGO e a ténia detrunamento modal apresentada na Seção 2.4.2. O objetivo onsiste em obter modelos de60



ordem reduzida GR(s), preservando alguns pólos dominantes do modelo de ordem elevada
G(s). Essa araterístia é partiularmente útil para sistemas elétrios de potênia, ondeos pólos possuem um signi�ado físio onheido. Um dos passos do algoritmo onsiste,portanto, na determinação por trunamento modal do modelo GM(s) que ontenha adinâmia relevante do sistema. O modelo reduzido �nal GR(s) é obtido através do ajusteda resposta em freqüênia, onforme a EQ. 3.43:

J = ‖G(jω)−GR(jω)‖22 (3.43)O proedimento seguido neste exemplo está desrito resumidamente no diagrama embloos da FIG. 3.8 e de maneira detalhada em SILVEIRA et alii (2006). Parte-se domodelo ompleto G(s) do sistema. Em seguida, os pólos dominantes são alulados eordenados, de aordo om os IDMNI, onforme apresentado na Seção 2.4.2. A dinâmiarelevante do sistema a ser preservada no modelo de ordem reduzida GR(s) é, então,determinada, obtendo-se o equivalente modal om ordem mínima GM(s). A reduçãode ordem pode ser feita de três maneiras distintas, sendo uma delas via BALMR e asoutras através do ajuste da resposta em freqüênia. Para a apliação do método BALMRneste exemplo, foi neessária uma redução prévia de ordem do modelo ompleto. Nesteaso, o equivalente modal GM(s) deve ser de ordem moderada, de forma que seu erro detrunamento seja muito pequeno. O trunamento balaneado foi utilizado apenas para�ns omparativos. Apesar de ser uma ténia ótima de redução de ordem de modelos,o BALMR não preserva os pólos no modelo reduzido, onforme apresentado na Seção2.4.1.Os Métodos 1 e 2 de ajuste da resposta em freqüênia busam minimizar o usto Jda EQ. 3.43 seguindo estratégias difereniadas. O Método 1 minimiza J através do ajustede um modelo omplementar G̃(s), obtido através da metodologia N2CACGO, somadoao modelo GM(s), de modo que GR(s) = GM(s) + G̃(s). Desta maneira, admitindo quea resposta em freqüênia do modelo ompleto G(jω) é uma omposição de outras duas:
G(jω) ≈ GM(jω) + G̃(jω) = GR(jω)o modelo omplementar G̃(s) é determinado pela metodologia N2CACGO utilizandoomo onjunto de dados:

GS =
{
G̃(jω)|G̃(jω) = G(jω)−GM(jω)

}O Método 2 propõe o ajuste de GR(s) através do posiionamento dos zeros de GM(s).Nesta segunda abordagem, que utiliza o prinípio da ténia de imposição de pólos apre-sentada na Seção 2.3, é possível o álulo de todos os zeros ou apenas de uma parte61



deles, aso se deseje preservar alguns zeros do modelo ompleto. O algoritmo permiteainda que o modelo reduzido obtido pelo Método 2 seja reajustado pelo Método 1. Esseproedimento visa obter modelos reduzidos ainda mais preisos.Para ambos os métodos, GR(s) = NR(s)/DR(s), onde DR(s) ontém os pólos do-minantes do modelo ompleto (Método 2) ou os dominantes aresidos daqueles do mo-delo auxiliar G̃(s) (Método 1). A busa se limita sempre a soluções GR(s) de ordensmenores que a do modelo original ujos ustos sejam inferiores ou iguais a um valor pré-determinado Jmax. Os problemas são onvexos nas variáveis de deisão, apresentandosolução únia, que é obtida de forma direta.

FIG. 3.8: Diagrama em bloos do proedimento adotado no Exemplo 3.4.5.O presente exemplo faz uso do Sistema Elétrio de Potênia Interligado Brasileiro.Este sistema possui araterístias ontinentais om predominânia de geraçãohidrelétria, alimentando grandes argas através de linhas de transmissão de longas dis-tânias. Este sistema foi reentemente ampliado om a interligação das áreas Norte(Norte/Nordeste) e Sul (Sul/Sudeste/Centro-Oeste) para interâmbio energétio. Todos62



os equipamentos relevantes do sistema para esse estudo foram detalhadamente modela-dos (MARTINS et alii, 1999), resultando num modelo om 1.676 variáveis de estado. Notrabalho desrito nesta dissertação, alguns ontroladores foram desonetados de formaa tornar instável, para uma dada ondição operativa, o modo interárea Norte-Sul deosilação eletromeânia (0, 1089± 1, 2052i), resultando em 1.637 estados.A FT esolhida para apliação da metodologia proposta é a mesma utilizada para aestabilização desse modo interárea, G(s) = P (s)/B(s), onde P e B são as transformadasde Laplae do desvio de potênia ativa na linha de interligação e da suseptânia assoiadaao Compensador Série Controlado a Tiristores (TCSC) instalado no terminal Sul (Serrada Mesa), respetivamente. A realização em espaço de estados dessa FT possui o termode transmissão direta não nulo D = 4, 88× 10−3.A FIG. 3.9 mostra o espetro de pólos do modelo ompleto, destaando aquelesenontrados segundo o método proposto em SILVA (2005). O APÊNDICE 9.4 ontémuma tabela om os 49 pólos mais dominantes e os respetivos IDM do modelo ompletodo SIB adotado neste exemplo.
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FIG. 3.10: Fluxograma da metodologia proposta para redução de ordem de modelos degrande porte (Exemplo 3.4.5).64



No Método 1, admite-se que, na solução,
G(jω) ≈ GM(jω) + G̃(jω) = GR(jω) (3.44)onde G̃(jω) representa a resposta em freqüênia da FT responsável pelo ajuste entre

G(jω) e GR(jω). A ombinação em paralelo GM(s) + G̃(s) foi adotada não somente porapresentar melhor ondiionamento numério que a ombinação em série GM(s)G̃(s),mas também por resultar em modelos reduzidos de ordens mais baixas.A ténia de identi�ação desrita neste apítulo é apliada a
G̃(jω) = G(jω)−GM(jω) (3.45)de forma a obter uma família de modelos de ajuste. As FT raionais estimadas de ordem

p são dadas por G̃p
e(s) = N(α, s)/D(β, s), onforme desrito pelas EQ. 3.3−3.7.O ritério de erro adotado J(θ) para o ajuste de um modelo que possua a respostaem freqüênia G̃(jω) é dado por:

J(θ) =
∥∥∥D(β, jω)G̃(jω)−N(α, jω)

∥∥∥
2

(3.46)onde θ =
[
αT βT

]T é o vetor de parâmetros a ser determinado. O modelo omple-mentar G̃p
e(s) é estimado segundo o proedimento desrito na metodologia N2CACGO.No Método 2, o ajuste das urvas de resposta em freqüênia é feito pelo álulodos zeros ótimos de GM(s). Deseja-se enontrar a função estimada Gk

e(s) om os pólospreviamente esolhidos por trunamento modal e uja resposta em freqüênia melhor seaproxime de G(jω). O ritério adotado é:
J(γ) = ‖G(jω)−Gk

e(jω)‖2 (3.47)Nesta abordagem, as funções estimadas serão desritas pela EQ. 3.3. O Método 2 éum aso partiular daquele apresentado por VALLE (2005). O vetor de pólos que antesera determinado pelo uso de um algoritmo estimador, que fazia a análise da respostaem freqüênia disreta do sistema real e determinava as informações relevantes é, agora,substituído pelos pólos dominantes obtidos por IDMNI.Dado o polin�mio araterístio de Pi(s) (ujas raízes são os pólos dominantes es-pei�ados) para Gk
e(γ, s), pode-se determinar qual é o onjunto de zeros do modelo queproporiona o melhor ajuste. Para isso, resolve-se o seguinte problema de otimização:

min
γ∈Rk

J(γ) = min
γ∈Rk

∥∥∥∥∥G(jω)−
k∑

i=0

γiPi(jω)

∥∥∥∥∥
2

(3.48)65



onde o vetor de parâmetros γ = [ γ0 γ1 . . . γk ]T , alulado analitiamente, de�ne osoe�ientes do polin�mio ujas raízes são os zeros ótimos para o problema. Esolhida aordem k do modelo mínimoGM(s), o algoritmo estima uma funçãoGk
e(s) ujo onjunto dezeros pode ser total ou parialmente alulado. Para o segundo aso, �xa-se previamenteuma parte do onjunto de zeros do modelo original. Os zeros a serem mantidos sãoesolhidos efetuando-se o álulo dos pólos do sistema inverso e ordenando-os segundo oIDMNI. Considere o modelo do sistema original, om termo de transmissão direta D 6= 0,desrito por: Sistema original: {

ẋ = Ax+Bu

y = Cx+Du
(3.49)O modelo do sistema inverso pode ser determinado fazendo-se a saída igual a entrada(y = u) na EQ. 3.49, de maneira que:

{
ẋi = Axi +By

u = Cxi +Dy

y = D−1(u− Cxi) = −D−1Cxi +D−1u

ẋi = Axi +BD−1(u− Cxi) = (A−BD−1C)xi +BD−1ue o modelo do sistema inverso pode ser esrito omo:Sistema inverso: {
ẋi = (A−BD−1C)xi +BD−1u

y = −D−1Cxi +D−1u
(3.50)Veri�a-se, na prátia, que os pólos e os zeros do sistema original desrito pela EQ. 3.49orrespondem, respetivamente, aos zeros e pólos do sistema inverso, dado pela EQ. 3.50.Para �ns omparativos, os resultados obtidos pela apliação dos Métodos 1 e 2 e pelaténia de trunamento modal são omparados àqueles obtidos por BALMR. De�nindo-se, por exemplo, o limitante superior do usto Jmax = 9, 50× 10−4, são obtidos modelos

GR(s) de ordem r = 6 (J = 9, 37 × 10−4), apliando-se o BALMR em um equivalentemodal de ordem 145, e de ordem r = 40 (J = 8, 66 × 10−4), reduzindo-se o modeloompleto por trunamento modal. Busa-se, portanto, através das metodologias de iden-ti�ação propostas, ontornar as restrições do método de trunamento modal, de maneiraa obter resultados mais próximos aos apresentados pelo BALMR.Na apliação do Método 1, varia-se a ordem de GM(s) e estima-se o modelo deajuste G̃(s) orrespondente, veri�ando-se a possibilidade da redução de sua ordem portrunamento balaneado. Apliando-se o BALMR em G̃(s), obtém-se G̃r(s), que so-mado a GM(s) produz um modelo super-reduzido GR,r(s) = GM(s) + G̃r(s). Para �ns66



omparativos, foram de�nidos três ustos, relaionando a resposta em freqüênia do sis-tema G(jω) às respostas em freqüênia dos modelos mínimo GM(jω), reduzido GR(jω)e, quando possível, super-reduzido GR,r(jω). Desta maneira:
J1 = ‖G(jω)−GM(jω)‖2 (3.51)
J2 = ‖G(jω)−GR(jω)‖2 (3.52)
J3 = ‖G(jω)−GR,r(jω)‖2 (3.53)Na apliação do Método 2, realiza-se o ajuste dos zeros, de aordo om a ordem rdeterminada para o modelo GM(s). Para ambos os métodos, a ordem máxima do modeloreduzido GR(s) (ou GR,r(s), no aso do Método 1) foi limitada a r ≤ 15. Para o esta-beleimento de GM(s) foram sempre onsiderados os pólos mais dominantes segundo oIDMNI, sendo utilizados 100 pontos no vetor de freqüênias ω om espaçamento logarít-mio uniforme na faixa de interesse (0,01 rad/s ≤ ω ≤ 100 rad/s). Os resultados obtidosestão apresentados nas TAB 3.6 e TAB. 3.7. Na TAB. 3.6, veri�a-se que o usto J1referente ao equivalente modal de ordem 10 é maior que aquele alulado para o equiva-lente modal de ordem 8. Em alguns momentos, o arésimo de novas parelas modais aomodelo reduzido GM(s) pode degradar o usto. O que deve ser notado é que este valordeve ser menor ou igual ao limitante superior do erro, onforme apresentado na EQ. 2.38.A TAB. 3.7 mostra os modelos GMC e GMP , obtidos através do ajuste ompleto e parialdo onjunto de zeros, respetivamente.TAB. 3.6: Custos das soluções obtidas pelo Método 1 para o Exemplo 3.4.5.Ordem Custos (×10−4)

GM(s) G̃(s) G̃r(s) GR,r(s) J1 J2 J32 7 4 6 355,16989 9,84029 9,428674 6 4 8 151,64296 11,87758 10,189776 6 4 10 144,81427 11,45566 10,473638 7 4 12 86,71269 9,32788 9,1565410 7 5 15 135,69310 7,80563 7,78948Esses resultados podem ser omparados om aqueles obtidos pelo método BALMR.Gerou-se um modelo reduzido GM(s) de ordem 145, por trunamento modal, para o qualo usto em relação ao modelo ompleto é J = 2, 74×10−4. Sobre este modelo foi possívelapliar o BALMR, obtendo-se os resultados da TAB. 3.8.O Método 2 apresentou bons resultados om ordens mais baixas que o Método 1. Omodelo reduzido obtido por álulo dos zeros pode ainda ser utilizado omo GM(s) no67



TAB. 3.7: Custos das soluções obtidas pelo Método 2 para o Exemplo 3.4.5.Ordem Custo (×10−4)
GMC(s) e GMP (s) J1(GMC(s)) J1(GMP (s))2 223,57136 321,023174 31,30758 39,000386 13,42278 22,685648 9,17014 15,8976410 7,66939 12,43946TAB. 3.8: Custos das soluções obtidas por trunamento modal (IDMNI) e BALMRpara o Exemplo 3.4.5.Ordem Custo (×10−4)

GM(s) GR,r(s)6 9,376518 6,99355145 10 8,7113912 3,8408314 3,42313Método 1, permitindo um melhor ajuste entre as respostas em freqüênia. As soluçõesque apresentaram os menores ustos nos Métodos 1 e 2 estão resumidas nas TAB. 3.9 e3.10, onde são mostrados os pólos e zeros alulados em ada aso. Essas tabelas mostramque os pólos de GM(s) foram preservados nos dois métodos. Partiularmente, a TAB.3.9 destaa os pólos aresidos devido ao modelo de ajuste G̃(s) e a TAB. 3.10 mostra opar de zeros que foi mantido (s = −0, 3127 ± 2, 9347i) no ajuste parial para obtençãode GMP (s).TAB. 3.9: Pólos e zeros do modelo G15
R,r(s) obtido pelo Método 1 para o Exemplo 3.4.5.Pólos Zeros

+0, 1089± 1, 2052i −3, 1691± 12, 126i
−2, 9648± 4, 7919i −2, 5663± 10, 275i

GM(s) −4, 0121± 4, 2190i −4, 2590± 9, 0913i
−3, 1879± 9, 2842i −0, 3809± 2, 8503i
−2, 6030± 10, 721i −4, 2579± 4, 0552i
−2, 0592± 4, 2201i −2, 3040± 4, 5518i

G̃(s) −3, 3451± 12, 070i +0, 6849
−116, 16 −0, 6728

−115, 0568



TAB. 3.10: Pólos e zeros dos modelos G10
MC(s) e G10

MP (s) obtidos pelo Método 2 para oExemplo 3.4.5.Pólos Zeros
G10

MC(s) G10
MP (s)

+0, 1089± 1, 2052i −2, 6024± 10, 409i −0, 3127± 2, 9347i
−2, 9648± 4, 7919i −4, 0342± 9, 0864i −2, 7526± 10, 834i
−4, 0122± 4, 2191i −4, 3236± 4, 7244i −5, 5063± 3, 6913i
−3, 1879± 9, 2842i −0, 4589± 2, 8417i −3, 0395± 8, 6119i
−2, 6030± 10, 721i +0, 6797 +0, 6648

−0, 6600 −0, 6167As respostas em freqüênia dos quatro primeiros modelos obtidos em ada um dosmétodos (Método 1 e Método 2 om ajuste ompleto e parial) podem ser vistas nasFIG. 3.11−3.13. A FIG. 3.14 onsolida os resultados obtidos, mostrando as urvas deresposta em freqüênia dos modelos reduzidos que apresentaram os menores ustos emada método, omparativamente à urva do modelo ompleto.
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4 EXTENS�O DA METODOLOGIA N2CACGO PARA SISTEMAS MIMO
O apítulo anterior abordou a identi�ação de sistemas monovariáveis om o uso daténia N2CACGO. Entretanto, diversos sistemas reais são ompostos por múltiplas en-tradas e múltiplas saídas (MIMO) omo, por exemplo, as plantas aeronáutias, químiase os sistemas elétrios de potênia. Naturalmente, a omplexidade dos sistemas multiva-riáveis, em todos os aspetos, tende a reser, à medida que se aumenta a quantidade deanais onsiderados, ou seja, o número de ombinações possíveis entre entradas e saídas.Busa-se, agora, não mais uma FT que desreva a dinâmia do sistema, mas uma MatrizFunção de Transferênia (MFT), omposta por p× q FT, onde p é o número de entradase q o número de saídas do sistema. Cada elemento da MFT desreve a dinâmia de umdos p×q anais. Neste ontexto, a obtenção de um modelo preiso para o sistema failitabastante a análise e a síntese de ontrole.A ténia N2CACGO apresentada no Capítulo 3 pode ser empregada em sistemasMIMO, observadas a linearidade e a invariânia no tempo destes últimos. Para isso,faz-se neessário apliá-la individualmente, em ada um dos anais. Dessa maneira, adaanal terá um modelo estimado distinto.É interessante que se tenha uma metodologia de identi�ação de sistemas MIMOque seja uma simples extensão da metodologia N2CACGO para sistemas monovariáveis,busando manter suas prinipais araterístias: solução analítia, onvexidade e otima-lidade, segundo o ritério adotado.A MFT obtida através da apliação da extensão da metodologia SISO propostaontém denominador omum, isto é, todos os anais ompartilham a mesma dinâmia.Dessa forma, esta ténia proposta para a identi�ação de sistemas multivariáveis permiteque os modelos sejam estimados om menor quantidade de parâmetros que no aso itadono parágrafo anterior.O Capítulo 4 está organizado em quatro seções. A primeira apresenta algumas on-siderações iniiais. As duas seguintes tratam do equaionamento do problema e da im-plementação omputaional. A quarta se dedia às apliações da metodologia proposta,enfatizando seu uso em plantas aeronáutias e sistemas elétrios.
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4.1 CONSIDERAÇÕES INICIAISConsidere um sistema multivariável de p entradas e q saídas, do qual se dis-põe somente de um onjunto GM omposto por observações G(jω) de dados om-plexos de resposta em freqüênia, alulados ou medidos nos m valores de freqüênia
ω =

[
ω1 ω2 . . . ωm

]T onvenientemente esolhidos e distribuídos na faixa de inte-resse:
GM ,

{
G(jω)

∣∣G(jω) ∈ C
q×p; ω ∈ {ω1, ω2, . . . , ωm}

} (4.1)A MFT identi�ada Ge(θ, s) ∈M q×p(R(s)) assume a forma genéria
Ge(θ, s) =




Gn
e,11(s) Gn

e,12(s) . . . Gn
e,1p(s)

Gn
e,21(s) Gn

e,22(s) . . . Gn
e,2p(s)... ... . . . ...

Gn
e,q1(s) Gn

e,q2(s) . . . Gn
e,qp(s)




(4.2)onde Gn
e,λ(s) são as p × q FT estimadas de ordem n e λ ∈ Λ é um índie que india oanal espeí�o, dado pela EQ. 2.4. Analogamente ao aso monovariável, as FT Gn

e,λ(s)são raionais e próprias, sendo estimadas om ordem n e representadas omo:
Gn

e,λ(θ, s) =
n∑

k=0

αλ
kPk(s) =

N(αλ, s)

D(β, s)
=
αλ

0s
n + αλ

1s
n−1 + ...+ αλ

n−1s+ αλ
n

sn + β1sn−1 + ...+ βn−1s+ βn

(4.3)onde
Pk(s) =

sn−k

sn + β1sn−1 + ...+ βn−1s+ βn

(4.4)
αλ =

[
αλ

0 αλ
1 . . . αλ

n

]T

∈ R
n+1, (4.5)

β =
[
β1 β2 . . . βn

]T

∈ R
n e (4.6)

θ =
[
αΛT

βT
]T

∈ R
(n+1)p.q+n (4.7)De�ne-se o ritério de usto aditivo JM(θ), baseado em norma quadrátia:

JM(θ) =
∑

λ

∥∥D(β, jω)Gλ(jω)−N(αλ, jω)
∥∥2

2
(4.8)sendo N(αλ, jω) e D(β, jω) as respostas em freqüênia dos numeradores de Gn

e,λ(s) e dodenominador omum de G(s) e θ =
[
αΛT

βT
]T o vetor de parâmetros a ser determi-nado. Assim omo no aso N2CACGO, deseja-se alular os zeros de Gn

e,λ(s) e os pólos75



omuns de Ge(s), minimizando a função usto na EQ. 4.8 e permitindo determinar umaaproximação adequada de GM na EQ. 4.1.O �uxograma da metodologia MIMO pode ser visto na FIG. 4.1. O onjunto dedados é formado pelas respostas em freqüênia dos anais de interesse, em uma faixade freqüênias desejada. O método alula analitiamente os pólos omuns do modelo
Ge(s) ∈M q×p(R(s)) e os zeros de Gn

e,λ(s) de maneira ótima, minimizando o usto na EQ.4.8. Aumenta-se gradativamente a ordem do denominador omum de Ge(s), visando al-ançar o usto previamente estabeleido. Dessa forma, obtém-se uma família de modelosque satisfazem o problema, parametrizados através da ordem n. A esolha da ordem maisadequada está baseada no ompromisso entre a preisão neessária para se representaro omportamento da planta e a omplexidade matemátia desejada para o modelo. Épossível também que seja feita, num primeiro momento, a estimação de um modelo ujodenominador omum seja de ordem n elevada. Para esse aso, os valores singulares deHankel do modelo �nal são analisados, veri�ando-se a possibilidade de redução de or-dem por trunamento balaneado. O bloo �Identi�ação� da FIG. 4.1 é detalhadamenteexpliado na seção seguinte, e os bloos �Resposta em freqüênia� e �Redução de Ordem�utilizam a mesma teoria apresentada no aso SISO.4.2 EQUACIONAMENTO DO PROBLEMAA solução ótima, segundo o ritério desrito na EQ. 4.8, é obtida resolvendo-se oseguinte problema de otimização:
min

θ
JM(θ) = min

θ

∑
λ

∥∥D(β, jω)Gλ(jω)−N(αλ, jω)
∥∥2

2 (4.9)onde θ é dado pela EQ. 4.7 e Gλ(jω) representa a resposta em freqüênia medida doanal λ ∈ Λ, de maneira que Gλ(jω) ∈ GM .A expansão do somatório da EQ. 4.8 permite esrever:
JM(θ) =

∥∥D(β)G11 −N(α11)
∥∥2

2
+

∥∥D(β)G21 −N(α21)
∥∥2

2
+ . . .+

∥∥D(β)Gqp −N(αqp)
∥∥2

2

=
m∑

i=1

∣∣D(β)G11(jωi)−N(α11)
∣∣2 + . . .+

m∑

i=1

∣∣D(β)Gqp(jωi)−N(αqp)
∣∣2

=
m∑

i=1

Ψ11(jωi)Ψ
∗

11(jωi) +
m∑

i=1

Ψ21(jωi)Ψ
∗

21(jωi) + . . .+
m∑

i=1

Ψqp(jωi)Ψ
∗

qp(jωi)

=
m∑

i=1

[
Ψ11(jωi)Ψ

∗

11(jωi) + Ψ21(jωi)Ψ
∗

21(jωi) + . . .+ Ψqp(jωi)Ψ
∗

qp(jωi)
]76



=
m∑

i=1

{
∑

λ

[Ψλ(jωi)Ψ
∗

λ(jωi)]

} (4.10)onde D(β), N(αλ) e Gλ são funções de (jωi) e Ψλ(jωi) = D(β, jωi)Gλ(jωi)−N(αλ, jωi).

FIG. 4.1: Fluxograma da metodologia de identi�ação proposta (MIMO).77



Lema 4.1 (A soma de funções onvexas é também uma função onvexa). Se-jam f1, f2, . . . , fk : R
n → R funções onvexas. Considere a função f de�nida por

k∑
i=1

ρifi(x), ρi > 0, i = 1, 2, . . . , k. A função f é onvexa.Demonstração: Ver APÊNDICE 9.1.
�O uso ombinado dos Lemas 3.1 e 4.1 permite a�rmar que o problema desrito naEQ. 4.9 é onvexo nas variáveis αλ e β e pode ser soluionado alulando-se o vetor

θ = θmin =
[
αΛT

min βT

min

]T que satisfaz:
∇JM(θ) =

(
∂JM

∂α11
∂JM

∂α21 . . . ∂JM

∂αij . . . ∂JM

∂αqp

∂JM

∂β

)T

= 0[(n+1)p.q+n]×1 (4.11)Para um parâmetro θt qualquer de θ desrito na EQ. 4.7, as difereniações da EQ.4.10 obedeem a:
∂JM

∂θt

=
m∑

i=1

{
∑

λ

[
∂Ψλ(jωi)

∂θt

Ψ∗

λ(jωi) + Ψλ(jωi)
∂Ψ∗

λ(jωi)

∂θt

]} (4.12)As derivadas pariais de Ψλ(jωi) em relação a αλ
k e βl (k = 0, ..., n; l = 1, ..., n)resultam em:

∂Ψλr

∂αλs

k

=

{
0 se r 6= s

−(jωi)
n−k , −Rn−k(jωi) se r = s (4.13)

∂Ψλ

∂βl

= (jωi)
n−lGλ(jωi) , Rn−l(jωi)Gλ(jωi),∀λ ∈ ΛSubstituindo a EQ. 4.13 na EQ. 4.12 e suprimindo o argumento (jωi), onde foronveniente, de maneira a simpli�ar a notação e evitar onfusão:

∂JM

∂αλ
k

=
m∑

i=1

[
−Rn−k(jωi)Ψ

∗

λ(jωi)−Ψλ(jωi)R
∗

n−k(jωi)
]

=
m∑

i=1

2Re [−Rn−k(jωi)Ψ
∗

λ(jωi)]

=
m∑

i=1

2Re[Rn−k(jωi)N
∗(αλ, jωi)−Rn−k(jωi)G

∗

λ(jωi)D
∗(β, jωi)]

=
m∑

i=1

2Re[Rn−kN
∗(αλ)−Rn−kG

∗

λD
∗(β)] (4.14)78



∂JM

∂βl

=
m∑

i=1

{
∑

λ

[
Rn−lGλΨ

∗

λ + ΨλR
∗

n−lG
∗

λ

]
}

=
m∑

i=1

2Re

{
∑

λ

(Rn−lGλΨ
∗

λ)

}

=
m∑

i=1

2Re

{
∑

λ

[
Rn−lGλN

∗(αλ)−Rn−lGλG
∗

λD
∗(β)

]
}

=
m∑

i=1

2Re

{
Rn−l

∑

λ

[
GλN

∗(αλ)
]
−Rn−lD

∗(β)
∑

λ

[GλG
∗

λ]

} (4.15)onde Re[.] representa a parte real do argumento.De aordo om a EQ. 4.11, uma ondição neessária de otimalidade é ter ∂JM/∂α
λ
k =

0 e ∂JM/∂βl = 0. É possível esrever as EQ. 4.14 e 4.15 omo:
m∑

i=1

Re[Rn−kN
∗(αλ)−Rn−kG

∗

λD
∗(β)] = 0 (4.16)

m∑

i=1

Re

{
Rn−l

∑

λ

[
GλN

∗(αλ)
]
−Rn−lD

∗(β)Πλ

}
= 0 (4.17)onde

Πλ = Πλ(jωi) =
∑

λ

[Gλ(jωi)G
∗

λ(jωi)] (4.18)Analogamente ao proedimento desrito na Seção 3.2, faz-se a substituição das vari-áveis n (ordem do denominador omum da MFT), k (índies dos vetores de parâmetros
αλ) e l (índies do vetor de parâmetros β) nas EQ. 4.16 e 4.17. O ojunto de equaçõesresultantes pode ser organizado sob a forma de um sistema de equações Qθ = Y , ondeos termos independentes são aqueles orrespondentes ao oe�iente β0 = 1. A matrizdos oe�ientes Q e o vetor independente Y têm tratamento omputaional mais fáilse analisados de maneira partiionada. Suprimindo o argumento (jωi), generiamente,tem-se:




Q1 0 . . . 0 −Q11
2

0 Q1 . . . 0 −Q21
2... . . . ... ...

0 0 . . . Q1 −Qqp
2

Q11
3 Q21

3 . . . Qqp
3 −Q4







α11

α21...
αqp

β




=




Yα
11

Yα
21...

Yα
qp

Yβ




(4.19)
onde as submatrizes Q1 e �0� possuem a mesma dimensão e Q1 é dada pela EQ. 3.23.79



De maneira geral, Qλ
2 , Qλ

3 e Y λ
α seguem as formas das EQ. 3.24, 3.25 e 3.27, res-petivamente, sendo aluladas para ada anal λ ∈ Λ do sistema. As dimensões dassubmatrizes e dos vetores (Yα

λ e Yβ) são as mesmas do aso SISO. A matriz dos oe�i-entes Q para o aso multivariável é quadrada de dimensão (n + 1)p.q + n. A dinâmiaomum do sistema (pólos), representada pelo termo Πλ da EQ. 4.18, está onentrada em
Q4 e Yβ, que levam em onsideração toda a informação ontida no onjunto GM desritopela EQ. 4.1, ou seja, as respostas em freqüênia de todos os anais, de maneira que:

Q4 =
m∑

i=1

Re




Rn−1R
∗

n−1Πλ Rn−1R
∗

n−2Πλ . . . Rn−1R
∗

0Πλ

Rn−2R
∗

n−1Πλ Rn−2R
∗

n−2Πλ . . . Rn−2R
∗

0Πλ... ... . . . ...
R0R

∗

n−1Πλ R0R
∗

n−2Πλ . . . R0R
∗

0Πλ




(4.20)
Yβ =

m∑

i=1

Re




Rn−1R
∗

nΠλ

Rn−2R
∗

nΠλ...
R0R

∗

nΠλ




(4.21)
4.3 IMPLEMENTAÇ�O COMPUTACIONALO exemplo literal utilizado para ilustrar a implementação omputaional do problemade identi�ação multivariável onsiste num sistema om duas entradas (p = 2) e duassaídas (q = 2), onforme desrito a seguir:
• ω = [ ω1 ω2 ω3 ]T : vetor de freqüênias de interesse (m = 3);
• GM =

{[
G11(jω1) G12(jω1)

G21(jω1) G22(jω1)

]
,

[
G11(jω2) G12(jω2)

G21(jω2) G22(jω2)

]
,

[
G11(jω3) G12(jω3)

G21(jω3) G22(jω3)

]}; e
• n = 2: ordem do denominador omum de G(s) ∈M2×2(R(s)).O modelo estimado G(s) adota, de maneira geral, para ada anal λ ∈ Λ a forma daexpansão de Gn

e,λ(s) apresentada na EQ. 3.28, e a MFT assume a representação:
G(s) =




α11
0 s

2 + α11
1 s+ α11

2

s2 + β1s+ β2

α12
0 s

2 + α12
1 s+ α12

2

s2 + β1s+ β2

α21
0 s

2 + α21
1 s+ α21

2

s2 + β1s+ β2

α22
0 s

2 + α22
1 s+ α22

2

s2 + β1s+ β2
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=
1

s2 + β1s+ β2



α11

0 s
2 + α11

1 s+ α11
2 α12

0 s
2 + α12

1 s+ α12
2

α21
0 s

2 + α21
1 s+ α21

2 α22
0 s

2 + α22
1 s+ α22

2


 (4.22)O vetor de parâmetros a ser estimado é

θ =
[
α11T

α21T
α12T

α22T
βT

]T

=
[
α11

0 α11
1 α11

2 α21
0 α21

1 α21
2 α12

0 α12
1 α12

2 α22
0 α22

1 α22
2 β1 β2

]T (4.23)O sistema de equações resultante da simples substituição dos dados do problema nasEQ. 4.19−4.21 é apresentado na EQ. 4.27. Novamente, omo no aso SISO, é interes-sante que os somatórios sejam substituídos por produtos de matrizes. A implementaçãoomputaional de Yα
λ, Q1, Qλ

2 e Qλ
3 são dadas pelas EQ. 3.32, 3.36−3.38, observados osanais λ ∈ Λ.Para Q4 e Yβ tem-se:

Q4 =
3∑

i=1

Re



R1R

∗

1

∑
λ

(G∗

λGλ) R1R
∗

0

∑
λ

(G∗

λGλ)

R0R
∗

1

∑
λ

(G∗

λGλ) R0R
∗

0

∑
λ

(G∗

λGλ)


 =

3∑

i=1

Re

[
R1R

∗

1Πλ R1R
∗

0Πλ

R0R
∗

1Πλ R0R
∗

0Πλ

]

= Re





[
R1ω1

R1ω2
R1ω3

R0ω1
R0ω2

R0ω3

]



Πλω1
0 0

0 Πλω2
0

0 0 Πλω3







R∗

1ω1
R∗

0ω1

R∗

1ω2
R∗

0ω2

R∗

1ω3
R∗

0ω3






ou

Q4 = Re
{
Rjω

n (2 : n+ 1, :).M jω
m .Rjω

n (:, 2 : n+ 1)
} (4.24)

Yβ =
3∑

i=1

Re



R1R

∗

2

∑
λ

(G∗

λGλ)

R0R
∗

2

∑
λ

(G∗

λGλ)


 =

3∑

i=1

Re

[
R1R

∗

2Πλ

R0R
∗

2Πλ

]

= Re





[
R1ω1

R1ω2
R1ω3

R0ω1
R0ω2

R0ω3

]



Πλω1
0 0

0 Πλω2
0

0 0 Πλω3







R2
∗

ω1

R2
∗

ω2

R2
∗

ω3








(4.25)ou
Yβ = Re

{
Rjω

n (2 : n+ 1, :).M jω
m .Rjω

n (:, 1)
} (4.26)onde M jω

m = diag [Πλ(jωi)], onforme a EQ. 4.25; Rjω
n e Πλ(jωi) dadas pelas EQ. 3.33 e4.18, respetivamente. 81



θ =
[
α11

0
α11

1
α11

2
α21

0
α21

1
α21

2
α12

0
α12

1
α12

2
α22

0
α22

1
α22

2
β1 β2

]T




Q1 0 0 0 −Q11

2

0 Q1 0 0 −Q21

2

0 0 Q1 0 −Q21

2

0 0 0 Q1 −Q21

2

Q11

3
Q21

3
Q12

3
Q22

3
−Q4







α11

α21

α12

α22

β




=




Yα
11

Yα
21

Yα
12

Yα
12

Yβ




[
Q1

Q3

]
=

m∑
i=1

Re




R2R
∗

2
R2R

∗

1
R2R

∗

0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

R1R
∗

2
R1R

∗

1
R1R

∗

0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

R0R
∗

2
R0R

∗

1
R0R

∗

0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 R2R
∗

2
R2R

∗

1
R2R

∗

0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 R1R
∗

2
R1R

∗

1
R1R

∗

0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 R0R
∗

2
R0R

∗

1
R0R

∗

0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 R2R
∗

2
R2R

∗

1
R2R

∗

0
0 0 0

0 0 0 0 0 0 R1R
∗

2
R1R

∗

1
R1R

∗

0
0 0 0

0 0 0 0 0 0 R0R
∗

2
R0R

∗

1
R0R

∗

0
0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 R2R
∗

2
R2R

∗

1
R2R

∗

0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 R1R
∗

2
R1R

∗

1
R1R

∗

0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 R0R
∗

2
R0R

∗

1
R0R

∗

0

R1R
∗

2
G11 R1R

∗

1
G11 R1R

∗

0
G11 R1R

∗

2
G21 R1R

∗

1
G21 R1R

∗

0
G21 R1R

∗

2
G21 R1R

∗

1
G21 R1R

∗

0
G21 R1R

∗

2
G22 R1R

∗

1
G22 R1R

∗

0
G22

R0R
∗

2
G11 R0R

∗

1
G11 R0R

∗

0
G11 R0R

∗

2
G21 R0R

∗

1
G21 R0R

∗

0
G21 R0R

∗

2
G21 R0R

∗

1
G21 R0R

∗

0
G21 R0R

∗

2
G22 R0R

∗

1
G22 R0R

∗

0
G22




[
Q2

Q4

]
=

m∑
i=1

Re




R2R
∗

1
G∗

11
R2R

∗

0
G∗

11

R1R
∗

1
G∗

11
R1R

∗

0
G∗

11

R0R
∗

1
G∗

11
R0R

∗

0
G∗

11

R2R
∗

1
G∗
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R2R

∗

0
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R1R
∗

1
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R1R
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0
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R0R
∗

1
G∗

21
R0R
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0
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R2R
∗

1
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12
R2R

∗

0
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12

R1R
∗

1
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12
R1R

∗

0
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12

R0R
∗

1
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12
R0R

∗

0
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R2R
∗

1
G∗
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R2R

∗

0
G∗

22

R1R
∗

1
G∗

22
R1R

∗

0
G∗

22

R0R
∗

1
G∗

22
R0R

∗

0
G∗

22

R1R
∗

1
(GG∗

11
+ GG∗

21
+ GG∗

12
+ GG∗

22
) R1R

∗

0
(GG∗

11
+ GG∗

21
+ GG∗

12
+ GG∗

22
)

R0R
∗

1
(GG∗
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+ GG∗

21
+ GG∗

12
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22
) R0R

∗

0
(GG∗

11
+ GG∗

21
+ GG∗

12
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Y =
m∑

i=1

Re




R2R
∗

2
G∗

11

R1R
∗

2
G∗

11

R0R
∗

2
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11

R2R
∗

2
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2
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4.4 APLICAÇÕESA notação �Canal y:u� utilizada nesta seção faz referênia à ombinação formadapela saída �y� e entrada �u� de um sistema de p entradas e q saídas sob análise.4.4.1 TURBO GERADORO modelo original não-linear do sistema om 2 entradas e duas saídas utilizado nopresente exemplo é desrito em LIMEBEER et alii (1979). Para �ns de apliação daténia de identi�ação proposta, faz-se uso de uma aproximação do modelo linearizadoom dez estados, apresentado por HUNG & MACFARLANE (1982). O modelo efetiva-mente utilizado (MACIEJOWSKI, 1989) é reproduzido no APÊNDICE 9.5 e apresentaomo araterístias prinipais a estabilidade em malha aberta e um pio ressonante nafreqüênia ω = 6, 35 rad/s, om fator de amorteimento de apenas 0,055.Os resultados obtidos pela apliação da ténia proposta enontram-se resumidos naTAB. 4.1. Para a identi�ação, foi utilizado um vetor de freqüênias de 100 posições,om espaçamento logarítmio uniforme na faixa de 0,03rad/s a 30 rad/s. Neste aso, oprimeiro modelo estimado om usto satisfatório em relação ao modelo original foi G6
e(s).Os modelos de ordens n ≤ 5 apresentaram ustos bastante elevados e, portanto, não sãoboas aproximações para o sistema onsiderado.TAB. 4.1: Custos obtidos (por anal e total) para o Exemplo 4.4.1.Ordem (n) Custo/Canal (Jλ) Custo Totalde D(s) 1:1 2:1 1:2 2:2 (JM =

∑
Jλ)3 11,369 6,468 491,009 688,824 1197,6714 2,474 3,999 175,405 161,126 343,0055 2,969 8,088 150,526 143,307 304,8916 1, 079.10−11 5, 140.10−10 7, 812.10−9 8, 762.10−9 1, 710.10−87 7, 120.10−10 1, 924.10−9 3, 694.10−8 3, 638.10−8 7, 596.10−88 5, 040.10−10 1, 864.10−9 2, 222.10−8 2, 611.10−8 5, 070.10−8A FIG. 4.2 mostra as urvas de resposta em freqüênia dos modelos estimados deordens 5 e 6 (G5

e(jω) e G6
e(jω)), omparativamente à urva G(jω) do modelo original.Observa-se que, onforme o usto apresentado na TAB. 4.1, a aproximação do sistemapor um modelo estimado de 5a. ordem não é satisfatória. Veri�a-se também que asobreposição das urvas de resposta em freqüênia leva a uma falsa onlusão de que omodelo apresenta preisão relativamente boa em três dos quatro anais do sistema. A83



FIG. 4.3, em esala linear, mostra a grande diferença que existe entre as urvas de módulodas respostas em freqüênia de G5
e(jω) e G(jω). Partiularmente, para os anais 1:2 e2:2 foi neessário detalhar as urvas na sub-faixa de freqüênias ompreendida entre 0,03rad/s e 0,2 rad/s, onde as diferenças são maiores. Esse detalhamento foi feito apenasom a ampliação dos grá�os nos valores de freqüênia ompreendidos nesta sub-faixa,sem qualquer alteração na simulação. Outro aspeto a ser observado é disrepânia nosvalores dos módulos máximos: para os anais 1:1 e 2:1, |G(jω)|max

∼= 2, e para os anais1:2 e 2:2, |G(jω)|max
∼= 685. Esse fato sugere a normalização dos módulos das urvas deresposta em freqüênia om o objetivo de eliminar uma possível ponderação natural nafunção usto JM adotada e, omo onseqüênia, melhorar o ajuste �nal. Os diagramasde fase permaneem inalterados om a mudança de esala.
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e(s)) edo sistema (G(s)) om esala linear, nos seguintes anais (Exemplo 4.4.1): (a) 1:1, (b)1:2, () 2:1, (d) 2:2Os grá�os de resposta em freqüênia apresentados nas FIG. 4.2 e 4.3 mostramtambém que a ressonânia existente em ω = 6, 35 rad/s foi detetada nos modelos deordens 5 e 6, onforme desrito na TAB. 4.2. Entretanto, G5
e(s) não apresenta um bomajuste em baixas freqüênias e, omo onseqüênia direta, tem usto elevado. Algumasmedidas podem ser tomadas om o objetivo de melhorar o ajuste numa sub-faixa: (i)imposição de pólos; (ii) ponderação do vetor de freqüênias e/ou (iii) aumento da ordemdo modelo estimado. A primeira medida, adotada na Seção 3.4.5, requer o onheimentoprévio do sistema, o que pode inviabilizá-la. A segunda é partiularmente interessantepara o aso monovariável. Para sistemas MIMO, representa um ompromisso entre osajustes dos diversos anais, pois pode melhorar uns em detrimento de outros. Nesteexemplo, adotou-se a tereira medida e os resultados foram satisfatórios, ou seja, ao85



longo de toda a faixa de freqüênias de interesse oorreram ajustes satisfatórios, emtodos os anais, om usto total relativamente baixo.TAB. 4.2: Identi�ação da ressonânia para o Exemplo 4.4.1.Modelo Pólo Amorteimento
G(s) −0, 3492530082601602± 6, 344358608411902i 0, 0550
G5

e(s) −0, 4309655410972210± 6, 338370438250270i 0, 0678
G6

e(s) −0, 3492530082604493± 6, 344358608413071i 0, 0550

4.4.2 MÍSSIL AR-ARO modelo não-linear do anal de elevação de um míssil ar-ar, visto na FIG. 4.4, foiproposto por REICHERT (1992) e NICHOLS et alii (1993), de onde podem ser extraídosos valores dos oe�ientes numérios. Esse modelo é reproduzido, resumidamente, noAPÊNDICE 9.6. A dinâmia modelada representa um míssil voando a uma altitude de20.000 pés (ft). É suposto verdadeiro o desaoplamento dos eixos de rumo (longitudinal)e de rolagem.O vetor de estados é dado por xT =
[
α q δ δ̇

]T , onde as variáveis são o ângulode ataque (α, em graus), veloidade angular em arfagem (q, em graus/s), o ângulo doprofundor (δ, em graus) e sua derivada (δ̇, em graus/s). As saídas são a aeleraçãovertial e a veloidade angular em arfagem. O omando de entrada é representado pelavariável δc, e M é a veloidade Mah. O problema proposto onsiste na identi�ação deum sistema om 1 entrada e 2 saídas.

FIG. 4.4: Variáveis de estado e entrada do míssil utilizado.A metodologia proposta, entretanto, requer que o sistema seja linear ou, pelo menos,86



que apresente esta araterístia em torno do ponto de operação em que o modelo seráidenti�ado. O APÊNDICE 9.6 apresenta o modelo linearizado utilizado neste exemplo,obtido a partir da expansão de Taylor de primeiro ordem na vizinhança do ponto nominal
x0 = [ α0 q0 δ0 δ̇0 ] e u0 = δc0 = δ0.Os resultados obtidos enontram-se resumidos na TAB. 4.3. O vetor de freqüeniasutilizado ontém 100 pontos om espaçamento logarítmio uniforme na faixa de 0,01rad/s a 100 rad/s. De aordo om a preisão neessária, é possível utilizar um modelode ordem menor que a do modelo original, om erro de ajuste satisfatório. As urvas deresposta em freqüênia para os modelos estimados de ordens 2 e 3 (G2

e(jω) e G3
e(jω)) sãoomparadas àquelas do modelo original (G(jω)) de ordem 4, e são apresentadas na FIG.4.5. Como não são notadas melhorias nos grá�os para os modelos de ordem superior a4, suas respostas em freqüênia foram suprimidas.TAB. 4.3: Custos obtidos (por anal e total) para o Exemplo 4.4.2.Ordem (n) Custo/Canal (Jλ) Custo Totalde D(s) 1:1 2:1 (JM =

∑
Jλ)2 8,1467 30,5079 38,65453 0,7709 2,7901 3,56114 2, 4289× 10−11 3, 9113× 10−11 6, 3402× 10−115 1, 3199× 10−11 2, 2353× 10−11 3, 5553× 10−116 1, 6013× 10−10 2, 1719× 10−10 3, 7732× 10−10
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4.4.3 AERONAVE DE COMBATEPara este exemplo, é utilizado o modelo linearizado de uma aeronave de ombate,sob determinadas ondições de v�o, apresentado, por SAFONOV et alii (1981). O vetorde estados xT =
[
δV α q θ

]T onsiste nas prinipais variáveis de orpo rígido doveíulo: veloidade longitudinal, ângulo de ataque, taxa de arfagem e ângulo de atitudeem arfagem. O modelo �nal ontém, além dos estados desritos, duas variáveis referentesà dinâmia de dois atuadores utilizados na aeronave, resultando num modelo de 6a.ordem. De�ne-se também o ângulo de trajetória (ângulo do vetor veloidade em relaçãoà horizontal) omo γ = θ − α. As variáveis de estado utilizadas para desrever osmovimentos no plano vertial são ilustradas na FIG. 4.6.a, onde:
• δV : perturbações no vetor de veloidade;
• α: ângulo entre o vetor de veloidade e o eixo longitudinal da aeronave;
• q: taxa de variação do ângulo de atitude da aeronave;
• θ: ângulo de atitude da aeronave.As entradas são os omandos de elevon (δe) e de anard (δc), onforme ilustradona FIG. 4.6.b. As saídas medidas são os estados α e θ. São adiionados ao vetor deestados duas variáveis relaionadas aos atuadores. O problema onsiste, portanto, naidenti�ação de uma planta aeronáutia om 2 entradas e 2 saídas. O modelo originalpode ser visto no APÊNDICE 9.7.

(a) (b)FIG. 4.6: Variáveis envolvidas no Exemplo 4.4.3: (a) Variáveis de estado da dinâmiavertial. (b) Comandos de entrada (elevon e anard).Os resultados obtidos enontram-se resumidos na TAB. 4.4. O vetor de freqüeniasutilizado ontém 100 pontos om espaçamento logarítmio uniforme na faixa de 0,0188



rad/s a 100 rad/s. O algoritmo alançou uma solução de ordem menor que a do modelooriginal, om erro de ajuste satisfatório. As urvas de resposta em freqüênia para osmodelos estimados de ordens 4 e 5 (G4
e(jω) e G5

e(jω)) são omparadas àquelas do modelooriginal (G(jω)) de ordem 6, sendo apresentadas na FIG. 4.7.TAB. 4.4: Custos obtidos por anal e total para o Exemplo 4.4.3.Ordem (n) Custo/Canal (Jλ) Custo Totalde D(s) 1:1 2:1 1:2 2:2 (JM =
∑
Jλ)3 46,981 161,804 64,181 113,029 385,9974 20,395 60,773 14,223 40,777 136,1695 1, 687.10−9 4, 612.10−9 1, 174.10−9 3, 064.10−9 1, 053.10−86 6, 342.10−9 2, 536.10−8 5, 065.10−9 1, 675.10−8 5, 351.10−87 4, 813.10−9 7, 709.10−9 1, 988.10−9 4, 648.10−9 1, 916.10−88 2, 096.10−9 1, 661.10−8 1, 327.10−9 1, 224.10−8 3, 228.10−8
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5 REALIZAÇ�O EM ESPAÇO DE ESTADOS PARA A MFTIDENTIFICADA
Partiularmente neste trabalho, os modelos estimados assumem a forma de FT ouMFT para, respetivamente, sistemas monovariáveis ou multivariáveis. A representaçãode um modelo por FT (MFT) fornee informações sobre a dinâmia do sistema, do pontode vista do par (das diversas ombinações) entrada/saída. Apesar de intuitiva, essaabordagem não desreve a estabilidade interna do sistema e restringe-se, basiamente,aos sistemas lineares, invariantes no tempo e relaxados (ondições iniiais nulas).Visando ontornar as restrições impostas pela abordagem lássia no domínio dafreqüênia, busa-se representar os modelos estimados em espaço de estados. Compostapor matrizes numérias, essa desrição é omputaionalmente mais robusta e, portanto,mais indiada para simulações, tornando os álulos mais rápidos e preisos, espeial-mente para sistemas multivariáveis. Por essas araterístias, a representação em espaçode estados é normalmente utilizada na síntese do ontrole. Como desvantagem, ita-se ofato de não ser tão intuitiva quanto a FT (MFT), abendo ao projetista efetuar muitosálulos para que a interpretação físia do modelo se torne aparente.De aordo om a onveniênia, é possível passar de uma representação para a outra(KAILATH, 1980). Uma MFT pode ser obtida a partir da representação em espaço deestados através da EQ. 5.1:

Gkj(s) = ck (sI − A)−1 bj + dkj (5.1)onde os índies j e k relaionam-se às entradas e saídas do sistema, respetivamente, e
G(s) ,


 A B

C D


 (5.2)om as matrizes A, B, C e D de dimensões ompatíveis, de modo a permitir o áluloda EQ. 5.1. O aso monovariável é uma partiularização do aso multivariável, bastandooultar os índies j e k na equação anterior, tendo em vista o sistema possuir apenasuma entrada e uma saída. Dessa maneira, a MFT passa a ser omposta por uma úniaFT.A realização de uma FT pode ser feita através das formas an�nias. Entretanto,enontrar uma realização an�nia MIMO não é tarefa trivial. A di�uldade está no fato91



de uma MFT poder ser representada por diversas fatorações, resultando, ada uma delas,em realizações diferentes. Por exemplo, dada uma fatoração à direita de uma MFT:
G(s) = N(s)D−1(s) (5.3)é possível hegar a uma realização na forma ontrolador uja ordem será igual ao grau dodeterminante de D(s) (KAILATH, 1980). Essa realização, ontudo, pode ser diferentepara outras fatorações, onsiderando-se as possíveis multipliações por matrizes unimodu-lares U(s), que são aquelas ujos determinantes não dependem da variável s e, portanto,não alteram o grau do determinante de D(s). Assim, seguindo os mesmos proedimentospara uma outra fatoração à direita de G(s) hegar-se-ia a:
G(s) = Ñ(s)D̃−1(s)

Ñ(s) = N(s)U(s), D̃(s) = D(s)U(s)
(5.4)sendo diferentes as realizações obtidas para as MFT fatoradas segundo as EQ. 5.3 e 5.4.Diversos trabalhos apresentam ontribuições para a determinação de formas an�niasMIMO em espaço de estados (LUENBERGER, 1967) (JORDAN & SRIDHAR, 1973)(DICKINSON et alii, 1974) (DATTA, 1977) (HANZON, 1995). Entretanto, os algoritmospropostos, além de omplexos, não garantem que uma solução de ordem mínima sejaalançada.Tendo em vista a omplexidade para obtenção de uma forma an�nia e a importâniade se representar o modelo em espaço de estados, este apítulo objetiva apresentar umametodologia para realizar a MFT estimada através da apliação da ténia N2CACGOpara sistemas MIMO. A ordem mínima de uma MFT é dada pelo grau de MMillan, que éenontrado a partir do álulo da forma de Smith-MMillan, uma representação an�niagenéria para matrizes raionais. É uma ferramente útil, apesar de, normalmente, não serimplementada omputaionalmente, devido às restrições numérias enontradas quandoo sistema apresenta um vasto onjunto de pólos e um grande número de ombinações deentradas e saídas. Tendo em vista esta di�uldade, a metodologia propõe o álulo deuma realização �Quase-Mínima�, onde não há garantias que a ordem alançada seja igualao grau de MMillan, mas que apresente erro de ajuste e ordem relativamente baixos,onsiderando o modelo original. Para tanto, utiliza-se a aproximação diagonal de Gilbertou, simplesmente, realização de Gilbert (GILBERT, 1963), desrita na Seção 5.1. ASeção 5.2 apresenta os proedimentos numérios para implementação omputaional darealização Quase-Mínima. Estes proedimentos se resumem, basiamente, a dois passos:(i) redução de ordem visando a minimalidade através da eliminação dos estados não92



ontroláveis e/ou não observáveis e (ii) transformação da realização diagonal omplexana forma bloo-diagonal real. A última seção onsiste na apliação da metologia desritaem dois modelos de sistemas multivariáveis obtidos no apítulo anterior.5.1 REALIZAÇ�O DE GILBERTConsidere um sistema de p entradas e q saídas desrito pelo modelo MIMO G(s) ujopolin�mio omum d(s) do denominador tem r raízes distintas:
d(s) =

r∏

i=1

(s− λi), λi 6= λj (5.5)O modelo G(s) pode ser expandido em frações pariais de aordo om:
G(s) =

N(s)

d(s)
=

r∑

i=1

Ri

s− λi

(5.6)onde as matrizes residuais Ri são obtidas por
Ri = lim

s→λi

(s− λi)G(s) (5.7)Seja ρi = posto(Ri), então o menor número de variáveis de estado neessário pararealizar o sistema, isto é, a ordem mínima da realização do sistema, é dado por:
nmin =

r∑

i=1

ρi (5.8)As matrizes de resíduos Ri podem ser deompostas omo o produto de duas matrizes,de maneira que:
Ri = C̃iB̃i, C̃i ∈ C

q×ρi , B̃i ∈ C
ρi×p (5.9)A realização em espaço de estados da MFT G(s) é dada por:

Ã = diag{λiIρi
; i = 1, 2, . . . , r}

B̃T =
[
B̃T

1 B̃T
2 . . . B̃T

q

]
∈ C

p×nmin (5.10)
C̃ =

[
C̃1 C̃2 . . . C̃q

]
∈ C

q×nminonde Iρi
é a matriz identidade de dimensão ρi. Apesar de se onsiderar iniialmente queo denominador omum de G(s) possua apenas pólos om multipliidade 1, os autovaloresda matriz da dinâmia Ã podem ter multipliidade maior ou igual a 1, onforme o postoda matriz de resíduos orrespondente. 93



A di�uldade na obtenção da realização de ordem mínima de Gilbert resume-se àpreisão numéria adotada para o álulo dos postos de Ri. Portanto, um valor inorretode ρi resultará em uma realização não-mínima. A seguir, apresenta-se o proedimento dedeomposição das matrizes de resíduos Ri = C̃iB̃i para a determinação das matrizes C̃e B̃. A realização Quase-Mínima é obtida a partir da realização de Gilbert, umprindo-se dois passos: (i) eliminação de possíveis estados que tornem a realização não-mínima(não ontroláveis e/ou não observáveis) e (ii) transformação da realização diagonal om-plexa em bloo-diagonal real, quando existirem pólos omplexos onjugados na matrizda dinâmia Ã.5.1.1 DECOMPOSIÇ�O DAS MATRIZES DE RESÍDUOSO proedimento apresentado nesta seção é baseado na deomposição em valores sin-gulares (SVD). Partiularmente, onsidere uma matriz de resíduos Ri de dimensãom×mom as primeiras ρi linhas linearmente independentes. Suprimindo o subsrito i paratornar a notação mais simples, a matriz R pode ser esrita utilizando a deomposição emSVD omo:
Rm×m = Um×mSm×mV

T
m×m (5.11)onde S é uma matriz diagonal, om as mesmas dimensões de R, ontendo elementos nãonegativos dispostos em ordem deresente. U e V são matrizes unitárias. Como apenasas ρ linhas da matriz R são linearmente independentes, pode-se aproximá-la usando sub-bloos de U , S e V :

R̂m×m = C̃m×ρB̃ρ×m

C̃m×ρ = Ûm×ρŜρ×ρ (5.12)
B̃ρ×m = V̂ T

ρ×mComo os valores singulares (σi) estão organizados em ordem deresente na diagonalde S, aso o posto de S(ρ) seja menor que m, os valores singulares abaixo do ρ-ésimoelemento na diagonal terão, teoriamente, valor zero. Entretanto, devido a erros dearredondamento, esses elementos não serão exatamente iguais a zero, mas sim assumirãovalores muito pequenos. O algoritmo propõe, então, uma veri�ação dos valores singu-lares adotando uma tolerânia ǫ, de maneira que, se |σi/σmax| ≤ ǫ faz-se σi ← 0. O valorde ǫ é de�nido observando-se o erro ‖R̂−R‖ ≤ η, onde η é uma tolerânia pré-de�nida.Na prátia, valores ǫ ≤ 10−3 são su�ientes para reonstruir a matriz de resíduos omerros relativamente pequenos. 94



5.2 REALIZAÇ�O QUASE-MÍNIMA5.2.1 REDUÇ�O DE ORDEMUma realização em espaço de estados {A,B,C,D} é dita mínima se a ordem domodelo é igual ao grau de MMillan ou, por outro lado, se e somente se é ontrolávele observável (KAILATH, 1980). Como menionado anteriormente, o álulo do grau deMMillan é uma ferramenta teória útil, não sendo omum sua implementação omputa-ional. Esta seção proura reduzir a ordem da realização diagonal omplexa a partir daanálise indireta da ontrolabilidade e da observabilidade.A partir da análise da matriz C̃, obtida pelas EQ. 5.10 e 5.12, é possível eliminarmodos não ontroláveis e/ou não observáveis. Isso oorre sempre que a desigualdade
|σi/σmax| ≤ ǫ for satisfeita e σi ← 0. Com essa aproximação, a matriz C̃ passa a terolunas iguais a zero, as quais podem ser eliminadas, oasionando, também, a eliminaçãodas linhas orrespondentes em Ã e B̃.Os resultados obtidos pelas aproximações utilizadas no proedimento de redução deordem mostrado nesta seção podem ser omparados om aqueles alançados por truna-mento balaneado, desrito na Seção 2.4.1.5.2.2 FORMA BLOCO-DIAGONAL REALPartiularmente para o aso SISO, uma realização diagonal possível para a FT iden-ti�ada, G(s) = C̃(sI− Ã)−1B̃+D, ontendo 2 pares de pólos omplexos onjugados (λie λ∗i , i = 1, 2) e seus resíduos assoiados (Ri e R∗

i , i = 1, 2) é dada pela EQ. 5.13:

 Ã B̃

C̃ D


 =




λ1 0 0 0 R1

0 λ∗1 0 0 R∗

1

0 0 λ2 0 R2

0 0 0 λ∗2 R∗

2

1 1 1 1 D




(5.13)
Entretanto, a adoção de uma forma real, isto é, uma realização ontendo apenaselementos reais, minimiza a inserção de erros numérios nas implementações omputa-ionais. A matriz T na EQ. 5.14 é uma matriz que permite fazer uma transformação desimilaridade na realização da EQ. 5.13, alterando-a para a realização bloo-diagonal real
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(2× 2), onforme a EQ. 5.15:
T =




1/
√

2 j/
√

2 0 0

1/
√

2 −j/
√

2 0 0

0 0 1/
√

2 j/
√

2

0 0 1/
√

2 −j/
√

2




(5.14)

 A B

C D


 =


 T−1ÃT T−1B̃

C̃T D


 =




Re(λ1) −Im(λ1) 0 0 Re(R1)
√

2

Im(λ1) Re(λ1) 0 0 Im(R1)
√

2

0 0 Re(λ2) −Im(λ2) Re(R2)
√

2

0 0 Im(λ2) Re(λ2) Im(R2)
√

2
√

2 0
√

2 0 D




(5.15)
Estendendo o raioínio para o aso multivariável, e partindo da MFT estimada emum sistema om p = q = 2, a forma diagonal ontendo 2 modos omplexos onjugados édesrita, generiamente, pela EQ. 5.16:




Ã B̃1 B̃2

C̃1 D11 D12

C̃2 D21 D22


 =




λ1 0 0 0 b11 b21

0 λ∗1 0 0 b1∗1 b2∗1

0 0 λ2 0 b12 b22

0 0 0 λ∗2 b1∗2 b2∗2

c11 c1∗1 c12 c1∗2 d11 d12

c21 c2∗1 c22 c2∗2 d21 d22




(5.16)
A realização desrita pela EQ. 5.16 é dotada de signi�ado físio, onde bji e cki(i, j, k = 1, 2) são, respetivamente, os fatores de ontrolabilidade e observabilidade de λirelaionados à entrada j e à saída k. Conseqüentemente, o resíduo assoiado a um dadopólo λi e a uma FT esalar genéria Gkj(s) = ck(sI−A)−1bj +dkj pode ser expresso peloproduto Rkj

i = cki b
j
i . Assim, é possível hegar às matrizes Ri da realização de Gilbert. Oproedimento apresentado na seção anterior para deomposição das matrizes de resíduosnão explora esta araterístia, tendo em vista a di�uldade de obtenção da realizaçãoneste formato espeí�o.A matriz T , de�nida na EQ. 5.14, pode novamente ser utilizada om o objetivode se obter uma realização multivariável em espaço de estados, onforme a EQ. 5.17,96



que é uma generalização da EQ. 5.15 para MFT. Esta mesma transformação pode serapliada às realizações omplexas de Gilbert, viabilizando a obtenção de uma realizaçãobloo-diagonal real.



A B1 B2

C1 D11 D12

C2 D21 D22


 =




T−1ÃT T−1B̃1 T−1B̃2

C̃1T D11 D12

C̃2T D21 D22


 =




Re(λ1) −Im(λ1) 0 0 Re(b11)
√

2 Re(b21)
√

2

Im(λ1) Re(λ1) 0 0 Im(b11)
√

2 Im(b21)
√

2

0 0 Re(λ2) −Im(λ2) Re(b12)
√

2 Re(b22)
√

2

0 0 Im(λ2) Re(λ2) Im(b12)
√

2 Im(b22)
√

2

Re(c11)
√

2 −Im(c11)
√

2 Re(c12)
√

2 −Im(c12)
√

2 d11 d12

Re(c21)
√

2 −Im(c21)
√

2 Re(c22)
√

2 −Im(c22)
√

2 d21 d22




(5.17)
5.3 APLICAÇÕESO �uxograma da metodologia proposta é apresentado na FIG. 5.1. Parte-se da MFTdo sistema, obtida pela ténia N2CACGO desrita no Capítulo 4. Em seguida, asmatrizes de resíduos Ri são alulas e, por deomposição em valores singulares (SVD),determinam-se as matrizes B̃i e C̃i que irão ompor a realização de Gilbert {

Ã, B̃, C̃,D
}.Neste ponto, é possível veri�ar a possibilidade de redução da ordem do modelo. Asolunas da matriz C̃ que apresentarem valores ckj ≤ τ , onde τ é um parâmetro paraaproximação do zero, podem ser eliminadas, assim omo as orrespondentes linhas dasmatrizes Ã e B̃. A próxima etapa do algoritmo onsiste na apliação da transformaçãode similaridade T , que torne a aproximação diagonal omplexa de ordem reduzida deGilbert em uma realização bloo-diagonal real, hamada realização quase-mínima.5.3.1 TURBO GERADORA MFT esolhida para determinação da realização quase-mínima foi obtida na Seção4.4.1. A solução G6

e(s) estimada tem usto JM = 1, 7100 × 10−8. A TAB. 9.10 doAPÊNDICE 9.3 mostra os oe�ientes das FT estimadas dos anais do sistema, om odenominador omum D(s) de Ge(s) de ordem 6.A aproximação diagonal de Gilbert (forma omplexa) foi alulada pela metodologiaapresentada na Seção 5.1 e enontra-se desrita na EQ. 5.18. O algoritmo forneeu, omoordem mínima, nmin = 12. A partir da observação da matriz C̃, onlui-se que o modelo97



FIG. 5.1: Fluxograma da metodologia proposta para a realização da MFT identi�ada.pode assumir ordem 6, eliminando-se as olunas identiamente nulas desta matriz e asrespetivas linhas em Ã e B̃, obtendo-se o modelo reduzido da EQ. 5.19.É possível obter uma estimativa para a redução de ordem do modelo na EQ. 5.18,a partir do álulo dos valores singulares de Hankel, onforme a TAB. 5.1. Analisandoessa tabela, pode-se onluir que a apliação do trunamento balaneado ao modelo emquestão fornee um modelo reduzido de 6a. ordem, om erro de ajuste relativamentebaixo. Todos os pólos são estáveis.TAB. 5.1: Valores singulares de Hankel (σi) alulados para a realização omplexa deGilbert do Exemplo 5.3.1.i σi i σi1 4, 558928504293472× 10+2 7 02 7, 651159921727115× 10+1 8 03 6, 855713337945181× 10+1 9 04 1, 042787433696082× 10+1 10 05 7, 237016752769248× 100 11 06 2, 703763861864333× 10−1 12 098



[
Ã B̃

C̃ D

]
=




−15, 87 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −0, 02 +0, 99
0 −15, 87 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 +0, 99 +0, 02
0 0 −10, 38 0 0 0 0 0 0 0 0 0 +0, 01 −0, 99
0 0 0 −10, 38 0 0 0 0 0 0 0 0 −0, 99 −0, 01
0 0 0 0 −0, 34 + 6, 34i 0 0 0 0 0 0 0 −0, 01 −0, 55 + 0, 83i

0 0 0 0 0 −0, 34 + 6, 34i 0 0 0 0 0 0 +0, 99 −0, 006 + 0, 009i

0 0 0 0 0 0 −0, 34− 6, 34i 0 0 0 0 0 −0, 01 −0, 55− 0, 831i

0 0 0 0 0 0 0 −0, 34− 6, 34i 0 0 0 0 +0, 99 −0, 006− 0, 009i

0 0 0 0 0 0 0 0 −1, 04 0 0 0 +0, 01 −0, 99
0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1, 04 0 0 +0, 99 +0, 01
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −0, 23 0 +0, 001 +1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −0, 23 −1 +0, 001

−17, 4 0 −69, 40 0 −49, 6− 8, 9i 0 −49, 6 + 8, 9i 0 −25 0 −147, 0 0 0 0
+160 0 +334, 2 0 +5, 48 + 1, 9i 0 +5, 48− 1, 9i 0 −28 0 +154, 8 0 0 0




(5.18)

[
Â B̂

Ĉ D

]
=




−15, 87 0 0 0 0 0 −0, 02 +0, 99
0 −10, 38 0 0 0 0 +0, 01 −0, 99
0 0 −0, 34 + 6, 34i 0 0 0 −0, 01 −0, 55 + 0, 83i

0 0 0 −0, 34− 6, 34i 0 0 −0, 01 −0, 55− 0, 831i

0 0 0 0 −1, 04 0 +0, 01 −0, 99
0 0 0 0 0 −0, 23 +0, 001 +1

−17, 4 −69, 40 −49, 6− 8, 9i −49, 6 + 8, 9i −25 −147, 0 0 0
+160 +334, 2 +5, 48 + 1, 9i +5, 48− 1, 9i −28 +154, 8 0 0




(5.19)
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O passo seguinte onsiste na apliação da transformação de similaridade apresentadana EQ. 5.14. A realização quase-mínima de ordem 6 obtida é desrita na forma bloo-diagonal real na EQ. 5.20:
[
A B
C D

]
=

[
T−1ÂT T−1B̂

ĈT D

]
=




−15, 87 0 0 0 0 0 −0, 02 +0, 99
0 −10, 38 0 0 0 0 +0, 01 −0, 99
0 0 −0, 34 −6, 34 0 0 −0, 01 −0, 78
0 0 +6, 34 −0, 34 0 0 0 +1, 17
0 0 0 0 −1, 04 0 +0, 01 −0, 99
0 0 0 0 0 −0, 23 +0, 001 +1

−17, 45 −69, 40 −70, 19 +12, 71 −25, 09 −147, 05 0 0
+160, 2 +334, 2 +7, 760 −2, 802 −28, 00 +154, 8 0 0




(5.20)
onde

T =




1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0, 70711 0, 70711i 0 0

0 0 0, 70711 0, 70711i 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


A TAB. 5.2 ompara os ustos entre as soluções obtidas por MFT, realização deGilbert e realização Quase-Mínima (QM). Também é possível veri�ar os ustos dessasrepresentações em relação ao modelo original. Partiularmente para a MFT, o ampo�Ordem� da tabela se refere ao grau do denominador omum D(s).TAB. 5.2: Custos das soluções obtidas para o Exemplo 5.3.1.Representação Ordem MFT Gilbert SistemaMFT 6 −−− −−− 1, 7100× 10−8Gilbert 12 1, 6285× 10−9 −−− 1, 8344× 10−8QM 6 1, 6285× 10−9 2, 3931× 10−13 1, 8344× 10−8

100



5.3.2 AERONAVE DE COMBATEA MFT esolhida para determinação da realização quase-mínima foi obtida na Seção4.4.3. A solução G6
e(s) estimada tem usto JM = 5, 3511 × 10−8. A TAB. 9.12 doAPÊNDICE 9.3 mostra os oe�ientes das FT estimadas dos anais do sistema, om odenominador omum D(s) de Ge(s) de ordem 6.A aproximação diagonal de Gilbert (forma omplexa) foi alulada pela metodologiaapresentada na Seção 5.1 e enontra-se desrita na EQ. 5.21. Nota-se que o algoritmoforneeu, omo ordem mínima, nmin = 12. Observando-se a matriz C̃, é possível onluirque o modelo pode assumir ordem 8, eliminando-se as olunas identiamente nulas destamatriz e as respetivas linhas em Ã e B̃, obtendo-se o modelo reduzido da EQ. 5.22.É possível obter uma estimativa para a redução de ordem do modelo na EQ. 5.21,a partir do álulo dos valores singulares de Hankel, onforme a TAB. 5.3. Analisandoessa tabela, pode-se onluir que a apliação do trunamento balaneado ao modelo emquestão fornee um modelo reduzido de 6a. ordem, om erro de ajuste relativamentebaixo. Nesta tabela, a oluna σi, i = 1 . . . 6, refere-se aos pólos estáveis do modelo,e a oluna σi, i = 7 . . . 12, orresponde aos pólos instáveis. Aparentemente, os doisproedimentos forneeram ordens reduzidas distintas: nmin = 8, pelo método proposto,e nmin = 6, pela análise dos valores singulares de Hankel. Entretanto, onsiderandoque valores c̃kj ≤ 10−10 podem ser onsiderados iguais a zero, é possível eliminar a 3a.e a 4a. olunas da matriz C̃ e as linhas orrespondentes nas matrizes Ã e B̃ do modeloapresentado na EQ. 5.21, e obter um modelo reduzido de ordem 6.TAB. 5.3: Valores singulares de Hankel (σi) alulados para a realização omplexa deGilbert do Exemplo 5.3.2.i σi i σi1 5, 822172765183835× 100 7 1, 079072930516144× 10+12 6, 253706947649165× 10−1 8 3, 821771833776940× 1003 1, 585780382529968× 10−2 9 4, 224877913034143× 10−154 1, 272381230972171× 10−3 10 2, 352317224224220× 10−175 0 11 06 0 12 0
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[
Ã B̃

C̃ D

]
=




−30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 +0, 79 −0, 60
0 −30 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −0, 60 −0, 79
0 0 29, 38 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −0, 88 +0, 46
0 0 0 29, 38 0 0 0 0 0 0 0 0 −0, 46 −0, 88
0 0 0 0 −5, 67 0 0 0 0 0 0 0 −0, 81 +0, 58
0 0 0 0 0 −5, 67 0 0 0 0 0 0 −0, 58 −0, 81
0 0 0 0 0 0 0, 68 + 0, 24i 0 0 0 0 0 +0, 82 −0, 56− 0, 001i

0 0 0 0 0 0 0 0, 68 + 0, 24i 0 0 0 0 +0, 56 +0, 82 + 0, 001i

0 0 0 0 0 0 0 0 0, 68− 0, 24i 0 0 0 +0, 82 −0, 56 + 0, 001i

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0, 68− 0, 24i 0 0 +0, 56 +0, 82− 0, 001i

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −0, 25 0 +0, 82 −0, 55
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −0, 25 −0, 55 −0, 82

−1, 36 −0, 05 −1, 11.10−13 1, 14.10−15 −6, 78 0 −2, 48 + 6, 25i 0 −2, 48− 6, 25i 0 −0, 44 0 0 0
−1, 43 +0, 05 +9, 67.10−14 1, 31.10−15 −4, 58 0 −3, 04 + 24, 3i 0 −3, 04− 24, 3i 0 +2, 95 0 0 0




(5.21)

[
Â B̂

Ĉ D

]
=




−30 0 0 0 0 0 0 0 +0, 79 −0, 60
0 −30 0 0 0 0 0 0 −0, 60 −0, 79
0 0 29, 38 0 0 0 0 0 −0, 88 +0, 46
0 0 0 29, 38 0 0 0 0 −0, 46 −0, 88
0 0 0 0 −5, 67 0 0 0 −0, 81 +0, 58
0 0 0 0 0 0, 68 + 0, 24i 0 0 +0, 82 −0, 56− 0, 001i

0 0 0 0 0 0 0, 68− 0, 24i 0 +0, 82 −0, 56 + 0, 001i

0 0 0 0 0 0 0 −0, 25 +0, 82 −0, 55
−1, 36 −0, 05 −1, 11.10−13 1, 14.10−15 −6, 78 −2, 48 + 6, 25i −2, 48− 6, 25i −0, 44 0 0
−1, 43 +0, 05 +9, 67.10−14 1, 31.10−15 −4, 58 −3, 04 + 24, 3i −3, 04− 24, 3i 2, 95 0 0




(5.22)
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O passo seguinte onsiste na apliação da transformação de similaridade apresentadana EQ. 5.14. A realização quase-mínima de ordem 8 obtida é desrita na forma bloo-diagonal real na EQ. 5.23:
[
A B
C D

]
=

[
T−1ÂT T−1B̂

ĈT D

]
=




−30 0 0 0 0 0 0 0 +0, 79 −0, 60
0 −30 0 0 0 0 0 0 −0, 60 −0, 79
0 0 29, 38 0 0 0 0 0 −0, 88 +0, 46
0 0 0 29, 38 0 0 0 0 −0, 46 −0, 88
0 0 0 0 −5, 675 0 0 0 −0, 81 +0, 58
0 0 0 0 0 0, 688 −0, 246 0 +1, 16 −0, 80
0 0 0 0 0 0, 246 +0, 688 0 0 −0, 001
0 0 0 0 0 0 0 −0, 258 +0, 82 −0, 56

−1, 36 −0, 05 −1, 11.10−13 1, 14.10−15 −6, 78 −3, 51 −8, 85 −0, 44 0 0
−1, 43 +0, 05 +9, 67.10−14 1, 31.10−15 −4, 58 −4, 30 −34, 47 +2, 95 0 0




(5.23)
onde

T =




1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0, 70711 0, 70711i 0

0 0 0 0 0 0, 70711 0, 70711i 0

0 0 0 0 0 0 0 1


A TAB. 5.4 ompara os ustos entre as soluções obtidas por MFT, realização deGilbert e realização Quase-Mínima (QM). Pode-se veri�ar também os ustos dessasrepresentações em relação ao modelo original. Partiularmente para a MFT, o ampo�Ordem� da tabela se refere ao grau do denominador omum D(s).TAB. 5.4: Custos das soluções obtidas para o Exemplo 5.3.2.Representação Ordem MFT Gilbert SistemaMFT 6 −−− −−− 5, 3511× 10−8Gilbert 12 1, 0622× 10−9 −−− 5, 3343× 10−8QM 8 1, 0622× 10−9 7, 8300× 10−14 4, 6343× 10−8103



6 VEÍCULOS AÉREOS N�O-TRIPULADOS (VANT)
Este apítulo tem por objetivo mapear as fases neessárias para operação de umVANT e destaar o papel das ténias de identi�ação de sistemas para a obtenção deum modelo de uma aeronave de asa rotativa em esala reduzida. A primeria parte doapítulo aplia-se a qualquer tipo de aeronave e pode ser estendida, inlusive, para outrostipos de veíulos, omo os terrestres e marítmos. A segunda parte trata, exlusivamente,de helimodelos, tendo em vista a aquisição de uma aeronave deste tipo pela Seção deEngenharia Elétria do IME.De�ne-se Veíulo Aéreo Não-Tripulado (VANT) omo um veíulo apaz de voar naatmosfera, fora do efeito de solo, projetado ou modi�ado para não transportar um pilotohumano; operando por ontrole remoto ou por meanismo que lhe permita exeutar ov�o aut�nomo. Espei�amente para o aso dos heliópteros, o efeito solo representa oaumento de sustentação produzido pela reação do desloamento de ar do rotor prinipalquando o aparelho paira ou se desloa om baixa veloidade próximo ao solo ou outrasuperfíie. Em partiular, deve ser levado em onsideração nos asos em que a aeronavemantém altura da superfíie orrespondente a aproximadamente meio diâmetro do rotor.Geralmente utilizados em situações nas quais o ambiente não é adequado à presençahumana, os VANT tornam-se de grande importânia em atividades rotineiras de grandesidades, no ampo e em situações de guerra. Nesses asos, podem ser empregados, porexemplo, em ações poliiais, na veri�ação de queimadas e em missões de reonheimento,respetivamente. Suas araterístias de adaptação, �exibilidade, agilidade e relativobaixo usto de operação os tornam uma ferramenta de grande interesse para os meiosivil e militar. Centros de pesquisa, universidades e diversas empresas de todo o mundopossuem implementações de seus projetos, inlusive om ensaios de v�o, ou mantêmpessoal empregado em pesquisa para este �m. No Brasil, destaam-se o ITA, a USP,a Embrapa e a UnB; nos EUA, MIT, CMU e Calteh e, na Europa, TU Berlin e ETHZurih. Destaam-se ainda os projetos desenvolvidos em países omo Israel, Austrália eÁfria do Sul.O apítulo iniia desrevendo as fases para um projeto de VANT, desde o levan-tamento dos requisitos até os ensaios de v�o. Um diagrama em bloos om os sub-sistemas envolvidos é apresentado, om destaque para o bloo de eletr�nia embarada.104



Em seguida, desrevem-se, sumariamente, a teoria do v�o do helióptero e o modelo mul-tivariável para a aeronave em esala, obtido a partir das equações das leis da físia queregem a dinâmia do sistema. Esta seção não se ompromete a levantar om exatidão omodelo MIMO que desreva a dinâmia da aeronave, mas sim, busa apresentar a om-plexidade envolvida para obtenção das equações de movimento da aeronave e destaar opapel da identi�ação omo ferramenta para a solução de problemas desse tipo.6.1 FASES DE OPERAÇ�O DE UM VANTDe maneira geral, a onepção de um VANT ompreende ino fases, mostradas naFIG. 6.1. A fase de Espei�ações onsiste em levantar os requisitos neessários para oproduto �nal. Deve ser bem de�nida, de modo a não omprometer a ontinuidade doproesso. Sempre que neessário, durante as etapas seguintes e, prinipalmente, na veri-�ação de desempenho nas fases, podem ser feitas observações, que serão onsideradas nareavaliação do produto. A fase de Projeto engloba o desenvolvimento e a integração dossub-sistemas (navegação, ontrole, et) om a estação terrena. O modelo da dinâmiada aeronave é levantado nesta etapa. A fase de Simulações busa veri�ar, em labo-ratório, se o sistema omo um todo funiona de maneira orreta, atingindo os ritériosde desempenho espei�ados. Os sub-sistemas de ontrole, alimentação e omuniaçãodevem funionar perfeitamente, permitindo o haveamento entre os modos de operaçãoaut�nomo e manual. Essa opção visa garantir a integridade do VANT em situações es-peí�as, omo eventuais falhas ou tarefas que exijam grande habilidade manual. Após aeletr�nia ter sido testada, parte-se para a etapa de Desenvolvimento do protótipo, queonsiste na adequação da aeronave para instalação do hardware e robusteimento físioda estrutura. Na quinta fase são feitos os Ensaios de v�o, em que todo o onjunto étestado e avaliado em ondições reais de operação. Na prátia, o desempenho do VANTé observado e, de aordo om a neessidade, novas espei�ações são estabeleidas.6.1.1 ESPECIFICAÇÕESNesta fase, devem ser levantados todos os requisitos operaionais do VANT. Doisaspetos relevantes devem ser onsiderados: as ondições de emprego da aeronave e oplano de manutenção ontinuada. Deve-se oniliar a preoupação om as araterísti-as neessárias ao emprego militar e o uso de materiais omeriais que sejam failmenteenontrados no merado. É uma etapa estratégia para a onepção de um VANT. Alémdas informações referentes aos fabriantes e forneedores de peças e aessórios, essa fase105



FIG. 6.1: Conepção de um VANT: fases de operação.levanta as neessidades do projeto om relação a: alane (distânia), autonomia (tempode v�o mínimo), veloidade de ruzeiro, teto operaional, arga embarada (payload), sis-temas de visão diurna e noturna, sistema de armazenamento de informações, transmissãoriptografada de dados em tempo real, sensores (químios, biológios, atmosférios, et),tipo de pouso e deolagem, armamento, operação aut�noma (piloto automátio), inserçãoe alteração de rotas pré-de�nidas, et.6.1.2 PROJETOA fase de Projeto onsiste em estudar, implementar e integrar, eletr�nia e meani-amente, os sub-sistemas (omputação, omuniação, navegação, ontrole, energia e sen-soreamento) om a estação terrena. Todos os sub-sistemas devem ser apazes de gerarinformações de modo que possam ser monitorados remotamente. O levantamento do mo-delo matemátio que desreve a dinâmia da aeronave é feito nesta fase. Os testes paraaquisição de dados devem ompreender sinais de omando que exitem os modos rítiosda planta, visando araterizar da melhor maneira possível sua resposta em freqüênia.Quanto mais preiso o onjunto de dados, maior a hane da metodologia de identi�açãoforneer modelos �éis à planta.
• Sub-sistema de Computação: onsiste no omputador prinipal − ou Unidade Cen-tral de Proessamento (CPU) − onde as informações oletadas pelos sensores sãoproessadas. Pode-se utilizar uma plaa PC-104, omumente empregada em sis-temas embarados (GAVRILETS et alii, 2000) (JANG & TOMLIN, 2003) (CAI etalii, 2005). Essa plaa, além de dimensões reduzidas, apresenta algumas funionali-dades omo proessador, portas de omuniação serial e paralela, onversores A/D eDC/DC, interfae ethernet e um bano de memória. O modo de operação aut�nomoda aeronave requer, além de hardware omplexo, que o software seja apaz de o-106



ordenar as informações de maneira e�az. É aonselhável instalar um SistemaOperaional de Tempo Real (RTOS) om o objetivo de tratar diferentemente astarefas fortemente dependentes daquelas independentes ou pouo dependentes dotempo. Em HONG et alii (2005) foi proposta uma arquitetura de software emamadas, que garante o atendimento às tarefas prioritárias, baseada em RT-Linux.Em GAVRILETS et alii (2000) e CAI et alii (2005) foi utilizado o sistema opera-ional QNX.
• Sub-sistema de Comuniação: existem dois enlaes de omuniação om a aero-nave. Quando o VANT está operando no modo manual, a aeronave obedee aosomandos de um piloto em terra om um rádio-ontrole (R/C). Na aeronave, abeao reeptor repassá-los aos servos. Nesta situação, o outro anal funiona apenaspara monitorar os sinais apturados pelos sensores e para determinar alguma tarefaespeí�a, omo �lmagem, fotogra�a, et. Por outro lado, no v�o aut�nomo, a es-tação terrena fornee a trajetória a ser seguida. Os omandos repassados aos servossão resultado das leis de ontrole programadas na CPU e da leitura dos sensoresineriais, GPS, altímetro e bússola. A omuniação neste anal pode ser feita porinterfaes de redes loais sem �o utilizando protoolo TCP/IP (GAVRILETS etalii, 2000) (HONG et alii, 2005) ou om modems desenvolvidos espei�amentepara este �m (CAI et alii, 2005).
• Sub-sistema de Navegação: a Unidade de Medição Inerial − Inertial MeasurementUnit (IMU) − é responsável por grande parte das informações sensoreadas. Éomposta por três aeler�metros, que medem as aelerações ax, ay e az da aero-nave nos eixos longitudinal, lateral e vertial, respetivamente, e três girosópios,responsáveis pela medida das variações angulares p, q e r em torno dos mesmoseixos. A orientação e a oloação da aeronave na sua trajetória orreta pode aindaser feita om a ajuda de um GPS (Global Position System). De aordo om apreisão neessária, pode-se optar por um GPS om orreção diferenial (DGPS).Para apliações militares, reomenda-se o uso da IMU, por ser um sistema de ori-entação independente, ou seja, om tenologia não-proprietária. A instalação doreeptor GPS e/ou da IMU o mais próximo possível do entro de gravidade (CG)da aeronave permite a obtenção de medidas mais preisas. Em GAVRILETS et alii(2000) e BUDIYONO (2005a), sugere-se o uso do Filtro de Kalman Estendido −Extended Kalman Filter (EKF) − om o objetivo de juntar as duas informações107



e forneer dados mais preisos para a navegação. O uso de um sonar-altímetrovisa melhorar a preisão da medida de altitude forneida pelo GPS, espeialmentepara pequenas alturas ou quando se está muito próximo ao solo. O sub-sistema denavegação deve ser apaz de reeber uma trajetória pré-estabeleida para exeuçãode missões aut�nomas e forneer, periodiamente, as oordenadas da aeronave parao aompanhamento do v�o em tempo real.
• Sub-sistema de Controle: a omplexidade da dinâmia de uma aeronave (aopla-mentos, não-linearidades e natureza multivariável) requer atenção espeial na im-plementação do ontrole. Em BUDIYONO (2005a), duas ténias de ontrole sãopropostas. A primeira utiliza um regulador linear quadrátio (LQR). A segundaténia, denominada CDM (Coe�ient Diagram Method), é uma aproximação al-gébria para o projeto de ontroladores robustos. Os parâmetros de projeto uti-lizados nesta ténia são os índies de estabilidade e de limiar de estabilidade, eas onstantes de tempo. Os índies determinam a estabilidade, o omportamentodo transitório e a robustez do sistema às variações dos parâmetros. As onstantesde tempo, por sua vez, determinam as araterístias da resposta no domínio dotempo. Os detalhes do método CDM podem ser vistos em BUDIYONO (2005b).O LQR também foi utilizado em ZHU & NIEUWSTADT (1996) e SPRAGUE etalii (2001). Em BENDOTTI & MORRIS (1995), é feito um estudo omparativoentre os ontroladores LQG e H∞.
• Sub-sistema de Energia: deve ser ompato e leve, de maneira a não oupar o espaçodestinado a outros sensores e sobrearregar o peso da aeronave. É omposto pordois onjuntos de baterias: o primeiro alimenta os servos e o segundo, juntamenteom os reguladores de tensão, fornee energia para o omputador embarado e ossensores. Essa on�guração de alimentação, normalmente adotada em sistemasembarados, visa proteger a CPU das quedas de tensão que podem oorrer devidoà arga requerida pelos servos para mover as partes meânias da aeronave.
• Sub-sistema de Sensoreamento: além dos sensores de navegação e ontrole (GPS,IMU, et), os VANT podem requerer outros equipamentos para desempenhar tare-fas espeí�as. Dispositivos de deteção de agentes químios e biológios, sensoresatmosférios (pressão, umidade do ar, temperatura, et) e âmeras de vídeo sãoalguns dos equipamentos que as aeronaves podem transportar para realizar missõesde reonheimento e levantamento de informações.108



• Estação Terrena: elo de omuniação entre a aeronave e o omando da missão.Deve apresentar mobilidade (instalação em viatura), tendo em vista o empregooperaional e tátio dos VANT. É omposta, basiamente, por um GPS, um om-putador − onde são instalados os softwares de gerênia e aompanhamento de v�oe um bano de dados de informações estratégias e operaionais − e uma inter-fae de omuniação om o VANT. É essenial para que a aeronave realize v�osaut�nomos, mediante inserção de rotas pré-de�nidas, e para a oleta de dados dosdiversos sensores. No modo de operação manual, sua tarefa onsiste em monitoraras informações operaionais da aeronave (níveis de bateria, ombustível, atividadeda CPU, et) e estratégias da missão (oordenadas, resultados de testes químiose biológios, fotos, et).O diagrama em bloos da avi�nia sugerida para o projeto de um VANT pode servista na FIG. 6.2.

FIG. 6.2: Diagrama em bloos da avi�nia de um projeto de VANT.6.1.3 SIMULAÇÕESO sistema ompleto é submetido a diversos testes em laboratório. Nesta etapa, osdados obtidos nas simulações são usados para veri�ar se os ritérios de desempenho109



espei�ados no projeto foram atingidos. Com isso, é possível onluir a respeito dofunionamento do onjunto. É a fase que requer maior atenção do projetista. Eventuaisfalhas não detetadas oloam em riso a integridade do protótipo e o tempo gasto napesquisa. Deve-se testar a omutação entre as operações aut�noma e manual, garantindoque o piloto possa assumir o ontrole da aeronave a qualquer instante. Nesta etapa, osmodelos forneidos pela metodologia de identi�ação apresentada no Capítulo 4 devemser testados. O onjunto deve ser omandado om sinais de entrada diversos, prou-rando exitar freqüênias rítias, om o objetivo de veri�ar se a dinâmia do modeloempregado está satisfazendo as espei�ações. Nesta fase, é possível também reavaliar omodelo obtido na etapa anterior, gravando-se os sinais de omando e as orrespondentessaídas diretamente nos servos e realulando o modelo. O ruído nos dados de respostaem freqüênia e nos enlaes entre a aeronave e a estação terrena devem ser observa-dos e tratados, visando obter modelos preisos e manter a relação sinal/ruído em níveisaeitáveis para as omuniações.6.1.4 DESENVOLVIMENTOO estágio de Desenvolvimento onsiste na adequação da aeronave para instalação dohardware e robusteimento físio da estrutura. É, basiamente, uma etapa meânia, demontagem e ajuste dos equipamentos. Com o onjunto montado, é interessante que sejafeita uma análise de vibração e que seus efeitos sejam monitorados. Em GAVRILETSet alii (2000), são apresentadas algumas fontes de vibração de um helióptero em esalareduzida e os proedimentos para eliminá-las ou, pelo menos, minimizá-las.6.1.5 ENSAIOS DE VÔOEsta fase ompreende a exeução de testes de ampo do onjunto aeronave/estaçãoterrena. O protótipo é submetido a situações variadas, visando reunir um onjunto deondições o mais próximo possível daquele do teatro de operações. Os requisitos dedesempenho não alançados e as falhas observadas devem ser levados em onsideraçãonas fases de Espei�ações e de Projeto de uma nova implementação.6.2 TEORIA BÁSICA DE VÔO DO HELICÓPTEROBasiamente, o piloto ontrola quatro funções primárias:110



• passo oletivo (ucol): varia o ângulo das pás do rotor prinipal e relaiona-se àpotênia onsumida pelo rotor e à força de sustentação;
• ílio lateral (ulat): omanda o plano de rotação do rotor prinipal lateralmente,em torno do eixo longitudinal (rolagem);
• ílio longitudinal (ulon): omanda o plano de rotação do rotor prinipal longitu-dinalmente, em torno do eixo lateral (arfagem);
• pedal (uped): ou oletivo do rotor de auda, varia o ângulo das pás do rotor deauda e ontrola o movimento em torno do eixo vertial (guinada).As pás do rotor têm um per�l araterístio e são projetadas e instaladas de formaa fazer um determinado ângulo om o �uxo de ar. Ao girar, o rotor gera a força vertialde sustentação FN , à medida que o ar se desloa pelas pás. De aordo om a veloidadede rotação e o ângulo das pás do rotor, a força de sustentação varia. A desrição dasforças que agem no helióptero na situação de v�o pairado está ilustrada na FIG. 6.3.Neste aso, o piloto deve agir na alavana do passo oletivo de maneira a ontrolar aforça de sutentação, tornando-a igual ao peso para que o helióptero se mantenha emequilíbrio. Em ontrapartida, nos v�os asendente e desendente, ujas forças atuantessão mostradas na FIG. 6.4, tem-se a sustenção maior e menor que o peso, respetivamente.O prinipal omando neste tipo de manobra é exeutado através da alavana de passooletivo (ucol).No v�o em ruzeiro, o piloto atua nas alavanas dos ílios lateral e longitudinal,fazendo om que o plano de rotação seja desloado em torno dos eixos de rolagem earfagem. A deomposição da força de sustentação em FR e FL fará om que o heliópteroapresente desloamentos laterais ou longitudinais, de aordo om a posição das alavanasdos omandos ulat e ulon. O diagrama das forças para este aso é mostrado na FIG. 6.5.Devido à deomposição de forças, é neessário também que o piloto atue na alavana dooletivo de maneira a ontrolar a força de sustentação. O piloto deve, sempre, busarompensar o torque que surge devido ao aoplamento rotor-fuselagem. O efeito do torqueé fazer om que a fuselagem gire no sentido ontrário ao de rotação do rotor prinipal.Sem a ompensação, o v�o torna-se desonfortável e, às vezes, perigoso. É, portanto,um movimento não desejado que deve ser ontrolado. A ompensação do torque (ouguinada) é feita pelo rotor do auda. Analogamente ao rotor prinipal, o rotor de audaproduz empuxo proporional à variação do passo oletivo omandado pelo pedal (uped).Esse empuxo deve ser tal que produza um torque ontrário àquele produzido pelo rotor111



prinipal. Quando o empuxo do rotor de auda onsegue anular o torque, a fuselagempára de girar em torno do eixo vertial. Esta situação também arateriza o estado deequilíbrio (trimmed) do helióptero.
FIG. 6.3: V�o pairado FIG. 6.4: V�o vertial FIG. 6.5: V�o em ruzeiroEsta breve desrição do v�o do helióptero mostra quão omplexa é a pilotageme prevê que a obtenção de um modelo a partir de ténias onvenionais de modela-gem requer grandes estudos das leis da físia (aerodinâmia, meânia, et) que regem adinâmia do sistema. Tal proedimento pode dispender muito tempo e forneer modelosimpreisos ou redundantes. O emprego de ténias de identi�ação onsiderando o sis-tema omo uma aixa preta pode auxiliar bastante na determinação de uma representaçãomatemátia enxuta e preisa, obtida de maneira mais rápida que a onvenional.6.3 MODELAGEM DA DINÂMICA DO HELICÓPTEROO helióptero adquirido pela Seção de Engenharia Elétria do IME é um Nova Cuatroda Robbe Shlüter, disponível omerialmente no merado. Originalmente, é projetadopara operações om Rádio-Controle (R/C). A TAB 6.1 ompara as prinipais araterís-tias físias dos modelos Nova Cuatro, Yamaha R-50 e X-Cell .60. A segunda aeronavefoi utilizada na CMU omo plataforma para modelagem de um helióptero em esalareduzida (METTLER, 2003). O mesmo trabalho utilizou os dados referentes ao tereirohelimodelo, do MIT, e os submeteu ao modelo obtido para o R-50. O modelo para-metrizado determinado se mostra e�iente e pode ser utilizado em diversos heliópterosem esala reduzida (METTLER et alii, 2002). Em SANTOS (2005), por exemplo, foiutilizado um Raptor 30.O modelo desrito em METTLER et alii (2002) parte das equações básias demovimento de um orpo rígido e é inrementado om uma dinâmia adiional, visandoobter modelos mais preisos. As equações de Newton-Euler desrevem a dinâmia deorpo rígido para um veíulo apaz de se mover, livre e simultaneamente, em rotação e112



TAB. 6.1: Caraterístias físias do Nova Cuatro (IME), Yamaha R-50 (CMU) e X-Cell.60 (MIT)Grandeza Nova Cuatro Yamaha R-50 X-Cell .60Diâmetro do rotor prinipal (m) 1,765 3,07 1,45Diâmetro do rotor de auda (m) 0,330 0,52 0,28Comprimento (m) 1,610 3,58 1,36Altura (m) 0,465 1,08 0,41Massa (kg) 5,30 44 4,4Potênia do Motor () 13 98 10translação nos seis graus de liberdade, omo o helióptero. A dinâmia adiional aresidaao modelo onsidera os aoplamentos rotor prinipal/fuselagem, rotor prinipal/barra es-tabilizadora e um sistema de amorteimento de guinada. A FIG. 6.6 apresenta os eixos eas variáveis envolvidas na modelagem do orpo rígido. A origem dos eixos é onsideradano entro de gravidade (CG) da aeronave; u, v e w são veloidades; φ, θ e ψ são os ân-gulos de Euler e p, q e r são as taxas de variação angular. Estão representados tambémna �gura as forças (X, Y e Z) e os momentos resultantes (L, M e N) que agem no CGdo helióptero, além das variáveis b, a e d, c que relaionam-se aos batimentos lateral elongitudinal do rotor prinipal e da barra estabilizadora, respetivamente.

FIG. 6.6: Eixos e grandezas envolvidas na modelagem onvenional da dinâmia dohelióptero.Considerando apenas as equações de orpo rígido do helióptero, hega-se a ummodelo não-linear ẋ = f(x, u) de ordem 9, ujos vetores de estados (x) e de entradas (u)são dados por:
x =

[
u v w φ θ ψ p q r

]T e u =
[
ulat ulon ucol uped

]T (6.1)A equação diferenial vetorial não-linear ẋ = f(x, u) pode ser linearizada em torno113



de um ponto de equilíbrio x0 onforme a EQ. 6.2:
δẋ =

(
∂f

∂x

)

x0,u0

δx+

(
∂f

∂u

)

x0,u0

δu (6.2)A notação em espaço de estados é dada por:
δẋ = Aδx+Bδu (6.3)a qual utiliza as perturbações lineares dos vetores de estado e de entrada. As trajetóriasdos estados e das entradas de ontrole onsiderando o ponto de equilíbrio são dadas por:

x = x0 + δx e u = u0 + δu (6.4)O proedimento de linearização onsiste em representar as perturbações das forçase momentos externos envolvidos sob a forma de expansão em série de Taylor. Apenasos termos de primeira ordem são onsiderados, tendo em vista o interesse em se terdependênia linear nos estados e nas entradas. As derivadas pariais na matriz A emrelação aos estados do veíulo são denominadas derivadas de estabilidade. Por outro lado,as derivadas em relação às entradas na matriz B são hamadas derivadas de ontrole.Como exemplo da notação adotada, a EQ. 6.5 mostra as derivadas da força longitudinalem relação à veloidade longitudinal e à entrada ílio lateral.
∂X

∂u
, Xu e ∂X

∂δlat

, Xδlat
, Xlat (6.5)Com o objetivo de melhorar a �delidade do modelo de derivadas de estabilidade, ou-tros efeitos onsiderados rítios para a dinâmia da aeronave podem ser expliitamentemodelados e inorporados ao modelo de orpo rígido. Dentre esses efeitos, o aopla-mento rotor/fuselagem é de grande importânia. Para heliópteros em esala reduzida, abarra estabilizadora e o sistema de amorteimento de guinada, que failitam a pilotagem,também devem ter suas dinâmias modeladas e aresidas ao modelo.A FIG. 6.7 ilustra a interonexão entre a aeronave (fuselagem e rotor), a barraestabilizadora e o sistema de amorteimento de guinada. Nota-se que os dois últimossub-sistemas são representados omo sistemas retroativos, om ganhos de realimentação

Kc e Kd (barra estabilizadora) e Kr (sistema de amorteimento de guinada). Os bloos
GS e GT representam os atuadores do prato ílio (omandos ílios e oletivo) e dorotor de auda (pedal), não modelados neste trabalho. Para reduzir o efeito de mudançasdo omando oletivo na dinâmia de guinada, alguns helimodelos relaionam os omandosoletivo e pedal por um ganho Kf . 114



FIG. 6.7: Diagrama em bloos da dinâmia aumentada do helióptero: aeronave, barraestabilizadora e sistema de amorteimento de guinada.A dinâmia látero-longitudinal da fuselagem é desrita pelas EQ. 6.6−6.9. As forçase os momentos do rotor são representados pelas derivadas de batimento Xa, Yb e Ma, Lb,respetivamente. Os efeitos da aerodinâmia são expressos pelas derivadas de veloidade
Xu, Yv, Lu, Lv, Mu e Mv. Os termos u0, v0 e w0 são relevantes apenas para o v�o deruzeiro. O termo g representa o módulo da aeleração da gravidade.

u̇ = (−w0q + v0r)− gθ +Xuu+ . . .+Xaa (6.6)
v̇ = (−u0r + w0p) + gφ+ Yvv + . . .+ Ybb (6.7)
ṗ = Luu+ Lvv + . . .+ Lbb (6.8)
q̇ = Muu+Mvv + . . .+Maa (6.9)A dinâmia vertial é obtida diretamente das equações de Newton-Euler do orporígido, sendo dada pela EQ. 6.10. A derivada Zcol representa a perturbação do empuxodevido a uma mudança no omando de passo oletivo, enquanto Zw mostra o amortei-mento do rotor e o arrasto da fuselagem.

ẇ = (−v0p+ u0q) + Zuu+ Zww + . . .+ Zcolδcol (6.10)Outra dinâmia a ser onsiderada é a do aoplamento rotor/barra estabilizadora. Osontroles dos servos são transmitidos diretamente para a barra estabilizadora, tornandoa resposta do rotor prinipal mais lenta e mais estável. Como as pás da barra estabi-lizadora têm área menor que as pás do rotor prinipal, não produzem nenhuma força ou115



momento signi�ativos. Suas implementações mais omuns são o sistema Bell e o mis-turador Bell-Hiller. As EQ. 6.11 e 6.12 referem-se aos movimentos de batimento laterale longitudinal da barra estabilizadora, assim omo as EQ. 6.13 e 6.14 para o rotor prin-ipal, onsiderando, neste aso, os omandos ílios lateral e longitudinal aumentados(δlat = δlat +Kdd e δlon = δlon +Kcc, respetivamente).
τsḋ = −d− τsp+Dlatδlat (6.11)
τsċ = −c− τsq + Clonδlon (6.12)
τf ḃ = −b− τfp+Baa+Blat(δlat +Kdd) +Blonδlon (6.13)
τf ȧ = −a− τfq + Abb+ Alatδlat + Alon(δlon +Kcc) (6.14)Nestas equações, τs e τf são as onstantes de tempo da barra estabilizadora e do rotorprinipal, respetivamente; Dlat, Clon, Blat, Blon, Alat e Alon relaionam-se às engrena-gens do prato ílio; Ba e Ab são derivadas de aoplamento dos movimentos lateral elongitudinal. Por de�nição, Kd = Bd/Blat e Kc = Ac/Alon.Os heliópteros em esala reduzida têm um sistema dinâmio de amorteimento deguinada, implementado através da realimentação negativa do sinal de taxa de guinadado helióptero, forneido por um gir�metro. A prinipal ontribuição para o torque deguinada externo vem do torque gerado pela força aerodinâmia do rotor de auda, queé ontrolada pelo ângulo de passo de suas pás (δped). Devido ao seu pequeno tamanhoe grande veloidade angular, a resposta desta força a uma variação de δped pode seronsiderada instantânea. Esta resposta é muito mais rápida que a dinâmia de guinadada fuselagem. Deste modo, a dinâmia do rotor de auda não preisa ser modelada(METTLER, 2003). Segundo METTLER (2003), a inlusão do sistema de amorteimentode guinada requer o uso de mais um estado, rfb (feedbak). As equações difereniaisorrespondentes para o modelo em espaço de estados, onsiderando o omando aumentado

δped = δped − rfb, são:
ṙ = Nrr + . . .+Nped(δped − rfb) (6.15)

ṙfb = Krr −Krfb
rfb (6.16)onde Krfb

= −2Nr.O modelo ompleto em espaço de estados da dinâmia do helióptero é obtido pelaoleção de todas as equações difereniais organizadas em um sistema da forma:
Mẋ = Fx+Gu (6.17)116



onde x é o vetor de estados e u é o vetor de entrada. A matriz do sistema F ontémas derivadas de estabilidade, a matriz de entrada G ontém as derivadas de entradae a matriz M ontém as onstantes de tempo do rotor e da barra estabilizadora. Aestrutura �nal é obtida adiionando-se ou removendo-se algumas derivadas, de aordoom a qualidade do ajuste no domínio da freqüênia. Uma boa aproximação é alançadaao onsiderar o modelo paramétrio desrito na EQ. 6.18 (METTLER, 2003):
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(6.18)onde as variáveis de estado são:
• u, v e w: veloidades nas oordenadas da fuselagem;
• p, q e r: taxas angulares de rolagem, arfagem e guinada;
• φ e θ: ângulos de atitude de rolagem e arfagem;
• a, b (c, d): ângulos de batimento longitudinal e lateral do rotor prinipal (barraestabilizadora);
• rfb: estado adiional usado para o sistema de amorteimento da guinada.117



Nesta seção, foi possível veri�ar a omplexidade envolvida na modelagem dadinâmia de uma aeronave, espei�amente, de um helióptero em esala reduzida. Omodelo �nal obtido é parametrizado em função de alguns ganhos e das derivadas de es-tabilidade e ontrole das forças e momentos gerados. Em METTLER (2003), utilizou-seuma ferramenta de identi�ação de sistemas, desenvolvida pela Divisão de Aeronaves deAsas Rotativas da NASA em onjunto om o Exérito Ameriano, denominada CIFER(Comprehensive Identi�ation from Frequeny Responses). Com esta ferramenta, foi pos-sível determinar os parâmetros do modelo. A extensão da ténia N2CACGO para sis-temas MIMO, apresentada no Capítulo 4, também pode ser utilizada. Essa abordagem,em prinípio, não mantém o signi�ado físio dos parâmetros, mas agrega rapidez à de-terminação do modelo. Ao se onsiderar o sistema omo uma aixa preta, elimina-sea fase de modelagem da dinâmia, muitas vezes omplexa e dispendiosa em termos detempo e usto.
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7 CONCLUSÕES E SUGESTÕES
7.1 CONCLUSÕESO trabalho apresentou uma metodologia de identi�ação de sistemas, denominadaN2CACGO, no domínio da freqüênia para apliação em sistemas monovariáveis, lineares(ou, pelo menos, lineares em torno de um ponto de operação) e invariantes no tempo.A extensão da ténia N2CACGO permitiu que sistemas multivariáveis pudessem seridenti�ados e representados por matrizes de funções de transferênia, onde os modelosdos anais ompartilham a mesma dinâmia, ou seja, utilizam um onjunto de pólos emomum. Ambos os métodos apresentam araterístias semelhantes, omo funções obje-tivo onvexas e baseadas em norma quadrátia. Os problemas de otimização envolvidospuderam ser soluionados de maneira analítia.A implementação omputaional da metodologia de identi�ação proposta é relati-vamente simples, envolvendo, de maneira geral, produtos de matrizes. A substituição dossomatórios por multipliações matriiais permitem que o tempo de estimação dos mo-delos seja reduzido, viabilizando o emprego dos métodos em apliações em tempo real.A plataforma omputaional utilizada para os álulos foi um omputador Intel CeleronM 1.3 GHz om 256 MB de memória RAM. Para dar uma idéia da ordem de grandezado tempo de estimação, pode-se utilizar o Exemplo Aadêmio II, ujo modelo de ordem9 foi estimado em 70 ms. Veri�ou-se também que o número de ondiionamento damatriz dos oe�ientes dos sistemas de equações lineares envolvidos varia om a ordemdo modelo, a faixa de freqüênias e o número de pontos adotados. O trabalho busousubmeter a ténia de identi�ação a sistemas de naturezas diversas, destaando-se asplantas aeronáutias e as elétrias. Em alguns asos, a identi�ação forneeu soluções deordens mais baixas que as dos modelos originais. Um sistema om retardo temporal tam-bém foi identi�ado, mostrando que a metodologia N2CACGO pode ser utilizada omouma alternativa para a determinação de modelos raionais, substituindo, por exemplo, aaproximação de Padé.Outro ponto explorado no trabalho foi o uso ombinado da identi�ação om otrunamento modal visando determinar modelos de ordem reduzida para sistemas degrande porte. Neste aso, os resultados podem ser omparados àqueles obtidos pela apli-ação da ténia de trunamento balaneado (BALMR) no modelo ompleto. A ténia119



N2CACGO também se mostrou e�iente para a obtenção de modelos a partir de pontosde resposta em freqüênia medidos em laboratório. Foi utilizado o levitador magnétiodo IME, ujos dados experimentais de resposta em freqüênia foram obtidos em malhafehada, por ser um sistema inerentemente instável e, por isso, requerer estabilizaçãoprévia. Para o levamento de modelos de sistemas reais, veri�a-se a neessidade de setrabalhar om dados om a maior preisão possível. Isso requer a utilização de boainstrumentação e bons equipamentos de medida, omo sensores preisos, por exemplo.O trabalho também prop�s a implementação de uma realização em espaço de esta-dos para as MFT identi�adas, denominada realização Quase-Mínima, baseada na apro-ximação diagonal de Gilbert. Foi neessário apliar uma transformação de similaridadevisando obter modelos om oe�ientes reais. Uma realização om oe�ientes omplexosintroduz erros de arredondamento nos álulos podendo, inlusive, retornar FT om oe-�ientes e pólos omplexos sem os respetivos onjugados. Apesar de não haver garantiasde que a realização proposta seja de ordem mínima, os resultados obtidos foram satis-fatórios, permitindo obter uma representação em espaço de estados que possa substituira MFT identi�ada pela metodologia proposta.O tereiro assunto abordado nesta dissertação diz respeito aos Veíulos Aéreos Não-Tripulados (VANT). Foram mapeadas as fases de operação de um VANT, desde os re-quisitos até os ensaios de v�o. Também foi proposta, de maneira genéria, a avi�nianeessária para um projeto de VANT, onde são desritos os sub-sistemas envolvidos.Neste ontexto, foi destaado o papel da identi�ação para o levantamento de modelosde sistemas omplexos, omo o helióptero.7.2 SUGESTÕESEsta seção destaa alguns tópios para investigação e possível implementação emtrabalhos futuros:a) Equaionamento da ténia N2CACGO para identi�ação de sistemas multivariá-veis om dinâmias dos anais em faixas distintas de freqüênias.b) Inserção das araterístias do sistema, quando onheidas a priori, no algoritmode identi�ação (abordagem aixa inza);) Melhoria do ondiionamento numério da matriz de oe�ientes dos sistemas deequações lineares envolvidos, através da normalização do vetor de freqüênias e da120



normalização do vetor de módulo. Esse proedimento visa diminuir a disrepâniaentre o menor e o maior valor na matriz de oe�ientes.d) Implementação de outros algoritmos para solução dos Sistemas de Equações Li-neares (SEL). Apesar da eliminação gaussiana apresentar resultados satisfatórios,outros métodos para solução de SEL podem ser utilizados, omo a deomposiçãoem valores singulares (SVD).e) Melhoria do ajuste através da ponderação do vetor de freqüênias e da ponderaçãoda função objetivo multivariável. Em alguns asos, em uma determinada sub-faixade freqüênias, as urvas de resposta em freqüênia do sistema sob análise e domodelo estimado podem �ar desajustadas. Este problema pode ser minimizadoatravés da redistribuição dos pontos ao longo da faixa de interesse, aloando umamaior quantidade para a sub-faixa em questão. Outra medida sugerida para amelhoria do ajuste onsiste em ponderar as funções usto Jλ, λ ∈ Λ, da funçãoobjetivo multivariável JM =
∑
λ

Jλ, busando priorizar o(s) anal(ais) om maior(es)erro(s) de ajuste.f) Tratamento do ruído através de uma ténia de �ltragem das medidas de entrada
u(t) e saída y(t) para a obtenção de modelos de sistemas físios reais. Com esseproedimento anterior à apliação da metodologia de identi�ação propriamentedita, os efeitos do ruído nas medidas serão minimizados e a apliação da FFT paraa álulo do onjunto de dados de resposta em freqüênia do sistema forneerávalores mais preisos. Outra onseqüênia direta deste proedimento é tornar osalgoritmos de identi�ação mais simples, uma vez que não preisariam preoupar-seom o tratamento do ruído.g) Alteração da função objetivo multivariável, relaionando-a aos valores singularesda MFT, em vez de onsiderar o somatório dos erros de ada um dos anais.h) Utilização da metodologia N2CACGO para determinação de modelos de sistemasom retardo.i) Levantamento de modelos de sistemas reais, espei�amente, do helióptero daSeção de Engenharia Elétria do IME.j) Modi�ação da ténia de identi�ação para determinação direta de modelos emespaço de estados em vez de representações através de MFT.121



k) Apliação da ténia N2CACGO em sistemas que exijam a identi�ação em temporeal.l) Implementação de uma realização que permita que os modelos dos anais tenhampólos múltiplos, tendo em vista que a aproximação diagonal de Gilbert parte dopressuposto que a multipliidade máxima dos pólos é igual a 1.m) Determinação de uma realização sem a neessidade de utilizar a aproximação deGilbert.n) Implementação de um VANT através do projeto e integração dos diversos sub-sistemas itados no Capítulo 6.
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9.1 APÊNDICE 1: LEMAS E TEOREMASLema 3.1: (JS(θ) é onvexo em θ) Dada uma aproximação de ordem n da expansãode Gn
e (θ, s), a função

JS(θ) = ‖D(β, jω)G(jω)−N(α, jω)‖22é onvexa em relação ao vetor paramétrio θ =
[
αT βT

]T .Demonstração: JS(θ) é onvexo em θ ⇔ o domínio de JS(θ) é onvexo e para dois pontos
θ1 e θ2 quaisquer do domínio de JS(θ)

JS(δθ1 + (1− δ)θ2) ≤ δJS(θ1) + (1− δ)JS(θ2), ∀δ ∈ [0, 1]A primeira parte, relativa ao domínio de JS(θ), é direta pois θ ∈ R
2n+1 e R

2n+1 é onvexo.Basta então mostrar a desigualdade aima. Partindo de:
N(α, jω) = α0(jω)n + α1(jω)n−1 + . . .+ αn−1(jω) + αn =

n∑

k=0

αk(jω)n−k

D(β, jω) = β0(jω)n + β1(jω)n−1 + . . .+ βn−1(jω) + βn =
n∑

k=0

βk(jω)n−k, β0 , 1é possível esrever
JS(δθ1 + (1− δ)θ2) =

=

∥∥∥∥∥

{
n∑

k=0

[δβ1k + (1− δ)β2k] (jω)n−k

}
G(jω)−

n∑

k=0

[δα1k + (1− δ)α2k] (jω)n−k

∥∥∥∥∥

2

2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

δ

[
n∑

k=0

β1k(jω)n−kG(jω)−
n∑

k=0

α1k(jω)n−k

]

︸ ︷︷ ︸
A

+

+(1− δ)
[

n∑

k=0

β2k(jω)n−kG(jω)−
n∑

k=0

α2k(jω)n−k

]

︸ ︷︷ ︸
B

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

2Trabalha-se agora om a notação simpli�ada e a desigualdade:
‖δA+ (1− δ)B‖22 ≤ ‖δA+ (1− δ)B‖22 + δ(1− δ) ‖A−B‖22︸ ︷︷ ︸

C

(9.1)130



A igualdade é satisfeita para os valores δ = 0 e δ = 1. Por outro lado, a desigualdadeoorre quando δ ∈ (0, 1). Dessa maneira, expandindo o termo C da EQ. 9.1:
‖δA+ (1− δ)B‖22 + δ(1− δ) ‖A−B‖22 =

= δ2 ‖A‖22 + (1− δ)2 ‖B‖22 + 2δ(1− δ) < A,B > +

+δ(1− δ) ‖A‖22 + δ(1− δ) ‖B‖22 − 2δ(1− δ) < A,B >

= δ ‖A‖22 + (1− δ) ‖B‖22Portanto, é possível esrever:
JS(θ1 + (1− δ)θ2) ≤ δJS(θ1) + (1− δ)JS(θ2), ∀δ ∈ [0, 1]

�Teorema 3.1 (Uma função estritamente onvexa tem um únio mínimo) Seja
S ⊂ R

n um onjunto onvexo não vazio, e f : S → R uma função onvexa. Considere oproblema de minimizar f(x) om x ∈ S. Suponha que xmin ∈ S seja uma solução ótimaloal para o problema.a) Então, xmin é uma solução ótima global.b) Se f é estritamente onvexa, então xmin é a únia solução ótima global.Demonstração: Ver BAZARAA et alii (1993).
�Lema 4.1: (A soma de funções onvexas é também uma função onvexa)Sejam f1, f2, . . . , fk : R

n → R funções onvexas. Considere a função f de�nida por
k∑

i=1

ρifi(x), ρi > 0, i = 1, 2, . . . , k. A função f é onvexa.Demonstração: Para que f(x) seja onvexa, deverá satisfazer a ondição:
f(δx1 + (1− δ)x2) ≤ δf(x1) + (1− δ)f(x2), δ ∈ [0, 1], ∀x1, x2 ∈ R

nDesenvolvendo a expressão:
f(δx1 + (1− δ)x2) =

k∑

i=1

ρifi(δx1 + (1− δ)x2)

= ρ1f1(δx1 + (1− δ)x2) + ρ2f2(δx1 + (1− δ)x2) + . . .+ ρkfk(δx1 + (1− δ)x2)Como, por de�nição, fi é onvexa, segue que:
fi(δx1 + (1− δ)x2) ≤ δfi(x1) + (1− δ)fi(x2), i = 1, . . . , k (9.2)131



Substituindo a EQ. 9.2 na expansão anterior:
f(δx1 + (1− δ)x2) ≤ ρ1 [δf1(x1) + (1− δ)f1(x2)] + ρ2 [δf2(x1) + (1− δ)f2(x2)] + . . .

. . .+ ρk [δfk(x1) + (1− δ)fk(x2)]

= δ [ρ1f1(x1) + ρ2f2(x1) + . . .+ ρkfk(x1)] +

+(1− δ) [ρ1f1(x2) + ρ2f2(x2) + . . .+ ρkfk(x2)]

= δ
k∑

i=1

ρifi(x1) + (1− δ)
k∑

i=1

ρifi(x2)

= δf(x1) + (1− δ)f(x2)

�
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9.2 APÊNDICE 2: MODELOS MONOVARIÁVEIS ESTIMADOSConsidere um modelo Gn
e (s) estimado de ordem n desrito generiamente por:

Gn
e (s) =

α0s
n + α1s

n−1 + α2s
n−2 + . . .+ αn−1s

+αn

β0sn + β1sn−1 + β2sn−2 + . . .+ βn−1s+αn

, β0 , 1A seguir, são apresentados os oe�ientes das FT obtidas através da apliação dametodologia N2CACGO em ada um dos exemplos do Capítulo 3. As tabelas seguem oseguinte formato: TAB. 9.1: Coe�ientes de Gn
e (s).Ordem Coef. Numerador Coef. Denominador

α0 β0

α1 β1

α2 β2n ... ...
αn−2 βn−2

αn−1 βn−1

αn βn

TAB. 9.2: Coe�ientes de Gn
e (s): Exemplo Aadêmio I.Ord Coef. Numerador Coef. Denominador Ord Coef. Numerador Coef. Denominador

+1, 038563224475893e − 001 +1, 000000000000000e + 000 +9, 731750257107742e − 002 +1, 000000000000000e + 0001 +9, 692279559884353e − 001 +4, 094923938617398e − 001 2 +3, 244852780594049e + 000 +1, 121692117674098e + 000
+1, 088008586665833e + 001 +8, 994540805621209e + 001

+1, 001217899872065e − 001 +1, 000000000000000e + 000 +1, 000000273379406e − 001 +1, 000000000000000e + 000
+3, 438007654680500e + 000 +3, 736144583161817e + 000 +3, 559214536568263e + 000 +4, 882159225563293e + 0003 +3, 721900643665232e + 001 +1, 160640073080216e + 002 4 +4, 406467024231435e + 001 +1, 597961737384818e + 002
+7, 875225059018879e − 001 +1, 548082960477553e + 002 +2, 116138460121732e + 002 +3, 756678828213007e + 002

+2, 800145436968488e + 002 +3, 525538249595730e + 003
+1, 000000000967613e − 001 +1, 000000000000000e + 000 +9, 999999850668627e − 002 +1, 000000000000000e + 000
+4, 715752060249466e + 000 +1, 644752067642614e + 001 +7, 338303071997962e + 000 +4, 267302996836219e + 001
+8, 522562909456705e + 001 +2, 162367240818903e + 002 +1, 947481826645428e + 002 +5, 060771271791489e + 0025 +7, 211477270791208e + 002 +2, 223498526522183e + 003 6 +2, 452597405783887e + 003 +7, 203641362593950e + 003
+2, 725317195883438e + 003 +7, 866863604971893e + 003 +1, 540268879925017e + 004 +4, 356833493012405e + 004
+3, 237759598256411e + 003 +4, 075616003007216e + 004 +4, 477301401952657e + 004 +1, 939209566378500e + 005

+4, 529085282383994e + 004 +5, 700372217210676e + 005
+9, 999999953379861e − 002 +1, 000000000000000e + 000
+2, 521347472451033e − 001 −2, 818865289186709e + 001
+1, 585845588522626e + 002 +2, 320603018918002e + 003
+1, 080464114303323e + 004 +4, 427693492337573e + 0047 +2, 303134075885534e + 005 +5, 469110674441214e + 005 − − − − − − − − − − −

+2, 149726067775921e + 006 +6, 803011360679091e + 006
+8, 653156094033286e + 006 +2, 239610710962220e + 007
+1, 059568255176248e + 007 +1, 333792379293758e + 008
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TAB. 9.3: Coe�ientes de Gn
e (s): Exemplo Aadêmio II.Ord Coef. Numerador Coef. Denominador Ord Coef. Numerador Coef. Denominador

−3, 155627553546577e − 004 +1, 000000000000000e + 000 −6, 191523601768096e − 004 +1, 000000000000000e + 0002 −6, 103801667859872e − 003 +1, 844566642728708e − 003 3 +8, 130642643516544e − 005 +2, 933553576419002e − 003
−2, 078429335777009e − 002 +4, 059297702969141e − 002 −4, 261273274552072e − 002 +6, 862347973055455e − 001

−1, 161066430941519e − 003 +8, 556708300296803e − 005
+1, 829578572286565e − 004 +1, 000000000000000e + 000 −3, 913790300654602e − 005 +1, 000000000000000e + 000
−1, 036463084650494e − 003 +6, 966090904943449e − 003 +1, 100868713830991e − 004 +8, 150954458106074e − 0024 +1, 824549140118310e − 002 +2, 000673807833904e + 000 5 −5, 530078312767322e − 003 +2, 769531613041941e + 000
−6, 780094904221626e − 002 −7, 586808322967522e − 003 +2, 016193258457728e − 002 +1, 718791790643005e − 001
+2, 530825025357190e − 001 +3, 254705853686175e − 002 −1, 901925119092792e − 001 +5, 631293608577588e − 001

+4, 136614068756889e − 001 −2, 662014903282252e − 002
−8, 535521207560430e − 006 +1, 000000000000000e + 000 −1, 419757247716013e − 006 +1, 000000000000000e + 000
+4, 031853342967143e − 005 +8, 511277596549756e − 002 +3, 316030132865417e − 006 +1, 340188295563529e − 001
−1, 334516969733776e − 003 +3, 950902444303661e + 000 −2, 496058425082061e − 004 +4, 875276153725983e + 0006 +1, 162168600683873e − 002 +2, 096684582561021e − 001 7 +6, 878396570859035e − 003 +3, 600605699268103e − 001
−5, 317254698942776e − 002 +2, 938628790881191e + 000 −1, 044316789070026e − 002 +5, 446835434344377e + 000
+2, 046825148407867e − 001 −2, 505816640436386e − 002 +8, 047166585744203e − 002 +7, 106702012899477e − 003
+5, 726502758611307e − 001 +1, 857051610947655e − 002 +8, 352734923125996e − 001 +4, 893859446413760e − 001

+5, 368200342155814e − 002 −3, 918821292296260e − 003
+5, 366450792527961e − 020 +1, 000000000000000e + 000 −4, 308950687778664e − 018 +1, 000000000000000e + 000
−6, 974215827881317e − 018 +1, 609999999999860e − 001 −1, 202084977526263e − 017 +4, 249461657182646e − 001
+6, 950883366313450e − 018 +6, 004000000000056e + 000 −9, 141366700924309e − 016 +6, 046495332680133e + 000
+6, 399999999998860e − 003 +5, 821999999999744e − 001 +6, 399999999997910e − 003 +2, 166932778972051e + 0008 +2, 350000000000068e − 003 +9, 983500000000348e + 000 9 +4, 039255460534048e − 003 +1, 013716945767887e + 001
+7, 129999999994943e − 002 +4, 073000000000889e − 001 +7, 192027348932985e − 002 +3, 042406545447557e + 000
+1, 000199999999997e + 000 +3, 982000000000468e + 000 +1, 019019361614193e + 000 +4, 089505273295514e + 000
+1, 044999999994864e − 001 +8, 000079166929802e − 014 +3, 684989549499809e − 001 +1, 051033631891281e + 000
+9, 955000000000627e − 001 +5, 980381911460649e − 015 +1, 023082374308486e + 000 +1, 029486416535586e − 012

+2, 627584079709923e − 001 +1, 320789624754234e − 013
+1, 362023754656728e − 017 +1, 000000000000000e + 000 +1, 284280205748767e − 016 +1, 000000000000000e + 000
+2, 118739340145375e − 017 −3, 340142956953622e − 001 +4, 938499958528590e − 016 +2, 196332138288680e − 001
+3, 288869077214108e − 015 −4, 070038040524877e + 002 +3, 318853565128398e − 014 +3, 987283101765065e + 001
+6, 400000000006976e − 003 −6, 887129101826461e + 001 +6, 400000000118902e − 003 +2, 820395634185659e + 002
−8, 180914921758979e − 004 −2, 469525050255231e + 003 +2, 725252571553539e − 003 +2, 576897090325691e + 00210 −2, 572603166799806e + 000 −2, 449414189715467e + 002 11 +2, 881378909117828e − 001 +1, 675732023884163e + 003
−5, 475570138632916e − 003 −4, 118687373070028e + 003 +2, 848135510177893e + 000 +5, 025268520162983e + 002
−2, 983238730986665e + 001 −1, 701567648052668e + 002 +3, 225106348055040e + 000 +2, 766015793377443e + 003
−4, 120669213660328e + 002 −1, 644279721082016e + 003 +5, 452191801378533e + 001 +2, 471019562590070e + 002
−4, 364377388662837e + 001 −4, 993846489202710e − 011 +2, 793057741685960e + 002 +1, 097654099143208e + 003
−4, 110699302703981e + 002 −7, 469914214539924e − 012 +6, 251286343457172e + 001 −1, 106390355574383e − 009

+2, 744135247897788e + 002 −2, 795300109948600e − 010
+1, 716603469066693e − 015 +1, 000000000000000e + 000 −1, 580146650383409e − 015 +1, 000000000000000e + 000
−5, 407731458703538e − 015 +1, 097083659462485e + 000 +4, 565014099121692e − 014 −2, 633296327916756e + 000
+4, 979632152862668e − 013 +1, 237165055661553e + 002 −5, 029356068728454e − 013 +6, 028936619715474e + 001
+6, 399999998594113e − 003 −1, 182182642304183e + 003 +6, 400000013152773e − 003 −6, 220193777912692e + 001
+8, 340935474148587e − 003 −3, 066328931007954e + 003 −1, 553349655993015e − 002 −1, 891037403590746e + 004
+8, 258952914899342e − 001 −7, 748227008764841e + 003 +4, 150389916306829e − 001 −5, 831224362830151e + 00412 −6, 383587253346881e + 000 −2, 106913593041273e + 004 13 +5, 787493325876038e − 001 −1, 238280908161738e + 005
−1, 637951272523963e + 001 −1, 409071487429278e + 004 −1, 220431830319889e + 002 −3, 412968406474557e + 005
+2, 416469067075925e + 001 −3, 584761126712271e + 004 −3, 449660141578231e + 002 −2, 238292928365576e + 005
−1, 450184217527426e + 003 −6, 269041718978184e + 003 −1, 552591655008817e + 003 −5, 560492619887887e + 005
−3, 598170180088130e + 003 −1, 428869471614227e + 004 −2, 310728530331168e + 004 −9, 896457671124859e + 004
−1, 576859189058828e + 003 +4, 913836305539464e − 008 −5, 696605794648975e + 004 −2, 185722991386292e + 005
−3, 572173678715470e + 003 −2, 193327862128594e − 008 −2, 488797514584135e + 004 +5, 194261146234476e − 007

−5, 464307477679120e + 004 −5, 393865613965527e − 007
−6, 956096543531851e − 015 +1, 000000000000000e + 000 +7, 182910522796656e − 014 +1, 000000000000000e + 000
−4, 341643551612209e − 014 +7, 471680526263253e + 000 +4, 162531421642462e − 013 +3, 886287294005439e + 000
−2, 416696572553505e − 012 −1, 179906822505305e + 002 +2, 611489089910275e − 011 +1, 843715519614192e + 002
+6, 399999986361715e − 003 +6, 399682603766329e + 002 +6, 400000138134711e − 003 −1, 499876864181588e + 002
+4, 913835503952984e − 002 +1, 963151036605793e + 003 +2, 619184245536380e − 002 +1, 176024644534888e + 004
−7, 126187940122570e − 001 −1, 374862160132815e + 004 +1, 217768239448685e + 000 −8, 608009086179108e + 004
+5, 167428422575685e + 000 −1, 677449969441320e + 006 +3, 936019502777712e − 001 −7, 078925161233912e + 00514 +1, 658713567115792e + 001 −3, 715968424789148e + 005 15 +8, 459636994788788e + 001 +1, 583242712127643e + 006
−1, 877600889373593e + 002 −1, 012728259412674e + 007 −3, 651163479360125e + 002 −4, 147686698724125e + 006
−1, 005811144796160e + 004 −1, 158352160190391e + 006 −4, 482732529355564e + 003 +1, 203633192065291e + 007
−2, 702027285638508e + 003 −1, 686212308055924e + 007 +1, 712225907189966e + 004 −6, 285589527509040e + 006
−1, 374308009520473e + 005 −7, 591907027238344e + 005 −1, 347943481979508e + 005 +2, 152882789924908e + 007
−1, 688922963007640e + 006 −6, 726824060022178e + 006 −6, 000326606271213e + 005 −2, 120937843454728e + 006
−1, 943165743957552e + 005 +1, 347764257275732e − 005 +2, 056726568977559e + 006 +8, 848157858216789e + 006
−1, 681706015050866e + 006 +3, 099919359916275e − 006 −5, 242905037610494e + 005 −5, 784119034608406e − 004

+2, 212039466078404e + 006 −1, 036703568351819e − 004
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TAB. 9.4: Coe�ientes de Gn
e (s): Sistema om Atraso.Ord Coef. Numerador Coef. Denominador Ord Coef. Numerador Coef. Denominador

−1, 353057798161822e − 003 +1, 000000000000000e + 000 −2, 761873133024691e − 002 +1, 000000000000000e + 0002 +4, 050715416429413e + 000 +4, 472102364771019e + 000 3 +4, 366942926195277e + 000 +3, 402769019675147e + 000
+6, 470179810531552e + 001 +5, 739289739306301e + 001 −1, 155132662450640e + 002 +1, 807384830448101e + 003

+1, 109099590054252e + 004 +6, 853688520995666e + 003
−1, 908846318716333e − 003 +1, 000000000000000e + 000 −1, 877016095544026e − 002 +1, 000000000000000e + 000
+2, 619334358024039e + 000 +6, 558277671585526e + 000 +2, 949245392430091e + 000 +4, 701675949715230e + 0004 +1, 030824980724179e + 002 +5, 388106450296667e + 003 5 −1, 477059015574231e + 002 +7, 694302115642695e + 003
+1, 588798650295369e + 004 +3, 177029221421777e + 004 +2, 863180157145005e + 004 +3, 523909045606741e + 004
+4, 216181988154753e + 005 +3, 336043515174849e + 005 −1, 934749201383636e + 005 +4, 629391529494407e + 006

+2, 852489556883511e + 007 +1, 795575529482556e + 007
+3, 778871743157498e − 002 +1, 000000000000000e + 000 +3, 792061505591357e − 002 +1, 000000000000000e + 000
+7, 126989917077256e − 001 +1, 629580941549830e + 001 +1, 642439948565984e + 000 +1, 631526209391936e + 001
+6, 365719048830899e + 002 +1, 031419454808407e + 004 +5, 974168403283994e + 002 +1, 227780946677822e + 0046 +1, 163357451818723e + 004 +1, 280759808704026e + 005 7 +2, 964284273738322e + 004 +1, 396032143302236e + 005
+2, 655667872648670e + 006 +1, 937180477461293e + 007 +2, 328012325658255e + 006 +3, 426887420965839e + 007
+2, 533129924788116e + 007 +1, 747735711584615e + 008 +1, 168622371432603e + 008 +2, 558631838841991e + 008
+2, 317323118481749e + 009 +1, 669769340516274e + 009 +1, 832675640667583e + 009 +1, 090855890906978e + 010

+6, 718129113361005e + 010 +4, 228259433552493e + 010
+1, 083241965826935e − 001 +1, 000000000000000e + 000 −1, 137024028787881e − 001 +1, 000000000000000e + 000
+2, 621105639767818e − 001 +2, 985536664328544e + 001 +1, 862651189019739e + 001 +1, 092828147040207e + 002
+1, 961994575934667e + 003 +1, 416588018570765e + 004 −2, 393726677732015e + 003 +2, 166683484420789e + 004
+9, 541371500472436e + 003 +3, 155068597476140e + 005 +3, 458678151642321e + 005 +1, 580499800336340e + 0068 +1, 071268148341211e + 007 +5, 495859464757366e + 007 9 −1, 568654542543664e + 007 +1, 373556765713403e + 008
+4, 584337403611787e + 007 +9, 070978652009033e + 008 +1, 950224467564776e + 009 +6, 411873221569987e + 009
+1, 936740432161504e + 010 +5, 460701704387421e + 010 −3, 589773653169748e + 010 +2, 801545216802362e + 011
+2, 288089447178426e + 010 +6, 354903260486252e + 011 +3, 630377977384018e + 012 +7, 272705396792021e + 012
+8, 473740255790975e + 012 +5, 838390478016138e + 012 −2, 193681440448690e + 013 +1, 308854293139886e + 014

+1, 575209392494129e + 015 +1, 074801649925058e + 015
+1, 123795028437346e − 001 +1, 000000000000000e + 000 −1, 099466925007827e − 001 +1, 000000000000000e + 000
−1, 898683121995436e + 001 +1, 995342139144201e + 002 +3, 864223212591823e + 001 +2, 983576865245792e + 002
+5, 718788331539161e + 003 +3, 733338311821863e + 004 −6, 226163351954236e + 003 +6, 337069299045175e + 004
−3, 991929401587138e + 005 +4, 156581600897805e + 006 +1, 471604931206056e + 006 +9, 080071285062283e + 006
+7, 929416529722890e + 007 +3, 868023008561318e + 008 −9, 761579796659173e + 007 +1, 007735366884313e + 00910 −2, 641509223216575e + 009 +2, 600160317171693e + 010 11 +1, 806868431583186e + 010 +8, 580408866365523e + 010
+4, 030414909375989e + 011 +1, 380140439592559e + 012 −5, 810243209025215e + 011 +5, 721156031947203e + 012
−6, 180168672730126e + 012 +5, 331138386060340e + 013 +8, 669320118123598e + 013 +2, 930963789257788e + 014
+7, 195244998949873e + 014 +1, 469165865098224e + 015 −1, 300007419536548e + 015 +1, 126019188100864e + 016
−3, 941882663796729e + 015 +2, 543215598618173e + 016 +1, 507657933924715e + 017 +3, 063772674166776e + 017
+3, 084692753045510e + 017 +2, 105955555757346e + 017 −8, 155421343111951e + 017 +5, 291872970562350e + 018

+6, 409525891892208e + 019 +4, 375743654308128e + 019
+1, 031129254727208e − 001 +1, 000000000000000e + 000 +5, 844122558548139e − 002 +1, 000000000000000e + 000
−3, 824817295472882e + 001 +4, 036078055110390e + 002 −1, 694246358372585e + 001 +4, 207321232129650e + 002
+1, 327606491188542e + 004 +1, 015848014987403e + 005 +7, 199889344850851e + 003 +1, 107307723402244e + 005
−1, 620586891522592e + 006 +1, 774300235572132e + 007 −3, 194418958132727e + 005 +2, 034270593119025e + 007
+3, 847456311658583e + 008 +2, 359583652471201e + 009 +1, 991291528915416e + 008 +2, 866585305346219e + 009
−2, 254812468113348e + 010 +2, 446909211167221e + 011 +4, 713531118904509e + 009 +3, 180399428357665e + 01112 +4, 241501111993452e + 012 +2, 007445576868239e + 013 13 +2, 059351014022966e + 012 +2, 827405618559475e + 013
−1, 270307760948394e + 014 +1, 298599731587441e + 015 +1, 232511914119287e + 014 +2, 016615128194871e + 015
+1, 934612364575902e + 016 +6, 530062274384500e + 016 +8, 475208958864240e + 015 +1, 145850104849334e + 017
−2, 778116153961517e + 017 +2, 474630375580379e + 018 +7, 454853760251640e + 017 +5, 090214607547014e + 018
+3, 288306746291096e + 019 +6, 678436771412116e + 019 +1, 168911691829983e + 019 +1, 709781415548226e + 020
−1, 736101870342260e + 020 +1, 148039625860121e + 021 +1, 458205903467955e + 021 +4, 093690485742186e + 021
+1, 388077695898542e + 022 +9, 476329461071628e + 021 +2, 294506129528404e + 021 +6, 236902455321833e + 022

+6, 663593974058568e + 023 +4, 549198013444457e + 023
+7, 568110897577396e − 002 +1, 000000000000000e + 000 −3, 205398078143363e − 002 +1, 000000000000000e + 000
−2, 810784170280659e + 001 +3, 364726808706302e + 002 +6, 871011460676104e + 000 +2, 549380261166311e + 002
+1, 024311751015594e + 004 +7, 489224166922002e + 004 +1, 084716915879875e + 003 +5, 203176487803851e + 004
−1, 216823456454432e + 006 +1, 083495817073386e + 007 +2, 224558466620942e + 005 +6, 803196472530483e + 006
+2, 661290114576703e + 008 +1, 106786877164696e + 009 +1, 391303059012967e + 007 +7, 897189928047123e + 008
−1, 686563940882441e + 010 +6, 841875195229193e + 010 +1, 172150553451758e + 010 +8, 631045474089334e + 010
+2, 040502456031204e + 012 +4, 142041646698020e + 011 −1, 407356998614042e + 012 +1, 063120404401012e + 01314 −8, 583535999555572e + 013 −4, 730591401864199e + 014 15 +3, 357355195191257e + 014 +1, 317346623831747e + 015
−6, 508506766116229e + 014 −6, 377339836512387e + 016 −2, 735654524513498e + 016 +1, 444747615859429e + 017
−8, 838938216818478e + 016 −5, 079816925442860e + 018 +3, 801314337186641e + 018 +1, 288552302333765e + 019
−5, 114744910366959e + 019 −2, 819156597605042e + 020 −1, 654136753003112e + 020 +9, 050229725361957e + 020
+3, 153684216381150e + 020 −1, 113689523073860e + 022 +1, 752828186546771e + 022 +4, 886554099284496e + 022
−1, 251960681651950e + 023 −3, 021588061310439e + 023 −3, 536519433131888e + 023 +1, 965243495023226e + 024
+4, 242582052284860e + 023 −5, 085908483170629e + 024 +2, 973625718816210e + 025 +5, 568494385684609e + 025
−5, 891272832934898e + 025 −4, 021938777160488e + 025 −2, 029224870266468e + 026 +9, 959274636704147e + 026

+1, 243300866346264e + 028 +8, 487945571702305e + 027
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TAB. 9.5: Coe�ientes de Gn
e (s): Levitador Magnétio.Ord Coef. Numerador Coef. Denominador Ord Coef. Numerador Coef. Denominador

+6, 648594388332152e − 001 +1, 000000000000000e + 000 +6, 095796958296119e − 001 +1, 000000000000000e + 0001 +7, 891248139662811e + 001 +2, 708838042043939e + 001 2 +2, 300344946754121e + 001 +2, 595113243570038e + 001
+6, 770651525328294e + 003 +4, 454667800341308e + 003

+1, 993481793967752e − 001 +1, 000000000000000e + 000 −3, 645931545798697e − 002 +1, 000000000000000e + 000
+1, 149026939127784e + 001 +1, 239052003654073e + 000 −1, 284325721588176e + 001 −2, 327910370890402e + 0013 −9, 480811744631516e + 002 +3, 599552596247645e + 003 4 −3, 842697468608686e + 003 +6, 215697865421446e + 003
+8, 706805859105392e + 004 +4, 591068417344101e + 004 −1, 717699809283087e + 005 +4, 309198584985596e + 004

+2, 916839295121850e + 007 +2, 139570166114298e + 007
−2, 390265585869328e − 001 +1, 000000000000000e + 000 +3, 077278989186737e − 002 +1, 000000000000000e + 000
−2, 305218471568649e + 001 −5, 912508803665173e + 001 −1, 605969693130332e + 000 −2, 867792577039296e + 001
−1, 013848661288265e + 004 +3, 963957239242403e + 003 −2, 074405748033125e + 002 +2, 479236190364097e + 0045 −2, 960965498277136e + 005 −2, 263334370156597e + 005 6 +4, 314682071236619e + 004 −7, 806220345196505e + 004
+1, 210520926679853e + 006 +8, 597313129988296e + 006 +2, 411584965490931e + 007 +1, 488787742588242e + 008
−7, 920427507951461e + 008 −4, 943779901737681e + 008 −1, 150944006788304e + 009 +1, 605986378324271e + 009

+5, 616772421965889e + 011 +3, 893625110755799e + 011
−1, 261366923173814e − 002 +1, 000000000000000e + 000 −5, 803389875307214e − 004 +1, 000000000000000e + 000
−2, 028454875436082e + 001 −3, 636052211115997e + 001 −8, 268713656670812e + 000 −3, 487676072425894e + 001
−3, 898844060993747e + 003 +2, 737933685360512e + 004 −2, 684875066240458e + 003 +3, 605791891583583e + 004
−7, 481601212726827e + 005 −1, 012249520214983e + 006 −2, 511889904764298e + 005 −9, 324279484423071e + 0057 −5, 508585774772055e + 007 +1, 430989323203697e + 008 8 −4, 123209999615480e + 007 +3, 487892581534756e + 008
−7, 276499028001535e + 009 −4, 027689879390830e + 009 −1, 788634183579359e + 009 −1, 622439417444302e + 009
+5, 244749787573288e + 011 +3, 527985537111558e + 011 +7, 390512490395142e + 011 +1, 535060835314874e + 012
−1, 952452696319204e + 013 −1, 232971397138023e + 013 −1, 237109742633241e + 013 +7, 665534533985867e + 012

+4, 214898030185300e + 015 +2, 916018831848732e + 015
+4, 024274663047429e − 002 +1, 000000000000000e + 000 +2, 437270246501377e − 001 +1, 000000000000000e + 000
−1, 269974650756943e + 001 −2, 874156766292701e + 001 +1, 101710512501329e + 001 −1, 099962176010324e + 001
−6, 820821658990897e + 002 +3, 989017655660959e + 004 +1, 216411446579113e + 004 +5, 236609258386950e + 004
−5, 869433821279252e + 005 −1, 010433453301231e + 006 +5, 630693297235280e + 005 −2, 860997705134265e + 005
−2, 327478831473785e + 007 +4, 551086496267048e + 008 +2, 213864655532944e + 008 +8, 680122389812998e + 0089 −8, 769683075922175e + 009 −6, 794698488548668e + 009 10 +8, 595762972181316e + 009 +3, 095556074808347e + 009
+7, 114694271582446e + 011 +2, 108450598635488e + 012 +2, 492181168375114e + 012 +5, 878957248813020e + 012
−5, 913695979074733e + 013 −1, 817067844209650e + 013 +2, 740827651588446e + 013 +5, 357359148347491e + 013
+6, 547198950876754e + 015 +4, 316165836511868e + 015 +1, 740095643307341e + 016 +1, 902420623135316e + 016
−1, 055497198126673e + 017 −6, 593532150955814e + 016 +2, 174678342191619e + 016 +1, 293848673197694e + 017

+3, 474979333477094e + 019 +2, 354425530525203e + 019
+1, 532242519884079e − 001 +1, 000000000000000e + 000 −3, 746688777698528e − 002 +1, 000000000000000e + 000
+8, 412588600936186e + 000 −1, 882818910776291e + 001 +6, 296548394273079e + 000 −3, 318009440149956e + 001
+6, 589196761236766e + 003 +5, 989883315421957e + 004 −5, 900792654773514e + 003 +6, 022433227982897e + 004
+3, 324845053714612e + 005 −8, 685592883283715e + 005 +3, 181591986239355e + 005 −1, 480824571962779e + 006
+7, 918538419632059e + 007 +1, 175186210592775e + 009 −2, 157842051158591e + 008 +1, 225889499616379e + 009
+1, 596801474782135e + 009 −1, 094578131560364e + 010 +3, 981117162251527e + 009 −2, 006081269433672e + 01011 +9, 623423964805675e + 011 +9, 389640129141361e + 012 12 −2, 073952546323021e + 012 +1, 057278415280979e + 013
−5, 995028061093702e + 013 −3, 783202164617963e + 013 −7, 256643660705474e + 012 −6, 841697211803400e + 013
+1, 867981500389020e + 016 +3, 546147621045756e + 016 +8, 053616873274395e + 015 +4, 559018286561558e + 016
−5, 489212792175004e + 017 −1, 194773670616078e + 017 −3, 038995506449774e + 017 −3, 203054278600205e + 015
+8, 780133144234205e + 019 +5, 858121965519920e + 019 +1, 061509072967820e + 020 +1, 006129504047742e + 020
−1, 147054492431692e + 021 −7, 266318979932785e + 020 −9, 519793216803411e + 020 −3, 115232836433550e + 020

+9, 387189180556230e + 022 +6, 552495167661465e + 022
−5, 383400680355094e − 002 +1, 000000000000000e + 000 −1, 800364333265416e − 001 +1, 000000000000000e + 000
−1, 161985437694655e + 000 −3, 468757439202362e + 001 −1, 482502461222600e + 001 −4, 810615400003019e + 001
−6, 649741090380246e + 003 +6, 384470282524258e + 004 −1, 733133632181944e + 004 +6, 871678095439283e + 004
−1, 643326533896261e + 005 −1, 777396228946208e + 006 −1, 068338267991203e + 006 −3, 012324700874067e + 006
−2, 308680587126029e + 008 +1, 455225123383191e + 009 −6, 009204822872354e + 008 +1, 779769335382450e + 009
−7, 655106274741857e + 009 −3, 115454172046082e + 010 −2, 997224559838566e + 010 −6, 911910048780348e + 010
−2, 340057294514419e + 012 +1, 520083518311436e + 013 −8, 879680830214164e + 012 +2, 210491263837262e + 01313 −1, 478426609957316e + 014 −2, 119194319438596e + 014 14 −4, 177665216182702e + 014 −6, 945918683931756e + 014
+8, 545162890716626e + 015 +8, 336682118967051e + 016 −4, 391239101922126e + 016 +1, 436257441879728e + 017
−1, 328797934213989e + 018 −6, 998778860527822e + 017 −3, 212630648594381e + 018 −3, 154615458247979e + 018
+1, 793969741387817e + 020 +2, 465828961426151e + 020 +1, 130643250964906e + 020 +5, 125906022199752e + 020
−5, 227350987098234e + 021 −2, 142056421459463e + 021 −1, 363097170225683e + 022 −7, 643517457611498e + 021
+4, 710676121057105e + 023 +3, 121358400973496e + 023 +1, 098895843653107e + 024 +9, 354532476671015e + 023
−6, 855264891778059e + 024 −4, 349708007997074e + 024 −2, 373866304480201e + 025 −1, 332744817101565e + 025

+5, 898966314957972e + 026 +4, 202107701852905e + 026
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TAB. 9.6: Coe�ientes de Gn
R,r(s): SIB - Método 1.Ord Coef. Numerador Coef. Denominador Ord Coef. Numerador Coef. Denominador

+4, 879888690184853e − 003 +1, 000000000000000e + 000 +4, 879780600335892e − 003 +1, 000000000000000e + 000
+4, 057052328677457e − 002 +1, 090416636060060e + 001 +8, 678637420369384e − 002 +2, 051287056872586e + 001
+5, 862102204805524e − 001 +1, 669455750344097e + 002 +1, 253282158120953e + 000 +3, 241425823226815e + 002
+6, 737155038775882e − 001 +6, 950096288269390e + 002 +6, 631526602620852e + 000 +2, 575470127767324e + 0036 +4, 114754905893278e + 000 +3, 039947926270419e + 003 8 +2, 913286596372927e + 001 +1, 460837849482839e + 004
−4, 188626922116328e − 001 +4, 049151229412215e + 002 +4, 764291544545267e + 001 +4, 557052315331105e + 004
−1, 889721081388416e + 000 +4, 319382955730392e + 003 +1, 105005750163546e + 002 +9, 681619594896116e + 004

−3, 340045632088004e + 001 +4, 727514510150446e + 004
−6, 148727159672126e + 001 +1, 245799902758882e + 005

+4, 879772582611075e − 003 +1, 000000000000000e + 000 +4, 879919324746962e − 003 +1, 000000000000000e + 000
+8, 873438057587180e − 002 +2, 087341458782352e + 001 +1, 166216101822997e − 001 +2, 646012960461347e + 001
+1, 801554412970233e + 000 +4, 399582032626036e + 002 +2, 950084897600505e + 000 +6, 911518133178570e + 002
+1, 655787763493481e + 001 +4, 876335332750326e + 003 +3, 833013725463752e + 001 +1, 005630410578182e + 004
+1, 495529516598836e + 002 +4, 770127387129105e + 004 +4, 792213707343908e + 002 +1, 330267851935319e + 005
+6, 472632502750494e + 002 +2, 893620288494766e + 005 +3, 639782836258411e + 003 +1, 188148830798147e + 00610 +2, 670920547764981e + 003 +1, 420961496728201e + 006 12 +2, 614659533700533e + 004 +9, 335158617295452e + 006
+4, 100464058342855e + 003 +3, 957627904340096e + 006 +1, 051193438582271e + 005 +4, 981526789494656e + 007
+9, 467831297079101e + 003 +8, 784283972049514e + 006 +4, 199146104229391e + 005 +2, 253809090722819e + 008
−2, 697381599402521e + 003 +3, 974468745491558e + 006 +6, 587414617985487e + 005 +6, 043287660757494e + 008
−5, 654011561319232e + 003 +1, 105399257247268e + 007 +1, 589590117501259e + 006 +1, 403601063471965e + 009

−3, 566123683211803e + 005 +5, 862257129012203e + 008
−7, 623290639431477e + 005 +1, 762905040606965e + 009

+4, 879892252555029e − 003 +1, 000000000000000e + 000
+7, 266911803956475e − 001 +1, 522918541952078e + 002
+2, 338010051623405e + 001 +5, 198822771608519e + 003
+5, 761931109174038e + 002 +1, 345563683297286e + 005
+9, 476178945799358e + 003 +2, 372079987648459e + 006
+1, 256142778541073e + 005 +3, 374672894495320e + 007
+1, 255045065506935e + 006 +3, 705991028007492e + 008
+1, 013249217717314e + 007 +3, 321768992796428e + 00915 +6, 226640034009552e + 007 +2, 345198684003429e + 010 − − − − − − − − − − −

+3, 001271379361572e + 008 +1, 327568324769336e + 011
+1, 052763594309082e + 009 +5, 742682970617334e + 011
+2, 807723105384033e + 009 +1, 903260562768758e + 012
+4, 619677629492676e + 009 +4, 342533839807755e + 012
+5, 993357959210938e + 009 +6, 905526299933446e + 012
−2, 465872787967773e + 009 +4, 618739039703647e + 012
−3, 419724377410156e + 009 +7, 429373345166599e + 012

TAB. 9.7: Coe�ientes de Gn
MC(s): SIB - Método 2 (Ajuste ompleto).Ord Coef. Numerador Coef. Denominador Ord Coef. Numerador Coef. Denominador

+2, 395242423542583e − 003 +1, 000000000000000e + 000 +5, 219012925881397e − 003 +1, 000000000000000e + 000
−2, 244264378282398e − 005 −2, 177911098103153e − 001 +6, 634800581310565e − 003 +5, 711725872559967e + 0002 +4, 714842141865241e − 004 +1, 464258166916789e + 000 4 +4, 137783602422918e − 002 +3, 192475168045919e + 001

−9, 219590316572694e − 006 +1, 767064393234128e + 000
−2, 351173690203438e − 002 +4, 649296365857780e + 001

+4, 933685442286035e − 003 +1, 000000000000000e + 000 +4, 894747230398269e − 003 +1, 000000000000000e + 000
+4, 517990610119971e − 002 +1, 208750795509693e + 001 +7, 076811751840484e − 002 +1, 729340909379006e + 001
+5, 692971688880842e − 001 +1, 647013640530865e + 002 +1, 415438052412932e + 000 +3, 493606870553723e + 002
+9, 499633229385551e − 001 +7, 556936174666956e + 002 +9, 192691221082059e + 000 +3, 084560656693815e + 0036 +4, 014566547680242e + 000 +3, 134025033752136e + 003 8 +7, 997279630674601e + 001 +2, 711767447201692e + 004
−1, 151668193080177e − 001 +4, 667031403272382e + 002 +1, 259761146660067e + 002 +1, 087749421727527e + 005
−2, 190434443469040e + 000 +4, 480056998465036e + 003 +4, 990108227461027e + 002 +3, 884237850763504e + 005

−4, 250767250874883e + 001 +8, 013588461102142e + 004
−2, 570378019821129e + 002 +5, 453705616468659e + 005

+4, 855990104010982e − 003 +1, 000000000000000e + 000
+1, 108071023041625e − 001 +2, 531776143510045e + 001
+2, 133050511352029e + 000 +5, 220272234021705e + 002
+2, 302596622252969e + 001 +6, 474168109149567e + 003
+2, 007219552860357e + 002 +6, 371194949559383e + 00410 +1, 073110372275806e + 003 +4, 309375506153439e + 005 − − − − − − − − − − −

+4, 239091266402648e + 003 +2, 180510663447803e + 006
+7, 847649209354853e + 003 +6, 884252171582360e + 006
+1, 666059394051005e + 004 +1, 435524855113595e + 007
−4, 147001982578088e + 003 +7, 092702064915828e + 006
−8, 422800956251909e + 003 +1, 848704143107215e + 007
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TAB. 9.8: Coe�ientes de Gn
MP (s): SIB - Método 2 (Ajuste parial).Ord Coef. Numerador Coef. Denominador Ord Coef. Numerador Coef. Denominador

−1, 737274058928036e − 004 +1, 000000000000000e + 000 +5, 245144550824778e − 003 +1, 000000000000000e + 000
−1, 086376543922715e − 004 −2, 177911098103153e − 001 +3, 065955759480366e − 003 +5, 711725872559967e + 0002 −1, 513187076716879e − 003 +1, 464258166916789e + 000 4 +4, 297979446867298e − 002 +3, 192475168045919e + 001

−3, 472569974487321e − 003 +1, 767064393234128e + 000
−2, 240444974848662e − 002 +4, 649296365857780e + 001

+4, 949683214845626e − 003 +1, 000000000000000e + 000 +4, 889920848486913e − 003 +1, 000000000000000e + 000
+4, 143869655306226e − 002 +1, 208750795509693e + 001 +6, 808082370795440e − 002 +1, 729340909379006e + 001
+5, 742584403881730e − 001 +1, 647013640530865e + 002 +1, 416288688647673e + 000 +3, 493606870553723e + 002
+6, 088872222455724e − 001 +7, 556936174666956e + 002 +8, 563854779849144e + 000 +3, 084560656693815e + 0036 +4, 150701892152447e + 000 +3, 134025033752136e + 003 8 +8, 047953684605672e + 001 +2, 711767447201692e + 004
−5, 182287741235689e − 001 +4, 667031403272382e + 002 +9, 507537021437024e + 001 +1, 087749421727527e + 005
−2, 093787172882884e + 000 +4, 480056998465036e + 003 +5, 293873645675385e + 002 +3, 884237850763504e + 005

−8, 278688856906356e + 001 +8, 013588461102142e + 004
−2, 325793940975787e + 002 +5, 453705616468659e + 005

+4, 793670334956111e − 003 +1, 000000000000000e + 000
+1, 110890454896280e − 001 +2, 531776143510045e + 001
+2, 083667970930824e + 000 +5, 220272234021705e + 002
+2, 308632909106043e + 001 +6, 474168109149567e + 003
+1, 937005298657866e + 002 +6, 371194949559383e + 00410 +1, 074739421595265e + 003 +4, 309375506153439e + 005 − − − − − − − − − − −

+4, 006847709843173e + 003 +2, 180510663447803e + 006
+7, 754435485201336e + 003 +6, 884252171582360e + 006
+1, 702309248339562e + 004 +1, 435524855113595e + 007
−4, 365181569591882e + 003 +7, 092702064915828e + 006
−7, 841106326953489e + 003 +1, 848704143107215e + 007
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9.3 APÊNDICE 3: MODELOS MULTIVARIÁVEIS ESTIMADOSSeja um sistema MIMO de 2 entradas e 2 saídas. A MFT estimada para esse sistema,
Gn

e (s), om denominador omum D(s) de ordem n = 2, é generiamente desrita por:
G2

e(s) =




α11
0 s

2 + α11
1 s+ α11

2

β0s2 + β1s+ β2

α12
0 s

2 + α12
1 s+ α12

2

β0s2 + β1s+ β2

α21
0 s

2 + α21
1 s+ α21

2

β0s2 + β1s+ β2

α22
0 s

2 + α22
1 s+ α22

2

β0s2 + β1s+ β2



, β0 , 1A seguir, são apresentados os oe�ientes das FT dos anais, obtidas através daapliação da extensão da metodologia N2CACGO para sistemas MIMO em ada um dosexemplos do Capítulo 4. As tabelas seguem o seguinte formato:TAB. 9.9: Coe�ientes de Gn

e (s) (MFT).Ordem Coe�ientes do Numerador Coe�ientesD(s) (anal saída:entrada) Denominador1:1 1:2
α11

0 α12
0

α11
1 α12

1

α11
2 α12

2 β02 2:1 2:2 β1

α21
0 α22

0 β2

α21
1 α22

1

α21
2 α22

2
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TAB. 9.10: Coe�ientes de Gn
e (s): Turbo Gerador (2 entradas e 2 saídas).Ordem D(s) Coe�ientes do Numerador (anal saída:entrada) Coe�ientes do Denominador1:1 1:2

−1, 941473107665651e − 003 +2, 619369270422598e − 001
+9, 251209668282365e − 002 −5, 822527932836027e + 000
−2, 157181879684612e − 001 +2, 441615301753205e + 002 +1, 000000000000000e + 000
−2, 016202135082808e + 001 −3, 584170155149339e + 003 +1, 801415565914770e + 0003 2:1 2:2 +3, 285857249723955e + 001
−1, 488546665890324e − 002 −4, 029094518032352e − 001 +5, 342047654686485e + 000
+4, 174108798168606e − 003 +5, 698396118841266e + 000
+3, 120730347052834e − 001 +6, 789347080064372e + 002
−3, 877108924554473e + 000 +3, 410886825709225e + 0031:1 1:2
+8, 964725184025418e − 004 +4, 224258685893492e − 003
+2, 584833599545045e − 002 +3, 330954745410843e − 002
+2, 266962274600266e + 000 −2, 536646327414555e + 000
−4, 929104626907111e + 001 +2, 607828363408640e + 002 +1, 000000000000000e + 000
−1, 212885103470721e + 002 −3, 557169544568063e + 004 +7, 317542937705089e + 0004 2:1 2:2 +4, 677801890781451e + 001
−1, 046069675645466e − 002 +1, 792815362359118e − 001 +2, 704333903813910e + 002
−2, 105438237030377e − 001 −7, 182533034424909e + 000 +6, 439934364359975e + 001
+3, 552173596204498e + 000 +1, 162540007951967e + 003
−7, 372978963886233e + 001 +1, 198335342993570e + 003
+5, 738498245654139e + 001 +4, 403495194788717e + 0041:1 1:2
+8, 645440905191136e − 005 +1, 483685566089767e − 002
+4, 449932237723080e − 002 −2, 962715303736450e − 001
+1, 553010490856406e + 000 +1, 829760095850795e + 001
−1, 975924191537571e + 001 −2, 617600446407905e + 002 +1, 000000000000000e + 000
−6, 722587583393743e + 002 −2, 300882994324633e + 004 +1, 528082968431576e + 001
−1, 527894527375612e + 003 −4, 298027431773831e + 005 +1, 387518304817900e + 0025 2:1 2:2 +6, 750538536807513e + 002
−4, 455195551036220e − 003 +7, 727605187350352e − 002 +3, 485906336520543e + 003
−3, 608259837570167e − 001 −3, 414010967216262e + 000 +7, 669816608625386e + 002
+7, 758167824514135e + 000 +9, 795006357430767e + 002
−9, 450605549732299e + 001 +1, 248357084858335e + 004
+6, 031094349985498e + 002 +5, 420844901490326e + 004
−7, 101868355171429e + 002 +5, 300680021222009e + 0051:1 1:2
−6, 799304784974786e − 015 −2, 136669868619319e − 013
+4, 828955000022811e − 002 +2, 915320000184756e − 002
+1, 875674990741732e + 000 +1, 288874364536262e + 000
+1, 949437466857293e + 000 −3, 041398902267202e − 001
−1, 228316277005277e + 003 −2, 388010396660699e + 004 +1, 000000000000000e + 000
−5, 761552380017612e + 003 −8, 290168671114952e + 005 +2, 823760000044998e + 001
−2, 384755136502876e + 003 −9, 544491986676360e + 005 +2, 583147112328801e + 0026 2:1 2:2 +1, 467928666752145e + 003
+1, 236913086676108e − 013 −2, 228362468585120e − 012 +8, 214488546551438e + 003
−4, 919438600033222e − 001 −6, 715888999244989e − 001 +8, 801214731020007e + 003
+9, 482574861388468e + 000 +8, 044652529061245e + 002 +1, 630596051072048e + 003
−4, 904568274518017e + 001 +2, 781380196352016e + 004
+5, 516430629258960e + 002 +8, 085224452664466e + 004
−9, 396378936921271e + 002 +1, 213516273745784e + 006
+9, 075809507038473e + 002 +1, 081967565003485e + 0061:1 1:2
+9, 679011775931279e − 015 +1, 458847683024108e − 012
+4, 828954999955054e − 002 +2, 915319997172467e − 002
+4, 117134240278267e + 000 +2, 642080387828074e + 000
+8, 901276808598482e + 001 +5, 952162706779603e + 001
−1, 137829108530487e + 003 −2, 389422124726493e + 004 +1, 000000000000000e + 000
−6, 277639058955603e + 004 −1, 937461238913966e + 006 +7, 465466641510542e + 001
−2, 698191146396151e + 005 −3, 943498017985790e + 007 +1, 569021265896101e + 003
−1, 106933375998403e + 005 −4, 430273185797459e + 007 +1, 345813977465927e + 0047 2:1 2:2 +7, 635143096853507e + 004
−4, 514446176756280e − 013 +8, 641199058700153e − 012 +3, 900936751894324e + 005
−4, 919438599869931e − 001 −6, 715889002829507e − 001 +4, 101571648630439e + 005
−1, 335201596182036e + 001 +7, 732920663590568e + 002 +7, 568748522300934e + 004
+3, 911076243729169e + 002 +6, 515471903537562e + 004
−1, 724913650368329e + 003 +1, 371887337573674e + 006
+2, 466601479353938e + 004 +4, 966440278143455e + 006
−4, 270765356621244e + 004 +5, 740983304183669e + 007
+4, 212724525849680e + 004 +5, 022176034035878e + 0071:1 1:2
+3, 133160002935509e − 014 +1, 885505203613744e − 012
+4, 828954999849940e − 002 +2, 915319998662016e − 002
+6, 165965218893473e + 000 +3, 878993536243544e + 000
+1, 342860175404438e + 002 +9, 349375493212563e + 001
−2, 387716998499792e + 003 −2, 482282355584368e + 004
−1, 162764474751818e + 005 −2, 950431174553144e + 006 +1, 000000000000000e + 000
+3, 584034437173110e + 005 −5, 764259801619423e + 007 +1, 170827068203018e + 002
+3, 881499099234102e + 006 +5, 041881205798173e + 008 +2, 056623755521734e + 003
+1, 694281586741829e + 006 +6, 781013605633429e + 008 +4, 356141404627817e + 0038 2:1 2:2 −4, 489041750632555e + 004
−8, 959863115156830e − 013 +1, 983008335780681e − 011 −3, 042914760671748e + 005
−4, 919438599761174e − 001 −6, 715889005798240e − 001 −5, 052519187554554e + 006
−3, 422422993222708e + 001 +7, 447978654055671e + 002 −6, 108071731641975e + 006
+1, 142942872047878e + 003 +9, 976374271979147e + 004 −1, 158479049814538e + 006
−1, 054284960346279e + 004 +1, 980429216412749e + 006
+8, 291631853882287e + 004 −1, 136384974465163e + 007
−4, 744969336698309e + 005 +5, 145437833402131e + 007
+7, 482125941962466e + 005 −7, 660315488757845e + 008
−6, 448031787355174e + 005 −7, 686985110861080e + 008140



TAB. 9.11: Coe�ientes de Gn
e (s): Míssil (1 entrada e 2 saídas).Ordem D(s) Coe�ientes do Numerador (anal saída:entrada) Coe�ientes do Denominador1:1 2:1

−1, 114111134018962e − 001 +1, 091039106237557e + 000 +1, 000000000000000e + 0002 −1, 155940153678283e + 001 −9, 287001415682506e + 001 +9, 141801330970594e − 001
+2, 658901592311395e + 002 −1, 622710902445208e + 002 +2, 506695077975997e + 0021:1 2:1
+3, 115340101111260e − 001 −7, 369283991937661e − 001 +1, 000000000000000e + 0003 −4, 230346145607396e + 001 +1, 938093675883932e + 002 +2, 490405272631931e + 002
−3, 107218412870186e + 002 −3, 317779690441416e + 004 +5, 726105884422331e + 002
+6, 358313267487584e + 004 −3, 148391828593945e + 004 +6, 120485360038874e + 0041:1 2:1
+7, 826108236090378e − 012 −1, 918766405942690e − 011 +1, 000000000000000e + 000
−1, 004750867498837e − 009 +4, 926911790394368e − 009 +2, 112558904580640e + 0024 −4, 584989456868263e + 003 −8, 682472427907600e − 007 +2, 301077911253603e + 004
+2, 831773800951657e + 002 −2, 944494278642218e + 006 +8, 013637987954056e + 004
+5, 636523365715985e + 006 −3, 048755609067086e + 006 +5, 558447634014493e + 0061:1 2:1
+1, 893699174729353e − 012 −5, 175978729357148e − 012 +1, 000000000000000e + 000
−2, 320726203082467e − 010 +1, 199944136314163e − 009 +2, 061659778414789e + 0025 −4, 584989456957472e + 003 −2, 205965469442006e − 007 +2, 193550509092805e + 004
+2, 362037306049806e + 004 −2, 944494278702767e + 006 −3, 698647503496766e + 004
+5, 635082017723814e + 006 +1, 193846296824843e + 007 +5, 150560463166179e + 006
−2, 868941139102791e + 007 +1, 551789963851052e + 007 −2, 829201273923873e + 0071:1 2:1
−3, 828440124977805e − 011 +1, 014905520261133e − 010 +1, 000000000000000e + 000
+4, 692733016237974e − 009 −2, 433814306587330e − 008 +1, 154324806786523e + 002
−4, 584989457721828e + 003 +4, 722955938100373e − 006 +1, 685849229213996e + 0036 +4, 396325009402881e + 005 −2, 944494279217244e + 006 −2, 353344122445033e + 006
+1, 056883447569070e + 007 +2, 791027262604471e + 008 −2, 701056591126323e + 007
−5, 404171927513866e + 008 +3, 477113660127904e + 009 −6, 193105336450474e + 008
−6, 096858948177685e + 009 +3, 297747868688134e + 009 −6, 012406761507171e + 009

141



TAB. 9.12: Coe�ientes de Gn
e (s): Aeronave de Combate (2 entradas e 2 saídas).Ordem D(s) Coe�ientes do Numerador (anal saída:entrada) Coe�ientes do Denominador1:1 1:2

−1, 241115864428690e − 003 +1, 077334242728838e − 003
+9, 938922010687133e − 002 −8, 763076058673394e − 002
−1, 825960253798897e + 001 +1, 116745025425650e + 001 +1, 000000000000000e + 000
−3, 353545615609216e + 000 +9, 533663218634871e + 000 −2, 275516420046714e + 0003 2:1 2:2 +3, 625689368481073e + 000
−1, 513297606545441e − 003 +1, 072897578416422e − 003 −9, 970832889284346e − 001
+1, 268142121334477e − 001 −8, 982687486284290e − 002
−1, 572068623983844e + 001 +1, 114992963172886e + 001
−1, 754143238734079e + 001 +1, 228795353791387e + 0011:1 1:2
−2, 323988733155251e − 005 +1, 535691380516752e − 005
+2, 899331238468471e − 004 −1, 344693104647870e − 004
−5, 362173238098157e + 000 +5, 405356384280186e − 003
−9, 419519599924995e + 002 +6, 601351425096666e + 002 +1, 000000000000000e + 000
+2, 087748287910509e + 002 −1, 494632451242103e + 002 +3, 404669533009716e + 0014 2:1 2:2 +1, 023800842253655e + 002
+2, 119372380893356e − 005 −1, 383921548123160e − 005 −1, 761430617007794e + 002
−1, 927398586496822e − 004 +1, 261196242116938e − 004 +6, 287312446247355e + 001
+2, 471402550177286e − 001 −1, 623445433582035e − 001
−9, 509897880009561e + 002 +6, 738324886472092e + 002
−8, 034145078725347e + 002 +5, 486261419272810e + 0021:1 1:2
−5, 319633772467415e − 017 +1, 964060970488651e − 017
+1, 093103498614159e − 015 −1, 282034967510434e − 015
−5, 124000000000486e + 000 −1, 489499999998001e − 001
−9, 457225578057405e + 002 +6, 601407475003313e + 002 +1, 000000000000000e + 000
−2, 191049983793523e + 001 +1, 496546927817916e + 001 +3, 455697000002876e + 001
+8, 046251031523264e − 001 −2, 067145219807210e + 000 +1, 305381676137668e + 0025 2:1 2:2 −1, 839761769495949e + 002
−3, 246860940143599e − 017 +2, 612708412771803e − 017 +3, 534064132437257e + 001
+2, 941932872813417e − 015 −2, 091741262780182e − 015 +2, 360403975049401e + 001
−5, 030728597625547e − 013 +3, 913993585652634e − 013
−9, 481199999999629e + 002 +6, 718799999999737e + 002
−1, 884331796303474e + 003 +1, 291589643961145e + 003
−4, 628408539763020e + 001 +3, 450331357448069e + 0011:1 1:2
+1, 118399142357349e − 016 −7, 684105995567100e − 017
−6, 122652058556502e − 015 +5, 399065906181643e − 015
−5, 123999999997874e + 000 −1, 489500000014559e − 001
−7, 951489895251806e + 002 +6, 645177836041390e + 002
+2, 776903800377557e + 004 −1, 938389243834035e + 004 +1, 000000000000000e + 000
+6, 446653124837652e + 002 −4, 418415643160818e + 002 +5, 171027712622041e + 000
−2, 364466740996746e + 001 +6, 074501062514590e + 001 −8, 849509584392317e + 0026 2:1 2:2 −4, 019963236882012e + 003
+4, 536164353617219e − 017 −2, 302298933786326e − 017 +5, 441653958980282e + 003
−7, 477056907873546e − 015 +4, 007554074691528e − 015 −1, 014914005884000e + 003
+8, 572455067133721e − 013 −4, 864145852699471e − 013 −6, 936269501180074e + 002
−9, 481200000001053e + 002 +6, 718800000000605e + 002
+2, 597706780523997e + 004 −1, 845223726010666e + 004
+5, 532658133481548e + 004 −3, 792007542553684e + 004
+1, 360101465526465e + 003 −1, 013912383582834e + 0031:1 1:2
−3, 454340263390935e − 016 +2, 453388858384609e − 016
+4, 174522561011598e − 014 −2, 562776440333259e − 014
−5, 124000000007103e + 000 −1, 489499999946957e − 001
−1, 203587788675718e + 003 +6, 526448407594177e + 002
−1, 255820739279595e + 004 +3, 425561982817488e + 004 +1, 000000000000000e + 000
+6, 469304894670939e + 006 −4, 515773468780275e + 006 +8, 488195650874465e + 001
+1, 499468728120646e + 005 −1, 024941772546533e + 005 −4, 972142750108375e + 003
−5, 505051633298449e + 003 +1, 414291131856971e + 004 −2, 300451385710948e + 0057 2:1 2:2 −9, 023340672736418e + 005
−4, 318901867194772e − 016 +4, 940305519928781e − 016 +1, 260522963678333e + 006
+3, 939267692465381e − 014 −3, 301076293749579e − 014 −2, 406043121215188e + 005
−9, 118182644366290e − 012 +9, 611011922137795e − 012 −1, 614931741848858e + 005
−9, 481199999993088e + 002 +6, 718799999994421e + 002
−4, 959845800500880e + 004 +3, 510394157949519e + 004
+6, 391934203371762e + 006 −4, 531807951745899e + 006
+1, 288981660149329e + 007 −8, 835009940322354e + 006
+3, 166646021287039e + 005 −2, 360633892492200e + 0051:1 1:2
+8, 798905003719430e − 015 −7, 879692092564609e − 015
−1, 533878114816119e − 013 +2, 063114813202449e − 013
−5, 123999999816953e + 000 −1, 489500001631735e − 001
−3, 007333007314513e + 003 +6, 002116147071708e + 002
−3, 034979580111568e + 005 +2, 678577911259067e + 005
+2, 374415569471149e + 007 −9, 640759171248503e + 006 +1, 000000000000000e + 000
+1, 760327684564115e + 009 −1, 228753532437534e + 009 +4, 369009297005136e + 002
+4, 076353656311066e + 007 −2, 781979409405936e + 007 −9, 987945251617135e + 002
−1, 497414373106377e + 006 +3, 846975383074628e + 006 −2, 328170612500433e + 0068 2:1 2:2 −6, 634720677592165e + 007
+3, 379355608495325e − 015 −4, 597095737875055e − 015 −2, 401526964496556e + 008
−2, 095114008948056e − 013 +1, 401381444931965e − 013 +3, 418594962629846e + 008
+8, 109131531820434e − 011 −9, 785135257233730e − 011 −6, 612408592007872e + 007
−9, 481200000045842e + 002 +6, 718800000031173e + 002 −4, 392732508209436e + 007
−3, 833546868668463e + 005 +2, 716184492868247e + 005
+1, 349500672833862e + 007 −9, 580755433530964e + 006
+1, 792768404062462e + 009 −1, 269777315915504e + 009
+3, 507453800035844e + 009 −2, 404178352126858e + 009
+8, 613508913147925e + 007 −6, 421096937914439e + 007142



9.4 APÊNDICE 4: PÓLOS DOMINANTES DO SEP INTERLIGADO BRASILEIROTAB. 9.13: Dominânia dos pólos do SIB segundo SILVA (2005).Número Modo IDM2 +0, 10889555490516± 1, 20515556051436i 0,009317966072874 −2, 96475849118514± 4, 79187820032162i 0,003888626645656 −3, 18789104126848± 9, 28424706710226i 0,001587402042378 −2, 60295056934657± 10, 7218281980463i 0,0014228282964510 −4, 01217617065520± 4, 21907228800742i 0,0008491603203712 −0, 53610675315731± 3, 63029610408287i 0,0007845176430514 −0, 75669375234349± 4, 93719778843248i 0,0007165078708116 −2, 21735555074407± 10, 7958364040187i 0,0005338589154818 −0, 94076789606357± 8, 19290318646306i 0,0004566600719720 −7, 51187840150265± 0, 23234536550144i 0,0004334833980622 −1, 44373628444790± 1, 51022133101042i 0,0004143026889424 −6, 42231947357662± 8, 69872603180010i 0,0003502938984026 −0, 60361862242103± 0, 14154243783160i 0,0003338230869228 −1, 84161835917728± 6, 98599590342554i 0,0003127578547130 −4, 51526169533817± 11, 7468881454488i 0,0003013892414132 −1, 27860794028863± 7, 25460438871145i 0,0002853476496734 −2, 80523851501449± 11, 5513528607237i 0,0002392106312136 −1, 29368632808953± 1, 38542606326548i 0,0002346400411838 −2, 34882932030955± 11, 0052194128715i 0,0002211169759640 −4, 95308786022298± 7, 14855698473840i 0,0002152625683942 −6, 96463954786476± 11, 0840208742670i 0,0002000120643343 −0, 00002554567738 0,0001950753001445 −1, 45948159127161± 10, 7704757817491i 0,0001453887829047 −5, 56303477415358± 7, 75077688587499i 0,0001224283598549 −1, 17392315931881± 0, 11944330740119i 0,00011733304591

143



9.5 APÊNDICE 5: MODELO LINEARIZADO DO TURBO-GERADOR

 A B

C D


 =




-18,4456 4, 2263 -2,283 0, 2260 0, 422 -0,0951 -0,2748 3, 1463-4,0977 -6,0706 5, 6825 -0,6966 -1,2246 0, 2873 -0,0501 -9,3737
1, 4449 1, 4336 -2,6477 0, 6092 0, 8979 -0,2300 -0,1550 7, 4296-0,0093 0, 2302 -0,5002 -0,1764 -6,3152 0, 1350 0, 0716 -4,9176-0,0464 -0,3489 0, 7238 6, 3117 -0,6886 0, 3645 -0,0814 -10,265-0,0602 -0,2361 0, 2300 0, 0915 -0,3214 -0,2087 0, 0244 13, 794

0, 5971 -0,7697 4, 8850 4, 8608 -9,8177 -8,8610 0 0

3, 1013 9, 3422 -5,6000 -0,7490 2, 9974 10, 5719 0 0


Os parâmetros numérios envolvidos e suas desrições podem ser obtidos emLIMEBEER et alii (1979), HUNG & MACFARLANE (1982) e MACIEJOWSKI (1989).
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9.6 APÊNDICE 6: MODELOS N�O-LINEAR E LINEARIZADO DO MÍSSILModelo não-linear(
xT =

[
α q δ δ̇

]T
)


 A B

C D


 =




Zα 1 Zδ 0 0

Mα 0 Mδ 0 0

0 0 0 1 0

0 0 −ω2
α −2ζωα ω2

α

Nα 0 Nδ 0 0

0 1 0 0 0


onde:

Zα = KαMcosαsign(α)
[
an|α|3 + bn|α|2 + cn(2−M/3)|α|

]

Mα = KqM
2sign(α)

[
am|α|3 + bm|α|2 − cm(7− 8M/3)|α|

]

Nα = KzM
2sign(α)

[
an|α|3 + bn|α|2 + cn(2−M/3)|α|

]

Zδ = KαMcosα dn

Mδ = KqM
2dm

Nδ = KzM
2dn Modelo linearA aproximação linear, através da expansão de Taylor de primeira ordem na vizin-hança do ponto nominal x0 = [ α0 q0 δ0 δ̇0 ] e u0 = δc0 = δ0, das equações:

α̇ = f(α, q, δ,M) = Zαα+ q + Zδδ

q̇ = g(α, δ,M) = Mαα+Mδδ

η = h(α, δ,M) = Nαα+Nδδresulta no modelo:

 A B

C D


 =




A11 1 A13 0 0

A21 0 A23 0 0

0 0 0 1 0

0 0 −ω2
α −2ζωα ω2

α

C11 0 C13 0 0

0 1 0 0 0
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onde:
A11 = KαMcosα0

[
3an|α0|2 + 2bn|α0|+ cn(2−M/3)

]
−

− KαM(π/180)senα0

[
an|α0|3 + sign(α0)bn|α0|2 + cn(2−M/3)|α0|

]
+

+ KαM(π/180)senα0(dn/dm)
[
am|α0|3 + sign(α0)bm|α0|2 + cm(2−M/3)|α0|

]

A13 = KαMdncosα0

A21 = KpM
2
[
3am|α0|2 + 2bm|α0| − cm(7− 8M/3)

]

A23 = KpM
2dm

C11 = KzM
2
[
3an|α0|2 + 2bn|α0|+ cn(2−M/3)

]

C13 = KzM
2dnOs parâmetros numérios envolvidos e suas desrições podem ser obtidos emREICHERT (1992) e NICHOLS et alii (1993).

146



9.7 APÊNDICE 7: MODELO LINEARIZADO DA AERONAVE DE COMBATE

 A B

C D


 =




−0, 02567 −36, 617 −18, 897 −32, 09 3, 2509 −0, 76257 0 0

9, 257.10−5 −1, 8997 0, 98312 −0, 0007256 −0, 1708 −0, 004965 0 0

0, 012338 11, 72 −2, 6316 0, 0008758 −31, 604 22, 396 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −30 0 30 0

0 0 0 0 0 −30 0 30

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0


Os parâmetros numérios envolvidos e suas desrições podem ser obtidos emSAFONOV et alii (1981).
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