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Abstract

In this work we establish the existence of mild solutions for an impulsive abstract functional

differential equation with state-dependent delay described in the form

'(t) = Ax(t)+ f(t,2pue), t€I=10,a], (1)
rg = @€DB, (2)
Nx(ty) = ILi(zy), i=1,---,n, (3)

where A is the infinitesimal generator of a compact Cy-semigroup of bounded linear operators
(T'(t))e>0 defined on a Banach space X; the functions x : (—00,0] — X, 24(0) = (s + ), belongs
to some abstract phase space B described axiomatically; f: I xB — X, p: I x B — (—o0,al, I; :
B— X,i=1,---,n,are appropriate functions; 0 < t; < .... < t,, < a are pre-fixed numbers and the

symbol AE(t) represents the jump of the function ¢ at ¢, which is defined by A&(t) = £(tT) — &(7).






Resumo

Neste trabalho estudaremos a existéncia de solugoes fracas para uma classe de equagoes

diferenciais funcionais impulsivas com retardamento dependendo do estado modeladas na forma

'(t) = Ax(t)+ f(t,2pue), t€I=10,a], (4)
rg = @€DB, (5)
Nx(ty) = ILi(zy), i=1,---,n, (6)

onde A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo compacto de operadores lineares limitados
(T'(t))e>0 definido em um espaco de Banach X; as fungbes x5 : (—00,0] — X, z5(0) = z(s + 0),
estao em um espaco de fase B descrito axiomaticamente; f : I x B — X, p: I x B — (—o00,a,
I;:B— X,i=1,---,n, sao fungoes apropriadas; 0 < t; < .... < t, < a sao nimeros pré-fixados e

o sfmbolo A&(t) representa o salto da fungao & em ¢, que é definido por AE(t) = £(tT) — £(t7).
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Introducao

Neste trabalho estudamos a existéncia de solucoes fracas para uma classe de equacoes diferenciais

funcionais impulsivas com retardamento dependendo do estado modeladas na forma

2(t) = Ax(t)+ f(t, Tptay))s tE€T1=1[0,a], (7)
rg = @€ DB, (8)
Al‘(tl) = Ii(l‘ti), 1= 1, ,n, (9)

onde A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo compacto de operadores lineares limitados
(T'(t))e>0 definidos em um espago de Banach X; as fungoes x5 : (—00,0] — X, z5(0) = x(s + 0),
estao em um espago de fase B descrito axiomaticamente; f : I x B — X, p: I x B — (—o00,a,
I, :B— X,i=1,---,n, sao funcgoes apropriadas; 0 < t; < .... < t, < a sao numeros pré-fixados e
o sfmbolo A&(t) representa o salto da fungao & em ¢, que é definido por AE(t) = £(tT) — £(t7).

Equagoes funcionais com retardo dependendo do estado tém sido estudadas em diversos
trabalhos, veja entre outros [I, 2, 3, 5, 6, 11, 12, 28, [30]. O estudo de sistemas em derivadas
parciais com retardo dependendo do estado iniciou-se recentemente e, ao nosso entender, a literatura
existente estd limitada aos artigos Hernandez, Prokopczyk & Ladeira [16] e Wu & Rezounenko [31].

Por outro lado, a teoria de equagodes impulsivas tem-se desenvolvido fortemente nos ultimos
anos, devido fundamentalmente as diversas aplicagoes em diferentes areas técnicas, como mecanica,
engenharia elétrica, medicina, biologia, ecologia, etc. Como referéncias relacionadas citamos [7, [13|
15, 18, 119, 20, 21}, 25] 26, 27].

E importante mencionar que o estudo de sistemas abstratos com impulsos e retardamento
dependendo do estado é um tépico nao considerado na literatura. Motivados por este fato, neste

trabalho de dissertacao estabelecemos novos resultados de existéncia de solugoes fracas para sistemas



que podem ser descritos na forma abstrata (7)-(9).

Este trabalho de mestrado tem trés capitulos, que descreveremos brevemente a seguir.

No capitulo 1, estudamos questoes basicas da teoria de semigrupos de operadores lineares
limitados em espagos de Banach. Em particular estudamos o classico Teorema de geracao de
Hille-Yosida para o caso de semigrupos de contracoes.

No capitulo 2, estudamos aplicacées da teoria de semigrupos de operadores lineares no estudo
da existéncia e regularidade de solugoes para sistemas abstratos modelados na forma

du(t)
dt

= Au(t) + f(t,u(t)), te(0,aqa],

onde A é o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo. Os resultados deste capitulo nos auxiliaram
em nosso estudo sobre a existéncia de solugoes fracas do sistema (7)-(9).

Finalmente, no capitulo 3, estudamos a existéncia de solugoes para o sistema (7)-(9). De fato,
utilizando critérios de ponto fixo, nos Teoremas 3.8, [3.9 estabelecemos a existéncia de solucoes
fracas para (7)-(9). Relembramos que os resultados apresentados neste capitulo sdo resumidos em
nosso artigo [14], o qual foi recentemente aceito para publicacdo em Computers & Mathematics
with Applications.

Em todo este trabalho, X sera um espaco de Banach. As notacoes sao aquelas usadas em andlise
funcional. Em particular, para espacos normados Z,Y, a notacdo £(X,Y) representa o espaco das
transformacoes lineares continuas de Z em Y. Quando Z = Y, usaremos simplesmente o simbolo

L(Z). Além disso, B,(z, Z) seréd a bola fechada de centro z e raio r em Z.



Capitulo 1

Semigrupos de operadores Lineares

Neste primeiro capitulo estudaremos conceitos e propriedades basicas de semigupos de operadores
lineares limitados definidos em espacos de Banach. Destacamos como principal resultado deste
capitulo o teorema de geragao de Hille-Yosida.

Neste trabalho, X é um espaco de Banach e £(X) representa os espago dos operadores lineares

continuos de X em X.

1.1 Semigrupos uniformemente continuos de operadores lineares

limitados
Comegamos este capitulo com algumas defini¢oes e propriedades béasicas de semigrupos.

Definicao 1.1. Uma familia (T (t)):>0, de operadores lineares limitados de X em X é um semigrupo

de operadores lineares limitados em X se
(i) 7(0) =1,
(ii) T(t+s) =T(t)T(s), para todo t,s > 0.

Definicao 1.2. Um semigrupo de operadores lineares limitados, (T'(t))t>0, € uniformemente

continuo se

li Tt)—1|=0. 1.1
im | 7(t) = I |= 0 (1)



Definicao 1.3. Seja (T'(t)):>0 um semigrupo uniformemente continuo de operadores lineares em
X e

D(A) = {x €eX: limM existe} .
t10 t

O operador A : D(A) — X definido por

T — T
Ax = lim )z -z = d'T(t)z , para x € D(A),
t10 t dt t=0

é chamado o gerador infinitesimal do semigrupo (T'(t))i>0.

Estabeleceremos agora um teorema que caracteriza o gerador infinitesimal de um semigrupo

uniformemente continuo.

Teorema 1.4. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente

continuo se, e somente se, A € um operador linear limitado.

Prova: Seja A um operador linear limitado em X e considere os operadores

T(t) = et = i (tA)n, t>0. (1.2)

n! -
n=0

Como A é limitado, para cada t > 0 temos
[e.e]
™A™
17 < > AT e < o,
n!

o que implica que T'(t) é operador linear limitado para todo t > 0. Além disso, é claro que T7'(0) = I.
Mais ainda, um longo célculo com séries de poténcias mostra que T'(s + t) = T(s)T'(t) para todo
s,t > 0. Portanto (7(t)):>0 ¢ um semigrupo de operadores lineares limitados.

Para provarmos que (7'(t)):>0 ¢ um semigrupo uniformemente continuo, observamos que

I_tAZ n+1

o que implica
— || tA | ¢l
170 =T e AN < el af e
n=

Fazendo t | 0 na desigualdade anterior obtemos

1 Tt)—11]=0
im | 7() =1 |



0 que prova que o semigrupo é uniformemente continuo.

Resta provar que A é o gerador infinitesimal de (T'(¢))¢>0. Como,

T(t)—1I L nlAn
UOETENE ')
=
para t < 1 temos
n—2 n
HT() _AH<tZt ||A|| <tZ”A” < telAll
0 que mostra que
lim T -1 = A.
t10 t

Portanto, A é o gerador infinitesimal de (T'())¢>0, 0 que completa a primeira parte da demonstragao.
Suponhamos agora que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo

de operadores lineares limitados (7'(t)):>0 em X. Da definigdo de gerador, existe 6 > 0 tal que
|T(s) —1I|| < 4 se 0 < s < 4. Logo, para 0 < p < §

H;/Op:r(s) ds—IH - H;/OP(T(S)— S;/OPHT( 1) ds <

o que implica que p~! fo s)ds é inversivel e assim que fo (s)ds é também inversivel. Agora, veja

</Op (s+h)ds—/pT(s)d)
</h::T(s)ds pT )
< T(s)ds— >

o)

ram-n-1 ( / " (s)as - / hT(s)ds) ([

Como p > 0 é fixo, e s — T'(s) é continua, obtemos que 1/%{8 ht / T(s)ds = I. Além disso,
0

l\DM—l

que para h < p

S sl

=

e portanto

(1.3)

1 [rth 1 [P 1 rh
lim — T =lim-— [ T =T(p)lim— [ T = T(p).
im /p (s)ds A (s+p)ds =T(p) im (s)ds =T(p)

Fazendo h | 0 em (1.3) obtemos que

A=) pT(s)ds)_l,



o que mostra que A é um operador linear limitado. A prova do teorema estd agora completa. W

Do resultado anterior segue o seguinte Coroléario com propriedades muito usadas para semigrupos
uniformemente continuos. A prova segue de maneira imediata da prova do Teorema [1.4, por isto

omitiremos a sua demonstracao.

Corolario 1.5. Seja (T'(t))i>0 uwm semigrupo uniformemente continuo de operadores lineares

limitados. Entao as sequintes propriedades sao vdlidas.
(a) Ewiste uma constante w > 0 tal que ||T(t)|| < e“! para todo t > 0.
(b) Eziste um tinico operador linear limitado A tal que T(t) = e*4.
(¢) O operador A de (b) € o gerador infinitesimal de T(t).

(d) A fungao t — T'(t) € diferencidvel em t > 0 na topologia uniforme de operadores e darit) _

AT (t) = T(t)A, para todo t > 0.

Veja que da Definigao 1.3/é claro que um semigrupo (7'(¢))>0 tem um tinico gerador infinitesimal.
Ainda, pelo Teorema[1.4, todo operador linear limitado A é o gerador infinitesimal de um semigrupo

uniformemente continuo (7'(t))s>0. O préximo resultado nos garantird a unicidade desse semigrupo.

Teorema 1.6. Sejam (T'(t))i>0 e (S(t))i>0 semigrupos de operadores lineares limitados

uniformemente continuos. Se

T _
i L) — 1 St —1
hl0 t hl0 t

entao T'(t) = S(t) para todo t > 0.

Prova: Mostremos que dado a > 0, T'(t) = S(t) para todo 0 < t < a. Seja a > 0 fixado. Como
t — ||T(t)|| et — ||S(t)|| sdo continuas, existe uma constante C' tal que ||T(¢)]|||S(¢)|| < C para

0 <s,t < a. Além disso, para € > 0, existe § > 0 tal que

T(h) — I

1 I'(h)—1 €
hH ()= sl = H h AH H h AH Dok O<hso (1.4)



Seja 0 <t < a e escolha n > 1 tal que % < 0. Entao da propriedade de semigrupo e de (1.4)

() s (o

1

segue que

I7(t) = SOl =

"l eot)o) (o))
< Sl (-l (I () - ()]
< nC%% < e

Como € > 0 é arbitrério, concluimos que T'(t) = S(t) para 0 < t < a. Para s > a, escreva s = na+r,

onde 0 <r < aen & N. Nestas condigoes,
S(s)=Sma+r)=5(a)"S(r)=T)"T(r)=T(na+r)="T(s),

o que prova que S(t) = T'(t), para todo ¢ > 0. |

1.2 Semigrupos fortemente continuos

Definicao 1.7. Um semigrupo de operadores lineares limitados (T'(t))i>0 em X é um semigrupo

fortemente continuo, ou um Cy-semigrupo, se para todo x € X

limT(t)z = . 1.5
i t)r=x (1.5)

Estabeleceremos nesta secao algumas propriedades e conceitos bésicos de Cp-semigrupos.

Teorema 1.8. Seja (T'(t))i>0 um Cy-semigrupo. Entdo existem constantes w >0 e M > 1 tais que

| T(t) ||< Me“t para 0 <t < oo.

Prova: Note primeiro que existe > 0 tal que || 7(¢)|| ¢ uniformemente limitado em [0, 7]. De fato,

caso contrario, existiria uma sequéncia {t,}, com t, > 0, tal que lim ¢, =0 e ||T(¢,)| > n, para
n—oo

todon € N. Com isso terfamos que sup ||T(¢,)|| = oo e assim, pelo Principio da Limita¢ao Uniforme,
neN
existiria x € X tal que sup ||T'(¢,)z| = co. Como consequéncia, o conjunto {||T'(t,)|| : n € N} é
neN

nao limitado, contrariando o fato de (7'(t)):>0 ser um Cp-semigrupo. Logo, existe M > 0 tal que



|T(t)]| < M para 0 <t <n. Como T(0) = I, temos que M > 1. Seja w = n~1log M > 0. Usando

a propriedade de semigrupo, para t = nn+4J, § € [0,n) temos que
IT@) = | TE)T()"|| < MM" < MM* = Me*,
o que completa a prova do resultado. |

Corolario 1.9. Seja (T'(t))i>0 um Cy-semigrupo. Entdo a fungdo t — T(t)x é continua de (0,00)

em X, para todo x € X.

Prova: Pelo Teorema (1.8, existem M,w > 0 tais que | T(t)|] < Me“! para todo t > 0. Veja que

paraxz € X,teh>0
IT(t+ h)x —Tt)z|| < |T@)| |T(h)x — z|| < Me**||T(h)x — z|| — 0 quando h — 0.
Além disso, para 0 < h <t temos que
|T(t — h)x — T(t)z| < ||T(t—h)|| ||z — T(h)z| < Me**||x — T(h)z| — 0 quando h — 0.
Do que fizemos, obtemos que s — T'(s)z é continua para todo = € X. |
O seguinte resultado estabelece algumas propriedades que serao fundamentais no restante deste

trabalho.

Teorema 1.10. Sejam (T(t))i>0 um Co-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entdo as
sequintes propriedades sdo vdlidas.

1 t+h
(a) Para todoz € X et >0, lim — T(s)xds = T(t)x.

h—0 t
t t
(b) Para todox € X et>s>0, / T(7)xzdr € D(A) e A/ T(r)xdr =T(t)x — T(s)z.

(c) Para todo x € D(A) et >0, T(t)r € D(A) e %T(t)x = AT(t)x =T(t)Ax.

t t
(d) Para todox € D(A) et>s>0, T(t)x —T(s)r = A/ T(7)zdr = / T(1)Axdr.



Prova: A parte (a) segue diretamente da continuidade de ¢ — T'(¢)x. Para provarmos (b), sejam

rz e X eh>0. Entao

ﬂ@;I<L%WMdO - 2L%n7+mx—ﬂﬂ@df

1 t+h 1 t
= h/ T(T)xdT—h/T(T)l‘dT

+h

1 t+h 1 s+h
= / T(r)x dr — / T(r)x dr.
h t h s

Logo, fazendo h | 0 segue por (a) que

1&1101 T(h;LI /s T(r)x dr =T(t)x — T(s)x.

t t
Agora da definigdo de gerador obtemos que / T(r)x dr € D(A) e que A/ T(r)x dr = T(t)x —
T(s)z.

Para mostrarmos (c), sejam 2 € D(A) e h > 0. Entao

T(t+ h) — T(#)
o h

N
—~~
~+
N2
|

x=T(t) (T(h})l_j> x — T(t)Az, quando h | 0. (1.6)

Segue disto que T'(t)x € D(A) e que AT (t)x = T'(t)Az. Além disso, de (1.6) também concluimos
+ —
que %T(t)x = AT (t)x = T(t)Ax. Mostremos agora que Cfi—tT(t);v =T(t)Az. Se0<h<teM >0
é tal que ||T'(s)|| < M, para todo s € (0,t) obtemos que

Hme—T@—mx_T@Ax

h

< e - my (|7 - e

cu([

+ ||Az — T(h)AxH)

+ || Az — T(h)AacH)

d d
Isto prova que ET(t)w existe e que ET(t)w =T (t)Az. Assim,

todo t > 0 e todo = € D(A), o que completa a prova de (c).

%T(t)x = AT(t)x = T(t)Ax para

Finalmente provaremos (d). Sejam x € D(A) e s,t > 0. Por (a) e (c) temos que

T

T@x—ﬂ@x:LijTﬁMdeL%%ﬂ%dT:Aliﬂﬂxm

A prova do Teorema esta agora completa. |

Segue do Teorema [1.10 o seguinte Corolério.
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Corolério 1.11. Se A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (T(t))e>0, entdo A é um

operador linear fechado e D(A) € denso em X.

1 t
Prova: Para z € X et > 0 e definimos z; = t/ T(s)x ds. Pela parte (b) do Teorema 1.10
0

sabemos que x; € D(A) para todo t > 0, e por (a) do mesmo Teorema, vemos que x; — x quando

t | 0. Consequentemente, zz € D(A), donde concluimos que D(A) = X, pois x é arbitrario.

Vejamos agora que A é operador linear fechado. A linearidade de A é ébvia. Para provarmos
que A é um operador fechado, sejam {x,}neny € D(A), x,y € X, tais que 2, — = e Az, — y

quando n — oo. Da parte (d) do Teorema [1.10 segue que
t
T(t)xy — xpn = / T(s)Azpds. (1.7)
0

Afirmamos que T'(s)Az, — T'(s)y, quando n — oo, uniformemente em intervalos limitados. De

fato, para 0 < s <t vemos que
|T(5)Az,, — T(s)y| < Me“t|| Az, —y|| — 0, quando n — oo,

onde M, w sao as constantes do Teorema, 1.8,

Usando o que fizemos antes e fazendo n — oo em (1.7) concluimos que

Tt)xr —x = /0 T(s)y ds.

Finalmente, do item (a) do Teorema [1.10/ deduzimos que

T(t)z — I
lim TMz-z lim— [ T(s)yds=y,
t—0 t t—0 t 0

o que prova que x € D(A) e que Ax = y. Portanto, A é um operador linear fechado. A prova estd

agora completa. |

O préximo resultado nos garante a unicidade do semigrupo associado a um gerador infinitesimal

para o caso de semigrupos fortemente continuos.

Teorema 1.12. Sejam (T(t))i>0 e (S(t))e>0 Co-semigrupos com geradores infinitesimais A e B

respectivamente. Se A = B, entao T'(t) = S(t) para todo t > 0.
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Prova: Seja x € D(A) = D(B). Pelo item (c) do Teorema [1.10/ sabemos que a funcdo s —
T(t — s)S(s)x é diferencidvel. Segue disto que

%T(t —5)S(s)r = —AT(t—s)S(s)x+T(t—s)BS(s)x

= —T(t—s)AS(s)x+T(t—s)BS(s)r = 0,

e assim que a fungao 6(s) = T'(t — s)S(s)z é constante sobre [0,t]. Por outro lado, 6(0) = 6(¢), o
que mostra que T'(t)x = S(t)z, para todo x € D(A) et > 0.

Mostremos agora que a propriedade é vélida para todo z € X. Para x € X, tome uma sequéncia
(Zn)nen em D(A) tal que z, — x. Como T'(t) e S(t) sdo continuas, temos que T'(t)x, — T'(t)z e
S(t)x, — S(t)x, quando n — oo. Usando isto, e o fato que T'(t)x, = S(t)z,, para todo n € N,
segue que T'(t)x = S(t)x. Portanto T'(t) = S(t) para todo t > 0. [

1.3 O Teorema de Hille-Yosida

Esta secao é dedicada ao Teorema de Hille-Yosida, o qual é um resultado basico da teoria de
semigrupos. A importancia deste teorema se da pelo fato dele nos fornecer uma condi¢ao necessaria
e suficiente para que um operador A : D(A) C X — X seja o gerador infinitesimal de um Cj-
semigrupo de operadores. Para a apresentacao deste resultado serao necessarios introduzir alguns

conceitos e defini¢oes adicionais.

Definigao 1.13. Um Cy-semigrupo (T'(t))i>0 tal que | T(t)|| < Me*', t > 0, é chamado um Cjy-

semigrupo de contragdo se w =0 e M = 1.

Definicao 1.14. Seja A : D(A) € X — X um operador linear. O conjunto resolvente de A é
definido por
p(A)={NeC; (M- A"t =R(\: A) existe e ¢ continuo}

Definigao 1.15. Seja A um operador linear com p(A) # 0. Definimos para X € p(A) a aproximagdo
de Yosida de A por
Ay = MR\ : A) = N2R(\: A) — A

Os proximos Lemas nos auxiliarao na demonstracao do Teorema de Hille-Yosida.
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Lema 1.16. Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado tal que D(A) = X, p(A) D (0, 00)

1
el RIA:A) < 3, bara todo A > 0. Entdo as sequintes propriedades sao verificadas.

(a) )\lim AR(N: A)x =z, para todo x € X.
(b) )\lim Axz = Az, para todo x € D(A).

c) Para cada A > 0, Ay € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracées uniformemente
, g grup

continuo (e )i>o. Além disso, para x € X, X >0 e > 0

Mg — et ug|| <t ||Aye — A,z
Prova: Mostremos (a). Se x € p(A), da equagdo (A — A)R(\ : A) = I segue que AR(A: A) — [ =
AR(X: A). Assim, para z € p(A)
1
AR\ ) — | = AR A)e| = RO : A)Aa] < 5 [ Az] 0 quando A — oc.

Seja agora € X. Como D(A) = X, existe {zy neny € D(A) tal que z, — z. Logo, dado € > 0,

existe ne € N e L(e) > 0 tais que ||z — z,| < §, para todo n > n,, e
INR(A: Az, — || < %, para todo X\ > L(e).
Disto, para A > L(e) temos que
AR : A)z — 2| < AR A [l — 2z || + AR - A)zn, — @ || + |2 — 20 || <,
0 que mostra que /\li_)n;o AR(X: A)x = z, para todo z € X.
Provemos agora o item (b). Se x € D(A) segue pelo item (a) e da definicao de Ay que
Ali_)n;() Aye = Ali_)rgo AR\ : A)Azx = Ax.

Para finalizar, vejamos (c). E claro da definicao que Ay é um operador linear limitado. Logo,
pelo Teorema (1.4, Ay é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo (7 (¢))¢>0,

o qual é dado por T)\(t) = et4x. Além disso,

2R(NA) — _ 2 .
HetAAH _ HetA R()\.A)e )\tl” <e /\tet)\ [|R(A:A)]| <1,
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0 que mostra que (etA*)tZO é um Cp-semigrupo de contracao. Pelas definicoes, é facil ver que os

tA tA
)\’ e

operadores e #, Ay e A, comutam entre si. Usando isto, segue que

L a
/ “ etsAAet(lfs)Aux ds
0 dS

1
/ Hlet At (A — A ds < t [|(Axe — Au)],
0

e = el |

IN

o que completa a prova do resultado. |

O seguinte resultado sera usado freqiientemente no decorrer deste trabalho.

Lema 1.17. Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado. Se f :[0,a] — X € tal que
f([0,a]) € D(A) e Af € L'(]0,a]; X), entdo
A/ f(s) ds:/ Af(s) ds.
0 0
Prova: Seja P = {s; : i = 1,2,...,n} uma particdo do intervalo [0,a] e definamos S(f, P) =

Z f(&)(six1—8i), & € [Siy Si+1]. Como D(A) é um subespago vetorial, temos que S(f, P) € D(A),
SiEP

para toda particao P. Além disso, S(f,P) — / f(s)ds, quando AP — 0 e como AS(f,P) =
0

a

S(Af,P), temos que AS(f,P) — / Af(s)ds, quando AP — 0. Usando agora que A é fechado,

0
segue que / f(s)ds € D(A) e que A/ f(s)ds = / Af(s)ds. A prova estd completa. [
0 0 0

Demonstraremos agora o principal resultado desta secao, o Teorema de Hille-Yosida para

semigrupos de contracao.

Teorema 1.18 (Hille-Yosida). Um operador linear A : D(A) C X — X € o gerador infinitesimal

de um Cy-semigrupo de contracdo se, e somente se,

(1) A € um operador fechado e D(A) = X,

(ii) p(A) D (0,00) e || R(A: A) ||I< para todo A > 0.

1
A?
Prova: Seja A o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de contracao (7'(t)):>0 em X. O item

(i) segue diretamente do Corolario 1.11. Para A > 0 e x € X definimos o operador R(\) por

RNz = /000 e MT(t)xdt.
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Como t — T'(t)x é continua, da estimativa
o 1
RNl S/O e HT@) ] dt < S, (1.8)

conclufmos que R(\)z existe, que R(\) € L(X) e que ||[R())|| < § para todo A > 0. Mais ainda,

para x € X e h > 0 vemos que

Th)—1 1 [ 1 [
TW=T pye = L / e Mt + by dt — / NI dt
h hJo h )
Ay oo M rh
Gty / e MMz dt — S | e MT(t)z dt. (1.9)
h 0 h 0

Quando h | 0, o lado direito de (1.9) converge para AR(\)z — x, o que implica que R(\)z € D(A)
e que AR(AN)z = AR(A\)z — z. Ou seja, para todo z € X e A >0, R(A\)z € D(A) e

(M —A) RNz = z. (1.10)
Do item (c) do Teorema 1.10 e o Lema [1.17, para € D(A) obtemos que
R(\)Az = /0 h e NT(t) Az dt = A /0 h e MT(t)z dt = AR\, (1.11)
0 que mostra que

RA\)(M — A)x =z, para todo x € D(A). (1.12)

1
Segue agora de (1.10) e (1.12) que R(\) é ainversa de A\ —A. Portanto, p(A4) D (0,00) e [|[R(A)]| < %

para A > 0, o que conclui a prova de (ii).

Suponhamos agora vélidas as condigdes (i) e (ii). Se z € D(A) et > 0, do Lema [1.16/ segue que
ez — etug|| <t || Ay — Az <t || Az — Az +t ||Az — Auz|, A p >0, (1.13)

o que implica, pelo Lema 1.16, que {e**z} o é convergente em X para todo z € D(A), e que esta
convergéncia é uniforme para ¢ em intervalos limitados. Mais ainda, como D(A) é denso em X e

t43) x>0 é um semigrupo de contracdo, podemos concluir que {4 2} <o é convergente para

cada (e
todo z € X e que a convergéncia ¢ uniforme para t em intervalos limitados. De fato, para x € X,
t€[0,a] e a >0, fixemos y € D(A) e A\g > 0 tais que ||z — y|| < € e ||e!ry — etAy|| < &, para todo

A, it > Ag. Assim, para A\, > Ao e t € [0,a] obtemos que

et e — etz < [l (@ — )| + ey — ety + ety — g

< 2l -yl +e <3,
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0 que mostra nossa afrimacao, pois € > 0 é arbitrario.

Considerando o que acabamos de fazer, definimos a familia de operadores (T'(¢))¢>0 por

T(t)z = lim ez, ze X. (1.14)

A—00

E claro que T'(t) é um operador linear em X para todo ¢ > 0. Além disso, usando o fato de

etAx >0 ser de contracao, vemos que
( > cao, q
. A
I7@] = | lim el <

o que implica que ||T'(¢)|| < 1 para todo t > 0.

Mostremos agora que (7'(t))¢>0 é um Cp-semigrupo e que A é seu gerador infinitesimal. Segue
facilmente de (1.14) que T'(0)z = z para todo x € X. Agora, para mostrar a propriedade de
semigrupos, sejam x € X, s,t > 0. Entao, T(t + s)r = limy_ esAretdrg. No entanto, da

desigualdade

lebe e — T()T(Wal = [ (@e - T(t)a) + (€ — T(s)T ()]
< el a - T(t)al| + DT () — T(s)T(b)e|

< e = T(t)z| + [l T (t)a — T(s)T(t)z]l,

segue facilmente que e et4rx converge para T'(s)T'(t)z quando A — oo, mostrando que T'(t +s) =
T(t)T(s). Isto, juntamente com o fato que ||T'(¢)|| < 1 mostra que (7'(t))¢>0 ¢ um semigrupo de
contracdo em X. Mais ainda, como e*4*z converge uniformemente para t € [0,a], a > 0, obtemos
que T'(-)z é uma funcao continua em [0, a]. Portanto (7(¢)):>0 é um Cp—semigrupo de contragao.
Finalmente, mostremos que A ¢é o gerador infinitesimal de (7'(t)):>0. Sejam x € D(A) e ¢t > 0.

Observe inicialmente que da desigualdade,

le Aye = T(s)Az|| < [l (Ana — Ax)|| + [[(e* = T(s)) Az

A

le M1l Axe — Az|| + |4 — T(s)) Az|

< A — Az| +[|(e¥ = T(s)) Az,

segue que " Az converge uniformemente para s em intervalos limitados para T(s)Az, quando

A — 00. Agora, usando (1.14) e o item (d) do Teorema [1.10, temos que

Tz — 1 1 t
M = - lim (etA*x —z)=- lim eSA*AA:L" ds,
t A—00 A—00 0
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de onde podemos concluir que

T(t)jf_”: _ 1/(:T(5)Ax ds, « e D(A). (1.15)

Seja B o gerador infinitesimal de (7'(t));>0. Fazendo ¢ | 0 em (1.15) segue que = € D(B) e que
Bx = Ax, o que mostra que B : D(B) C X — X é uma extensao de A. Mais ainda, como B é
gerador infinitesimal de (7(t)):>0, vale a parte (ii) do Teorema e entdo 1 € p(B). Como B = A
em D(A) e por hipétese 1 € p(A), vemos que (I — B)D(A) = (I — A)D(A) = X. Dai segue que
D(A) = (I - B)™'X = D(B) e entdo que A = B. Portanto, A é o gerador infinitesimal de um

Cp-semigrupo de contragao. Isto completa a prova. |

Do Teorema de Hille-Yosida e de sua demonstracao segue algumas consequéncias simples, como

as que exibiremos a seguir.

Coroldrio 1.19. Seja A: D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contra¢ao

(T'(t))t>0. Se Ax € a aprozimagdao de Yosida de A, entdo

T(t)z = lim ez, para todo z € X. (1.16)

Prova: Da prova do Teorema [1.18 sabemos que a familia (S(t));>0 definida por S(t) = lim e é

— 00
um semigrupo de contracio e que A é seu gerador infinitesimal. Logo, pelo Teorema 1.12, obtemos

que T'(t) = S(t), para todo ¢t > 0. [

Corolario 1.20. Seja A: D(A) C X — X o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contra¢ao
(T'(t))e>0. Entao p(A) D {X € C: Re(\) > 0} e para tais \ vale que

1
1RO ) < gy

Prova: Para A € C com Re(\) > 0, definimos R(\)z = / e MT(t)x dt. Usando as mesmas
0

estimativas e idéias da prova do Teorema [1.18 segue que R(\) = (Al — A)~L. Portanto p(A) D {\ €

C: Re(\) > 0}. Além disso, para x € X temos que

& 1
Nz|| < R dt < ——
IRMal < [~ e o] dt < 7 Nl

e portanto [|[R(A: A)| < . A prova estd completa. [

1
Re(N)

O proximo Corolario é uma generalizacao do Teorema de Hille-Yosida.
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Corolario 1.21. Um operador linear A : D(A) C X — X € o gerador infinitesimal de um Cy-

semigrupo (T(t))i>0 satisfazendo || T(t) || < et (para algum w > 0) se, e somente se,

(1) A € um operador linear fechado e D(A) = X.

(if) p(4) D (w,00) e | R(r: A) ||< ﬁ A w.
Prova: Suponhamos que A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo (7'(t))¢>0 satisfazendo
| T(t) |< evt. O item (i) segue diretamente do Coroldrio [1.11. Definimos agora S(t) = e “!T(t),
para t > 0. B f4cil verificar que (S(t))e>0 é um Cp-semigrupo de contragao. Além disso, A —wl é o
gerador infinitesimal de (S(t)):>0. De fato, se B é o gerador infinitesimal de (S(t))i>0 ¢ © € D(B),
entdo S(t)z é diferencidvel pela direita em ¢ = 0, o que implica que T'(t)x = e*!S(t)x é diferencidvel
pela direita em ¢t = 0 e que x € D(A). Mais ainda,

_ IS0 e an (e — we ()| = (A wl)a (L17)

Bz
dt t=0 t=0

Isto mostra que D(B) C D(A) e que Bx = (A — wl)x para todo = € D(B). Por outro lado, se
x € D(A) é 6bvio que t — S(t)z é diferencidvel pela direita em ¢t = 0, o que implica D(A) C D(B) e
assim que B = A —wl. Isto prova que A — w/ satisfaz as condigoes (i) e (ii) do Teorema 1.18. Em
particular, 6 € p(A — wI) para todo § > 0, o que implica que ((§ +w)l — A)~! existe e é limitado
para todo d > 0. Daf segue que {0 +w,d > 0} C p(A). Mais ainda, da parte (ii) do Teorema [1.18

segue que

1
IRA:A)|=RA—w: A—wl)| < —, A>w.

Suponhamos agora que as condigoes (i) e (ii) sejam vadidas. Entao as condigoes (i) e (ii) do
Teorema [1.18 sao verificadas por A — wl, pois D(A) = D(A—wl) e RA+w:A) =R(\: A—wl)
para todo A > 0. Como consequéncia, A — wl é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de
contragao que denotaremos por (S(t))¢>0. Procedendo como no inicio da prova, é possivel mostrar
que A é o gerador infinitesimal do semigrupo T'(t) = e“*S(t).Mais ainda, é facil ver que | T'(t)|| < e**
para todo ¢t > 0. Isto completa a prova do corolério. |

O proximo resultado é uma versao mais geral do Teorema de Hille-Yosida. Sua importancia
se da pelo fato de caracterizar o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo qualquer. Para nao

estender este trabalho, omitiremos sua demonstragao.
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Teorema 1.22. Um operador linear A : D(A) C X — X € o gerador infinitesimal de um Cp-

semigrupo (T(t))i>0 satisfazendo || T(t) ||[< Me*! se, e somente se,

(i) A é um operador fechado e D(A) = X;

(ii) p(A4) D (w,00) e ||[R(A:A)"|| < — para todo A > w e todon > 1.

M
(A—w)
1.4 Semigrupos Compactos

Tendo em vista a aplicagao da teoria de semigrupos no estudo de equagoes diferenciais funcionais,

estudaremos alguns tipos especiais de semigrupos, descritos nas proximas duas secoes.

Definicao 1.23. Um Cy-semigrupo (T'(t))i>0 € compacto para t > to, se T(t) é um operador

compacto para todo t > tg. O Cy-semigrupo (T(t))tzo € compacto se € compacto para t > 0.

Observagao 1.24. Se (T'(t))t>0 € compacto para t > 0, em particular a identidade é compacta e
portanto X € de dimensdo finita. Reciprocamente, se X é um espago de dimensdo finita, entdo todo
Co-semigrupo em X é compacto. Note ainda que, se para algum ty > 0, T(tg) € compacto, entdo

T(t) também é compacto para todo t > ty, pois T(t) = T(t —to)T(to) e T(t — to) € limitado.

Teorema 1.25. Seja (T'(t))i>0 um Co-semigrupo. Se (T'(t))i>0 € compacto para t > ty, entao a

fungio t — T'(t) definida de (tg,00) em L(X) é continua.

Prova: Sejam € > 0, t > ¢y e fixemos M > 0 tal que ||T(s)|| < M para todo 0 < s < 1. Pela

hipétese, o conjunto Uy = {T'(t)z : ||z|| < 1} é relativamente compacto, portanto existem pontos
£

2(M +1)
cobertura de U;. Como (T'(t))¢>0 € um Cp-semigrupo, existe 0 < § < 1 tal que

x1,%2,...,xn em U, tais que as bolas abertas B (T(t)mj, ), 1 < j < N, formam uma
|T(t+ h)x; —T(t)x;]| < g, para 0<h<d e 1<j<N.

Além disso, se x € X é tal que ||z|| < 1, entao existe j(x) € {1,2,..., N} tal que

3

[T ()z = T(t)zjw)l < M +1)

Logo, para 0 < h < § e ||z|| < 1, obtemos que

1T+ h)z =Tz < [TMWINTE)z = TE)zj@)ll + |TE+h)zj@) — T(E)zjwl

HIT )22y — T()|

< e,
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o que prova a continuidade pela direita de ¢ — T'(t) em ¢, na topologia uniforme de operadores. A

continuidade pela esquerda é provada de maneira similar. A prova estda completa. |

O préximo resultado estabelece condicoes necessarias e suficientes para que um Cp—semigrupo

(T'(t))e>0 seja compacto.

Teorema 1.26. Sejam (T'(t))i>0 um Co-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entio (T(t))i>0
é um semigrupo compacto se, e somente se, t — T(t) € continua em (0,00) na topologia uniforme

de operadores € R(\ : A) € compacto para todo X € p(A).

Prova: Sejam M > 1 e w > 0 tais que ||T(¢)|] < Me** para todo t > 0. Se (T'(t));>0 é compacto
para t > 0, segue pelo Teorema [1.25 que a fungdo t — T'(t) é continua em (0, 00) na topologia
uniforme de operadores. Resta mostrarmos que R(A : A) é compacto para todo A € p(A4). Note
primeiramente que este resultado vale para A € C, com Re(\) > w. De fato, da prova do Teorema

1.18 sabemos que
R(AN:A)= / e T (s) ds, (1.18)
0

Como a integral anterior é o limite em £(X) de operadores compactos, concluimos que R(\ : A)

também é compacto. Finalmente, da equacao resolvente
RA:A) = R(u:A) = (n—ANRA: A)R(p: A), A p € p(A),

deduzimos que R(u : A) é compacto para todo p € p(A).
Assuma agora que s — T'(s) é continua em ¢ > 0 na topologia uniforme de operadores e que

R(X: A) é compacto para todo A € p(A). Seja A € R, com A > w. Usando (1.18) vemos que
AR(A : AYT(t) — T(t) = A / N (T(t + 5) — T(t)) ds.
0

Assim, para § > 0

) o)
IAR(N: A)T(t) —T()| < / Xe M||T(t + s) — T(2)]| ds+/ e | T(t+ s) — T(t)| ds
0 )
INM ew(t+8) o —Ad
< sup |T(t+s)— T+ o

0<s<6 A —

o que implica

/\lim IARA: A)T'(t) — T(t)|| < sup [|[T(t+s)—T(t)||, para §>0.
—00 0<s<6
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Como § > 0 é arbitrario e s — T'(s) é continua em (0, 00), segue que
/\lim IAR(N: A)T'(t) —T(t)|| = 0.

Como consequéncia, T'(t) é o limite uniforme de operadores compactos, o que mostra que 7'(t) é
compacto para todo t > 0, o que completa a prova. |

Os préximos resultados sao consequéncias imediatas do Teorema [1.26] e sua demonstragao.

Corolario 1.27. Sejam (T'(t))i>0 um Cy-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Se t — T(t)
é continua para t > ty na topologia uniforme de operadores e R(\ : A) é compacto para algum

A € p(A), entao (T'(t))i>0 € um semigrupo compacto para t > to.

Corolario 1.28. Seja (T(t))t>0 um semigrupo uniformemente continuo. Entao (T(t))t>0 € um

semigrupo compacto se, e somente se, R(\: A) é compacto para todo A € p(A).

1.5 Semigrupos Diferenciaveis

Nesta secao consideraremos brevemente algumas questbes bdsicas relativas a semigrupos

diferencidveis.

Definicao 1.29. Um Cy-semigrupo (T'(t))i>0 € diferencidvel para t > to se para cada v € X,
t — T(t)z é diferencidvel para t > ty. O Cy-semigrupo (T'(t))i>0 € chamado diferencidvel se ele é

diferencidvel para t > 0.

Teorema 1.30. Sejam (T'(t))i>0 um Co-semigrupo diferencidvel para t > ty e A seu gerador

infinitesimal. Entdo as segquintes propriedades sao vdlidas.

(a) Parat > nty, n €N, temos que T(t) : X — D(A™), T (t) = A"T(t) e T (t) é um operador

linear limitado.
(b) Parat > nty, n € N, a fun¢io t — TV (t) é continua na topologia uniforme de operadores.

Prova: Consideremos primeiro o caso n = 1. Por hip6tese temos que ¢t — T'(t)x é diferenciavel
para t > to e todo € X. Portanto T'(t)z € D(A) e T'(t)x = AT (t)x, para todo x € X e t > tp.
Agora, como A é fechado e T'(t) é limitado, AT(t) é fechado. Para t > to, AT(t) estd definido em

todo X, e portanto, pelo Teorema do Grafico Fechado é um operador linear limitado. Suponhamos
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agora o resultado valido para n e provemos para (n + 1). Seja t > (n + 1)tp. Escolha s > nty tal

que t — s > ty. Entao,
T )z = AT (t)x = T(t — s)A"T(s)z, paratodo z € X. (1.19)

O lado direito de (1.19) é diferencidvel, pois t — s > tg. Portanto T'(t)z é (n+ 1)-vezes diferenciavel

e para todo x € X e t > (n+ 1)ty obtemos
T (e = AT(t — s) AT (s)a = ATV (¢) .

Como no caso n = 1, isto implica que T'(t) : X — D(A"*!) e que A" T(¢) é um operador linear
limitado para ¢ > (n + 1)tp. Assim obtemos (a).
Setg <ty <ta<ti+1lel T(s)|< M sobre [0,t; + 1]. Para x € X temos que

to d
| Ty~ T | = | [ T ds | (1.20)
t1 S
to
< | [ aT(s)z ds |
t1
to
< / | T(s — ) || AT(t2)x | ds
t1

< (ke —t)M || AT (1) ||,
o que pelo item (a) mostra que
[ T(t2) = T(t1) | < M(t2—t1) | AT(t1) |, (1.21)

e portanto a continuidade no caso n = 1. Similarmente, se (n+ 1)tg < t; <ty <t;+1;paraz € X

temos que
to
| T (t)e — T (t)z || = | T (s)wds ||
¢
1
= | A”HT(s)xds I
t1
t2
< [TNTG- ) 4 T ds
t1
< Mty —ty) | A" T () ||,

de onde concluimos que
| T (ta) =T (1) || < M(ta—t1) || A" T(t1) || -

Portanto (b) é verificada. A prova do teorema estd completa. |
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Corolario 1.31. Sejam (T'(t))i>0 um Cy-semigrupo diferencidvel para t > ty e A seu gerador
infinitesimal. Se t > (n + 1)tg, n € N, entdo a fungio t — T(t) é n-vezes diferencidvel em t na

topologia uniforme de operadores.

Prova: Da parte (b) do Teorema [1.30] segue que ¢t — A*T'(t), 1 < k < n é continua na topologia

uniforme de operadores, para t > (n + 1)tg. Agora, se t > (n + 1)ty temos que
t+h
TED(t 4+ h) —T*D(3) = / AFT(s) ds, 1<k <n.
t

Portanto,

(k—1) _ p(k=1)
lim T (t+h)—T (t)
h10 h

= A*T(t), 1<k <n,

o que implica a diferenciabilidade de T 1 para ¢ > (n+ 1)ty na topologia uniforme de operadores
para todo 1 < k < n. Logo, (T(t))i>0 é n-vezes diferencidvel em ¢ na topologia uniforme de

operadores. |

Corolario 1.32. Se (T'(t))i>0 € um Co-semigrupo diferencidvel, entdo a fungaot — T(t) € infinitas

vezes diferencidvel em (0,00) na topologia uniforme de operadores.
Prova: E consequencia direta do Corolério [1.31. |

Corolario 1.33. Seja (T'(t))i>0 um Co-semigrupo diferencidvel e seja A seu gerador infinitesimal.

T (t) = (AT (;))n = (T’ <;>>n n=1,2, .. (1.22)

Prova: Veja que se n = 1 o resultado foi provado no Teorema 1.30. Suponhamos que (1.22)) vale

Entao

paran > 1 e sejat > s. Entao

T (1) — (AT (Z))n =7(t—s) (a7 (2))". (1.23)

Derivando (1.23)) em t, obtemos

T () = AT(t — 5) (AT (f)>" . (1.24)
n
Substituindo s = n"—Jfl em (1.24), obtemos facilmente o resultado para n + 1 e portanto para todo

n € N. [ |

Encerramos este capitulo com um classico exemplo de gerador infinitesimal de um Cyp-semigrupo.
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1.6 O Operador Espectral de Riesz

O objetivo desta secao é apresentar um exemplo de um tipo de operador linear que é gerador
infinitesimal de um Cp-semigrupo. Antes porém, precisamos de alguns conceitos e resultados
preliminares. Nesta secao, (Z, || - ||) serd sempre um espago de Hilbert, o qual é munido do produto

interno <, >.

Definicao 1.34. Uma sequéncia de vetores {¢, : n > 1} em Z, é uma base de Riesz para Z se as

sequintes condigcoes sao verificadas.

(a) {pn:n>1}) =2Z.

(b) Ezistem constantes positivas m e M tais que para N € N arbitrdrio e escalares oy, n =1, ..., N

arbitrdrios,
N N N
m> o < 1Y andnl? < MY Jon. (1.25)
n=1 n=1 n=1

E claro, da defini¢do, que uma base ortonormal de Z é uma base de Riesz para Z.

Definicao 1.35. Dizemos que duas sequéncias {¢n}tnen € {Un}nen em Z sao biortogonais se para
todo n,m € N,

1, m=n,

0, m#n.
O préximo resultado mostra que se {¢, : n > 1} é uma base de Riesz para Z, os elementos de Z
podem ser representados unicamente como uma combinagao linear de ¢,, através de uma sequéncia

biortogonal correspondendo & {¢, : n > 1}.

Lema 1.36. Seja A um operador linear fechado em Z. Suponha que os autovalores {\, : n > 1}
de A sejam simples e que os autovetores correspondentes {¢, : n > 1} formem uma base de Riesz

para Z .

(a) Se {¢n, : n > 1} sao os autovetores do adjunto A* de A, correspondendo aos autovalores

{An :n > 1}, entdo {1} pode ser reordenado de modo que {p,} e {1n} sejam biortogonais.
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(b) Se {¢p, :m >1}) = Z, entao todo z € Z pode ser representado unicamente na forma

=3 (2 ), (1.27)
n=1

e existem constantes positivas m e M tais que
o0 (o ¢]
m Y [z ) <217 < MY (2 ) (1.28)
n=1 n=1

Prova: Para mostrar (a), observemos primeiro que

An<¢n7¢m> = <A¢nawm> = <¢n7A*¢m> = <¢n;ﬂwm> = )\m<¢n7¢m>

Ou seja, (An—Am){(@n, ¥m) = 0 para todo n,m € N. Logo, se A, # A\, temos que (¢, ¥p,) = 0 para
n,m € N. Como por hipétese os {\, : n > 1} sdo autovalores simples, obtemos (1.26) redefinindo
os vetores .

Mostremos agora (b). Sejam z € Z e {zP},en uma sequéncia em Z com 2z =Y P ah¢,, e tal
que 2P — z, quando p — oco. Observe inicialmente que para j € N,

p

p
() = O ahdn, ) = ab(én, ;) = of,
n=1 n=1

de onde segue que 2P = >"P_ (2P 1,)¢, para todo p € N.

Para continuar, mostramos que a série Y oo ; |(2,1,)|? é convergente. Veja que para N € N,

N 1 N
ST He vl < = Yz v I
n=1

n=1
N
1

. @g;|\j£:<zp,wn>¢an

m
P =1

: RJE&Z\
< —hmsup2|

m p—00

M
< —gsup || 2P|
mpN

o que prova que a sequéncia {> o, [(z,%n)|*}men € limitada e como consequéncia que a série

>0 [{z,¢,)|? é convergente.
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Usando agora o fato que a série Y oo, [(z,1,)[* é convergente, podemos mostrar que a série

Yool (2, ¢n)pn 6 convergente em Z. De fato, para N, P € N temos que

[ Z An)on |2 < MZI : (1.29)
n=N

de onde concluimos que a sequéncia {Zn:1<z, Un)PntNen € de Cauchy e por tanto convergente em
Z.
Mostremos que z = > (z,%n)¢n. Veja que para j € N,

(2= > (2 Un)bn, 05) = (2,05) = D_ (2, n)(Bns5) = (2,5) — (2,5) =0

de onde segue que (z— Y 7 (2, ¥n)¢dn, ) = 0 para todo = € ({¢,, : n > 1}). Como ({1, : n > 1}) =
Z, obtemos que (z — Y 7 (2, ¢¥n)dn, ) = 0 para cada z € Z o que prova que z = y = (2, ) ¢n.
Finalmente, usando que z = > > (2, ¥n) ¢, € (1.25) com oy, = (z,1y,), obtemos (1.28) pois N

é arbitrario. Com isso a prova esta completa. m

Corolario 1.37. Assuma as hipéteses do Lemal1.56. Se ({1, :n > 1}) = Z, entao, {1, : n > 1}
também € uma base de Riesz para Z. Além disso, todo z € Z pode ser representado de maneira

unica na forma

2= (2. 6n)n (1.30)
n=1
AZZ 26 < 2 < ;;uz,w. (1.31)

Prova: Mostremos primeiramente uma desigualdade similar a (1.25) para a sequéncia {t¢,, : n > 1}.

Seja N > 0. Sendo Z _, 0y, um elemento de Z, temos que

H Zanwnn - (o ntbn, 9| _ |20 Cnfibn, )|

sup = sup
yEZ, y#£0 ||yH yEZ, y#0 Hy||

Logo, usando a desigualdade de Hélder e (1.28) vemos que

N IS (W) \
H anwnHQ = sup ( =1 9n\¥n, ¥ >
2

Iyl

yE€Z, y#0
N N
< sup Dot lonl® 3oy [(n, )2
T yeZyA0 [yl
N N
< sup Zn:l |an‘2%”y||2 o i Z ‘Oé ‘2
< = e
yE€Z, y#0 ||y|]2 m =
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N
Definamos agora, yg = Z

N
n=1 Zn:l |Oén|2

N N 2
|21 @ {¥n, y)|
H O‘nwnHQ = sup ( n=l )

dn ¢n. De (1.25) é facil verificar que [|yo||> < M. Entdo,

YEZ, y#0 [yl
N 2
o (120 i o)
N yoll
N 2
_ Zn:1|an|2
N
1oll\/ 2on=1 [om[?
N
_ Zn:l’an|2
llol[?
1 N
> gl
Mn:l

Do que fizemos, temos que

1 N N 1 N
M Z o ? < || Zan%\\z < m Z [
n=1 n=1 n=1

o que mostra que {¢, : n > 1} é uma base de Riesz para Z. A representagao (1.30) e a desigualdade

(1.31)) seguem do Lema [1.36, o que completa a prova.m

Definicao 1.38. Seja A um operador linear fechado em Z, com autovalores simples {\, : n > 1}
e assuma que 0s autovetores correspondentes {¢y : n > 1} formem uma base de Riesz para Z. Se o

fecho de { )\, : n > 1} € totalmente desconexo, entdo A é chamado um operador espectral de Riesz.

Observagao 1.39. Lembre que totalmente desconexo significa que, dados A\, € {\, : n > 1}, nao

existe sequimento unindo \ e p que esteja totalmente contido em {\, : n > 1}.

O préximo resultado impoe condigdes sobre um operador linear A, para garantir que A seja
o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo. Mais ainda, conseguimos a representacao deste

semigrupo. No préximo resultado, o(A) = p(A)¢ é o espectro de A.

Teorema 1.40. Seja A um operador espectral de Riesz com autovalores simples {A\, : n > 1} e
autovetores correspondentes {¢n : m > 1}. Sejam {1, : n > 1}, os autovetores de A* e assuma
que (G, m) = Omn para todo n,m e que ({1, :n>1}) = Z. Entao A satisfaz as segquintes

propriedades:
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(a) O congunto resolvente e o espectro de A sao dados por p(A) = {\ € C: 11;f1 A=A, >0} e

o(A) = { A\, : n > 1}, respectivamente. Mais ainda, para X € p(A) e z € Z,

R(A:A)z= Z \ _1)\ (2,Yn)dn.
n=1 "

(b) Para cada z € D(A),

Az = Z)\n< Za¢n>¢na

n=1

e D(A) ={z € Z: 372, [Anf’l{ 2,9n)[? < oo}

(1.32)

(1.33)

(c) O operador A € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (T(t))i>0 se, e somente se,

sup Re A, < 0o. Mais ainda, parat >0 ez € Z,
n>1

T(t)z =Y ez, 0n)fn.
n=1

(1.34)

Prova: Provemos inicialmente (a). Seja A € C tal que H;ﬁ IA = An] > @ > 0. Mostremos que
nz

M — A)~! = Ay, onde Ay é o operador dado por Ayz = S °° . L (2 ,)é,. Veja primeiro que
n=1 A—X\,

A é limitado, pois de (1.25) e (1.28) temos que

oo
1
[Anz? < MDY ———(z )
n=1 ‘)\ o )\n|
M o0
< Yl
n=1
M 2
< ol
Yoo
Agora, defina yy = Z T (z,Yn)bn. E claro que yy — Az quando N — oo. Além disso,
n=1 n

como ¢, é autovetor associado a A,, temos que

N
OF= Ay = 3 5y o) O — A)oy
nj;l 1
= nzl A=\, (2, n) (A = An)dn
N
= Z(%%Wm

3
Il
—
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o que, do Lema [1.36], implica que (A — A)yny — z quando N — oo. Como A é fechado, segue que

Axz € D(A) e que
(M — A)Ayz = 2z, paratodo z € Z. (1.35)
Seja agora y € D(A) e defina x = (M — A)y. De (1.35) temos que z = (A — A)Ayz =
(AT — A)A\(M — A)y. Logo, 0 = =z —ax = (M — A)[y — Ax(M] — A)y], de onde obtemos que
Ax(M — A)y = y, pois X nao é autovalor de A. Isto, junto com (1.35) mostra que A € p(A) e que

Ay = (M — A)~t = R(\: A). Portanto, {\ € C :inf,>1 |A — \n| > 0} C p(A).

Por outro lado, como \,, € 0(A) e o espectro de um operador fechado é fechado, temos

{rAeC: ngfi A=A >0} C{A:n>1} Co(A) =a(A) =p(A)°,

o que completa a prova da parte (a) do Teorema.
Para provar (b), mostremos primeiro que S = {z € Z : 3°° | |\ *[{ 2,9,)|> < o0} C D(A) e
que (1.33) vale para todo z € S. Dado z € S, defina zy = ZnN:1< z,Yn) ¢n. Entao,

N N
Azn = { 2,0)Abn = > Al 2, Pn)fn-
n=1 n=1

Assim, do Lema [1.36 segue que zy — z quando N — oo e de (1.25) deduzimos que Azy —
oo 1 A 2, ¢n) ¢ em Z, pois z € S. Como A é fechado, z € D(A) e Az = 37 1 A\u( 2, ).
Portanto, S C D(A) e (1.33)) vale para z € S.

Do que fizemos, resta mostrarmos que D(A) C S. Seja A € p(A) e fixemos x € D(A),y € Z
tais que * = (M — A)~ly. Por (a) e (1.27) sabemos, respectivamente, que x = (A — A)"ly =
Yoy ﬁ@,?ﬂnﬂ)n e que z = Y o2 (%, ¢¥n)pn, 0 que da unicidade da representagao de Riesz,

permite concluir que ———(y, ¥,) = (z,vy,) para todo n € N. Se u = inf,,;>1 |A — \,| > 0, obtemos

A— A\
que
OLNGIERTE Zn' (o) P
00 2
= Y2 1 K
n=1

IN

[A ri\ (y, ¥n)l?

A
[|+1] ly||> < oo,
7!
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o que prova que x € S e assim que D(A) C S. Portanto, D(A) = S o que completa a prova de (b).
Vejamos finalmente a propriedade (c). Suponhamos primeiro que A é o gerador infinitesimal de
um Cp-semigrupo (T'(t)):>0 tal que [|T(t)|| < Me“?, para algum M > 1 e w > 0. Do Coroldrio 1.20),
segue que p(A) D {\: Re XA > w} e como consequéncia que sgl‘l) Re), <w+1.
n>

Suponhamos agora que w = sup Re A, < 0o e seja A € C tal que Re A > w. Nestas condigoes,

NEO(AY = p(A) e de (a),

g

(M — A)~ 1y =

Z,Un)pn, 2z € Z.

Mais ainda, é facil ver que

=A% = S — (= A) 2, )6

n=1 A=Ay
— nZ::l A=Ay <mzz:1 A=A, <z,1/1m)¢m,z/;n> bn
B i ()\ —1)\ )2 <Z’ wn>¢n7
n=1 n
e um processo indutivo mostra que
()\I A Z Z wn)éna para todo r € N.
n:l

Usando a identidade anterior, (1.25) e (1.28)) segue que

Moz
_ 2 < 2 - =
(A — )72 M}j‘A el <

0 que mostra que

| M 1
||R()\A)TH < Em, para R@)\>W,T€N.

Aplicando agora o Teorema de Hille-Yosida, Teorema 1.22) segue que A é o gerador infinitesimal de
um Cp-semigrupo (1'(t))¢>o0 tal que ||T(2)|| < /7 M et para todo t > 0.
Finalmente, para mostrarmos (1.34) defina o operador e!4 em Z, por et4z = > At (2, ) .

Note que e4 é um operador limitado para todo ¢t > 0, pois

tA (12 2tRe A 9 M et
< <
2> < MY e [(2,9n) " <

n=1

212,
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Além disso, para Re A\ > w vemos que

o0
/ e MetAzdt =
0

e}

S—

0

e N <i ez, wn>¢n> dt
n=1
(Z Gn=Nt(z wn>¢n>

(2, o) /O OVt gy

1
A=Ay

M8\

1

3
I

(2,%n)pn = R(X : A)z.

[
WE

Il
—

n

Da prova do Teorema de Hille-Yosida sabemos que R(X : A)z = [ e T (t)z dt, o que implica

que f MetAz — T(t)z] dt = 0 para todo Re X\ > w. Agora da unicidade da Transformada de

Laplace, concluimos que T'(t)z = et4z = S0 etz b, ) ¢y, para todo z € Z, completando a prova
do Teorema. m

Apresentamos agora uma aplicacao dos resultados anteriores.

Exemplo 1.41. Consideremos em Z = (L2[0,7],]| - ||2) o operador A : D(A) C Z — Z, dado
por Af = f” com dominio, D(A) ={f e Z: f" € Z, f(0)= f(r) = 0}. Como uma aplicagdo do
Teorema [1.40), veremos que A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo compacto em Z. Para

este fim incluimos, sem demonstracao, o seguinte Lema.

Lema 1.42. Sejam X um espago de Banach e T : D(T) C X — X wum operador linear. Se T é
invertivel e T~ € L(X), entio T é fechado.

Usando este resultado, mostraremos que (I — A) é fechado e como consequéncia que A é fechado.
Para provarmos que (I — A)~! existe, precisamos mostrar que para g € Z existe fq € Z tal que

(I — A)fg = g. Isto é equivalente a resolver a seguinte equacao diferencial

fg(@) = folx) =—g(x), 0<z<m,
f4(0) = fo(m) =0.

(1.36)

Da teoria de equagoes diferenciais, o sistema (1.36) tem uma tnica solugdo dada por

1

) = g /0 [elr=le=3l) | o=(r—la=y) _ o(n=2-1) _ o~(r=a=1)]g(y) dy

= _)/Oﬂh(x,y)g(y) dy.

2(e™ — e
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Além disso, se | h(z,y) |< C para z,y € [0, 7], da desigualdade de Holder temos que

2
dx

[ T=27g 5= 153 = /0 )l do = /0 ' 2<i> /Owh@’wg(y) %

él(e”fae_”)Q/Oﬂ </Oﬂ l9(y)] dy>2 da
i [ ([ [Tt av) i

2_2
S P
4(6” _ e—r)Q

IN

IN

o que implica que (I — A)~! € £(X). Agora, do Lema [1.42 conclufmos que (I — A) é fechado e

portanto que A é também fechado.

No que segue, mostraremos que A é um operador espectral de Riesz. Considere para isto, a

seguinte equacao diferencial

Z'(z) = Az(x) =0, 0<z<m,
2(0) = z(w) =0.

(1.37)

Da teoria geral de equagoes diferenciais ordinérias, sabemos que as solugoes de (1.37) sdo da forma
2(€) = ¢y cos(vV =X &) +casin(v/—A &), onde c1, ¢y sao constantes reais. Impondo as condigoes iniciais
em (1.37), obtemos que ¢; = 0 e que cosin(v/—X §) = 0. Assim, sendo ¢y # 0, chegamos que o0s

2

autovalores de A sdo da forma A\, = —n°, n € N com autovetores unitarios associados dados por

(&) = (2/7)2 sin(né), n € N.

Por outro lado, é facil ver que os autovetores z,(-) sdo ortonormais e da teoria classica de anélise
funcional, sabemos que {z, : n € N} é uma base Hilbertiana para Z, veja Brezis [4, pp. 87], o que
em particular mostra que D(A) é denso em X. Como obviamente, o conjunto p = {—n?: n € N} é
totalmente desconexo, dos comentdrios anteriores podemos concluir que A é um operador espectral

de Riesz.

Para completar nossa andlise, precisamos achar os autovetores de A* : D(A*) ¢ X — X (o

adjunto de A), associados aos autovalores \, = —n?, n € N de A*.
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Sejam f,g € D(A). Entao, aplicando integragao por partes obtemos

™

(Af,9)=(f"9) = ; f(x)g(x) da

= sf @[ - [ reyE d
0

— - [ F@g@ i

0

= @I@)| + [ f@)g@) da
0

= [ f@)gwir = (f, Ag)

Como f, g sao arbitrarios, do que fizemos antes podemos concluir que A*g = Ag para todo g € D(A).
Segue em particular, que cada z, é também autovetor de A*.
Dos fatos anteriores, vemos que A verifica as hipéteses do Teorema[1.40. Portanto, A é o gerador

de um Cy-semigrupo (7T'(t))¢>0 em Z. Mais ainda, as seguintes propriedades sdo verificadas.

(i) A possui espectro discreto, os autovalores sio da forma —n?

, n € N, com correspondentes
autovetores z,(€) = (2/m)"/?sin(n€). Além disso, o conjunto {z, : n € N} é uma base

ortonormal de Z.
(ii) Se f € D(A), entdao Af = —> 22 n*(f, zn)2n.

(iii) Para cada f € X, T(t)f = > .2, e ™t f, 2,)zp. Mais ainda, segue desta expressio que
|T(t)]] <e <1 para todo t > 0.



33

Capitulo 2

O Problema Abstrato de Cauchy

Neste capitulo temos como objetivo basico o estudo do problema semilinear

U(O) =,

onde A é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo em X.
No decorrer deste capitulo, X é um espago de Banach e A : D(A) C X — X é o gerador
infinitesimal de um Cp-semigrupo (7'(t))i>0 em X. Como antes, L£(X) representa o espaco dos

operadores lineares de X em X, munido da norma da convergéncia uniforme.

2.1 O Problema de Valor Inicial Homogéneo

Dado = € X, o problema abstrato de Cauchy para A com valor inicial x, consiste em achar uma

solucdo u(-) para

dult) _
i Au(t), t>0, @2.1)
u(0) ==

Definicao 2.1. Uma fung¢ao u(-) € C([0,00) : X) é uma solugao do problema de valor inicial (2.1)

se u(-) € continuamente diferencidvel em (0,00), u(t) € D(A) para t > 0 e (2.1) € satisfeita.

Se x € D(A), do Teorema [1.10 seque que a funcao u(t) = T(t)x é a tnica solugao de (2.1). De

fato, se v(+) é outra solucao de (2.1), parat > 0e 0 < s < t temos que

disT(t —s)u(s) =T(t —s) [;;v(s) - Av(s)] = 0. (2.2)
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Integrando (2.2) entre 0 e ¢ obtemos que v(t) —T'(¢)v(0) = 0, e assim que v(t) = T'(¢t)x = u(t), para
todo t > 0.

2.2 O Problema de Valor Inicial nao Homogéneo

Nesta secao estudaremos o problema de valor inicial nao homogéneo,

du(t)
— Au(t) + f(t), 0<t<a
20— )+ 70 23)
u() =z, zeX,
onde f :[0,a] — X é uma funcao apropriada.

Primeiramente definiremos o conceito de solugao classica para (2.3).

Definicao 2.2. Uma funcao u € C([0,a], X) € uma solugdo cldssica do problema de valor inicial

(2.3) se u(-) € C([0,a], X); u(t) € D(A) para todo 0 < t < a e (2.3) € satisfeita.

Lema 2.3. Se f € L'([0,a]; X), entdo o problema de valor inicial (2.3) tem no mdzimo uma solucdo

classica. Mais ainda, se u(-) € solugao cldssica de (2.3) entao,

t
u(t) =T(t)x +/ T(t—s)f(s)ds, tel0,al. (2.4)
0
Prova: Seja u(-) uma solugao classica de (2.3). Entao a funcao g(s) = T'(t — s)u(s) é diferencidvel
em (0,%) e

dg

T = —AT(t — s)u(s) + T(t — s)u'(s)

= —AT(t — s)u(s) + T(t — s)Au(s) + T(t — ) f(s)

= T(t—s)f(s).

Como f € L([0,a]; X), a funcdo s — T'(t — s)f(s) é integravel sobre [0,¢]. Logo, integrando a

igualdade acima entre 0 e t, obtemos que

u(t) = T(H)z + /O T(t — 5)f(s)ds, (2.5)

e como u(-) é continua, segue que (2.5) vale para todo t € [0, a].

A unicidade de u(-) é uma consequéncia direta da representagao (2.5). A prova estd completa.
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Se f € L'([0,a]; X), o lado direito de (2.4) define uma funcdo continua em [0,a]. Logo, de
maneira natural, podemos considerar (2.4) como uma solugao generalizada de (2.3) mesmo se ela nao
for diferenciavel e nao satisfizer estritamente a equacao no sentido da Definicao 2.2l Considerando

isto, introduzimos a seguinte definigao.

Definigdo 2.4. Sejax € X e f € L'([0,a] : X). A funcdo u € C([0,a] : X) dada por (2.4) é

chamada solugao fraca do problema de valor inicial (2.3) em [0, a].

Agora estamos interessados em estabelecer condicoes sobre f e x de modo que uma solucdo fraca

seja uma solugao classica. Isso é o que faremos no préximo resultado.

Teorema 2.5. Sejam f € L'([0,a] : X) N C((0,a) : X), z € D(A) ev € C([0,a] : X) a funcdo
definida por
t
v(t) = / T(t—s)f(s)ds, 0<t<a. (2.6)
0
O problema de valor inicial (2.3) tem uma solugao cldssica u(-) se uma das sequintes condigoes

€ satisfeita;
(i) v € continuamente diferencidvel em (0, a).
(ii) v(t) € D(A) para 0 <t < a e Av é continua em (0,a).
Mais ainda, se (2.3) tem uma solugao cldssica, entdo v satisfaz ambos (i) e (ii).

Prova: Suponhamos primeiro que (2.3) tem uma solugao classica u(-). Sabemos do Lema 2.3/ que
esta solugao é dada por u(t) = T'(t)z+v(t). Claramente v(t) = u(t) — T (t)z é diferenciavel em (0, a)
ev'(t) = u/(t)—T(t)Az é continua em (0,a). Com isso provamos que v satisfaz a condi¢ao (i). Além
disso, como x € D(A), temos que T'(t)x € D(A) para t > 0 e entao v(t) = u(t) — T(t)x € D(A)
para 0 < t < a. Logo, como Av(t) = Au(t) — AT (t)x = u/(t) — f(t) — T(t)Az é continua em (0,a),
provamos que v satisfaz a condicao (ii).

Suponha agora que a condigao (i) é verificada. Observe inicialmente que para t € (0,a) e h > 0

tal que t + h € (0,a) temos que

=1,y 1 | T n=sr@as = [ 10 —s 1)
1 1

t+h t+h .
= h/o T(t—i—h—s)f(s)ds—}ll/t T(t—i—h—s)f(s)ds—h/o T(t—s)f(s)ds

) o t+h
_ W - flL/t T(t+h—s)f(s)ds. (2.7)
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Como f é continua e (7'(t));>0 é um Cp-semigrupo, segue que o segundo termo do lado direito
de (2.7) tem limite f(¢) quando h — 0. Como v(-) é diferencidvel em (0,a) segue de (2.7) que
v(t) € D(A) e que Av(t) = v/'(t) — f(t) para t € (0,a). Isto, juntamente com o fato de v(0) = 0,
implica que u(t) = T'(t)x+v(t) é solugao classica de (2.3). De fato, é facil ver que u(-) é continua em
[0, a], continuamente diferenciavel em (0, a) e que u(t) € D(A) para0 < ¢t < a. Além disso, temos que
uw(0) = zequed/ (t) = AT(t)x+v'(t) = AT (t)z+Av(t)+ f(t) = A(T(t)x+v(t)+f(t) = Au(t)+ f(),
para todo t € (0, a).

Suponhamos agora que a condicao (ii) é satisfeita. Como v(t) € D(A) para 0 < t < a, segue de
(2.7) que v é diferencidvel pela direita e que DT v(t) = Av(t) + f(¢) , para todo t € (0,a). Agora,
como f e Av sao continuas em (0,a), DTv é continua em (0,a). Daf segue que v é continuamente
diferencidvel em (0,a) e que v'(t) = Av(t) + f(¢t), t € (0,a). Como no caso anterior, é facil verificar
que u(t) = T(t)x + v(t) é solugao classica de (2.3). Agora a prova estd completa [

Do Teorema anterior seguem os seguintes Corolarios.

Coroldrio 2.6. Se f ¢é continuamente diferencidvel em [0,a], entdo o problema de valor inicial

(2.3) tem uma solugao cldssica para todo x € D(A).

Prova: Seja v(-) a funcao definida em (2.6). Se t € (0,a) e h > 0 sdo tais que t + h € (0,a), temos

que

v — t+h t
u(t+h) —o(t) 1/0 T(t+h—s)f(s)ds—]11/0 T(t — ) f(s)ds

h h
h t+h
= fll/o T(t+h—s)f(3)ds+}1l/h T(t+h—s)f(s)ds
—% ; T(t—s)f(s)ds
h t
_ 2/0 T(t+h—s)f(s)ds—|—}1L/0T(t—s)f(s+h)ds

h t S _ S
_ T(t)h/o T(h—s)f(s)ds+/0 (- 5)2 ”2 1) 4.

Usando agora o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e o fato que f é continuamente

diferencidvel em (0, a), concluimos que Dt v existe em [0, a] e que

Dto(t) = T(t)f(0) + /0 T(t—s)f'(s)ds.
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Mais ainda, DV v(-) é continua em [0, a]. Dai segue que v(-) é continuamente diferencidvel em (0, a)

e que

V' (t) =T () f(0) + /0 T(t—s)f'(s) ds.

Portanto, v satisfaz a condi¢ao (i) do Teorema 2.5 e assim o sistema (2.3) possui uma solucao

classica. u

Corolario 2.7. Seja f € L'([0,a] : X)NC((0,a) : X). Se f(s) € D(A) para todo s € (0,a] e
Af € LY([0,a] : X) entdo para todo x € D(A) o problema de valor inicial (2.3) tem uma solugdo

classica.

Prova: Seja v(-) a funcao definida em (2.6). De nossas hipdteses concluimos que T'(t — s)f(s) €
D(A), para todo s <t < a e que AT(t — s)f(s) =T(t — s)Af(s) é integravel. Além disso, como A

é fechado, segue pelo Lema [1.17 que v(t) € D(A) para todo 0 < t < a, e que

Av(t) = A/O T(t—s)f(s)ds = /0 T(t—s)Af(s) ds,

Dai segue que Av(-) é continua em (0, a). Portanto, v(-) verifica a condicao (ii) do Teorema 2.5, o
que mostra que existe uma solugao cldssica para (2.3). |
Como consequéncia dos resultados anteriores e da densidade de D(A) em X, temos o seguinte

resultado.

Teorema 2.8. Sejam f € L'([0,a] : X) ez € X. Se u(-) € solucio fraca de (2.3), entdo u(-) € o

limite uniforme em [0,a] de solugoes cldssicas de (2.3).

Prova: Sejam x € X e M, w constantes positivas tais que |[|T(t)|| < Me“! para t € [0,a]. Sejam
{p}nen € D(A) tal que z,, — = e {fn}nen uma sequéncia em C1([0,a] : X) tal que f, — f em

LY([0,a] : X). Do Corolério 2.6 sabemos que, para cada n > 1, o problema de valor inicial

dw(t) _
— =Awt)+ (1), 0<t<a (2.8)
w(O) = Tn

tem uma solucao classica uy,(-), a qual é dada por

up(t) =T (t)x, + /Ot T(t—s)fu(s)ds, 0<t<a.
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Por outro lado, se u(-) é uma solugao fraca de (2.3)), entao
u(t) —T(t)a?—i—/OtT(t—s)f(s) ds, 0<t<a.
Disto, para 0 <t < a, obtemos que
[un(t) —u@)]| < Me||lz, — | + /Ot Me"9| fu(s) = f(s)] ds
< wte (o=l + [ 15,0 - 1) d5).

de onde concluimos facilmente que u,, — u em C([0,a] : X), completando a prova.

Concluimos esta segao estudando o conceito de solugao forte para (2.3).

Definicao 2.9. Uma fungdo u € C([0,a] : X) € uma solugdao forte de (2.3), se u(-) € diferencidvel
q.t.p. em [0,a]; v’ € L*([0,a] : X); u(0) =z e u'(t) = Au(t) + f(t) g.t.p. em [0,a].

Obviamente uma solugao cldssica de (2.3) é uma solucao forte. Pode-se mostrar também que
uma solucao forte de (2.3) é uma solugao fraca. Assim um problema natural é determinar quando

ocorre o contrario.

Teorema 2.10. Sejam f € L'([0,a] : X), z € D(A) ev € C([0,a] : X) a fungdo definida por

o(®) :/O T(t—s)f(s) ds, 0<t<a. (2.9)

O problema de valor inicial (2.3) tem uma solugdo forte, se uma das segquintes condigoes €

satisfeita.
(i) v € diferencidvel q.t.p. sobre [0,a] e v'(-) € L'(][0,a] : X).
(ii) v € D(A) q.t.p. sobre [0,a] e Av € L*([0,a] : X) .
Mais ainda, se (2.3) tem uma solugao forte, entao v satisfaz (i) e (ii).

Prova: A prova é basicamente a mesma do Teorema [2.5. Observando apenas que o termo

t+h
flb/t T(t+h—s)f(s) ds — f(t)

q.t.p. sobre [0,a], pois f € L'([0,a] : X). [ ]

De maneira similar ao caso de solugoes classicas temos o seguinte resultado.
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Corolério 2.11. Seja x € D(A). Se f é diferencidvel q.t.p. sobre [0,a] e f' € L*([0,a] : X), entdo

o problema de valor inicial (2.3) tem uma unica solugao forte.

Corolario 2.12. Sejam x € D(A) e f € L'([0,a] : X). Se f(s) € D(A) para todo s € (0,a) e

Af € LY([0,a] : X), entdo o problema de valor inicial (2.3) tem uma inica solugdo forte.

2.3 O Problema de Valor Inicial Semilinear

Nesta secao estudamos o seguinte problema de valor inicial semilinear

du(t)
i Au(t) + f(t,u(t)), to<t<a, (2.10)

u(to) = ug, Uy € X,

onde f : [tg,a] x X — X é uma funcao apropriada.

Definicao 2.13. Uma fun¢ao u € C([to,b] : X), 0 < b < a, € uma solugdo cldssica do problema
de valor inicial (2.10) em (0,b) se u(-) é continuamente diferencidvel em (tg,b); u(t) € D(A) para

todo to <t < b e (2.10) € satisfeita em [0,b).

Se f € C([to,a] : X) e u € C([tp,a] : X) é uma solugao classica de (2.10), segue do Lema 2.3
que

u(t) =T(t —to)up + /t T(t—s)f(s,u(s)) ds, tE€ [to,al. (2.11)

to

Logo, é natural a seguinte definicao.

Definicao 2.14. Uma fungao u € C([to,b] : X), 0 < b < a € chamada solu¢do fraca do problema
de valor inicial (2.10) em [to,b] se u verifica (2.11) em [to,b].

O préximo Teorema estabelece a existéncia e unicidade de solugdes fracas de (2.10) no caso em

que f é Lipschitz.

Teorema 2.15. Seja f : [to,a] x X — X continua em [tg,a] e uniformemente Lipschitz em X.
Entao, para todo ug € X, o problema de valor inicial (2.10) tem uma unica solugao fraca u(-,up)

em [0,a]. Além disso, a aplica¢ao xo — u(-,xg) € Lipschitz de X em C([to,a] : X).
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Prova: Sejam ug € X e M > 0 tal que ||T(t — to)|| < M, para todo t € [tp,a]. Como f é

uniformemente Lipschitz em X, existe uma constante L > 0 tal que
||f(t,£C) - f(t7y)|| < LHJ“ - y”’ T,y € X) te [t07a]‘

Sobre o espaco C([to,a] : X), munido da norma da convergéncia uniforme ||ul| = sup [Ju(s)],
s€(to,al

definimos a fungao F : C([to,a] : X) — C([to,a] : X) por
Pu(t) = T(t — to)uo + /t T(t — 5) (s, u(s))ds. (2.12)

Logo, para tg <t < a, vemos que

[Fu(t) = Fot)]

IN

/t IT(t = )|l [[f(s,u(s)) = f(s,0(s))]| ds

IN

ML llu(s) —v(s)|| ds
to
< ML(t—to)|lu—0|.

Dai segue, por indugao, que

(ML(t — to))"

|Frut) - Fro)]] < =0

lu—v|, neN, tel0,al. (2.13)
De fato, suponhamos que a desigualdade (2.13) seja vélida para n — 1. Entao,

IF™u(t) = Fro@)]| = [[F@E"u(t) - F(E" ()]
< /t I1T(t = $)II 11f (s, F"Puls)) — f(s, P o(s)]| ds

t
< ML [ |F" 1 u(s) — F* to(s)|| ds

Ot(ML(S—to))"_l
< ML/tO =) |lu—v|| ds
< OIS0y, )

Com isso obtemos (2.13), para todo n € N. Como consequéncia,

n
| — Frof < Y2 ) ne .
n!
) (MLa)" s -
Como para n suficientemente grande — < 1, pelo Principio da Contracao de Banach, podemos
n!

assumir que F™ possui um tnico ponto fixo u € C([tg,a] : X). Isto implica que u(-) também é ponto

fixo de F' e como consequéncia uma solucao fraca de (2.10).
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Se u(-,ugp) representa a solugao fraca de (2.10) com wu(0) = wg, entdo, para ug, vg € X vemos

que
lu(t, uo) — u(t,vo)l| < | T(t — to)lllluo — vol +/t 1Tt = s)|[11.f (s, uls,u0)) — f(s,uls,v0))| ds

< M||lug —wvol| + ML /tt lu(s,ug) — u(s,vo)l ds,
0

e pela Desigualdade de Gronwall,

Ju(t, o) — u(t, vo) | < MeMEE—0) g — vy

Portanto

(-, u0) = (-, vo)lloo < MeMEET0)[lug — vy,
0 que prova que a aplicacdo ug — u(-,up) é Lipschitz de X em C([tg,a] : X). A prova estd agora
completa. |

Corolario 2.16. Assuma que as condig¢oes do Teorema 2.15| sao satisfeita e seja g € C([to,a] : X).
Entao a equacdo integral

w(t) = g(t) —i—/t T(t—s)f(s,w(s)) ds, t€ [to,al, (2.14)

0

tem uma unica solugao w € C([to,al : X).

Prova: Basta modificarmos na prova do Teorema [2.15 a defini¢do de F' dada em (2.12) por

Fu(t) = g(¢) —|—/t T(t—s)f(s,u(s)) ds.

0

A condicao Lipschitz uniforme da funcdo f no Teorema [2.15 garante a existéncia de uma tnica
solugao fraca global de (2.10), ou seja, definida em todo [tg, a]. Assumindo que f satisfaz apenas uma
condicao Lipschitz local em X, uniformemente para ¢t em intervalos limitados, podemos mostrar a
existéncia de solucdo local. Antes de nosso préximo resultado, lembramos que f é localmente
Lipschitz em X, uniformemente para ¢ em intervalos limitados, se para todo ¢’ > 0 e todo ¢ > 0

existe uma constante L(c,t) tal que
1f(t,u) = ft,0)|| < Le,t') [Ju— ]|, (2.15)

para todo ||ul| < e, ||v|| <cete0,t].
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Teorema 2.17. Seja f : [0,00) x X — X continua e localmente Lipschitz em X, uniformemente
em t em intervalos limitados. Entdo, para todo xo € X existe tmar < 00 e u € C([0, tmaz = X) tal

que u(-) € solugao fraca do problema de valor inicial

du(t) _
2 = Au(t) + f(t,u(t)), t>0, (2.16)

u(0) =z, xo € X,

em [0,b] para todo 0 < b < tymag. Além disso, se tyer < 00 entdo lim ||u(t)|| = oco.

max

Prova: Mostremos primeiro que para todo tg > 0 e ug € X (up # 0), o problema de valor inicial
(2.10) tem, sob as hipéteses do nosso Teorema, uma tnica solugao fraca no intervalo [to,t1], cujo

comprimento é limitado por

o [uol|
4(to, [[uol|) = min {1, Rl (R (o) 1o 1) T Ni0) } : (2.17)

onde L(c,t) é a constante Lipschitz local de f, como definida em (2.15), M (tg) = max{||T(¢)] :
0<t<ty+1}, K(to) = 2|luol|M(to) e N(to) = max{||f(t,0)]| : 0 <t < to + 1}. De fato, seja
t1 = to + d(to, ||uol|). A aplicacdo F' : C([to,t1] : X) — C([to,t1] : X) definida por (2.12)) aplica
a bola fechada B ;)[0], de raio K(tg) e centro 0, de C([tg,t1] : X) nela mesma. Isto segue do

seguinte fato. Se u € By ,)[0], entdo

[Fu@ < T = to)][[luoll +/t 1T (t = $)II(I[f (s, uls)) = f(s,0)[ + [ £ (s, 0)[]) ds

< M(to)[uoll + M(to) /t:(L(K(to),to + Duls)|| + N(to)) ds
< M(to)(|luoll + K (to) L(K (to), to + 1)(t — to) + N(to)(t — to))
< M(to)(lluoll + (K (to) L(K (to), to + 1) 4+ N (t0))d)

< 2M(to)|luoll = K(to).

Logo, podemos restringir F', a bola B K(to)[()] e nesta bola f satisfaz a condigao Lipschitz uniforme
com constante L = L(K (tg),to+ 1). Assim, como no Teorema 2.15, F' possui um tnico ponto fixo
na bola B ,)[0]. Este ponto fixo é a solugao procurada de (2.10) no intervalo [to, t1].

Do que provamos, segue que se u(-) é uma solucao fraca de (2.16) no intervalo [0, 7], ela pode
ser estendida ao intervalo [0, 7 4 d] com 6 > 0, definindo em [7,7 + 0] u(t) = w(t), onde w(t) é a

solucao da equacao integral

w(t) =Tt — 7)u(T) +/ T(t—s)f(s,w(s))ds, T<t<T+9,

T
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onde ¢ depende apenas de ||u(7)||, K(7) e N(7). Veja que de fato, em [7,7 + ] u(-) é uma solugao

fraca de (2.16)), pois se 7 <t < 7 4 4, entao
u(t) = wlt)=Tt—1)u(r)+ / T(t—s)f(s,w(s)) ds
= T{t—71) (T(T)uo + /OT T(r —s)f(s,u(s)) ds) + / T(t—s)f(s,w(s)) ds
= T(t)ug + /0 T(t—s)f(s,u(s)) ds+ /T T(t—s)f(s,w(s)) ds

= T(t)uop +/0 T(t—s)f(s,u(s)) ds.

Portanto u(-), definida como acima, ¢ uma solugao fraca de (2.16) no intervalo [0, 7 + ¢].

Seja [0, tymaz), O intervalo maximo de existéncia da solugao fraca u(-) de (2.16). Se tar < 00,
entdao lim ||u(t)|| = oo, pois caso contrario, existiria uma sequéncia t,, T tmae tal que ||u(t,)]] < ¢,
para todrgm;z. O que implicaria que para cada t, préoximo de ty,qz, u(-) definida em [0, ¢,] poderia
ser estendida para [0,t, + d], onde § > 0 nao depende de t,,. Com isso, u(-) poderia ser estendida
além de t,,4., contradizendo a definicao de ,,4z-

Finalmente, para provar a unicidade da solugao fraca u(-) de (2.16) note que se v(:) é uma outra

solugao fraca de (2.16), entao em todo intervalo fechado [0, ¢o], onde ambas, u(-) e v(-) existem elas

coincidem, pelo Teorema 2.15. Entao u(-) e v(-) tém o mesmo tq, € em [0, ), U = 0. |

Sabemos que, em geral, a solucao fraca de (2.10) ndo é uma solucao classica. O préximo
resultado estabelece condi¢oes nas quais a solucao fraca de (2.10) é, de fato uma solugao cléssica.
Para mostrarmos nosso préximo Teorema sao necessdrios algumas notagoes e Lemas preliminares.
Sejam (Z1,|| - ||1), (Z2,] - ||2) espagos de Banach e p : [to,d] X Z1 — Z2 uma fungao diferencidvel.

Sejam t € [to, 0], s € R com t + s € [tg,d] e x,y € Z1. No que segue, usaremos a decomposigao

0 0
p(t+ S, T +y) - p(t,l‘) = ap(ufc)s =+ %p(tv'x)y—i_ R(Pvt’%yaS),

onde LELEIL — 0 quando [y, )] = Is| + lyl| — 0.

Lema 2.18. Sejam g : [ty,a] X X — X continuamente diferencidvel, K,S C X compactos com
0 € S . Entao, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo (t,x) € [to,a] x K e (s,y) € [-1,1] x S

com t+ s € [to,al,

1R(g, (t,2), (s, 9))l
(s, )l

<e,
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se 0. <|[(s, )l = Is| + llyll < 4.

Prova: Para (t,z) € [to,a] X K e (s,y) € [-1,1] x S com t + s € [tg, a] temos que

5) 8

Lo 0 0
/0 Eg(t—i—rs,x—i—ry)dT—a g(t,x )s—%g(t,x)y

B /1 g(t—i- s, + )3+£(t+ S, T+ TY)Y — 0 g(t,x)s — 0 (t,2)y ) d
= 8tg TS, TY &Cg TS, TY 8t (%g, y|ar

—/1 8(75—1— s, 4+ TY) — 8(ar:) sd —1—/1 2(t—i— s,z + )—g(tx) d
b oI\ T [T ’ 0 g I\ T THE T T T g I\ ) VAT

Como as funcoes g? e gi sao continuas e o conjunto U = ([tg, a] +[0,1] x [-1,1]) x (K +0,1] x S)

é compacto, existe 0 > 0 tal que para todo (3,Z), (s,z) € U com 3, s € [tg, a]

dg dg dg

1260 -Dsal<e e oG- o)l <

quando |5 —s| < d e ||z — z|| < §. Consequentemente, para todo (t,z) € [to,a] x K e todo

(s,y) € [-1,1] x Scom t + s € [tg,a] e 0 < ||(s,y)]| = |s| + ||y|| < & obtemos que

1R, (62), (5 )l = lglt+ 5,2 +9) — glt,2) — = g(t,2)s — ~g(t,2)y]

IN

0
/ | =g(t+7s,x+Ty) — Gtg(t’ x)|||s|dr

0
# [ I st ) = Lot ol

els| +ellyll = (sl + llyl);

A

0 que prova o resultado. m

Lema 2.19. Suponha que f € C'([tg,a] x X; X) e que ug € D(A). Se u(-) é uma solucdo fraca de
(2.10), entao u(-) € Lipschitz sobre [to,a).

Prova: Usando que f é continuamente diferencidvel, segue f é Lipchitz em [tg,a] X K para cada

K C X compacto. Em particular, temos que existe Ly > 0 tal que

1f (b1, u(t)) = ft2, uls)] < Ly ([t = to] + [Ju(t) = uls)]])

para todo t1,to,t,s € [to,al.
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Sejam M, N constantes positivas tais que ||T'(t)|| < M e || f(t,u(t))|| < N para todo t € [to, al.
Para t € [tp,a) e h > 0 tal que t + h € [tg, a], vemos que

to+h
w(t+h)—ut) = T{t+h—to)ro—T(t—to)xo + / T(t+h—s)f(s,u(s))ds

to

t+h t
+/t T(t~|—h—s)f(s,u(s))ds—/ Tt — 5)f (s, u(s))ds

o+h to

t+h—to to+h
_ / T(s) Azods + / T(t+h - 5)f(s, u(s))ds
t

—to to

+/ T(t—s)[f(s+ h,u(s+ h)) — f(s,u(s))]ds,

to
e assim
t+h—to to+h
[u(t +h) —u@)] < /t t 1T (s)]l ||A9?0Hd5+/t [Tt +h—s)| [[f(s,u(s))llds
—tlo 0
t
+ [T = )1 11+ B + ) — s, (o)) s
to
¢
< hM|Axo|| + hMN + MLf/ (h+ JJu(s + h) — u(s)]|)ds
to
t
< hM||Axo| + hMN + hML¢(a —to) + MLy | |u(s+ h) —u(s)|ds
to
t
< it MLy [ llu(s +b) — u(s)ds,

to

onde C7 é uma constante que independe de f,t e h. Agora da desigualdade de Gronwall, obtemos

ot
lu(t + k) —u(t)|| < C1h €0 < Oy,

onde, como antes, Co independe de f,t e h. Isto prova que u(-) é Lipishitz sobre [tp,a]. m

Estamos agora em condigoes de mostrar o seguinte Teorema de regularidade de solugoes.

Teorema 2.20 ( Solugao classica ). Se f : [tg,a] x X — X € continuamente diferencidvel em
[to,a] X X, ug € D(A) e u(-) é uma solugao fraca de (2.10) em [0,a], entdo u(-) € uma solugdo

classica de (2.10) em [0, a).

Prova: Do Teorema 2.17, sabemos que

u(t) =T(t —to)uo + /t T(t—s)f(s,u(s)) ds, tE€ [ty,al.

to
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Seja 0 < a. Mostraremos que esta solugao fraca é continuamente diferenciavel em [tg,d]. Antes
porém, veja que se u(-) fosse diferencidvel, usando o fato de f ser continuamente diferencidvel e a
mesma idéia da prova do Corolario 2.6, teriamos que

Wt = AT = tohuo +T0 ~ 0)Sto,utio) + | Tl = ) (s, u(s) ds

t 0
+/ T(t—s)=—f(s,u(s))u'(s) ds, t€]0,d]
to au
Logo, para mostrarmos que u(-) é continuamente diferenciavel em [tg, d], tomemos w(-) sendo uma
solucao da equacao integral

olt) = 9(0)+ [ T(t =) (s, uls)wls)ds. ¢ € [t0,0], (2.18)

to

¢
onde g(t) = AT(t — to)uo + T'(t — to) f(to,u(to)) + / T(t — s)aaf(s,u(s))ds. Observemos que a
¢ s
existéncia de w(-) segue do Coroldrio 2.16 De fato, de nossas hipéteses temos que g € C([to, ] : X)
0 0
e %f(t, u(t))w(t) é continua em [tg, §]. Além disso, %f(t, u(t))w(t) é uniformemente Lipschitz em

X, pois

l5. f(tu@))wt) — o f(tu@®)o@)] < II%f@,u(t))Hllw(t)—v(t)H
< Mlw =0, te€ [to,d]

onde N = max{Ha%f(s,u(s))H is € [to,é]}, o que mostra que as hipétese do Corolério 2.16| sao
verificadas.
Mostremos agora que u'(t) = w(t) para t € [tg,d]. Se t € [to,d) e h > 0 sdo tais que t+h € [tg, al,

entao

u(t+ h) —u(t)

Y —w(t)
t+h
= %T(t + h —to)uo + 7 /to T(t+h—s)f(s,u(s)) ds— %T(t — to)up
—% /t T(t — 5)f(s,uls)) ds — w(t)
1

1 [toth
= E(T(t + h —to)uo — T'(t — to)uo) + 7 /t T(t+h—s)f(s,u(s)) ds

v /t T(t—s) (if(s, u(s)h -+ 5 Pl u(s))(uls + h) — u(s)) + R<s>) ds —w(t),
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onde R(s) = R(s,u(s),h,u(s + h) — u(s)) é a funcdo introduzida antes do Teorema. Logo,

substituindo w(t), obtemos

W () = %( (t+ h — to)uo — T(t — to)uo) — AT(t — to)uo
+}11 /t T(t — s)R(s,u(s),h,u(s+ h) —u(s)) ds
L
+E /t T(t+h—s)f(s,u(s)) ds —T(t — to)f(to,u(to))
t 9 u(s + h) — u(s)
o [ e s ssnte (R ) s

E facil verificar que a norma de cada um dos trés primeiros termos do lado direito da igualdade
acima tendem a zero quando h — 0. De fato, para o primeiro termo basta observar que A é o
gerador infinitesimal do Cy-semigrupo (T'(t))¢>0. Para o segundo termo observamos que dos Lemas

2.18,12.19 temos que

"IIR(s u(s), b u(s +h) —u(s))|

N ds — 0, quando h — 0.

to

Finalmente, para o terceiro termo, observe que

T(t+h—s)f(s,u(s)) ds—T(t—to)f(to,u(to))H

H t0+h

t0+h
H T(t -+ h — )1 (5, u(s)) — Tt — to) f (o, uto))] ds

IN

t0+h
h/to [Tt + h = s)[[[[f(s,uls)) — f(to, u(to))| ds

1 to+h
w [T+ b = 9o, u(t0) = T~ o)t o)) | ds.

Como as funcoes s — f(s,u(s)) e s = T(t + h — ) f(to, u(to)) sdo continuas, segue facilmente que
o lado direito da tultima desigualdade converge para zero quando h — 0.

Além disso, temos que

‘ /t T(t—s)aauf(s,u(s)) (u(s—i—h})l—u(s) —w(s)) ds|| < MN ) 3 —w(s)
Logo, obtemos do que fizemos antes que
W—w(t)H<g(h)+MN (s+h}3_u()—w(s) ,
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onde €(h) — 0 quando h — 0. Agora, da desigualdade de Gronwall vemos que

u(t + h}zj — u(t) _ w(t)H < E(h)e(éfto)MN’

e assim que

u(t+ h) —u(t)
h

— w(t)” — 0, quando h — 0.

Consequentemente, u(-) é diferencidvel em [tg,d) e u/(t) = w(t) para t € [to,d). Portanto, u(-) é
continuamente diferencidvel em [tg, a), pois ¢ é arbitrario.
Como u e f sao continuamente diferencidveis em [tg,d), entdo s — f(s,u(s)) é também de classe
C'. Pelo Corolério 2.6, sabemos que a funcao
t
v(t) =T(t —to)up + / T(t—s)f(s,u(s))ds,

to

é solugao classica do problema de valor inicial.

de(t) . u
= Au(t) + f(tu(t), (2.19)
z(to) = uo.

Agora, pela unicidade de solugoes fracas para (2.19) segue que u = v em [tg, d]. Isto permite concluir

que u(-) é uma solugdo classica de (2.10) em [tg, a]. |

Provaremos agora um resultado de existéncia local usando um teorema de ponto fixo para

operadores completamente continuos.

Teorema 2.21. Sejam A o gerador infinitesimal de um semigrupo compacto (T'(t))i>0 para t >0,
UC X aberto e f:1]0,a) x U — U continua. Entao, para cada ug € U, eziste 0 < t; = t1(up) < a

tal que o problema de valor inicial (2.10) tem uma solucao fraca u € C([0,t1] : X).

Prova: Como estamos interessados em solugoes locais, podemos assumir que a < co. Seja M > 0
tal que ||T'(t)|| < M para todo 0 < ¢ < a. Como f(-) é continua, podemos fixar 0 <t <a, N >0e
p > 0 tais que B,(ug) = {v; ||[v —wuol| < p} CU e ||f(s,v)|| < N para todo (s,v) € [0,t'] x By(up).
Fixemos agora 0 < t" < t’ tal que ||T(t)up — up|| < g para todo ¢t € [0,t"] e seja t1 = t1(ug) =

inde ¢ 14 }
mm{ Y OMN
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Sejam Y = C([0,t1] : X) e Yy = {u € Y, u(0) = g, u(t) € By(up), 0 <t < t;} munidos da
topologia da convergéncia uniforme. Note que Yy é um subconjunto limitado, fechado e convexo de
Y.

Definimos agora a aplicagao I' : Yy — Y por

Tu(t) = T(t)uo + /0 T(t—s)f(s,u(s))ds.

Afirmamos que I'(-) é uma fungao completamente continua de Yy em Yj. Vejamos inicialmente
que I'(Yp) C Yo. Se u € Yy, entdo u(s) € B,(ug), para todo s € [0,%1], e deste fato || f(s,u(s)|| < eN

para s € [0,t1]. Logo, pela definigdo de I', temos que

ICu(t) —uo|l < HT(t)uo—uOHJrH [ 7= 95 utonas

< Lt [ 1T =9l ute) s

p (" p
< 5—1— MNdSSi—FthNSPa
0

o que implica que u(t) € B,(ug) para todo t € [0,;] e assim, que I'u € Yj.
Vejamos agora que I'(+) é completamente continua. Sejam (u,),eny uma sequéncia em Yy e u € Yp

tal que u, — uw em Yy. Da definicao de I', segue que

[Tu(t) = Tun @) < /0T(t—S)[f(S,U(S))—f(s,un(S))]dS

< / "M (s, u(s)) — £, un(s))llds = O (un, w).
0

Como f(-) é continua, f(s,u,(s)) — f(s,u(s)) para todo s € [0,a] quando n — oco. Além disso,
f(s,un(s)) é uniformemente limitada para n € N e s € [0,a]. Entao, o Teorema da Convergéncia
Dominada nos permite concluir que O (u,,u) — 0 quando n — o0, o que prova que ['u, — I'u em
Y. Portanto, I'(+) é continua em Y.

Mostraremos agora que I'Yy é relativamente compacto em Y.
(1) O conjunto I'Yy(t) = {T'u(t); u € Yp} é relativamente compacto em X para todo ¢ € [0,t1].

Para t = 0 temos que I'Yy(0) = {ug}, que é compacto. Agora, para 0 < ¢t < ¢, tomemos £ > 0

tal que 0 < e <tesejar=MN(t; —e). Se u € Yy, entdo

IN

/0 —€ Tt —s—e)|lllf(s,u(s))|ds
< MN(tl_{:'):r’

/0 Dl — s — &) f(s,uls))ds
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ou seja,

/0 _ET(t —s—e)f(s,u(s))ds € B.(0,X), u€Y,.

Portanto,

t

Tu(t) = T(tuo+T(E) /O (= s — 2) (s, u(s))ds + /t_ T(t — ) f(s,u(s))ds
€ {T(t)uo} +T(e)B,(0,X) + C,

onde diam(C;) < MNe. Como T'(¢) é compacto e £ é arbitrario, podemos concluir que I'Yy(¢) é

totalmente limitado e assim, relativamente compacto em X, para todo t € [0, t1].
(2) O conjunto de fungoes I'Yy = {T'u; u € Yp} é equicontinuo em [0, ¢1].

Seja 0 < e <t < t1. Como (T'(t))t>0 é continuo em (0,%;], existe 0 < § < ¢, tal que ||T'(s) —
T(s")|| < € para todo s,s" € [e,t] tal que |s — §'| < §. Nestas condigoes para u € Yy e 0 < h < §

temos que
[Tu(t+h) =Tu@)| < |TE(T(h) = Duol + /0 N IT(t = 5) =T(t+h—=s)|[lf(s,u(s))l ds

'ﬁ[ IT(t — 5) = T(t+ b — )| f(5,u(s))]| ds

—&

t+h
+[ 1T+ h— )1 £ (5, u(s)]| ds
< M|(T(h) — Iug|| + eN(t —e) + 2MNe + M Nh. (2.20)

Como o lado direito de (2.20) independe de u € Yp, podemos concluir que I'Y; é equicontinuo a
direita em t. Usando argumentos similares, podemos mostrar que I'Yy é equicontinuo a esquerda
em t € (0,t1] e a direita em ¢ = 0. Isto mostra que I'Y) é equicontinuo em [0, ¢;].

Do que fizemos antes e do Teorema de Arzeld-Ascoli segue que I'Yy é compacto. Portanto, T'(+)
¢ uma aplicacao completamente continua.

Finalmente, o Teorema do Ponto Fixo de Schauder garante a existéncia de um ponto fixo para

I'(+), o que prova a existéncia de uma solucao fraca para (2.10) em [0, t1]. [
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Capitulo 3

Equacoes funcionais impulsivas com

retardamento dependendo do estado

Neste trabalho estudamos a existéncia de solugoes fracas para uma classe de equagoes diferenciais

funcionais impulsivas com retardamento dependendo do estado modeladas na forma

xl(t) = AZL‘(t) + f(ta xp(t,wt))v tel= [O,G], (31)
g = @€DB, (3.2)
Nx(ty) = ILi(zy), i=1,---,n, (3.3)

onde A é o gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo compacto de operadores lineares limitados
(T'(t))e>0 definidos em um espago de Banach X; as funcoes x5 : (—00,0] — X, z5(0) = x(s + 0),
estdo em um espaco de fase B descrito axiomaticamente; f : [ X B — X, p: I x B — (—00,a],
I, :B— X,i=1,---,n, sao fungoes apropriadas; 0 < t; < .... < t, < a sao numeros pré-fixados e
o sfmbolo A&(t) representa o salto da fungao & em ¢, que é definido por AE(t) = E(tT) — £(¢7).
Equacgoes funcionais com retardo dependendo do estado tém sido estudadas em diversos
trabalhos, veja entre outros [1, 2, B3, B, 6, 11, 12, 28, 30]. O estudo de sistemas em derivadas
parciais com retardo dependendo do estado iniciou-se recentemente, e ao nosso entender a literatura
existente esta limitada aos artigos Herndndez, Prokopczyk & Ladeira [16] e Wu & Rezounenko [31].
Por outro lado, a teoria de equagodes impulsivas tem-se desenvolvido fortemente nos ltimos
anos, devido fundamentalmente as diversas aplicagoes em diferentes areas técnicas, como mecancia,

engenharia elétrica, medicina, biologia, ecologia, etc. Como referéncias relacionadas citamos [7, [13]
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15, [18, 19}, 20, 21, 25, 26, 27].

E importante observar que a literatura existente relacionada a sistemas impulsivos com
retardamento dependendo do estado néo considera sistemas em derivadas parciais. Assim, os
resultados deste capitulo sao inéditos. Como foi mencionado na introdugao deste trabalho, os
resultados estabelecidos neste capitulo sao resumidos em nosso artigo [14], o qual foi recentemente
aceito para publicacdo em Computers & Mathematics with Applications.

Iniciaremos este capitulo com uma secao introdutodria para estabelecer notacoes e alguns
resultados que utilizaremos posteriormente. Utilizando teoremas de ponto fixo, mostraremos a
existéncia de solugoes fraca para o sistema (3.1)-(3.3). Finalmente, na se¢do 3 estudaremos um

exemplo.

3.1 Preliminares

Neste capitulo, X é um espago de Banach, A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um
Co-semigrupo compacto de operadores lineares (7())i>0 em X e M > 0 ¢ tal que IT(t)] < M para
todo t € I =[0,al.

Para considerar a condigao impulsiva (3.3), é conveniente introduzir alguns conceitos e notagoes
adicionais. No que segue PC([o,b]), 0 < b, é 0 espago formado pelas funcoes u : [0,b] — X que sao
cont{nuas exceto em um ntmero finito de pontos, u(t") existe, e u(t~) = u(t) para todo ¢ € [, ).
A notacao PC sera usada para denotar o espago formado por todas as fungoes u : [0,a] — X, tais
que u é continua em t # t;, u(t;) = u(t;) e u(t;) existe, para todo i = 1,--- ,n. E claro que PC
munido com a norma da convergéncia uniforme é um espaco de Banach.

Para simplificar as notagoes, no que segue usaremos tg = 0, t,4+1 = a e parau € PC e i =

1,...,n, denotamos por @; € C([t;,t;i+1]; X), a funcdo definida por

~ u(t), paraté€ (t;,tit1],
uz(t) =
u(t}), parat=t,.
Além disso, para B C PC denotamos por EZ—, 1=0,1,...n, o conjunto B; = {@; : u € B}.

A prova do seguinte resultado serd omitida, como referéncia citamos [22].

Lema 3.1. Um conjunto B C PC ¢ relativamente compacto em PC se, e somente se, cada conjunto

B; € relativamente compacto em C([ti, tit1] : X).
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Seja = : (—o0,a] — X. A notagdo x¢, a qual é chamada de histéria de x no tempo ¢, denota a
fungao z; : (—o0,0] — X definida por z,(6) = x(t+6). Neste trabalho assumiremos que as histérias
pertencem a um espago de fungoes, o espaco de fase que denotaremos por B. Especificamente, B serd
um espaco vetorial de fungoes definidas de (—oo, 0] com valores em X, munido de uma seminorma

|| - Iz e satisfazendo os axiomas:

(A) Sex:(—o00,0+b — X, b>0,¢tal que x5 € B e x|jgq,44 € PC([0,0 +b] : X), entdo para

todo t € 0,0 + b) as seguintes condigdes valem:

(i) xt estd em B,

(i) [ 2(t) [[< H || 2 ||s,

(i) [l z; < K(t — o) sup{[| z(s) [|: 0 < s <t} + M(t — o) || 20 |5,

onde H > 0 é uma constante; K, M : [0,00) — [1,00), K é continua, M é localmente limitada

e H, K, M sao independentes de x(-).
(B) O espago B é completo.

Exemplo 3.2. O espaco de fase PC, x L*(h, X).
Sejam h(-) : (=00, —r] — R uma funcio positiva, Lebesgue integravel e B := PC, x L?(h; X),
7 > 0, o espaco formado por todas as classes de fungoes ¢ : (—00,0] — X tais que ¢ [[_, g€
PC([-7,0], X), o(-) é Lebesgue-mensurdvel em (—oo,—7] e h | ¢ |? é Lebesgue integravel em
(—o0, —r|. A seminorma em || - ||z é definida por
. 1/2
o= s o)1+ ( [ 1)l ot0) 17 a0)
9c[—r,0 —so
Assuma que h(-) satisfaz as condigbes (g-6), (g-7) na terminologia de [17]. Especificamente
(g-6) h : (—oo0,—r) — R é uma fungao positiva Lebesgue integravel, e existe uma fungao
nao-negativa v em (—oo, 0] tal que h(€ 4 0) < vy(£)h(0), para todo £ <0 e 6 € (—oo, —r)\Ne, onde
N:. C( ,—7r) é um conjunto de medida de Lebesgue nula.
(e-7) /_T ) df < oo.
Procedendo como em [17, Teorema 1.3.8], segue que B é um espaco de fase que verifica os
axiomas (A) e (B). Além disso, quandor =0, H = 1; M(t) = fy(—t)% e K(t) =1+ (fi)t h(T)alT)é ,
para t > 0 (veja [17]).
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Observagao 3.3. Seja ¢ € B et < 0. A notagiao ¢, representa a fungao definida por pi(0) =
o(t + 0). Consequentemente, se a fun¢do x(-) no azioma A € tal que Ty = @, entdo x; = @y.
Observamos que @y estd bem definida para t < 0 pois o dominio de ¢ € (—00,0]. Observamos que
em geral py ¢ B; consideremos por exemplo, fungées do tipo x#(t) = (t — pu) X0, p > 0, onde

X0 € a fungdo caracteristica do intervalo (11,0], p < —r e ap € (0,1), no espago PCr x LP(g; X).

As terminologias e notagoes usadas neste capitulo s@o as usuais em andlise funcional. Em
particular, para espacos de Banach (Z, || - ||z), (W,| - |lw), a notacdo L£(Z, W) representa o espaco
de Banach dos operadores lineares de Z em W. Além disso, B,(z, Z) denota a bola fechada em Z,
com centro em z e raio 7 > 0. Adicionalmente, para uma fun¢ao limitada £ : J C R — [0,00) e

t € J usaremos a notagao &; para

& =sup{{(s) : s € J N (—o0,t]}. (3.4)

Para demonstrar nossos resultados, usaremos o classico Teorema do Ponto Fixo de Schauder e

o teorema a seguir, usualmente chamado de Teorema de Leray-Schauder.

Teorema 3.4. ([8, Teorema 6.5.4]) Seja D um subconjunto convexo de um espago de Banach Z
e assuma que 0 € D. Seja F : D — D uma aplicacdo completamente continua. Entdo o conjunto

{r € D; x=MF(x), 0 <A< 1} € nao limitado ou a aplicagio F' tem um ponto fixro em D.
Também faremos uso do seguinte teorema de ponto fixo.

Teorema 3.5. (24, Corolario 4.3.2] ) Suponha que D é um subconjunto fechado, convero e limitado
de um espago de Banach Z e que B e C' sao funcdes continuas de D em Z com

(a) Bz + Cxz € D para todo x € D,

(b) C(D) é compacto,

(c) Existe uma constante 0 <y < 1 tal que |Bx — By|| < v||z — y|| para todo x,y € D.

Entao, existe z € D tal que Bz + Cz = z.

3.2 Resultados de Existéncia

Nesta secao estabelecemos a existéncia de solucao fraca para o problema de Cauchy abstrato com
impulsos (3.1)-(3.3). Para isso, assumiremos que p : I x B — (—o00,a] é continua e que ¢ e f

verificam as seguintes condigoes:
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H, SejaR(p™) = {p(s,¢) : (s,9) € IxB, p(s,1) < 0}. A funcaot — ¢; é bem definida de R(p™)
em B e existe uma func¢ao continua e limitada J% : R(p~) — R tal que || ¢ ||[g< J?(¢) || ¢ ||

para todo t € R(p™).
H; A funcéo f: 1 x B — X satisfaz as seguintes condicoes.

(i) Seja = : (—oo,a] — X tal que xg = ¢ e z|; € PC. A funcao t — f(s,x¢) é continua em
R(p~) U[0,a], para todo s € R(p~) U [0,a], e a fungao t — f(t,7,(4,)) ¢ fortemente

mensuravel em R(p~) U [0, a.
(ii) Para cada t € I, a funcao f(t,-) : B — X é continua.

(iii) Existe uma fungdo integravel m : I — [0,00) e uma funcao continua nao-decrescente

W :[0,00) — (0,00) tal que
IfE) < m@WA Y s), (t,9) € I x B.

Motivados pelo conceito de solugao fraca em [15], adotaremos o seguinte conceito de solugao

fraca.

Definigao 3.6. Uma funcao = : (—o0,a] — X € uma solugao fraca do problema abstrato de Cauchy

(3.1)-(3.3 ) se 0 = @, Tp(s,2,) € B para todo s € I e
t
.%'(t) - T(t)(p(O) + / T(t - S)f(saxp(s,xs))ds + Z T(t - ti)Ii(xti>7 tel.
0

O préximo Lema é facilmente provado usando os axiomas do espago de fase. Por isto omitiremos

a demonstragao.
Lema 3.7. Seja z : (—o0,a] — X uma fungdo tal que xo = ¢ e x[j, € PC. Entdo
|25 [8< (Mo + J5) | ¢ 8 +Ka || @ lmax{o,s}, s € R(p7) U[0,al,
onde Jg’ = SUPer(p-) JO(t), Mg =sup;er M(t) e K, = sup;er K(t).
Provaremos agora nosso primeiro resultado de existéncia.

Teorema 3.8. Assuma que existam constantes L;, i =1,2,--- ,n, tais que

| Li(n) = L(Y2) || < Li || Y1 =42 B, 1,92 €B,i=1,2,--- ,n.
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Se

E—o0

MK, [liminf Wg(i) / m(s)ds + ZLZ] <1, (3.5)
0 i=1
entao existe uma solugao fraca de (3.1)-(3.3).

Prova: Sejam Y = {u € PC : u(0) = ¢(0)} munido da topologia da convergéncia uniforme e

I':Y — Y o operador definido por

T (t) = T(t)p(0) + /O T(t—5)f(s,Zpom))ds + Y T(t—t)Li(xr,), tel,
0<t;<t

onde Z : (—o0,a] — X é tal que Tg = ¢ e T = x em I. Pelo axioma (A), a continuidade forte de
(T'(t))i>0 e nossas hipdteses sobre f e ¢, vemos que I'z(-) € Y.

Seja @ : (—o0,a] — X a extensao de ¢ sobre (—oo, a] tal que @(#) = ¢(0) em I. Afirmamos que
existe r > 0 tal que I'B,(¢|7,Y) C B,(9|1,Y). Se assumirmos que esta propriedade é falsa, entao
para todo r > 0 existem a" € B.(9|7,Y) e t" € I tais que r < ||[Tz" (") — ¢(0)||. Entao, usando o

Lema 3.7/ temos que

r<[[Tz" (") = ¢(0) |

— _— tT —_— Tr "
< (M+1DH [ ¢lls +M/0 m($)W (| 77 (o7 ll8)ds + MY (Li || 7, |5 + || :(0) |)
=1

o~ o~ tT
< (WT+DH | olls + MW (Ma+ JE) | 0 |5 +Ka || 2" [l /0 m(s)ds
PSS (LMo + T 1 N5+ || 27 o)+ [ T0) ).
=1

Segue disto que
1< MK, [liminfwf(g)/ m(s)ds + ZLi] ,
0 i=1

§—o0
0 que contraria nossas hipdteses.
Sejar > 0 tal que I'(B,(9|1,Y)) C Br(@|1,Y). No que segue, provaremos que I' é uma aplicagao

que satisfaz as hipétese do Teorema [3.5lem B,.(@|7,Y). Considere a decomposi¢ao I' = I'; +T' onde

FlI(t)

t
T(t)p(0) +/0 T(t—8)f(5 Zps,z,))ds, t€I,

Tox(t) = Y T(t—t)l(z,), tel.

o<t; <t
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Passo 1 O conjunto I't (B, (9|1, Y))(t) = {T1z(t) : © € B.(9|1,Y)} é relativamente compacto em

X paratodotel.
O casot =0 é ébvio. Seja 0 < e <t <a. Sex € B.(p|1,Y), do Lema 3.7 segue que
I Zptz 1B 77 = (Ma+ J5) || ¢ I8 +Ea(r+ || ¢(0) ),

e entao

<= MW(T*)/ m(s)ds, Tel.
0

/0 T(1 = 35)f(5,Zp(s,2,))ds

Consequentemente, para x € B,(9|7,Y) temos que

Tz(t) = T#)e0)+T(e) /0 - T(t—e— s)f(s,a’cp(s,g—cs))ds —i—/t T(t— s)f(s,a’;p(sjs))ds

e {T(t)p(0)} + T(e) By (0, X) + C-, B

onde diam(C;) < 2]\7W(7’*) ftt_a m(s)ds. Isto mostra que I'1(B,(®|1,Y))(t) é totalmente limitado
em X, e portanto relativamente compacto.

Passo 2 O conjunto de fungées I'1 (B, (%|7,Y)) é equicontinuo em 1.

Seja0 <t <aee>0. Como (T(t))t>0 é fortemente continuo e I'1 (B, (0, PC))(t) é relativamente

compacto em X, podemos escolher 0 < § < a — ¢ tal que
| Tz —zl<e 2T (B@ln Y)W, 0<h <6
Sob estas condicoes, para x € B,(9|1,Y) e 0 < h < § temos que
t+h
[ Tix(+h) —Tia(t) | < || (T(h) — DIwx(t) || +/t [T+ h = $)[[[[f (s, Zp(s z,)) | ds
__ [t+h
< || (T'(h) — DT'12(2) || +M/ m(s)W(r*)ds
t

. t+h
< e —|—MW(7"*)/ m(s)ds,
t

onde 7* = (M, + JJ) || ¢ |8 +Ka(r+ || ©(0) ||). Isto prova que I'1(B(9|7,Y)) é equicontinua
a direita para t € (0,a). Utilizando um argumento similar e o fato do semigrupo ser compacto,
prova-se a equicontinuidade a direita de zero e a equicontinuidade a esquerda em ¢ € (0, a]. Assim,

concluimos que I'1 (B, (9|1,Y)) é equicontinuo em I.
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Passo 3 A aplicacao I'y(+) é continua em B, (|, Y).

Seja (z")nen uma sequéncia em B, (p|1,Y) e x € By (¢|r,Y) tal que 2 — z em Y. Do axioma
A, é facil ver que 2™; — T, uniformemente para s € (—o0,al, quando n — oo. Deste fato, da

condicao Hj e da desigualdade

H f(87x7np(s,ﬁ)) - f(svfp(s,fsﬂ H < H f(‘s?xinp(s,@)) - f(37fp(s,@)) HB

+ H f(safp(s,ﬁ)) - f(S,fp(st)) HBv

vemos que f(s,:?"p(s,@)) — f(5,Tp(sz,)), quando n — oo, para todo s € I. Finalmente, uma
aplicacao do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue permite mostrar que I'ya™ — 'z
in PC. Portanto, I';(+) é continua.

Passo 4 A aplicagao I'y(+) é uma contracao em B, (9|1,Y).

A afirmagao segue diretamente de (3.5) e da estimativa

n
[ Tox —Toy [la < KaMZLi 2=y la-
i=1

Do que fizemos anteriormente segue que I' é um operador que satisfaz as hipéteses do Teorema

3.5 em B, (p|r,Y). Garantimos portanto a existéncia de uma solucéo fraca. A prova estd completa.

Nosso proximo resultado estabelece a existéncia de solucao fazendo uso do Teorema de ponto

fixo [3.4.

Teorema 3.9. Assuma que p(t,v)) < t para todo (t,v)) € I x B, que as aplicagoes I; sdao
completamente continuas e que existem constantes cg, 1 = 1,2,---.n, 5 = 1,2, tais que

| L) < et || |ls +c2, para toda v € B. Se p=1— KMY" ¢l >0e

=1 "1

KGM’/CL ()ds < ®  ds
m(s)ds —_—
woJo o Wi(s)

onde C =
(3.3 ).

{3

% (K,MH + M, + J)) el +Ka1’\\4/2?:1 02} , entao existe uma solugdo fraca de (3.1)-

Prova: Definamos S = {z : (—o00,a] — X; zp =0 e z|; € PC}, munido da norma || z ||s=||

|1 ||pe-
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Seja y : (—oo,a] — X, a fungao definida por

T(t)p(0), parat>0,
y(t) =
o(t), parat <D0,

el': S — S ooperador dado por

0, t <0,

t
/ T(t — 8)f(5,Tp(sp,))ds + > T(t—t:)[(Tr,), tel,
0

o<t; <t

Fz(t) =

onde T =z + y em (—o0, a.

Consideremos a decomposicao I' =1I'] + I'9, onde

0, t <0,
le(t) = t
/ T(t - S)f(sa'i‘p(s,a’:s))dsa tel,
0
0, t <0,
Tox(t) =
) S T(t - )L, el
o<t; <t
Para comecgar, faremos estimativas a priori para as solucbes da equacao integral z = Al'z,

A € (0,1). Seja z* uma solucio de z = AI'(z), A € (0,1). Observe inicialmente que dos axiomas do

espaco de fase
l2} < (KaMH + Mo+ J§) || ¢ |5 +EKa || 2 lmax{o.sy, para t € R(p™) U[0,a].
Nestas condigdes, para t € [0, a] vemos que

— t —
122 | < 3 [ (W ((KTH + M+ T0) 1 s+ |2 Do) 25

n
MYl ((KulTH + Mo+ JE) || 0 s +Ka [ ) + MY

0<t; <t =1

IN

—_ t —_
M/ m(s)W ((KaMH + My +J) |l @ 18 +EKa || 2 HS) ds
0

n
MYl ((KalTH + Mo+ JE) || s +Ka | |le) + MY e,

0<t;<t i=1
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pois p(s,z)) < s para todo s € I. Definindo &*(t) = (K,MH + M, + IOV 1 ¢ s +Ka || 2 ||t

obtemos que

_ __n oyt
N8 < (K MH+ My +J9) | @ s +K S ¢ + K0 / ()W (EX(s))ds
0

=1
+KL MY cleNb),
=1
e entao
A 1 r ® ~ 2 KGM ! A
W < | EMH +Mat+J5) | ¢ lls +EM Y o} |+ | mEWE) ds,
i=1 0

pois 1 > 0. Denotando por ()(t) o lado direito da ultima desigualdade, segue que

K, M
o

Bi(t) < m(t)W (5x(t))

e assim

/ﬁx(t) ds _ Kaﬁ /a (s)ds < < s
— < m(s)ds —_—,
8y (0)=c W(s) v Jo c Wi(s)

o que implica que o conjunto de fungées {Gx(-) : A € (0,1)} é limitado em C(I : R). Isto mostra
que {2*(-) : A € (0,1)} é limitado em S.

Da prova do Teorema 3.8 sabemos que I'; é completamente continua. Provaremos em seguida
que I's é também completamente continua. A continuidade de I'y pode ser provada usando os

axiomas dos espago de fase. Da definicao de 'y, para r > 0, t € [t;,t;+1] N (0,a] e u € B, = B,(0,5)

temos que
(
> T(t—t)[;Br.(0; X), t# ti, t # tig,
0<t;<t
7
oulit) € 4 2 Ttin =) [Br(0: X), £ =tipa,
=1
i1
D T(ti — t)I;Bra(0; X) + Ii( Bra(0; X)), t=t,
\ j=1

—_—~—

onde r* := (M, + J§) || ¢ |l +Kar, o que prova que [['s(B,)];(t) é relativamente compacto em X
para todo t € [t;,t;1+1]. Além disso, usando a compacidade do operador I; e a continuidade forte de

(T'(t))e=0, prova-se facilmente que [I'2(By)]; é equicontinuo em ¢ para todo t € [t;,t;41]. Assim, do

Lema 3.1 concluimos que I'y é completamente continua.
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Do que fizemos antes segue que I' é completamente continua. Garantimos entao pelo Teorema

3.4 a existéncia de um ponto fixo u € S para I'. Seja @ : (—00,0] — X a funcdo definida por

o(t), parat <D0,
T(t)p(0) +u(t), paratel.

E f4cil mostrar que  é uma solugao fraca para o problema (3.1)-(3.3 ). A prova esta completa. H

3.3 Exemplo

Nesta secao apresentamos uma aplicagao de nossos resultados abstratos. Introduzimos previamente
os detalhes necessdrios. No que segue, X = L?([0,7]) e A: D(A) C X — X é o operador Af = f"
com dominio D(A) :={f € X : f" € X, f(0) = f(7) = 0}. Sabemos do Exemplo 1.41, que A é o
gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de operadores lineares limitados (7'(t))¢>0 em X. Além
disso, A possui espectro discreto, os autovalores sao —n?,n € N, com correspondentes autovetores
normalizados z,(§) = (%)1/2 sin(n€), o conjunto {z, : n € N} é uma base ortonormal de X e
Tty =32, e ™" <z, 2, > 2, para todo z € X.

Considere o sistema diferencial

8“(8';’@ - QQZSfH /_()Ooa(s)u(t+s—||u(t)|,§)ds,te[(),a],ge[(),ﬂ, (3.6)
w(t,0) = u(t,m)=0,  te0d (37)
u(r,§) = o(1,8), 7<0, £€(0,7], (3.8)
Dult;,§) = /iw(tj—s)u(s,f)ds, j=1e.m, (3.9

onde ¢ € B=PCy x L*(h,X) e 0 < t; < ... <t,<asio pré-fixados. Observamos que o espaco
B =PCy x L*(h,X) foi introduzido no Exemplo [3.2.

Para estudar o sistema (3.6)-(3.9) assumiremos as seguintes condigoes.

1

(i) A funcdo o : R — R é continua, limitada e Ly = (fo a]f(gs;) ds) ? < oo

—00

1
(ii) Asfungodesy; : R — R sao continuase L; := (ffoo %ds) * <ooparatodoj=1,2,--- ,n.

Definindo as funcdes p(s, 1) = s — [[¥(0)], f¥)(&) = [ als)i(s,)ds e L)) =
ff’oo vi(=8)¥(s,€)ds, j = 1,2,--- ,n, podemos representar o sistema (3.6)-(3.9) pelo problema de
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Cauchy abstrato impulsivo (3.1)-(3.3). Além disso, as aplicagdes f,I;, j =1,--- ,n, sdao operadores

lineares limitados, || f ||z5x)< Ls e || Ij |l z8.x)< L; para todo j = 1,--- ,n.

Proposicao 3.10. Seja ¢ € B e assuma que a condicao Hy, ¢ satisfeita e que a fungdo t — ¢
1

é continua em R(p~). Se <1 + (fi)a h(T)dT) 2) (aLy+>.7 L) <1, entao existe uma solugdo

fraca de (3.6)-(5.9).

Prova: Para aplicarmos o Teorema [3.8|, resta mostrarmos que a condi¢do Hj-(i) é verificada. Seja
x: (—o00,a] — X tal que 9 = ¢ e z|; € PC. Observamos que para estabelecer a mensurabilidade
forte da funcao t — f(a:p(tvxt)), basta mostramos que a funcao t — z; é continua q.t.p. em I, pois
t — ¢ é continua em R(p~) e as fungbes f,p s@o continuas. Em relagdo a isto, veja que para
t€[0,a) e h>0comt+hel0ad

0

1/2
\\xt+h—xt||3=Hx<t+h>—x<t>||+(/ h<9>\xt+h<9>—xt<e>||2d0) C 3.0)

Para o segundo termo do lado direito de [3.10/ vemos que
0
/ B(O)|2(t + I+ 0) — 2(t + 0)]2d6

—t
< Cillen —¢lls + / h(0)||z(t + h+0) — p(t + 0)||d6
—t—h
0
+/'mmmu+h+m—xu+mwa
—t

onde (' é independente de t. Agora, cada um dos termos do lado direito converge para zero quando
h — 0. O primeiro pela continuidade de ¢, o segundo pela limitagao de ||z(t + h + 60) — @(t + 0)||
em X e o terceiro por uma aplicacao padrao do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue.
Isto permite concluir que ¢ — x; é continua q.t.p. sobre I. Agora o resultado é uma consequéncia

direta do Teorema 3.8 A prova esta completa. |
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