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RESUMO

Vigas continuas sdo pecas essenciais em solugGes estruturais para prédios,
pontes, passarelas e viadutos. O colapso, em flexdao, dessas pecas nao se da
necessariamente com o esgotamento da capacidade resistente da secao transversal
mais solicitada. Devido ao fendmeno de redistribuicdo de esforgos, o colapso pode
ocorrer quando um numero suficiente de roétulas plasticas é formado, transformando
a estrutura em mecanismo. No entanto, para a formacdao deste mecanismo é preciso
gue determinadas secoes criticas tenham capacidade de rotacdo plastica suficiente.

Este trabalho tem como objetivo avaliar, comparar com resultados
experimentais e implementar os diversos modelos de andlise estrutural, na flexao,
contemplados na NBR-6118: (I) Andlise Linear Elastica; (II) Analise Linear com
Redistribuicdo; (III) Analise Plastica; (IV) Analise Nao-Linear. No segundo modelo,
sdo utilizados coeficientes de redistribuicdo permitidos pela norma. Na analise
plastica é utilizado um método matematico de otimizacdo ndo-linear, o qual limita as
rotacdes plasticas requeridas pelas secoes criticas as rotacées admissiveis de norma.
Para o calculo das rotacdes requeridas, pode-se utilizar relacdo momento-curvatura
bilinear ou trilinear. J4 para a analise ndo-linear, inicialmente é desenvolvido
procedimento computacional para o «calculo da relagio momento-curvatura,
considerando as relagdes constitutivas nao-lineares para o ago e para o concreto.
Para este ultimo, dentre algumas curvas, utiliza-se um modelo que descreve o
comportamento pds-pico da compressdao, levando em consideragdo fatores
importantes, tais como as dimensodes da peca e o gradiente de deformacdo da segao
transversal. E considerada a contribuicdo & tracdo do concreto entre fissuras com
controle pos-fissuracdo. De posse das relacdes momento-curvatura a anadlise nao-
linear de vigas continuas é efetuada através do método da rigidez secante com
controle de deformacao.

Finalmente, as respostas (coeficiente de redistribuicdo, modo de ruptura da
viga, carga ultima e momentos nas secdes criticas) dos modelos apresentados sao
comparadas com vigas continuas de dois vdos ensaiadas experimentalmente,
disponiveis na literatura.

Palavras-chave: Concreto Armado, Analise N&ao-Linear, Analise Plastica e
Ductilidade.



ABSTRACT

Continuous beams are essential to structural solutions to buildings, bridges and
walkways. Collapse in flexure does not necessarily occur when critical section
reaches its strength capacity. Due moment redistribution collapse may occur when a
sufficient number of plastic hinges transforms the structure into a mechanism. On
the other hand, in order to develop this mechanism it is required that certain critical
sections have sufficient plastic hinge rotation capacity.

The objectives of present work is to assess, compare with experimental results
and implement the various structural analysis models included in NBR-6118: (I)
Linearly elastic analysis; (II) Linearly elastic analysis with redistribution; (III) Plastic
analysis; (IV) Nonlinear analysis. The second model uses redistribution factors
allowed by the code. For plastic analysis a nonlinear optimization procedure is used
the limits required plastic rotation in critical sections to allowable code values. In the
computation of required rotations it may be used a bilinear or trilinear
moment/curvature relationship. For the nonlinear analysis it is initially developed a
computational procedure to compute moment/curvature relationship taking into
account nonlinear constitutive relationships for steel and concrete, and for the
former, among a number of curves a model is used that describes post pick
compression behavior taking into account important factors like member size and
deformation gradient. Tension stiffening is taken into account with a crack check
procedure. With moment/curvature relationship defined nonlinear analysis of
continuous beams is performed employing a deformation control secant stiffness
algorithm.

Finally, response (redistribution factors, mode of failure, ultimate load and
moments at critical sections) of the presented models is compared to two-span
continuous beams experiments available in the literature.
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22

1 INTRODUCAO

O projetista estrutural pode-se confrontar com dois tipos de problemas:
dimensionamento e verificagao estrutural.

O primeiro constitui-se no trabalho didrio dos projetistas de estruturas de
concreto armado, o0s quais, muitas vezes, utilizam programas computacionais para
considerar as nao-linearidades fisicas e geométricas. Muitos desses programas
utilizam coeficientes redutores de rigidez dos elementos estruturais para simular o
efeito de fissuracdo, como também coeficientes de engastamento entre viga e pilar
(viga/pilar) e nos apoios das lajes continuas (laje/laje), introduzindo rétulas plasticas
sem verificar a capacidade de rotacdo plastica das secdes criticas. Esses processos,
mesmo de maneira indireta, estao promovendo uma redistribuicdo de esforcos.

O estudo do comportamento de vigas continuas em concreto armado, perto da
carga ultima, é necessario para determinar a possivel redistribuicdo de esforgos que
podera ser utilizada no calculo.

As estruturas hiperestaticas possuem capacidade de transferir esforcos de
regides mais solicitadas para as menos solicitadas. Esta capacidade depende,
principalmente, da ductilidade das regides mais solicitadas (criticas) e faz, por
exemplo, com que vigas continuas ndo entrem em colapso necessariamente quando
sua secdo mais critica esgote sua capacidade resistente.

No dimensionamento, a forma mais simples de utilizar a ductilidade de vigas
continuas é realizar uma anadlise linear seguida de uma redistribuicdo limitada,
através de coeficientes indicados por norma. Dessa maneira, pode-se encontrar
cargas Ultimas potencialmente maiores que as calculadas sem a redistribuicdo, como

também promover:
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e Transferéncia de momentos de areas mais solicitadas para outras menos
solicitadas.

e Menor quantidade de armagdao em zonas de momento negativo, desse
modo, transferindo esforgcos para zona de momento positivo.

e Redugdo no congestionamento de armacdo nos apoios de vigas
continuas ou lajes, melhorando a concretagem nestas areas criticas.
Inclusive a concretagem do pilar.

e Maior liberdade para o projetista estrutural no detalhamento da
armacao.

e Diminuicdo do momento atuante no pilar.

A ductilidade é uma caracteristica bastante importante das estruturas em
concreto armado. Pode ser inicialmente explicada como a caracteristica de uma
secdo ou estrutura se deformar de maneira inelastica, sem ocorrer grandes perdas
na sua capacidade de resistir aos esforgos.

As estruturas dlcteis, de certa forma, avisam antes do colapso através de
grandes deslocamentos, e podem retardar o colapso quando transferem os esforgos
de uma segao mais solicitada para outra menos solicitada.

A redistribuicdo dos esforcos ocorre em duas fases. A primeira é a elastica, e
nesta ocorre uma pequena redistribuicdo devido aos diferentes niveis de fissuragao
ao longo da peca estrutural, o que provoca uma variagdao na distribuicdo das rigezas,
podendo ocasionar uma redistribuicdao de esforcos das regides mais fissuradas
(menor rigidez) para regides menos fissuradas (maior rigidez). Esta redistribuicdo
inicial, pode, muitas vezes, ser ignorada quando comparada com a redistribuicdo da
segunda fase (plastica), a qual, de maneira geral, proporciona redistribuicdo
consideravelmente maior.

O segundo tipo de problema, que o projetista estrutural pode se confrontar, é a

verificagdo estrutural, o qual na maioria dos casos, tem como proposta determinar
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as solicitacdes (distribuicdo de esforcos internos, tensdes, deformacdes e
deslocamentos) em toda a estrutura ou em um trecho isolado, para que sejam
realizadas as verificagbes nos diversos estados de carregamento. Problemas desse
tipo aparecem até mesmo na fase posterior ao pré-dimensionamento a fim de
comprovar as exigéncias dos estados limites ou, por exemplo, em ampliacbes e
reformas, quando se pretende modificar as condicbes de carregamento para as quais
a estrutura foi inicialmente dimensionada. Outro exemplo seria: supor uma viga
continua, a qual foi armada e concretada em desacordo com o projeto estrutural, por
exemplo, com armadura deficiente na parte superior de um apoio. O projetista
precisa responder se a viga deve ser recuperada ou se a configuracao que foi
concretada é suficiente para resistir aos esforcos com nivel de seguranca adequado,
redistribuindo esforcos do apoio para os vaos adjacentes. Estas e outras questdes

sdo respondidas ap0s a verificacdo estrutural por algum modelo eficiente e seguro.

1.1 OBJETIVOS

Algumas normas, incluindo a NBR-6118 (2003), admitem os seguintes tipos de
analise estrutural:
= Analise linear.
= Analise linear com redistribuicdo limitada.
= Analise plastica.
= Analise ndo-linear.
= Analise através de modelos fisicos.

A primeira andlise é baseada na teoria elastica e admite comportamento
elastico-linear para os materiais. Para estender os resultados dessa analise, para o
estado limite ultimo, deve existir ductilidade nos elementos estruturais, por isso,
limita-se a profundidade relativa do eixo neutro, como sera discutido no capitulo 3.

Na segunda andlise é permitida uma redistribuicdo limitada por coeficientes
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fornecidos pelas normas. Nessa andlise ndao é verificada, explicitamente, a
capacidade de redistribuicdo das secdes mais solicitadas, e os coeficientes dependem
da profundidade relativa do eixo neutro no estado limite ultimo. Na analise plastica,
a capacidade de rotacdo é verificada de forma explicita e admite comportamento
rigido-plastico perfeito ou elasto-plastico perfeito. J& na andlise ndo-linear, as nao-
linearidades dos materiais (ago e concreto) sdo consideradas. Devem-se utilizar as
relagdes constitutivas dos materiais que possam representar o comportamento mais
proximo da realidade para cada um deles. Os resultados dependerdao da geometria
da estrutura, como também da distribuigdo final das armagodes.

Existemm muitos estudos sobre cada um destes tipos de analise estrutural, e
sdo, normalmente, realizados de forma isolada ou sdo dedicados a pontos especificos
de cada andlise. Havendo a necessidade da comparacdao dos resultados de cada um
deles, foi escolhido para esta dissertacao implementar os quatro primeiros tipos de
analise e comparar os seus resultados com as repostas provenientes de analises

através de modelos fisicos (ensaios experimentais) disponiveis na literatura.

1.2 APRESENTACAO

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos. No segundo capitulo, mostra-se
o procedimento para construgdo do diagrama momento-curvatura para pecas
submetidas a flexdao. Também, sdo apresentadas as relagbes constitutivas dos
materiais (aco e concreto). Nas trés primeiras analises, utilizam-se as mesmas
relacdes, ja na analise ndo-linear adotam-se outras mais realistas. A contribuicdo do
concreto a tracao entre fissuras é detalhada com um controle de pods-fissuracdo. No
final do capitulo, apresenta-se um modelo para obter o comportamento pos-pico da
curva tensao-deformacao do concreto, levando-se em consideragdo fatores
importantes, tais como as dimensdes da peca e o gradiente de deformacao da secao

transversal. E, por fim, mostram-se alguns exemplos.
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No terceiro capitulo, os diversos modelos de analise estrutural sao discutidos e
implementados. Na analise plastica é mostrada a obtencdo da rotacdo requerida’ e a
rotacdo admissivel da norma, como também o procedimento computacional utilizado
para efetuar esta anadlise. Segue-se entdo com a analise ndo-linear e a descricao do
seu algoritmo.

No quarto capitulo, os resultados dos ensaios experimentais, de trés vigas, sdo
comparados com os obtidos através das quatro analises estudadas. As vigas foram
ensaiadas por outros autores e possuem dois vaos.

O ultimo capitulo contém as conclusdes deste trabalho, além de sugestdes para

futuros estudos.

1 0 CEB (Comité Euro-International du Béton), Bulletin 242, May 1998, utiliza a
terminologia “required rotation”, que foi traduzida pelo autor do presente trabalho com
rotacdo requerida. Essa terminologia serd utilizada como a rotagdo requerida pela roétula
plastica.
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2 RELAGCAO MOMENTO-CURVATURA

2.1 INTRODUGCAO

Estruturas em concreto armado podem apresentar comportamento ductil ou
fragil. A ruptura brusca, sem aviso prévio, deve ser evitada quando possivel. As
pecas devem ter capacidade de serem submetidas a grandes deformacgdes antes de
atingirem a carga de colapso. A Figura 2.1 apresenta os tipos de comportamento
carga-deslocamento de uma viga simplesmente apoiada com uma carga no centro do

vao.

Comportamento Ductil

Carga

Comportamento Fragil

A\ 4

Deslocamento

Figura 2.1 - Grafico carga x deslocamento de uma viga simplesmente apoiada

Segundo Park;Paulay (1975), nas pegas em que a maioria das deformacdes
provém de tensbes associadas a flexdo, o comportamento carga-deslocamento
depende, principalmente, da caracteristica da relacdo momento-curvatura da segao
transversal.

Neste capitulo é mostrada a obtencdo do diagrama momento-curvatura para
secOes em concreto armado e protendido submetidas a flexdo. Este diagrama sera
usado para achar os momentos associados as curvaturas para cada secao

discretizada no processo iterativo da analise ndo-linear. Também, serd usado para
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achar deslocamentos e rotacbes através da integracdo ao longo do comprimento da
peca.

O diagrama momento-curvatura teorico reflete as propriedades dos materiais
que compdem a peca. As leis constitutivas dos materiais aco e concreto devem
representar, da melhor forma possivel, as respostas destes materiais as solicitagoes,

conforme CEB (1995).

2.2 CURVATURA DE UMA PECA

Uma viga, simplesmente apoiada com um carregamento transversal, apresenta
certa configuracdo de deslocamento ao longo do seu comprimento. Considerando-se
um elemento de comprimento infinitesimal dx desta viga, como mostra a Figura
2.2a, pode-se definir a curvatura como a razdo da variagdo da rotacdo dé por
unidade de comprimento dx, equacgao (2.3).

Uma outra forma de definir a curvatura, baseada na hipotese de Bernoulli?, é
como o gradiente das deformacbes na secao transversal, apresentada na Figura
2.2b.

Devido a formacdo de fissuras, a profundidade do eixo neutro terd varios
valores ao longo do comprimento da peca, € como conseqliéncia a curvatura
assumira valores distintos. Numa secdo fissurada, a profundidade do eixo neutro é
menor do que em uma secao nao fissurada. Analisando um pequeno elemento de

comprimento dx, pode-se concluir que:
Comprimento do segmento AB = po

Comprimento de segmento A'B' = (p+2)6

2 Hipétese de Bernoulli: manutencgdo da secdo plana ap6és a deformacao.



29

€c

L

/——— As

€s

Pequeno elemento de comprimento dx Distribuicdo de deformagao

(@) (b)

Figura 2.2 - Deformacdo de uma pega sujeita a flexao

Deformagao unitaria de uma fibra a uma distancia z do eixo neutro:

(p+2z)-6-p-6_2z

p-6 Y

Observando a figura 2.2a:

dx=p-.-dg = L1_d8 (2.2)
p dx

Usando a primeira definicdo de curvatura, conclui-se que:

Curvatura = 0= de = 1 (2.3)

dx op

onde: p = raio da curvatura

Utilizando as equacdes (2.1) e (2.3):

€ = (plz (2.4)

Da segunda definicdo da curvatura e observando a figura 2.2b:

9 €. € €. + & (2.5)

“kd d-(1-k) d
A Figura 2.3 mostra deslocamentos verticais w, de uma viga simplesmente

apoiada.
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Figura 2.3 - Rotagdo de uma viga

Admitem-se pequenos deslocamentos verticais, e como conseqiiéncia pequenas

rotagoes:

ezseneztgezd—w (2.6)
dx

2
1_d9_@_dw_w,, (2.7)

p dx dx dx?

Substituindo a equacgdo (2.7) na classica equacao elastica chega-se em:

w _ﬂ - ¢= M (2.8)
EI EI

sec

2.3 RELAGCOES CONSTITUTIVAS DOS MATERIAIS

2.3.1 ACO PARA ARMADURA DE CONCRETO ARMADO

O aco para concreto armado é caracterizado por: geometria (tamanho e
caracteristica da superficie); propriedades mecanicas (limite de escoamento,
ductilidade, comportamento a fadiga e comportamento em altas temperaturas);
propriedades tecnoldgicas (aderéncia, dobramento, soldagem e expansao térmica).
Dentre as caracteristicas citadas, as mais importantes para este trabalho sdo:

ductilidade e limite de escoamento.
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Os acos sdao normalmente classificados quanto a sua ductilidade (capacidade do
material de se deformar sob a acdao de cargas antes de se romper). Uma maneira de
quantificar a ductilidade é através do quociente entre o limite de resisténcia e a
resisténcia caracteristica de escoamento, (fs/fsy) como também da deformagdo
maxima caracteristica, &,.

A Tabela 2.1 mostra a classificagdo utilizada pela norma Brasileira NBR-7480
(1996) - Barras e fios de aco destinados a armaduras para concreto armado. O

modulo de elasticidade do ago é admitido igual a 210 GPa.

Tabela 2.1 - Propriedades mecanicas exigiveis de barras e fios de aco destinados a
armaduras para concreto armado (NBR-7480,1996)

Ensaio de
Ensaio de tragdo (valores minimos) Dobramento a Aderéncia
180°
oA Coeficiente de
Categoria cgfascl:iéiir:t::?a Limite de Alongamento | Didmetro de pino | conformacao
d Resisténcia em 10¢ (mm) s’uperﬁaal
e escoamento minimo para
6=10mm
fsy fsu o
(MPa) (MPa) (%) 0<20 =20 n
CA-25 250 1,20 fg, 18 2¢ 4 ¢ 1,0
CA-50 500 1,10 f,, 8 40 6 ¢ 1,5
CA-60 600 1,05 fg, 5 5¢ - 1,5

Neste trabalho, sera utilizada a curva tensao-deformacao bilinear, Figura 2.4,
permitida pela NBR-6118 (2003), equacado (2.9), para o calculo dos momentos de
plastificagdo utilizados na analise plastica, e ficard como opcdo a ser aplicada na
construgdo da curva momento-curvatura empregada na analise ndo-linear.

1. Elastica, & < &g ~

fs = Es.&s

2. Patamar de escoamento, &g, < & < &g > (2.9)

fs = fsy
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f.A

fsy

fsyd

Ecs

»
>

SSU 85

Figura 2.4 - Relagdo tensdo-deformacao para o ago de concreto armado (NBR-6118)

Para andlise ndo-linear podera ser utilizada, também, uma curva mais realista
deste material, Figura 2.5, a qual considera individualmente as regides:
comportamento elastico, patamar de escoamento e endurecimento.

1. Elastica, & < &g N

fs = Es.&s

2. Patamar de escoamento, &g, < & < &sn

fo = oy > (2.10)

3. Deformacdo de endurecimento, &g, < &5 < &g,

2
€ — & € — &
fs:fsy+(fsu_fsy)'[2£ h_[ h)]

su ~ Esh

Onde &, € a deformacado para o inicio do endurecimento do aco.



33

fs A

\

85\/ En Exu 85

Figura 2.5 - Relagdo tensdo-deformacao para o ago de concreto armado

2.3.2 ACO PARA ARMADURA DE CONCRETO PROTENDIDO

O diagrama tensao-deformacao simplificado para o aco de armaduras ativas,
fornecido pela NBR-6118 (2003), para o calculo no estado-limite de servigo e ultimo

€ mostrado na Figura 2.6.

fpyd

E.

»
-

Epuk Sp

Figura 2.6 - Diagrama tensdo-deformacdo para acos de armaduras ativas
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O comportamento das armaduras ativas utilizado para obter a relagao
momento-curvatura de pecas protendidas sera o fornecido pelo fabricante Belgo
Bekaert Arames S.A. O produto utilizado como exemplo é a cordoalha 7 fios para
concreto protendido CP 190 RB-NUA-NBR7483/90. O fabricante fornece valores de
cargas e deformacdes para este produto.

Uma representacao precisa da resposta tensao-deformacao de cordoalhas para
concreto protendido pode ser obtida, usando a fungdo modificada de Ramberg-

Osgood, recomendada por Collins;Mitchell; (1991) e mostrada abaixo:

f_E e JA+_— 1A L ¢

[1+(B.ep)CF3 ;

Se os dados fornecidos pelo fabricante forem desenhados, serd conhecida a

(2.11)

curva experimental da cordoalha. Entdo a equacado (2.11) podera ser ajustada para
esses pontos. Os quatro parametros A, B, C e E, sao constantes determinadas
através da Figura 2.7, de acordo com o procedimento descrito abaixo:
i. representar a curva experimental por duas retas pontilhadas como
mostra a figura;
ii. determinar E, através da inclinagdo da primeira reta;
iii. determinar A pela inclinagdo da segunda reta. A inclinagao é A.E;;
iv.  determinar B pela intersegdo da segunda linha com o eixo f,. O valor de
f, na intersegao é Ey(1-A)/B;
v. determinar C por tentativa e erro para obter uma curva de transicao

adequada. Um valor alto de C d& uma transigao brusca.
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Figura 2.7 — Dados fornecidos pelo fabricante

As constantes tedricas obtidas com o procedimento descrito foram:

A=0.0131, B=109.5, C=13 e E, = 206 GPa.

fo

2000
1500
1000

500

T T T T T T T

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 Ep

Figura 2.8 — Curva proposta para cordoalha
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Equacdo proposta para a cordoalha 7 fios para concreto protendido CP 190 RB-

NUA-NBR7483/90:
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£ (e,) = 206 -10° ¢, -10.0131 + 0.987 <f (2.12)

p b+@oos.e, o)

2.3.3 COMPORTAMENTO DO CONCRETO NA COMPRESSAO UNIAXIAL

O comportamento a compressao dos constituintes do concreto, agregado e a
pasta de cimento, é proximo do linear e com ruptura fragil. Mas a resposta tensdo-
deformacdo do concreto é nado-linear, e o comportamento pré-pico € compreendido
entre as retas do agregado graudo e da pasta de cimento, mostrado na Figura 2.9,

conforme Collins;Mitchell (1991) e CEB (1990).

Agregado

Concreto

Pasta de cimento

v

&

Figura 2.9 - Reposta tensdo-deformacgao do concreto e seus constituintes (CEB, 1990)

Baseado em observagbes experimentais, o comportamento de fraturamento de
um corpo-de-prova submetido a compressao uniaxial pode ser esquematizado como
na Figura 2.10. A curva tensdo-deformacdo pode ser dividida em varias etapas.
Inicialmente, a tensdo aumenta de forma aproximadamente linear com a
deformacdo. As microfissuras comecam a abrir no ponto A, acerca de 30% da tensao

maxima. As fissuras de aderéncia agregado-pasta comecam a se propagar no ponto
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B, a aproximadamente 50% da tensao maxima. Essas fissuras de aderéncia invadem
a matriz de argamassa e comecam a formar varias fissuras principais na direcdo do
carregamento aplicado, ponto C. Essas fissuras principais crescem de forma estavel
até o atingimento da tensdao maxima no ponto D. Desse ponto em diante, as fissuras
sao propagadas automaticamente, mesmo com a diminuicdo da tensdao (ramo de

amolecimento), até o fraturamento final do corpo-de-prova (Borges, 2002).

Tensdo

\4

Deformacao

Figura 2.10 - Estagios de fissuracdo no concreto sob compressdo uniaxial (baseado em
Borges, 2002)

Para o calculo dos momentos resistente e de escoamento, utilizados na analise
plastica, serd usado o diagrama parabola-retdngulo, adotado pela NBR-6118,
mostrado na Figura 2.11, além do méddulo de elasticidade secante obtido através da

equacdo (2.14).

f =0,85-f, {1—(1— & j 1 (2.13)

2 %o

Ecs = 0,85-5600,/f, (2.14)
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0,85 fu

»

€2=2%o €-3,5%0 g

Figura 2.11 - Diagrama parabola-retdngulo para concreto na compressao

Para a analise ndo-linear é possivel utilizar, além das equagdes (2.13) e (2.14),
a curva tensdo-deformacdo para o concreto na compressao, idealizada por
Popovics;Thorefeldt;Collins, apresentada por Collins;Mitchell (1991), a qual

representa bem familias de curvas de concretos de diferentes resisténcias.

8C
fo="fu N (2.15)
n—1+(% )
ck

Onde,

fa = tensdo maxima obtida no ensaio do cilindro;

deformacgdo quando f. alcancar f;

€ck

n = coeficiente determinado pela resisténcia caracteristica do concreto;

k = coeficiente para levar em consideragdo danos no concreto apods a

resisténcia de pico.

O modulo de elasticidade tangente inicial do concreto assume valores
intermediarios entre os valores do agregado e a pasta de cimento, como mostra a
Figura 2.9. Na falta deste valor experimental, pode-se estimar o valor do médulo de

elasticidade através da equacado (2.16).
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E. = 3320,/f, + 6900 (MPa) (2.16)

A equacao (2.17) fornece o valor do fator-curva n:

n:0.8+fcfk (MPa) (2.17)
17
Conhecendo n, fy, e E;, o valor de g, pode ser calculado por:
f n
e =l (2.18)
“ E n-1

O fator de decaimento k é diretamente proporcional a resisténcia do concreto. E
possui valor aproximadamente 1,0 para fi < 21 MPa e 2,0 para f«=83 MPa. A
expressdo para o valor de k é:

k=0,67+2¢5 (2.19)

Contudo, este valor ndo deve ser menor que a unidade.

A Figura 2.12 mostra varias curvas tensdo-deformagdo para diferentes valores

de f., obtidas com a expressao (2.15).

120

100 -

80 -

60 -

fc (MPa)

40 -

20 +

0 \ \ \ \ \
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006

deformacao

Figura 2.12 - Curvas tensdo-deformacao para diferentes fc
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2.3.4 CONTRIBUICAO DO CONCRETO ENTRE FISSURAS

Em cdlculos correntes, quando a deformacdo no concreto e excede a
deformacdo de fissuracdao do concreto na tracdo ., a tensdo de tracdo no concreto é
tomada com valor igual a zero. Esta suposicdao negligencia a presenca das partes
integras do concreto entre as fissuras. Desse modo, quando o concreto fissura, a
resposta carga-deformacdo de uma barra envolvida pelo concreto é tomada como se
ela estivesse descoberta.

Experimentos mostraram que o concreto de envolvimento, mesmo fissurado,
apresenta tensao de tracdo devido a aderéncia existente entre a barra de ago e as
porcdes ndo fissuradas de concreto, além da resisténcia a tracdo que ainda existe
nos trechos integros que se localizam entre as fissuras.

A resposta pds-fissuragdo de uma peca submetida a tracdo, Figura 2.13, é
considerada de uma maneira na qual a carga axial é compartilhada entre o concreto

€ acgo ao longo do comprimento da barra.

A
N
Concreto Armado \
\ Barra Descoberta
N
Ns

»
|

€

Figura 2.13 - Resposta da barra envolvida pelo concreto (Baseado em Collins;Mitchell,
1991)
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A ligacdo entre a barra e o concreto possibilitara uma transferéncia de tensao
de tracdo do ago para o concreto. Esta transferéncia de forca é dada através de
esforcos de compressdo radial a barra, Figura 2.14. Este efeito foi denominado

“Tension Stiffening”.

FISSURAS INTERNAS
\ 2
-« —> N1

N: 7 I N . N:

pelo concreto (Nc)

Forga absorvida
pelo ago (Ns)

‘ Forga absorvida

(a) Instante antes da primeira fissura Ni: = N«

Comprimento de aderéncia

I \/\L\

-« — N2

N: S / \ N:

(b) Instante apds a primeira fissura Nz = N:

Vo 2 ALy e/ N

-« —

U REACEAEE
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Figura 2.14 - Formac&o de fissuras internas (Baseado em Collins; Mitchell, 1991)

A Figura 2.14 mostra a seqliéncia de fissuracdo de uma peca com uma barra
envolvida por concreto. No primeiro estagio, Figura 2.14a, a peca encontra-se nao
fissurada e por isso a carga absorvida pelo concreto e a barra de aco tém valor
constante ao longo do comprimento da peca. Considerando que, no primeiro estagio,
a carga aplicada tinha valor muito préximo da carga de fissuragdo, com um aumento
do carregamento, a carga aplicada chega ao valor da carga de fissuragdao e aparece a
primeira fissura no concreto, Figura 2.14b. A partir desse instante, o concreto no
local fissurado transfere carga para a barra, precisando de um comprimento de
aderéncia. A Figura 2.14c mostra a peca com fissuras desenvolvidas ao longo do seu

comprimento. A tensdo de tracdo na armacdo sera maior na secao da fissura onde a
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tensdo no concreto possui valor nulo, e por conseqliéncia, a ruptura por flexao

ocorrera numa secdo que contém fissura.

Contribuicdo média do
concreto a tracao

Forga absorvida
pelo aco

Figura 2.15 — Carga absorvida pelo concreto e a barra de aco (Baseado em
Collins; Mitchell, 1991)

A Figura 2.15 mostra a variagdo da forca absorvida pelo concreto ao longo da
peca. Diferentes equagbes para tensdao média de tragdo no concreto apds a
fissuragdo tém sido propostas ao longo dos anos através de resultados
experimentais. Neste trabalho, serd adotado o modelo desenvolvido por Vecchio e
Collins, Collins;Mitchell (1991) o qual estima a média da contribuicdo do concreto a
tracao.

Para deformagdes no concreto maiores que a deformacao de fissuragao, e >
€., adota-se:

o, - o, - f
1 2 cr (2'20)

f:—
¢ 1+.,/500-¢

onde:

oy = coeficiente que caracteriza o tipo de ligagao entre o ago e o concreto.
o;=1.0 para barras nervuradas
o1=0.7 para barras lisas e cordoalha

o;=0.0 para barra sem ligacdo, solta
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o, = coeficiente que caracteriza o modo do carregamento.
0,=1.0 para carregamento monotonico de curta duragdo
o,=0.7 para carregamento prolongado e/ou ciclico

for = tensao de fissuragao do concreto, equacgao (2.21).

f, =0.33%- Jf, (2.21)

onde:

A = coeficiente que considera a densidade do concreto.
A=1.00 para concreto normal.
A=0.85 para concreto com areia leve
A=0.75 para concretos leves.

A deformacao de fissuracao é calculada pela equacgao (2.22):

cr

f
- 2.22
€ 3 (2.22)

A equacdo (2.20), é apropriada para regidoes de concreto armado e protendido
com cordoalhas aderentes. Mas sé é valida para regides relativamente proximas das
barras ou cordoalhas. O MC-90 sugere que a tracdo no concreto sé existe até uma
porcdo de concreto que envolve a barra. Esta porcdao é chamada de regido de
envolvimento da barra, Figura 2.16 e Figura 2.17, e é limitada pela area de um
quadrado cujos lados sdo 15 vezes o diametro da barra ou cordoalha. Fora desta
regido, tensdes no concreto sao desprezadas. A NBR-6118 (2003) utiliza esta regidao

para controle de fissuracdo no concreto, Figura 2.16.
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Linha de ¢ com area

H
Neutra| e 7561 %/A

Armadura de R o
pele tracionada J
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Figura 2.16 — Concreto de envolvimento da armadura (NBR-6118, 2003)
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Kz | iz
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Regido de envolvimento da Regido de tensdo de tragao no
barra concreto

Figura 2.17 - Tenséo de tracdo na fissura do concreto (Bentz, 2000)

A curva completa para o concreto pode ser definida pela equacao (2.23) .
1. para g < €cr A

o, -, - f

— cr

° 1+./500 ¢

2.parae,<e <0
fo=F e > (2.23)
3. parag >0
(%%,
fc = fck : * nk
()
Sck
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Figura 2.18 - Curva tensdo-deformacao para um concreto de f.,=45MPa

A figura a seguir mostra em detalhe a contribuicdo entre fissuras do concreto.

-2.5 0.5

fc (MPa)

Deformacao (%o)

Figura 2.19 - Detalhe da contribuicdo do concreto a tracdo



46

2.4 INTEGRAGAO DE TENSOES

As curvas tedricas, de momento-curvatura para diversas secdes de concreto
armado e protendido sujeitas a flexdao, sdo obtidas utilizando as hipéteses basicas
assumidas para flexao:

1. Sec0es inicialmente planas permanecerdo planas apos a flexao.

2. Aderéncia perfeita entre o concreto e a armadura (compatibilidade de

deformacgoes).

Somando-se ao conhecimento prévio das curvas tensdo-deformacdao dos

materiais (associacao das tensodes as deformagdes com a utilizagdo dessas curvas).

2.4.1 COMPATIBILIDADE DE DEFORMACOES

As duas primeiras hipéteses basicas da flexdo permitem definir a distribuicao
de deformacdo na secdo transversal através de duas varidveis: deformagdo no
centréide da secao e € curvatura ¢, mostradas na Figura 2.20.

Neste trabalho, sdo adotadas deformacdo e a tensdo de tracdao com valor
positivo. Na deformagdo e tensao de compressao utiliza-se valor negativo. O
momento sera positivo quando tracionar as fibras inferiores da peca. Mas com
objetivo de simplificar a apresentacdo, nos graficos a compressdo poderda ser
mostrada no primeiro quadrante.

A deformacao do concreto . ao longo do eixo vertical y da secdo é dada pela

formula (2.24). Este eixo tem origem no centroide e é dirigido para cima.
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Es

Secdo transversal Deformacao do concreto

(@) (b)

Figura 2.20 - Distribuicdo de deformacédo no concreto

A deformacdo no concreto a uma distancia y do centréide é dada por:

€ = €en —0°Y (2.24)

A deformagdo numa barra que estd envolvida pelo concreto é dada pela
formula (2.25), e esta utiliza a compatibilidade de deformacGes entre a barra e o

concreto.

€& =€en — 0 Y (2.25)

Deformacgdo nas cordoalhas que estdo submetidas a uma deformacgao inicial:

€ = €cen _(p'y+A8p (2.26)

2.4.2 EQUACOES DE EQUILIBRIO

Somatério dos esforcos normais:

jAch-dAchZfsi A+ f A =N (2.27)

Somatorio do momento fletor:

_-[A fC ydAC _Zfsi 'yi .Asi _zfpi .yi .Api =M (228)
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2.5 DIAGRAMA MOMENTO-CURVATURA
Mostra-se na Figura 2.21 o comportamento de uma secdo sujeita a flexdo

através da variagdo de sua curvatura associada ao momento fletor solicitante. Este

diagrama é simplificado e sera visto com mais detalhe adiante.

M A
Momento maximo
B Colapso
D
Escoamento da armadura
Primeira fissura no concreto
A
(@) >

Figura 2.21 - Fases de um diagrama momento-curvatura

Inicialmente, entre os pontos O e A, a peca ndo esta fissurada, portanto
encontra-se no Estadio I. A resisténcia de tracdo do concreto ainda ndo foi
ultrapassada. A rigidez da peca até o ponto A é igual a rigidez da secdo bruta
homogeneizada. O diagrama momento-curvatura até este ponto tem comportamento
linear.

Quando a tensao na borda tracionada for maior que a resisténcia a tracdo do
concreto, a peca iniciara a fissuracdo e, com isso, parte dos esforcos de tragao
absorvido pelo concreto, sera transferido para a armadura. A partir deste instante, a
peca encontra-se no Estadio II e sua inércia tera valor menor que o valor da inércia
inicial, alterando a inclinacdo do diagrama momento-curvatura.

Com o aumento da solicitagdo, a armadura atinge o escoamento, ponto D, e a
partir deste, a curvatura aumenta consideravelmente sem acréscimo significativo de

momento.
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Por fim, a peca entra em colapso quando o concreto é esmagado e/ou a

armadura rompe.

2.5.1 PROCEDIMENTO PARA OBTENCAO DA RELACAO MOMENTO-
CURVATURA

Admite-se que segoes planas permanecem planas apds fletirem e que as curvas
tensao-deformacao do concreto e o ago sejam conhecidas. Os diagramas momento-
curvatura para as diversas secdes devem ser determinados usando as hipdteses
adotadas para flexdo e pela compatibilidade de deformacgodes e equilibrio de forgas.

Existem duas formas de se obter a relagdo momento-curvatura: momento em
funcdo da curvatura M(e), por controle de deformagdo, ou curvatura em fungao do
momento ¢(M), por controle de carga. A primeira maneira é mais apropriada para se
chegar a curvatura dltima do momento-curvatura e sera usada neste trabalho M(¢).
Ou seja, para uma dada curvatura ¢, € possivel conhecer o valor do momento
associado M. Esse procedimento serd util como ferramenta para encontrar a rigidez
secante das seclOes para cada incremento de curvatura nas segdes discretizadas no
processo iterativo da analise ndo-linear. Servira também para achar deslocamentos e
rotacdes através da integracdo ao longo do comprimento da peca, como ja foi
comentado anteriormente.

A relacgdo momento-curvatura, para um dado valor de carga axial, pode ser
determinada através de incrementos de curvatura ¢ na segdo. Para cada valor de
curvatura, é entdo calculada a deformacdo no centrdide da secdo e, ja que as
deformagdes no concreto e ago estdo relacionadas com esta de acordo com as
equacoes (2.24) a (2.26). A deformacgao e, € determinada por ajustamento até que
a equacao (2.27) satisfagca o equilibrio. Para flexdo pura fazer N=0, ou de outra
forma utilizar o valor da forca normal na secdo. Ja conhecida a deformacdo ¢e, € a

curvatura associada, pode-se entao calcular o momento utilizando a equacao (2.28).
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Pela variacdo dos valores de ¢, a curva momento-curvatura pode ser construida.
Podem ser utilizadas as equacgdes (2.9) ou (2.10) para tensdo-deformacgao do aco e

(2.13) ou (2.23) para o concreto.

2.5.2 CONTROLE POS-FISSURACAO

A contribuigdo do concreto entre fissuras a tragdo pode ocasionar resultados
potencialmente contra a seguranca. Nesta secdo é discutido o controle apresentado
Bentz (2000).

Através de um exemplo simples, serd mostrada a importancia do controle pds-
fissuracdo. Considere um prisma de concreto armado o qual sera submetido a
solicitacdo de tracdo, como mostra a Figura 2.22. A carga total axial de tracdo N sera

equilibrada com a contribuicdo do concreto N. somada a contribuicdo do aco Ns.

— [

Figura 2.22 - Prisma de concreto armado tracionado

Admitindo que o concreto e 0 ago se comportem, na tragao, de acordo com as
equacoes (2.20) e (2.9) respectivamente, pode-se visualizar o comportamento de

ambos na Figura 2.23.

NC NS

escoamento
fissuragao

v

»
>

€ €

Figura 2.23 - Comportamento dos materiais a tracdo - concreto e aco
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Numa analise preliminar é possivel obter o resultado contra a seguranca,

mostrado na Figura 2.24.

\ 4

Figura 2.24 - Comportamento do prisma

Note que a forga total numa secgdo fissurada excede a forca de escoamento. A
funcdo do controle pods-fissuracdo sera entdo limitar a contribuicdo do concreto a
tracdo para que a soma das resultantes do concreto e do aco nao ultrapasse a forga
maxima do ago na segdo fissurada. A Figura 2.25 mostra a analise com este

controle.

NC

B
>

€

Figura 2.25 - Comportamento do prisma com controle pds-fissuracdo
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A peca sob acdo de esforco normal sera agora substituida por uma peca sob
flexdao. A limitacdo, neste caso, sera que a soma dos momentos em relagdo ao eixo
neutro, provocados pelo concreto tracionado e pelo ago, seja menor ou igual ao
momento de escoamento, calculado apenas com a contribuicao do ago tracionado
sob tensdo de escoamento. A Figura 2.26 mostra uma pega retangular na flexao

simples.

-0.72 -18.5
z
fe fs
L 2461
1.42 1.8 ’
Segdo Deformacéao Tensdo média Tensdo média
transversal longitudinal no concreto no ago

Figura 2.26 - Peca fletida (Bentz, 2000)

A forca de tragdo do concreto fissurado produz momento em relagdo ao eixo
neutro. O valor deste momento sera limitado a diferenca do momento provocado
pelo aco em escoamento e pelo aco sob a tensdo real. A equacao a seguir descreve

este procedimento:

J.fc'z'dAcSZAS'(fsy_fs)'Zs (2.29)

A Figura 2.27 mostra o exemplo de um trecho de uma curva momento-
curvatura obtida utilizando-se o procedimento descrito na secao 2.5.1. A secgdo
estudada foi retirada de Eligehausen;Fabritius (1993), teste nimero 2.1. Note que a
contribuicdo do concreto entre fissuras foi limitada até o escoamento da armacao,
por isso, depois da curvatura de escoamento, as respostas das analises (Analise 1 -
sem contribuicdo do concreto entre fissuras; Andlise 2 - com contribuicdo do
concreto entre fissuras) se superpdem. Na Andlise 2, chegando ao valor do

momento de fissuracdo, ha um salto de tensdo na armacdo provocado pela
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transferéncia de esforcos do concreto para o aco, o qual proporciona uma

instabilidade no comportamento desta curva, detalhe A.

24 | JPEEES
K4
20 | e
—~ 16 1 L
E. L d
2 .’
< 124 /
= '
8.
4<' Detalhe A
0 T T T
0 10 20 30 40
curvatura (rad/km)
Analise sem contribuigdo do concreto
- - - - Analise com contribuicdo do concreto

Figura 2.27 - Momento-Curvatura - comparagdo da contribuicdo do concreto a tracdo

2.5.3 CURVATURA ULTIMA

No desenvolvimento do diagrama momento-curvatura tedrico de uma secao,
surge a seguinte questdo: quando interrompé-lo, ou seja, qual a sua curvatura
ultima? Este questionamento poderia ser respondido inicialmente da seguinte forma:
o esgotamento da capacidade resistente da secao é encontrado quando a armadura
rompe e/ou quando é chegada a deformacdo Ultima do concreto. Nas segOes
limitadas pelo rompimento da armadura, este processo é mais seguro pelo
conhecimento prévio do comportamento a tracdo e a compressao deste material.
Mas a deformacdo Uultima do concreto numa peca submetida a flexdo ndo é
facilmente determinada.

As normas adotam valores determinados através de ensaios de prismas de
concreto sob compressao uniaxial. A norma NBR-6118 (2003) assume para

deformacdo ultima do concreto e, o valor 3.5%o0, 0 qual € o mesmo adotado pelo
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EC2 para concretos com valores de fy até 50MPa. Ja o ACI-318R (1999) recomenda
o limite de 3.0%o.

A caracteristica da curva tensao-deformacdo obtida da compressao uniaxial tem
se mostrado incapaz de descrever o comportamento no estado limite ultimo de zonas
comprimidas como em vigas sujeitas a flexao.

Os valores adotados pelas normas para g, mostram-se conservadores
comparados com resultados experimentais obtidos por diversos pesquisadores (Ziara
et al, 1995); (Kaminska, 2002); (Alca;McGregor et al, 1997); (Sarkar et al,1997);
(Ashour et al, 2000); (Wu et al, 2004); (Lee;Pan, 2003).

Park;Paulay (1975) mostra o resultado dos valores da deformagdo ultima do
concreto de viga sob flexdo, dos ensaios realizados por Rush (1955). As deformacdes
gcu Obtidas nos ensaios foram maiores que as indicadas pelas normas. E mostrado
que o valor escolhido para e, tem pouca influéncia no valor do momento resistente
para vigas. Mas por outro lado, este valor tem influéncia no calculo da curvatura
ultima, e entdo para este calculo sdo indicados valores maiores que os designados
pelas normas.

No seu estudo, Ziara et al (1995), indica como valor minimo para deformacao
ultima do concreto e, de 5%o.

Uma maneira de evitar as incertezas no valor de ¢y, é interromper o diagrama
momento curvatura no ramo descendente, apds o0 momento maximo. Normalmente,
esse diagrama é interrompido quando o momento na secdao chega, novamente, ao
valor de 95% do momento maximo ja alcancado anteriormente, ver Figura 2.28.
Esse valor foi proposto por Rao et al (1971), e também por Calvi et al (1990),

mostrados no CEB (1998).
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Momento maximo

Colapso
Escoamento da armadura

Primeira fissura no concreto

Figura 2.28 - Diagrama M-¢ de vigas de concreto armado

A ductilidade de uma secao transversal pode ser quantificada pelo quociente
¢u/9y, 0 qual depende da deformagdo ultima do concreto. Visto que o diagrama
momento-curvatura sera utilizado na andlise nado-linear, é preciso definir o valor
limite para a deformagdo Ultima do concreto e, para entdo calcular a curvatura
ultima @y.

Neste trabalho serdao adotados os seguintes valores para eg:

€c2=3.5%0 — para o uso da curva tensdao-deformacao (parabola-retangulo) do
concreto fornecida pela NBR6118-2003 ou o valor de &, calculado pelo EC2.

€w=5.0%0 - para o uso da curva tensdo-deformacdao desenvolvida por
Popovics; Thorefeldt; Collins apresentado por Collins;Mitchell (1991).

Sera adotada também uma terceira curva tensdao-deformacgdo para o concreto,
baseada na teoria da Mecanica da Fratura, desenvolvida na segao 2.5.5.

Todas estas trés curvas serdo utilizadas na analise ndo-linear e seus resultados

comparados entre si e com resultados experimentais.
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2.5.4 RELACAO TENSAO-DEFORMAGCAO NO CONCRETO EM PECAS
FLETIDAS

No diagrama tensao-deformacado do concreto, apds o pico a tensao diminui com
o aumento da deformacdo, e este evento é denominado de amolecimento de
deformagodes, Figura 2.29. Varios trabalhos mostram que este ramo da curva ndo é
uma propriedade intrinseca do material, e sim uma propriedade do conjunto
estrutural, para pecas de concreto submetidas a compressao uniaxial ou a flexao.

Em pecas sob momento fletor, alguns trabalhos mostram que ndo é correto
admitir que a curva tensdo-deformacdo, obtida em ensaios de compressdo uniaxial,
seja representativa para zona comprimida. A presenca do gradiente de deformacgdes
€ apontada como o principal motivo para estas diferengas, porque ele faz com que as
fibras comprimidas da segdo transversal sejam submetidas a diferentes valores de
deformacgdes, fazendo com que a fibra mais distante fique restringida pelas fibras
menos solicitadas, e, como conseqiéncia, produz um confinamento nas fibras

externas, provocando um aumento na deformacao maxima.

f“

fck 777777777777777

Ramo de amolecimento

Ec

»
>

8ck 8

Figura 2.29 - Curva tens@o-deformacdo concreto: ramo de amolecimento
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As dimensOes (altura e largura), a forma da secao transversal (retangular,
secdo T e outras) e a esbeltez (H/L) também sdo apontadas como fatores que
influenciam no ramo de amolecimento e na deformacao maxima do concreto.

Visando obter uma curva mais realista da relacdo tensdo-deformacdo, sera
entdo utilizado o modelo proposto por Fantilli et al (2002) baseado na Mecanica da
Fratura e descrito na préxima segao.

A utilizacdo dos conceitos da Mecénica da Fratura pode contribui para o
entendimento do comportamento de pecgas de concreto e para o conhecimento da
curva completa tensdo-deformagdo, incluindo o ramo de amolecimento, o qual é
muito importante para a correta descricao do processo de fraturamento.

A Mecéanica da Fratura é o ramo da ciéncia, que descreve as condicdes de
tensdao e deformacdo na vizinhanga e a frente da ponta de uma fissura. Em muitos
casos o colapso de estruturas de concreto é governado pela iniciacdo e propagacao
de fissuras, na presenca de localizacdo de deformacdes e de efeitos de escala,

BORGES (2002).
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2.5.5 RUPTURA DE VIGAS DE CONCRETO ARMADO

O modelo apresentado nesta secao foi desenvolvido por Fantilli et al (2002),
ver também Fantilli et al (2004). Este modelo propGe-se a descrever o
comportamento da curva tensdo-deformagdo do concreto pds-pico, como também a
ruptura de vigas por esmagamento do concreto. Como pode ser visto na Figura 2.30,

0 esmagamento provoca expulsao do bloco triangular de concreto danificado.

Figura 2.30 - Esmagamento do concreto na flexdo (Kaminska, 2002)

Inicialmente, serd estudada a fratura de pecas submetidas a compressdo
uniaxial. Para isto, na Figura 2.31a é mostrado o esmagamento do concreto, no qual
as hipoteses de dano localizado e a existéncia de um plano de deslizamento sdo
assumidas. Nesta figura, o angulo o entre a face horizontal do prisma e o plano de
deslizamento é tomado igual a 17.5°. Em casos de compressao uniaxial, o valor de «
€ obtido através do critério de fratura de Mohr-Coulomb, assumindo que a
resisténcia a tracdo do concreto possui valores préximos de 10% da resisténcia a
compressdo. O deslocamento s no plano de deslizamento produz um encurtamento

longitudinal w = s cos(a).
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Figura 2.31 - Modelo utilizado para ruptura do concreto na compressdo uniaxial

A Figura 2.31b mostra que a deformacdao média de compressdo no pos-pico
pode ser calculada pela soma de duas contribuicdes: a deformacao residual 8:_ da

zona nao danificada e o encurtamento longitudinal proporcionado por w ao longo do

comprimento da peca H. Dessa forma, g. pode ser calculado do seguinte modo:

* w * S-COs
€. =€ +—=¢ +— (2.30)
H H
* * Ac * AG
€, =E +€ > g, =€ +—= - £ =g, ——° (2.31)
C EC
Substituindo a equacdo (2.31) na (2.30):
A, s-cosd
€. =€ +—+—— (2.32)
E. H
A .
Ae, = %*% e, =€y + A, (2.33)

c

Onde, gy = deformacdo no pico do f,, Ec = mddulo de elasticidade e Ao, =
decaimento de tensdo pos-pico (valor negativo — deformacdo de compressao)
assumida como:

Ao.=-a-f. -w=-a-f -s-cosa (2.34)
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A . . . &) . .
a = parametro obtido através da curva exper|mentalf—°x w. Para vigas sera
C

adotado a=1 mm™ independente do seu tamanho, conforme Fantilli et al (2002).

Considerando K = a.f.cosa

Ao, =-K-s (2.35)

Substituindo a equacdo (2.35) na equacgao (2.32) e reajustando:

Ao = K. S "8 (2.36)
¢ COSoc_ﬁ
H E

C

Weiss et al (2001) realizaram estudos em quatro séries de vigas, possuindo
diferentes resisténcias para o concreto, e diferentes taxas de armaduras. Cada série
continha quatro vigas com a mesma secao transversal, mas diferentes zonas de
momento constante L (respectivamente 1, 2, 3, e 4 vezes a altura util da secdo, d).
A Figura 2.32a mostra os resultados, os quais indicam que o dano no concreto ocorre
na zona de momento constante. A relacgdo momento-curvatura média M-¢ (Figura
2.32b), mostra que o inicio do ramo descendente, decresce com o aumento de L.
Isso demonstra o efeito de escala na ruptura nas vigas de concreto armado devido a

localizagdo do dano, ver, também, Fantilli et al. (2002a).

(b)

L=d
(b

Momento

Nucleo do
dano local l l d

As

Curvatura

Figura 2.32 - Experimento de Weiss et al (2001). a) Esquema do ensaio experimental; b)
Andlise qualitativa da relagdo momento-curvatura
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O modelo para vigas foi desenvolvido para o caso particular de vigas sujeitas a

momento fletor constante.

Yemax

Ac—+—

o

(@) (b) () (d)

Figura 2.33 - Modelo para ruptura do concreto de vigas de concreto armado na flexdo

Dentre as possiveis configuracdes, a Figura 2.33b mostra a distribuicdo de
deformacdo na secao para a profundidade do eixo neutro dada como solugdo. A
estratégia usada para desenvolver o modelo para vigas foi a seguinte: perfis que
possuem deformacdes maiores que gy, correspondem a fibras com concretos

danificados, e os planos de deslizamentos serdo expulsos através de um retangulo

de base Ag, e altura yi*o qual pode ser calculada de acordo com a Figura 2.33b.

* * € .
8c,méx = (p'yc,méx - £c,ma'>< = (p'(yi +yci) — € max = (P’(Yi +$)

entdo,

~ & (2.37)

onde g max = maxima deformagdo de compressdo no topo da viga e g =
deformagdo em cada retangulo. A altura de cada retédngulo pode ser calculada da

seguinte forma:
*

H = Y (2.38)
tana

onde a = inclinacdo do plano de deslizamento, Figura 2.33c.
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A redugdo de tensdo Ao, afetando a altura yi* , Figura 2.33d, pode ser

calculada substituindo as equacgdes (2.37) e (2.38) na equacao (2.36)

__ Agg (2.39)
Acg =K ¢-sena K
Ec,méx — & Ec

A tensdo total o4 em um nivel yi*é obtida pela soma dos efeitos de todos os

“m” planos de deslizamento previamente formados. Ou seja, dentro de uma altura

yi*, e considerando deformacdes dentro dos limites e e £, € possivel calcular o

através da seguinte equagdo:

o4=Ff - Ao ;20 (2.40)

j=m
As fibras onde a tensdo o, < 0 sdo removidas por estarem completamente
danificadas. A distdncia entre dois consecutivos planos de deslizamento pode ser
tomada com o tamanho maximo do agregado, mas, na falta desse valor, pode ser

adotado como um diferencial da equagao (2.39):

c (2.41)

Assumindo o valor da curvatura constante, ¢ = constante, a equagao (2.39)

torna-se:
K K- de. (2.42)
Gc_fc_g-[ ¢-seno. K
ck —————————————— — ——
€ -¢. E

c,max (¢ C

desenvolvendo,

E.-¢-sena-K-(e

c,max € )

E2 - ¢-sena
- — -In
K Ec “¢-sena — K- (gc,méx - Eck)
(2.43)
+Ec '(8 _gck)
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onde g, msx deve ser menor que a deformagao ultima e, calculada fazendo c.=0.

Fazendo e.msx = 9Ycmax, @ €quagao acima pode ser escrita da seguinte forma:

_Eﬁ-(p-senoc n (p-(EC~senoc—yclmé,x~K)+K-ec

‘ K ¢ (Ec -seno =y, e - K)+ K- gg

(2.44)

Nota-se que a tensdao no concreto depende do gradiente de deformacao
(representado pela curvatura), da distancia da fibra mais comprimida para o eixo
neutro y.msx € da deformacgao e.. Os outros termos sdo constantes, entdo a tensao
no concreto depende de variaveis , o(g., ¢, Yc¢,max). 1Ss0 faz com que a curva tensdo-
deformagdo obtida para o concreto seja construida simultaneamente com o diagrama
momento-curvatura para uma secdo especifica. Esse procedimento fornece o ramo
de amolecimento da curva tensdo-deformacao do concreto, como, também, o
instante da ruptura da viga, sem a necessidade da escolha de um valor para a
deformagdo ultima para o concreto. Esse instante é determinado quando certa
guantidade de fibras for danificada de tal forma que a secdo ndo apresente mais
equilibrio.

Ja foram apresentadas duas curvas representativas do comportamento tensdo-
deformacdo do concreto (parabola-retangulo e Popovics). A terceira sera composta
pela curva desenvolvida por Popovics até a deformacdo &, e a parte do ramo de
amolecimento desenvolvida por Fantilli, aqui denominada de Popovics/Fantilli.

Na Figura 2.34 sdo apresentadas as trés curvas tensdo-deformacdo do
concreto. Como a terceira curva, Popovics/Fantilli, € obtida apds a analise da secdo
com o momento-curvatura, foi escolhida para ilustrar, a andlise feita na secdo V1-
0.7-secl, do trabalho de Carmo (2004), o qual é apresentado com detalhe no

capitulo 5.
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Figura 2.34 - Curvas tensdo-deformacgao do concreto

2.5.6 EXEMPLOS
2.5.6.1 EXEMPLO 1: VIGA RETANGULAR DE CONCRETO ARMADO

O modelo utilizado para a ruptura de vigas em concreto armado descrito na
secao 2.5.5 sera exemplificado por meio da viga SL1 de Alca et al (1997). O
esquema de ensaio utilizado pelo autor é mostrado na Figura 2.35.

As vigas foram armadas com estribo entre os trechos (apoios-carga
concentrada), evitando, desse modo, a ruptura por esforco cortante. A viga SL1
possui estribo de @10cl5 neste trecho. O aco ndao tem endurecimento e

fsy=fsu=410MPa. O concreto possui f.=51.1MPa.



65

p p

A B

| |

1 ™ — T — I ml ‘ e —/ T T\ T T T T T T T T T e

ninEEnEE __— IR RRERRER

‘A ‘B \T\\
d+20 4d ‘ 6d 4d d+2¢

b
p p 2y
O c
Secao A-A Secao B-B

Figura 2.35 - Geometria da viga SL1 - Alca et al (1997)
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Figura 2.36 — Comparacgdo entre os diagramas momento-curvatura

A Figura 2.36 mostra a comparagao entre relacgdo momento-curvatura obtida
através do modelo e resultados experimentais. Os pontos A, B e C referem-se

respectivamente aos pontos: inicio de escoamento, momento maximo e momento
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ultimo. As curvaturas foram calculadas pela razao entre a rotacdo € o comprimento
de medicdo da rotacao (3.7d). Maiores discussdes sobre o resultado desse diagrama
momento-curvatura, e outros, serdo apresentadas no capitulo 5.

Foram obtidas curvas tensao-deformacao para diferentes fibras comprimidas ao
longo da altura da peca (H) e comparadas a curva tensdo-deformacado, calculada

com Popovics , Figura 2.37.

all T T
e
I
: - e
w40+ T 7
z -
o
T
()}
&
[ A0 -
| | T
a
n 2 4 il i
Deformacdo (1/1000)
— Maodelo: def. max (h=H)
— — Muodelo: def. max (h=0.95H)
— - — Maodelo: def. max (h=0.90H)
------ Popovics

Figura 2.37 - Variacdo da tensdo na fibra a uma altura h - Viga SL1 de Alca et al (1997)

Também foram obtidas as distribuicdes de tensdo sobre as fibras comprimidas

para diferentes curvaturas como mostra a Figura 2.38.
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Deformacio (1,/1000)
—— curvatura = 50 rad/km
------ curvatura = 70 rad/km
— — curvatura = 90 rad/km

Figura 2.38 - Distribuicdo de tensdo, no trecho comprimido, para diferentes valores de
curvatura

2.5.6.2 EXEMPLO 2: VIGA T PROTENDIDA

A Figura 2.42 mostra a resposta momento-curvatura de uma viga T protendida,
utilizada como exemplo em Collins;Mitchell (1991), secdao 5.9. Esta curva momento-
curvatura foi desenvolvida através do procedimento descrito na secao 2.5.1 e foi
utilizada a relacdo tensdo-deformagdo para cordoalha por meio da funcdo de
Ramberg-Osgood, com os parametros indicados por Collins;Mitchell. J& para o
concreto foi utilizada a equacdo (2.23) na descricao do seu comportamento.

O concreto tem f.=35 MPa e 0 ago possui £,,=40%o0 e E,=200GPa e a equagao

que descreve seu comportamento segue a abaixo, ver Figura 2.39.

0.975

f,(e,) =E, ¢,/ 0.025 + 010
[1+(118~8p) ]

P
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Deformacio (1/1000)
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1000+

0

0 40
Deformacido (1,1000)

Figura 2.39 - Curvas de tensdo-deformacdo para o concreto e o aco
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A armacado foi constituida de sete pares cordoalhas, ¢=13mm, totalizando

Ap=13.86 cm? com pré-alongamento de 6.9%o e foram dispostas conforme a Figura

2.40.

96"

18"

28,5"

Figura 2.40 - Detalhe da secao transversal — Viga T
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Altura ()

Secio transversal

Deformacio (1,/1000)

Figura 2.41 - Secao transversal e distribuicdo de deformacao

A Figura 2.41 mostra como a secgdo transversal foi discretizada para obter a
geometria desejada e para considerar a contribuicdo a tracdo do concreto, como
também a distribuicdo de deformacdo na altura da peca para ¢=47 rad/km.

O resultado do modelo apresenta uma boa concordancia comparado ao obtido

por Collins;Mitchell.

2000 T T T T
£ 1s5m0 -
=
=
[m]
]
[y
o
5
= 1000 —
] ] ] ] |
500
1] 10 20 30 40 a0 fill
Currvatura (rad/km)
Kodelo

B4a-a8 Collins

Figura 2.42 - Reposta momento-curvatura da viga T protendida
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2.5.6.3 EXEMPLO 3: VIGA RETANGULAR DE CONCRETO ARMADO

O segundo exemplo refere-se a uma segao retangular de concreto armado com
as seguintes caracteristicas: f4=25MPa; dimensdes (H=50cm e b=14cm); armacbes
(As=2.26cm?(2@12mm), p=0.32%, Al;=1.00 cm? (2@8mm), p'=0.14%, d=d'=5cm );
ago: (CA50, Es=219Gpa, fs,=500MPa, f;,=550MPa, &,,=80%0, sem endurecimento);
curva do concreto dada pela equagdo (2.23).

A curva momento-curvatura encontrada com o modelo apresentado sera
comparada com a anadlise através do programa Response 2000. Este programa foi
desenvolvido por Bentz (2000).

Nesta analise, ver Figura 2.43, foi considerada a contribuicdo do concreto a
tracdo. A analise do Response foi interrompida na curvatura ¢=99 rad/km. Ja a
analise pelo modelo chegou a uma curvatura ¢=202 rad/km, curvatura esta que leva
a armadura de tracdo a ruptura. Conforme Bentz (2004) a ruptura prematura da

armacao se deve a aproximacao utilizada no programa.

Mornento (kM.m)

H

0 | | | |
a 50 100 150 200

Curvatura (rad/km)

Madelo
# M- Response 2000

Figura 2.43 - Reposta momento-curvatura da viga retangular
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Figura 2.44 - Deformacdo na secdo no momento da ruptura do ago

As curvas foram coincidentes até a curvatura ¢=99 rad/km, ja que foi utilizado
as mesmas relagdes constitutivas para os materiais (concreto: equacgao (2.23) e ago:
equacdo (2.10)). Revelaram também o bom resultado do modelo comparado ao

programa.
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3 PROCESSOS DE VERIFICACAO

3.1 INTRODUGCAO

Dada uma viga continua com propriedades dos materiais, geometria, condigcbes
de apoio e armacdo conhecida, sujeita a certo carregamento, verifica-la significa
informar se a viga é estdvel para este carregamento. A forma utilizada neste
trabalho é achar um multiplicador do carregamento para o qual torne a viga instavel,
aqui denominado de fator de colapso. O valor do fator de colapso maior ou igual a
um, significa que a viga é estavel para o carregamento dado.

Um ponto de partida conveniente para introduzir o processo, o qual serd
utilizado para obter o fator de colapso, é admitir que todas as secOes de vigas
prismaticas apresentem a mesma relacdo momento-curvatura, mostrada abaixo,

com ductilidade ilimitada.

Figura 3.1 — Momento-curvatura idealizado (Gaylord et al, 1992)
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3.2 TEOREMA DO LIMITE INFERIOR

Seja a viga simplesmente apoiada uniformemente carregada. Quando o
momento maximo na viga atinge o valor Mp, qualquer aumento de deformacao
resulta em rotacdo na secdo central, sem aumento de carga. E dito entdo que se
formou uma rotula plastica nesta secao, que transforma a viga em um mecanismo.

Portanto, a carga de colapso vale:

Qe

Qe.lI’_ M, e = 8Mpl

4 Iz

Figura 3.2 - Viga biapoiada com carregamento distribuido

Vé-se, portanto, que a viga entra em colapso quando a secdo critica entra em
escoamento.

Considere agora a viga biengastada, Figura 3.3a. Enquanto todas as secgles
permanecem eldsticas, o diagrama de momentos fletores é o indicado nessa figura.
Com o aumento da carga, as armaduras das secdes dos engastes entrardo em
escoamento, formando as rotulas plasticas. No entanto, a formagao destas rotulas
ndao é suficiente para transformar a estrutura em mecanismo. O primeiro
escoamento, na secdo mais solicitada, ndo corresponde ao colapso da estrutura. Nas
secbes, A e B, os momentos permanecem constantes e apresentam rotagdes
plasticas, com aumento de carga. Desse modo, a viga consegue redistribuir os

esforcos até que a secdo no centro do vao atinja o momento de plastificacdo Figura
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3.3b. Com a formacdo da terceira rétula plastica, a estrutura se deforma por
rotagdes em cadeia, assim a estrutura é transformada em mecanismo e entra em

colapso com a carga qu.

Mp\
(a) (b)
2 2
Ge-l ~ My + 0.5Mpi = 3Mp Q- oMy
8 === 8
ge = 12Mpl qu = 16Mpi

I? 1?

Figura 3.3 - Viga bi-engastada

Observa-se na figura acima que o diagrama de momentos fletores no colapso é
diferente do diagrama elastico. Isso acontece devido a redistribuicdo de esforcos das
secdes mais solicitadas para as menos solicitadas, pela formacao e rotacao das
rétulas plasticas. Para a relagdo momento-curvatura adotada, Figura 3.1, é achada a
razdo entre a carga Uultima, na formagdao de mecanismo, e a carga eldstica, na no
primeiro escoamento, com qu/qe=1.33, conforme Ghali (1998). E visto que, a carga
que a viga suporta utilizando o critério do primeiro escoamento pode ser muito
conservadora.

De fato, é possivel mostrar que para essas estruturas, conforme Gaylord et al

(1992), o seguinte teorema € valido:

Teorema do Limite Inferior: Para uma dada distribuicdo de momentos fletores,

a carga correspondente que equilibra esta distribuicdo e que ndo excede o momento
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de plastificacdo nas secdes é menor ou igual a carga de colapso do sistema, e em

nenhuma hipdtese, superestima a carga de colapso correta. E assumido que:

1. As condicdes de equilibrio sejam satisfeitas em todos os pontos do
sistema estrutural;
2. O momento de plastificagdo ndo seja excedido em nenhuma secao;

3. As condicoes de contorno sejam satisfeitas.

Vé-se, portanto, a obtencgdo do diagrama de momentos fletores, que satisfaz as
condigOes acima, fornece um estimador do fator de carga de colapso que nunca é
contrario a seguranca. Baseados nesta Ultima observagdo, serdo discutidos os
seguintes processos de verificacdo da NBR-6118 (2003): 1-Analise Linear; 2-Analise
Linear com Redistribuicdo; 3-Andlise Plastica e 4-Andlise Nao-Linear.

E preciso acrescentar uma quarta condicdo ao teorema exposto, visto que
secOes em concreto armado possuem ductilidade limitada.

4. As condigbes de ductilidade sejam satisfeitas.

Para formacdao do mecanismo, as secOes criticas devem possuir ductilidade

suficiente para permitir seu desenvolvimento.

3.3 ANALISE LINEAR

A andlise linear admite comportamento elastico-linear para os materiais.
Normalmente, os problemas estruturais sdao analisados de forma linear. Esta analise
apresenta bons resultados para cargas e deslocamentos pequenos, fazendo com que

o comportamento elastico-linear seja satisfatorio.

Os resultados desta analise sdo baseados nas seguintes premissas:
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I. Uso das caracteristicas geométricas determinadas pela secdo bruta do
concreto, recomendado pela NBR-6118 (2003).
II. Relacao linear para tensao-deformacao.

A verificacdo é realizada, utilizando-se o critério do primeiro escoamento. Para
concreto armado, isso significa que a segcdo entra em escoamento quando a
armadura alcanca a tensdo de escoamento. Para peca que possua varias camadas de
armadura, o CEB (1998) recomenda que o momento de escoamento seja aquele que
provoque a tensdo de escoamento na armadura mais tracionada. Quando a secao
mais solicitada chega a tensdo de escoamento, a estrutura atinge a carga de
colapso. Foi mostrado na secdo anterior que este tipo de analise pode levar a uma
carga de colapso conservadora para estrutura hiperestatica. Por outro lado,
imaginando uma situagao hipotética, se uma viga for armada exatamente para o
diagrama de momentos fletores elastico, no qual todas as segbes resistam,
rigorosamente, apenas a esses momentos, todas as secdes chegariam ao
escoamento no mesmo instante e com isto a carga de colapso real seria a carga
calculada pela analise linear. Para isto acontecer é preciso apenas uma pequena
quantidade de redistribuicdo de momentos fletores, visto que as secgdes criticas
tenderdo a alcancar, no mesmo instante, a capacidade resistente ultima. Desse
modo, a rotagdo plastica requerida para estas sec¢Oes sera pequena.

A opgdo por uma analise linear elastica proporciona as seguintes vantagens: a
primeira € assegurar que as tensdes no aco e no concreto sejam mantidas o mais
baixo possivel para a carga de servico, o que minimiza as aberturas de fissuras; a
segunda é que podem ser achadas as solicitacdes de calculo usando uma teoria
estrutural ja difundida e bem estabelecida.

A verificacdo de vigas utilizando a analise linear, pode ser feita de forma
razoavelmente simples. Como o objetivo é analisar uma viga, é pressuposto entdo

que a geometria, propriedades dos materiais, condicdes de apoio, distribuicao de
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armacao sejam conhecidas. Deve-se conhecer a capacidade resistente das secdes da
viga. No caso de verificagdo a flexdo € preciso conhecer os momentos de
escoamento das secdes. Entdo, para o carregamento dado, calcula-se a distribuicao
do momento fletor sujeito as condicdes de equilibrio de acordo com a analise
elastica. Por fim, calcula-se o fator de colapso comparando os momentos elasticos
aos momentos de escoamento das secSes. E adotado o maior valor calculado para o
fator de colapso, dentre aqueles que satisfacam as condicdes do teorema do limite

inferior.

3.4 ANALISE LINEAR COM REDISTRIBUICAO

A NBR-6118 (2003) permite que a distribuicao do momento fletor, obtida pela
analise linear elastica, possa ser modificada quando as segdes possuirem ductilidade
suficiente para permitir a redistribuicdo de momentos fletores.

O parametro utilizado para quantificar a ductilidade é a profundidade relativa
da linha neutra no estado limite ultimo, x/d. Quanto menor for x/d, maior sera a
capacidade de rotacdo plastica disponivel na rétula plastica, e, com consequéncia,
maior a redistribuicdo de momentos fletores permitida. Esse parametro pode ser
utilizado, também, para quantificar a ductilidade de pecas em concreto de alta
resisténcia, conforme Bernardo;Lopes (2004). A profundidade relativa da linha
neutra pode representar varios fatores, como: a caracteristica da relacdo tensdo-
deformacdo dos materiais (incluindo a ductilidade do aco), geometria da secao
transversal (viga T ou viga I, por exemplo) e as tensdes de tracao e compressao da
armacao.

E determinado na NBR-6118 que, para melhorar a ductilidade das estruturas
nas regides de apoio das vigas ou de ligagcdes com outros elementos estruturais,
mesmo quando nao for feita redistribuicao de esforcos solicitantes, a posicao relativa

da linha neutra no estado limite Gltimo deve obedecer aos seguintes limites:



78

a) x/d < 0.50 para concretos com fy < 35 MPa; ou (3.1)
b) x/d < 0.40 para concretos com fy > 35 MPa.

Esta determinacdo pode vir do fato que a analise linear, sem redistribuicao,
baseada na secdo ndo-fissurada, necessita de certa quantidade de rotacdo em areas
plasticas, porque a distribuicdo de momento final difere da distribuicdo assumida
para o comportamento eldstico, devido a fissuracdo do concreto e a subseqliente
mudanca de distribuicdo de rigezas ao longo do comprimento da peca.

E afirmado que esses limites podem ser alterados se forem utilizados detalhes
especiais de armaduras, como por exemplo, os que produzem confinamento nessas
regides. Esses detalhes sao propostos para provocar o confinamento do concreto
comprimido, aumentando a deformacdo ultima do concreto na flexdo e, como
consequéncia, aumenta a capacidade de rotagdo plastica. Alguns trabalhos
apresentados por Ventorini (2003), mostram armadura usada para confinamento da
forma helicoidal e retangular. Foi mostrado por Ventorini que o confinamento é mais
eficiente em segdes com alta taxa de armacao longitudinal do que em secdes com
taxa mais baixa, em funcao destas ja possuirem altas ductilidades.

Note que o limite inferior para x/d=0.5 é menor que o valor calculado para uma
viga normalmente armada, x/d=0.628. Em muitos casos, isto pode ser resolvido
apenas incluindo a armadura complementar superior no calculo da linha neutra.
Outra forma é adicionar armadura de compressdo que garanta a posicao da linha
neutra nos valores estabelecidos. A NBR-6118 apresenta o seguinte comentario a
respeito disto: a introducdo da armadura de compressao para garantir o atendimento
de valores menores da posicdo da linha neutra (x), que estejam nos dominios 2 ou
3, ndo conduz a elementos com ruptura fragil (usualmente chamados de
superarmados). A ruptura esta associada a linha neutra no dominio 4, com ou sem

armadura de compressao.
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Para realizar a redistribuicdo é utilizado um coeficiente de redistribuicao
denominado 8. A redistribuicdo em uma determinada secdo é feita multiplicando o
valor do momento fletor M por 8. Para um maior valor de §, menor sera a
redistribuicdo, M(1-3). Este coeficiente é calculado a partir da profundidade relativa
da linha neutra nesta secdo, como segue:

a) 6 >20.44 + 1.25 x/d para concretos com fg < 35 MPa; ou (3.2)
b) 6 > 0.56 + 1.25 x/d para concretos com f > 35 MPa.

Como nesta analise ndo é verificada a capacidade de rotacdo de maneira
explicita, entdo, sdao adotados valores conservadores para o coeficiente de
redistribuicdo. Este coeficiente deve, ainda, obedecer aos seguintes limites:

a) 8> 0.90 para estruturas de nds moveis (deslocaveis);
b) 6 > 0.75 para qualquer outro caso.

O procedimento para realizar a anadlise linear com redistribuicdo € o mesmo
descrito para a analise linear acrescentando a redistribuicdo dos momentos.

Para adotar valores maiores que os estabelecidos anteriormente, a estrutura
deverd ser analisada através da analise ndo-linear ou da analise plastica, com

verificacdo explicita da capacidade de rotacdo das rotulas plasticas localizadas nas

secOes criticas, (NBR-6118, 2003). Estas duas andlises serdao apresentadas a seguir.

3.5 ANALISE PLASTICA

3.5.1 INTRODUCAO

Enquanto que no caso de estruturas lineares simples, apoiadas isostaticamente,
a perda de capacidade resistente ocorre desde que o ago entre em escoamento ou a
tensdo de compressdo no concreto atinja o valor da resisténcia a compressao, em
algum lugar da peca, no caso de estruturas hiperestaticas, por ocasido de uma
solicitacgdo em excesso em uma zona, ocorre uma redistribuicdo dos esforgos

internos para um trecho adjacente que ainda ndo esteja integralmente aproveitado.
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As estruturas hiperestaticas possuem, portanto, reservas de capacidade, que
somente sao mobilizadas quando surgem deformacoes plasticas em um ou mais
locais que sdo sempre criticos. Para que se possam aproveitar integralmente estas
reservas de capacidade, deve-se conhecer o comportamento a deformacdo de vigas
de concreto armado no regime plastico e, principalmente, os limites de deformacgdes
(LEONHARDT , 1979).

Em estruturas hiperestaticas podem se formar roétulas plasticas suficientes para
desenvolver um mecanismo. Mas para concretizar a formacdo deste mecanismo, as
secOes criticas precisam de capacidade de rotagdo plastica suficiente para atender a
rotacdo plastica requerida. A possivel redistribuicdo de momentos fletores calculados
através da analise elastica é, principalmente, controlada pela ductilidade da peca a
qual envolve o célculo da capacidade de rotacido requerida e admissivel nas rétulas
plasticas. Ou seja, a estrutura chegara a capacidade resistente Ultima por formacao
do mecanismo ou por limitacdo da deformacao (rotacdo plastica).

Nesta andlise, sera abordada, entdo, de forma explicita, a quarta condicdo
imposta ao Teorema do Limite Inferior, a qual exige que as condigdes de ductilidade

sejam verificadas.

3.5.2 ROTACAO PLASTICA

3.5.2.1 MOMENTO CURVATURA SIMPLIFICADO

A NBR-6118 (2003) admite anadlise plastica quando as nao-linearidades
puderem ser consideradas concentradas, admitindo-se materiais de comportamento
rigido-plastico perfeito ou elasto-plastico perfeito.

O MC-90 explica que no comportamento eldstico do material pode ser utilizada
uma aproximacao bilinear elastica, a qual é dividida em dois estagios: 1) Linear
elastico, concreto ndo-fissurado. 2) Concreto fissurado. Isto propicia duas opcgdes

para serem utilizadas na analise plastica: comportamento elasto-plastico perfeito
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bilinear e trilinear. As figuras 3.4b e 3.4c mostram a aproximagao utilizada para o

comportamento plastico perfeito.

M
M — Cc
u
Myi - 8
Estagig’2 ‘
|4 \
El‘sta'gio 1 ‘
0 (Pr J_(Pv (p' (IS
Rotagéo Rotagdo Plastica
Elastica
(@)
M M
Mpl ‘ Mpl - ‘
Estagio/2 ‘ ‘ Estdgio ‘ ‘
| | | |
M- | | | |
‘Esta’gio 1 ‘ ‘ ‘ ‘
| | | | |
L P ¢ Pw ¢
Rotagdo Rotagdo Plastica Rotagdo Rotagdo Plastica
Eléstica Elastica
(b) (9)

Figura 3.4 - Comportamento elasto-plastico trilinear e bilinear

A simplificacdo exigida pela andlise plastica para que a relacdo momento-
curvatura seja perfeitamente plastica leva a seguinte pergunta: qual o valor utilizado
para o momento de plastificacdo? Numa anadlise simplificada este valor é adotado
igual ao momento de escoamento, fazendo com que a pega permaneca com
momento de escoamento até a curvatura Ultima. Outra maneira, seria igualar o
momento de plastificacdo ao momento resistente ultimo da secao.

E possivel afirmar que M, = M, se o ago tem diagrama bilinear (elasto-plastico
perfeito). Neste caso, a diferenga entre M, e M, é apenas a diferenca entre os bragos
de alavanca nos dois estados, ver Figura 3.5, jd que ndo é considerado o

endurecimento do ago. Ou seja, adotar o momento de plastificacdo igual ao
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momento resistente, analogamente assumido por Park;Paulay (1975), é um

procedimento aceitavel e serd adotado neste trabalho.

h Zy Zu
)
As T=Asfsy T=Asfsy
5 y Mu

Figura 3.5 - Comparag&o entre os bracos de alavanca do M, e M,
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Figura 3.6 - Comparacao entre as relagbes momento-curvatura

Na Figura 3.6 é mostrado um exemplo que compara a relagdo momento-
curvatura obtida pela andlise ndo-linear descrito no item 2.5.1 as relacdes momento-

curvatura adotadas para a Analise-Plastica (elasto-plastico perfeito trilinear e
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bilinear). Essas curvas foram produzidas a partir da analise da secdo critica negativa
proveniente de Eligehausen;Fabritius (1993), teste nimero 2.1. Foi considerado o
endurecimento do ago no diagrama nao simplificado.

Note que o comportamento trilinear é mais proximo do modelo ndo-linear para

esta segdo.

3.5.2.2 ROTAGAO PLASTICA

A Figura 3.7 mostra uma viga continua de concreto armado cujo diagrama de
momentos fletores é desenvolvido até o momento ultimo na secdo do apoio central.
Neste estdgio, a viga se encontra fissurada. Mostra-se também a distribuicdo de
curvatura ao longo do comprimento a, o qual estd compreendido entre os pontos de

momentos nulos que contém a regido de plastificacdo.

Diagrama de
Momento Fletor

| |
gg (® (distribuigdo de curvatura)

Figura 3.7 - Viga de concreto armado — curvatura no apoio central

A Figura 3.8 mostra em detalhe a distribuicdo de curvatura na secdo critica do
apoio central. A flutuagao dos valores da curvatura é devido ao incremento de rigidez
nas secoes entre fissuras. Cada pico localizado de curvatura corresponde a uma
secdo fissurada. As curvaturas inelasticas ocorrem quando o momento fletor em

cada secao excede o seu momento de escoamento.
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De acordo com o MC-90 o ramo descendente pds-pico da curva momento-
rotacdo sé deve ser utilizado para margem de seguranga, devendo ser negligenciado
no calculo da rotagdo plastica admissivel. Consequentemente, a rotagdo plastica, 6y,
é definida como a diferenca entre a rotacdo total na rétula no nivel do momento
maximo, 6,, e a rotacdo que provoca o primeiro escoamento da armagdo, 6y,

conforme Bigaj;Mayer (1998). A partir da equagdo (2.2) pode-se concluir que:

0=[¢-dx (3.3)

Entdo, a area hachurada na Figura 3.8 é igual a rotagdo plastica a qual é a
rotacdo que excede a rotagdo elastica. Esta rotagdo plastica, no estagio ultimo, pode
ser representada e substituida por um retangulo com altura igual a (¢, - ¢,) e com
largura /,, denominada comprimento de plastificagdo. Desta forma, a rotagdo plastica

pode ser escrita da seguinte maneira:

6, =((Pu _(Py)'lp (3.4)

% gn = gu- @

Qy

]

% epl
eel

Figura 3.8 - Rotacdo plastica idealizada no apoio central
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Existem varios trabalhos tedricos e experimentais que apresentam equacgodes
para o calculo do comprimento de plastificacdo, mas ndo serdo abordados aqui neste
estudo porque este comprimento estara implicito no cdlculo da capacidade de
rotacdo plastica fornecida pela NBR6118 (2003) e apresentado na préoxima secao.

A figura seguinte mostra a distribuigdo de curvatura a partir da andlise da
secdo critica negativa, proveniente do trabalho de Eligehausen;Fabritius (1993),

teste numero 2.1.

400 -

w w
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o
I
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150 -

Curvatura (rad/km)

100 -

50

a (distancia entre pontos de momento nulo da regido que
contém a plastificacdo)

Figura 3.9 - Distribuicdo de curvatura obtida pela analise ndo-linear (Rotacdo Elastica e
Rotacgdo Plastica)

3.5.3 DUCTILIDADE

Em 1987, varios grupos de pesquisa investigavam de forma experimental e
tedrica a influéncia de varios parametros no comportamento nao-linear em pecas de
concreto armado. Entdo, nesse ano, o CEB formou um grupo denominado CEB Task
Group 2.2 "Ductility - Reinforcement” para sintetizar os resultados das pesquisas
existentes, julgando-as para aplicagdo na engenharia pratica e também para propor
um modelo de cdlculo. Desde entdo, os membros deste grupo, de forma individual,

se dedicaram a pesquisa e publicacdo deste assunto. Estas pesquisas serviram de
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base para a formulacdo dos topicos sobre a capacidade de rotacdo em vigas de
concreto armado e a capacidade de redistribuicdo de momentos fletores para o CEB-
FIP Model Code (1990), denominado MC-90. Dentre as pesquisas realizadas, o MC-
90, adotou a curva, recomenda por Eligehausen;Fabritius (1993a) para obter a
rotacdo plastica admissivel.

Segundo Stucchi (2005), as curvas da capacidade de rotacdo plastica,
fornecidas pela NBR-6118 (2003), foram baseadas nas curvas do MC-90 e
modificadas utilizando um modelo desenvolvido por Eligehausen para ajustar o
alongamento na ruptura do ago fs./fs,, de forma a adaptar aos agos brasileiros.

A norma brasileira recomenda que para verificagdes de estados limites ultimos,
através da analise plastica da estrutura, devem ser adotadas rétulas plasticas
localizadas nas segOes criticas. Desta forma, deve-se ainda, obrigatoriamente,
verificar se a rotagdo plastica necessaria pelas segoes criticas ndo excede a rotagdo
plastica disponivel da segao.

Portanto, na analise plastica deve-se calcular a rotagdo plastica necessaria para
a estrutura alcancar a redistribuicdo, a qual serd mostrada adiante. Para determinar
a rotacdo disponivel na rdtula, o método adotado pela norma brasileira é analogo ao
do MC-90.

Na analise plastica, devido ao fato de poder assumir que a rotacdo plastica
esteja concentrada na secdo critica, a rotagdo plastica admissivel pode ser calculada
de acordo com o grafico apresentado na Figura 3.10. A rotacdo plastica disponivel é
fornecida em funcao da profundidade relativa da linha neutra no estado limite Ultimo,
x/d. Os resultados experimentais, utilizados para a construcdo deste grafico, foram
baseados em vigas/lajes com esbeltez a/d=6 (onde a é a distadncia entre pontos de
momentos nulos da regido que contém a secdo plastificada). Em virtude disto, é
utilizado um multiplicador para corrigir os valores das rotacdes extraidos do grafico

para vigas com esbeltez diferente da adotada inicialmente. Pesquisas indicam que
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uma maior esbeltez proporciona uma maior capacidade de rotacdo plastica, com isto
utiliza-se fator k =,/(a/d)/6 para multiplicar as rotagdes obtidas pelo grafico da

Figura 3.10.
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Rotacgdo (rad 107-3)
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Profundidade relativa do eixo neutro x/d

—a— Curva 2 (Demais agos) —e— Curva 1 (CA-60)

Figura 3.10 - Capacidade de rotacdo plastica segundo NBR6118 (2003)

Esta norma utiliza as seguintes fungdes para representar os trechos
descendentes desta curva:

- Curva 1 (CA-60): para x/d > 0.17 = 1000 6, = 2 x/d

- Curva 2 (demais agos): para x/d > 0.15 = 1000 6, = 3.5 x/d

Observa-se, ainda, que a equacdo dada para a curva 2 concorda no ramo
descendente com a curva do aco A do MC-90, que por sua vez concorda, no mesmo
ramo, com a do EC-2 para aco de alta ductilidade (Buchaim, 2001).

O CEB (1998) comenta sobre os ramos ascendente e descendente desta curva.
Primeiramente, fala sobre a existéncia de dois tipos de ruptura numa secdo
transversal de concreto armado, podendo ser pela ruptura da armacgdao ou pelo

esmagamento do concreto comprimido com seguida expulsdao do mesmo. Mas, para
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este Ultimo modo vir ocorrer, a deformacdo na armacdo tracionada deve ser
suficientemente alta. Uma curva com comportamento semelhante a da Figura 3.10 é
mostrada, mas com a rotacdo plastica em funcdo da porcentagem de armacao. O
ramo ascendente é indicado com a ruptura da armacado. Neste ramo, o aumento da
capacidade de rotacdo € explicado porque taxas maiores de armacdo aumentam a
fissuragdo na regido da rétula plastica e, desse modo, melhora a contribuicdo do
concreto a tracao entre fissuras. Ja no ramo descendente, a ruptura é causada pela
expulsdao do concreto por causa da diminuicdo da deformacdao maxima na armacao.
Neste uUltimo ramo, pode-se dizer, entdo, que o confinamento do concreto pode
resultar num aumento da capacidade de rotacdo, conforme foi explicado na secdo
3.4. Entratanto, pode-se fazer uma analogia, ja@ que baixos valores de x/d
representam pequena porcentagem de armacdo, e afirmar que o0s ramos
ascendentes do grafico da NBR6118 (2003) até x/d=0.17 e x/d=0.15 sdo
governados pela ruptura do ago, e, por outro lado, os ramos descendentes pela

expulsao do concreto.

3.5.4 ALGORITMO PARA OBTER A CARGA ULTIMA

Nesta secdo sera mostrado o algoritmo desenvolvido para calcular a carga

ultima de uma viga/laje continua, de acordo com a teoria da analise plastica.

kqe

a(+) a(') a(+)
L L

Figura 3.11 - Viga continua com carregamento qualquer e diagrama de momentos
fletores
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Como ja foi mencionado anteriormente, a forma utilizada para encontrar a
carga ultima é achar o multiplicador do carregamento (fator de colapso - A) que
torne a viga instavel. Este multiplicador deve garantir que a peca satisfaca as quatro
condigOes descritas no Teorema do Limite Inferior.

O diagrama de momentos fletores mostrado na Figura 3.11 pode ser obtido
utilizando a superposicdo do diagrama de momentos fletores positivos (considerando
como se a viga estivesse simplesmente apoiada em todos os vaos) com o diagrama
de momentos fletores negativos para momentos concentrados nos apoios
intermediarios (neste caso especificamente no apoio central). O momento na secdo
critica positiva M*’ fica, assim, fungdo do momento da segdo critica negativa M,

A configuracdo final de momentos, apds a redistribuicdo e rotacgdes plasticas,
pode ser considerada como funcao do valor do momento negativo do apoio central e
pelo valor do fator de colapso.

Uma das formas de resolver este problema é observando o fato de que o
teorema do limite inferior nunca superestima o valor do fator de colapso 4, quando
as quatro condicdes apresentadas estejam satisfeitas. Ou seja, o valor de A sera
sempre igual ou menor ao correto. A solucdao do problema pode ser obtida

maximizando A. O problema fica entdo:
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Maximize A

(3.5)
LM,y 8,

Sujeito a:

0 <MP <MD (3.6)
0 <MW, MO) <MY (3.7)
0 <6{) <ol (n,M7) (3.8)
0 <6) <ol (M) (3.9)
0 - [ M -MO(3,MO) | = 0 (3.10)
Ofea (MY —MO) =0 (3.11)
0 -2 ¢ 0l = owi, (3.12)

As restrigdes (3.6) e (3.7) impdem a condicdo que o momento de plastificagao
Mp; ndo é excedido em nenhuma segdo. Ja as (3.8) e (3.9) garantem que a rotagao
plastica requerida G, seja menor ou igual a permitida por norma, aqui denominada
de rotacao admissivel 8.4m. Visto que sé podera existir rotacao plastica depois que os
momentos nas segoes criticas atingirem aos momentos de plastificacdo das secoes,
as restricbes (3.10) e (3.11) sdo impostas. A Ultima restricdo (3.12) provém do
principio dos trabalhos virtuais e sera explicada adiante.

Considere a viga a seguir com molas de rigidez k, & torcdo, nas rétulas B, C e

E, e que se deseja calcular a rotagdo da roétula sobre o apoio C.
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Baseado no principio de D'Alembert, e utilizando a nomenclatura apresentada

por Slssekind (1973), é imposto a estrutura, no estado de carregamento virtual

mostrado na Figura 3.12, deslocamentos virtuais idénticos ao indicado no estado de

deformacao real.

Trabalho virtual das forgas externas:

Wy =160 =0

Trabalho virtual das forcas internas:

*

MM gx 2.5 g

Wi = OWL, + SW
= L

int int =

ZLM'I\_/I
]
0

(3.13)

(3.14)
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Com:

dw;,, — trabalho dos trechos entre as rétulas.

dw2, — trabalho da rétula positiva.

int
Como o trabalho virtual realizado pelas forgas externas somado ao trabalho

virtual das forgas internas tem que ser nulo, faz-se entao:

8Wext + 6Wint =0..06 - 2' L ) — j— dx=0 (3.15)

Para pecas com vaos iguais e carregamento simétrico pode-se fazer:

60 2. S g _ I— dx (3.16)

O procedimento apresentado neste trabalho foi desenvolvido para vigas com
dois vaos simétricos. Ver Horowitz;Régo (2005) para analise plastica de vigas, em
geral, conforme NBR6118 (2003). O trabalho interno realizado pelos trechos entre as
rotulas estd sendo calculado admitindo que a peca permaneca com inércia constante
ao longo do seu comprimento. Mas, o detalhamento da armacdo nas pecas do
concreto armado produz variacao na rigidez da peca, por isso a integral deveria ser
subdividida em intervalos que contenham rigidez constante. No entanto a analise
plastica concentra as rotacdes plasticas nas rétulas plasticas e desse modo torna
possivel subdividir o intervalo da integral para que contenha apenas uma rétula
plastica. A Figura 3.11 mostra o comprimento entre os pontos de momento nulo, que
contém a rétula “positiva”, denominada a‘*). Para a peca mostrada, o trabalho virtual

pode ser calculado da seguinte forma:

o
M. M M.M (3.17)
SWhe =—2-| | B -dx + j oo -dx
0 ath) r

Foi mostrado, no item 3.5.2.1, que sera admitido tanto comportamento elasto-
plastico perfeito bilinear como também trilinear. Neste Ultimo, a inércia ndo continua

constante ao longo da peca, fazendo com que esse trabalho tenha que ser calculado
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admitindo inércia variavel. Introduzindo a equacdo (2.8) é possivel fazer a seguinte
modificacdo:
)

p— L p—
==2-| [ ¢P(M)-M-dx+ [ ¢ (M)-M-dx
0

Re)

swi (3.18)

int

Vé-se que agora a curvatura é uma funcdo do momento fletor, ¢(M). Esta

funcdo é obtida por interpolacdo da curva momento-curvatura, adotada para a

analise plastica (bilinear ou trilinear) e apresentada na Figura 3.6 e Figura 3.13.

M A
B
Mp\
A
M
0 (.Pr (pp\ (p "

Figura 3.13 - Momento-Curvatura simplificado

O momento de fissuracdao M, deve ser calculado de acordo com o item 17.3.1

da norma brasileira e pode ser determinado pela seguinte expressao aproximada:

Moo % fa Lo (3.19)
Ye

Sabendo que:
o = fator que correlaciona aproximadamente a resisténcia a tracao na flexao

com a resisténcia a tracdo direta;

o = 1.2 para segdes T ou duplo T;
o = 1.5 para secdes retangulares;
fq = resisténcia a tracdo direta do concreto, e deve ser usado f., no estado

limite da deformacdo de fissura;



94

fctk,inf =0.7: fct,m (MPa) (3.20)

Que por sua vez, o fe,m €:

%
fom=0.3-f2 (MPa) (3.21)

yc = distdncia do centro de gravidade a fibra mais tracionada;
I. = momento de inércia da segao bruta de concreto;
Ja obtido o momento de fissuracao e a inércia da secdo, pode-se entdo calcular

a curvatura de fissuragdo pela seguinte expressao:

M, (3.22)
1

(PrZE

CS C

O modulo de elasticidade secante do concreto E.s deve ser calculado utilizando
a equacao (2.14).

A partir deste ponto ja sdo conhecidas as coordenadas do ponto A - (¢, M),
restando agora o ponto B.

Ja foi discutido anteriormente que o momento de plastificacdo é adotado igual
ao momento resistente da secgao.

O dimensionamento constitui o trabalho diario dos projetistas das estruturas de
concreto armado. Entretanto, em muitas situagdes, surge a necessidade de resolver
um outro tipo de problema: a capacidade resistente. O problema de verificacao de
capacidade resistente na flexao normal pode ser colocado da seguinte forma: “dada
uma secdo transversal de concreto armado com todas as dimensdes e as armaduras
conhecidas, procura-se o momento fletor que leve a secdo a ruina” (Araujo, 2003).

Por sua vez, a obtencdo do momento resistente, normalmente, ndao pode ser
realizada de maneira explicita, devendo-se empregar um processo iterativo para
achar a profundidade da linha neutra e, posteriormente, calcular este momento.

A capacidade resistente, na secdo, a flexdo é caracterizada através da

distribuicdo de deformacGes na secdo transversal. Esta pertencera a uma
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das configuracdes apresentadas na Figura 3.14 que mostra os dominios do estado

limite ultimo.

Figura 3.14 - Dominios do estado limite Gltimo de uma secédo transversal

No capitulo 5, sdo exibidas andlises de vigas com resisténcia caracteristica do
concreto maior que 50 MPa, valor este fora dos limites estabelecidos pela NBR-6118
(2003). Por este motivo, sao utilizadas, também, as deformacdes limites propostas
pelo EC2 para o concreto. Esta ultima norma contempla estruturas com f, maior que
50 MPa. Estes valores de deformacodes sdo utilizados nas descrigdes da curva tensao-
deformacdo do concreto, Figura 2.11.

A partir das duas normas pode-se chegar a:

€2(%o0) = 2 se fyi < 50 MPa

(3.23)
2 + 0.085(f« - 50)%> se f,>50 MPa

€cu2(%0) = 3.5 se fy < 50 MPa (3.24)
2.6 + 35((90-f4)/100)* se fy>50 MPa
Ja a deformacgao es,g=10%o0 para NBR-6118 (2003) e e5,q=0.9¢5,« para o EC2,

no entanto, a deformacdo do EC2 nao podera ser utilizada, pois provocaria uma
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reducao na profundidade da linha neutra. As curvas de capacidade de rotagao
plastica foram formuladas limitando a deformacdo no aco em 10%o.

As hipoteses de célculo sdo semelhantes entre as duas normas: secdes planas
permanecem planas apds a deformacao e aderéncia perfeita.

No programa desenvolvido para o calculo do momento resistente, as segGes
sdo informadas através de associacGes de trapézios e as armagdes por intermédios

das suas areas e das suas cotas de profundidade.

Nr(y) = [b(y) - f.(ec(¥)) - dy + DA, - fi(e(y)) = 0 (3.25)

O esforco normal resultante deve ser igualado a zero por se tratar de flexao
simples. A deformagdo no concreto e no aco é calculada de acordo com as
expressdes (2.24) e (2.25). Estas deformagdes sdao expressas em funcdo de um
parametro adimensional D apresentado por Musso (1987), servindo para delimitar os
dominios do estado limite ultimo. Este procedimento foi estendido para atender a
distribuicdo de deformacao fornecida pelo EC2, e, desta forma, foi preciso interpolar
os valores de D para atender as equacoes (3.23) e (3.24).

ApoOs resolver a equacdao (3.25) é possivel calcular o valor do momento

resistente a partir da equagao abaixo:

Mr(y) = [b(y)-f(ec(v)) -y -dy + D A, fi(es(y)) -y (3.26)

Nesse procedimento, também, é possivel calcular a profundidade do eixo
neutro e, conseqientemente, calcular a profundidade relativa do eixo neutro no
estado limite ultimo x/d, a qual sera utilizada para determinar a rotagdo admissivel
Oadm-

Ja é conhecida, entdo, a abscissa do ponto B, restando a ordenada, ou seja, @,

E este por sua vez, aqui, é calculado como:

M, (3.27)
E. I

(o5 r

(Ppl =
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Na seqliéncia, é preciso calcular a inércia da secao fissurada. Como o concreto
encontra-se no estadio II faz com que a parte do concreto tracionado ndo esteja
incluida no calculo. O I, deve ser calculado para secdao homogeneizada, a qual é feita
substituindo-se a area de ago por uma area correspondente de concreto, obtida a
partir da multiplicagdo da area de aco As pelo coeficiente a.=Es/E.. Foi desenvolvida,
entdo, uma sub-rotina para o calculo desta inércia para uma secdo transversal
qualquer. Por fim é calculado o ¢p, obtendo-se dessa maneira as coordenados do
ponto B.

Entretanto, a partir do grafico da Figura 3.13, é possivel determinar as fungdes
¢*)(M), utilizando as caracteristicas da secdo critica positiva, e ¢)(M) de forma
analoga.

Nas equacdes (3.8) e (3.9) é utilizada a rotacdo admissivel 8,4m. Como ja foi
calculada a profundidade relativa do eixo neutro x/d para as segOes criticas positivas

e negativas é possivel determinar o 6,4m, lembrando que para isto é preciso incluir o
fator k = ,/(a/d)/6 . Note que a distancia entre pontos de momento nulo da regiao

gue contém a plastificacdo a € uma fungdo do diagrama de momentos fletores, entdo

k = \/(a(l, M(‘))/d)/6 . A rotagdo admissivel deve ser:

a(x, M) (3.28)
6lim (M M) = | ———F a 605/

ao, M(‘)% (3.29)
O (A, M) = |8 605 )

O 6(x/d) é extraido do grafico da Figura 3.10 para o x/d correspondente a

secdo critica positiva ou negativa.



3.5.5 CONSIDERACOES FINAIS

A viga T mostrada na Figura 3.15 é utilizada para exemplificar uma aplicagao
do algoritmo apresentado. Nessa figura, mostra-se uma viga continua de dois vaos
com duas cargas concentradas aplicadas em cada vao. O peso proprio sera
desprezado. O diagrama de momentos fletores elastico foi utilizado para armar esta

viga. No cdlculo da armagdo ndo foi adotado coeficiente de majoracdo das cargas

nem de minoracdo das resisténcias dos materiais (ago e concreto).

M® = 120 kN.m
(As = 5.37 cm?)

Elastico

M® = 120 kN.m
(As = 5.37 cm?)

90kN 90kN 90kN 90kN
2m 2m 2m 2m 2m 2m 50
—‘ | —
) S
o
<
Y]
6m 6m fa=25 MPa
M? =180 kN.m
(As = 9.9 cm?)
Momento

Figura 3.15 — Esquema da viga T

Numa primeira andlise, utilizando as armacgles calculadas (As=5.37

AJ/=9.9 cm?), resultou numa carga de colapso igual a carga inicial P,=90 kN e uma
redistribuicdo de momento fletor desprezivel, Figura 3.16. J& numa segunda analise,
objetivando redistribuicdo do apoio central para o centro do vao, foram utilizadas

As=7.0 cm? e A/=8.0 cm?. Resultando numa redistribuicdo 1 =24.5% calculada com

a equacgao abaixo:

n=(1-

M,

elast

)-100

cm

(3.30)
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| I ' ' L
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----- Analise Plastica
— 0

Figura 3.16 - Redistribuicdo de momento fletor da primeira analise

Sendo M, o momento plastico no apoio central e por sua vez Mgt 0 momento

elastico devido a carga de colapso. A nova carga encontrada foi P,=100 kN, maior

que a carga utilizada no célculo eldstico, e momentos M(*)=151.2 kN.m e M")=151.4

kN.m. Nao foi possivel chegar ao momento maximo resistente na secdo positiva,

devido a limitacdo de ductilidade da rétula negativa.

que

M (kM.

200 T ' ' !
0 =
! I ' . ;
=200
0 1 2 3 4 3 ;
L {m)
— Linear Elastica
----- Analise Plastica
— 0

Figura 3.17 - Redistribuicdo de momento fletor da segunda andlise

A NBR-6118 (2003), item 14.6.4.3, e secdo 3.4 desta dissertagao, estabelecem

para melhorar a ductilidade das estruturas nas regides de apoio, a posicao

relativa da linha neutra, no estado limite uUltimo, deve obedecer aos limites da
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equacao (3.1). Nota-se que existe uma preocupacdo exclusiva com a ductilidade da
segdo critica negativa.

Entretanto, nesta ultima analise € mostrado que pode existir redistribuicdo do
momento positivo para o negativo, e deste modo, necessitando de ductilidade na
secdo critica positiva. Para isso, as armacgoes utilizadas sao As=4.0 cm? e AJ=12.0
cm?. A redistribuicdo foi n=-28.4% e a carga Ultima P,=77.5 kN para momentos
M=198 kN.m e M= 89 kN.m. Momentos estes iguais aos momentos resistentes
das secOes. Isto péde acontecer, porque a rotula plastica positiva proporcionou

capacidade de rotacdo plastica suficiente para a formagdo do mecanismo.

200 T T T
100
E
- fces -“-_________-
-100 - R .
g I1 lz |3 -|4 |5 é
L {m)
— Linear Elastica
""" Aanalise Plastica
— 0

Figura 3.18 - Redistribuicdo de momento fletor da terceira andlise

3.6 ANALISE NAO-LINEAR

3.6.1 INTRODUCAO

Esta secdo descreve um método computacional para analisar de forma nao-
linear vigas continuas em concreto armado até o estagio ultimo, inclusive estagio
pos-pico, baseado nos trabalhos: Campbell;Kodur (1990), Wong;Warner (1998),
Wong et al (1998) e Wong;Warner (1998a) . Enquanto que a anadlise plastica

concentra as rotacOes plasticas nas secdes criticas, nesta andlise, a viga é
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discretizada de modo que seja possivel admitir rotacdo ineldstica em cada secdo que
ultrapasse o seu momento de escoamento. O momento-curvatura utilizado é o

calculado a partir do procedimento descrito na segao 2.5.1.

3.6.2 CONSIDERACOES INICIAIS

No algoritmo apresentado na préxima secdo, € preciso calcular a rigidez de
cada secdo através da relacdo momento-curvatura. Existem algumas possibilidades
de realizar este calculo. A primeira seria o uso da rigidez tangente com a curvatura
em funcdao do momento fletor. A dificuldade inicial seria utilizar a curvatura em
funcdo do momento ¢(M), pois, desta forma, dificultaria a analise pods-pico do
diagrama momento-curvatura, mesmo, admitindo o conhecimento prévio do
momento maximo M,, antes do inicio da andlise do algoritmo, Figura 3.19a e
equacdo (3.31). O segundo problema ¢é o uso da rigidez tangente a qual possui uma
variacdo muito forte nas regides de mudanca de comportamento do diagrama, e até
mesmo, inversdo no sinal da rigidez (no pds-pico do diagrama momento-curvatura).
O que ocasionaria uma dificuldade para a convergéncia do algoritmo, podendo gerar
problema numeérico.

[ .M
tan a(p(M)

(3.31)

Para resolver os problemas citados, é adotado o momento em funcao da
curvatura M(¢) e também o uso da rigidez secante, equacdo (3.32). Isto torna o
processo de convergéncia mais estavel. Proporciona também implementar a técnica
de analise por controle de deformacdo (incremento de curvatura), o que possibilita a

obtencdo de todo o comportamento da peca até o colapso, incluindo o estagio de

descarregamento, com o uso M(¢), Figura 3.19b.

er, = M@ (3.32)
¢
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Figura 3.19 - Possibilidades do calculo da rigidez

3.6.3 ALGORITMO

3.6.3.1 OBJETIVO

Numa analise linear é admitida rigidez constante, mesmo usando inércia efetiva
ou fissurada, para todas as segdes no comprimento da viga. Mas os resultados
tedricos e experimentais mostram uma distribuicdo de rigidez final diferente daquela
adotada inicialmente. A rigidez final de cada secao depende da armagdo, geometria,
resisténcia e propriedades dos materiais (concreto e aco), tipo e modo de
carregamento e dos esforcos solicitantes, com destaque para o diagrama de

momentos fletores para pecas fletidas. Mas por sua vez, a configuracao final do
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diagrama de momento depende também da distribuicdo final de rigezas, o que torna
um problema n&o-linear. Por outro lado, se fosse de conhecimento prévio a
distribuicdo correta de rigezas, o desenvolvimento apenas de uma analise linear
elastica poderia encontrar o resultado exato do problema (curvatura, deslocamento e
momentos). Portanto, o objetivo é encontrar distribuicdo exata de rigezas no

instante do colapso.

3.6.3.2 PROCEDIMENTO

A viga em analise é discretizada em secbes cuja relacdo momento-curvatura
(secdo 2.5.1 e seguintes) é determinada para cada secdo. Dentro do processo, é
preciso determinar onde ocorrerd a falha na estrutura e entdo determinar a secdo
chave que sera determinante no colapso da estrutura.

A idéia basica é analisar a estrutura de maneira progressiva com incremento de
curvatura, por controle de deformacdo, como ja foi discutido, até a curvatura ultima
da secdo chave, o¢in. Para cada incremento de curvatura, é preciso achar a
distribuicdo correta de rigezas que faz com que a peca fique em equilibrio para o

passo de curvatura, de forma a encontrar o carregamento correspondente.

3.6.3.3 O ALGORITMO

Este algoritmo foi desenvolvido para complementar o presente estudo sobre
andlise de vigas continuas. Em seguida, é apresentada a seqiiéncia utilizada no

desenvolvimento do mesmo.
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Aq

(Ptar

¢

Figura 3.20 - Viga continua com carregamento qualquer, diagrama de momento e
curvatura alvo

Na figura 3.20 é mostrada uma viga com dois vaos e admitindo que a secdo
chave encontra-se no apoio central. A curvatura Ultima desta secdo é aqui
denominada de @jm.

Pecas em concreto armado, normalmente, seriam armadas para cobrir o
diagrama de momentos fletores e desta forma, apresentariam segdes com
caracteristicas distintas ao longo do comprimento da viga. As caracteristicas

intrinsecas das segGes estardo representadas pelo diagrama momento-curvatura.

A seguir descreve-se a seqliéncia do algoritmo.

(I) Primeiro deve-se adotar um valor para curvatura no inicio da analise.
Recomenda-se utilizar o valor nulo. Do mesmo modo, a rigidez secante de cada
secdao necessita de um valor inicial. Mas, diferentemente da curvatura, é
recomendado o valor da rigidez secante inicial, ou seja, para secdao nao-fissurada.
Pode-se utilizar os pontos iniciais de cada diagrama momento-curvatura para achar
esta distribuicdo de rigezas. A rigidez secante de cada segdo é denominada de k.
Sendo /s a variavel utilizada para representar cada secdo a qual varia de um ao

numero total de segdo. Adotar kis=EIls.



105

(II) A curvatura limite ¢@;m, curvatura dltima na segcdo chave, deve ser dividida
em um numero suficiente de partes para que garanta a convergéncia em cada
incremento de curvatura. A curvatura de cada passo é denominada de curvatura alvo
Otar- ENtd0 para cada passo ela é acrescida Qrar=0tar+A0.

(III) Para cada incremento de curvatura, a andlise linear elastica, é utilizada
para determinar o momento e a curvatura em cada secao, utilizando a distribuicao
de rigezas do passo anterior com carregamento assumindo valor unitario. A
curvatura obtida nesta andlise é denominada de gyt

(IV) No item anterior, foram obtidos valores de curvatura utilizando uma
distribuicdo de rigezas imposta, o que torna possivel ndo obter a curvatura na secao
chave igual a ¢wr. O processo adotado é linear e admite o principio da superposicao,
e com isto pode-se corrigir a distribuicdo de curvatura através do fator de escala 4,
obtido pelo quociente entre a curvatura alvo e a curvatura unitaria, resultante da
analise linear na segdo chave, A=@tar/Punit,key-

(V) Neste ponto, pode-se achar uma nova distribuicdo de curvatura chamada
de “curvatura teste” ¢uia. Entdo, as curvaturas das segdes sao corrigidas pelo fator
de escala, ¢ia=A.Qunit-

(VI) O objetivo, em cada passo de deformacdo, € achar uma distribuicdo de
rigezas igual a admitida inicialmente. Para isto, é preciso calcular a nova distribuicao
de k. De inicio, é preciso achar os momentos para depois calcular as rigezas. Os
momentos sdo achados através da relagdo momento-curvatura de cada elemento.
Como ja foi discutido antes, o momento é funcdo da curvatura e com isto
Miai=M( @ia)). De posse dos momentos nas secGes é possivel calcular a rigidez
secante, utilizando a equacao (3.34): k= Mo/ Geriare

(VII) Como a nova distribuicdo de rigezas, pode ser diferente da inicialmente
assumida, é preciso verificar a convergéncia através de uma tolerancia previamente

estabelecida. Se a diferenga estiver dentro do limite, o processo chega ao fim para
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este passo de deformacdo, caso ndo, a ultima distribuicdo de rigezas é assumida e o
ciclo é repetido até convergir.

(VIII) Apds a convergéncia em cada passo (ciclo interno) uma nova curvatura é
assumida Qrar=@rar+AQ até o valor ¢im (ciclo externo).

(IX) ApOs chegar ao valor de ¢im ja € conhecida a distribuicdo de curvatura
final, assim, obtendo os deslocamentos e esforgos seccionais (momento e cortante),
através da Uultima andlise linear elastica. O carregamento que equilibra estes
esforcos, pode ser admitido igual ao ultimo fator de escala A ja que o carregamento

utilizado é unitario.

3.6.3.4 A ANALISE LINEAR

Uma maneira de realizar a andlise linear elastica é através da Analogia de
Mohr, bastante eficiente para viga com dois vdos. E informada para esta andlise a
distribuicdo de rigezas do passo anterior e com isto é possivel calcular o pseudo-
carregamento ¢=M/k, onde M é o momento para o carregamento unitario. A reagdo
do apoio central é calculada, substituindo o seu vinculo por uma forca unitaria e
igualando a zero o deslocamento no apoio. A nova distribuicdo de curvaturas é
obtida pelo quociente entre o momento fletor apds a analise e a distribuicao de

rigezas informada inicialmente.
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3.6.3.5 FLUXOGRAMA

Qtarget = 0 , Ki=Elgi

Qtarget = QPtarget + A(P

Andlise Linear Elastica:

" para carregamento

unitario. Obtém as
curvaturas Qunit;
Calculo do fator de escala A =
O v | Quni
> Qtarget / Punit key o
i z
L
L
> ! i
w Obter as curvaturas : <
@] Vv @]
| Qtriali = )\-(Punit,i |
©) o
(@] ¢ O
Analise seccional:
(1) Determine Myia i para cada Qial
vi (2) Obter as rigezas
Ki = Myial,i / @tial;
)
Checar a convergéncia: I
vil Ki = K ogi | < Tol S
K olg; =
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4 COMPARAGCAO COM RESULTADOS EXPERIMENTAIS

4.1 INTRODUGCAO

No capitulo anterior, foram mostrados quatro tipos de andlises utilizadas no
processo de verificacdo estrutural. Neste capitulo, serdo mostrados alguns exemplos
com o intuito de comprovar a eficiéncia de cada tipo de andlise. Os resultados sdo
comparados aos obtidos por analises experimentais de pecas continuas de concreto
armado.

Sdo utilizadas duas séries de ensaios. A primeira foi realizada por
Eligehausen;Fabritius (1993), ja a segunda foi efetuada por Carmo (2004) em sua

tese de doutoramento.

4.2 ESTUDO 1 - LAJE CONTINUA

O primeiro a ser apresentado é a laje continua de concreto armado com dois
vaos simétricos. Este estudo foi apresentado por Eligehausen;Fabritius (1993).

Os autores executaram uma série de ensaios, contendo sete testes. Alguns
com agos mais ducteis que outros, apoio intermediario com chapa metadlica ou viga
concretada monoliticamente e diferencas nos diametros das barras. Dentre eles é
utilizado o teste nimero 2.1 para comparagao analitica.

A seguir sdo mostradas as caracteristicas e propriedades geométricas deste

teste.
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Figura 4.1 — Dados do teste 2.1 Eligehausen;Fabritius

O carregamento é simétrico e constituido por duas cargas concentradas em

cada vao, somadas ao peso préoprio da peca. O concreto possui resisténcia média

fon=61.5 MPa. As lajes sdo armadas com telas soldadas com a mesma area nos vaos

e no apoio central (ps = As/b.d) = 0.3%. As barras de agos foram instrumentadas

com o intuito de medir suas deformacdes longitudinais durante a realizacao do

ensaio. A tabela abaixo mostra o resultado para o teste 2.1.

Tabela 4.1 - Propriedades do aco Eligehausen;Fabritius (1993)

fsy (MPa) fsu (MPa) fsu/fsy Ac (%) Ao (%)
Apoio central 594 642 1.080 3.3 9.6
Vao esquerdo 612 648 1.059 2.7 8.8
Véao direito 606 640 1.056 3.0 8.3

Segundo Buchaim (2001), toma-se como deformacdo ultima do aco &, a média

entre Ag e Ao (a primeira é a deformacdo plastica correspondente ao pico da curva
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carga-deformacdo da barra nua ensaiada, a segunda é a deformacdo plastica

residual medida na distancia igual a 10¢, apds a ruptura).

4.2.1 ANALISE LINEAR ELASTICA

Utilizando o exposto na secdo 3.3 é mostrada de maneira simplificada a analise
linear eldstica para a peca em estudo. Sabe-se que a carga de colapso é atingida
quando a secao mais solicitada entra em escoamento. Esta secdo, para este
exemplo, encontra-se no apoio central (maior momento fletor). Os autores do
experimento informaram a soma das duas cargas concentrada num vao e da mesma
forma sera calculada a carga ultima através de cada tipo de analise. Os momentos
resistentes foram calculados utilizando as equagdes (3.25) e (3.26) e serdo utilizados
nos trés primeiros tipos de analise estrutural (Linear, Linear com Redistribuicdo e
Plastica). O valor encontrado foi Mg{?=25.23 kN.m para a secdo central e
Mr*’=24.62 kN.m para a secdo critica positiva. Valores estes obtidos utilizando os
dados da Tabela 4.1. Foi assumida a média entre os valores dos vaos esquerdo e
direito para a segao positiva. Ambas as segdes encontram-se no dominio 2.

E possivel encontrar que o momento no apoio central é governado por:
MO (L)=0.561P+4.95. Encontra-se o fator 0.56, para duas cargas concentradas
iniciais P = 0.5 kN. J& o valor 4.95 é devido ao peso préprio da laje. Fazendo M
)(L)=Mg"? pode-se achar o valor da carga de colapso, obtendo desta forma P,=36.21
KN.

Substituindo em M®(L) o momento no apoio serd M?=25.23 kN como era de
se esperar, € 0 momento maximo positivo (abaixo da carga concentrada mais
préxima o apoio esquerdo) pode ser calculado pela expressdo M(*)=0.36AP+2.47,
obtendo-se M*)=15.51 kN.m. A Tabela 4.3 mostra a comparagcdo com os resultados

experimentais.
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Tabela 4.2 - Causas da ruptura

Nomenclatura Causa da Ruptura
tpl Esgotamento da capacidade resistente (apoio central)
tp2 Rompimento da armacdo no apoio central
tp3 Capacidade de rotacgdo plastica no apoio central
tp4 Deformacdo limite imposta para o ago
tp5 Formagdo do mecanismo
tp6 Deformacdo limite imposta para o concreto
tp7 Expulsdo do concreto

A Tabela 4.2 descreve todos os tipos de ruptura encontrados nas analises
analiticas e experimentais. Esta nomenclatura sera utilizada no restante deste

capitulo, e servird para uma melhor comparagdo entre os diversos tipos de analises.

Tabela 4.3 - Comparacdo entre a andlise experimental e a analise linear (laje)

Py Peas/P n MO IS Tipo de
(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Anélise Linear 36.21 0.62 - 25.23 15.51 tpl
Analise 58.80 1.00 28.40 27.30 26.10 tp2
Experimental

O indice de redistribuicdo foi calculado a partir da equacao 3.30.

4.2.2 ANALISE LINEAR COM REDISTRIBUIGAO

Nesta analise, é preciso ter conhecimento da profundidade relativa do eixo
neutro x/d a qual é calculada através das equacdes (3.25) e (3.26). O valor de x/d
deve ser calculado para secdo critica no ELU, neste caso apoio central. O valor
encontrado foi x/d=0.0869. Pode-se observar que esta secdao, encontra-se dentro do
limite estabelecido para x/d através da equacado (3.1b) que seria x/d<0.40. J& a

equacao (3.2b) fornece o valor do coeficiente de redistribuicdo 6=0.67. Mas este
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valor deve ser maior ou igual a 0.75, entdo 8=0.75. Devem-se calcular as cargas
Ultimas para os pontos criticos e em seguida verificar, dentre elas, quais asseguram
as condicGes do teorema do limite inferior, e adotar a maior. O primeiro é o apoio
central e pode ser calculado da seguinte forma: (0.56AP+4.95)5=Mg{”? obtendo
Pu,neg=51.23 kN. O outro ponto é no local do momento maximo positivo e seu calculo
provém de (0.36AP+2.47)+0.25(0.56AP+4.95)0.25 =Mi{*). O valor encontrado foi
Pu,pos=55.29 kN e sera adotado Py neg, ja que com o uso de Py s Significaria que a
redistribuicdo pretendida n=25% ndo seria possivel de se obter de forma integral,
porque o momento resistente da segdao negativa seria ultrapassado.

Depois da redistribuicdao limitada, o momento no apoio torna-se
MO =§M1=25.23 kN.m. Novamente, o0 momento positivo maximo serd em baixo da
primeira carga concentrada. Podemos chamar de AM a variagdo do momento
negativo. Diante disso, o momento positivo serd M®=M™), . +0.25AM. Com
AM=8.41 - M*"=20.92+2.10=23.02 kN.m.

Tabela 4.4 - Comparacdo entre a andlise experimental e a analise linear com
redistribuicdo (laje)

Py Peos/P n M) M) Tipo de

(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
AnFa{gZ?S't‘r'i”biai'géCgm 51.23 | 0.87 25 25.23 | 23.02 tp1
EXF@??A;Zital 58.80 1.00 | 28.40 | 27.30 | 26.10 tp2

A carga ultima encontrada foi 87% da carga experimental Py, ja 0s momentos

positivo e negativo foram 92% e 88% respectivamente em relagdo ao experimental.
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33.64 KN.m
25.23 KN.m

20.92 kKN.m

23.02 kN.m

Figura 4.2 - Diagrama de momento antes a depois da redistribuicdo

4.2.3 ANALISE PLASTICA

Apesar da possibilidade de haver rotacdo plastica nas segoes criticas positivas e
negativas, como foi mostrada na secdo 3.5.5, esta peca apresentou apenas rotagao
plastica no apoio central. Esta observacao ressalta a importancia das caracteristicas
da segdo central. A Tabela 4.1 fornece os seguintes valores fy/f;, = 1.08 e
£5,=6.45% para o aco. A classificacdo para o aco classe A dada pelo MC-90 é
(fsu,e/fy)k=1.08 e (esy,e)k=5%. Note que esta classificagdo abrange o ago utilizado no
experimento. Ressaltando o comentario feito por Buchaim (2001) que a curva do ago
tipo A do MC-90 concorda no ramo descendente com a Curva 2 mostrada na Figura
3.10 e devido a aproximacdo destas curvas este aco podera ser representado pelo
comportamento da Curva 2 (demais agos). Mas como este ago possui caracteristicas
intermediarias entre os dois agos CA50 e CA60, Tabela 2.1, esta viga sera estudada
também através da Curva 1.

Primeiramente, foi realizada uma anadlise plastica utilizando a relacdo
momento-curvatura elasto-plastico perfeito bilinear. Nesse estudo, o algoritmo

apresentou uma solugdo que foi limitada pela capacidade de rotagdo plastica na

secdo central, com 6 =6{) =9.44.103rad e 6 =0) =20.69-103 para a

req adm req adm
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curva 1 e 2 respectivamente. A tabela 4.5 mostra os resultados relevantes da
anadlise. Posteriormente, foram substituidas as curvas da capacidade de rotagdo
admissivel da norma brasileira pela curva do MC-90 para o aco tipo A. Esta analise é
denominada Analise Plastica Bilinear*. Por fim, foi introduzida nesta uUltima analise a
curva tensdo-deformacgdo (parabola-retédngulo) para o concreto fornecida pelo EC2.
Foi utilizada a equacdo (2.13), mas com os valores de g, e g, calculados pelas
equacdes (3.23) e (3.24) respectivamente, Andlise Plastica Bilinear**. As rotagoes

plasticas da rétula, no apoio intermedidrio, encontradas analiticamente foram

6fey = 84 =15.59-107 rad para as duas Ultimas analises (Bilinear* e Bilinear**).

J4 a fornecida experimentalmente foi 65 =15.00-1073 rad.

exp

Tabela 4.5 - Comparacdo entre a andlise experimental e a analise plastica - bilinear (laje)

Py P /P n M) M) Tipo de
(kN) teor/ T'exp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Analise Plastica
(Bilinear Curval) | 43-22 0.74 14.10 25.23 19.02 tp3
Analise Plastica
(Bilinear Curva2) 51.76 0.88 26.22 25. 23 23.28 tp3
Analise Plastica | 47 g7 | 081 | 21.15 | 25.23 | 21.34 tp3
(Bilinear*)
Analise Plastica
(Bilinear**) 47.87 0.81 21.15 25.23 21.34 tp2
Analise 58.80 | 1.00 | 28.40 | 27.30 | 26.10 tp2
Experimental

A partir da carga ultima encontrada P, é calculado o diagrama de momentos
fletores, através da andlise linear elastica, e comparado ao diagrama obtido pela

analise plastica, Figura 4.3.
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Figura 4.3 - Redistribuicdo de momento fletor. Andlise Plastica (bilinear)

A analise plastica ja se mostrou mais acurada do que as anadlises anteriores. O
momento negativo ndo foi atingido devido a diferenca entre o0 momento resistente,
calculado pelo modelo de cdlculo da NBR-6118 (2003), e o encontrado de forma
experimental. Mas é notado que o valor calculado é a favor da segurancga. Ja o
momento positivo ndo pode chegar ao seu valor resistente devido a falta de
capacidade de rotacdo plastica.

Este estudo refere-se a uma laje. Neste tipo de estrutura as secdes fissuradas
apresentam-se mais concentradas nas rotulas plasticas, e, deste modo, muitas de
suas secdes ndo estdao totalmente fissuradas, fazendo com que a utilizacdo da
relagdo momento-curvatura trilinear apresente um melhor resultado como mostra o
quadro a seguir e a Figura 4.4.

Utilizam-se as mesmas observacdes anteriores (Bilinear* e Bilinear**) para as

analises Trilinear* e Trilinear**
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Tabela 4.6 - Comparacdo entre a anadlise experimental e a analise plastica - trilinear

(laje)

Py Pecs/P n MO M) Tipo de

(kN) teor/ Fexp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
(ﬁﬂﬁl:ggrpclisrf/'acf) 48.05 0.82 21.40 | 25.23 | 21.43 tp3
(T ey | 5526 | 0.4 | 3026 | 2523 | 2504 | tp3
Analise Plastica | 55 59 | g9 | 26.85 | 25.23 | 23.54 tp3

(Trilinear’) P

A?Ta'l:ﬁf]epa:fiﬂ)ca 5228 | 0.89 | 26.85 | 2523 | 23.54 | tp3
Expf\er;f'r:;ﬁtal 58.80 | 1.00 | 28.40 | 27.30 | 26.10 tp2

Do mesmo modo, a limitacdo da capacidade de rotagdo provocou rotacdes

semelhantes 6(;) = 6%), =20.23-107rad na analise trilinear.

40 I I I I I I
20
E
zZ 0
= =
—an e e REEE LR _
] ] ] ] ] ] |
~0 1] (1] 1 1.5 2 25 3 35 4
L {m)
— Linear Elastica
""" Analise Plastica
— 0

Figura 4.4 - Redistribuicdo de momento fletor. Analise Plastica (Trilinear)

Caso 0os momentos resistentes achados na andlise experimental fossem
adotados na Analise Plastica Trilinear, seriam encontrados os valores da Tabela 4.7.
Denominada analise hipotética. Isto mostra que boa parte da diferenca encontrada

entre estas analises provém da diferenca entre os valores obtidos para os momentos
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resistentes tedricos e experimentais, e em grande parte devido a ndo consideracao

do endurecimento do ago.

Tabela 4.7 - Comparacdo entre a andlise experimental e a analise plastica - hipotética

(laje)
Py Py /P n M) M+ Tipo de
(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Andlise Plastica 58.35 0.99 28.07 27.30 26.06 tp3
(hipotética)
Andlise 58.80 1.00 28.40 27.30 26.10 tp2
Experimental

4.2.4 ANALISE NAO-LINEAR

A Ultima anadlise a ser comparada é a analise ndo-linear. Primeiro é mostrado os
resultados desta analise, utilizando as curvas propostas pela NBR-6118 (2003) para
0 concreto, equacao (2.13), e a equagao (2.9) para o aco. Também, é admitido que
a secao rompe quando o amadura mais tracionada atinge a deformagao &s,=10%o,
ou quando a fibra mais comprimida chegue a deformacdo uUltima assumida para o
concreto, 3.5 %o. Inicialmente, a contribuicdo do concreto entre fissuras sera
negligenciada.

Como a peca € simétrica, foi estudada com se tivesse um vao (apoiado-
engastado). A viga foi discretizada em quarenta elementos o que significam quarenta
e uma secdes (nds). Foram admitidos trés tipos de secbes: secl - sé com armagao
positiva; sec2 - com armacgao de tragdo e de compressao e sec3 - com armacao
negativa, mostradas na Figura 4.1.

A Figura 4.5 mostra as relagdes momento-curvatura para os trés tipos de
secdes, 0s quais apresentaram ruptura por ruptura do aco tracionado. Em detalhe é
limite

mostrado o momento-curvatura para sec3, Figura 4.6. Admitindo o

estabelecido pela NBR-6118 (2003) para &, podem-se encontrar resultados

bastante conservadores, porque esta deformacdo é encontrada ainda no inicio do
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comportamento plastico, para uma curvatura ¢=69 rad/km, ver Figura 4.6 e Figura
4.7a. A Tabela 4.8 mostra que estes resultados sdo mais préximos da analise linear

do que da andlise experimental.

-500 | =250

M (kMam )

Curvatura (rad/km)
------ secl
— sec?
— — sec3

Figura 4.5 - Momento-curvatura das secoes: secl, sec2 e sec3

A deformacdo no concreto, ainda, encontra-se em niveis baixos, préoximo de
0.96%o0. O limite estabelecido para deformacdo no ago e até mesmo no concreto nao
influenciam muito na determinagdo dos esforgos resistentes no ELU, tanto na ruptura
convencional por deformacdo plastica excessiva como, também, na ruptura
convencional por encurtamento limite do concreto. Mas é notavel a influéncia destes
limites numa analise ndo-linear, ja que a deformagdo ultima influencia bastante na
curvatura ultima desenvolvida numa secao que por sua vez é determinante para o

comportamento plastico da estrutura.



M (kM.m )

-400

=300

-200

curvatura (rad/km)

-100 0

_EI:I =+

Figura 4.6 - Detalhe do momento-curvatura da sec3
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Note uma pequena variacgdo de momento para uma grande variacdo de

deformacdo, representada pela curvatura, Figura 4.6.
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Figura 4.7 - Distribui¢cdo de deformag&o no apoio central

Tabela 4.8 - Comparacdo entre a anadlise experimental e a analise ndo-linear -NBR (laje)

Experimental

Py Py /P n MO M) Tipo de
(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Analise Ndo-Linear
(NBR) 39.15 0.67 5.01 25.60 16.89 tp4
Analise 58.80 1.00 28.40 | 27.30 | 26.10 tp2
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A deformacdo no aco deve ser levada até o seu valor ultimo determinado nos
experimentos &,=64.50%0 para que a analise apresente-se de forma realista. A
Figura 4.6 mostra uma curvatura ¢;n,=419 rad/km na &g, ver Figura 4.7b. Estes

resultados sdao mostrados na Tabela 4.9.

Tabela 4.9 - Comparacdo entre a andlise experimental e a analise ndo-linear - NBR*

(laje)
P, o p n MO M) Tipo de
(kN) teor/ Fexp (%) (KN.m) (kN.m) Ruptura
A”a"s(eN';;‘i')'-'”ear 57.28 0.97 27.63 26.88 25.63 tp2
EX;\er;f'r:;Zital 58.80 | 1.00 | 28.40 | 27.30 | 26.10 tp2

Os resultados foram mais acurados do que os obtidos pela analise plastica. Esta
analise é denominada de Analise Nao-Linear (NBR*). O resultado mais préoximo da
carga Uultima, obtida pela anadlise plastica foi P,=0.95P¢,, ja nesta analise foi
P,=0.97P¢,. Note que houve uma boa concordancia entre os resultados tedricos e
experimentais.

Carregando a viga com o pseudo-carregamento, obtido pela distribuicdo de
curvatura, pode-se calcular o deslocamento vertical e a rotacdao ao longo da viga,
fornecidos pelo momento fletor e esforgco cortante, respectivamente. Isso é possivel,
integrando a curvatura ao longo do comprimento da peca. Mas como ndo esta sendo
objeto de estudo neste trabalho, ndo sera apresentado.

Em seguida, a analise ndo-linear é realizada, utilizando as equacdes (2.10)
para o aco e (2.15) a (2.19) para o concreto. Sera incluida agora a contribuicao
entre fissuras do concreto. Também sera usado o controle pds-fissuracao exposto na
secao 2.5.2. As deformacdes limites para o aco e para o concreto nao serao mais as
estabelecidas pela NBR-6118 (2003). Para o aco é admitida a deformacdo ultima

encontrada nos ensaios e para o concreto a deformagdo maxima e.,=5%o, como ja
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foi discutido. Mas como as secdes estudadas nesta laje rompem com a deformacdo

ultima do ago, o e, ndo sera tao influente nas respostas.

M (kM. )

Curvatura (rad/km)

secl
sec?
secd

500

Figura 4.8 - Momento-curvatura das segles: secl, sec2 e sec3

Tabela 4.10 - Comparagado entre a analise experimental e a analise ndo-linear - Popovics

(laje)
Py Pecs/P n M©) M | Tipo de
(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Analise Nao-Linear | 5, 4 0.88 27.49 | 26.89 | 25.58 tp2
(Popovics™)
Analise Nao-Linear | g 39 0.99 28.80 | 26.89 | 26.19 tp2
(Popovics?)
Analise 58.80 1.00 28.40 | 27.30 | 26.10 tp2
Experimental

O primeiro resultado, mostrado na tabela, acima nao utiliza a contribuicdo do

concreto entre fissuras, ja o segundo considera. Houve uma diferenca de 11% na no

valor da carga ultima.
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Figura 4.9 - Redistribuicdo de momento fletor. Andlise N&o-Linear (Popovics?)
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Figura 4.10 - Distribuicdo de curvatura no comprimento da pega

A Figura 4.10 mostra a distribuicdo de curvatura ao longo do comprimento de
um vao da peca. Existe concentracdo de curvaturas nos pontos criticos (momento

maximo positivo e apoio central).

4.3 ESTUDO 2 - VIGA CONTINUA

A segunda comparacdo sera com o trabalho de Carmo (2004), ver também
Carmo;Lopes (2002). Este programa experimental foi dividido em seis séries de
ensaios, objetivando estudar a influéncia de diversos fatores na redistribuicdo de

esforcos e na capacidade de rotacdo de vigas continuas em concreto armado. A
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primeira série estudou a influéncia da variacdo da taxa de armadura longitudinal de
tragdo e serd utilizada para comparagdes.

As vigas foram armadas, partindo do pressuposto da existéncia de uma
redistribuicao de esforcos previstas em normas. Deste modo foram introduzidas
armaduras longitudinais de tracdo na zona de momentos positivos e negativos (apoio
central). Algumas vigas foram armadas com armaduras ainda maiores que o previsto
teoricamente para possibilitar uma redistribuicdo maior que a tedrica.

A Figura 4.11 mostra o esquema geral do ensaio com um corte longitudinal das

vigas.

1,5m 1,5m

As2

Figura 4.11 - Informacéo sobre as vigas da 12 série de ensaio

Os indices 0.7 e 3.8, na Tabela 4.11, significam a taxa de armadura

longitudinal de tracdo na secao do apoio central.

Tabela 4.11 - Definicdo da drea das armaduras das vigas 12 série

Viga Asi(mm?) Asz (mm?) Asz (mm?) Ass (mm?)
V1-0.7 157 157 383 157
V1i-1.4 314 157 383 157
V1-2.1 452 226 559 157
V1-2.9 628 402 854 226
V1-3.8 804 402 854 226
V1-5.0 1030 402 854 226
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As vigas foram armadas com estribos, @8c10, para evitar a ruptura por esforco
cortante. Dentre as vigas ensaiadas na 12 série foram escolhidas a V1-0.7 e a V1-
3.8. A primeira foi escolhida por apresentar a maior capacidade de redistribuicao
com menor coeficiente de redistribuicdo tedrico 8i.crico, Calculado pelo autor para uma
situacdo hipotética de ndo haver limitagcdo de capacidade de rotacdo plastica (analise
plastica ilimitada). J& a segunda viga foi escolhida por possuir um valor alto para
Stesrico € desta forma uma pequena capacidade de redistribuicdo teoricamente. Os
valores apresentados foram Ste¢rico,1=0.49 € Btesrico,2=0.87.

Serdo utilizadas as resisténcias médias do concreto encontradas no dia do
ensaio para cada viga. A viga V1-0.7 foi ensaiada com 34 dias e f.,=76.4 MPa. Ja a
viga V1-3.8 foi ensaiada com 90 dias e f.,,=84 MPa.

As armaduras longitudinais utilizadas, possuiam diametros de 10, 12, 16 e 20
mm. A Figura 4.12 mostra em corte o detalhe dos tipos segbes transversais
utilizadas nas analises. As barras na segunda camada foram colocadas face a face

com as barras da primeira camada.
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Figura 4.12 - Secdo transversal dos tipos de seg¢bes das vigas V1-0.7 e V1-3.8

A armadura utilizada foi:

aderéncia,

portugués). As caracteristicas mecanicas sdao mostradas na Tabela 4.12.

da classe AS500NR (classificagdo segundo REBAP

Tabela 4.12 - Caracteristicas mecéanicas do aco

barras nervuradas laminadas a quente, de alta

regulamento

Designagdo

Eaco (GPa)

foic (MPa)

fsuk (Mpa)

8suk4 (%)

A500NR

200

500

550

12

O autor apresentou uma tabela, mostrando os resultados dos ensaios de tracao

das armaduras: @6, @8, @10, 12, @16, &20. A partir dos resultados dos ensaios foi
calculada uma média ponderada para determinar fs, e fs,. A ponderagao foi a area da

barra de ago, o que resultou em fs,= 575 MPa e f;,=675 MPa. Como n&o se calculou

* Tensdo limite convencional de proporcionalidade a 0.2%.

4 Comprimento de referéncia inicial igual a 5@.
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experimentalmente a deformacdo uUltima das barras, utilizou-se na analise o valor
indicado pela especificagdo A500NR, &,,=12%. Estes valores indicam um aco de
elevada ductilidade, classificando-se, desta forma, em classe S para o MC-90, classe

C para o EC2 e para a norma brasileira como ago CA50.

4.3.1 VIGA V1-0.7

Novamente, foram usadas as equagbOes (3.25) e (3.26) para calcular os
momentos resistentes MgV= 36.42 kN.m e Mg?=16.49 kN.m e serdo utilizados nas
trés primeiras analises. Ndo sera considerado o peso préprio da viga nem o perfil
metalico utilizado na aplicacdo da carga, pois o autor da analise experimental iniciou
as leituras com o valor zero nos instrumentos. As taxas de armacgdo foram para as
secdes criticas positiva e negativa (p=1.77% e p'=0.7%) e (p=0.70% e p'=0.7%)

respectivamente, com p=As/b.d.

4.3.1.1 ANALISE LINEAR ELASTICA

O momento no apoio central é governado por: M?(1)=0.56AP onde fator 0.56 é
a constante achada para uma carga concentrada inicial P = 1.0 kN. Igualando os
momentos MO(A)=Mg? sdo achados P,=29.45kN e M’=16.49 kN. O momento no
meio do vdo é M(*)=0.47AP, obtendo-se M‘*)=13.84 kN.m. O quadro abaixo mostra a

comparagdo com os resultados experimentais.

Tabela 4.13 - Comparacdo entre a analise experimental e a andlise linear (V1-0.7)

Py Py /P n MO M) Tipo de

(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Anélise Linear 29.45 0.51 - 16.49 13.84 tp1
Analise 58.25 1.00 39.73 19.66 33.00 tp5

Experimental
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4.3.1.2 ANALISE LINEAR COM REDISTRIBUICAO

A profundidade relativa da linha neutra no ELU foi calculada, e foi encontrado o
valor x/d=0.1304 na secado central, o qual obedece ao limite da equagado (3.1b). O
valor do coeficiente de redistribuicdo, calculado através da equacdo (3.2b), $=0.723
€ menor que o limite inferior 0.75, entdo é adotado §=0.75.

A carga Ultima pode ser calculada igualando (0.56AP)5=Mg{”, encontrando
P,=39.26 kN para secdo critica no apoio central. Pela analise da secdo no meio do
vdo 0.47AP+0.50AM=Mg*) o que fornece P,=67.44 kN. P,=39.26 serd entdo adotado.

Entretanto M©=16.49 kN.m e M"¥=21.20 kN.m

Tabela 4.14 - Comparagao entre a analise experimental e a analise linear com
redistribuigdo (V1-0.7)

Pu | ps/P n M©) M| Tipo de
(kN) teor/ Fexp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Analise Linear com
Redistribuicgo 39.26 0.67 25 16.49 21.20 tpl
Analise 58.25 1.00 39.73 19.66 | 33.00 tp5
Experimental

4.3.1.3 ANALISE PLASTICA

As caracteristicas do ago utilizado mostraram ser um ago ductil. Novamente,
sera apresentada a analise Bilinear, utilizando dois tipos de curva para capacidade de
rotacdo plastica (curva 2, Figura 3.10 e a curva do aco classe S do MC-90). Ainda,
utilizando a curva do MC-90 serd acrescentado novamente a mudanca das
deformagobes previstas no EC2, para concretos com resisténcias maiores que 50 MPa,

na tensao-deformacdo parabola-retdngulo para o concreto.
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Figura 4.13 - Redistribuicdo de momento fletor. Anélise Plastica (Bilinear)

A Figura acima mostra a redistribuicdo do momento fletor, obtida pela analise

plastica Bilinear.

Do estudo do equilibrio da viga, depreende-se que os resultados experimentais

apresentam inconsisténcia de 2%. Portanto o erro de 2% contrario a seguranga esta

dentro da margem de precisao do experimento.

Tabela 4.15 - Comparagdo entre a analise experimental e a analise plastica Bilinear -

(Viga 0.7)
Py Peas/P n M©) M| Tipo de
(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Analise Plastica | g 5g 1.02 50.33 | 16.49 | 36.21 tp3
(Bilinear)
Analise Plastica | 59 55 | 102 | 5055 | 16.49 | 36.42 tp5
(Bilinear*)
Analise Plastica
(Bilinears*) 59.52 1.02 50.53 16.49 36.39 tp5
Analise 58.25 1.00 39.73 19.66 33.00 tp5
Experimental




129

Tabela 4.16 - Comparagédo entre a analise experimental e a andlise plastica Trilinear -

(Viga 0.7)
Py Py /P n MO M) Tipo de
(kN) teor/ Fexp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Analise Plastica
(Trilinear) 53.51 0.92 44 .97 16.49 31.89 tp3
Analise Plastica
(Trilinear*) 57.64 0.99 48.92 16.49 34.99 tp3
Analise Plastica
(Trilinear+*) 57.64 0.99 48.92 | 16.49 | 34.99 tp3
Analise
Experimental 58.25 1.00 39.73 19.66 33.00 tp5

A curva de capacidade de rotacdo plastica fornecida pelo MC-90, mesmo, sendo

apresentada no cddigo como conservadora, proporcionou ductilidade suficiente a

rétula plastica (Tabela 4.15) para a formacdo do mecanismo igualmente como no

resultado experimental.

4.3.1.4 ANALISE NAO-LINEAR

Como resultado de experimentacdo numérica, verificou-se que seguimentos de

10cm era a discretizagao mais apropriada para o problema. A Figura 4.12a mostra os

dois tipos de secbes para esta viga. A Tabela 4.17 apresenta o resultado da analise

nao-linear, obtida para as condicdes da NBR 6118 (2003). Esta anadlise foi limitada

pela deformacao ultima do concreto £¢,>=3.5%o.

Tabela 4.17 - Comparacdo entre a analise experimental e a andlise ndo-linear - NBR (V1-

0.7)

Py Pros,/P n M) M+ Tipo de

(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Analse ey <" | 5258 | 0.90 | 39.75 | 17.74 | 3067 | tp6
Ex;f\er;?ruséita 58.25 | 1.00 | 39.73 | 19.66 | 33.00 | tp5
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Em seguida, € mostrado na Tabela 4.18 o resultado da analise nao-linear
(Popovics), mantendo as mesmas observagdes da secao 4.2.4 para esta anadlise. E
foi limitada pela deformagdo no concreto em 5%o.

Diferentemente do resultado obtido na andlise da laje, a contribuicdo do
concreto a tragdo nao proporcionou um aumento consideravel no valor da carga

Ultima, como mostra o resultado da analise Popovics® nesta tabela.

Tabela 4.18 - Comparacédo entre a analise experimental e a analise ndo-linear - Popovics

(V1-0.7)
Py Pecs/P n MO IS Tipo de
(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Analise Nao-Linear |\ g5 65 | g7 | 40.81 | 16.78 | 29.58 tp6
(Popovics™)
Analise Nao-Linear |\ ¢, 15 | g8 | 4146 | 16.78 | 30.00 tp6
(Popovics?)
Analise 58.25 1.00 39.73 19.66 | 33.00 tp5
Experimental

Analisando a variagdo da carga ultima em relacdo a cada incremento de
curvatura (ciclo externo) no algoritmo da analise ndo-linear, observa-se que para
cada curvatura limite assumida, o valor da carga ultima muda, com era de se
esperar. Cada curvatura limite representa um valor para deformacdo Ultima do
concreto. O ultimo incremento, mostrado na Figura 4.14, representa a curvatura

limite de 450 rad/km.
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Figura 4.14 - Variagcdo da carga com o incremento de curvatura: ciclo externo

As Figura 4.15 e 4.16 mostram as curvas momento-curvatura para a segao do
centro do vao e do apoio intermediario da viga V1-0.7. Apenas, € mostrada a parte
positiva para a segdo com momento positivo e a parte negativa para a segao central.
Mas na analise é preciso as curvas completas, ja que ndo é conhecida a configuracao

final dos momentos fletores.
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Figura 4.15 - Momento-curvatura da secdo 1 - V1-0.7
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Figura 4.16 — Momento-curvatura da segdo 2 - V1-0.7

Foram efetuadas algumas analises com diversas curvaturas escolhidas em
funcdo de determinadas deformacdes na fibra mais comprimida da secdo transversal.

As Tabela 4.19 e Tabela 4.20 mostram os resultados.

Tabela 4.19 - Comparagado entre a analise experimental e a analise ndo-linear - (V1-0.7).

Anadlise Ndo-Linear (I(PKI) Ptesr/Pexp (01/10) (Khlill(__:n) (khl/\ll(_:,]) I-Rerpotljjrz
(Popovics?) 46.84 0.80 32.65 | 17.67 | 26.29 tp6
(Popovics®) 50.53 0.87 37.20 | 17.77 | 29.01 tp6
(Popovics©) 51.18 0.88 41.46 | 16.78 | 30.00 tp6
(PopovicsP) 57.11 0.98 51.13 | 15.63 | 35.02 tp6
(PopovicsF) 60.66 1.04 53.61 | 15.76 | 37.62 tp6
(PopovicsF) 33.42 0.57 12.85 | 16.31 | 16.91 tp2

Expﬁ?’ﬁ:‘i\z’i\tal 58.25 1.00 39.73 19.66 | 33.00 tp5

O valores mostrados na tabela 4.20 para ¢ e fs sdo referentes a armagao mais

tracionada.
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Tabela 4.20 - Caracteristicas dos pontos escolhidos

Analise (radskm) | (%) (Mcha) (%%0) (MfPSa)
(Popovics®) -105 -2.5 -76.00 17.04 597.7
(Popovics®) -144 -3.5 -23.88 23.44 607.06
(Popovics®) -175 -5.0 -1.153 | 27.51 | 612.66
(PopovicsP) -279 -10.0 0 42.23 630.94
(PopovicsF) -400 -14.78 0 60.01 648.81
(Popovics') -795 -28.73 0 120.0 | 675.00

O ponto A foi escolhido para a deformacdo de pico da curva tensao-deformacao
concreto, Figura 4.16. O ponto B possui a deformagao limite da norma brasileira. Os
pontos D e E foram escolhidos a partir da andlise de uma curva semalhante a da
Figura 4.14. Ja o ponto F encontra-se na deformacdo ultima do aco &s,=120%o,

Figura 4.17b.
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Figura 4.17 - Curvas tensdo-deformacao aco e concreto - V1-0.7

Existem varios fatores que influenciam na deformacdo Gltima do concreto na
flexdao, e provavelmente, esta curva tensao-deformagdao do concreto ndo representa
a realidade do ensaio, mas pode ser utilizada na falta de conhecimento da curva

correta, como mostram os resultados.
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Na secao 2.5.5 foi mostrado um modelo para prever a ruptura de vigas de
concreto armado na flexdo. As curvas momento-curvatura para as secgdes 1,2 e 3

obtidas utilizando este modelo, sao mostradas na Figura 4.18.

0T
0
-300 ujn 200 400 600
..--"_'IED__
_4':'__
------ secl=csac?
— sec3

Figura 4.18 - Relacdo momento-curvatura para as secoes 1 e 3 da viga V1-0.7

Os valores da Tabela 4.21 (Popovics/Fantilli') mostram os resultados obtidos
utilizando o modelo de ruptura de vigas de concreto armado. A curvatura ultima na
secdo chave foi ¢;,=650 rad/km, achada quando esta segdo perdeu o equilibrio. O
nome Popovics/Fantilli € devido a utilizacdo das duas curvas para o concreto.

A anadlise quantitativa deste resultado mostra que o modelo ndo previu o
instante de ruptura da viga. Pois, foram achados: a) indice de redistribuicdo
aproximadamente 30% maior que o experimental; b) carga 8% maior; c)
redistribuicdo em excesso do momento negativo para o positivo e como
conseqliéncia, momento negativo menor e positivo maior, comparados aos valores
experimentais.

O exemplo 1 do capitulo 2 foi mostrado na Figura 2.36 a curva momento

curvatura obtida com o modelo e pontos obtidos experimentalmente. Apds a
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comparacao com a curvatura ultima obtida no experimento e a do modelo, é possivel

afirmar que este modelo nao foi eficiente para prever o instante de ruptura da pega.
Para aproveitar a relacdo tensao-deformacdo conseguida apds a andlise com o

modelo de ruptura, sera imposta novamente uma deformagdo maxima na fibra mais

comprimida do concreto, e,=5%o0. Esta nova andlise é denominada

Popovics/Fantilli2.

Tabela 4.21 - Comparacado entre a analise experimental e a analise ndo-linear -
Popovics/Fantilli (V1-0.7)

P, oo /P n MO M) Tipo de

(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
(A;c?;'ssigjg;h'gﬁ’ﬁ; 62.75 1.08 51.14 | 17.17 | 38.48 tpé
(A;:;'gsigjg;';]'{i‘ﬁi?; 58.44 1.00 43.26 | 18.57 | 34.54 tp6
Ex,fe??#séital 58.25 1.00 39.73 19.66 33.00 tp5

Os resultados da segunda anadlise mostram-se bastante satisfatérios,

principalmente no valor da carga ultima.
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— def. max {(h=H)
— — def. max {(h=0,95H)
— - — def. max {h=0.90H}
------ Popovics

Figura 4.19 - Variagdo da tensdo na fibra a uma altura h - Viga V1-0.7
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As curvas tensdo-deformacdo para diferentes fibras comprimidas sao
mostradas na Figura 4.19. Foram escolhidas fibras em cotas distintas, medidas da
parte inferior da peca para cima. H representa a altura total da secdo. ]Ja a Figura
4.20 mostra a distribuicdo de deformacdo, iniciando no eixo neutro até a fibra mais
comprimida, para diferentes valores de curvatura. A Figura 4.20 mostra a

distribuicdo de tensdes.

Tensao (MPa)

I} 3 10 15 20 25
Deformacido (1/1000]

Figura 4.20 - Distribuicdo de tesées para diferentes curvaturas

A variagao da carga para os diversos incrementos de curvaturas na primeira

analise é mostrada na Figura 4.21.
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Figura 4.21 - Variacao da carga com o incremento de curvatura: ciclo externo
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Figura 4.22 - Distribuicdo de curvatura no comprimento da pega

Na Figura 4.22, é apresentada a distribuicdo de curvatura ao longo do
comprimento de um v&o da peca. E notdvel a concentracdo de curvaturas nos pontos

criticos (momento maximo positivo e apoio central).

4.3.2 VIGA V1-3.8

As equacgdes (3.35) e (3.26) forneceram momentos resistentes Mg{*= 72.60
kKN.m e Mg’=69.47 kN.m para serem utilizados nas trés primeiras andlises.
Novamente o peso proprio foi excluido. As taxas de armacdo foram para as secgdes
criticas positiva e negativa: (p=4.08% e p'=1.82%) e (p=3.80% e p'=1.01%)

respectivamente, com p=As/b.d.

4.3.2.1 ANALISE LINEAR ELASTICA

Com P=1 e fazendo M“(1)=0.56AP=Mg{’ encontra-se P,=124.05 kN e
M©=69.47 kN. No meio do vdo é utilizado M*)=0.470P, obtendo-se M(*=58.30

kN.m. A tabela abaixo mostra a comparacdao com os resultados experimentais.
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Tabela 4.22 - Comparacdo entre a analise experimental e a analise linear (V1-3.8)

Py P /P n MO M+ Tipo de
(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Andlise Linear 124.05 0.82 - 69.47 58.30 tpl
Analise 145.50 | 1.00 7.11 75.69 | 69.69 tp7
Experimental

Os resultados da viga V1-3.8 aproximaram-se mais da analise linear do que os

outros exemplos, ja que houve uma pequena redistribuicdo para esta viga.

4.3.2.2 ANALISE LINEAR COM REDISTRIBUICAO

A profundidade relativa da linha neutra no ELU encontrada foi x/d=0.3323 na
secdo central, e € mais proxima do limite da equacado (3.1b), deste modo, mostra-se
menos ductil do que a viga V1-0.7. O valor do coeficiente de redistribuicdo calculado
através da equacdo (3.2b) 8=0.975 é maior que o limite inferior 0.75, entdo ele é
adotado, 6=0. 975.

A carga Ultima encontrada igualando (0.56AP)5=Mg‘” foi P,=127.23 kN para
secdo critica no apoio central. A andlise da secdo no meio do vao
0.47\P+0.50AM=M;*) fornece P,=152.20 kN. O primeiro valor é adotado. Os
momentos sdo M(*)=60.69 kN.m e M?=69.47 kN.m.

Tabela 4.23 - Comparacgado entre a analise experimental e a analise linear com
redistribuigdo (V1-3.8).

Py P, /P n M) M) Tipo de
(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Analise Linear com | 45, 53 | g7 2.5 69.47 | 60.69 tp1
Redistribuicao
Analise 145.50 | 1.00 7.11 75.69 | 69.69 tp7
Experimental
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4.3.2.3 ANALISE PLASTICA

As caracteristicas do aco utilizado, mostraram ser um aco ductil. Novamente
sera apresentada a analise Bilinear, utilizando dois tipos de curva para capacidade de
rotacdo plastica (curva 2, Figura 3.10 e a curva do acgo classe S do MC-90). Ainda,
utilizando a curva do MC-90 sera acrescentado, novamente, a mudanca das
deformacodes previstas no EC2 para concretos com resisténcias maiores que 50 MPa
na tensdo-deformacao parabola-retangulo para o concreto.

A secao critica possui profundidade relativa do eixo neutro com valor no ramo
descendente das curvas de capacidade de rotacdo plastica, a mudanca nos valores
das deformacgoes e, = 2.534 %o e g = 2.601 %o prevista pelo EC2 provocaram um
aumento de x/d = 0.3323 para x/d = 0.3729 e isso explica a diminuigdo da carga

ultima calculada, utilizando estas deformacdes, Tabela 4.24 e Tabela 4.25.

Tabela 4.24 - Comparacdo entre a analise experimental e a analise plastica Bilinear -

(Viga 3.8).
Py Peas/P n MO M) Tipo de
(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Analise Plastica | 143 11 | 098 | 13.31 | 69.47 | 72.60 tp5
(Bilinear)
Analise Plastica | 4,344 | (.08 13.31 | 69.47 | 72.60 tp5
(Bilinear*)
Analise Plastica
(Bilineare*) 141.98 | 0.98 13.34 | 68.90 | 72.04 tp5
Analise 145.50 | 1.00 7.11 75.69 | 69.69 tp7
Experimental
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Figura 4.23 - Redistribuicdo de momento fletor. Analise Plastica (Bilinear)

Como foi

previsto anteriormente,

através do calculo do coeficiente de

redistribuicdo calculado pela analise plastica com ductilidade ilimitada, a viga V1-3.8

mostra uma menor redistribuicao do que a viga V1-0.7.

Tabela 4.25 - Comparagdo entre a analise experimental e a analise plastica Trilinear -

(Viga 3.8)
Py Py /P n M) M) Tipo de
(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Analise Plastica | 435 54 | (.91 6.05 | 69.47 | 64.29 tp3
(Trilinear)
Analise Plastica | 4,5 47 | o8 | 12.74 | 69.47 | 71.89 tp3
(Trilinear*)
Analise Plastica
(Trilinear**) 135.08 0.93 8.87 68.90 66.81 tp3
Analise 145.50 1.00 7.11 75.69 69.69 tp7
Experimental

4.3.2.4 ANALISE NAO-LINEAR

A Tabela 4.26 mostra o resultado da andlise ndo-linear obtida para as

condicdes da NBR 6118 (2003). Esta analise foi novamente limitada pela deformacgao
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ultima do concreto &.,>=3.5%0 na relacdo tensdo-deformacdo parabola retangulo

para o concreto.

Tabela 4.26 - Comparacdo entre a anadlise experimental e a analise ndo-linear - NBR (V1-

3.8)
Py Py /P n M) M) Tipo de
(kN) teor/ T'exp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Andlise Ndo-Linear | 143.07 0.98 5.03 71.31 64.90 tp6
(NBR)
Analise 145.50 1.00 7.11 75.69 69.69 tp7
Experimental

Continuando com o raciocinio, foi introduzida a curva para o concreto,
Popovics, e foi encontrada uma carga de ruptura menor que na analise anterior. Uma
explicagdo para este resultado seria que a deformacdo Ultima tomada para o
concreto £,,=5%o0 seria maior do que a real, jd que com o uso de uma deformagdo
limite menor e.,=3.5%o0 nesta mesma analise, levaria a uma carga de ruptura maior.

Outra explicagdo seria o fato da curva parabola-retangulo, neste caso, esta

representando melhor as variaveis que envolvem a ruptura desta secdo, Figura 4.25.

Tabela 4.27 - Comparacdo entre a analise experimental e a analise ndo-linear - Popovics

(V1-3.8)
Py Peas/P n MO M) Tipo de
(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Analise Nao-Linear | 151 59 | .84 564 | 64.20 | 59.02 tp6
(Popovics™)
Analise Nao-Linear | 155 59 | .84 6.10 | 64.20 | 59.47 tp6
(Popovics?)
Analise 145.50 1.00 7.11 75.69 | 69.69 tp7
Experimental

Novamente, a anadlise com a contribuicdo do concreto a tracao, popovicsz, nao
contribuiu de forma significante no resultado da andlise. Nesta viga este fato foi

ainda mais acentuado por possuir mais armadura tracionada.
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Tabela 4.28 - Comparacado entre a analise experimental e a analise ndo-linear -
Popovics/Fantilli (V1-3.8)

. X Py ' n M) M) Tipo de
Analise Nao-Linear (kN) Ptesr/Pexp (%) (KN.m) (kN.m) Ruptura
(Popovics/FantiIIil) 145.99 1.00 12.91 71.2 73.89 tp6
(Popovics/Fantilli®) 140.79 0.97 8.12 72.45 69.37 tp6

Analise 145.50 1.00 7.11 75.69 69.69 tp7

Experimental

As observacgbes da Tabela 4.21 sdo assumidas para a Tabela 4.28.
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Figura 4.24 - Variacdo da carga com o incremento de curvatura: ciclo externo

O aumento da carga com o incremento de curvatura do ciclo externo é
mostrado na Figura 4.24. As relagOes tensao-deformacao obtidas sao mostradas na

Figura 4.25.
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Figura 4.26 - Distribuicdo de curvatura no comprimento da pega

A Figura 4.26 mostra a distribuicao de curvatura ao longo do comprimento de
um vdo da peca. E notdvel a concentracdo de curvaturas nos pontos criticos
(momento maximo positivo e apoio central).

Curvas tensdo-deformacdo para diferentes fibras comprimidas sao mostradas
na Figura 4.27. A Figura 4.28 mostra a distribuicdo de tensdo, iniciando no eixo

neutro até a fibra mais comprimida, para diferentes valores de curvatura.
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Figura 4.27 - Variacdo da tensao na fibra a uma altura h - Viga V1-3.8
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Figura 4.28 - Distribuicdo de deformacgdo para diferentes curvaturas
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4.4 RESUMO DOS RESULTADOS

A seguir sdo apresentados trés quadros com os resultados das trés pegas
estudadas pelos diversos modelos de analises de vigas continuas utilizados. S&o
apresentados, também, resultados para cada tipo de analise escolhida como solucdo.

A analise plastica utilizando o diagrama momento-curvatura trilinear mostrou-
Se mais precisa para pecas com secao transversais menos esbeltas (laje) do que
para vigas. Portanto, é indicado o uso da andlise plastica utilizando a relacao
momento-curvatura trilinear para pegas com segdo transversais menos esbeltas

(laje) e o uso da relagdo momento curvatura bilinear para secdes mais esbeltas

(vigas).
Tabela 4.29 - Resumo dos resultados - laje
Py Py /P n MO M) Tipo de
(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Analise Linear 36.21 0.62 - 25.23 15.51 tpl
Analise Linear com | oy 53 | g7 25 25.23 | 23.02 tp1
Redistribuicao
Analise Plastica
(Trilinear Curva 2) 55.26 0.94 30.26 25.23 25.04 tp3
Analise Nao-Linear | - g 39 | 099 | 28.80 | 26.89 | 26.19 tp2
(Popovics?)
Analise 58.80 | 1.00 | 28.40 | 27.30 | 26.10 tp2

Experimental

Para a analise nao-linear foi escolhida a analise, utilizando uma curva tensdo-
deformacdo para o concreto composta pelas curvas de Popovics e Fantilli. O modelo
de fratura de vigas serd utilizado para fornecer o ramo descendente desta curva,
pois com os modelos utilizados ainda ndo foi possivel descrever com exatiddo o
instante da expulsdo do concreto. Por isto, é indicado a limitacdo da deformacdo

ultima do concreto comprimido por flexdo e.,=5%eo.




Tabela 4.30 - Resumo dos resultados - V1-0.7
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Pu | p /P n M&) M® | Tipo de

(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Analise Linear 29.45 0.51 - 16.49 13.84 tpl
Ansgf‘j‘?s;'i”bﬁg;gm 39.26 | 0.67 25 16.49 | 21.20 tp1
A”?'I';iﬁnF::f)t'ca 59.28 | 1.02 | 50.33 | 16.49 | 36.21 tp3
(Ag‘:;'s\fig?g;h'gﬁ’ﬁ; 58.44 1.00 43.26 18.57 | 34.54 tp6
Exp;zr;iarlrlwzerzwtal 58.25 1.00 39.73 19.66 | 33.00 tp5

Tabela 4.31 - Resumo dos resultados — V1-3.8

P, Py /P n Vi) M Tipo de

(kN) teor/ Texp (%) (KN.m) | (kN.m) | Ruptura
Analise Linear 124.05 0.82 - 69.47 58.30 tpl
A”;gj?si';r'i”bia;gécgm 127.23 | 0.87 2.5 69.47 | 60.69 tp1
A”a(gsiﬁnzaaf)t'ca 143.11 | 0.98 13.31 | 69.47 | 72.60 tp5

Analise Ndo-Linear

(Popovics Fantill?y | 14079 | 0.97 8.12 72.45 | 69.37 tp6
Anélise 145.50 | 1.00 7.11 75.69 | 69.69 tp7

Experimental

4.5 CONSIDERAGOES FINAIS

i - Foi observado que os resultados dos dois Ultimos experimentos, vigas V1-0.7

e V1-3.8,

ndao apresentaram variacdes significativas com a consideracdo da

contribuigdo a tragdo entre fissuras do concreto, como mostraram as Tabela 4.18 e
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Tabela 4.27. Em virtude disto, para examinar o que levou a este resultado foi
realizada uma nova analise na laje, Eligehausen/Fabritius (1993). Na analise inicial,
foi obtido o ganho de 11% no valor da carga ultima, incluindo a contribuicdo do
concreto a tracdo. Mas a taxa de armacdo da laje, p=0.3%, é bem inferior que as
taxas das duas vigas na segdo critica negativa, p=0.7% e p=3.8%. Com o objetivo
de confirmar se realmente as diferengas nas taxas estavam influenciando o efeito da
contribuicdo do concreto, foi formulada uma nova analise hipotética, mantendo todos
os dados do experimento da laje, mas introduzindo mais armacgdo para que fique
com taxa p=3.8%. O resultado mostrou que a carga foi aumentada em apenas 1%,
a mesma majoracao encontrada para a viga V1-3.8. O que leva a concluir que para
pecas com taxas menores, a contribuicdo do concreto entre fissuras, proporciona
maiores aumentos nos valores da carga ultima, conforme CEB (1997).

ii - No experimento (laje) a curva indicada pela MC-90 para o ago classe A
mostrou-se conservadora, visto que o experimento apresentou uma redistribuicdo
maior e a carga Ultima foi limitada pela capacidade de rotagdo plastica na segdo do
apoio intermedidrio. A utilizacdo da curva 2 da norma brasileira, que na teoria seria
potencialmente contra a seguranca porque o aco CA50 é mais ductil, comparado ao
aco usado no experimento, mostra uma redistribuicdo maior do que a encontrada
experimentalmente, mas a carga ultima, ainda, foi menor do a carga do ensaio. O
motivo mais provavel é a diferenca no momento resistente Ultimo, calculado para o
ELU com as condicOes da norma brasileira, e o experimental como foi mostrado na
Tabela 4.6.

iii - Nas vigas estudadas V1-0.7 e V1-3.8, o aco utilizado pode ser classificado
como CA-50. Para a viga V1-0.7 a curva 2 ndo proporcionou a formagao do
mecanismo como foi mostrado no experimento. Podem-se apontar duas causas: a
primeira é o fato do ago do experimento possuir deformagdo ultima maior do que o

aco CA-50 e a segunda é que a rotagdo plastica disponivel pela norma seja
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insuficiente. Ja na viga V1-3.8 a rotacdo disponivel foi suficiente para formacdo do
mecanismo, e a pequena diferenca encontrada na carga Ultima, novamente, é

motivada pelas diferencas dos momentos (calculado e experimental).

Para uma melhor comparagao entre os resultados apresentados nas Tabelas
4.29, 4.30 e 4.31, foram calculadas as médias dos valores Teorico/Experimental para

cada tipo de analise.

Tabela 4.32 - Média dos resultados para as analises indicadas

MO, M,

Pteér/Pexp T’ltec')r/rlexp M(-geor/ M(+§eor/

exp exp
Analise Linear 0.65 - 0.89 0.62
Analise Linear com | g g 0.62 0.89 0.79

Redistribuigcao

Analise Plastica 0.98 1.40 0.89 1.03
Analise Nao-Linear 0.99 1.08 0.96 1.02

Estes valores mostram que a analise nao-linear apresentou resultados mais

proximos dos experimentais do que as outras analises.
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5 CONCLUSOES

Andlise Linear:

Todos os resultados apresentaram cargas ultimas inferiores as encontradas
experimentalmente, com coeficientes Pregrico/Pexperimental Variando de 0.51 a 0.82. Os
valores tedricos dos momentos negativos foram mais proximos dos experimentais do
gue os momentos positivos. A maior causa disto foi a ndo existéncia de redistribuicao
para esta anadlise. Para os experimentos estudados, a analise linear eldstica mostrou-
se bastante conservadora na estimativa da carga de ruptura e obtendo valores para

momentos aquém dos obtidos pela anélise experimental.

Anadlise Linear com Redistribuicdo:

Os coeficientes indicados na NBR-6118 (2003) mostram-se conservadores.
Comparados com os resultados da analise linear, estes foram mais préximos dos

experimentais, e sdo indicados para uma analise expedita.

Andlise Plastica:

E indicado o uso da andlise pléstica, utilizando a relacdo momento-curvatura
trilinear para pegas com secao transversais menos esbeltas (laje) e o uso da relagao

momento-curvatura bilinear para segdes mais esbeltas (vigas).

As curvas fornecidas pela NBR-6118 (2003), para capacidade de rotagdo

plastica, necessitam de uma melhor analise em termos de capacidade de rotagdo, ja
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que os acos utilizados nos experimentos sao diferentes dos adotados para confeccao

dessas curvas.

O algoritmo desenvolvido para analise plastica mostra-se eficiente para
resolver problemas com rotacdo plastica na secgdo critica negativa e também
positiva. A implementacdao da otimizagdo tornou a andlise bastante rapida e pratica

para este tipo de problema.
E possivel afirmar, mesmo com suas limitacdes, a andlise plastica leva a
resultados mais proximos aos experimentais e normalmente a favor da seguranga,

por isto o seu uso é indicado frente as duas analises que precederam.

Andlise Ndo-Linear:

Como resultado dos estudos comparativos, recomenda-se que a anadlise nao-
linear de vigas continuas de concreto armado, seja realizada através do método de
rigidez secante com controle de deformacgdo utilizando para a equacdo constitutiva

do concreto o modelo de Fantilli com limitagdo da deformagd@o no concreto de 5%..

Esta anadlise mostrou-se ser mais complexa e trabalhosa do que todas as
anteriores. A utilizagdo desta proporciona trabalho computacional bem maior, ja que
precisa da construgdo da curva momento-curvatura para cada tipo de secdo contida

na viga.

Os resultados mostraram que vigas com taxas de armacao de tracdao menores
p<0.7% (na secdo critica) levam a maiores ganhos no valor da carga ultima com a

utilizacdo da contribuicdo do concreto a tracdo entre fissuras. A contribuicdo do
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concreto deve sempre ser utilizada na fabricagdo da curva momento-curvatura e,

conseqlientemente, na analise ndo-linear.

Uma das maiores dificuldades na realizacdo desta andlise é definir a
deformagdo ultima do concreto na flexao. O modelo utilizado para descrever o ramo
de amolecimento da curva tensdao-deformacdo do concreto na flexdo, baseado na
teoria da mecénica da fratura, mostrou-se insuficiente para prever o comportamento

e o instante da ruptura de vigas.

Esta analise foi desenvolvida sem a consideracdo das deformagdes de
cisalhamento, sem uma relagao tensdo-deformacdo para concreto que considere o
confinamento do bloco comprimido e sem o escorregamento da armadura. Podendo

ser apontados como possiveis motivos para as diferencas encontradas nas analises.

O algoritmo implementado para a analise nao-linear, utilizando a técnica por
controle de deformacdo (incremento de curvatura), possibilitou a analise de todo o
comportamento da peca até o colapso, incluindo o estagio de descarregamento,

mostrou-se eficiente.

Os resultados obtidos, utilizando a analise ndo-linear apresentaram-se mais
proximos que os obtidos através das anadlises linear, linear com redistribuicdo e
plastica. Portanto seu uso é indicado frente a outras analises nos casos em que se

necessite de resultado mais acurado.
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5.1 RECOMENDAGOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Introduzir uma relacao tensao-deformacao para o concreto que considere o

confinamento do concreto comprimido por estribos.

Acrescentar na analise ndo-linear as deformagées devido ao cisalhamento.

Introduzir modelos que considerem o escorregamento da armacao.

Realizar estudos em pecas continuas, utilizando agos que atendam as

especificacbes da norma brasileira e com concreto de resisténcias usuais f.<50MPa.

Implementar e efetuar as andlises apresentadas para pecas continuas de

concreto protendido, como, também, em segdes transversais em forma de T.

Realizar os quatro tipos de analise estrutural, em um nuUmero maior de
experimentos, para desta forma, construir uma tabela semelhante a Tabela 4.32, e

assim representar melhor a eficiéncia de cada andlise.
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