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Dr. José Walter Cárdenas Sotil

Dr. Augusto César Noronha Galeão

Dr. Elson Magalhães Toledo
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Modelagem Computacional

Neste trabalho são apresentadas formulações de métodos de assimilação de

dados oceanográficos e experimentos numéricos enfocando o Oceano Atlântico tropi-

cal. É apresentada ainda uma metodologia e experimentos de correção da salinidade

a partir de análises de temperatura usando uma relação local entre a temperatura

e salinidade. Foi utilizado o método de Bergthorsoon e Döös (B&D), o método de

correções sucessivas, ambos com pesos prescritos, e uma versão do filtro de Kalman

baseada na equação de Fokker-Planck com pesos prognosticados. Foi empregado o

modelo de circulação geral dos oceanos MOM3 do GFDL/NOAA para a realização

de experimentos com variabilidade interanual e com variabilidade sazonal usando

dados observados do projeto PIRATA e de Levitus, respectivamente. As integrações

foram feitas após 15 anos de integração de spin up.

Diversos experimentos de sensibilidade foram realizados para identificar o

impacto da assimilação de dados na simulação do modelo, particularmente em re-

lação a: (i) número de ńıveis verticais do modelo com assimilação; (ii) assimilação de

somente perfis verticais de temperatura; (iii) assimilação de somente perfis verticais
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de salinidade; (iv) assimilação de ambos perfis verticais de temperatura e salinidade;

e (v) assimilação de somente perfis verticais de temperatura mas com correção da

salinidade. Os resultados obtidos indicam que os métodos de assimilação reduziram

os erros do modelo em relação às observações. Os incrementos da análise aqueceram

o oceano superficial e esfriaram a região abaixo da termoclina. A versão do filtro de

Kalman produziu correções localizadas ao redor dos pontos de dados obervacionais,

enquanto os métodos com pesos prescritos produziram análises mais suaves com

correções em áreas maiores. A assimilação de somente temperatura com método

de B&D conduzida por 1 ano impôs perturbações que causaram a degradação da

qualidade da simulação. A assimilação de ambos temperatura e salinidade ou de

somente assimilação de temperatura com correção da salinidade produziram a me-

lhor estimativa do modelo em relação às observações. Para fins de implementeção

de um sistema de assimilação de dados operacional, recomenda-se o uso do método

de B&D e assimilação de ambos temperatura e salinidade.
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1 Introdução 1
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4.2 Ńıveis verticais dos dados de Levitus . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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CLIVAR Climate Variability and Predictability Program

CNB Corrente norte do Brasil

CNE Corrente norte equatorial

CNES Centre National d’Etudes Spatiales

CSE Corrente sul equatorial

CSEC Corrente sul equatorial ramo central

CSEN Corrente sul equatorial ramo norte

CSES Corrente sul equatorial ramo sul

CSSE Corrente sub-superficial sul equatorial

CTD conductivity-temperature-depth

DHN Diretoria de Hidrografia e Navegação da Marinha do Brasil

ECMWF European Centre for Medium-Range Weather Forecasts

ESA European Space Agency

ENSO El Niño Southern Oscilation

GCOS Global Climate Observing System

GFDL Geophysical Fluid Dynamics Laboratory

x



GODAE Global Ocean Data Assimilation Experiment

GODAS Global Data Ocean Assimilation System

GOOS The Global Ocean Observing System

Haloclina Camada do oceano onde existe um forte gradiente vertical de salinidade.

HYCOM HYbrid Coordinate Ocean Model

ICSU International Council of Scientific Unions

IGOS Integrated Global Observing Strategy

INPE Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais

Isopicnais: Linha ou superf́ıcie que une pontos de densidade constante.

Isotermas: Linha ou superf́ıcie de temperatura constante.

MOM3 Modular Ocean Model versão 3

NASA National Aeronautics and Space Administration

NCAR National Center for Atmospheric Research

NCEP National Centers for Environmental Prediction

NOAA National Oceanic and Atmospheric Administration

Picnoclina: Camada do oceano onde existe forte um gradiente vertical de

densidade.

PIRATA Pilot Research Moored Array in the Tropical Atlantic

POM Princeton Ocean Model

SSM Salinidade da superf́ıcie do mar.

TAO Tropical Atmosphere Ocean Project

Termoclina: Camada do oceano onde existe um forte gradiente vertical de

temperatura.

xi



TOGA Tropical Ocean Global Atmosphere Experiment

TRITON Triangle Trans Ocean Buoy Network

TSM temperatura da superf́ıcie do mar

WOA World Ocean Atlas

WOCE World Ocean Circulation Experiment

WRCP World Climate Research Program

XBT Expendable Bathythermograph

xii



Caṕıtulo 1

Introdução

Previsões numéricas do estado f́ısico dos oceanos em oceanografia são feitas

em diversas escalas temporais, desde a intrasazonal até a inter-decadal associadas

à variabilidade de tempo e clima. Sabe-se que estas previsões são senśıveis a pe-

quenas mudanças na condição inicial e que a previsibilidade dos modelos de tempo

e clima está diretamente associada a qualidade da condição inicial. Em 1982, por

exemplo, nenhum modelo foi capaz de prever a fase quente do El Niño Southern

Oscilation (ENSO), em parte, devido à insuficiência de dados no oceano Paćıfico

tropical e a uma boa condição inicial dos modelos previsores. Este evento causou

enormes impactos na economia de diversos páıses, por exemplo, devido à inten-

sas chuvas no Perú e no Equador, modificando a vegetação, atraindo novas espé-

cies e afastando outras. Espécies marinhas t́ıpicas de águas tropicais migraram

em direção ao polo. Mudanças no padrão dos ventos provocaram que chuvas no

Paćıfico Central ao invés de no Paćıfico Oeste, causando, como consequência in-

cêndios florestais na Indonésia e Austrália. Estima-se uma perda na economia

global acima dos 8 bilhões de dólares devido a este evento do ENSO de 1982 (

http://www.pmel.noaa.gov/tao/elnino/report/el-nino-report.html).

A temperatura da superf́ıcie do mar (TSM) influencia substancialmente o

clima e o tempo em toda a Terra. O monitoramento dos oceanos na superf́ıcie e na

sub-superf́ıcie é necessário para, entre outros aspectos, identificar o aparecimento de

anomalias do estado f́ısico e para: (i) auxiliar o desenvolvimento de estudos diagnós-

ticos; (ii) melhorar a compreensão dos mecanismos e processos dinâmicos respon-

sáveis pelo seu surgimento de anomalias; (iii) auxiliar a construção de condições
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iniciais dos modelos previsores. O monitoramento dos oceanos também auxilia a

pesca e a navegação com a identificação de zonas favoráveis ajudando na redução

de custos e na melhoria da segurança das embarcações.

As observações no oceano são irregularmente distribúıdas no espaço e no

tempo. Isto limita o uso dos modelos matemáticos como ferramentas para se com-

preender a circulação e a dinâmica dos oceanos, visto que os mesmos não podem ser

devidamente validados e desenvolvidos para tentar reproduzir a variabilidade obser-

vada. Esta situação motiva o desenvolvimento e aplicação de métodos de assimilação

de dados (MAD’s). Sob este nome muitas metodologias são consideradas, as quais

consistem na combinação dos campos do modelo (ou background) e de dados obser-

vados, maximizando assim o aproveitamento dos dados dispońıveis. O produto dos

MAD’s é chamado de análise objetiva. Os MAD’s visam produzir análises objetivas

com erros menores que os campos do modelo e com isso melhorar a estimativa do

estado f́ısico do sistema. As análises são hoje amplamente utilizadas como condição

inicial dos modelos previsores de tempo e clima.

Para a atmosfera, as análises objetivas são atualmente produzidas opera-

cionalmente a cada 3 horas nos grandes centros de previsão numérica de tempo e

clima. Para os oceanos, essas análises são produzidas em forma operacional, mas

com menor frequência. Ainda, muitas vezes, as análises não estão accesśıveis pu-

blicamente. Portanto, a condição inicial do componente atmosférico de um modelo

climático oceano-atmosfera pode ser hoje encontrada com facilidade, mas o mesmo

não ocorre para a condição inicial do componente oceânico.

Um sistema de assimilação de dados é composto basicamente por: um

método de assimilação, um modelo dinâmico e um conjunto de dados com con-

trole de qualidade. Estes componentes são descritos abaixo.

a) Métodos de assimilação de dados

MAD’s têm sido utilizados amplamente na meteorologia há 30 anos. Nos

primeiros experimentos numéricos em meteorologia, RICHARDSON, 1922 [69] e

CHARNEY et al., 1950 [14] realizaram interpolações subjetivas de observações para

pontos de grade de um modelo de previsão de tempo para construção da condição ini-

cial. Frente à necessidade de tornar o procedimento automático, métodos de ajuste
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de dados por polinômios foram desenvolvidos (PANOFSKY, 1949 [60], GILCHRIST

e CRESSMAN, 1954 [32]). Diferentemente das primeiras tentativas, outros tipos de

análises foram realizadas, como a de BERGTHORSSON e DÖÖS, 1955 [10] onde

os pesos usados no cálculo da análise para as correções eram fixados. CRESSMAN,

1959 [17] e BARNES, 1964 [3], (apud DALEY 1991 [18]) sugeriram formas funcionais

para estes pesos e propuseram métodos iterativos, os métodos de correções suce-

ssivas, visando oferecer maior acurácia da análise. Em algumas versões do método

de correções sucessivas as observações mais próximas dos pontos de análise eram

privilegiadas ao longo do processo iterativo. Isto oferece um maior detalhamento de

padrões locais sem, entretanto, degradar o padrão de larga escala.

Outros esquemas foram desenvolvidos, principalmente em aplicações na me-

teorologia a partir destes esquemas simplificados buscando calcular a matriz de pesos

ótima, como o de interpolação estat́ıstica e 3D-Var. Estes requerem a estimativa das

matrizes de covariância dos erros do modelo e das observações a priori.

Em oceanografia, os primeiros trabalhos em assimilação de dados oceanográ-

ficos em modelos globais foram realizados por BENNET, 1987 [8], MILLER, 1985

[53], MOORE, 1987 [54], RIENECKER 1987 [73]. Entretanto, grande sucesso em

aplicações oceanográficas foi obtido por DERBER e ROSATI, 1989 [21], que empre-

garam interpolação estat́ıstica nos seus experimentos no Oceano Paćıfico. Eles usa-

ram dados convencionais de TSM e perfis verticais de temperatura, até os primeiros

248 m de profundidade. Nesta abordagem, no cálculo da análise são necessárias

as matrizes de covariâncias dos erros do modelo e das observações. A matriz de

covariância dos erros do modelo foi fixada a priori, tal que as correlações na direção

vertical não são consideradas e as correlações horizontais são idênticas em cada ńıvel

do modelo, apesar de depender da latitude e da distância relativa entre o ponto da ob-

servação e o da análise. A matriz de covariância dos erros das observações é assumida

diagonal e constante, logo somente são usadas as varianças. Na região equatorial, o

esquema não é isotrópico, isto é, as covariâncias dos erros do modelo nesta região de-

pendem da direção, sendo que, a direção zonal é privilegiada em relação à meridional

tendo em vista as caracteŕısticas da dinâmica equatorial. O método de assimilação

foi aplicado em cada passo de tempo visando produzir pequenos incrementos de

correção do modelo e assim evitar choques e instabilidades numéricas e dinâmicas.
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Isto é um exemplo de que uma série de aproximações e ajustes são necessários para

a plena realização do método em aplicações na oceanograf́ıa e meteorologia. Isto

faz com que os métodos percam a optimalidade desejada. Em seguida, as idéias

principais de alguns dos MAD’s serão brevemente apresentadas.

O método 3D-Var, o método de interpolação estat́ıstica e o método de máxi-

ma verossimilhança são equivalentes. Eles são formulados para um instante de tempo

fixo como a soma de dois termos quadráticos no qual um avalia a diferença entre

as análises e as observações e outro a diferença entre a análise e o modelo. A

minimização é atingida com a obtenção de uma matriz de pesos ótima que depende

dos erros do modelo e dos erros das observações (DALEY, 1991 [18]). Entretanto,

cabe ressaltar que estes erros e suas covariâncias não são bem conhecidos, pois

dependem de uma minuciosa validação do modelo e da qualidade das observações.

Portanto, há uma grande limitação para a produção de análises ótimas do ponto de

vista matemático.

Tendo em vista a limitação quanto à optimalidade dos métodos, metodolo-

gias simplificadas são amplamente usadas para assimilar dados oceanográficos, como

a técnica de nudging, onde os dados são ajustados suavemente para a solucão do

modelo em cada passo de tempo através de um termo de relaxação que é adicionado

às equações do modelo (HOLLAND e MALANOTTE-RIZZOLI, 1989 [36]). Um

parâmetro igual ao inverso da escala de tempo definido de forma emṕırica é inclúıdo

no termo de relaxação. Se este termo é muito grande, a solução convergirá mais ra-

pidamente para as observações. Porém, isto pode causar um desequiĺıbrio dinâmico

entre regiões do domı́nio da análise ou entre as variáveis que sofreram o nudging e as

que não sofreram. Se o parâmetro é muito pequeno, o modelo terá muita liberdade

e seus erros sistemáticos poderão dominar tendo em vista que o nudging será pouco

efetivo.

Métodos com complexa formulação que buscam a optimalidade utilizam as

equações do modelo dinâmico para estimar os erros do próprio modelo. Dentre eles

estão o método 4D-Var e os filtros de Kalman.

Este método procura minimizar uma função custo que mede a soma entre

dois termos, um composto pelo quadrado dos erros entre as observações variável

de estado verdadeira e o background a qual é ponderada por uma matriz dada a
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priori (o inverso da matriz de covariância dos erros do background) com os erros

entre a variável de estado e as observações ponderado pela matriz de covariância do

erro observacional, distribuidos em um intervalo de tempo finito. A minimização

é feita em relação às variáveis de estado. Neste processo aparece o adjunto do

operador do modelo e o adjunto do operador de observação. Uma primeira versão

deste método foi implementado operacionalmente no European Centre for Medium-

Range Weather Forecasts (ECMWF) (BOUTTIER e RABIER, 1997 [12]) para o

cálculo de análises atmosféricas. O método 4D-Var conhecido também como método

adjunto, é equivalente ao filtro de Kalman de acordo com GHIL e MALANOTTE-

RIZZOLI, 1991 [30] no que diz respeito à optimalidade da análise. Entretanto é

um grande desaf́ıo a construção do operador adjunto do modelo dinâmico. Devido à

supercomputação este método é fact́ıvel de ser realizado em um modelo de circulação

global dos oceanos (BERGAMASCO et al. 1993 apud MALANNOTE-RIZZOLI,

1996 [51]).

Um outro método de assimilação de dados amplamente investigado mate-

maticamente, mas com severas restrições para sua realização, é o Filtro de Kalman-

Bucy, 1961 [43] e suas versões como por exemplo o Filtro de Kalman Extendido

(EVENSEN, 1994 [22]) e o Filtro de Kalman por conjuntos (GHIL e MALANOTTE-

RIZZOLI, 1991 [30], EVENSEN, 2003 [23]). A principal diferença entre estes méto-

dos está na forma em que é calculada a matriz de covariância dos erros do modelo.

Por exemplo, no método de Filtro de Kalman por conjuntos esta matriz é calculada

em forma estat́ıstica. Através de pequenas perturbações na condicão inicial é cons-

trúıdo um conjunto de previsões que são analisadas para produzir informação sobre

as covariâncias dos erros do modelo.

Os filtros de Kalman utilizam as equações prognósticas do modelo para

prever os erros da análise, ou mais precisamente, para prever a matriz de covariância

dos erros da análise. O algoritmo do filtro de Kalman clássico é segmentado em dois

blocos, um previsor e outro diagnóstico no qual a análise é obtida. O filtro de

Kalman Extendido é uma extensão linear de primeira ordem do filtro de Kalman

para modelos não lineares. Este é obtido por linearização dos operadores dinâmicos

e de medições ao redor da estimação mais recente. Entretanto, os filtros são de

dif́ıcil realização. O principal empecilho é a necessidade de inversão de matrizes da
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ordem N , onde N é o número de graus de liberdade do modelo discreto envolvidas

no processo de assimilação, comumente encontrado com O(106 − 108).

As primeiras tentativas de aplicação do filtro de Kalman em problemas me-

teorológicos foram apresentadas por JONES, 1965 [40], PETERSEN, 1968 [61] e um

grupo do Instituto Courant (GHIL, 1981 [29]). Em oceanografia, as primeiras tenta-

tivas foram com MILLER, 1985 [53]. Estudos aplicados com modelos mais complexos

são relativamente recentes, por exemplo, BELYAEV et al 2001 [7], TANAJURA e

BELYAEV, 2002 [77], EVENSEN, 2004 [24].

Particularmente em BELYAEV et al. 2001 [7] foi proposta uma alterna-

tiva ao método de Filtro de Kalman clássico. Nesta formulação é considerada uma

equação estocástica que modela os erros do modelo. A dinâmica do erro como um

processo estocástico pode, equivalentemente, sob certas hipóteses, ser formulada

pela representação de Langevin. Considerando que este processo é markoviano, a

equação estocástica dos erros é modelada mediante uma função de densidade de

transição, a qual representa a probabilidade para que o sistema passe de um estado

atual a um estado seguinte (JAZWINSKI, 1970 [39]). A dinâmica desta densi-

dade de probabilidade é governada pela equacão de Fokker-Planck. Por isso este

método será denotado por Filtro de Kalman FP. Em BELYAEV et al. 2001 [7] e

TANAJURA e BELYAEV, 2002 [77] considerou-se esta aproximação para assimilar

dados de temperatura no Atlântico tropical do Pilot Research Moored Array in the

Tropical Atlantic (PIRATA). Seus resultados mostrarom que embora seja definida

uma melhora local da temperatura assimilada, os campos de correntes foram muito

perturbados indicando a necessidade de inicialização em BELYAEV, K. P.; TANA-

JURA, C. A. S. [6].

b) Modelos oceânicos

Um modelo oceânico dinâmico cont́ınuo é baseado nas leis f́ısicas de conser-

vação de momentum, massa e energia aplicadas a pequenas parcelas. Uma hipótese

empregada nos modelos é a relação hidrostática que assume que o gradiente vertical

de pressão é devido somente ao produto da gravidade pela densidade. Ela é uma

excelente aproximação devido ao fato de as variações de densidade serem pequenas

em relação à gravidade e a pressão. Ainda quase todo o oceano global está estavel-
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mente estratificado e sua densidade varia aproximadamente 3% em média no globo.

Isto leva à outra hipótese empregada nos modelos que é a de Boussinesq. Nela, a

densidade é considerada constante nas equações de momentum horizontal e a den-

sidade varia apenas quando há empuxo. Quando um modelo dinâmico cont́ınuo é

aproximado para ser resolvido por algum método numérico, seja diferenças finitas,

método espectral, elementos finitos ou outro, ele passa a ser um modelo numérico.

Modelos numéricos de circulação dos oceanos estão entre os que mais deman-

dam processamento computacional. Idealmente um modelo numérico de circulação

global dos oceanos deve reter certas propriedades como as caracteŕısticas das massas

de água, ter alta resolução vertical na camada de mistura para a correta represen-

tação dos processos termodinâmicos e alta resolução nas regiões costeiras.

Devido à dificuldade de se construir um modelo universal que possa tratar

fenômenos em todas as escalas espaciais e temporais, esforços na modelagem oceânica

são diversificados. Um dos critérios empregados para classificar os modelos oceânicos

é o geográfico, sendo que o modelo pode ser global o regional. Um segundo critério

considerado é pelos processos f́ısicos descritos, podendo ser hidrodinâmicos, termod-

inâmicos ou ambos. Um terceiro critério é de acordo com a condição que é colocada

na superf́ıcie podendo ser de superf́ıcie livre ou de tampa ŕıgida. Um quarto é de

acordo a coordenada vertical, podendo ser em coordenada z, coordenada sigma (ou

seguidores de terreno, definindo a coordenada vertical como σ = z/D onde D é a

profundidade do fluido) ou isopicnais. Finalmente, podem ser clasificados de acordo

com as variações de densidade e pressão, isto é barotrópicos ou barocĺınicos.

Exemplos de modelos oceânicos globais são: (i) Modular Ocean Model

versão 3 (MOM3) do Geophysical Fluid Dynamics Laboratory (GFDL)/National

Oceanic and Atmospheric Administration (NOAA), EUA, cuja base foi formulada

por Bryan e Cox em 1969 que será descrito com maior detalhe no caṕıtulo 3 deste

trabalho; (ii) o Max-Planck Institute Ocean Model (MPI-OM1), que é a geração

seguinte ao Hamburg Ocean Primitive Equation (HOPE) desenvolvido no Instituto

Max-Planck para Meteorologia [38], Alemanha; (iii) o HYbrid Coordinate Ocean

Model (HYCOM) [35] desenvolvido originalmente por Rainer Bleck e colaboradores,

denominado como Miami Isopycnic-Coordinate Ocean Model (MICOM) para uso

em sistemas de assimilação de dados globais e como componente oceânico de um
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modelo oceano-atmosfera; ele tem discretização na direção vertical em coordenadas

isopicnais no oceano aberto estratificado, coordenadas z na camada de mistura e/ou

mares não estratificados e coordenada sigma em regiões de plataforma continental

(iv) Princeton Ocean Model (POM) [65] em coordenada sigma, com superf́ıcie livre,

desenvolvido no final da década do 70 por Blumberg e Mellor, [65] e é usado para

modelar estuários, regiões costeiras e bacias dos oceanos.

c) Sistemas de observação

Um dos componentes de um sistema de assimilação de dados são os dados

observados in situ ou por sensoriamento remoto. Hoje os dados observados são em

sua grande maioria coletados por complexos sistemas de observação. Programas de

cooperação multinacionais são necessários para manutenção e aprimoramento destes

sistemas tendo em vista o grande custo demandado por eles.

Diferentemente do que acontece na atmosfera, onde existe uma ampla rede

de observação já implantada, e as análises objetivas fornecem uma boa representação

de seu estado e variabilidade, ainda não existe uma rede observacional semelhante

para monitorar o oceano tridimensional. O número de dados oceanográficos obser-

vados é muito menor que o número de dados meteorologicos observados. Portanto,

há grandes incertezas na estimação da circulação, do estado f́ısico e da variabilidade

dos oceanos. Estas incertezas são grandes tanto na variabilidade de alta freqüência,

associada às mudanças de tempo da atmosfera ou em circulações costeiras forte-

mente influenciadas pela batimetria, quanto na variabilidade de baixa freqüência

associada ao clima e à circulação termohalina. Para superar esta dificuldade, estão

sendo realizados muitos esforços em ńıvel internacional, para produzir grandes bases

de dados com acceso público.

Antes de 1990, a maioria dos dados oceanográficos eram coletados em cru-

zeiros em observações sucessivas ao longo de seus cursos. Com o surgimento de

satélites voltados para o monitoramento dos oceanos, a falta de dados começou a

ser superada. O primeiro satélite voltado para este fim foi o TOPEX/POSEIDON

lançado em 1992 em conjunto pelo Centre National d’Etudes Spatiales (CNES) e

National Aeronautics and Space Administration (NASA), a qual produzia e produz

até hoje mapas globais da TSM da altimetŕıa e de padrões de circulação.
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Os dados de altimetria provenientes do radar do satélite ERS-1 do Euro-

pean Space Agency (ESA), lançado em 1991, estimaram a topografia da superf́ıcie

do mar e o campo dos ventos na superf́ıcie em escala global incluindo, desde 1995,

dados da Corrente do Golfo e da região do Paćıfico Equatorial onde o fenômeno

do ENSO acontece. O ERS-1 foi desativado em 2000. O ERS-2 lançado en 1995,

com instrumentos similares aos do ERS-1, permanece hoje em funcionamento e foi,

recentemente em abril de 2006, capaz de detectar rios embaixo do gelo da Antár-

tica (http://www.spacefellowship.com/News/?m=200604). Outros satélites volta-

dos para o monitoramento estão também em funcionamento, entre eles o Envisat

lançado em 2002. Ele proporciona medidas de campos da atmosfera, oceano, terra

e gelo.

Os dados mais coletados em oceanografia são os de TSM e altura da superf́ı-

cie do mar. Estes são obtidos diariamente na escala global por satélites por exemplo

http://oceanwatch.pifsc.noaa.gov/cgi-bin/map gac e por sistemas de observação in

situ. A NOAA possui dois tipos de satélites, o de órbita polar e o geoestacionário

(Geostationary Operational Environmental Satellites-GOES). Os satélites de órbita

polar estão equipados com sensores Advanced Very High Resolution Radiometer

(AVHRR) que podem receber e retransmitir dados de busca e salvamento, coletar

em forma automática dados de plataformas em terra, bóias oceânicas ou balões

via retransmisão chamada de High Resolution Picture Transmission (HRPT). Os

satélites GOES são equipados com sensores imager e sounder e capturam dados com

uma resolução espacial de 6 km válidos de 180oW a 30oW e 45oS a 60oN , a cada

hora, a cada 3 horas e cada 24 horas. Hoje estão em operação o GOES-10, GOES-11,

GOES-12 (http://podaac.jpl.nasa.gov/noaa goes).

Entretanto, os satélites são capazes de monitorar apenas a superf́ıcie do

oceano, mas dados de sub-superf́ıcie são fundamentais. O programa World Ocean

Circulation Experiment (WOCE), como parte do World Climate Research Program

(WRCP), usa dados coletados por sistemas regionais mantidos por 30 páıses para

fazer uma coleção de dados in situ em vários oceanos.

Para a obtenção de dados na sub-superf́ıcie no Paćıfico tropical foi criado o

sistema de bóias ancoradas Tropical Atmosphere Ocean Project (TAO) Array. Este

sistema, em sua primeira fase entre os anos de 1985 e 1994 chamáva-se de Tropi-
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cal Ocean Global Atmosphere Experiment (TOGA)/ TAO por ser suportado pelo

TOGA. Após este peŕıodo, seu suporte continuou através do NOAA’s Office of Glo-

bal Programs, e recebe ajuda internacional do Climate Variability and Predictability

Program (CLIVAR), acGOOS, do Global Climate Observing System (GCOS) e do

GODAE. Depois, o TAO foi denominada como TAO/Triangle Trans Ocean Buoy

Network (TRITON) e renomeado em janeiro de 2000 como simplesmente TAO Array

[78]. O sistema é composto por 70 bóias Atlas ancoradas que medem a temperatura

da superf́ıcie até 750 m de profundidade em 15 ńıveis. Dados atmosféricos como

precitapação e ventos são também coletados e transmitidos por satélites para bancos

de dados de acesso público pela internet. (www.pmel.noaa.gov/tao )

Para obtenção de dados no oceano Atlântico tropical foi implementado o

PIRATA. Ele é um programa de monitoramento oceanográfico operacional similar

ao TAO, mas com um número reduzido de bóias ancoradas. Operado pelo CLIVAR,

uma fase piloto foi implementada de 1997 à 2001 com a implementação de 12 bóias

ancoradas. Seu objetivo é apoiar o estudo das interações oceano-atmosfera no Atlân-

tico Tropical a variabilidade climática regional em escala sazonal e interanual. O

PIRATA se realiza dentro de um quadro de cooperação internacional entre três

páıses: a França com participação de l’IRD e a Méteo, o Brasil com a Diretoria

de Hidrografia e Navegação da Marinha do Brasil (DHN) e o Instituto Nacional de

Pesquisas Espaciais (INPE) e os Estados Unidos através da NOAA. Na atualidade, o

PIRATA sustenta uma rede de 19 bóias do tipo Atlas que capturam dados de pressão,

temperatura, salinidade entre a superf́ıcie e 500 m de profundidade, distribúıdas em

2 ńıveis para a pressão, 11 ńıveis para a temperatura e 4 para a salinidade, além de

dados na superf́ıcie para temperatura do ar, umidade do ar, ventos, precipitação e

radiação solar. As observações são transmitidas via satélite Argos e estão dispońıveis

em tempo quase-real na internet (www.pmel.noaa.gov/pirata/buoy.html).

Em complemento ao sistema de bóias ancoradas foi implementado o sistema

ARGO. Este é um sistema de 3000 bóias de deriva com transmissão por satélite que

mede dados de perfis verticais de temperatura e salinidade da superf́ıcie até 2000

m de profundidade. Este sistema permite um monitoramento cont́ınuo também

da velocidade (http://www.argo.ucsd.edu/). Os sistemas de monitoramento TAO,

PIRATA e ARGO utilizam o sistema de transmissão por satélite Argos, responsável
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pela coleta e disseminasão de dados de aproximadamente 8000 plataformas móveis

e fixas em todo o mundo. O programa Argos foi desenvolvido entre pela NOAA,

CNES e NASA.

Visando uma melhor coordenação dos sistemas observacionais e mais eficiên-

cia, foi estabalecido no final de 1993 o The Global Ocean Observing System (GOOS)

como parte da Integrated Global Observing Strategy (IGOS). Neste programa agên-

cias da ONU, entre elas a Organização Mundial de Meteorologia e a Comissão

Oceanográfica Intergovernamental das Nações Unidas, trabalham junto com a In-

ternational Council of Scientific Unions (ICSU) e agências espaciais via Committee

on Earth Observation Satellites (CEOS) (http://ioc.unesco.org/goos). Um grande

esforço está sendo realizado através do GOOS para a integração de sistemas de

observação já existentes.

Em décadas passadas o conjunto de dados mais comumente usado para es-

tudar a circulação oceânica e as variáveis de estado do mar era oferecido pelo World

Ocean Atlas (WOA) por Levitus, 1982 [47]. Estes dados consistem de uma meticu-

losa coleção de dados hidrográficos coletados de 1900 a 1980 em todo o globo. Estes

dados foram aperfeiçoados até hoje e são amplamente empregados para validação

de climatologias de modelos globais.

A salinidade e a velocidade, que são também variáveis prognósticas dos mo-

delos da circulação oceânica, não são bem observadas e normalmente não são inclúı-

das nos sistemas de assimilação de dados. Cabe ressaltar que, apesar da temperatura

ser a variável mais bem observada dos oceanos, ela não possui uma cobertura sufi-

cientemente alta para representar todos os padrões e variabilidades no espaço e no

tempo encontrados no oceano global. Outros parâmetros, como as velocidades verti-

cais, praticamente não são observados. Assim sendo, há uma grande demanda pela

melhoria do monitoramento dos oceanos e os MAD’s são complementos naturais aos

sistemas de observação. Isto completa a descrição dos componentes dos sistemas de

MAD’s.

Sabe-se que a circulação de larga escala dos oceanos depende em grande

parte de sua estrutura termo halina. Portanto, é fundamental o desenvolvimento de

boas estimativas da estrutura termo halina para a produção de condições iniciais dos

modelos de circulação oceânica. Devido ao fato da circulação do oceano superficial se
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ajustar rapidamente aos ventos, alguns autores salientam que uma boa representação

dos campos de temperatura (T ) e salinidade (S) é mais relevante que uma boa

representação do campo de correntes superficiais (GILL, 1982 [31]; PHILANDER,

1987 [63]; MOORE et. al. 1987 [54]) na condição inicial dos modelos.

Experimentos com MAD’s têm mostrado bons resultados com melhoria da

estimação da estrutura termo halina dos oceanos e, ainda, apresentado impactos

positivos na previsibilidade climática sazonal a interanual de modelos acoplados

oceano-atmosfera (FISHER et al., 1997 [25]; ROSATI et al. 1997 [74]). Porém,

devido à falta de dados de salinidade e ao fato de a densidade ser dominada pela

temperatura em baixas latitudes a salinidade não costuma ser considerada no pro-

cesso de assimilação.

Além da falta de medições de salinidade muitas vezes os perfis verticais de

temperatura e salinidade não são medidos simultaneamente. Isto é uma fonte de

incerteza na definição da densidade. Por isso, no contexto de assimilação de dados,

em geral assimila-se somente a temperatura, de modo que a salinidade é lentamente

alterada pela própria dinâmica do modelo. Entretanto, COOPER, 1988 [16] provou

que, embora usando um modelo regional para o oceano tropical, a assimilação unica-

mente de temperatura ou salinidade pode introduzir grandes variações no campo de

densidade. Ele concluiu que é essencial incluir ambos a salinidade e a temperatura

no processo de assimilação, principalmente se o objetivo for produzir um bom campo

de velocidades. Ainda, assimilar apenas a temperatura, pode deteriorar a dinâmica

e a circulação produzidas pelos modelos.

Em latitudes altas, RAVERDIN et.al., 1997 [67] também mostrou que a

salinidade é importante na determinação da densidade e da circulação no oceano.

Uma alternativa adotada para suprir a falta de dados de salinidade é assimilar

dados in situ de temperatura e assumir a existência de uma relação climatológica

T -S para a obtenção da salinidade a partir da análise da temperatura. Entretanto,

isto restringe a variabilidade da salinidade e pode não ser adequado, principalmente,

em regiões onde há grande variabilidade interanual, como no Paćıfico Tropical.

VOSSEPOEL et. al., 1999 [82] combinaram dados de temperatura na su-

perf́ıcie e relações climatológicas T -S para determinar a variabilidade em S. Eles

utilizaram um conjunto de dados de salinidade e temperatura de conductivity-tem-
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perature-depth (CTD)’s coletados entre 1975-1996 no Paćıfico Tropical para testar e

validar seus resultados. Eles concluiram que uma relação climatológica T -S repre-

senta um bom estado básico para o processo de assimilação.

No contexto de assimilação de dados seqüêncial, TROCCOLI e HAINES,

1999 [80] realizaram uma análise local da salinidade, assumindo uma relação local

T -S derivada de um conjunto de dados de CTDs ou de um modelo dinâmico. A

ênfase do trabalho de TROCCOLI e HAINES, 1999 [80] foi no Paćıfico Tropical.

Fica evidente então que há uma busca por estimativas precisas da densidade e,

consequentemente, da temperatura e da salinidade.

O presente trabalho é uma contribuição para o desenvolvimento de métodos

de assimilação de dados oceanográficos e de metodologias visando a produção de

estimativas mais precisas do estado termo halino dos oceanos tropicais. Especifi-

camente, o objetivo do presente trabalho é a investigação matemática e numérica

das técnicas de assimilação de dados de Bergthorsson e Döös com e sem correções

sucessivas e do filtro de Kalman FP (BELYAEV et al., 2001 [7]). Aplicações foram

realizadas no oceano Atlântico tropical juntamente com o modelo MOM3 em simu-

lações com e sem variabilidade interanual. Experimentos numéricos de assimilação

foram feitos considerando somente dados de temperatura, somente dados de salin-

idade e com temperatura e salinidade no mesmo passo de assimilação. Foi ainda

desenvolvida e aplicada uma metodologia de correção de salinidade a partir de as-

similação de temperatura assumindo uma relação local T -S derivada com dados do

modelo durante o processo de assimilação. Dados climatológicos de Levitus e dados

do projeto PIRATA foram utilizadas nos experimentos de assimilação e na discussão

da qualidade das análises objetivas.

No caṕıtulo 2 será apresentada uma breve descrição da variabilidade do

Oceano Atlântico tropical e de suas principais feições. No caṕıtulo 3 são apresentados

alguns métodos clássicos de assimilação de dados, a técnica de filtro de Kalman FP.

O caṕıtulo 4 contém a descrição do MOM3 e sua validação para este trabalho. A

descrição dos experimentos numéricos e seus resultados são apresentados no caṕıtulo

5. O caṕıtulo 6 contêm as conclusões e as recomendações para futuros trabalhos.
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Caṕıtulo 2

Caracteŕısticas do oceano

Atlântico tropical

Neste caṕıtulo são apresentadas as caracteŕısticas gerais da circulação e da tem-

peratura do oceano Atlântico tropical. O oceano Atlântico é o segundo maior dos

oceanos e recebe a maior quantidade de drenagem de rios como o Amazonas, Missi-

ssippi, Congo, Orinoco, São Lourenço, Paraná, Ńıger e Loire. Ele influencia direta-

mente o clima do Brasil. Por exemplo, a variabilidade da precipitação no nordeste

do Brasil e no leste da região Amazônica, está associada à circulação térmica direta

da atmosfera e aos movimentos meridionais da Zona de Convergência Intertropical

(ZCIT) sobre o oceano Atlântico. A ZCIT, por sua vez, tende a se posicionar sobre

as águas mais quentes do Atlântico tropical de forma que sua TSM modula em parte

a intensidade e a variabilidade da ZCIT e da precipitação provocada por ela. Devido

à ressurgência, a região da ZCIT é uma zona rica em peixes como cavala, arenque,

sardinha, linguado, além de possuir outras riquezas naturais como petróleo e gás

natural que são encontrados no Golfo do México (REDDY, 2001 [68]).

A dinâmica superficial dos oceanos é regida principalmente pela força de

cisalhamento dos ventos aĺısios. Estes sopram de nordeste (NE) no Hemisfério Norte

(HN) e de sudeste (SE) no Hemisfério Sul (HS), sendo que os de SE atravessam o

equador.

As correntes superficiais do oceano Atlântico são caracterizadas por duas

grandes correntes: a corrente norte Equatorial (CNE) e a corrente sul equatorial

(CSE), que giram nos sentidos horário no Atlântico norte e anti-horário no Atlân-
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tico sul, respectivamente, de acordo com a Fig. 2.1. Estas grandes correntes são

conduzidas separadamente por seus respectivos sistemas de ventos aĺısios no Atlân-

tico e são componentes dos giros sub-tropicais, que transportam águas quentes em

direção aos pólos e águas frias em direção ao equador. O sistema de correntes no

Atlântico tropical não é simetricamente disposto em relação ao equador, mas sim

deslocado para o norte. Na região equatorial há um fluxo cont́ınuo superficial de

massa de leste para oeste, que é compensado em parte pelas contracorrentes que

transportam massa no sentido oposto. Em consequência, a camada de mistura no

lado oeste é mais profunda que no lado leste. A seguir são apresentadas brevemente

algumas caracteristicas da variabilidade as correntes do oceano Atlântico tropical,

região na qual os experimentos de assimilação foram realizados.

No Atlântico Norte encontram-se a corrente norte equatorial (CNE), a co-

rrente do Golfo e a corrente das Canárias formando o padrão do giro subtropical. No

Atlântico Sul tem-se a corrente sul equatorial (CSE), a corrente do Brasil (CB), a

corrente norte do Brasil (CNB), e a corrente do Benguela formando o padrão de giro

subtropical. Na região equatorial tem-se a contra corrente norte equatorial (CCNE)

e a contra corrente sul-equatorial (CCSE).

A CNE, identificada no oceano aberto ao norte de 10oN , oscila entre 7o-

20oN , tem velocidade média na direção de leste entre 10-15 cm/s de acordo a

RICHARDSON e WALSH, 1986 [71].

A CCNE separa os dois grandes giros (CNE e CSE) entre 3o-10oN , ela flui de

oeste para leste. Entre os ventos aĺısios de nordeste e os ventos aĺısios de sudeste se

desenvolve uma faixa ampla de ventos fracos (doldrums), localizada principalmente

ao norte do equador (REDDY, 2001 [68]), a CCNE flui através desta faixa. No

entanto, esta faixa move-se perto do equador do lado oeste do oceano e estende-se

até o Atlântico sul perto da costa da América do sul durante o inverno. Assim, a

CCNE flui até próximo da África entre a CNE e a CSE em uma estreita faixa ao

norte do equador durante a maior parte do ano. Sua origem varia de 52oW , nos

meses de julho a agosto, a 22oW no inverno do HN.

A CCNE atinge sua intensidade máxima durante os meses de julho a setem-

bro, sua velocidade média na direção de oeste é de 42 cm/s (FRATANTONI 2001

[27], ARNAULT 1987 [1]). As velocidades na superf́ıcie da seção oeste da corrente
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podem atingir até 147 cm/s estendendo-se hacia abaixo até 350 m em 28oW de

acordo com FRATANTONI, 2001 em [27] (Barbie Bishop e Mariano, [66])

A CSE aparece em todas as estações como um forte fluxo para oeste em

direção à plataforma continental do Brasil perto do equador com velocidades de

aproximadamente 30 cm/s e como um fluxo mais fraco ao sul de 10oS com velocidade

de 15 cm/s. Esta corrente estende-se desde a superf́ıcie até aproximadamente 100

m de profundidade. Seu limite no norte está próximo de 4oN e no sul entre 15o-

25oS dependendo da longitude e da estação do ano. A CSE atinge a costa leste do

Brasil e bifurca-se no Cabo de São Roque em dois ramos, um segue em direção ao

Caribe formando a corrente norte do Brasil e o outro segue em direção do norte ao

longo da costa do Brasil para formar a corrente do Brasil (CB). A CSE é dividida

em 3 ramos: corrente sul equatorial norte (CSEN), corrente sul equatorial central

(CSEC) e corrente sul equatorial sul (CSES); separados pela corrente sub-superficial

sul equatorial (CSSE) e pela contra-corrente sul equatorial (CCSE).

Figura 2.1: Principais correntes do oceano Atlântico tropical

A contra-corrente sul equatorial (CCSE) flui para leste entre 7o-8oS, estende-
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se desde a superf́ıcie até aproximadamente 400 m de profundidade. Esta corrente é

intensificada na sub-superf́ıcie com valores de até 20 cm/s a uma profundidade de

300 m. Um segundo máximo de 9 cm/s ocorre a 40 m de profundidade. Em 7oS,

separadamente da velocidade mais profunda, por um fluxo na direção de leste a 110

m de profundidade, este evento acontece no verão. Uma forte variação sazonal na

direção das correntes torna dif́ıcil sua detecção em mapas de velocidades médias de

superf́ıcie.

A corrente equatorial sub-superficial (CESS) é um forte fluxo para leste

localizado entre 2oS e 2oN . Ela é suprida pelas CNB e CCNE e observada próxima

a 100 m de profundidade. A velocidade máxima da corrente sub-superficial sul

equatorial (CSSE) atinge 90cm/s e flui, em média, para leste. Está localizada entre

3o-5oS. Seu fluxo é máximo na primavera do HS e mı́nimo no outono perto de 30oW .

O fluxo acima da CSSE é para leste de novembro a ińıcio de março e para oeste de

julho a agosto. A seguir, é apresentado em forma breve a importância da TSM e as

caracteŕısticas principais da temperatura no oceano.

Há dois padrões de variabilidade de TSM do oceano Atlântico tropical bem

definidos. O primeiro padrão é um modo equatorial similar ao El Niño onde há

aquecimentos e resfriamentos da TSM na região equatorial (ZEBIAK, 1993 [84],

CARTON E HUANG, 1994 [13]; TSENG e MECHOSO, 2000 [81]). Este modo

de variabilidade parece estar associado ao ciclo anual com anomalias máximas o-

correndo na região de ressurgência equatorial em junho e julho. O outro padrão é

um modo inter-hemisférico chamado de dipolo do Atlântico no qual as anomalias

de TSM se estabelecem com sinais opostos através do equador, ou há pelo menos

a formação de um gradiente meridional (MOURA e SHUKLA 1981 [55], CHANG

et al 1997 [15]). Este é o modo predominante da variabilidade decadal do Oceano

Atlântico tropical, sendo que a maior variabilidade das anomalias neste modo está

concentrada na bacia sul (METHA, 1998 [52]).

No oceano Atlântico, a variabilidade de temperatura na superf́ıcie é influên-

ciada pelo padrão de correntes. As águas quentes se espalham do lado oeste do

oceano ao longo das costas das Américas Norte e Sul e se espalha numa região de

20oS a 30oN no lado oeste e de 5oS a 12oN . Águas relativamente frias são encon-

tradas ao longo da costa da Africa no Atlântico leste, enquanto que, a massa quente
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é reduzido ao longo da costa da África. Na região equatorial, durante os meses de

março a junho e ińıcio do verão no HN, a temperatura da CCNE atinge 24oC, e a

temperatura média da CSE é de 26o-28oC próximo da superf́ıcie e de 22o-24oC a

100 m de profundidade (MAYER, 1998 [50]).

A distribuição da temperatura do mar com a profundidade também depende

em grande parte da quantidade de energia solar absorvida. Cerca de 50% da energia

solar que incide na superf́ıcie é absorvida nos primeiros cent́ımetros da superf́ıcie. O

restante da energia, penetra na sub-superf́ıcie e há um limite de profundidade para

isso, este limite varia com a estação do ano e a hora do dia; a máxima acontece

durante a estação de verão e durante o dia ao medio dia. A camada superior onde a

temperatura é quase uniforme é conhecida como camada de mistura ou camada

isotermal. Esta região pode ter de 10 m de profundidade em regiões calmas, e até

200-300 m em regiões mais turbulentas no oceano aberto. Fatores que determinam

a espessura da camada de mistura são a intensidade dos ventos e a ação de ondas

de transporte de calor e de massa.

Usualmente, entre a base da camada de mistura até 500-1000 m de profundi-

dade, a temperatura decresce rapidamente. Esta região de rápido decrescimento de

temperatura é chamada de camada termoclina permanente. Abaixo desta região,

até o fundo do oceano, a temperatura decresce lentamente. Nas latitudes médias e

baixas, a termoclina está presente durante todo o ano. Nas latitudes altas, a varia-

cão da temperatura entre superf́ıcie e sub-superf́ıcie é pequena e não há formação

de uma termoclina permanente.

Salinidade é uma outra caracteristica do oceano, ela é uma medida de quan-

tidade de sais dissolvidos na água do mar, a qual contém elementos conhecidos como

o cloreto, sódio, sulfato, magnésio e cálcio. Os fatores responsáveis pelo aumento da

salinidade são: evaporação, formação de gelo, advecção de água mais salina, mis-

tura com águas mais salinas e solução de depósitos de sais. Os responsáveis pela

diminuicão da salinidade são: precipitação, fusão de gelo , advecção e mistura de

águas menos salinas e aporte de água fresca dos rios.

No oceano aberto, a salinidade superficial varia geralmente entre 33 e 37PSU .

Os ramos norte e central da CSE mostram, por exemplo, salinidade entre 36-

36.2PSU na superf́ıcie, e menos de 36.PSU a 100 m de profundidade, o ramo sul
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da CSE, situada na região de formação de águas de salinidade máxima na superf́ıcie

pela evaporação, tem média entre 35.2-37PSU (WIENDERS et al., 2000 [83]). A

CCNE em (4oN ,30oW ) a salinidade superficial é de aproximadamente 34.8PSU no

final da primavera e inicio do verão e de 34.4PSU a 36.2PSU no final do outono e no

inverno. No lado leste da bacia, a variabilidade da salinidade é ligeiramente menor

que no lado oeste de acordo aos dados do PIRATA [64]. A distribuição da salin-

idade é principalmente zonal, porém podem ocorrer variações devido as correntes

oceânicas.

A salinidade superficial no HN é menor que no HS. A salinidade atinge seus

valores máximos no HN entre 20o-25oN e no HS entre 20o-25oS e um valor mı́nimo

ao norte do equador em 5oN . Isto se deve às fortes chuvas que acontecem na região

equatorial durante todo o ano. Dos máximos subtropicais, ela decresce rapidamente

até latitudes mais altas em ambos hemisférios, devido à precipitação em forma de

neve e chuva e devido a baixa taxa de evaporação.

A variação anual da salinidade segue a variação anual de precipitação. Em

áreas de altas variações anuais em precipitação e evaporação, variações na salinidade

também são grandes. A estensão para a qual a precipitação influenciará a salinidade

do mar varia de região para região, e também de acordo com o fluxo de água fresca

dos rios. O Atlântico recebe águas da maioria dos rios mais importantes do mundo,

entretando, a variação anual da salinidade na superf́ıcie no oceano aberto é pequena.

A distribuição vertical da salinidade é complexa se comparada com a da

temperatura. Isto se deve ao fato de a estabilidade do oceano depender da estru-

tura da densidade, e esta depender muito mais da temperatura que da salinidade.

Portanto, é posśıvel ter alta ou baixa salinidade em diversos ńıveis verticais. Nas

regiões equatoriais e tropicais dos oceanos, há uma camada uniforme de salinidade

da superf́ıcie até algumas dezenas de metros de profundidade. Abaixo deste camada,

a salinidade aumenta até 100-200 m de profundidade e logo decresce com a profun-

didade, atingindo o mı́nimo entre 800-1200 m. Mais abaixo, a salinidade cresce e

então decresce ligeiramente até 2000m de profundidade. A camada onde a salinidade

muda rapidamente com profundidade é chamada de haloclina.

A densidade é a última variável oceânica a ser descrita neste caṕıtulo. A

variação latitudinal da densidade é determinada pela temperatura e salinidade. A
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densidade da água do mar aumenta com a diminuição de temperatura e aumento de

salinidade. Os valores mais baixos de densidade são encontrados na zona equatorial,

onde a salinidade é baixa, devido a chuvas fortes e evaporação restrita e também

devido a altas temperaturas. Nas regiões subtropicais a densidade é alta, devido a

alta evaporação e também a relativamente baixa temperatura. Os valores mais altos

de densidade acontecem nas frias regiões sub-polares.

A tendência geral de variação da densidade na superf́ıcie com a latitude nos

oceanos Paćıfico, Atlântico e Índico é a mesma. A densidade cresce normalmente

com a profundidade, porém este incremento não é uniforme. Em latitutes baixas e

zonas tropicais há uma fina camada uniforme de baixa densidade na zona superior.

Abaixo dessa camada há um rápido incremento na densidade com a profundidade

caracterizando a picnoclina. Abaixo da picnoclina o incremento da densidade é

suave. A picnoclina é desenvolvida por efeitos da termoclina e da haloclina. Assim

como a termoclina, a picnoclina é mais desenvolvida em baixas latitudes. Devido

a presença de picnoclina as latitudes baixas as águas da superf́ıcie estão relativa-

mente isoladas das águas profundas no oceano. Porém em regiões polares, não

há forte estratificacão entre superf́ıcie e águas profundas devido a presença de um

fraco desenvolvimiento da picnoclina. Ao longo do equador a picnoclina possui uma

inclinação aprofundandose em direção ao leste, desde aproximadamente 100 m de

profundidade no lado leste até cerca de 30 m no lado oeste esta inclinação é oposta

a verificada a termoclina. Na Báıa de Benguela durante o peŕıodo de transição entre

inverno e verão, a profundidade de ocorrência da picnoclina no lado oeste, em geral,

incrementa ligeramente até sul com variação de 75 a 100 m.
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Caṕıtulo 3

Técnicas de assimilação de dados

3.1 Técnicas de assimilação com pesos prescritos

Seja f uma variável de estado, como temperatura e salinidade, a ser estimada

por uma análise objetiva fa. De forma simplificada, fa pode ser obtida pela seguinte

expressão:

fa(ri) =f b(ri) +

K∑

k=1

Wik[f
o(rk) − f b(rk)]

onde:

• fa é a variável de análise dependente da coordenada espacial r a qual pode

ser bidimensional ou tridimensional;

• ri é a coordenada espacial do i-ésimo ponto de grade onde a análise objetiva

e a solução numérica do modelo são calculados;

• rk é a coordenada espacial do k-ésimo ponto onde há observação, que normal-

mente não coincide com ri,

• Wik é o peso para o k-ésimo erro, dado o i-ésimo ponto de grade.

• f o é o variável observada;

• f b é a variável de background ou primeira estimativa proveniente de um modelo

ou uma climatologia.
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A equação acima estabelece, basicamente que a análise é dada pela soma do

campo do modelo com uma correção, a qual é calculada com as diferenças ponderadas

entre a variável do modelo e as observações.

No caso de uma única observação no ponto rk, para um caso particular em

meteorologia, Bergthorsson e Döös (B&D) consideraram duas estimativas para f(ri).

A primeira foi o background, f b(ri), e a segunda foi o background mais a diferença

entre valor o observado e o background no ponto de observação, isto é: f b(ri) +

[f o(rk)− f b(rk)]. Considerando que há diversas observações influindo no cálculo da

análise em um ponto e que a estat́ıstica dos erros do modelo e das observações é

conhecida B&D propuseram outra estimativa de acordo com:

fa(ri) =
E−2

b · f b(ri) + E−2
o (k)w(rk − ri) · [f b(ri) + f o(rk) − f b(rk)]

E−2
b + E−2

o (k)w(rk − ri)

onde Eb e Eo são a esperança do erro do background e do valor observado, respectiva-

mente e wik = w(rk−ri) é uma matriz de pesos prescritos, wik depende da distância

relativa |rik| entre rk e ri. Eles sugeriram que observações próximas do pontos da

análise influenciaam mais o valor da análise que observações distantes. Quando este

esquema só permite observações dentro de um domı́nio pré-determinado influenciam

o cálculo da análise objetiva, ele é chamado de local. A região ao redor do ponto

de análise que contém as observações que contribuirão para o cálculo da análise é

definida pelo raio de influência.

Se Ki é o número de observações que influenciam a análise no ponto de grade

ri cada observação é realizada com um instrumento diferente, então a equação se

transforma em:

fa(ri) − f b(ri) =

Ki∑

k=1

E−2
o (k)w(|rik|)[f o(rk) − f b(rk)]

Ki∑

k=1

E−2
o (k)w(|rik|) + E−2

b

.

Se é utilizado um único instrumento na observação , os erros de observação

terão a mesma esperança, isto é: E2
o = E2

o(k) é uma constante e então a equação
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pode ser re-escrita como:

fa(ri) − f b(ri) =

Ki∑

k=1

w(|r|)[f o(rk) − f b(rk)]

Ki∑

k=1

w(|r|) + ε2
o

. (3.1)

onde ε2
o = E2

o/E
2
b . Outra forma de expresar 3.1 é:

fa(ri) =f b(ri) + W T
i [f o − f b]

W T
i é a transposta do vetor coluna de Ki elementos

f o, f b vetores colunas com Ki elementos.

Formulações feitas posteriormente especificaram funcionais para representar

os pesos. Cressman (1,959) adotou a seguinte forma funcional para estes pesos:

w(|rik|) =
R2 − |rik|2

R2 + |rik|2
|rik| ≤ R

0 |rik| > R

R é o raio de influência que define uma região ao redor do ponto onde a análise está

sendo calculada na qual as observações contidas nesta região influênciam o valor da

análise. Barnes adotou a seguinte forma:

w(|rik|) =exp{− |rik|2
2R2

}

Estas formulações possuem as seguintes propriedades:

Ki∑

k=1

wik ≤ 1 (3.2)

wik ≥ 0, 1 ≤ k ≤ Ki (3.3)
∣
∣fa(ri) − f b(ri)

∣
∣ ≤ max

k

∣
∣f o(rk) − f b(rk)

∣
∣ (3.4)
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Trabalhos posteriores sugeriram que múltiplas iterações visando melhores re-

sultados. Tomando-se como a primeira iteração fa
1 (ri) = fa(ri) e seguinte:

fa
2 (ri) =fa

1 (ri) + W T
i [f o − fa

1 ]

e assim:

fa
j+1(ri) =fa

j (ri) + W T
i [f o − fa

j ]

Em relação ao background:

fa
j+1(ri) − f b =W i

j+1[f
o − fa

j ]

onde W (j) = I− [I−W ]j , esta nova formulação não garante as propriedades 3.2-3.4.

3.2 O Filtro de Kalman discreto

No desenvolvimento da formulação do filtro de Kalman discreto, será empregada

em todo o texto abaixo a notação unificada proposta por IDE et al., 1997 [37] para

assimilação de dados oceanográficos e atmosféricos. Nesta notação:

x é o vetor de estado,

yo é o vetor de observações,

H é um operador de observação, que representa um operador de interpolação.

I denota a matriz identidade,

K é a matriz ganho,

P é a matriz de covariância do erro de predição,

Q é a matriz de covariância do erro do modelo,

R é a matriz de covariância do erro observacional.

Ainda será usado (·)a para denotar analise, (·)b background, (·)f previsão, (·)t ver-

dadeiro, (·)o observado, (·)T trasposta, (·)−1 inversa da matriz. Todos os vetores são

organizados como colunas. Para simplificar a notação, será denotado para qualquer

variável arbitrária z dependente do tempo, no instante tn como z(tn) = zn.
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Deseja-se conhecer xt, que é a representação de uma variável de estado

verdadeira de dimensão N , onde N representa o número de pontos de grade do

modelo numérico.

Seja xf
n a variável de predição de xt

n no instante tn, e εf
n o erro desta predição:

xt
n = xf

n + εf
n (3.5)

Procura-se obter uma estimativa de xt
n com erro menor que o da previsão

fazendo uso de observações da variável de estado, de tal forma a aproximar me-

lhor xf
n, no sentido de variância minima, para xt

n. As observações yo da variável de

estado xt
n no instante tn são aproximações de xt

n isto é:

yo
n = Hn(xt

n) + εo
n, (3.6)

onde εo
n é o erro de observação e Hn uma matriz de dimensão pn × N , onde pn é a

dimensão de yo
n no instante tn, isto é, a dimensão de yo

n pode mudar com o tempo.

Normalmente a dimensão pn do vetor de observação é muito menor que a dimensão

do vetor xf
n ( pn << N). Este erro provém de medições imperfeitas e erros de

representação. Ele é assumido como um ruido branco com média zero, isto é:

E(εo
n) = 0,

e covariância do erro de observação igual a Rn cuja dimensão é pn × pn:

Cov(εo
n, εo

n) = E(εo
n(εo

n)T ) = Rn.

É assumido também que εf
n, εo

n e xt
o, a condição inicial, são independentes e que o

erro de predição e o erro de observação não estão correlacionados, isto é:

E(εo
n(εf

n)T ) = 0 (3.7)

E(εf
n(εo

n)T ) = 0, (3.8)

matrizes nulas da ordem pn × N e N × pn respectivamente.

25



Deséja-se usar as observações para corrigir a predição. Isto é feito estimando

εf
n por ε̂f

n através de uma função linear da diferença entre o dado observado yo
n e o

dado previsto do modelo Hnxf
n. A matriz Kn, que define esta transformação linear,

é conhecida como matriz ganho. Portanto, tem-se que:

ε̂f
n = Kn(yo

n − Hnxf
n) = Kn(Hnx

t
n + εo

n − Hnxf
n) (3.9)

Considere Hn linear, logo 3.9 pode ser escrita como: ε̂f
n = Kn(Hnεf

n+εo
n). Considere:

(εf
n−ε̂f

n)(εf
n − ε̂f

n)T

=[εf
n − Kn(Hnεf

n + εo
n)] × [εf

n − Kn(Hnε
f
n + εo

n)]T

=εf
n(εf

n)T − εf
nKT

n (Hnεf
n + εo

n)T − Kn(Hnεf
n + εo

n)(εf
n)T + Kn(Hnε

f
n + εo

n)(Hnεf
n + εo

n)T KT
n

=εf
n(εf

n)T − εf
n(εf

n)T HT
n KT

n − (εf
n)(εo

n)T KT
n − KnHnεf

n(εf
n)T − Kn(εo

n)(εf
n)T

+ Kn{Hn(εf
n)(εf

n)T HT
n + Hn(εf

n)(εo
n)T + (εo

n)(εf
n)HT

n + (εo
n)(εo

n)T}KT
n

Seja P f
n = E(εf

n(εf
n)T ) = E(εf

n(εf
n)T ), a matriz de covariância do erro de predição.

Utilizando as propriedades de esperança e 3.7; obtem-se a relação:

E((εf
n − ε̂f

n)T (εf
n − ε̂f

n)) = tr[E((εf
n − ε̂f

n)(εf
n − ε̂f

n)T )]

= tr[P f
n − P f

nHT
n KT

n − KnHnP f
n + Kn(HnP f

nHT
n + Rn)KT

n ],

onde tr denota o traço. Seja denotado como PKn
= E((εf

n − ε̂f
n)(εf

n − ε̂f
n)T ) e W =

HnP
f
nHT

n +Rn. Como P f
n e Rn são positivas semidefinidas e simétricas, tem-se que

W é positiva semidefinida, simétrica e sua inversa W−1 existe. Logo:

PKn
=P f

n + {KnWKT
n − P f

nHT
n KT

n − KnHnP f
n + P f

nHT
n W−1HnP f

n} − P f
nHT

n W−1HnP f
n

=P f
n + {KnWKT

n − P f
nHT

n KT
n − KnWW−1HnP f

n + P f
nHT

n W−1HnP
f
n}

− P f
nHT

n W−1HnP
f
n.

Agrupando termos:

PKn
=P f

n + KnW [KT
n − W−1HnP f

n] − P f
nHT

n [KT
n − W−1HnP f

n] − P f
nHT

n W−1HnP f
n

=P f
n +

[
Kn − P f

nHT
n W−1

]
W

[
Kn − P f

nHT
n W−1

]T − P f
nHT

n W−1HnP f
n,
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seja: A = P f
nHT

n W−1 e B = P f
nHT

n W−1HnP f
n, assim reescrevendo PKn

temos:

tr[PKn
] = tr[P f

n + [Kn − A]W [Kn − A]T − B], (3.10)

o lado esquerdo desta igualdade é sempre positiva semidefinida, logo ela pode ser

minimizada escolhendo:

Kn = A = P f
nH

T
n [Rn + HnP

f
nHT

n ]−1. (3.11)

no sentido que, se P1 é o valor de PKn
com esta eleição de Kn e P2 o valor com

outra escolha de Kn, então, P1 − P2 é no mı́nimo positiva semidefinida.

A melhor estimativa da variável de estado, a análise objetiva, que inclui

informação dos dados observados é dada por:

xa
n = xf

n + ε̂f
n = xf

n + Kn[yo
n − Hn(xf

n)]. (3.12)

A dinâmica da evolução do modelo para xt é comumente não linear e deterministica,

enquanto que o comportamento verdadeiro do fluido pode diferir por erros aleatórios

ou sistemáticos. Desde que o modelo é uma aproximação do sistema f́ısico, uma das

hipóteses básicas do Filtro de Kalman é que o vetor xt propága-se de acordo com:

xt
n = Mn(xt

n−1) + ηn (3.13)

onde Mn é o operador que descreve a evolução do estado xt em tn−1 para tn e ηn

é o erro do modelo, o qual é assumido ser uma variável aleatória que consiste de

incertezas do modelo, com esperança nula e covariância igual a Qn:

E(ηn) = 0 (3.14)

E((ηn)(ηn)T ) = Qn, (3.15)

com E denotando o operador esperança (ver Apêndice 1.2).

Na formulação de Kalman-Bucy, 1961 [43] a previsão x
f
n+1 é calculada pelo

modelo a partir da análise em xa
n. Neste caso, a variável de predição x

f
n+1, em um
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determinado instante tn é dada por:

x
f
n+1 = Mnxa

n, (3.16)

também é assumido que não há correlação entre o erro do modelo εf
n, e o erro de

observação εo
n, isto é:

Cov(εf
n, εo

n) = E(εf
n(εo

n)T ) = 0. (3.17)

Assumindo que Mn é linear, substraindo 3.13 de 3.16 obtem-se:

x
f
n+1 − xt

n+1 = Mn(xa
n − xt

n) − εf
n (3.18)

εf
n+1 = Mnθa

n − εf
n (3.19)

De 3.19 podemos observar que se a análise no instante tn não tem bias, isto é, a

média é zero, a predição no instante tn+1 também não tem bias. Multiplicando 3.19

por (εf
n+1)

T :

εf
n+1 · (εf

n+1)
T = (Mnεa

n − εf
n)(Mnεa

n − εf
n)T (3.20)

aplicando o operador esperança e o fato de E(εa
n(εb

n)T ) = E(εf
n(εa

n)T ) = 0, obtemos:

P
f
n+1 = MnP a

nMT
n + Qn. (3.21)

No caso linear a densidade de probabilidade deste erro é Gaussiana portanto é

caracterizada pela média e covariância (ver no Apêndice 1.3).

Para obter uma expressão para a matriz de covariância dos erros da análise

P a
n, partimos da equação 3.12:

xa
n − xt

n =xf
n − xt

n + Kn(yo
n − Hn[xf

n])

εa
n =εf

n + Knyo
n − KnHn[xf

n] + KnHnx
t − KnHnxt

=(I − KnHn)εf
n + Knεo

n
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Multiplicando por (εa
n)T e aplicando o operador esperança:

P a
n =(I − KnHn)P f

n + (I − KnHn)P f
n(I − KnHn)T + KnRn(Kn)T

=(I − KnHn)P f
n + [−P f

nHT
n + Kn(HnP

f
nHT

n + Rn)]KT
n

De 3.11 e 3.12 finalmente:

P a
n = [I − KnHn]P

f
n (3.22)

O algoritmo, assumindo o conhecimento de Qn e Rn é formulado como.

1. Em t = t0, dados x
f
0 , P

f
0 , calcular K0 de 3.11, P a

0 de 3.22 e xa
0 de 3.12.

2. Para i = 1, .., n, o ciclo de assimilação é realizado em dois blocos:

(a) Previsor: Calcular x
f
i+1 de 3.16 e P

f
i+1 de 3.21.

(b) Diagnostico: Calcular K i+1, P a
i+1 e xa

n+1.

3. Fim

Para realizar o filtro de forma ótima, entretanto há dificuldades. Uma delas

é o desconhecimento de Qn e Rn e P
f
0 . Outra foi a hipótese que a matriz M é

linear. Finalmente, outra limitação prática é a dimensão das matrizes envolvidas.

Para calcular Kn há necesidade de inverter matrizes de ordem N .

O problema do filtro consiste em achar uma estimativa de xt
n dado Yl. É

visto em JAZWINSKI [39] que o melhor estimado no sentido de variância minima

vem dada pela média condicionada as observações, isto é:

x̂t = E(xt|Yl)

onde x̂ denota o melhor estimado. A função de densidade de probabilidade condi-

cional de xt dada a sequência Yl, p(xt|Yl), completa a solução deste problema, porque

ele engloba toda a informação estat́ıstica de xt que está contida nas observações vá-

lidas e na condição inicial p(xt
0) (ver no apêndice A.0.10).

A seguir nesta seção é descrita em forma breve o problema geral de filtragem

para o caso discreto-discreto pois é o mais comum em problemas. São apresentadas
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apenas os teoremas que resolvem este problema, a demostração pode ser encontrada

em JAZWINSKI, 1970 [39].

Para o caso anterior pode-se observar que o erro não evolui com o tempo.

Seja o caso geral de um sistema linear discreto descrito pela equação em diferenças:

xk+1 = Φ(tk+1, tk)xk + Γ(tk)ωk+1 k = 0, 1, .. (3.23)

onde xk é o vetor de estado n-dimensional no instante tk, Φ é a matriz de transição

n× n no-singular, Γ é uma matriz n× r e {ωk, k = 1, ..} é um vetor de dimensão r,

a qual é uma sequência Gaussiana branca (Apêndice A.4, com média zero e matriz

de covariância igual a Qk. As observações discretas são dadas por :

yk = H(tk)xk + vk (3.24)

Búsca-se o melhor estimado x̂k no sentido de variância mı́nima do sistema 3.23 dadas

as observações Yk definidas por 3.24. Ela vem dada pela média condicional:

x̂k
k+1 = E(xk+1|yk)

onde Yk = {Y1, .., Yk}. Seja denotado por P k
k+1 = E((xk+1−x̂k

k+1)(xk+1−x̂k
k+1)

T |Yk)

indica a probabilidade condicional dos erros do estimado condicionado as observações

até o instante k.

Teorema 3.2.1 O filtro ótimo (de variância mı́nima) para o sistema discreto 3.23-

3.24 consiste de equações discretas para a média condicional e a matriz de covariân-

cias. Entre observações via o seguinte teorema:

x̂k+1 = Φ(tk+1, tk)x̂k + Γ(tk)ωk+1 k = 0, 1, .. (3.25)

P k
k+1 = Φ(tk+1, tk)P

k
k ΦT (tk+1, tk) + Γ(tk)QnΓT (tk). (3.26)

Nas observações:

x̂k
k = x̂k−1

k + K(tk)(yk − H(tk)x̂
k−1
k )

P k
k = P k−1

k − K(tk)H(tk)P
k−1
k
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onde:

K(tk) = P k−1
k HT (tk)[H(tk)P

k−1
k HT (tk) + Rk]

−1

é a matriz ganho de Kalman. A predição para tl > tk, (X̂k
l , P k

l ) é completada via

3.25-3.26 con condição inicial (X̂k
k , P k

k ).

Este teorema é o de Kalman-Bucy.

Pode ser visto que o caso descrito é um caso particular do filtro de Kalman-

Bucy discreto, se consideramos:

xt
n = xf

n + εf
n (3.27)

yo
n = Hn(xt

n) + εo
n, (3.28)

ou em forma equivalente:

ωn = xt
n − xf

n = εf
n (3.29)

ωo
n = yo

n − Hn(xf
n) = Hn(xt

n − xf
n) + εo

n = Hn(ωn) + εo
n, (3.30)

Para este caso Φ(tn+1, tn) = 0, Γ(tn) = I a identidade, porém ωn não evolui com o

tempo. Também:

E(εo
n) = 0, Cov(εo

n)(εo
n)T = Rn (3.31)

E(εf
n) = 0, Cov(εf

n)(εf
n)T = Qn (3.32)

onde εf
n é um ruido branco independente de εo

n, isto é, Cov(εf
n)(εo

n)T = 0. Logo

ω̂n
n+1 = E(ωn+1|Yn) = E(εf

n+1|Yn) = E(εf
n+1) = 0. De acordo ao teorema acima

entre observações:

P n
n+1 = E((ωn+1 − ω̂n

n+1)(ωn+1 − ω̂n
n+1)

T |Yn) (3.33)

= E((ωn+1 − ω̂n
n+1)(ωn+1 − ω̂n

n+1)
T ) = Pn+1 (3.34)
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Logo entre observações o melhor estimado é zero e Pn+1 = Qn. Nas observações:

Pn = [I − KnHn]Pn

Assim é obtido 3.21-3.12 como um caso particular.

3.3 Técnica de assimilação baseada na equação de

Fokker Planck

Como foi visto na seção anterior, o filtro de Kalman consiste em achar a melhor

estimativa da variável de estado dadas as observações e um campo do modelo. Isto

é feito achando-se a probabilidade condicional da variável de estado no instante tn

dadas as observações Yt = {yo(τ), τ ≤ t}. A teoria de filtragem é desenvolvida

considerando-se um sistema de duas equações diferenciais estocásticas, uma que

governa a variável de estado e outra observações desta variável(JAZWINSKI, 1976

[39]). De acordo com espaço onde são tratadas tais equações podem ser cont́ınua-

cont́ınua, cont́ınua-discreta ou discreta-discreta. Em BELYAEV, K.P e MEYERS,

S.D 2000 ([7]) considera-se o problema cont́ınuo-discreto, onde a primeira equação é

formulada no espaço de erros do modelo ao invés de considerar o espaço de estado.

Nesta formulação é assumido que não há diferença entre os valores reais e os valores

observados. Desta forma, procura-se reduzir as complicações da implementação

numérica. A suposição de que não há erros na medição é válida considerando que

os erros na modelagem são muito maiores que os erros das observações.

O estado de um sistema é dado por um vetor dimensional xt(t, r), por

exemplo xt(t, r) = (T t(t, r), St(t, r), ut(t, r), vt(t, r)) onde cada componente denota

temperatura, salinidade e componentes u e v de velocidade respectivamente, t de-

nota o tempo e r a coordenada espacial 3-D. Em modelos numéricos oceânicos,

coordenadas de tempo e espaço serão geralmente membros de uma grade discreta

quadri-dimensional. Aqui será tratado apenas o caso em que xt é unidimensional.

O desenvolvimento do estado do sistema é dado por:

∂xf

∂t
= M(t, xf). (3.35)
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onde M é o operador do modelo cont́ınuo. Observe que M é, em geral, um operador

não linear, que pode conter derivadas parciais. Pode-se supor que não existem erros

no processo de modelagem, porêm existem erros na predição de xt. Isto pode ser

devido a que existem flutuações no processo para o qual nenhuma relação existe, ou

seja, o valor verdadeiro xt satisfaz a equação de evolução do modelo exceto por um

ruido concebido como um processo Gaussiano estacionário com média zero. Se a

equação é linear pode-se supor que o verdadeiro valor xt satisfaz também a equação:

∂xt

∂t
= M(t, xt) + η(t), (3.36)

onde η(t) descreve influências aleatórias que flutuam rapidamente e portanto são

não correlacionadas para diferentes instantes de tempo (ver Apêndice). Fisicamente

η(t) considera as deficiências do modelo. Como é mostrado no Apêndice a equação

3.36 não tem sentido matemático e sim um sentido intuitivo.

O erro de previsão do modelo no instante t e no ponto r é dado por:

θf (t, r) = xf (t, r) − xt(t, r).

Se M é linear, isto é, M(t, θ) = M(t)θ o erro também evolui segundo o modelo

de acordo com:

∂θf

∂t
= M(t)θf + η(t)

e

Eη(τ, r1)η
T (t, r2) =







Q(|r12|) t = τ

0 t 6= τ

onde |r12| = dist(r1, r2), para dois pontos arbitrários do domı́nio. Isto significa que

η não é correlacionado no tempo, mas sim no espaço. Assumamos também que:

Eθf(0, r) = 0, M(0, θf) = 0.

Se M não é lineal, é suposto que erro evolui de acordo a seguinte equação
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diferencial estocástica:

dθf = f(t, θf)dt + G(t, θf)dB (3.37)

onde B é um movimento browniano (ver no Apêndice seção A.2 e 1.13). As funções

f e G são calculadas de acordo com o modelo. Os valores das observações são

considerados perfeitos, isto é, R(t) = 0, e matriz H de interpolação é considerada

sem erros. A proposta é considerar a análise ou variável assimilada pela seguinte

expressão:

xa(t, r) = xf (t, r) +

∫ t

0

J(τ)
∑

i=0

α(τ, r, ri)θ
f (τ, ri)dτ, (3.38)

onde ri são os pontos onde há observação e J(τ) é o número observações no instante

τ , considerando que ao longo do tempo, medições da variável de estado:

yo(τ) = {yo(τ, ri(τ)), i = 1, .., J(τ)},

no instante τ , são consideradas. Nota-se que devido as observações serem consider-

adas perfeitas e H interpolar de forma perfeita para os pontos onde há observação,

então:

yo(τ) − H(τ)(xf (τ)) = xt(τ) − H(τ)(xf(τ)) = θf(τ),

aqui θf(τ) representa o vetor de erros de observação, cuja dimensão é J(τ). Para

simplificar a notação será usado:

xa − xt = xa(t, r) − xt(t, r), xf − xt = xf (t, r) − xt(t, r).

Os valores de α(τ, x, ri) são determinados buscando a minimização do erro quadrático

da análise em relação ao valor verdadeiro de acordo com:

E(xa − xt) = 0, (3.39)

E(xa − xt)2 ≤ E(ω − xt)2 ∀ω estimação de xt, (3.40)

isto é, a média da diferença entre o a análise e o valor verdadeiro é nula e xa é a
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função que minimiza E(ω − xt)2.

Busca-se αi(t) = α(t, r, ri) que satisfaça 3.39-3.40. Para isso deriva-se

E(xa − xt)2 em relação a αi(t). De 3.12:

{xa − xt}2 = {xf − xt +

∫ t

0

N(τ)
∑

j=0

αj(τ)θf (τ, rj)dτ}2

= {xf − xt}2 + 2{xf − xt}{
∫ t

0

N(τ)
∑

j=0

αj(τ)θf (τ, rj)dτ} + {
∫ t

0

N(τ)
∑

i=0

αj(τ)θf(τ, rj)dτ}2

aplicando o operador esperança e considerando a definição do erro:

E{xa − xt}2 =E{[θf(t, x)]2 − 2
[
θf (t, x)

∫ t

0

N(τ)
∑

i=0

αi(τ)θf (τ, ri)dτ
]

(3.41)

+
[ ∫ t

0

N(τ)
∑

i=0

αi(τ)θf (τ, ri)dτ
]2

}. (3.42)

Diferenciando 3.41 em relação a αi(t)

∂

∂αi(t)
E(xa − xt)2 =2E{−

[
θf(t, r)

∂

∂αi(t)

∫ t

0

N(τ)
∑

j=0

αjθ
f (τ, ri)dτ

]

+
[
∫ t

0

N(τ)
∑

j=0

αj(τ)θf (τ, ri)dτ)
][ ∂

∂αi(t)

∫ t

0

N(τ)
∑

j=0

αj(τ)θf (τ, ri)dτ
]
}

=2E{−
[
θf(t, r)

∫ t

0

θf (τ, ri)dτ
]

+
[
∫ t

0

N(τ)
∑

i=0

αi(τ)θf (τ, ri)dτ)
][

∫ t

0

θf(τ, ri)dτ
]
},

igualando a zero:

E{
∫ t

0

θf(τ, ri)dτ [θf (t, r) −
∫ t

0

N(τ)
∑

j=0

αj(τ)θf(τ, rj)dτ ]} = 0, (3.43)

E[θf(t, r)θf (t, ri)] = E
[
∫ t

0

N(τ)
∑

j=0

αj(τ)θf (τ, rj)dτ)
][

θ(t, ri)
]
.
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Denote a covariância cruzada entre duas variáveis aletórias θf(t, r) e θf (τ, ri) por:

K(t, τ, r, ri) =Cov[θf (t, r)θf (τ, ri)] = Eθf(t, r)θf(τ, ri) − Eθf(t, r)Eθf (τ, ri),

dessa forma:

E[θf (t, r)θf (t, ri)] =

∫ t

0

N(τ)
∑

j=0

αj(τ)E[θf (τ, rj)θ(t, ri)]dτ

K(t, t, r, ri) =

∫ t

0

N(τ)
∑

j=0

αjK(τ, t, rj, ri)dτ. (3.44)

Observa-se que do lado esquerdo tem-se a covariância do erro de predição entre

qualquer coordenada espacial e o ponto onde há observação no instante t e do lado

direito temos a covariância do erro de predição entre pontos onde há observação. A

equação 3.44 é chamada de Wienner-Hopf.

Para o caso vetorial, pode-se chegar à mesma equação. A nova variável de

estado dos erros θ, em nosso caso, está constituida pelos erros devido a temperatura,

salinidade e componentes u e v da velocidade:

εT (t, r) = T f(t, r) − T t(t, r), εS(t, r) = Sf(t, r) − St(t, r)

εu(t, r) = uf(t, r) − ut(t, r), εv(t, r) = vf(t, r) − vt(t, r),

e:

θ(t, r) = [εT (t, r), εS(t, r), εu(t, r), εv(t, r)]T , (3.45)

e elas estão asociadas através de equações de conservação. Quando estamos no caso

discretizado, estas variáveis estão ordenadas grid por grid e por variável no modelo

numérico discreto, formando um único vetor de longitude N :

Denote-se por: Cov[εi1(t, r)(εi2(τ, ri))
T ] =< εi1(t, r), (εi2(τ, ri))

T > onde i1, i2
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denota uma das variáveis T, S, u ou v. Logo:

K(τ, t, rj , ri) = Cov[θ(t, r)(θ(τ, ri))
T ] =











< εT (t, r)εT (τ, ri) > < εT (t, r)εS(τ, ri) > < εT (t, r)εu(τ, ri) > < εT (t, r)εv(τ, ri) >

< εS(t, r)εT (τ, ri) > < εS(t, r)εS(τ, ri) > < εS(t, r)εu(τ, ri) > < εS(t, r)εv(τ, ri) >

< εu(t, r)εT (τ, ri) > < εu(t, r)εS(τ, ri) > < εu(t, r)εu(τ, ri) > < εu(t, r)εv(τ, ri) >

< εv(t, r)εT (τ, ri) > < εv(t, r)εS(τ, ri) > < εv(t, r)εu(τ, ri) > < εv(t, r)εv(τ, ri) >











Se N é o número de pontos da grade e p o número de observações no instante

τ para as 4 variáveis tem-se matrizes de covariância da ordem (4N)x(4p). O número

de pontos de grade do MOM3 é da ordem de N = 7 × 104 o que dá uma idéia do

gasto computacional necessário.

Um problema que se apresenta nesta formulação é que seria necessário re-

solver K para todos os pares de pontos da grade. Inverter matrizes e este proceso

é caro. As condições iniciais não são conhecidas e se colocarmos valores arbitrários,

isto influenciará no resultado final.

Neste trabalho é considerada somente a temperatura como processo difusivo,

ela é tratada de forma independente das outras variáveis, assim considera-se 3.37

como unidimensional.

A covariância entre os erros da temperatura será calculada utilizando a

seguinte identidade:

P f(t, r, ri) = Eθf (t, r)θf(t, ri) − Eθf(t, r)Eθf(t, r)

=

∫

R2

s1s2p(t, s1, s2)ds1ds2 − {
∫

R2

s1p(t, s1, s2)ds1ds2}{
∫

R2

s2p(t, s1, s2)ds1ds2}

(3.46)

onde p(t, s1, s2) é a função de probabilidade conjunta no instante t do par s1 =

θ(t, r1) e s2 = θ(t, r2). Para achar esta função será utilizada a equação de Fokker-

Planck de acordo com o teorema a seguir, cuja demostração é descrita no Apêndice.

Teorema 3.3.1 Seja p a probabilidade de transição do processo gerado por 1.13 do
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Apêndice e suponhamos que:

∂p

∂t
,

∂pf(x, t)

∂x
,

∂2[pG2]

∂x2
,

existem e são cont́ınuas, então para τ e y fixos tal que τ ≤ t esta densidade de

transição p(x, t; y, τ) cumpre a equação diferencial parcial:

∂p(x, t; y, τ)

∂t
= −∂p(x, t; y, τ)f(x, t)

∂x
+

1

2

∂2[p(x, t; y, τ)G2(x, t)]

∂x2
(3.47)

Com condição inicial:

lim
t→τ

p(x, t; y, τ) = δ(x − y), (3.48)

Se p(x, t; y, τ) é suposto bem comportado (diferenciável) no infinito as condições de

contorno são:

p(∞; y, t) = p(−∞; y, t) = 0 (3.49)

Este teorema descreve a probabilidade de transição, porém o interese está na

probabilidade conjunta. Como é notado no apêndice este teorema pode ser utilizado

para descrever a evolução da função de densidade de probabilidade do estado x =

(x1, x2)
T no teorema:

∂p

∂t
= −

2∑

i=1

∂[pfi]

∂xi

+
1

2

2∑

i,j=1

∂2[p(GGt)ij ]

∂xi∂xj

. (3.50)

Se x1 = θ(t, r1) = s1 e x2 = θ(t, r2) = s2 o teorema é válido para achar como evolui

a probabilidade conjunta p(t, s1, s2). Isto é utilizado no presente trabalho.

Para resolver a equação para a probabilidade de conjunta p(t, s1, s2) são

necessários o conhecimento do vetor f e da matriz G. Porém não temos estas

funções de forma expĺıcita, elas serão obtidas a partir das relações 1.31, 1.32 do

Apêndice, considerando os erros de temperatura em relação às médias no espaço da

temperatura oferecida pelo modelo, em cada ńıvel independente e a cada passo de

tempo.

38



3.3.1 Cálculo numérico do vetor deriva f e da matriz de

difussão G

Os valores das medições são interpoladas temporalmente para passos correspon-

dente à discretização do modelo. No caso deste trabalho, o tamanho dos intervalos

entre uma medição e outra é maior que os do modelo, isto é, o número de passos de

tempo do modelo (nmod) no peŕıodo em que é feita assimilação é maior que os das

observações (nmod >> nmed), no entanto, poderia ocorrer o contrário.

tn = tm tm+1 tm+2 tn+1 = tm + im∆t

Medição
6

Medição
6

Para o cálculo aproximado de f consideremos h = tn+1−tn entre dois passos

onde houve observação . Seja denotado como:

ū = (ui, uj)
T = (θ(tn+1, ri), θ(tn+1, rj))

T ; s̄ = (si, sj)
T = (θ(t, ri), θ(t, rj))

T .

para dois pontos de grade arbitrários ri e rj. Por 1.31 do Apêndice temos:

f(t, ζ) =
1

h
E(ū − s̄|s̄(t) = ζ) (3.51)

Para h pequeno, a aproximação de f no instante tn:

f(tn, s̄) =
1

h

∫
∞

−∞

∫ +∞

−∞

(ū − s̄)p(ū|s̄)dū, (3.52)

onde p(ū|s̄) indica a probabilidade condicional de ū dado s̄. Considerando que os

erros não podem ser muito grandes e a probabilidade condicional é limitada, podemos

limitar os erros dentro de um intervalo finito [−L, L] com L > 0. Logo:

f(tn, si, sj) =
1

h

∫ L

−L

∫ L

−L








ui

uj



 −




si

sj







 p(ū|s̄)dū, (3.53)
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Para cada passo de assimilação deve-se achar fn e Gn. Para isso considere os erros

em relação ao modelo:

si = Tn(ri)− < Tn >

sj = Tn(rj)− < Tn >

ui = Tn+1(ri)− < Tn+1 >

uj = Tn+1(rj)− < Tn+1 >

< Tn > é o promedio espacial aritmético da temperatura entre todos os pontos

da grade no instante tn, e Tn(r) é a temperatura dada pelo modelo no instante

tn no ponto r. O espaço de fase considerado neste trabalho é limitado em Ω =

[−6.5, 6.5] × [−6.5, 6.5], isto é L = 6.5oC pois espera-se que a variabilidade do erro

no oceano em relação ao erro médio não exceda a 6.5oC em valor absoluto.

A discretização da integral em 3.53 é feita pelo método do trapézio. O vetor

de deriva pode ser aproximado por:

f(tn, si, sj) =
1

h

∑

l∈Î

∑

k∈K̂

[ū∗ − s̄]p(ū ∈ I|s̄ ∈ J)

onde J = Ji×Jj e I = Ik ×Il denotam produto cartesiano, ū∗ denota o ponto médio

do intervalo especificado, K̂ = {1, .., nk}, Î = {1, .., nl} e nk, nl denotam o número

de elementos da partição. respectivamente, p(ū ∈ I|s̄ ∈ J) indica probabilidade de

ū estar no intervalo I dado que s̄ está no intervalo J .

De forma similar, é calculada a aproximação da matriz de difussão G:

Gh(tn, si, sj) =
1

h2

∑

l∈Î

∑

k∈K̂

[ū∗ − s̄][ū∗ − s̄]T p(ū ∈ I|s̄ ∈ J),

Foi considerada a técnica de histograma para achar p(ū ∈ I|s̄ ∈ J). Para

isso denotemos por:

Jn = {(i, j) | (T (tn, ri), T (tn, rj)) ∈ Ji × Jj}

Jn+1 = {(i, j) ∈ Jn | (T (tn+1, ri), T (tn+1, rj)) ∈ Il × Ik}
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Jn é o conjunto de indices tal que em tn o erro da temperatura esteve no intervalo Ik

e Jn+1 o subconjunto de indices de Jn tal que num instante posterior tn+1 o erro da

temperatura esteve no intervalo Il. Para dois intervalos fixos Ik e Il denote-se por

pn = card(Jn) e pn+1 = card(Jn+1) as cardinalidades (ou, neste caso, número de ele-

mentos) dos conjuntos Jn e Jn+1 respectivamente. Logo a probabilidade condicional

é calcular por:

p(ū ∈ Ik|s̄ ∈ Il) =
pn+1

pn

3.3.2 Método para resolver a equação de Fokker Planck

O método direções alternadas (ADI) foi considerado para resolver esta equação com

uma variante para acelerar a convergência. Na equação de FP o vetor f de deriva e

a matriz G de difusão se mantém constantes através da integração no intervalo tn a

tn+1.

pn+1 é calculado em forma iterativa, p en cada intervalo de tempo [tn, tn+1] é a

condição inicial isto é p = pn. É por isso é realizado um método iterativo para sua

solução:

pl+1/2 − p

τ
=

1

2
[(G11p)

l+1/2
x̄x + 2(G12)

l
x̂ŷ + (G22p)l

ȳy] + (f1p)l
x̂ + (f2p)l

ŷ

pl+1 − p

τ
=

1

2
[(G11p)

l+1/2
x̄x + 2(G12)

l
x̂ŷ + (Gl+1

22 )ȳy] + (f1p)l
x̂ + (f2p)l

ŷ

l denota o número de iteração; pl+1/2 e um valor intermediario como podemos ob-

servar a primeira equação en diferencias reduz-se a resolver os seguintes problemas:

Problema 1

ω − p

τ
=

1

2
[G11ω]x̄x + f1

ω(0) = p

ω(t, x0) = ω(t, xn) = 0

Problema 2

pl − p

τ
=

1

2
[(G22p)]l+1

ŷy + f2
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onde as notações:

px =
pi+1,j − pij

h1

,

px̄ =
pi,j − pi−1,j

h1

,

px̂x =
pi−1,j − 2pij + pi+1,j

h2
1

,

px̂ =
pi+1,j − pi−1,j

h1

A função δ de Dirac é aproximada por:

δ(s1, s2) '
1

2πk1/2
exp(− 1

2k
(s2

1 + s2
2))

para algúm parâmetro k pequeno.

3.3.3 Algoritmo

1. Calcular numéricamente MOM3 os valores de Tn, em t ∈ [tn, tn+1].

2. Calcular campos com média zero no instante tn.

3. Calcular f(tn), G(tn). utilizando os campos do modelo e a técnica de his-

tograma.

4. Calcular p(t, s̄) utilizando a equação de Fokker-Planck.

5. Calcular a covariância entre os pontos de observação.

6. Calcular a covariância entre pontos da grade e pontos de observação usando

interpolação linear.

7. Calcular o vetor α.

8. Determinar a estimativa de Tn.

3.4 Correção da salinidade

Os problemas poderiam apresentar-se no primeiro ńıvel, onde a temperatura da

análise poderia ser maior que antes da assimilação, neste caso, a salinidade não foi
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modificada. A suposição que existe uma relaçao local entre T e S do modelo, per-

mite fazer esta atualização. Aqui, as mesmas configurações do experimento Tassim

são empregadas, mas a salinidade é corrigida em cada passo de assimilação assu-

mindo uma relação local entre T e S definida nos condições de background antes da

assimilação. A correção de salinidade segue o seguinte processo para cada ponto do

domı́nio horizontal onde é realizada assimilação:

a) Uma vez obtida a análise da temperatura Ta, procuram-se os ńıveis z1 e z2 no

perfil vertical de temperatura de background Tb tal que:

Ta ∈ [Ta(z1), Tb(z2)]; (3.54)

b) Calcula-se a razão δz:

δz =
TA − TB(z2)

TB(z1) − TB(z2)
; (3.55)

c) Corrige-se a salinidade com a razão do passo anterior e a salinidade de back-

ground, de tal forma que a nova salinidade S̃ é dada por:

S̃ = SB(z2) + δ(z)(SB(z1) − SB(z2)); (3.56)

d) Substitui-se T e S no modelo por TA e S̃ e cont́ınua-se a integração.
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Caṕıtulo 4

O Modelo Oceânico e Descrição do

Spin up

4.1 O Modelo Oceanográfico Global MOM3

O Modular Ocean Model versão 3 (MOM3) é um modelo oceânico global de

equações primitivas desenvolvido no GFDL/NOAA Commerce (Geophysical Fluid

Dynamics Laboratory/National Oceanic and Atmospheric Administration) e foi

elaborado desenhado com o objetivo de prover uma ferramenta para estudos oceano-

gráficos. O manual e o código FORTRAN estão dispońıveis livremente na página do

GFDL [28]. Este código representava o estado da arte em modelagem oceânica em

2000. Hoje outros modelos, como o HYCOM e o MOM4 mencionado no caṕıtulo 1,

possuem formulação mais complexa.

O MOM3 foi instalado na máquina SGI Origin2000 e na máquina SGI Oc-

tane do LNCC. Apenas a versão seqüêncial foi implementada no LNCC.

O sistema de equações usadas no MOM3 (PACANOWSKI e GRIFFIES,

2000 [58]) satisfaz os balanços de momentum, massa energia e salinidade em coorde-

nadas esféricas, com as hipótese de Boussinesq, hidrostática, e incompressibilidade

de acordo com:
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ut + L(u) − uv tan φ

a
− fv = − 1

ρ0a cos φ
Pλ + (κmuz)z + F u (4.1)

vt + L(v) +
u2 tan φ

a
+ fu = − 1

ρ0a
Pφ + (κmvz)z + F v (4.2)

Tt + L(T ) = (κhTz)z + ∇ · (Ah∇T ) (4.3)

St + L(S) = (κhSz)z + ∇ · (Ah∇S) (4.4)

wz = − 1

a cos φ
(uλ + (v cos φ)φ) (4.5)

Pz = −ρ.g (4.6)

ρ = ρ(T, S, P ) (4.7)

onde os termos de fricção, de adveção e de difusão horizontal são dados por

F u = ∇ · (Am∇u) + Am{
(1 − tan2 φ).u

a2
− 2

sin φ.vλ

a2 cos2 φ
} (4.8)

F v = ∇ · (Am∇v) + Am{
(1 − tan2 φ).v

a2
− 2

sin φ.uλ

a2 cos2 φ
} (4.9)

L(α) = ∇ · (αu) =
1

a cos φ
(uα)λ +

1

a cos φ
(vα cos φ)φ + (w.α)z (4.10)

∆α =
1

a2 cos2 φ
αλλ +

1

a2 cos φ
(αφ cos φ)φ (4.11)

f = 2Ω sin φ (4.12)

onde λ e φ são a longitude e a latitude, respectivamente; a é o raio médio da Terra

(6370x105 cm); u = (u, v, w), onde u, v, w são as velocidades zonal, meridional e

vertical, respectivamente; f é o parâmetro de Coriolis; Ω é a velocidade angular da

Terra; ρ0 é a densidade de referência, ρ é a densidade potencial; P é a pressão; g é

a gravidade média (980.6cm/s2); κm é o coeficiente de viscosidade vertical, κh é o

coeficiente de difusão vertical (cm2/s); Am é o coeficiente de viscosidade horizontal

e Ah é o coeficiente de difussão horizontal (cm2/s).

O modelo é discretizado em diferenças finitas na grade B de Arakawa, con-

tendo células de T definidas para a locação dos traçadores T e S e células U definidas

para as velocidades. Foi utilizada uma resolução horizontal uniforme de 1o nas di-

reções zonal e meridional para um domı́nio global. Na direção vertical, o modelo

foi discretizado em 15 camadas verticais de acordo com a tabela 4.1. O passo de
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integração utilizado foi de 4h. Foram implementadas saidas mensais para os campos

de temperatura T ,u, v, e S. A topografia usada no modelo teve como base os dados

do SCRIPPS o qual é interpolada de acordo com a resolução que é definida. Todas

as unidades do MOM3 estão em CGS (centimetro, gramas, segundo).

4.2 Spin up

A primeira integração, que serve para impôr circulação ao modelo, é chamada

de spin up. A base de dados utilizada para forçar o MOM3 é composta por dados de

topografia, tensão do vento climatológica do HELLERMAN e ROSENSTEIN, 1983

[34] (Hellerman), temperatura climatológica do ar à 2 m de OORT, 1983 [57] (Oort).

O modelo foi inicializado em repouso e integrado por um peŕıodo de 15 anos forçado

com médias mensais climatológicas de tensão do vento de Hellerman e temperatura

do ar de Oort. As condições iniciais de temperatura e salinidade foram as médias

de janeiro de acordo com Levitus 1982. O modelo contém relaxação para os campos

de temperatura e salinidade de superf́ıcie.

Os dados de tensão do vento de Hellerman são médias mensais coletadas

entre 1870-1976, consistindo de 35 milhões de observações cobrindo todo o oceano,

definidas numa grade 2ox2o. A Fig. 4.1 apresenta a média anual da tensão de vento

de Hellerman.

Os dados de temperatura do ar de Oort possuem cobertura global com

resolução horizontal de 5ox2.5o na longitude e latitude respectivamente. Estes dados

são interpolados para a grade do MOM3.

Os valores utilizados para os coeficientes de viscosidade vertical e de difussão

vertical são constantes e iguais a κm = 10.0cm2/s e κh = 1.cm2/s. Os coeficientes

de viscosidade e difusão horizontal são Am = 1.42e9 e Ah = 1.e7. A densidade é

calculada aplicando-se a equação de estado da UNESCO em função da salinidade

pressão e temperatura.

4.3 Validação

Para validar a integração de spin up foram utilizados os dados climatológicos de

médias mensais de LEVITUS e BOYER, 1998 [48] (Levitus) e campos produzidos
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por uma simulação de 20 anos (de 1981-2000) do modelo MOM4-beta2 no GFDL.

A resolução horizontal dos dados de Levitus é de 1o na direção latitudinal por 1o na

direção longitudinal e 33 ńıveis verticais, de acordo com a tabela 4.2. O MOM4 está

configurado com 2o de resolução na direção zonal, cerca de 1.8o na direção meridional

com resolução de 2/3o entre 10oS, 10oN e 50 ńıveis verticais de acordo a tabela 4.3.

A validação é feita considerando que a climatologia de Levitus é a mais próxima da

realidade.

A Fig. 4.2 apresenta a média anual do campo da temperatura numa região

do Atlântico tropical à profundidade de 12.5 m para os dados de Levitus e do MOM3,

e à profundidade de 15 m para os dados do GFDL. Os principais padrões de tempe-

ratura, em relação aos dados do Levitus, fora de 10oS, 10oN , produzidos pelo MOM3

e pelo MOM4 são apresentados. A temperatura do MOM3 na região equatorial foi

menor que a de Levitus em 1oC e menor que a do MOM4 em 2oC com maiores

temperaturas menores no lado oeste na região tropical e temperaturas no lado leste.

As áreas de ressurgência ao longo da costa da África oeste são bem definidos tanto

nos dados como nas simulações do MOM3 e do MOM4.

A Fig.4.3 apresenta cortes verticais da temperatura no Equador ao longo de

50oW , 10oE até uma profundidade de 450 m. A Fig.4.3a apresenta uma termoclina

com profundidades máximas de 150 m na região oeste e de 100 m na região leste. Na

Fig.4.3b vemos uma termoclina mais profunda com base em aproximadamente 200

m no lado oeste e ainda temperaturas mais quentes que as de Levitus acima de 200

m e mais frias abaixo dos 300 m. O spin up, apresenta uma estrutura vertical difusa

e sem uma termoclina bem configurada. A temperatura nas camadas superficiais é

mais fria que os dados de Levitus e o MOM4 e nas camadas mais profundas é mais

quente cerca de 3o.

A Fig. 4.4, similar à Fig. 4.2, apresenta a média anual da salinidade.

De acordo com os dados de Levitus há fortes gradientes horizontais na baia de

Benguela e no foz do rio Amazonas no Pará. A simulação do GFDL apresenta águas

mais salinas que os dados observados na região equatorial e não captura os fortes

gradientes nas regiões mencionadas. O spin up, simula na superf́ıcie um campo mais

acurado que o MOM4. Entretanto, cabe lembrar que o MOM3 foi integrado com

relaxação para a climatologia de TSM e SSM.
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Assim como a estrutura de T , a estrutura vertical salina do MOM3 é tam-

bém difusa e não produz picnoclina. A Fig. 4.5, similar a Fig. 4.3, apresenta cortes

verticais das médias anuais de salinidade. Na Fig. 4.5a podemos ver fortes gradi-

entes verticais de salinidade no lado leste e próximo à costa do Brasil. Salinidades

maiores que 36PSU estão entre a costa do Brasil e 25oW entre a superf́ıcie e 150

m. Há um gradiente zonal de salinidade bem marcante, de forma que no lado leste

da bacia a salinidade atinge valores menores que 35.PSU . A salinidade decresce

monotonicamente com a profundidade. Salinidade maior no lado oeste que o lado

leste e com salinidade decrescendo com a profundidade. Entretanto, várias difer-

enças podem ser observadas. O campo do MOM4 produz a região da picnoclina

mais acurada que o MOM3; os máximos de salinidade do MOM4 são maiores que

os dos dados de Levitus e os do MOM3 menores. As principais deficiências de sali-

nidade do MOM3 é, assim como na estrutura vertical de temperatura, a produção

de um campo difuso e muito suave e com salinidade maior que os dados de Levitus

em quase todo o domı́nio.

Devido ao fato de que dados climatológicos de correntes não estão dispońıveis,

utilizou-se para a validação das correntes do spin up, unicamente a integração cli-

matológica do MOM4/GFDL. A Fig. 4.6 apresenta médias anuais das correntes do

MOM4 e do MOM3 na região compreendida entre 100oW , 20oE zonais e 45oS e

45oN . O campo do MOM3 apresenta diferenças substanciais em relação ao campo

do MOM4. As correntes zonais do MOM3 no equador são mais fracas que a do

MOM4 e, em 5oS e 5oN , o componente meridional do MOM3 é bem mais intenso

que o do MOM4. Ainda a CCNE do MOM4 aparece bem definida entre 5oN e 10oN

enquanto o MOM3 produz apenas uma contra corrente fraca no leste da bacia. Ape-

sar dessas diferenças, o MOM3 reproduz padrões de larga escala observados, como

a CB, a corrente das Malvinas, a corrente do Golfo e os giros subtropicais.

A Fig.4.7 na mesma região que a Fig. 4.3 apresenta cortes verticais da

média anual da velocidade zonal (Fig. 4.7a-b) e meridional (Fig.4.7c-d), das saidas

do MOM4/GFDL e do spin up. A velocidade zonal do GFDL é mais intensa que

a produzida pelo spin up na superf́ıcie e na região da corrente sub-superficial sul

equatorial. As maiores diferenças no extremo oeste do equador, onde o campo

do MOM4/GFDL tem correntes negativas e as do spin up próximas do zero. As
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velocidades entre 50 m e 100 m na Fig.4.7a são até duas vezes maiores que na

Fig.4.7b. Na Fig. 4.7c a velocidade meridional é positiva no extremo oeste da bacia,

perto da superf́ıcie. Elas estendem-se até 35oW e entre 25oW e 10oE, na Fig.4.7d

elas estendem-se continuamente desde a costa do Brasil até a costa da Africa. Entre

45oW e 38oW a sáıda do MOM4/GFDL apresenta velocidades positivas. Este padrão

aparece deslocado e com menor velocidade na sáıda do spin up. Entre 50 m e 100

m de profundidade ambos experimentos presentam similaridades.

A Fig. 4.8 apresenta o ciclo anual de médias mensais de temperatura da

saida do MOM4/GFDL, do MOM3 e dos dados de Levitus para duas regiões opostas

no Atlântico equatorial, uma região está entre 04oS-04oN e 45oW -30oW e a outra

entre 04oS-04oN e 10oW -10oE. As médias foram calculadas nos primeiros 65 m de

profundidade para os dados do MOM4 e para os 62.5 m de profundidade para os

dados de Levitus e spin up. Na Fig. 4.8a é apresentada a evolução do lado oeste,

o ciclo anual para os dados do Levitus apresenta uma máxima amplitude de 1.5oC,

mostra que o MOM3 produziu no lado oeste um ciclo anual com pico de 26oC em

maio e mı́nimo de 25oC em setembro. A diferença com os dados de Levitus são

de aproximadamente 1oC em maio e 2oC em setembro. Em relação aos dados do

MOM4, os dados do Levitus são menores em mais de 1oC quando acontece o máximo

e a partir do mês de julho a diferença é menor.

A Fig.4.8b mostra que no lado leste da bacia o ciclo anual tem uma amplitude

maior que no lado oeste. O MOM3 captura esta variabilidade, mas produz uma

amplitude menor que os dados de Levitus e o MOM4 e valores menores em todos os

meses. O máximo do MOM3 ocorre em abril e é cerca de 2oC menor que os dados de

Levitus e as saidas do MOM4. O mı́nimo é atingido em agosto-setembro e é de cerca

de 1oC menor que os mı́nimos dos dados de Levitus e do MOM4 em agosto. Uma

explicação, pelo menos parcial, para as menores temperaturas do MOM3 é devido

ao fato do MOM3 não ter sido forçada com fluxos de radiação de onda curta, que

são observadas na superf́ıcie o aquece.

A Fig.4.9 similar a Fig.4.8 para a salinidade. Fig. 4.9a apresenta a evolução

da salinidade média do lado oeste. A salinidade do Levitus mostra um ciclo variável

mas com curtas amplitudes, ambos GFDL e spin up com variações suaves ao longo

de todo o ano e variações menores que 0.1PSU , não conseguem acompanhar o ciclo
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de Levitus. Na Fig. 4.9b o Levitus também apresenta variações irregulares ao longo

do ano, o GFDL apresenta salinidade maiores que as do Levitus em atê 0.6PSU ,

em março, e o spin up até em 0.4PSU em julho.

Podemos concluir que para as regiões seleccionadas, a temperatura do GFDL

se aproximou melhor aos dados de Levitus, não entanto, para o campo de salinidade,

o spin up apresentou melhores resultados.

Após apresentadas duas simulações independentes, é posśıvel concluir que

ambas integrações não representaram a climatologia do Levitus, apresentando o spin

up menor precisão que o GFDL, isto só afirma a importância de assimilar dados para

melhorar modelos com baixa resolução no espaço e no tempo. Obviamente isto não

fará com que o modelo resolva fenômenos de escala menor do que a utilizada, o

ganho será em relação ao tempo computacional.
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Tabela 4.1: Profundidade (m) dos 15 ńıveis do MOM3.

Ńıvel Prof. (m)
1 12.5
2 37.5
3 62.5
4 87.5
5 112.5
6 156.75
7 257.15
8 446.08

Ńıvel Prof. (m)
9 748.76
10 1181.16
11 1748.76
12 2446.08
13 3257.14
14 4156.74
15 5112.5

Figura 4.1: Média anual da tensão do vento climatólogica de Hellerman e Rosens-
tein.
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Tabela 4.2: Profundidade (m) dos 33 ńıveis dos dados de Levitus.

Ńıvel Prof. (m)
1 0
2 10
3 20
4 30
5 50
6 75
7 100
8 125
9 150
10 200
11 250

Ńıvel Prof. (m)
12 300
13 400
14 500
15 600
16 700
17 800
18 900.0
19 1000.0
20 1100.0
21 1200
22 1300

Ńıvel Prof. (m)
23 1400
24 1500
25 1750
26 2000
27 2500
28 3000
29 3500
30 4000
31 4500
32 5000
33 5500

Tabela 4.3: Profundidade (m) dos 50 ńıveis de temperatura do MOM4 (GFDL).

Ńıvel Prof. (m)
1 5
2 15
3 25
4 35
5 45
6 55
7 65
8 75
9 85
10 95
11 105
12 115
13 125
14 135
15 145
16 155
17 165

Ńıvel Prof. (m)
18 175
19 185
20 195
21 205
22 215
23 225
24 236.123
25 250.6
26 270.621
27 298.305
28 335.676
29 384.634
30 446.937
31 524.17
32 617.736
33 728.828
34 858.42

Ńıvel Prof. (m)
35 1007.26
36 1175.83
37 1364.41
38 1572.97
39 1801.28
40 2048.83
41 2314.88
42 2598.46
43 2898.37
44 3213.21
45 3541.4
46 3881.2
47 4230.6
48 4587.7
49 4950.4
50 5316.4
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(a) (b)

(c)

Figura 4.2: Médias anuais dos campos de temperatura (oC) no Atlântico tropical
de acordo com: (a) dados de Levitus à 12.5 m de profundidade (b)
MOM4/GFDL a uma profundidade de 15 m e (c) spin up do MOM3
a uma profundidade de 12.5 m.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.3: Seções verticais de médias anuais de temperatura (oC) ao longo do
Equador, entre 50oW e 10oE até aproximadamente 450 m de profun-
didade. As temperaturas foram produzidas por (a) dados de Levitus,
(b) MOM4/GFDL e (c) spin up do MOM3. Os intervalos dos con-
tornos são de 1oC.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.4: Similar à figura 4.2 para a salinidade (PSU). Salinidades produzi-
das pelo (a) dados de Levitus à 12.5 m de profundidade, (b)
MOM4/GFDL à 15 m de profundidade e (c) spin updo MOM3 à
12.5 m de profundidade. Os intervalos dos contornos são de 0.1 PSU.
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(a) (b)

(c)

Figura 4.5: Similar à figura 4.3 para a salinidade (PSU). Salinidades produzidas
pelo (a) dados de Levitus, (b) GFDL e (c) spin-up. Os intervalos dos
contornos são de 0.1 PSU.
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(a)

(b)

Figura 4.6: Média anual para as direções e intensidades dos campos de correntes
(cm/s) produzidas pelo (a) GFDL à 15 m de profundidade; (b) spin
up à 12.5 m de profundidade.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.7: Seções verticais ao longo do Equador para a média anual das veloci-
dades (cm/s): (a) zonal produzida pelo GFDL, (b) zonal produzida
pelo spin up, (c) meridional produzida pelo GFDL, (d) meridional
produzida pelo spin up.

58



(a) (b)

Figura 4.8: Ciclo anual da média mensal de temperatura na (a) região oeste do
Atlântico tropical entre 04oS-04oN , 45oW -30oW (b) região leste do
Atlântico tropical entre 04oS, 04oN e 10oW , 08oE. Foram feitas mé-
dias para os primeiros 62.5 m para o spin up e os dados de Levitus e
os primeiros 65 m para a temperatura produzida pelo GFDL.

(a) (b)

Figura 4.9: Similar à figura 4.8 para a salinidade. (a) região oeste do Atlântico
tropical entre 04oS, 04oN e 45oW , 30oW , (b) região leste do Atlântico
tropical entre 04oS, 04oN e 10oW , 08oE. Foram feitas médias para os
62.5 m de profundidade para o spin up e os dados de Levitus e os 65
m de profundidade para a temperatura produzida pelo GFDL.
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Caṕıtulo 5

Experimentos

5.1 Ciclo de assimilação

Antes de serem descritos os experimentos são mostrados dois diagramas de

fluxo correspondentes aos programas de assimilação para os métodos com pesos

prescritos e para a técnica de assimilação FP. Tais métodos foram implementados

de forma independente e em seguida inseridos no programa principal do MOM3,

chamado driver.F. O arquivo de dados observados é lido no programa de assimilação

correspondente. Uma vez prontas as análises são então repassadas ao MOM3 para

a continuação da integração. Os métodos foram implementados para assimilação

univariada de temperatura ou salinidade. Quando é realizada assimilação de ambos

temperatura e salinidade as análises objetivas são calculadas independentemente

no mesmo passo de integração do modelo. Todas as assimilações são feitas em

forma independente em cada ńıvel do modelo, de forma que sua influência nos ńıveis

inferiores é feita somente através dos parâmetros de difusão vertical e a dinâmica do

modelo. Os incrementos da análise são feitos deixando os campos de correntes (u, v)

inalterados no passo de assimilação. As correntes são alteradas pela assimilação

através da dinâmica do modelo.
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MOM3

��

//

T ou S modelo

��

Inserção de dados observados
(T ou S)

��
n=nassim?

sim //

nao

��

Técnica de assimilação // Análise de T ou S
em nassim

Inserção de dados do modelo
(T ou S em n)

OO

n=n+1
n=nend?

naooo

sim

��

oo

FIM

Figura 5.1: Ciclo de assimilação para os métodos com pesos prescritos. n é
número de incrementos de tempo já realizados na integração do mo-
delo; nassim é o instante de tempo onde assimilação é realizada, nend
é o instante de tempo em que será finalizada a assimilação.
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MOM3

//

��
Armazena

T ou S do modelo em n

��

Inserção de dados observados
(T ou S)

��

n = nassim?
sim //

nao

��

Técnica
de assimilação

// Análise de T ou S

��

Inserção de dados do modelo
(T ou S em n,n − 1)

OO

n=n + 1
n=nend?

naooo

sim

��

oo

FIM

Figura 5.2: Ciclo de assimilação para a técnica de assimilação FP. n é o número de
incrementos de tempo já realizados na integração do modelo, nassim
é o instante de tempo onde assimilação é realizada, nend é o instante
de tempo em que será finalizada a assimilação.

5.2 Descrição de dados do PIRATA e Levitus

Para todos os testes foram utilizadas dados de Levitus [48] e dados do Projeto

PIRATA [64].

Os dados de Levitus são produtos de assimilação de dados observados in

situ de diversas fontes de 1900 a 1997 e de dados mais recentes de sensoramiento

remoto para a superf́ıcie usando o método de interpolação estat́ıstica. A climatologia

mensal de Levitus foi realizada com dados coletados entre 1900 e 1997. A resolução

horizontal é de 1ox1o horizontal em 33 ńıveis verticais em um domı́nio global (ver

tabela 4.2). Além dos dados de temperatura, o Atlas de Levitus contém médias

mensais e anuais climatológicas de salinidade e profundidade da camada de mistura.

Os dados de Levitus foram interpolados linearmente para os passos onde foi reali-

zada assimilação. Em seguida, foram escolhidos 44 perfis verticais de temperatura

no Atlântico tropical espaçados em 5o, de acordo com Fig. 5.3 e posteriormente
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interpolados para os ńıveis verticais do MOM3. Estes dados interpolados no tempo

e no espaço foram usados nos experimentos de assimilação.

A Fig. 5.4 mostra a localização das bóias do PIRATA em 1999. Cabe

ressaltar que as bóias em (02oN, 10oW ), (02oS, 10oW ) e (0oN, 20oW ) não coletaram

dados durante o mês de março de 1999, peŕıodo no qual foram realizados alguns

dos experimentos de assimilação. A tabela 5.1 mostra as coordenadas das bóias do

PIRATA. Foram usadas dados de nove bóias, porém, nem todas possuiam dados em

todos os dias no peŕıodo no qual foi realizado o experimento de assimilação de dados

do PIRATA. Em 2005 o conjunto de bóias do PIRATA foi incrementado com mais 3

bóias na região oeste do oceano Atlântico Tropical. Foram colocadas em atividade

as bóias ubicadas em (19oS, 34oW ), (14oS, 32oW ), (8oS, 30oW ) em 2005 e no ano de

2006 em (4oN, 23oW ), (12oN, 23oW ) (ver Fig. 5.5).

Devido ao grande impacto das correções na assimilação com os dados diários

do PIRATA foram realizados também testes com estes dados regularizados, uti-

lizando a técnica chamada de média corrida (running mean). A técnica de média

corrida no tempo consiste em calcular uma média ponderada centrada na data na

qual deseja-se obter o dado considerando dados numa janela de tempo. A média

ponderada foi calculada com um peso exponencialmente decrescente de modo que

os dados mais afastados no tempo contribuiram menos para a média que os dados

mais próximos que a data central da janela de tempo. Uma janela de 11 dias foi

utilizada para filtrar a variabilidade diária. As Figs. 5.6a e 5.6b mostram os dados

diários originais entre os dias 1 de fevereiro e 5 de maio de 1999 para a bóia em

(0oN, 10oW ) em 1 m e 100 m de profundidade respectivamente. As Figs 5.6c e 5.6d

mostram a temperatura em (0oN, 35oW ) a 20 m e 40 m de profundidade, onde se

observa que não foram coletados dados todos os dias. Há uma grande variabilidade

por exemplo em (0oN, 10oW ), Fig. 5.6a, o desvio padrão encontrado foi de 2.85oC

para estes dias e este ńıvel.
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Figura 5.3: Localização dos dados de Levitus utilizados na assimilação.

Figura 5.4: Localização dos dados do PIRATA utilizados na assimilação.
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Figura 5.5: Rede PIRATA em junho de 2006.

Tabela 5.1: Localização das bóias do PIRATA.

Bóia Latitude Longitude Data de validade
1 0oN 010oW 29.01.99- 20.12.01
2 0oN 023oW 07.03.99-06.04.03
3 0oN 035oW 01.01.99-06.04.03
4 10oS 010oW 01.01.99-06.04.03
5 12oN 038oW 04.02.99-09.12.00
6 15oN 038oW 01.01.99-03.12.02
7 05oS 010oW 27.01.99-13.03.00
8 04oN 038oW 21.02.99-20.06.99
9 08oN 038oW 01.01.99-06.04.03

Tabela 5.2: Profundidade (m) dos 11 ńıveis do PIRATA.

Ńıvel Prof. (m)
1 1
2 20
3 40
4 60
5 80
6 100

Ńıvel Prof. (m)
7 120
8 140
9 180
10 300
11 500
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.6: Temperatura do PIRATA entre os dias 1 de fevereiro e 5 de maio
de 1999, para as bóias ubicadas em (a) (0oN, 10oW ) à 20 m, (b)
(0oN, 10oW ) à 100 m (c) (0oN, 35oW ) à 20 m e (d) (0oN, 35oW ) à 40
m de profundidades. A linha mais fina corresponde aos dados diários
e a linha mais grosa aos dados suavizados.
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5.3 Experimentos com dados do PIRATA

O primeiro experimento de assimilação foi feito com dados de temperatura do

PIRATA considerando somente os primeiros nove ńıveis dos dados, correspondendo à

profundidade máxima de 180 m. Estes dados foram interpolados linearmente para os

6 primeiros ńıveis do MOM3 (ver tabela 4.1) atingindo uma profundidade de 156.75

m. Este experimento enfocou a camada superficial do Atlântico. Ele foi iniciado

em 00UTC do 1ero de janeiro de 1999, após a integração forçada com variabilidade

interanual. Assimilações foram feitas a cada dois dias a partir do dia 2 de março

de 1999 com os métodos de pesos prescritos e do dia 3 de março para o método de

assimilação FP. A máxima diferença permitida entre a temperatura do modelo e a

temperatura do dado do PIRATA, em valor absoluto foi de 5oC. Foi considerado

um raio de influência constante de 25o o equivalente a aproximadamente 2750 km.

Este raio de influência foi escolhido considerando as dimensões da região tropical e

a inclusão do maior número posśıvel de observações.

A última assimilação deste experimento foi realizada nos dois últimos dias

de março e a integração prosseguiu até 31 de dezembro de 1999 sem assimilação. O

objetivo de realizar este experimento foi analisar a influência de uma correção de

curto prazo na simulação.

5.3.1 Controle

A partir do spin up, o modelo foi integrado por 4 anos, de janeiro de 1996 até

dezembro de 1999, forçado com médias mensais de dados de reanálise de tensão

de vento do modelo do National Centers for Environmental Prediction (NCEP) /

National Center for Atmospheric Research (NCAR) EUA [72]. O passo de tempo e

a resolução espacial foram os mesmos em relação à configuração do spin up. Além da

tensão do vento, foi fornecido ao modelo a temperatura da superf́ıcie do mar (TSM)

mensal proveniente da análise de Reynolds ([72]). A TSM do modelo é produzida

pela combinação da TSM de Reynolds com a TSM gerada dinâmicamente pela

camada superficial do modelo através de uma relaxação newtoniana. A integração

de controle neste experimento consiste nos dados produzidos durante o último ano

desta integração integração forçada com variabilidade interanual, isto é, 1999.

67



5.3.2 Assimilação de T com o método de assimilação FP

A partir do 1 de março com as mesmas configurações da integração de controle,

foram iniciados os experimentos de assimilação. Nesta data foram armazenados os

campos de temperatura as quais em conjunto com dados armazenados no dia 3 de

março, foram empregados para o cálculo do vetor f e da matriz G apresentado na

formulação do método. O procedimento foi realizado a cada dois dias até final do

mês. Este experimento será denotado como FP.

5.3.3 Assimilação de T com os métodos de pesos prescritos.

Similar ao experimento FP, foram realizadas assimilações usando os métodos

de Berghthorsson e Döös com uma única correção com o peso proposto por Barnes

e o método de correções sucessivas. O primeiro é aqui referido apenas como Barnes

e o segundo como SCM (successive correction method). Para o método de SCM

foi utilizado o mesmo peso do método de Barnes e um raio de influência inicial de

25o. O criterio de parada foi quando a diferença entre a análise na iteração atual

e a anterior atingia valores menores que 1oC em todos os pontos do domı́nio onde

houve assimilação. A primeira assimilação aconteceu no dia 2 de março e a última

foi no dia 30 de março. Foi observado que o número de iterações não excedeu 6.

5.3.4 Resultados

Assim como apresentado na validação do último ano de integração de spin up

a integração de controle do experimento para março de 1999 também apresenta em

geral temperaturas mais baixas nas camadas 1 e 3 e temperaturas mais altas nas

camadas 4 e 6.

A Fig.5.7 mostra o campo médio de temperatura a uma profundidade de

37.5 m de profundidade um mês após assimilação. A integração de controle produziu

duas áreas com temperaturas entre 26oC e 27oC próximas à região norte e nordeste

do Brasil. Na região equatorial há temperaturas entre 22oC e 23oC localizadas no

lado leste da bacia. Com o método de assimilação FP, a região quente no lado

oeste não é alterada e na região de ressurgência equatorial nóta-se um pequeno

aumento de temperatura muito localizado ao redor das bóias. Com os métodos de
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Barnes e SCM a temperatura em todo o Atlântico tropical é aumentada em cerca

de 1oC. A área do Atlântico oeste é ocupada por temperatura acima de 27oC. O

aquecimento produzido com a assimilação em relação ao controle é verificado em

latitudes subtropicais bem distante das observações nas Figs. 5.7c-d em latitudes

subtropicais. Portanto, estes métodos mesmo com poucas observações conseguiram

realizar uma análise suave e com padrão realista.

Para validar a assimilação, a média mensal da temperatura ao longo do ano

1999, foram escolhidos dois pontos situados em diferentes hemisférios, (10oS, 10oW )

e (15oN, 38oW ). As Figs. 5.8a-b mostram a evolução da temperatura no ponto

(10oS, 10oW ) a 37.5 m e 156.75 m de profundidade para todos os experimentos e

para os dados do PIRATA. A assimilação foi feita somente para o mês de março de

1999, como descrito anteriormente. A diferença entre o controle e a observação chega

a quase 1.5oC em fevereiro e varia de 3.5oC, em março e abril, a 0oC em setembro.

Com a assimilação os erros são substancialmente reduzidos. O incremento em março

devido a assimilação foi cerca de 1oC, sendo que a média produzida pelo método de

FP foi ligeiramente menor. Neste ńıvel a correção imposta pela assimilação em março

causou impacto positivo na simulação nos meses posteriores até setembro. Neste

mês, o erro na integração de controle foi aproximadamente zero. As integrações com

assimilação em março também produzira erro próximo de zero. Isto é, a assimilação

não degradou o bom resultado de controle. Entretanto, após este mês, os erros de

controle e dos experimentos com assimilação voltaram a crescer e permaneceram

práticamente iguais entre si. Estes resultados indicam que o MOM3 foi senśıvel à

análise de temperatura no ponto observado por 6 meses.

A Fig. 5.8b é similar a 5.8a , mas para 157.75 m de profundidade. Os

resultados mostram que a integração de controle é bem mais quente que os dados do

PIRATA, cerca de 6oC. Com a assimilação de dados há uma redução na temperatura

de 1oC verificada en março com os métodos de Barnes e SCM, enquanto o método

FP praticamente não modifica a temperatura. A correção imposta nos métodos de

Barnes e SCM em março foi a mesma e provocou um impacto positivo no resto da

integração. Em agosto, o erro neste ńıvel foi menor que 2oC e no final do ano foi

cerca de 3oC. Nesta profundidade, a influência positiva da assimilação perdurou até

o final da integração.
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A Fig. 5.9 é semelhante à Fig.5.8 mas apresenta resultados para o ponto

(15oN, 38oW ). Na Fig. 5.9a, a integração de controle produz até maio temperaturas

em 37.5 m mais quentes que as observações e, a partir de junho, temperaturas mais

frias. A assimilação com FP causa pequena mudança na temperatura em março e

seu impacto posterior na assimilação é praticamente nulo. Os métodos de Barnes e

SCM, apesar de também causar pequena correção de temperatura em março, influ-

enciam a temperatura nos meses seguintes. As simulações Barnes, FP e SCM foram

cerca de 0.5oC mais frias em relação ao controle de maio até dezembro. Até maio os

dados observados eram mais quentes que a simulação de controle. Depois de maio,

o Atlântico sofreu um forte aquecimento que não foi capturado pelo controle. Como

a assimilação só ocorreu em março, as integrações FP, Barnes e SCM não perce-

beram o aquecimento e permaneceram mais frias que o controle. Provavelmente, se

a assimilação fosse realizada ao longo de todo o ano, as integrações com assimilação

ficariam mais proximas das observações. Um experimento com assimilação ao longo

de todo o ano foi realizada para uma simulação com dados climatológicos e seus

resultados serão apresentados abaixo.

A Fig. 5.9b mostra os resultados das simulações e os valores observados

em 156.75 m de profundidade. A diferença entre os dados e o controle é cerca

de 3oC em média mas em agosto atinge cerca de 5oC. Esta variabilidade não é

capturada pelo modelo. Com a assimilação de Barnes e SCM o modelo se aproxima

substancialmente das observações. Em abril esta diferença se reduz a cerca de 1oC.

Entre setembro e dezembro a diferença é 2oC. Novamente o método FP foi o que

causou menos impacto entre os experimentos com assimilação.

Estes resultados indicam que, apesar de a assimilação ter sido empregada

somente em março, o incremento da análise causou um impacto positivo no restante

da integração. O modelo foi senśıvel a mudança de temperatura mesmo tendo sido

integrado com as mesmas condições de contorno na superf́ıcie. Uma previsão elabo-

rada com condição inicial proveniente da assimilação, poderá ter sua previsibilidade

alterada tendo em vista influência da análise na simulação meses após a assimilação.

A Fig. 5.10 mostra as correntes e suas intensidades a 87.5 m de profundidade

em março de 1999. A Fig. 5.10b mostra o resultado obtido para a integração

FP. Há um aumento localizado de velocidade ao redor das bóias do PIRATA que
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ofereceram dados para a assimilação. Nota-se ainda forte alteração da direção das

correntes nestas regiões configurando um padrão de circulação irrealista. FP voltou

rapidamente ao estado produzido pela integração de controle. As Figs. 5.10c-d,

mostram resultados semelhantes ao controle, isto é, com estes resultados não houve

distorção das correntes. As simulações com os métodos Barnes e SCM, continuam

com as correntes ligeiramente alteradas em relação ao controle até o fim da integração

(não apresentado).

Foram realizadas assimilações, com estes métodos, em peŕıodos de maior

duração de até 3 meses, mas as correntes se degradaram com o decorrer do tempo, a

energia cinética aumentou e o modelo se tornou instável numéricamente. Após estes

testes, foi reduzido o tempo de integração a 1 h, e incrementado os intervalos de

assimilação para permitir que o modelo absorvesse melhor estas instabilidades. Estes

resultados serão apresentados abaixo em integrações com variabilidade interanual.

Também foi implementado o método de pesos prescritos com pesos de Cress-

man. Os resultados na temperatura foram bastante similares aos obtidos com os

métodos de Barnes e SCM dentro da área onde foi realizada assimilação. No lim-

ite e fora desta área as velocidades obtidas com o método de Cressman apresentou

discontinuidades. Estes resultados não são apresentados neste trabalho.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.7: Média mensal da temperatura para o mês de abril de 1999 no segundo
ńıvel à 37.5 m de profundidade para (a) controle, (b) FP (c) Barnes
e (d) SCM.
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(a) (b)

Figura 5.8: Evolução da temperatura (oC) das médias mensais durante um ano
no ponto (10oS, 10oW ) nos ńıveis (a) z = 2 a 37.5 m e (b) z = 6
a 156.75 m de profundidade para dados do PIRATA, integração de
controle e experimentos SCM, FP e Barnes.

(a) (b)

Figura 5.9: Evolução da temperatura (oC) das médias mensais durante um ano
no ponto (15oN, 38oW ) nos ńıveis (a) z = 2 a 37.5 m e (b) z = 6
a 156.75 m de profundidade para dados do PIRATA, integração de
controle e experimentos SCM, FP e Barnes.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.10: Média mensal do vetor velocidade (cm/s) e seu módulo no mês de

março de 1999 no quarto ńıvel à 87.5 m de profundidade para os

experimentos de (a) controle, (b) FP (c) Barnes e (d) SCM.

74



5.4 Experimentos com dados de Levitus: sensi-

bilidade em relação ao número de ńıveis

Para analisar a influência da assimilação de dados em relação ao número de

ńıveis verticais do modelo no qual foi realizada assimilação, foram realizados dois

experimentos, o primeiro considerando dados em 4 primeiros ńıveis e o segundo em

9. Para isto, fez-se uso de 44 perfis verticais de temperatura de Levitus, de acordo

com a Fig. 5.3, descritos anteriormente. Sáıdas diárias foram implementadas para

discussão detalhada do impacto da assimilação. O método de assimilação utilizado

foi o de Barnes, com um raio de influência de 11.25o, isto é, aproximadamente 1125

km. Foi impostao um critério para realizar assimilação. Se a diferença entre o dado

e o modelo fosse de 5oC ou superior este dado não seria considerado no processo de

assimilação. Só foi considerada assimilação de temperatura.

5.4.1 Controle

A partir do final da integração de spin up, é iniciada a integração de controle.

Ela consiste em 1 ano de integração forçada com os mesmos campos atmosféricos

e a mesma configuração da integração de spin up, exceto que o passo de tempo foi

reduzido para 1h. Esta redução visa aumentar a estabilidade numérica do modelo e

facilitar a integração do modelo durante o processo de assimilação.

5.4.2 Assimilações em 4 e 9 ńıveis.

No experimento 1, denotado como EXP1, foram interpolados linearmente os

primeiros 7 ńıveis dos dados do Levitus para os 4 primeiros ńıveis do modelo MOM3

(tabela 4.1). Este experimento enfatizou a assimilação de dados na camada de mis-

tura atingindo a profundidade de 87.5 m no modelo. Foram realizadas assimilações

de perfis verticais de temperatura climatológicas de Levitus dados a cada 5 dias

durante o peŕıodo de 1 ano. A primeira assimilação ocorreu em 5 de janeiro e a

última em 31 de dezembro, correspondendo a 73 passos de assimilação. Como o

passo de integração do modelo foi de 1 h, a cada 120 passos de integração do modelo

foi feita uma assimilação. Este procedimento corresponde à assimilação intermi-

tente e pode produzir degradação da solução numérica inicializada a partir de uma
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condição inicial no qual as variáveis prognósticas do modelo não estão em equilibrio.

Em contraposicão à assimilação intermitente, há assimilação cont́ınua (DERBER

e ROSATI, 1989 [21]), no qual a assimilação é realizada em cada passo de inte-

gração do modelo. Esta abordagem visa produzir pequenos incrementos de análise

e, portanto, modificações suaves do campo do modelo.

O experimento 2, EXP2, de assimilação foi similar ao EXP1, mas considerou

assimilação de dados nos primeiros 9 ńıveis verticais do MOM3, atingindo 748.76m

de profundidade. Para obtenção destes perfis nos ńıveis do MOM3, foram utilizados

17 ńıveis de dados de Levitus correspondendo aos primeiros 800 m de profundidade

dos dados.

5.4.3 Resultados

As Figs. 5.11a-5.11c apresentam perfis verticais de médias mensais de tempe-

ratura para os meses de março, junho e dezembro, respectivamente, produzidos pelas

integrações de controle, EXP1 e EXP2 no ponto (08oS, 32oW ). O ponto escolhido

localiza-se próximo ao litoral do Estado de Pernambuco e não pertence ao conjunto

de pontos usados na assimilação. Nestas figuras, também são apresentados os dados

climatológicos mensais de Levitus para comparação como os resultados numéricos.

O MOM3 apresenta em sua integração de controle perfis de temperatura sem uma es-

trutura vertical capaz de definir a região da termoclina, isto é, perfis verticais muito

suaves. Parte desta deficiência pode ser explicada pela relativamente baixa resolução

empregada nos experimentos. O MOM4 por exemplo, é comumente configurado com

10 camadas verticais nos primeiros 95 m de profundidade (ver 4.3). Aqui foi empre-

gada apenas 5 ńıveis verticais até 112.5 m. Outra explicação para esta deficiência de

modelo em representar corretamente a estrutura termohalina vertical é obviamente,

a incorreta representação de fluxos de difusão turbulenta de momentum e de calor no

modelo. Este padrão foi verificado ao longo de toda a integração de controle, como

pode ser verificado nos perfis de março, junho e dezembro último mês de experi-

mento. O EXP1 e o EXP2 produziram resultados muito semelhantes nas camadas

superficiais, com melhorias na representação da temperatura de cerca de 1oC, mas

para as regiões abaixo da camada de mistura, o perfil vertical de temperatura do

EXP1 ficou praticamente igual ao controle e muito distante das observações. Na
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profundidade de 250 m, esta diferença é mais que 5oC. Com a inclusão da assimi-

lação em 9 ńıveis realizada no EXP2 o perfil vertical de temperatura adquiriu uma

estrutura vertical muito próxima da observação até 700 m.

Neste experimento a salinidade não foi utilizada no processo de assimilação.

Entretanto, como esperado, ela é afetada pela assimilação da temperatura através

da dinâmica do modelo. Similar às Figs. 5.11a-c, as Figs. 5.12a-c apresentam perfis

verticais de salinidade com a camada superficial menos salina que a camada de

mistura. Há uma grande variabilidade da salinidade nos primeiros ńıveis verticais.

Há um aumento da salinidade da superf́ıcie até a profundidade de 150 m, e depois

uma diminuição suave até 700 m. Pode-se notar como um todo que o modelo captura

o padrão desta variabilidade, mas há diferenças entre os dados de Levitus e os do

modelo, chegando em 0.4 PSU em 300 m de profundidade. Em todos os meses

a integração de controle e o EXP1 produziram resultados praticamente iguais em

todos os ńıveis. Entretanto o EXP2 produziu uma maior sensibilidade da salinidade

em relação á assimilação de temperatura do que o EXP1.

Em março, o perfil do EXP2 ainda está praticamente igual ao perfil do

EXP1 e do controle. Em julho, o perfil do EXP2 é bastante diferente do controle

nas camadas superficiais, sendo que há um aumento de salinidade ao redor de 70 m

de profundidade. Para dezembro, o EXP2 produziu as maiores diferenças em relação

à Levitus e erros menores na camada de mistura. Nas camadas mais profundas, ele

produziu os melhores resultados. Cabe ressaltar que o ponto analisado (08oS, 32oW )

não é um ponto que fornece dados para o processo da assimilação, podendo ser

considerado uma validação independente.

Os resultados dos experimentos foram avaliados também em outros pontos

no meio da bacia do Oceano Atlântico tropical. Ao contrário do ponto usado nas

Figs. 5.11 e 5.12 que estava circundado por dados usados na assimilação e portanto,

recebendo uma influência mais forte da informação dos dados climatológicos, o ponto

(10oS, 10oW ) por exemplo, não estava cercado de pontos usados no processo de

assimilação. Como esperado a integração de controle não foi capaz de reproduzir a

estrutura vertical de temperatura observada. Nos primeiros 4 ńıveis usados na assi-

milação do EXP1 e EXP2, as diferenças entre os dados e a análise são insignificantes.

Nos outros ńıveis, o EXP1 e o controle produziram resultados muito semelhantes.
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O EXP2 produziu perfis verticais de temperatura praticamente iguais aos dados

de Levitus, Fig. 5.14, demonstrando que o método funcionou como esperado. Os

incrementos da análise levaram o modelo na direção dos dados observados em todos

os ńıveis analisados. Entretanto, a assimilação de temperatura em somente os 4

primeiros ńıveis verticais do modelo não promoveram influência nos ńıveis inferiores.

Isto implica que para promover uma correção eficaz da estrutura termo halina da

integração de controle, a assimilação deve ser realizada no maior número de ńıveis

verticais posśıveis.

A assimilação de temperatura nos primeiros 9 ńıveis do modelo alterou subs-

tancialmente o perfil vertical da temperatura e melhorou a representação da região

da termoclina, entre 100 m e 200 m.

A salinidade foi afetada dinâmicamente pela assimilação de temperatura

e a influência foi mais marcante que no EXP1. Um comportamento semelhante ao

apresentado em (08oS, 32oS) foi encontrado. Como mostrado na Fig.5.14 que mostra

o perfil da salinidade em (10oS, 10oW ), o EXP1 produziu perfil de salinidade muito

próximo do controle. O EXP2 produziu uma mudança em relação ao controle que

se afasta do perfil de salinidade do Levitus na superf́ıcie e se aproxima dele nas

camadas mais profundas. A assimilação de temperatura impôs maiores erros na

sub-superf́ıcie.

A Fig. 5.15 mostra séries temporais da temperatura a cada 5 dias ao longo de

1 ano no ponto (10.5oN, 15.5oW ) nas profundidades 62.5 m (Fig. 5.15a) , e 748.76m

(Fig. 5.15b) para os dados de Levitus para as integrações de controle, EXP1 e EXP2.

O ponto escolhido pertence ao conjunto de dados observados usados na assimilação.

A evolução temporal de temperatura indica um forte ciclo anual na camadas superior

(62.5 m ) e pouca variabilidade na camada mais profunda. A integração de controle

apresenta grandes diferenças em relação aos dados de Levitus. Por exemplo, na

profundidade de 62.5 m, há diferenças da ordem de 2oC em abril-maio (Fig. 5.15a).

Na profundidade de 748.76 m, as diferenças são menores atingindo cerca de 1oC. As

maiores diferenças (não mostradas) foram no sexto ńıvel à 156.75 m de profundidade,

com diferenças de 3.5oC.

Para melhor investigar o comportamento do EXP1 e EXP2 como o tempo,

são apresentadas as Figs. 5.15a-b com séries temporais de temperatura em 62.5 m e
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748.76 m. Na subsuperf́ıcie em (10.5oS, 15.5oW ) observa-se um forte ciclo anual nos

dados de Levitus que não é capturado pela integração de controle. Erros de 2.5oC

são verificados em maio-junho, e de 0.5oC em outubro novembro. Com a assimilação

as diferenças entre os dados e assimilação são substancialmente reduzidas em toda

a série temporal, indicando que os incrementos da análise atuaram efetivamente.

Na camada mais profunda, as observações apresentaram valores ao redor de 5oC

durante todo o ano, enquanto o controle produziu valores entorno de 6oC. As

diferenças entre dados e o modelo na camada mais profunda é bem menor que

nos outros ńıveis. O EXP1, como já mencionado acima, não causa impactos na

temperatura nos ńıveis mais profundos, e seus resultados são quase idénticos ao

controle. O EXP2 rapidamente leva o modelo na direção das observações. Até

junho, o EXP2 é muito semelhante às observações. Entretanto após esta data, há um

comportamento oscilatório e temperaturas simuladas menores que as observações.

Este comportamento só pode ser explicado pelo fato de assimilação de somente

temperatrua a cada 5 dias excitar ondas de gravidade interna para compensar o

desbalanceamento entre a densidade e as correntes.

A assimilação de temperatura apenas nos primeiros 4 ńıveis do modelo foi

capaz de corrigir a temperatura nestes ńıveis mas não foi capaz de modificar subs-

tancialmente a temperatura nos ńıveis inferiores através da dinâmica do modelo. Na

medida que a assimilação nos ńıveis superiores aumentou a estratificação vertical e

deixou o oceano mais estável, houve uma redução da mistura vertical entre os ńıveis

superiores e inferiores. As camadas inferiores foram pouco afetadas pela assimilação

de temperatura nos ńıveis superiores.

Grandes incrementos de correções podem perturbar demasiadamente o mo-

delo e criar perturbações irrealistas, que demoram em serem absorvidas pelos pro-

cessos difusivos. Este problema é uma indicação da necessidade do uso de métodos

de inicialização para reduzir o impacto da assimilação de temperatura em outras

variáveis do modelo. Obviamente a qualidade da análise será melhor na medida que

a simulação de controle também o for.

A Fig. 5.16 mostra médias dos campos de velocidades e suas intensidades

à 87.5 m produzidos pela simulação do GFDL, controle, EXP1 e EXP2. Para o

mês de março, a simulação de controle não apresenta energia tão intensa na região
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equatorial quanto a produzida pelo GFDL. As Figs. 5.16c-d mostram as correntes

para o EXP1 e EXP2. A intensidade das correntes é incrementada em relação à

integração de controle (Fig. 5.16a) para ambos experimentos, em particular para

o EXP2 após 3 meses de assimilação. Com o uso da assimilação, as correntes não

só são intensificadas como também há o surgimento de novos padrões de circulação.

Tomando outros meses posteriores à março, o impacto da assimilação de temperatura

nas correntes é intensificado, de modo que em dezembro a circulação do EXP2 é

substancialmente diferente do controle. As diferenças nas correntes são causadas pelo

desbalanceamento das variáveis prognósticas do modelo impostas pela assimilação e

pela dispersão de ondas excitadas pelo desbalanceamento.

Para avaliar a qualidade da simulação com assimilação no oceano Atlân-

tico tropical de forma ainda mais objetiva foi calculada a série temporal do erro

quadrático médio das simulações temperatura em relação aos dados, na região 25oS-

25oN e 60oW -00oW em 62.5m, Fig. 5.17a, e em 748.76m, Fig. 5.17b. O erro da

integração de controle varia de 1.6oC a 2.1oC. A Fig. 5.17a mostra que ambas as

simulações com assimilação conseguem reduzir o erro em 62.5 m. Porém, o EXP1

mostra melhores resultados visto que o erro é reduzido no inicio da assimilação e se

mantém baixo, ao redor de 0.8oC. O EXP2 matém-se até maio com erros menores

que 0.9oC mas a partir dáı produz erros maiores atingindo 1.5oC em outubro. Na

Fig. 5.17b o EXP1 e controle ficam praticamente idênticos com erros ao redor de

1.2oC. O EXP2 apresenta resultados bem melhores, com erros ao redor de 0.4oC

em fevereiro-maio e valores ao redor de 0.6oC a partir de abril. Entretanto há uma

tendência de aumento do erro do EXP2 com o tempo.

Semelhante a Fig.5.17b, a Fig.5.18 apresenta os erros quadráticos médios

para a salinidade, variável que não foi assimilada neste experimento. O erro do

controle oscila ao redor de 0.06PSU e é muito menor que os erros do EXP1 e

EXP2. O erro de EXP1 se mantém constante, en torno de 0.21PSU . Em 748.76

m, Fig. 5.18b, os erros da simulação de controle e dos EXP1 e EXP2 têm o mesmo

comportamento da camada superior. Os erros quadráticos de ambos experimentos

mostram-se maiores que os do controle e o EXP2 apresenta um crescimento do

erro com o tempo. Isto indica que para os casos estudados assimilar unicamente a

temperatura prejudicou severamente a estimação da salinidade.
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Experimentos com passos de integração de 4 h (ao invés de 1 h) foram realiza-

dos com assimilação a cada 5 dias. Entretanto, ocorreram instabilidades numéricas

que não permitiram a realização de assimilação durante o peŕıodo de 1 ano. Resulta-

dos razoáveis foram obtidos com integração e assimilação até 3 meses de assimilação

com pimpactos positivos após esse peŕıodo, deixando o modelo sem assimilação.

Mesmo após a interrupção do processo de assimilação a simulação permaneceu com

melhorias substanciais na estimativa da temperatura.
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(a) (b)

(c)

Figura 5.11: Médias mensais dos perfis verticais de temperatura (oC) no ponto
(08oS, 32oW ) para os meses de (a) março; (b) junho; (c) dezembro
para os dados de Levitus (linha sólida), integração de controle (linha
tracejada longa), EXP1 (linha pontilhada) e EXP2 (linha tracejada
com ponto).
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(a) (b)

(c)

Figura 5.12: Médias mensais dos perfis de salinidade (PSU) no ponto
(08oS, 32oW ) para os meses de (a) março; (b) junho; e (c) dezembro
para os dados de Levitus (linha sólida), integração de controle (linha
tracejada longa), EXP1 (linha pontilhada) e EXP2 (linha tracejada
com ponto).
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Figura 5.13: Perfis de temperatura para o média no mês de dezembro no ponto
(10oS, 10oW ) para os dados de Levitus (linha sólida), integração de
controle (linha tracejada longa), EXP1 (linha pontilhada) e EXP2
(linha tracejada com ponto).

Figura 5.14: Perfis de salinidade para o média no mês de dezembro no ponto
(10oS, 10oW ) para os dados de Levitus (linha sólida), integração de
controle (linha tracejada longa), EXP1 (linha pontilhada) e EXP2
(linha tracejada com ponto).
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(a) (b)

Figura 5.15: Evolução da temperatura (oC) a cada 5 dias ao longo de 1 ano no
ponto (10.5oN, 15.5oW ) nos ńıveis (a) z = 3 à 62.5 m (b) z = 9 à
748.76m do modelo para os dados de Levitus 94 (linha sólida), inte-
gração de controle (linha tracejada longa), EXP1 (linha pontilhada)
e EXP2 (linha tracejada com ponto).
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 5.16: Médias mensais das direções e intensidades correspondentes ao mês
de março à 87.5 m de profundidade para as saidas do (a), GFDL (b)
Controle, (c) EXP1 e (d) EXP2.
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(a) (b)

Figura 5.17: Erro quadrático médio da temperatura em relação aos dados do Le-
vitus, do controle, EXP1 e EXP2 calculado numa área compreendida
entre 25oS , 25oN e 60oW , 00oW nos ńıveis (a) z = 3 à 62.5 m e (b)
z = 9 à 748.76m de profundidade.

(a) (b)

Figura 5.18: Erro quadrático médio da salinidade em relação aos dados do Levi-
tus, do controle, EXP1, e EXP2 calculado numa área compreendida
entre 25oS , 25oN e 60oW , 00oW nos ńıveis (a) z = 3 à 62.5 m e (b)
z = 9 à 748,76m de profundidade.
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5.5 Experimentos com inclusão da salinidade

5.5.1 Controle

Para este experimento, a integração de controle é similar à integração de controle

da seção 5.4.

5.5.2 Assimilação de T

Para a integração com assimilação de T , o modelo é também inicializado a

partir do spin up e forçado com as mesmas condições impostas na integração de

controle. Entretanto, neste experimento é imposta a assimilação de dados de perfis

verticais de temperatura. A assimilação foi realizada apenas nos primeiros 9 ńıveis

do modelo, até 748 m de profundidade com dados dos 17 primeiros ńıveis de Levitus.

A assimilação de temperatura foi realizada a cada 5 dias pelo peŕıodo de 1 ano, teve

inicio no dia 5 de janeiro. Foi utilizado um raio de influência de 11.25o para cada

ponto de grade do modelo contida na região oceânica compreendida entre aproxi-

madamente 57oW , 05oE e 27oS, 31oN . Fora desta área nenhum dado influencia

os pontos de grade. Foram permitidas diferenças máximas entre modelo e dado de

5oC de temperatura, isto é, se a diferença é maior que 5oC então não foi realizada

assimilação. Este experimento será aqui chamado de Tassim.

5.5.3 Assimilação de S

Este experimento é similar a Tassim, mas são assimilados somente os perfis

verticais de salinidade de Levitus. Se a diferença entre os dados e modelo for maior

que 1PSU a assimilação não é realizada. Este experimento é aqui chamado de

Sassim.

5.5.4 Assimilação de T e S

Este experimento é similar aos experimentos Tassim e Sassim, mas são assimi-

lados no mesmo passo de assimilação os perfis verticais de temperatura e salinidade

de Levitus, de forma independente. Este experimento é chamado de TSassim.
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5.5.5 Assimilação de T com correção de S

Aqui, as mesmas configurações do experimento Tassim são empregadas, mas a

salinidade é corrigida em cada passo de assimilação assumindo uma relação local

entre T e S definida pelas condições de background antes da assimilação. Isto é feito

atualizando o perfil de salinidade de acordo com a temperatura obtida na análise.

Este experimento é chamado de Tassim-Scorr.

5.5.6 Resultados

A Fig. 5.19a apresenta a evolução anual das médias mensais climatológica da

temperatura do Atlas de Levitus na área 2.5oS-2.5oN , 35oW -25oW correspondente

aos primeiros 9 ńıveis do modelo. Essa área escolhida será utilizada para a análise de

vários resultados apresentados nesta subseção, tendo em vista que se situa na região

equatorial com dinâmica intensa e está contida no domı́nio no qual a assimilação

foi realizada. A Fig. 5.19a apresenta uma camada de mistura bem definida na

superf́ıcie até uma profundidade que varia de 50 a 75 m ao longo do ano. Abaixo da

camada de mistura, as isotermas permanecem muito próximas, indicando a região

da termoclina até a profundidade de aproximadamente 150 m. A temperatura na

termoclina muda de 25oC para 15oC e, logo abaixo dela, a temperatura diminui

mais suavemente de 14oC até 5oC em 750 m.

A Fig. 5.19b apresenta a evolução das médias mensais da temperatura

produzidas pela integração de controle para a mesma área da Fig. 5.19a. O modelo

não é capaz de representar a estrutura térmica climatológica. Na camada de mistura,

o modelo fica até 3oC mais frio que a climatologia. O gradiente vertical de tempera-

tura é suave de forma que, a temperatura do modelo é maior que a climatológica para

regiões mais profundas. Este erro é mais acentuado na região inferior da termoclina,

ao redor de 150 m, onde atinge cerca de 6oC, e menos acentuada para as maiores

profundidades, onde atinge cerca de 2oC. Assim, o modelo produz um perfil vertical

de temperatura mais frio na superf́ıcie e mais quente na subsuperf́ıcie em relação à

climatologia. Este fato está em grande parte associado à baixa resolução do modelo

na direção vertical e à ausência de um modelo expĺıcito de camada de mistura e

ainda à f́ısica de difussão turbulenta do modelo. Tendo em vista que os erros do

modelo são grandes o desafio da assimilação é maior para corrigir o estado do modelo
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na direção das observações.

A Fig. 5.19c é análoga a 5.19a e 5.19b e contém as médias mensais na mesma

área produzidas pelo experimento Tassim. Com a assimilação de temperatura, há

uma melhoria substancial da representação da camada de mistura e da termoclina,

apesar desta permanecer ainda um pouco mais profunda que a termoclina clima-

tológica observada. Na camada de mistura, as diferenças em relação às observações

são menores que 1oC. Na região da termoclina, as diferenças são menores que 2oC e

com a profundidade as diferenças diminuem para cerca de 1oC ou menos. No ińıcio

do experimento, em janeiro, a estrutura vertical da temperatura é, como esperado,

similar ao controle. Em fevereiro e março ocorre um grande ajuste das isotermas na

direção das observações, de modo que em abril a estrutura está muito mais próxima

dos dados de Levitus.

Nas isotermas menores que 16oC na Fig. 5.19c, abaixo da termoclina,

observa-se uma onda com cristas em abril e outubro, e cavados em julho e dezembro.

Ainda, as isotermas de 15oC e 16oC se descolam da termoclina a partir de outubro.

Este padrão está associado a um ajuste e oscilação do modelo devido ao impacto

da assimilação de temperatura. Como foi apresentado acima, o modelo é composto

por um sistema de equações cujas variáveis prognósticas são as velocidades zonal

e meridional, temperatura, salinidade e pressão. Assim, quando somente uma das

variáveis é assimilada e as outras não, há um desequiĺıbrio do sistema com conse-

qüências muitas vezes nocivas para a solução numérica do modelo. Este problema

foi há muito identificado e por isso métodos de inicialização foram propostos e são

comumente empregados juntamente com o ciclo de assimilação para restaurar o equi-

ĺıbrio do sistema e melhorar a qualidade geral da simulação quando necessário (e.g.,

DALEY, 1991 [18]; MOORE 1987 [54]; BELYAEV e TANAJURA, 2005 [6]). Neste

trabalho, não foi empregado nenhum método de inicialização.

A Fig. 5.19d é análoga às anteriores 5.19a-5.19c e apresenta os resultados

para Sassim. A temperatura no experimento no qual somente a salinidade é assi-

milada se comporta de forma muito similar ao controle. Entretanto, a temperatura

na camada de mistura é 1oC menor no controle e sua espesura é maior. Portanto, a

assimilação somente de salinidade não produziu grandes efeitos na temperatura.

A Fig. 5.19e é análoga à 5.19a-d e apresenta os resultados para TSassim.
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Neste experimento, a estrutura térmica produzida é muito próxima dos dados de

Levitus na camada de mistura, na região da termoclina e em maiores profundidades.

Nota-se apenas que a base da termoclina ficou um pouco mais profunda do que

a climatologia. Neste experimento não são observadas as oscilações nas camadas

abaixo da termoclina produzidas pela integração Tassim. Por exemplo, as isotermas

de 15oC e 16oC não se descolam da termoclina no peŕıodo final do experimento. Isto

indica que este experimento com a assimilação de ambos temperatura e salinidade

gerou uma estimação do estado f́ısico do Oceano Atlântico mais coerente e de melhor

qualidade do que com a assimilação somente da temperatura. Este resultado será

confirmado abaixo com a avaliação dos campos de salinidade, densidade e correntes

na superf́ıcie.

A Fig. 5.19f apresenta os resultados para Tassim-Scorr. A estrutura da

temperatura fica próxima a do experimento TSassim. As oscilações no experimento

Tassim presentes abaixo da termoclina também não estão presentes aqui. A qua-

lidade dos resultados foi superior a do Tassim e o custo computacional foi muito

pequeno.

Na Fig. 5.20 é apresentado o perfil do erro médio da temperatura tomado

na mesma área usada na Fig. 5.19 para os 9 primeiros ńıveis do modelo nos meses de

abril, agosto e dezembro. O erro aqui foi definido como temperatura do experimento

menos a climatologia. O erro do experimento Sassim é muito próximo do erro da

integração de controle e por isso ele não é apresentado na figura. Na camada de

mistura, as simulações apresentam uma temperatura menor que a climatológica e

o controle apresenta erros bem maiores que os experimentos com assimilação. Na

região da termoclina, o erro do controle atinge um pico com valor acima de 7oC

em abril e dezembro e acima de 5oC em agosto. Os erros dos experimentos com

assimilação de temperatura são muito menores demonstrando mais uma vez que

o método funcionou como esperado levando o modelo na direção das observações.

Em abril, os erros dos experimentos com assimilação estão próximos uns dos outros

na região da termoclina, ao redor de 2oC. Entretanto, em agosto os erros do ex-

perimento Tassim são substancialmente maiores que os dos experimentos TSassim e

Tassim-Scorr, cerca de 2.5oC e 0.5oC, respectivamente. Em dezembro, esta diferença

é ainda maior, onde os erros de Tassim chegam a mais de 3oC e os erros de TSassim
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e Tassim- Scorr estão próximos de zero. Isto demonstra que ao longo do processo de

assimilação de somente os perfis verticais de temperatura, houve uma degradação

dos resultados do modelo. Mesmo assimilando a temperatura, o modelo mudou sua

dinâmica de tal forma que não conseguiu manter a qualidade na representação da

região da termoclina obtida em abril. Nos experimentos TSassim e Tassim-Scorr o

contrário foi verificado, isto é, quanto mais tempo foi promovida a assimilação de

temperatura e salinidade e a assimilação de temperatura com correção de salinidade,

melhor foi o resultado com a diminuição do erro na região da termoclina. Nos ńıveis

abaixo da termoclina, os experimentos de assimilação de temperatura produziram

erros próximos a zero. Estes resultados mostram a importância da assimilação con-

junta de temperatura e salinidade para manter a estrutura vertical de temperatura.

Abaixo serão verificados os impactos na salinidade.

Tomando a mesma área e médias das Figs. 5.19a-f, as Figs. 5.21a-f apre-

sentam a evolução da salinidade climatológica de Levitus e dos experimentos. A

Fig. 5.21a apresenta os dados de Levitus. A camada uniforme na superf́ıcie com

valores entre 35.9 e 36.1PSU é mais espessa que a camada de mistura da temper-

atura atingindo cerca de 70 m. Abaixo dela, está a região da picnoclina com um

forte gradiente até 35.4PSU em 150 m, e logo abaixo a região com gradiente mais

suave até 34.6PSU em 750 m. Portanto, o Oceano Atlântico nesta região possui

salinidade climatológica monotonicamente decrescente com a coordenada vertical.

A integração de controle, Fig. 5.21b, produz uma estrutura salina difusa, na qual

a espessura da camada uniforme na superf́ıcie atinge cerca de 150 m. A salinidade

decresce suavemente com a profundidade mas mantendo-se com valores maiores que

a climatologia em todos os ńıveis. A integração Tassim, Fig. 5.21c apresenta val-

ores semelhantes ao do controle para janeiro, fevereiro, março e abril. De abril para

maio há uma grande mudança na estrutura vertical na qual o modelo produz um

ajuste forte na espessura da camada de salinidade uniforme na superf́ıcie e cria uma

região com intenso gradiente vertical ao redor de 150 m. Este ajuste possui caráter

oscilatório, como também observado na temperatura, no qual há cristas em maio e

outubro e cavados em julho e dezembro. Este experimento consegue criar variabil-

idade de salinidade na superf́ıcie de 35.8 e 36.1PSU , o que pode ser considerado

uma melhoria em relação ao controle. Ainda, apesar das ondas nas camadas inferio-

92



res, a assimilação de temperatura consegue aproximar os valores da salinidade mais

das observações que o controle. A Fig. 5.21d corresponde ao experimento Sassim.

Nota-se que com apenas 1 mês, o processo de assimilação de salinidade leva a estru-

tura do modelo para valores próximos dos observados. Como a assimilação é uma

combinação dos dados do modelo com as observações, a assimilação de salinidade

ainda mantém uma camada superficial de salinidade uniforme mais espessa que a

observada como uma herança do modelo. A região com forte gradiente vertical é

mantida ao longo de toda a integração, diferentemente do experimento Tassim no

qual a região é contaminada pelas oscilações das camadas inferiores. Nas camadas

inferiores, os valores da salinidade são muito próximos da climatologia.

Os resultados do experimento TSassim estão na Fig. 5.21e. Novamente, o

ajuste do modelo aos dados se dá em cerca de 1 mês. O ciclo anual da salinidade

na camada de 50 a 100 m, com valores máximos de 36.1PSU de outubro a maio e

valores mı́nimos de 36.0 PSU de junho a setembro, são capturados pelo experimento.

Além disso, a camada homogênea da superf́ıcie possui uma espessura bem próxima

da climatologia. A região de forte gradiente vertical da haloclina é bem simulada,

apesar de sua base permanecer cerca de 0.1PSU maior que as observações. Nas

camadas mais profundas o ajuste também é muito bom. O experimento Tassim-

Scorr, Fig. 5.21f, produz uma estrutura de salinidade bem superior em relação a

Tassim, mas não consegue resolver a estrutura da salinidade com a mesma qualidade

que Sassim e TSassim. Particularmente, o ajuste do modelo no ińıcio da integração

em direção às observações é mais lento, o ciclo anual da camada de superf́ıcie e a

região de forte gradiente vertical não são tão precisos, e há uma super-estimativa da

salinidade nas camadas inferiores.

Assim como na Fig. 5.20, na Fig. 5.22 são apresentados os erros da sali-

nidade nos nove primeiros ńıveis verticais do modelo para os meses de abril, agosto

e dezembro para a mesma área utilizada acima. Os erros da integração de controle

são os maiores nos três meses, principalmente na região da haloclina. Na camada de

mistura em abril todas as simulações apresentam valores menores que as observações.

Este comportamento se inverte na região da haloclina e abaixo dela, de forma que as

simulações apresentam valores maiores que as observações, exceto os experimentos

TSassim e Sassim que se mantêm com erros próximos a zero. Em agosto, o controle e
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os experimentos de assimilação têm seus erros reduzidos em todos os ńıveis, exceto o

experimento Tassim no ńıvel de 750 m. Este é um sinal das oscilações que são geradas

neste experimento. Em dezembro, o experimento Tassim produz erros maiores ou

iguais aos do controle em todos os ńıveis.

O experimento TSassim produziu os menores erros de salinidade em todos

os ńıveis em todos os tempos. O segundo menor erro foi obtido pelo experimento

Sassim, seguido pelo Tassim-Scorr. O experimento Tassim ofecereu melhores re-

sultados na salinidade do que o controle apenas nos primeiros meses de simulação

indicando que a assimilação somente de temperatura degradou a simulação ao longo

do tempo.
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Para investigar o impacto conjunto da assimilação de T e S nas simulações,

foi calculada a evolução da densidade nos nove primeiros ńıveis do modelo. A densi-

dade é aqui calculada com a equação de estado de Knudsen-Ekman (FOFONOFF,

N., 1962 [26]) dependendo de T , S e a profundidade z. A densidade ρ é dada por:

f1 =
−(T − 3.98)2 (T + 283)

503.57 (T + 67.26)

f2 = 1.0843 · 10−6 T 3 − 9.8185 · 10−5 T 2 + 4.786 · 10−3 T

f3 = 1.6670 · 10−8 T 3 − 8.1640 · 10−7 T 2 + 1.803 · 10−5 T

f4 = 6.76786136 · 10−6 S3 − 4.8249614 · 10−4 S2 + 8.14876577 · 10−1 S

σ = f1 + (f4 + 3.895414 · 10−2) (1 − f2 + f3 (f4 − 2.2584586 · 10−1))

a = 10−4z (105.5 + 9.5T − 0.158T 2 − 1.5 · 10−4T z) ·

(227 + 28.33T − 0.551T 2 + 4 · 10−3T 3)

b1 = 0.1 · (f4 − 28.1324)

b2 = −(147.3 − 2.72 T + 0.04 T 2 − 10−4 · (32.4 − 0.87 T + 0.002 T 2) z) b1

b = b2 + (4.5 − 0.1 T − 10−4 · (32.4 − 0.87 T + 0.02 T 2) z) b2
1

c0 =
488.6

1 + 1.83 · 10−5 z

α = 10−6 · z − 6 (c0 + a + b)

ρ =
σ + α

1 − 10−3 · α.

Isto permite que se possa comparar diretamente a densidade associada aos dados de

Levitus com as produzidas pelo modelo.

Os resultados da evolução da densidade ao longo do ano tomado na mesma

área e ńıveis das Figs. 5.19 e 5.21 estão apresentados na Fig. 5.23. A densidade

climatológica calculada a partir de T e S é também bastante estratificada, com

valores mais baixos na camada de mistura, aumentando rapidamente na região da

termoclina e mais suavemente abaixo de 150 m. Há uma suave ondulação na camada

de mistura e na termoclina com uma diminuição da espessura da camada de mistura

e deslocamento na direção da superf́ıcie da termoclina de janeiro a junho (com pico

em abril) e a fase oposta com pico em outubro. As fases desta onda coincidem

com as fases das oscilações verificadas nas camadas mais profundas do experimento
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Tassim.

O controle apresenta densidades sistematicamente maiores que a climatolo-

gia em todos os meses do ano em todos os ńıveis. O experimento Tassim promove

um ajuste das isopicnais em janeiro e fevereiro, de modo que em março a estru-

tura vertical está muito próxima das observações. Entretanto, a partir de abril o

experimento não mantém a estrutura obtida e relaxa os gradientes verticais. O ex-

perimento Sassim não consegue capturar a estrutura da densidade. Isto é esperado

tendo em vista que a densidade é fortemente dominada pela temperatura. O expe-

rimento TSassim recupera a estrutura vertical em janeiro e fevereiro e a partir de

março é capaz de manter os gradientes verticais intensos da região da termoclina.

Nota-se ainda que ele simula com precisão o ciclo anual da espessura da camada de

mistura e da posição vertical da termoclina. O experimento Tassim-Scorr também

simula esta variabilidade e produz isopicnais praticamente iguais às produzidas pelo

TSassim.

Para investigar o impacto da assimilação no campo de correntes, são apre-

sentadas as correntes na superf́ıcie para o mês de dezembro nas Figs. 5.24a-f. O

último mês de integração foi escolhido pois ele contém o resultado final do processo

de assimilação e permite avaliar se o método obteve êxito em levar o estado do mo-

delo na direção das observações e construir uma melhor estimação das correntes no

Oceano Atlântico.

Tendo em vista a falta de dados climatológicos de correntes, para com-

paração dos resultados deste trabalho foram tomados campos produzidos por uma

simulação de 20 anos, de 1981 a 2000, do modelo MOM4-beta2 no GFDL, os mesmos

campos utilizados para a validação.

A Fig. 5.24a apresenta a média mensal para o mês de dezembro das correntes

em 10 m de profundidade correspondente ao ńıvel 2 do MOM4. As Figs. 5.23b-f

apresentam os resultados dos experimentos realizados com a mesma ordem das Figs.

5.19b-f no ńıvel 1 do MOM3 correspondendo a 12.5 m de profundidade.

Na Fig. 5.24a, os principais padrões da circulação tropical estão represen-

tados, tais como: a corrente equatorial sul, bifurcando ao redor de 5oS e gerando a

corrente do Brasil para o sul e a corrente do norte do Brasil; o centro do giro sub-

tropical no Atlântico sul localizado entre 25oS e 30oS no centro da bacia; e o centro
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do giro subtropical no Atlântico norte, entre 25oN e 30oN . Observa-se ainda um

sinal da corrente de Benguela na parte sudeste do domı́nio da figura. A integração

de controle, Fig. 5.23b também apresenta esses padrões. Entretanto, ela produz

uma forte divergência no equador, principalmente na região oeste da bacia como já

comentado na validação da integração de controle. Associado a essa divergência,

velocidades meridionais mais intensas que a simulação do GFDL entre 03oN , 10oN

são observadas. No experimento Tassim, Fig. 5.23c, há um comportamento fora

do padrão produzido pelo GFDL e pelo controle em algumas regiões do Atlântico

tropical. Por exemplo, a corrente do Brasil não está bem representada, pois ao longo

de 35oW , de 10oS a 30oS, o experimento produziu velocidade meridional de sul, en-

quanto o padrão é de norte. Em virtude disto, há o aparecimento de uma circulação

ciclônica a oeste do centro da circulação anticiclônica localizada ao redor de 15oW ,

30oS. Houve ainda uma intensificação da divergência equatorial com um aumento

da velocidade meridional de sul tanto no oeste quanto no lado leste da bacia equa-

torial norte. Assim sendo, a assimilação apenas da temperatura impôs um padrão

de circulação com maiores erros que a simulação de controle e não trouxe benef́ıcio

para a melhoria da estimação da circulação. No experimento Sassim, Fig. 5.23d,

não houve mudanças substanciais em relação ao controle, apesar de se identificar

mudanças pontuais. Por exemplo, em volta de 05oS, 10oE, houve uma alteração da

direção da velocidade de leste para de noroeste, e na faixa entre o equador e 5oN ,

houve uma diminuição na intensidade da velocidade meridional.

Os experimentos TSassim e Tassim-Scorr, Figs. 5.23e-f, produziram cor-

rentes de superf́ıcie praticamente iguais. Em outros ńıveis (não apresentado) a cir-

culação também foi muito semelhante, principalmente no Atlântico Sul. Nestes

experimentos, o giro subtropical no Atlântico Sul e Norte produzido foi semelhante

ao controle, assim como os padrões da corrente equatorial sul, a corrente do Brasil

e a corrente norte do Brasil. O componente meridional das correntes na região

equatorial não foi tão intenso quanto no experimento Tassim, mas não foi reduzido

a ponto de se aproximar do padrão do GFDL. A assimilação conjunta da tempe-

ratura e salinidade, portanto, não gerou padrões irrealistas nas correntes como no

caso Tassim apesar de não ter conseguido atingir os detalhes do padrão apresentado

no GFDL. Parte desta limitação está associada ao fato das correntes de superf́ıcie
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dependerem substancialmente da tensão do vento, além da resolução espacial e da

f́ısica do modelo.

A raiz quadrada do erro quadrático médio (EQM) para temperatura nas

profundidades de 12.5 m, 62.5 m, 156.75 m e 748.76 m, foi calculada, para todos os

experimentos, para a região do Atlântico tropical entre 25oS, 25oN e 60oW , 0oW .

Os resultados das medias mensais estão apresentados na Fig. 5.25. Os erros foram

calculados para os pontos onde havia e onde não havia observação e caracterizam a

qualidade das simulações em todo o domı́nio onde foi realizada a assimilação.

O EQM em 12.5 m para o controle em janeiro é de 1.5oC, o qual coincide

com o EQM produzido pelo experimento Sassim. Os experimentos Tassim, TSas-

sim, Tassim-Scorr mostram no primeiro mês um decrescimento de 0.6oC. Ao longo

dos meses de janeiro até março o EQM de Sassim permanece junto ao do controle

decrescendo de forma suave. Os erros dos experimentos Tassim, TSassim e Tassim-

Scorr decaem rapidamente nestes meses até abril, passando de 0.9oC a 0.6oC. Os

erros do controle e de Sassim são muito próximos, eles ficam com no máximo 0.4oC

de diferença durante o mês de junho. O EQM de Sassim fica maior que do controle.

Isso significa que quando S é assimilado, o campo de temperatura fica mais longe

dos dados do que se não tivesse sido promovida a assimilação. Isto mostra que assi-

milação de apenas S não traz benef́ıcio para a melhoria da qualidade da simulação

de temperatura. Os experimentos Tassim, TSassim e Tassim-Scorr produzem uma

forte redução dos erros nos meses de janeiro, fevereiro e março, depois sofrem um

aumento até julho no entanto, sempre ficam abaixo do EQM do controle. Depois

eles permanecem na faixa de 0.6oC e 0.9oC. O EQM de Tassim fica um pouco maior

que TSassim e Tassim-Scorr a partir de julho.

A 62.5 m de profundidade, o EQM para o controle é maior que em 12.5 m

e oscila entre 1.5oC e 2oC. O EQM do experimento Sassim para o mês de janeiro

é similar ao controle, porém, em fevereiro ele se cresce e fica com valores um pouco

maiores que os do controle. Cerca de 0.2oC a 0.4o. Os EQMs dos experimentos

Tassim, TSassim, Tassim-Scorr iniciam com erros abaixo do erro do controle, de-

crescendo até 0.6oC no mês de março. A partir dáı, o EQM de Tassim se descola

para valores acima dos outros dois experimentos e não consegue manter os pequenos

valores, crescendo até valores próximos do controle no mês de dezembro. Os erros
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dos outros experimentos também crescem, porém, em menor intensidade que o EQM

de Tassim. Este crescimento segue o padrão do EQM do controle a partir de julho,

contudo, com erros menores.

O EQM da temperatura no sexto ńıvel, à 156.75 m de profundidade, para

o controle, se mostra muito maior, quase o dobro, que nos outros ńıveis analisados,

variando entre 3.5oC e 4.oC. Isto já foi visto na Fig. 5.20, mas para uma região

limitada do oceano. O EQM do experimento Sassim fica perto do EQM do cotrole

sendo que a partir de agosto há um pequeno aumento. O EQM dos outros três

experimentos, já apresentam bons resultados desde janeiro, com uma queda de mais

de 1oC, de janeiro para fevereiro e decrescendo mais 0.5oC de fevereiro para março.

Os experimentos TSassim e Tassim-Scorr mantêm-se com EQM em torno de 0.5oC

e 1oC de março até final do ano. O EQM do experimento Tassim cresce a partir de

março até o final do ano sendo que a taxa de crescimento apresenta um aumento

a partir de outubro. Isto indica que se o experimento fosse prolongado por mais

alguns meses, o EQM de Tassim poderia atingir o erro do controle.

No nono ńıvel, último ńıvel onde houve assimilação, são produzidos os

menores EQMs em relação aos outros ńıveis. O EQM do controle fica quase con-

stante em torno de 1.2oC durante toda a integração. Neste ńıvel o EQM de Sassim

apresenta uma pequena melhoria em relação ao do controle no transcurso do ano. Os

EQMs dos experimentos Tassim, TSassim, Tassim-Scorr apresentam um valor igual

a aproximadamente metade do EQM do controle para janeiro, decaindo a quase a

quarta parte em fevereiro. A partir dáı Tassim se afasta crescendo até no máx-

imo 0.8oC em outubro, e TSassim e Tassim-Scorr mantêm-se ao redor de 0.3oC até

dezembro.

O EQM para a salinidade foi calculado em forma similar ao EQM da tem-

peratura em niveis e áreas similares, os resultados são apresentados na Fig. 5.26.

A 12.5 m de profundidade temos um EQM de S para o controle variável durante

o ano. Ele decresce junto com o EQM de Tassim, de aproximadamente 0.08PSU

em janeiro para 0.05PSU em março, em seguida cresce, porém, ficando em torno

de 0.07PSU e descrescendo lentamente no tempo até 0.06PSU em dezembro. O

EQM de Tassim acompanha o EQM do controle em janeiro, fevereiro e março. Ele

cresce a partir de abril, e fica acima do controle. Novamente, esta é uma verificação
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de que quando unicamente a temperatura é assimilada, não há benef́ıcios para o

campo de salinidade neste ńıvel. O EQM do experimento Tassim-Scorr fica próximo

do controle, desde o inicio da integração. Ele é menor que o erro do controle até o

mês de maio e maior depois. A partir dáı, o EQM de Sassim cresce um pouco até

0.04PSU em setembro enquanto TSassim fica em 0.03PSU . Em dezembro, no final

do experimento ambos apresentam os mesmos valores.

A 62.5 m de profundidade, o EQM para o controle oscila ao redor de

0.06PSU com valor máximo em julho e mı́nimos em agosto e setembro. Os exper-

imentos Tassim e Tassim-Scorr acompanham o controle somente nos dois primeiros

meses. Depois, o EQM de Tassim cresce substancialmente e no final da simulação

em dezembro ultrapasa 0.27PSU .

A assimilação de apenas temperatura afeta severamente a qualidade da salin-

idade neste ńıvel, pois os EQMs de S ficam cerca de cinco vezes maiores no final da

integração em relação ao inicio. Os outros dois experimentos Sassim e TSassim, mel-

horam o campo de salinidade. No mês de janeiro, os erros são menores de 0.03PSU

e decrescem até fevereiro. A partir dáı, o EQM de Sassim cresce, mas se mantém

com valores menores que os do controle. Para este ńıvel o EQM de TSassim foi o

que novamente produziu os menores erros em todo o ano, atingindo quase a quinta

parte do erro do controle, com valores entre 0.02PSU e 0.03PSU .

No sexto ńıvel, Fig. 5.26c, o comportamento de EQM para os experimentos

de assimilação é semelhante ao produzido em 62.5 m, exceto que o EQM de Tassim-

Scorr foi menor que o do controle ao longo de todo o ano. O EQM de Tassim, assim

como em 62.5 m, também cresce substancialmente após metade da integração e é o

que produz o maior erro no final. Novamente, o TSassim é o que melhor estima a

salinidade.

A 748.76 m, de profundidade, Fig. 5.26d, o EQM do controle é pequeno

desde o inicio da integração e permanece ao redor ele esta na faixa de 0.03PSU . O

EQM de Tassim-Scorr acompanha este valor ao longo da integração com pequenas

diferenças a partir de setembro. O EQM da salinidade para Tassim, tem comporta-

mento semelhante aos dos outros ńıveis crescendo ao longo da integração atingindo

aproximadamente 0.06PSU . Entretanto o EQM de Tassim supera o do controle

logo em abril os melhores resultados são apresentados por TSassim e Sassim, eles

100



são praticamente zero a partir de fevereiro. Isso mostra que a qualidade da repre-

sentação de S neste ńıvel foi excelente, nestes dois experimentos.

O experimento Tassim-Scorr, apesar de oferecer erros menores que o Tassim

na temperatura, não foi capaz de produzir uma estimação de salinidade menor que

o controle nos niveis um e três, visto que ao longo da simulação os erros também

apresentaram valores maiores que o controle. Apesar de oferecer pequenos erros na

salinidade, o experimento Sassim não produziu campos de temperatura com erros

menores que o controle. Portanto, os resultados destes experimentos indicam clara-

mente que o experimento TSassim foi superior a todos os experimentos na produção

de uma estimação da temperatura, da salinidade, da densidade e da circulação do

Oceano Atlântico tropical. Entretanto, cabe ressaltar a superior simulação de exper-

imento Tassim-Scorr em relação ao Tassim. Portanto na falta de dados de salinidade,

recomenda-se fortemente o uso da correção da slinidade com o procedimento aqui

empregado.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.19: Evolução temporal dos campos médios mensais da temperatura (oC)
na área compreendida entre 2.5oS, 2.5oN e 35oW , 25oW para os nove
primeiros ńıveis do modelo: (a) dados de Levitus; (b) integração de
controle; (c) experimento com assimilação de T ; (d) experimento
com assimilação de S; (e) experimento com assimilação de T e S;
(f) experimento com assimilação de T e correção de S.
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(a) (b)

(c)

Figura 5.20: Perfil vertical dos erros da temperatura (oC) na área compreendida
entre 2.5oS, 2.5oN e 35oW , 25oW para os nove primeiros ńıveis ver-
ticais do modelo nos meses de (a) abril, (b) agosto e (c) dezembro.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.21: Evolução temporal dos campos médios mensais da salinidade (PSU)
na área compreendida entre 2.5oS, 2.5oN e 35oW , 25oW para os nove
primeiros ńıveis do modelo: (a) dados de Levitus; (b) integração de
controle; (c) experimento com assimilação de T ; (d) experimento
com assimilação de S; (e) experimento com assimilação de T e S;
(f) experimento com assimilação de T e correção de S.
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(a) (b)

(c)

Figura 5.22: Perfil vertical dos erros da salinidade (PSU) na área compreendida
entre 2.5oS, 2.5oN e 35oW , 25oW para os nove primeiros ńıveis ver-
ticais do modelo nos meses de (a) abril, (b) agosto e (c) dezembro.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.23: Evolução temporal dos campos médios mensais da densidade na
área compreendida entre 2.5oS, 2.5oN e 35oW , 25oW para os nove
primeiros ńıveis do modelo: (a) dados de Levitus; (b) integração
de controle, (c) experimento com assimilação de T ; (d) experimento
com assimilação de S, (f) experimento com assimilação de T e cor-
reção de S.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.24: Campos médios das correntes para direção e intensidades no mês de
dezembro à 15.m de profundidade para : (a) integração do GFDL; à
12.5 m de profundidade para: (b) integração de controle, (c) exper-
imento com assimilação de T ; (d) experimento com assimilação de
S, (e) experimento com assimilação de T e S; (f) experimento com
assimilação de T e correção de S.
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Figura 5.25: Erro quadratico médio da temperatura calculada numa área com-
preendida entre 25oS , 25oN e 60oW , 00oW correspondente à 12.5
m, 62.5 m, 156.75 m e 748.76 m de profundidade.
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Figura 5.26: Erro quadratico médio da salinidade calculada numa área compreen-
dida entre 25oS , 25oN e 60oW , correspondente à 12.5 m, 62.5 m,
156.75 m e 748.76 m de profundidade.

109



Caṕıtulo 6

Conclusões

O objetivo do presente trabalho foi investigar métodos de assimilação de dados

oceanográficos e realizar experimentos no oceano Atlântico tropical. Foram aborda-

dos três métodos, o de Bergthorsson e Döös (B&D), de correções sucessivas (SCM)

e uma versão do filtro de Kalman baseada na equação de Fokker-Planck (FP). To-

dos os experimentos numéricos foram realizados com o modelo global de circulação

oceânica MOM3 do National Oceanic and Atmospheric Administration (NOAA)

(EUA). Foram utilizados dados do projeto PIRATA e dados climatológicos de Levi-

tus. Dois conjuntos de experimentos de assimilação de dados foram realizados, um

com variabilidade interanual e outro com variabilidade sazonal.

No primeiro conjunto de experimentos com variabilidade interanual foram

assimilados dados de perfis verticais de temperatura do PIRATA durante o mês de

março de 1999. Neste peŕıodo foram usados os três métodos de assimilação, aplicados

a cada dois dias nos 6 primeiros niveis verticais do MOM3. As assimilações foram

realizadas após uma integração de spin up do MOM3 por 15 anos, seguida de uma

integração forçada por 3 anos, de 1996 a 1998, com tensão de vento e temperatura de

superf́ıcie do mar provenientes da reanálise do National Centers for Environmental

Prediction (NCEP)/National Center for Atmospheric Research (NCAR). Nestes

experimentos, foi posśıvel verificar os resultados objetivamente somente onde houve

assimilação. Todos os experimentos apresentaram uma melhoria na representação

da camada de mistura. Com o filtro de Kalman FP, as alterações no campo de

temperatura foram mais localizadas ao redor dos pontos dos dados observacionais.

Após a assimilação com o filtro, o campo de temperatura retornou rapidamente para
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o padrão do modelo sem assimilação. Com os métodos de B&D e SCM, as correções

produziram um impacto em uma área bem maior e, após assimilação a correção

imposta em março foi bem mais duradoura.

Foram observadas alterações no campo das correntes, principalmente quando

o filtro de Kalman FP foi empregado. Um dos motivos pelos quais este esquema não

foi bem sucedido, na sua realização, pode ter sido o fato de se considerar a matriz de

covariância dos erros do modelo, como uma interpolação da matriz de covariância

dos erros do modelo calculada somente em relação aos pontos de observação. Devido

à pouca quantidade de dados utilizados neste experimento, muitos erros podem ter

sido introduzidos por causa dessa interpolação . A matriz de covariância dos erros

do modelo é de dif́ıcil controle devido à complexidade da dinâmica do oceano, este

é um motivo pelo qual elas são consideradas fixas em outros métodos, como o de

interpolação estat́ıstica.

Os métodos de B&D e SCM apresentaram resultados muito semelhantes.

Portanto, recomenda-se para situações similares as do presente trabalho usar o

método B&D por ser mais barato computacionalmente. Estes esquemas, com pesos

suficientemente regulares, produziram através da dinâmica do modelo campos de

velocidade mais suaves. Para estes métodos, após a interrupção do processo de a-

ssimilação de um único mês, a simulação permanece com melhorias substânciais em

relação à temperatura. Entretanto, ocorreram instabilidades numéricas que não per-

mitiram a realização de assimilação durante o peŕıodo de 1 ano quando foram usados

passos de assimilação de 5 dias por longos peŕıodos. Em experimentos realizados e

não apresentados neste trabalho o peŕıodo de assimilação pôde ser estendido até 3

meses, quando o passo de assimilação foi de 2 dias.

Portanto, tendo em vista os experimentos de assimilação com variabilidade

interanual, é questionável a realização de experimentos de assimilação de tempe-

ratura, por longos peŕıodos de tempo, sem a introdução de um método de inicia-

lização que promova o equiĺıbrio termodinâmico entre a análise de temperatura e as

outras variáveis do modelo.

No segundo conjunto de integrações foi estudado o impacto da assimilação

em simulações climatológicas após a integração de 15 anos de spin up. Foi uti-

lizado o método de B&D e os dados climatológicos de Levitus de temperatura e
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salinidade. Diferentemente dos experimentos anteriores que usaram passo de inte-

gração do modelo de 4 h, aqui o passo de integração foi reduzido para 1 h visando

aumentar a estabilidade numérica do modelo. As assimilações foram feitas a cada

5 dias com dados de Levitus. Neste caso foi posśıvel realizar as integrações com

assimilação seqûencial de somente temperatura por 1 ano. Dois experimentos foram

feitos, um com assimilação de temperatura nos primeiros 4 ńıveis, no modelo, e

outro com assimilação de temperatura nos primeiros 9 ńıveis, ambos produziram re-

sultados bons nas primeiras camadas, levando o modelo em direção das observações.

Porém, esta correção não foi rapidamente difundida para as camadas inferiores, de

modo que, a correção nas camadas superiores não influenciou substancialmente as

camadas inferiores. Este fato pode estar associado à baixa resolução vertical em-

pregada, e a erros de parametrização de difusão vertical de calor e momentum do

modelo. De forma geral, o experimento com mais ńıveis verticais de temperatura

assimilados produziu resultados mais precisos que o experimento com menos ńıveis.

Portanto, justifica-se assimilar mais ńıveis apesar do maior custo computacional.

Foi observado, que ao longo das simulações climatológicas com assimilação

de temperatura, os impactos causados nos campos de correntes e salinidade foram

intensificados ao longo do tempo, a ponto de criar circulações muito distintas do

controle e, provavelmente, do observado. Este problema é causado pelo fato da as-

similação ter sido realizada somente com a temperatura, de modo que as análises de

temperatura, produzidas imediatamente após a assimilação, não estavam em balanço

com as outras variáveis prognósticas do modelo. Isto introduziu ondas no sistema

que contaminaram toda a simulação. De forma similar aos experimentos realizados

com dados do PIRATA, a assimilação por peŕıodos inferiores a 3 meses (não apre-

sentado) mostrou que há um impacto positivo na simulação dos meses subseqûentes,

indicando que, mesmo sem uma metodologia de inicialização, a assimilação de perfis

de temperatura pode ser vantajosa. Pode-se então concluir que o incremento do

número de ńıveis na assimilação pode produzir bons resultados da temperatura do

MOM3 nos primeiros meses, mas depois pode causar instabilidades com degradação

da solução numérica, mesmo mantendo a assimilação de temperatura.

Foram realizados experimentos com a inclusão da salinidade no processo de

assimilação. A integração de controle foi a mesma utilizada nos experimentos com
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4 e 9 ńıveis. Integrações semelhantes à de controle foram feitas, mas incluindo assi-

milação, em 9 ńıveis a cada 5 dias, durante um ano inteiro começando em janeiro.

Foram usados dados de 44 perfis verticais temperatura e salinidade. Estes dados

foram usados para assimilar: (i) temperatura; (ii) salinidade; (iii) temperatura e

salinidade; e (iv) temperatura com correção de salinidade no Oceano Atlântico tro-

pical. Esta correção foi feita assumindo uma relação local entre temperatura e

salinidade, derivada com dados do próprio modelo, antes da assimilação. Esta é

uma abordagem que é uma contribuição deste trabalho a qual foi elaborada baseada

na metodologia apresentada em TROCCOLI e HAINES, 1999 [80].

A integração de controle não simulou com precisão a estrutura termo halina

do Atlântico tropical, pois produziu uma camada de mistura muito espessa e não

reproduziu os fortes gradientes verticais de temperatura, salinidade e densidade ob-

servados na região da termoclina e haloclina. Na superf́ıcie, a temperatura da inte-

gração de controle foi menor que a da climatologia de Levitus e nas camadas mais

profundas o contrário acontece.

No experimento de assimilação com somente dados de temperatura, foi pro-

duzido um ajuste da temperatura do modelo na direção das observações em dois

meses, de modo que no terceiro mês (março), o modelo reproduziu a espessura da

camada de mistura e a região da termoclina próximos à climatologia. Porém, ao

longo do tempo, o modelo não conseguiu manter esta estrutura vertical, produzindo

oscilações de temperatura principalmente na região abaixo da termoclina. Ao final

da simulação, o modelo produziu um aumento de erros na temperatura em toda a

camada até a profundidade de 750 m, mesmo com a manutenção da assimilação de

temperatura.

A salinidade do modelo foi alterada devido à assimilação de temperatura,

mas o caráter oscilatório abaixo da termoclina foi muito marcante e contaminou

o padrão da salinidade. Desta forma, o campo de densidade e o de correntes foi

substancialmente afetado gerando padrões irrealistas, principalmente no final da

integração. O modelo foi excitado a ponto de gerar correntes muito mais intensas que

as verificadas no MOM4 do GFDL. Ainda, o experimento somente com temperatura

degradou a representação da corrente do Brasil e do giro subtropical, visto que o

componente meridional da velocidade na superf́ıcie na região oeste do Atlântico
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Sul mudou de sentido (de norte para de sul). Esta mudança foi produzida mesmo

mantendo-se o campo de tensão de ventos inalterado em todos os experimentos.

No experimento de assimilação somente com salinidade, quase não houve

impacto na temperatura, na densidade e nas correntes em relação ao controle. En-

tretanto, no experimento no qual ambos, temperatura e salinidade foram assimila-

dos, o modelo produziu sua melhor simulação em relação às observações. O mo-

delo, em apenas 2 meses, teve sua estrutura de temperatura, salinidade e densidade

corrigidas e assim permaneceu durante o restante do experimento sem degradar a

sua dinâmica. Apesar disso, não houve impacto substancial na melhoria do campo

de correntes de superf́ıcie visto que ela permaneceu semelhante ao controle. Isto

demonstra uma incapacidade do modelo, isto é, do modelo como foi configurado, de

produzir correntes acuradamente. Esta incapacidade pode estar relacionada, não só

com a baixa resolução empregada, como também com a f́ısica de difusão turbulenta e

com os forçantes atmosféricos. Uma verificação minuciosa do impacto na circulação

de superf́ıcie e subsuperf́ıcie deve ser realizada incluindo dados de correntes in situ.

O experimento de assimilação de temperatura com correção de salinidade

produziu resultados muito melhores que as assimilações de temperatura e de sa-

linidade. No ińıcio da integração, os resultados foram similares aos resultados do

experimento com assimilação de ambos, temperatura e salinidade, mas depois de

alguns meses apresentou erros de salinidade e temperatura que podem aumentar e

possivelmente contaminar toda a simulação.

Os resultados aqui apresentados demonstram que a inclusão da salinidade

no ciclo de assimilação da temperatura é capaz de melhorar a estimação do es-

tado f́ısico e da circulação dos oceanos. Apesar da densidade ser regida principal-

mente pela temperatura, a pequena contribuição da salinidade foi fundamental para

gerar uma análise muito próxima das observações quando ambas, temperatura e sa-

linidade foram assimiladas. Considerando que os gradientes horizontais e verticais

da densidade e os ventos de superf́ıcie, regem a circulação oceânica, espera-se que

a assimilação de ambos temperatura e salinidade, produzam campos que excitem a

variabilidade do modelo em modos que venham a reproduzir a realidade.

Várias análises dos oceanos para modelos previsores de clima são produzi-

das somente com a temperatura, como é o caso das assimilações realizadas no
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GFDL/NOAA e no NCEP/NOAA, EUA, para a previsão do El Niño (DERBER

e ROSATI 1989 [21]; JI e LEETMAA 1997, [41]). No entanto, nestes casos, há um

processamento especial que maximiza a qualidade da análise. Por exemplo, os dados

de temperatura usados na assimilação são filtrados, a assimilação é conduzida por

décadas para corrigir o modelo lentamente na direção das observações até a data da

condição inicial desejada. Outros artif́ıcios são empregados, como a imposição de

coeficientes de difusão horizontal de momentum do modelo maiores que os usados

numa integração sem assimilação, para facilitar a obtenção de soluções suaves.

Os experimentos aqui realizados utilizaram um modelo de baixa resolução e

com grandes erros sistematicos em sua simulação de controle. Mesmo assim, a assi-

milação conseguiu corrigir essas deficiências e produziu uma estimativa da realidade

mais precisa que o modelo sem assimilação. Isto indica que se a metodologia aqui

apresentada for aplicada em modelos que contenham menores erros, a estimação do

estado dos oceanos poderá ser ainda melhor. Novos experimentos com outros mode-

los, outros métodos de assimilação, enfocando outras regiões e, ainda, considerando

variabilidade interanual devem ser conduzidos para aprofundar a investigação da

importância da salinidade na construção de análises oceânicas.

Em relação aos métodos de assimilação empregados, o filtro de Kalman FP

produziu resultados inferiores aos de B&D e de SCM. Entretanto, o filtro FP tem

um grande potencial e necessita de mais desenvolvimento, principalmente na solução

da equação de Fokker-Planck.

6.1 Trabalhos futuros

Como sugestão para trabalhos futuros, pode-se indicar o uso dos métodos B&D,

SCM e filtro de Kalman FP com o modelo MOM4 configurado com maior resolução

e condições de contorno atmosféricos mais realistas. No LNCC, este modelo foi

recentemente instalado com 31 ńıveis verticais, resolução horizontal com 360x240

pontos na longitude e latitude. Ele foi forçado por 30 anos com pressão atmosférica

ao ńıvel do mar, temperatura do ar em 2 m, umidade do ar a 2 m, fluxo de radiação

de onda curta e longa, chuva, neve, aporte de água fresca dos rios, tensão dos ventos

de reanálises. Os resultados preliminares indicam que o MOM4 produziu uma simu-
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lação bem mais acurada que o MOM3, com erros máximos de temperatura de 2oC

enquanto o MOM3 produziu erros de até 6oC. A melhor qualidade da simulação de

background pode contribuir em muito para uma melhor qualidade de análise.

No presente trabalho as assimilações de temperatura e salinidade foram

feitas de forma independente no mesmo passo. Particularmente no filtro de Kalman

FP, foi considerado apenas as covariâncias espaciais dos erros de T e S respectiva-

mente, mas não foram consideradas as covariâncias cruzadas do tipo Cov(θ(tn), τ(tm)),

onde τ(tm), representa a variável aleatória correspondente aos erros da salinidade

no instante tm. Isto implicaria no cálculo de matrizes de covariancias maiores e au-

mento do custo computacional. Entretanto, com os bons resultados obtidos com a

assimilação de temperatura e salinidade, espera-se que a assimilação conjunta, con-

siderando covariâncias cruzadas ou pesos cruzados, entre a temperatura e salinidade

possa melhorar ainda mais a qualidade da análise.

Como foi verificado, um problema apresentado foi o grande bias do modelo

em relação aos dados do PIRATA, devido a pouca f́ısica introduzida nele, provavel-

mente não satisfaça a condição da esperança dos erros ser nula. Por tanto um dos

principais objetivos do efeitos da assimilação, foi, contratacar este bias. A dificul-

dade de estudar o bias de um modelo é quase equivalente a de assimilar dados,

não entanto ela pode ser estudada para casos espećıficos como sugerido em [33] por

HAINES, 2003 .

Outros trabalhos podem ser desenvolvidos com um modelo acoplado oceano-

atmosfera e assimilação de dados oceanográficos para investigar impactos dos méto-

dos empregados na variabilidade e previsibilidade climática.
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Apêndice A

Conceitos básicos de teoria de

probabilidade

Um espaço de probabilidade consiste em um trio (Ω, S, P ), onde Ω 6= φ é

chamado de espaço amostral, S são subconjuntos de Ω, cada elemento de S é

chamado de evento aleatório de Ω e P é uma medida de probabilidade.

Ω está formado por todos os posśıveis valores ou resultados de um experi-

mento.

S é uma σ-algebra de Ω isto é:

• Ω ∈ S

• Complementaridade. Se A ∈ S então AC ∈ S

• σ-aditividade. Se An ∈ S, n = 1, 2... então
∞

∪
n=1

An ∈ S

dessa forma S é fechado sob interseções e uniões contáveis.

P , a medida de probabilidade, é definida em S e deve cumprir os seguintes

axiomas:

• P (A) ≥ 0, ∀A ∈ S

• P (Ω) = 1

• Se An ∈ S, n = 1, 2.. são disjuntos, isto é, mutuamente exclusivos, então:

P (
∞

∪
n=1

An) =
∞∑

n=1

P (An)
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Ω é denominado evento certo e φ (conjunto vazio) evento imposśıvel. Se

A ∈ S é tal que P (A) = 1 então A é um evento quase certo. Se A, B ∈ S são

dois eventos tais que P (A∩B) = P (A).P (B) então eles são chamados de indepen-

dentes.

Exemplo: Seja Ω = R o conjunto dos números reais. A σ-álgebra de Borel, B,

é a menor σ-álgebra contendo todos os intervalos. Os elementos de B são chamados

de borelianos. Uma medida µ definida na σ-álgebra de Borel em R é dada pela

distância: para b > a, µ([a, b]) = b − a, logo (R, B, µ) é um espaço de medida,

contudo, essa medida não é finita. No entanto, pode ser definido um espaço de

probabilidades em um subintervalo Ω̂ = (a, b) finito de R, construindo a σ-álgebra

β a partir de interseções dos borelianos com o subintervalo. Assim, para qualquer

subintervalo [c, d] de β a medida pode ser definida como: µ̂([c, d]) = (d− c)/(b− a),

de forma que µ̂([a, b]) = 1. Logo (Ω̂, β, µ̂) é um espaço de probabilidade.

Definição A.0.1 Seja S uma σ-álgebra definida em um conjunto Ω. Uma função

X em Ω para R:

X : Ω → R

é dita mensurável se para cada número real α o conjunto:

Aα = {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ α}

pertence a S. Se (Ω, S, P ) é um espaço de probabilidade então X é chamada de

variável aleatória.

São dois tipos de variáveis aleatórias consideradas neste trabalho. A primeira

representa o erro do modelo teórico em relação ao numérico, e a segunda, do teórico

em relação às medições realizadas. Devido a ser imposśıvel obter os valores ver-

dadeiros, para efeito dos cálculos, considera-se as medições como sendo aproximações

da realidade.

Os posśıveis valores dos erros do modelo incluem a reta toda, porém, desde

que um modelo procura produzir campos dentro da variabilidade da natureza, neste

trabalho é considerado um intervalo de erro de [−5, 5] graus cent́ıgrados para a tem-

peratura e de [−2, 2] PSU para a salinidade. Se os erros estão fora destes intervalos
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estes dados são descartados. Se θ representa a variável dos erros num ponto do

espaço f́ısico (latitude, longitude, profundidade), então:

θ : Ω → [a, b],

onde Ω ⊂ R
3, [a, b] ⊂ R.

Definição A.0.2 A distribuição de probabilidade F de uma variável aleatória

X é definida por:

F (x) = P{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} = P (X ≤ x).

Em particular:

P (a ≤ X ≤ b) = F (b) − F (a).

Para o caso em que a difere de b em uma quantidade infinitesimal da, a probabilidade

de que X esteja entre a e a + da é:

P (a ≤ X ≤ a + da) = F (a + da) − F (a) = dF.

Teorema A.0.1 Uma função F é função distribuição de uma única probabilidade

em (R, β) se e somente se ela satisfaz:

1. F é não decrescente.

2. F é cont́ınua à direita.

3. limx→−∞ F (x) = 0 e limx→∞ F (x) = 1.

Esta função de distribuição caracteriza a probabilidade, isto é, F definida acima,

determina de forma única P . O comportamento estat́ıstico de uma variável aleatória

é completamente determinado por uma função de distribuição. Podemos em prinćı-

pio determinar através de F a probabilidade de X pertencer a qualquer boreliano.

Definição A.0.3 Se X é uma variável aleatória no espaço de probabilidade (Ω, S, P )

a esperança matemática ou valor médio de X é definida por:

E(X) =

∫

R

xdF (x),
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desde que a integral imprópria de Riemman-Stieljes existe.

Se EX é finita, dizemos que X é integrável. Na literatura são utilizadas outras

notações para a esperança matemática:

EX =

∫

R

xdFX(x) =

∫

R

xPX(dx) =

∫

Ω

XdP

Definição A.0.4 A variância da variável aleatória X é definida como:

V ar(X) = E(X − EX)2 = EX2 − (EX)2 (1.1)

se a integral existe.

Também é definido σX =
√

V ar(X) como o desvio padrão de X.

Definição A.0.5 A densidade de uma medida de probabilidade P em R é

uma função Borel-mensurável e positiva p que satisfaz:

∀x ∈ R F (x) = P (X ≤ x) =

∫ x

−∞

p(y)dy.

Se F é a distribuição de uma variável aleatória X diz-se que p é a densidade de X.

Neste caso diz-se que X é absolutamente cont́ınua.

É mostrado que X tem densidade se e somente se F é absolutamente cont́ınua,

isto é, F é a integral de sua derivada. Logo se p é densidade de X:

p =
dF

dx

Com esta última definição podemos calcular a esperança de X a partir da sua

função de densidade se ela existe. Se X tiver densidade p e ϕ é uma função real

mensurável então:

E(ϕ(X)) =

∫

ϕ(x)p(x)dx. (1.2)

Uma variável aleatória X possui distribuição normal padrão se X tem
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densidade:

p(x) =
1√
2π

exp{−x2/2}, x ∈ R.

Uma variável aleatória X é Gaussiana ou normalmente distribúıda se sua

função de densidade é dada por:

p(x) =
1√
2πσ

exp{−1

2

(x − m

σ

)2} (1.3)

onde m e σ são parâmetros constantes. Pode ser provado que m = E(X) e σ2 =

V ar(X).

Teorema A.0.2 Uma função Borel mensurável e positiva p em R é a densidade de

uma medida de probabilidade em (R, β) se e somente se satisfaz:

∫

R

p(x)dx = 1

Neste caso ela determina totalmente a medida de probabilidade, e inversamente a

medida de probabilidade determina a sua densidade (quando ela existe) a menos de

um conjunto de Lebesgue de medida nula.

Se é definida a função F por:

F (x) =

∫ x

−∞

p(s)ds

pelo teorema A.0.1 F é uma função de distribuição. Reciprocamente se p(x) é

densidade então
∫

R
p(x)dx = 1 pelo teorema A.0.1(3) e pela definição de densidade.

Antes de definir a covariância entre duas variáveis aleatórias, será definida

a função de densidade conjunta.

Definição A.0.6 A função de distribuição cumulativa conjunta para duas va-

riáveis aleatórias X e Y é definida por:

F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y).

A função de distribuição cumulativa conjunta é monotonicamente crescente para
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cada uma das variáveis e toma valores entre 0 e 1.

Definição A.0.7 Seja F a função de distribuição de (X, Y ). Se existe uma função

positiva p em R
2 tal que:

F (x, y) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞

p(s, u)dsdu. (1.4)

então p é chamada de densidade conjunta

A função de distribuição cumulativa FX de X pode ser obtida a partir da

distribuição conjunta FXY de (X, Y ) da seguinte forma:

FX(x) = lim
y→∞

FXY (x, y)

Definição A.0.8 As funções de densidade de probabilidade marginais são

definidas por:

pX(x) =

∫
∞

−∞

pXY (x, y)dy; pY (y) =

∫
∞

−∞

pXY (x, y)dx.

Definição A.0.9 A covariância entre duas variáveis aleatórias X, Y é definida

como:

Cov(X, Y ) = E{(X − EX)(Y − EY )}

Se a função de densidade conjunta p(x, y) existe então:

Cov(X, Y ) =

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

(x − EX)(y − EY )p(x, y)dxdy.

A covariância é uma indicação de como duas variáveis aleatórias X e Y estão

correlacionadas. Em geral uma covariância positiva indica que Y incrementa quando

X incrementa, enquanto que, valores negativos indicam que Y decresce quando X

incrementa. Pode ser definida também a correlação de duas variáveis aleatórias X

e Y pela razão:

ρ =
Cov(X, Y )

σX · σY
,

com σX =
√

V ar(X) e σY =
√

V ar(Y ), se ρ é zero diz-se de X e Y estão não
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correlacionados.

As variáveis aleatórias X, Y com densidades pX e pY são independentes

se:

pXY (x, y) = pX(x)pY (y)

o que é equivalente a:

FXY (x, y) = FX(x)FY (y).

Para simplificar a notação denotaremos por pX(x) = p(x) e pXY (x, y) = p(x, y)

Definição A.0.10 A função de densidade de probabilidade condicional da

variável aleatória X dado que Y teve o valor de y, se possúırem densidade de prob-

abilidade conjunta, é definido por:

p(x|Y = y) =
p(x, y)

p(y)
=

p(x, y)
∫
∞

−∞
p(x, y)dx

.

Logo pode ser definida a esperança condicional das variáveis aleatórias X,Y

(definidas no mesmo espaço de probabilidades) se possuim densidade de probabili-

dade conjunta como:

E(X|Y = y) =

∫

xdFX(x|Y = y) =

∫
∞

−∞

xp(x|y)dx =

∫
∞

−∞

x
p(x, y)

pY (y)
dx.

A.1 Conceitos sobre processos estocásticos

Definição A.1.1 Uma função aleatória é uma coleção de variáveis aleatórias

indexadas, este conjunto de ı́ndices que será denotado por I pode ser cont́ınuo ou

discreto. Uma função aleatória é comumente chamada de processo estocástico.

Podemos citar o exemplo do erro θ(t) entre a temperatura fornecida por um

modelo e medições in situ a cada instante t ∈ {t1, t2, ...tn} que pode ser considerada

uma função aleatória em relação ao tempo. Ela também pode ser aleatória em

relação ao espaço e ao espaço-tempo.

Neste trabalho só será considerada função aleatória em relação ao tempo.

Para um valor espećıfico t, X(t) é uma variável aleatória com função de distribuição
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cumulativa definida por:

F (x, t) = P (X(t) ≤ x),

onde P (X(t) ≤ x) é a probabilidade que em um instante espećıfico t, X(t) seja

menor que x. A função de densidade de probabilidade de X(t) é uma função

positiva p, tal que:

F (x, t) =

∫ x

−∞

xp(s, t)ds, (1.5)

esta função de densidade é chamada de primeira ordem. Neste caso, a esperança

de X(t) é dada por:

EX(t) =

∫
∞

−∞

xp(x, t)dx.

A função cumulativa de segunda ordem do processo X(t) é definida como

a probabilidade conjunta das variáveis aleatórias X(t1) e X(t2):

F (x, t1, y, t2) = P (X(t1) ≤ x, X(t2) ≤ y)

A função de probabilidade conjunta ou função de densidade de se-

gunda ordem é definida como a função positiva p tal que:

F (x, t1, y, t2) =

∫ x

−∞

∫ y

−∞

p(s, t1, u, t2)dsdu

Outras notações utilizadas para a função de probabilidade conjunta são:

p(X(t1), X(t2)) = p(x, y, t1, t2) = p(x, t1, y, t2).

Pode ser definida também a função de densidade de probabilidade condi-

cional a partir das funções de densidade de probabilidade conjunta de um proceso

estocástico. Podemos pensar em X como a variável aleatória X(t) e como Y a

variável aleatória X(τ) na definição A.0.10. A densidade condicional vem dada por:

p(X(t)|X(τ)) =
p(X(t), X(τ))

p(X(τ))
.

A função de probabilidade conjunta de X(t1) dado que o processo foi medido em t2,
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com medida X(t2) = y é :

p(x, t1|y, t2) = p[x, t1|X(t2) = y] = p(x, t1; y, t2) =
p(x, t1, y, t2)

p(y, t2)
, (1.6)

com

p(y, t2) =

∫
∞

−∞

p(x, t1, y, t2)dx.

Podemos definir também a covariância para este processo como:

Cov(X(t1), X(t2)) = E{[X(t1) − EX(t1)] · [X(t2) − EX(t2)]}.

Similarmente, a covariância cruzada entre dois processos estocásticos X(t) e

Y (t) é definida como:

Cov(X(t1), Y (t2)) = E{[X(t1) − EX(t1)] · [Y (t2) − EY (t2)]}.

Se a função de densidade conjunta existe:

Cov(X(t1), Y (t2))

=

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

xyp(x, t1, y, t2)dxdy − {
∫

∞

−∞

xp(x, t1, y, t2)dx}{
∫

∞

−∞

yp(x, t1, y, t2)dy}.

A.2 Movimento Browniano

Definição A.2.1 Seja X(t) um processo estocástico com parâmetro cont́ınuo. Se

para qualquer conjunto finito {ti : ti < ti+1 i = 0, ..., n} ∈ [t0, T ] as variáveis

aleatórias:

X(t1) − X(t0), X(t2) − X(t1), ..., X(tn) − X(tn−1)

são independentes, diz-se deste processo ter incrementos independentes. Se

X(t + h) − X(τ + h) tem a mesma distribuição que X(t) − X(τ) para cada t > τ e

cada h > 0, X é chamado de estacionário.

Definição A.2.2 Um processo estocástico X(t) com parâmetro cont́ınuo é chamado

de Wiener, Wiener-Lévy ou movimento Browniano se:

1. {X(t), t ≥ 0} tem incrementos estacionários e independentes;
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2. para cada t ≥ 0, X(t) é normalmente distribúıda;

3. para cada t ≥ 0, EX(t) = 0;

4. P (X(0) = 0) = 1.

Pode ser provado que X(t) − X(τ) também é normalmente distribúıda para cada

t, τ ≥ 0, em particular E(X(t)−X(τ)) = 0. Logo sua distribuição está determinada

por sua média e sua variância.

A.3 Processos Markovianos

Definição A.3.1 Um processo estocástico X(t) discreto ou cont́ınuo é chamado um

processo de Markov, se para qualquer conjunto finito de parâmetros ti : ti < ti+1

e para qualquer real λ:

P (X(tn) ≤ λ|X(t1), X(t2), .., X(tn−1)) = P (X(tn) ≤ λ|X(tn−1)).

Esta definição pode ser interpretada da seguinte forma: dado que um processo

de Markov encontra-se num estado determinado, seu comportamento futuro não

depende da sua história anterior a sua entrada nesse estado. Esta propriedade é

chamada de prinćıpio de causalidade: o futuro pode ser predito a partir do conheci-

mento do presente.

A propriedade de Markov pode ser escrita em termos de suas funções de

densidade, se elas existem, por:

p(X(tn)|X(t1), X(t2), ..., X(tn−1)) = p(X(tn)|X(tn−1)),

onde t1 < t2 < ... < tn.

As densidades condicionais p(X(t)|X(τ)) são chamadas de densidade de

probabilidade de transição do processo de Markov.

A lei de probabilidade de um processo de Markov pode ser especificada por

p(X(t)|X(τ)) para todo t > τ .

Uma identidade que cumpre a densidade dos procesos markovianos é chamada
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de Chapman-Kolmogorov. Para procesos discretos (ver JAZWINSKI [39] pág. 80):

p(X(tn), X(tn−2)) =

∫

p(X(tn)|X(tn−1)p(Xn−1|X(tn−2))dXn−1.

Substituindo para m ≤ n − 2:

p(X(tn), X(tm)) =

∫

p(X(tn)|X(tn−1))p(Xn−1|X(tm))dXn−1, (1.7)

Isto também é válido para procesos cont́ınuos, (ver ARNOLD [2] pag. 30).

Pode ser provado que o movimento Browniano é um processo de Markov

e desde que o movimento Browniano é também Gaussiano ele é dito de Gauss-

Markov.

A.4 Rúıdo Branco

Definição A.4.1 Uma seqüência aleatória branca Xi, i = 1, . . . é chamada de

uma seqüência de Markov para a qual:

p(Xk|Xl) = p(Xk), (1.8)

isto é, todos os Xk são mutuamente independentes. Se os Xk são normalmente

distribúıdos é dita de seqüência aleatória Gaussiana.

Uma seqüência branca é completamente aleatória ou totalmente impreviśıvel.

Pode ser deduzido que, se Xi, i = 1, .., é uma seqüência gaussiana, devido a que a

seqüência é branca:

Cov(Xn, Xm) = E{(Xn − EXn)(Xm − EXm)} = Qnδnm (1.9)

onde δnm é o delta de Kronecker e Qn é positivo. Portanto a lei de probabilidade da

seqüência está determinada pelo valor médio ou esperança e sua variância. Para o

caso em que X seja um vetor então 1.9 é:

E{(Xn − EXn)(Xm − EXm)t} = Qnδnm (1.10)
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e Qn é uma matriz positiva definida. Este processo é às vezes chamado de delta-

correlacionado

No caso de parâmetro cont́ınuo pode ser definido um processo branco X(t)

como um processo de Markov para o qual:

p(X(t)|X(τ)) = p(X(t)); t > τ.

Se os X(t) são normalmente distribúıdos para cada t ∈ I então o processo é

um processo branco Gaussiano com:

E{(X(t) − EX(t))(X(τ) − EX(τ))} = Q(t)δ(t − τ), (1.11)

onde Q(t) é positiva. Aqui δ(t− τ), a função Delta de Dirac, é entendida no sentido

das distribuições de Schwartz. Se X é um vetor então 1.11:

E{(X(t) − EX(τ))(X(t) − EX(τ)t)} = Q(t)δ(t − τ),

e Q(t) é uma matriz de covariância positiva semidefinida .

Formalmente um rúıdo Gaussiano branco é a derivada de um movimento

Browniano:

W (t) ∼ dB(t)

dt

A.5 Equações diferenciais estocásticas

Um caso especial de uma equação diferencial estocástica com uma forçante

branca Gaussiana vem dada pela seguinte expressão:

dX(t)

dt
= f(X(t), t) + G(X(t), t)W (t), (1.12)

onde X e f são vetores n-dimensionais, G é uma matriz n×m, W é um vetor de di-

mensão m e a condição inicial X(t0) é independendente do processo gaussiano branco

W (t). Desde que o processo W (t) é delta-correlacionado W (t) não é Riemman in-

tegrável em média quadrática, portanto esta expressão não tem nenhum significado
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matemático.

Formalmente 1.12 pode ser considerado como:

dX(t) = f(X(t), t)dt + G(X(t), t)dB(t). (1.13)

As funções f e G são chamadas de coeficientes do processo de difusão. Se f e G são

cont́ınuas então f é chamado de vetor deriva e GGt é chamada de matriz de difusão.

Por simplicidade suponhamos que X(t) é escalar e B(t) é um movimento Browniano

escalar. Uma expressão da forma 1.13 onde f e G são conhecidos é chamada equação

diferencial estocástica de Itô conduzida por um movimento Browniano.

Alguns casos particulares de 1.13 são:

• Se G = 0 então 1.13 pode ser interpretada como uma equação não probabiĺıs-

tica.

• Se f(X(t), t) = −α e G(X(t), t) = σ , com α e σ constantes positivas, então

1.13 é chamada de equação de Langevin.

Reescrevendo a equação 1.13 temos:

X(t) = X(t0) +

∫ t

t0

f(X(τ), τ)dτ +

∫ t

t0

G(X(τ), τ)dB(τ) t ∈ [t0, T ]. (1.14)

A primeira integral será interpretada como integral de Riemman e a segunda

é rigorosamente interpretada como integral estocástica de Itô. Não será ap-

resentada esta teoria, apenas as propriedades das soluções de 1.13. A existência

e unicidade da solução de 1.13 para o caso unidimensional é dada pelo seguinte

teorema.

Teorema A.5.1 Suponhamos que as funções f e G são reais e seja dada a condição

inicial X(t0), satisfazendo as seguintes hipóteses:

1. ∃ K > 0 tal que:

|f(x, t)| ≤ K(1 + |x|2)1/2,

|G(x, t)| ≤ K(1 + |x|2)1/2;
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2. f e G satistazem a condição uniforme de Lipstchiz em X;

3. f e G satistazem a condição de Lipschitz em t;

4. a condição inicial X(t0) é uma variável aleatória com E |X(t0)|2 < ∞ inde-

pendente de dB = B(t) − B(t0) para t ∈ [t0, T ].

Então 1.14 possui uma única solução em [t0, T ] no sentido de média quadrática. A

solução possui as seguintes propriedades:

1. X(t) é cont́ınua em média quadrática no intervalo [t0, T ].

2. E |X(t)|2 < ∞ ∀t ∈ [t0, T ].

3.
∫ T

t0
E |X(t)|2 dt < M em [t0, T ].

4. X(t) − X(t0) é independente de {dB = B(τ) − B(t), τ ≥ t} para cada

t ∈ [t0, T ].

Além disso, X(t) é um processo de Markov e no sentido de média quadrática está

determinado unicamente pela condição inicial X(t0).

Para o caso vetorial este teorema pode ser generalizado considerando |X| =
√

X · X t e
∣
∣GGt

∣
∣ =

(
n∑

i=1

m∑

j=1

Gij

)1/2
= [tr(GGt)]1/2.

Sob as condições de existência este processo é de Markov portanto o processo é

caracterizado pela função de densidade:

p(X(t)) = p(X, t)

e função de densidade de probabilidade de transição:

p(X(t), X(τ)) = p(X|Y ) = p(x, t; y, τ), ∀t > τ ∈ [t0, T ].

130



A.6 Equações de Fokker-Planck

De acordo com o teorema A.5.1 o proceso gerado pela equação estocástica de

Itô:

dX(t) = f(X(t), t)dt + G(X(t), t)dB(t). (1.15)

é um proceso markoviano, portanto o processo é caracterizado pela função de den-

sidade:

p(X(t)) = p(X, t)

e função de densidade de probabilidade de transição:

p(X(t), X(τ)) = p(X|Y ) = p(X, t; Y, τ), ∀t > τ ∈ [t0, T ].

O teorema a seguir define a equação que descreve a evolução da função de densi-

dade de probabilidade do proceso gerado pela equação de Itô 1.13. Primeiro são

apresentadas propriedades utilizadas na demostração.

Pode ser provado que se temos uma variável aleatória normalmente dis-

tribuida com media m e variância σ2 então:

E(X − m)n =







0 para n ≥ 1, n ı́mpar

1 · 3 · 5 · ·...(n − 1)σn para n ≥ 1, n par.
(1.16)

Para o caso em que B é um movimento Browniano a variância vem dada por

V ar(B(t) − B(τ)) = (t − τ). Denotando δB(t) = B(t + h) − B(t)

E[δB(t)]n =







0 para n ≥ 1, n ı́mpar

1 · 3 · 5 · ·...(n − 1)(σh1/2)n para n ≥ 1, n par.
(1.17)

Se X e Xg(Y ) são duas variáveis aleatórias integráveis, então

E(Xg(Y )|Y = y) = g(y)E(X|Y = y). (1.18)

Teorema A.6.1 Seja p a probabilidade de transição do processo gerado por 1.13 e
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suponhamos que:

∂p

∂t
,

∂pf(x, t)

∂x
,

∂2[pG2]

∂x2
,

existem e são cont́ınuas, então para τ e y fixos tal que τ ≤ t esta densidade de

transição p(x, t; y, τ) cumpre a equação diferencial parcial:

∂p(x, t; y, τ)

∂t
= −∂p(x, t; y, τ)f(x, t)

∂x
+

1

2

∂2[p(x, t; y, τ)G2(x, t)]

∂x2
(1.19)

Com condição inicial:

lim
t→τ

p(x, t; y, τ) = δ(x − y), (1.20)

Se p(x, t; y, τ) é suposto bem comportado (diferenciável) no infinito as condições de

contorno são:

p(∞; y, t) = p(−∞; y, t) = 0 (1.21)

A demonstração, que pode ser encontrada no livro de JAZWINSKI [39], é apresen-

tada aqui por conter fatos importantes que são aplicados neste trabalho tese.

Demonstração: Seja R(x) uma função real, não negativa , duas vezes continua-

mente diferenciável tal que para x1 < x2:

R(x) = 0, x < x1 e x > x2 (1.22)

R(x1) = R(x2) = R′(x1) = R′(x2) = R′′(x1) = R′′(x2) = 0 (1.23)

Denotemos o incremento de t como δt = h > 0 pequeno. Devido a continuidade da

derivada de p em relação ao tempo e por 1.22:

∫ x2

x1

[
∂p(x, t; y, τ)

∂t
h + o(h)]R(x)dx

︸ ︷︷ ︸

I

=

∫
∞

−∞

[p(x, t + h; y, τ) − p(x, t; y, τ)]R(x)dx

︸ ︷︷ ︸

II

(1.24)
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Se z é a realização de X(t), τ < t < t + h, de acordo com 1.7:

p(x, t + h; y, τ) =

∫
∞

−∞

p(x, t + h; z, t)p(z, t; y, τ)dz. (1.25)

Substituindo em II:

II =

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

p(x, t + h; z, τ)p(z, t; y, τ)R(x)dzdx −
∫

∞

−∞

p(x, t; y, τ)R(x)dx

=

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

p(z, t + h; x, t)p(x, t; y, τ)R(z)dxdz −
∫

∞

−∞

p(x, t; y, τ)R(x)dx

=

∫
∞

−∞

p(x, t; y, τ) {
∫

∞

−∞

p(z, t + h; x, t)R(z)dz − R(x)}
︸ ︷︷ ︸

III

dx (1.26)

A série de Taylor para R(z) é:

R(z) = R(x) + (z − x)R′(x) +
1

2
(z − x)2R′′(x) + o(z − x)2

Logo:

III =R(x)

∫
∞

−∞

p(z, t + h; x, t)dz + R′(x)

∫
∞

−∞

(z − x)p(z, t + h; x, t)dz

+
1

2
R′′(x)

∫
∞

−∞

(z − x)2p(z, t + h; x, t)dz

+

∫
∞

−∞

o(z − x)2p(z, t + h; x, t)dz − R(x) (1.27)

Temos por propriedade:

∫
∞

−∞

p(z, t + h; x, t)dz = 1 (1.28)

Por outro lado, desde que z é uma realização de X(t + h) e x é uma realização de

X(t), z − x = δx é uma realização de δX = X(t + h) − X(t). Logo:

p(z, t + h; x, t) = p(X(t + h)|X(t)) = p(δx|x) (1.29)
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Assim:

∫
∞

−∞

(z − x)kp(z, t + h; x, t)dz = E((δX)k|X(t)), k = 1, 2... (1.30)

Considerando a equação 1.13 como pequenos incrementos:

X(t + h) − X(t) = f(X(t), t)h + G(X(t), t)(B(t + h) − B(t))

e denotando por δB = B(t + h) − B(t) temos:

E(δX|X(t) = ζ) = hE(f(X(t), t)|X(t) = ζ) + E(G(X(t), t)δB|X(t) = ζ).

Por 1.18:

E(δX|X(t) = ζ) = hf(x, t) + G(x, t)E(δB)|X(t) = ζ),

pela definição de movimento browniano e sua independência com relação à X a

igualdade anterior resulta em:

E(δX|X(t) = ζ) = f(t, ζ) · h. (1.31)

Também de 1.13 temos:

(δX)2 =h2f 2(X, t) + G2(X, t)(δB)2 + 2hf(X, t)G(X, t)δB

Por 1.18 e 1.17:

E((δX)2|X(t) = ζ) =h2f 2(X, t) + G2(x, t)E((δB)2|X(t) = ζ)

+ 2hf(X, t)E(δB|X(t) = ζ)

Logo:

E((δX)2|X(t) = ζ) = G2(t, ζ) · h + o(h) (1.32)
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De forma similar podemos obter:

E((δX)k|X(t) = ζ) = o(h) k > 2. (1.33)

Por 1.30 com 1.31, 1.32, 1.33 e 1.28, em 1.27:

III = R′(x)f(x, t)h +
1

2
R′′(x)G2(x, y)h + o(h) (1.34)

Portanto em vista de 1.26 e 1.24:

∫ x2

x1

[
∂p(x, t; y, τ)

∂t
h + o(h)]R(x)dx

=

∫
∞

−∞

p(x, t; y, τ)[R′(x)f(x, t)h +
1

2
R′′(x)G2(x, t)h + o(h)]dx

Logo:

∫ x2

x1

∂p(x, t; y, τ)

∂t
R(x)dx =

∫ x2

x1

p(x, t; y, τ)f(x, t)R′(x)dx (1.35)

+
1

2

∫ x2

x1

p(x, t; y, τ)g2(x, t)R′′(x)dx (1.36)

Integrando por partes e considerando 1.22 e 1.23:

∫ x2

x1

{∂p

∂t
+

∂[pf ]

∂t
− 1

2

∂2(pG2)

∂x2
}R(x)dx = 0 (1.37)

Desde que R(x) é arbitrário:

∂p(x, t; y, τ)

∂t
= −∂p(x, t; y, τ)f(x, t)

∂x
+

1

2

∂2[p(x, t; y, τ)G2(x, t)]

∂x2
(1.38)

�

A equação diferencial parcial é conhecida como equação de Kolmogorov

forward ou equação de Fokker-Planck. Esta descreve a evolução da densidade

de probabilidade de transição do processo de Markov gerada pela equação de Itô

(1.13).

Sendo que p(x, t; y, τ) é uma variável aleatória desde que ela depende de Y dado

X(t) pode ser aplicada a esperança de 1.19 e intercambiando esperança com dife-
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renciação obtemos para o caso unidimensional:

∂p(x, t)

∂t
= −∂[p(x, t)f(x, t)]

∂x
+

1

2

∂2[p(x, t)G2(x, t)]

∂x2
(1.39)

Para o caso em que X(t) e f sejam vetores n-dimensionais, G uma matrix nxm

e dB um vetor de dimensão m e considerando as derivadas:

∂p

∂t
,

∂[pfi]

∂xi
,

∂2[p(GQGt)ij ]

∂xi∂xj

a dedução do teorema é semelhante. Se:

f = [f(X, t)]nx1, , G = [G(X(t, t)]nxm, dB = [dB(t)]mx1,

a igualdade 1.32 é obtida da seguinte forma:

δXδX t = h2ff t + hf(δB)tGt + hGδBf t + GδB(δB)tGt, (1.40)

aplicando esperança condicional e h pequeno:

E(δXδX t|X(t) = ζ) =o(h) + hfE(δB|X(t))Gt + hE((δB)t|X(t) = ζ)f t (1.41)

+ GE((δB)(δBt)|X(t) = ζ)Gt (1.42)

se E(δB)(δB)t = Q(t)h a equação 1.19 fica como:

∂p

∂t
= −

n∑

i=1

∂[pfi]

∂xi

+
1

2

n∑

i,j=1

∂2[p(GQGt)ij]

∂xi∂xj

. (1.43)

Se é suposto o vetor B formado por elementos independentes, então Q(t) é uma

matriz diagonal. Para o caso particular em que X = (X1, X2) é um vetor bidimen-

sional, a função de densidade de probabilidade p(t, x) é a função de probabilidade

conjunta p(t, x1, x2). Se B esté formado por elementos independentes a igualdade

1.43 se transforma em:

∂p

∂t
= −

2∑

i=1

∂[pfi]

∂xi

+
1

2

2∑

i,j=1

∂2[p(GGt)ij ]

∂xi∂xj

. (1.44)
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No livro de JAZWINSKI [39] um processo de Markov cuja densidade de

probabilidade de transição cumpre a equação 1.19 é chamada de processo de difusão.

Uma discussão extensa sob processos de difusão pode ser encontrada no livro de

ARNOLD [2] onde ela é definida sob certas propriedades, a partir disso é mostrado

que os processos de difusão são caracterizados pela equação 1.19.
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