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é á9èëêÙãhì�áÙí-îYè²í�ïMè`ðjæ�ãfñ4æ�îYè#òFó4æhô?äzè²ãfïMæhí-îRäÍç¡õoèKæöóIèoãÅîfèjå\ä+ä÷äÍîYæ�í�ç¡õÍè÷å�ïkøróIæ�í�øYäÍå\ä
å�ù#ãYäoí-îYæ&æ�ørîYæ�øÙøræhïMøÙäÍí�è²øhú
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ä
�¾ù�ï|ú
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��äÍãfï?äÍí\ä#òA@nå�ïkôMè²í�òB'BåC�hørïkèÆæÙîfèjå#è²ø,è²ø�è²ù#îfãfè²ø�ò#ó4æhô?äÍø � èoí3DoæhãrøYäoø � ïkæhí-îfÿFE � äoøhòjæHGjïkø é
îfæhí � ï?äoïMø�æ+äoøI�¾ù�æ÷í�õoè(æhãfäoû ù�ûKä � è²ïMøYäþí�æhû è²ù#îfãYä#úBó4æhôMè²øöäoôMûKèyçhèoøhò¼ãfèyå�ÿ/��ïkè²ø
æKøfæhørø	JyæhøÆå�æ � ïMí�æhûKä#ò=èoù�øfïMûKó�ôMæhørûKæ�í¾îfæKó4æhôkä�äoûzï/�häoå�æzæ � è²ûKó�äoí�ü�æ�ïkãfïMøfûzè�äÍè
ôMè²í�â²èÆå�æ�ørîfæhøÙäoí�è²ø�ú

é á9è²øÙý�ù�í � ïMè²íK.oãrïkè²øÙå\ä+ñ�ïMñ�ôkïMèoîYæ � äzæöå\äoønøræ � ãfæ�îYäoãfïkäoønó4è²ã�îfèjå\ä+äÍîYæ�í�ç¡õoèëæöä)Lrù�å\ä#ò
æ�û�æhøróIæ � ï?äÍô�ädáÙí\ä#òM0ON � ï?ä#òC�mãfäoí�ï|òK�oè-õoè#òK0�ù\äoí\ädæP�mù�ãfïF�oú
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äoøÁîYãfèÍý�ÿkøfï � ä÷ædâ²æ�èoý�ÿkørï � ä÷æ�øfó\ä � ï?äÍô]ò�æzæhí-îRõoè�ä)Lrù�å�äoã&äþørè²ôkù � ïkèoí\äoãnûöù#ïMîRäÍøT�yù#æhørî	Jjæ�ø�í�õoè
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�mí�îfü�æ�ó#ãfæhøræhí-îxt�è²ã � òoä � ô?äoørøfï � äoôUn\ù#ïkåUå�æhø � ãfïMó#îYïMè²í&ïkø�ù�øræhå2îfèÙïMí3DoæhøÁîYïkâ²äÍîYæNí�æ�ù#îYãrïkí�è é
ó�ôkäoøfûKä÷ïkí-îYæ�ãYä � îYïMè²í�øhì�5!ædøÁîYù�å, �îYü�ædâ²æ�í�æhãfäÍîYïMè²í¹èoý�ó�ô?äoørû+ä1t,ä!D²æ�ø2äoí#å%ó\äÍãrîYï � ôMæöä � é
� æ�ôkæ�ãYäÍîfïkè²í�ò�ñ4æhørïkå�æ�ø�èÍîYü�æ�ã2äoøróIæ � îfø�ôMï � ædó\äÍïkã~ó�ãrèjå�ù � îYïMè²íÊäoí�åÊîYü�ædí�æ�ù#îYãrïkí�èþæVwIæ � îYïFDoæ
� ü\äoãrâ²æ+ïMí�äþû+äoâoí�æ�îfï/�hæ�å!ó�ôkäoøfûKä#ì�5%æ÷äoôMøfè�äoí\äoôh A��æ+ó\äÍïkã&ó�ãfèyå�ù � îYïMè²í!å�ù#æ+îYè�ô?äoøræhã é
ó�ôkäoøfûKä2ïkí-îfæhãYä � îYïMè²í�ø�ò#äoí#åyDoæhãrïMý] zîYü\äÍîAè²ù�ãAãræhøfù#ôMîYø � äoí`ñ4ænïkûzóIèoãrîRäÍí¾î�ïkí÷îfü�ænøÁîYù�å, ÷èoý
ûKäoí[ ÷ó�ãrè²ñ�ôkæ�ûKø9ïMíþäoørîfãfè²ó�ü[ yøfï � ø�ì
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�Bãfè � æ�øføfèoø�å�æ�ä � æ�ôkæ�ãYäoçhõoèKå#æ2ó\äoãÁîYÿ � ù�ôkäoø � äoãrãfæ�â-äoå\äoøÅøYõÍè+ù�û ïMûKó4è²ãrîYäoí-îYæ&äoørøfù�í-îfè+æhû
ûöù�ï¨îRäoø1.oãfæhäoø÷å\ä!ý�ÿMøfï � ä#ò � è²ûzè�æhû äoørîfãfèoý�ÿMøfï � ä#òAâ²æ�èoý�ÿkørï � ä!æhøró\ä � ïkäoô]ò9æ�ý�ÿkøfï � äÊæHGjóIæ�ãfï é
ûzæhí-îRäoô�æUäoó#ôkï � äoå\ä#ì���ù#ïMîYèoøÛý�æ�íC9²ûzæhí�èoøÙäÍørîYãrèoý�ÿkørï � è²ø9æ&æhøfó�ä � ïkäoïkøÛæhí[Doè²ôFDoæhû ó�ãfè � æ�øførè²ø
å�æ+ä � æ�ôkæhãfäoç¡õÍè�å�æKó\äoãÁîYÿ � ù�ô?äÍøhò � è²ûzè�èoø2ãYäÍïkè²ø � "oøfûzï � èoø�æKäoøöäÍù�ãfè²ãfäoøhìy�Ùäþý�ÿMøfï � äþæqG é
ó4æhãfïMûKæ�í-îRäoôP$�å�æ�ä � æ�ôkæhãfäoå�è²ãræhø:&Wò9ä � æhôMæhãYäÍå�è²ãfæ�øKå#æ�ó\äÍãrîYÿ � ù�ôkäoøÆó4èjå�æ�û ù�øfäoãKå#ïMý�æhãræhí-îYæ�ø
ûzæ � äÍí�ïkørûKè²øUå�æ+ä � æ�ôkæhãfäoç¡õÍè�ì8�ÙäoøXN�ô¨îYïMû+äoø~å,� � äÍå\äoøöæ�ørîRäÍøöû1.(�yù#ïkí\äoøUó4è²øførïkñ�ïMôkïMîYäoãYäÍû
â²ãfäoí�å�æ�ø+ä!DÍäoí�ç�è²ø+í\ä	ý�ÿkørï � ä¹å�æ�ó\äoãÁîYÿ � ù�ô?äÍøhò�íyù � ôkæhäoãhò,å\ä%ûKäÍî:��ãfïkä � è²í�å�æ�í�øYäÍå\ä#ò9æþí\ä
ý�ÿkørï � äKå�æöûKäÍîfæhãfïkäoïkø�ò4äoøførïkû � è²ûzè÷æhû è²ù#îfãYäoø � ï/`�í � ïkäoø�æX.oãfæhäoø�î:� � í�ï � äoø�ìP'Bí¾îfãfæWîRäoí-îYè#ò
í�èYDÍäoø�å�æhø � è²ñ4æhãÁîRäoø�ãfæp�¾ù�æ�ãfæ�û ä � æhôMæhãfäoå�è²ãræhø � è²û ó4èoî	`hí � ï?äoø�äoïMí�å\ä&û+äoïMè²ãfæ�øf�¾ù�æ�äÍø�å�èoø
äÍîfù\äoïkø�ò#ûKäoø,ó�äoãfæ � æP�¾ù�æ~èÆôkïMûKï¨îYæÛå�è��¾ù�æT�nîYæ � í�èoôkè²â²ï � äUæ~æ � èoí�è²ûzï � äÍûKæ�í¾îfæ;DyïS.!DoæhôFý�è²ï
äÍîfïkí�â²ïMå�è�ì

�où�ørîfè&æhû�îfæhûzóIè�òoãfæhørù�ôMîYäoå�è²øBãræ � æhí-îYæ�ø;ØÙ£²ò ¢ ò[§jòU«(Ú�î:`�û äoù�ûzæhí-îYäoå�è~è&ïkí-îYæ�ãfæ�øføfæÛí�èoø
ä � æhôkæ�ãYäoå#è²ãfæ�øÙå�æ�ó�ô?äÍøfûKä=Ø¨¦½Ú|ì;�U.KøfæUó\äoørøYäoãfäoû ¢ ©+äÍí�è²øÅå�æhørå�æX�¾ù�æ � ä)LrïMû+äÆæöê�äYtÛørè²í
Ø¬©(Ú9ó�ãrè²ó�ù�øræhãYäÍû�èÊù#øfèÊå�æëý�æhïhGjæ�øzå#æ�ôkäoøfæ�ãÆó\äoãYä¹æqG � ïMîYäoãÆè²í�å\äÍøzå#æþó#ô?äoørû+ä¹ä	øfæ�ãfæhû
ù#îfïkôkïF�¡äoå�äoø&í\ä(ä � æhôkæ�ãYäoçhõoè�å#æ+æhôF��îfãfè²í�ø�ì(ê�æ�øfå�æëæ�í-îRõoè(ü#è²ù,D²æ+ù�û æ�í�è²ãrûKæzó�ãfèoâ²ãfæ�øføfè#ò
îRäÍí¾îfè�îYæV"²ãfï � èÅ�¾ù\äoí-îfè æqGjóIæ�ãfïkûzæhí-îYäoô]òÛæhû ó\äoãÁîYæ(å�æHDyïkå�è�äoèoøëä!DoäÍí�çhè²ø÷îfæ � í�è²ô/"oâ²ï � è²øhò



� �>�Y�)�O�6�7�U�C��� �
ó\äoãÁîYï � ù�ôkäoãfûzæhí-îYæ9í#è*�¾ù�æÙøfæÅãfæ�ý�æ�ãfæÙäoè²øNô?äÍøfæhãrøhì�'BørîYä�í�èYDÍä~îYæ � í�è²ôMè²â²ï?änîfè²ãfí\äÍã:.~óIèoøføfÿhD²æ�ô
ä � è²í�ørîfãfù�çhõoè	å�æëä � æhôMæhãYäÍå�è²ãfæ�øöûöù�ï¨îYè�û+äoïMø2ó4èoîYæ�í-îYæhø�òNæ+îRäoû2ñ>��û å#æ÷óIæV�¾ù�æhí�èoøzå#ïkø é
ó4è²øfï¨îYïFDoè²ø~ó\äoãfä�äÍó�ôkï � äoçVJjæ�ø~å�æKñ�äoïhG#äëæhí�æ�ãfâ²ïkä#ò�ïkí � ôkù�ïMí�å�èëûzæhå�ï � ïMí\äëíyù � ôkæhäoãhò¼ñ�ïMè²ôkè²âoï?ä
æhøÁîYãrù#îYù�ãfäoô#æ�ó�ãfè � æ�øføfäoûKæ�í-îYè~å�æAôMïhGjèÅíyù � ôkæhäoãhìx'Êù#û+ä�D²æp�4�¾ù�æ,ó�ô?äoørû+ä^�,ènæ�ørîYäoå�ènûKäoïkø
� èoûöù�û/å\äÙûKäÍî	�hãfïkäÅí#ènù�í�ïhD²æhãrøfè�òoûöù�ïMîfè²ø � ïkæ�í-îYïkøÁîRäoø�ä � ãfæhå#ïMîRäÍûÖ�¾ù�æ,äoôkâoù�í�ø¼å�æhøÁîYæhøBûzæ é
� äÍí�ïkørûKè²ø�å�æ~ä � æhôMæhãYäÍç¡õoèöæ�û ó#ô?äoørû+äUænøfæ�ù�ø9ó�ãfè � æ�øførè²øÛäoøførè � ï?äoå#è²øAå�æ�øfæhûzó4æhí�ü\äÍû�ù�û
ó\äoó4æhô�ïkûzóIèoãrîRäÍí¾îfæ&æhû � æhíC.oãfïMè²ø~äoøÁîYãfèÍý�ÿkøfï � è²ø�òIæ�æhí-îRõÍèëøfæhù¹æ�ørîfù�å�è`óIèyå�æ2ä)Lrù�å\äoã�ä+øfè é
ôkù � ïkèoí\äoãT�¾ù�æhøÁî:JyæhøUæhû äoñ4æhãÁîYè � è²ûzèþè�ó�ãrè²ñ�ôMæhûKä`å#æzïMí½LræhçhõoèÛØÝÜ½ÚNæKäþä � æ�ôkæhãfäoç¡õÍè�å�èoø
ãYäÍïkè²ø � "²øfûzï � è²ø9ù�ô¨îYãYä é æhí#æhãfâ
��îYï � è²ø�$ÂÞc�;' - �Ûø�&TØ¬¤(Ú|ì

á � æ�ôkæhãfäoå�è²ãræhøÅñ\äoøræ¡äoå�èoøÙæ�û ó�ô?äoørû+äÆøfõoèKå#æ�â²ãfäoí�å�æ&ïMí¾îfæhãræhøføræ2å�æHDyïkå�èKäzørù\ä � äoó\ä é
� ïMå\äoå�æUå�æ�øfù�øÁîYæhí-îYäoã�â²ãfäoå�ïMæhí-îYæ�ø�å�æ2ä � æ�ôkæhãfäoç¡õÍèKæqGjîfãfæ�û+äoûzæhí-îfæöäoô¨îYè²ø�ì4'BíC�¾ù\äoí-îYèëí�èoø
ä � æhôkæ�ãYäoå#è²ãfæ�ø�ôMïkí�æhäoãfæ�ø � è²í[D²æ�í � ïMè²í\äoïMø�æ�ørîYæ�ø2â²ãfäoå�ïMæhí-îYæ�ø�øfõoè�ôMïkûzïMîYäoå�è²ø�ò�æhû ó\äÍãrîYæzå�æ é
Dyïkå�è2äoè shXYPfT½ßo^ya½àBZ �¾ù�ænè � èoãfãfæÅí\äoø�ó\äoãræhå�æ�øAå\ä�æ�ørîfãfù#îfù�ãYä#òjó�ô?äÍøfûKäoø�ó4èyå�æhû ørù�óIèoãrîRäÍã
è²í�å�äoøÛå�æ&ó�ô?äoørû+äöæ�ôkæWîYã	9oí�ï � è � è²ûáDoæhôMè � ïkå\äoå#æhø9å�æ~ýpäoøræ vφ

ó�ã2"!G#ïMû+äÍø�l�DoæhôMè � ïkå\äoå#æ~å\ä
ôkù,��í�èQD(. � ù�è#ì;�Åè+ãræhâ²ïMûKæ&ôkïMí�æ¡äÍãhò\è � äoûzóIèzæhôF��îYãrï � è+å�æUù�ûKäKè²í�å�äKå�æ�ó�ô?äoørû+äÆîYæ�û ä
ý�è²ãrû+ä

E = E0 sin(x − vφt)
æ~ørù\ädäoûKó#ôkïMîfù�å�æ

E0

ó4èjå#æ&äoô � äoí�ç¡äÍã,è � äoûzó4èöå�æT�¾ù�æhñ#ãYä
å�æ&è²í�å�ädí�õoè é ãræhôkäÍîYïhDjÿMørîfï � è#ò

Ewb[V/cm] = 0.96(n0)
1/2,

è²í�å#æ
n0

�Käëå�æ�í�øfïMå\äoå�ædæ�ôkæ�îfã	9²í#ï � ä÷æ�û � û −3
ì�'Bí-îYãræ�îYäoí-îYè�ò��dóIèoøføfÿhD²æ�ôf�yù#æKä`äoûzó�ôMï é

îYù#å�æ~û1.)G#ïMû+ä�å�æ~ù�ûKäöè²í�å\äÆí\õoè é ôkïMí�æ¡äÍã,æHG � æhå\ädæhøÁîYæTDÍäoôkè²ã�ìf��èyå�æ�ûKè²ø9ûzè²øÁîYãYäÍã��¾ù�æUä
äoûzó�ôkï¨îYù�å#æ�û%.½GjïkûKäöå�æ&ù�û+äöèoí�å\ädå�æ&ó�ô?äoørû+äX�&å\äÍå\äÆóIè²ãPØ¨¦½Ú

EWB[V/cm] = 1.36 [(γφ − 1)n0]
1/2 ,

è²í�å#æ
γφ = (1 − v2

φ/c
2)−1/2

�¹è�ýpäÍîfè²ã÷å�æâ0�è²ãræhí-î:�Íìã@ ôkïMûKï¨îYæ�ä � ïMû+ä¼� � ü\äÍû+äoå#è
å�æ � äoûKó4è(å�æ��¾ù�æ�ñ�ãYä	å�æëè²í#å\ä(ãfæ�ô?äÍîfïFDyÿkøÁîYï � è�æ÷ý�è²ï�å�æhãrïFDÍäoå�è¹ó4æhôkä�ó�ãrïkûzæhïkãfämD²æV�ëóIèoã
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á � ü�ïMæp��æhãÛæ���è²ôMè)DyïMíÛØ¬ª(Ú|ì

'Bí¾îfãfæ%è²ø=D(.oãrïkè²ø`æ�ø	�¾ù�æhûKäoø�å�æ!ä � æhôMæhãfäoç¡õoè ñ\äoøræ¡äoå#è²ø�æ�û ó#ô?äoørû+ä�ïkí[Doæhørîfïkâ-äÍå�è²øhò
æHGjïMørîYæ�û)å#è²ïkøo�¾ù�æ,ó\äoãfæ � æ�û�è²ø;ûKäoïMø�ó�ãrè²ûzïkøførè²ãfæ�øpä¼è²øBä � æhôMæhãYäÍå�è²ãfæ�ø V4q¨TcQWbzTTà�T½ß-PjåAPWq¨^ æ
q¨TcQSPWXcà�T½ß-PjåAPWq¨^ ìo@nø9ä � æ�ôkæ�ãYäoå�èoãfæhø,ñ\äoøfæhäoå�è²ø,æhû�ó�ô?äoørû+äUí�è²ø_�¾ù\äÍïkøAä�è²í�å\äöå�æ�ó�ô?äoørû+ä
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øfæ�ù!æhøÁîRäoå#è=E\í�äoô]ò � èoû ûKæ�øfûKäëæhí�æ�ãfâ²ïkä
ûKäoø&ûKè²ûzæhí-îfè�å�ï¨ý�æhãræhí-îYæÍìy'NøÁîYæKûKæ � äoí�ïMøfûzè`å�ïMý�æ�ãfæzå�è�ó�ãrè � æhørøfèé��æ�îYü#æ é �Åæhï¨îYôkæ�ãhò6�¾ù�æ
è � è²ãrãfæ~æhû�å�è²ïkø9æ�ørî:.oâ²ïkèoøPØ ¢ §jò ¢ ¦)Ú|ò

e + A1 → e′ + A′
1 + γ, γ + A2 → A′

2 + e−e+.

@�ó�ãfè � æ�øføfèöîfãfïMå�æhí-îYæT��ù�û ïMûKó4è²ãÁîRäoí-îYæÅûzæ � äÍí�ïkørûKèöå#ænóIæ�ãfå\äöå#ænæhí�æ�ãfâ²ïkäöæhû�û+äÍâ²í�æ é
îYèoørý�æhãfäoø~å�æÆó�ù#ôkøYäÍãfæhøXØ ¢ ©½Ú;æÆøfæ�ù	æhørîfù�å�èþóIèyå�æöí#è²ø~ä)Lrù�å�äoã&ä÷æhí-îYæ�í�å�æ�ã�äëäÍù�ø	`�í � ïkä`å#æ



� �>�Y�)�O�6�7�U�C��� ¿
ã:.Íå�ïkè é ó�ù�ôMøYäoãræhø � è²û)äoôMîYä�û+äÍâ²í�æ�îfï/�häoç¡õoèIØ ¢ Ü½Ú]ì=á�óIèoøføfïMñ�ïkôMïkå\äÍå�æ�å#æAó\äoãræhøBøfæ�ãfæ�û ó�ãfèyå�ù é
�hïMå�è²ø�æhû ô?äÍñIè²ãfäÍî:"oãfïkènäÍîYãfäYD
�høAå#æhørîfæ�ûzæ � äoí�ïkørûKè&îYæ�û øfïkå#è2äoí�äoôkïMøYäoå\äjò-æ�è²ø�ãfæ�øfù�ô¨îRäoå�èoø
è²ñ#îfïkå�èoøÙó4èjå#æhû øfæ�ãnïkûzóIèoãrîRäÍí¾îfæhøÛæhû ý�ÿkørï � äzí¾ù � ôkæ¡äÍã�æ�îYäoûöñ#�hû ó\äoãfä+ä � è²ûzó�ãfæ�æhí�øfõoè
å�æÆè²ùjîYãfèoøný�æhíC9²ûzæhí#è²ø~æhû äÍørîYãrèoý�ÿkørï � ä#ò � è²ûKè`äÍøUæqGjó�ôkè²ø2Jjæ�ø~å�ædãYäoïMè²ø γ

Ø ¢ ¤(Ú|ì�'BørîYù#å�è²ø
øfèoñ�ãfæþä¹ó�ãfèyå�ù�çhõoè	å�æëó\äoãræhødå�æHDjïMå�èÊä¹æhô/�WîYãrè²í�ødä � æhôkæ�ãYäoå#è²ødå�ïkãræ�îRäÍûKæ�í¾îfæ÷ó4è²ãÆô?äoøræhãrø
Ø ¢ ª#òK§U°½Ú�æ&óIæ�ôkè²ø à�T½ß-PjåAPWq¨^cQ Ø ¢ «�òC§,£²òM§ ¢ Ú�î:`hû�øfïkå#èzãræ¡äoôMï/�häoå�è²ønì

á�ôF�hûÓå#èëó�ãfè � æ�øføfèëîfãfïkå#æhí-îYæÍò�è²ù#îYãrè²ø~ûzæ � äÍí�ïkørûKè²øÙå�æÆó�ãrèjå�ù#ç¡õoè`å�æÆó\äÍãfæhø~ó4èyå�æhû
äÍîfù\äoãhò � è²ûKè&èUå�æ�ð � ü[tÛïkí�â²æ�ãcØ¬§U§(Ú|ìf�ÅæhørîfæÙó#ãfè � æhørøfè�ó\äoãfæ�ø�øfõoèUó�ãfèyå�ùC��ïkå�è²øNæ�øfó4è²í-î�aoí�æ é
äoûzæhí-îYæ�æhû�ù#û � äÍûKó4èöæhôF��îfãfï � è � èoí�ørîYäoí-îYæ~øfæ&äöørù\äÆïkí-îYæ�í�øfïMå\äoå�æ�í�èXD(. � ù�èÆæqG � æhå#æhãÛè
DÍäoôkèoã � ãrÿMîfï � è EQED = 1.3× 1016

RTu � ûþìfÞÙûKäöó4è²øførïkñ�ïMôkïkå�äoå�æc�&äöó#ãfèyå�ù�ç¡õÍèzå#æ~ó\äoãfæ�ø
ó4è²ãÙûzæhïMè+å�æ2ïkí-îYæ�í�øfè²øÙó�ù�ôMøfè²ønå#æ2ô?äÍøfæhã�ò[L	.%�yù#æöí\ä+ãræhâ²ïkõoèKý�è � äoô�å�æ2ù�û ô?äoøræhã � è²û ïkí é
îYæ�í�øfïMå\äoå�æÅó�ã2"YGjïMû+äUä

1029
5gu � û 2

$ � è²ãrãfæ�øfó4è²í�å�æ�í�å�èÆäoè � äoûzó4è � ãfÿMîfï � è EQED

&Bó\äoãfæ�ø
æ
−
æ
+
óIèyå�æhû øfïMûKó�ôMæhørûKæ�í¾îfæyçhäoó�äoãfæ � æhã!ç�í�è�D(. � ù#èÛØ¬§
«½Ú]ìöáÙôkâ²ù#í�ø&äoù#îfè²ãfæ�ø�L	.÷å�æhûzè²í�ø é

îYãfäoãYäÍû îYæ�è²ãfï � äoûzæhí-îYæy�¾ù�æ�äÊó�ãrèjå#ù�ç¡õoè%æHGjó4æhãfïMûKæ�í-îRäoô9å�æþó\äoãræhøQDjïkä¹ûKæ � äoí�ïMøfûzè%å#æ
ð � ü[tÛïkí#â²æhã��~ó4è²øførÿFD²æ�ô�Ø¨§U¦yòK§U©½Ú]ì��Åèzæ�í-îRäoí-îYè#òväöøfæhçhõoèzå�æ � ü�èB�yù#æUå#æhørîfæ�ó#ãfè � æhørøfèdó\äoãfä
ý�ãfæV�¾ùC`hí � ï?äoøc"²ó#îYï � äoøX$pè²ù�ûKæ�í�è²ãræhø�&^�2ûöù�ï¨îYèKóIæV�yù#æhí\ä÷ó\äÍãYä1�¾ù\äoôF�¾ù�æhãÙïkí-îYæ�í�øfïMå\äoå�æöå#æ
ô?äÍøfæhã�ò#îYèoãfí\äoí#å�èdøfæhù�æ�ý�æ�ïMîYèdïMí�øfïMâ²í�ïFE � äoí-îYæXØ¨§[Ü)Ú]ì

�Ùæ�ørîYæþîYãfäoñ\äoôMü�è	ù#îYïMôkï/�häoûzè²ø2ù�û�ûzèyå�æhôMè � ôS.Íøføfï � èÊå�æyn\ù�ïkå#è²ødó\äoãYä	ïkí[Doæhørîfïkâ-äÍãKäÍø
ïkí-îfæhãYäÍçpJyæhø+í#æhù#îfãfïkí#è é ó�ôkäoøfûKä#ìõR�äoûzè²ø÷äÍí\äoôkïMøYäoãzä!âoæhãYäÍç¡õoè�å#æ�è²í�å�äoø÷å�æ�ó�ô?äoørû+äjò9ä
ä � æhôkæ�ãYäoçhõoè2å#æ�ó\äoãÁîYÿ � ù�ôkäoøhò¾æ~äUó�ãfèyå�ù�çhõoèöå�æÙó\äoãfæ�ø,í�èoø à�T½ß-PjåAPWq¨^cQ â²æhãfäoå�è²ø�óIæ�ôkè²ø�í�æhù é
îYãrïkí�èoøhìo�Åè - äÍó�ÿMîfù�ôkè ¢ DoäÍûKè²ø;ýpä(�hæhãNù�û ñ#ãfæVDoæ�ü�ïMørî	"²ãfï � è~å�è�äoøførù�í-îYè�ò#äoô/��û�å�æÅå�æ�ãfïFDÍäoã
è÷ûzèjå#æhôkèzå�æ�n\ù�ïkå#è²ø�ù#îfïkôMï/�¡äÍå�èKæ2äoí\äoôMïkøfäoãÛè � äoørèëå�æ2ù#û ó�ôkäoøfûKädå�æöæhôF��îfãfè²í�øÙæ2ÿMè²í�øhì
�mí[D²æ�ørîYïMâ-äoãræhûzè²ø,è²ø�æhøÁî�.oâoïkè²ø�ôkïMí�æ¡äoãBæÙí\õoè é ôkïMí�æ¡äoã=å\ä�ïMí¾îfæhãfäoç¡õoè#òjæÙä�ó�ãrèjå#ù�ç¡õoè�å�æÅó\äoãfæ�ø
Dyï?ä+ó#ãfè � æhørøfèëîYãrïkå�æ�í-îYæöøræhã:.÷å#æ�îYæ�ãfûzïkí\äÍå\ä#ì�@nønæ�ý�æ�ïMîfè²ønå�è � äoûKó4è+ûKäoâ²í,��îYï � è÷ørè²ñ�ãræÆä
� äÍãfâ-ä2æWý�æ�îfïFDÍä2å�èÆí�æ�ù#îYãrïkí�è2æ~ä2â²æ�ãYäoçhõoèöå�æ~è²í#å\äoøAó\äÍãYä2è � äoøfèÆå#èÆó�ô?äoørû+äUå�ænæ�ô/��îfãfè²í#ø
æ�ó#"²ørïMîYãrè²í�ø�øfæhãfõoèÆäoí�äoôkïMøYäoå�èoø�í�è - äoó�ÿMîfù�ôkè*§#ìxR�äÍûKè²ø�øfæ�ûKó�ãrænäoørøfù�ûzïkã��¾ù�æní\õÍèöè � è²ã é



� �>�Y�)�O�6�7�U�C��� Ä
ãfæ�û è²ø � ïkôkäoçpJyæhøNå�æÅí�æhùjîYãfïMí�è²ø�òjæ^�¾ù�æ�æ�ørîRäÍø�ó\äÍãrîYÿ � ù�ôkäoøNí\õoèUøYõoè � ãrï?äoå\äÍø�èoù÷äoí�ïF�¾ù�ïkôkäoå\äoø
å�ù�ãfäoí-îYædäëïkí-îfæhãYäÍç¡õoè�ì*�Ùè - äoó#ÿMîYù#ôkèk«�DÍäoûzè²ø~äoí\äÍôkïkøfäoãÙä`ó#ãfèyå�ù�ç¡õÍèëå�ædó\äoãfæ�ø~å�æVDyïMå�è
loøÅïkí-îYæ�ãYäoçVJjæ�ø�ôkäoøfæ�ã é ó#ô?äoørû+ä#ò�äoøførù�í-îYèk�¾ù�æ � è²ûzæhçhäoûKèoø�äzæhørîfù�å\äoãÅãfæ � æ�í¾îfæhûzæhí-îYæÍì;R�ä é
ûzè²ø,äÍí\äoôkïMøYäoã�ä�âoæhãYäÍç¡õoèöå#ænè²í�å\äÍø,å�ænó#ô?äoørû+ä&ænå�æWîYæhãrûKïMí\äoã�ä � èoí � æ�í¾îfãYäoçhõoèÆå�æÙó\äoãfæ�ø
í\ä	ó�ãfæ�øfæ�í�ç¡äÊå�æ�ù#û � äoûzó4èÊûKäoâ²í,��îYï � è¹æqGjîfæhãrí�è�ìöRb.oãfïkäoøÆøfï¨îYù\äÍçpJyæhødæhû äoøÁîYãrèoý�ÿkørï � ä
è²í�å#æöí�è²ørøfè²ønãræhørù�ôMîYäoå�è²ønó4èyå�æhû øfæ�ãnïkûzóIèoãrîRäÍí¾îfæhøÅøfæ�ãYõoèëå�ïMø � ù#îYïMå\äoøhìT@ - äoó#ÿMîYù#ôkè1¦1�
å�æ�å�ï � äoå�èQloø � è²í � ôkù#ø	JyæhøÛæ&óIæ�ãføfó4æ � îYïhDoäÍøhì
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�	��
 ������������������
�Bãfè � æ�øføfèoøëæhí[D²è²ôhD²æ�í�å�è�í�æhùjîYãfïMí�è²ø÷øfõoè�ïkûzó4è²ãrîYäoí-îYæhøzæhû ù�ûKä%â²ãfäoí�å�æ8DÍäoãrïkæ�å\äoå�æ(å#æ
ó�ãrè²ñ�ôkæ�û+äÍøöäoøÁîYãfèÍý�ÿkøfï � è²ø�ì	á�ôkâoù�í�øöæqG#æ�ûKó#ôkè²øÆøfõoè¹è¹åC�VE � ïMîdå#æëí�æhù#îfãfïMí�è²øöørè²ô?äoãræhø�Ø¬§U¤#ò
§Uª)Ú]ò�äoøÆøfù#óIæ�ãfí�èYDÍäoødå�è � ïkó4èÉ�	�%Ø¬«U°(Ú]òNæ`äoødæqG#ó#ôkè²ø2Jjæ�øÆå�æ`ãYäoïMè²ø

γ
$ò<P�;��ø�&WòNè²í#å�æ`è²ø

í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø~ó�äoãfæ � æhû æhøÁîRäoã&äoørøfè � ïkäoå�è²øPl � è²ûKó4è²í�æ�í-îYæÆå�ædäoô¨îRä+æ�í�æhãrâ²ï?ä÷èoñ�øfæ�ã2DÍäoå\äëæhû
äoôMâ²ù�í�ø^<P�;��øPØ¬«C£VÚ]ì

�Ùè � äoørè%æ�øfó4æ � ÿhE � è!å\äoøzøfù�ó4æhãrí�èYDoäÍø+å�è � ïkó4èÛ�2�Rò�ä � ãræhå�ï¨îRä é øfæy�¾ù�æ�èoøKí�æ�ù#îYãrïkí�èoø
ôkïMñIæ�ãYäoå#è²øNå�ù�ãYäÍí¾îfæ�è � è²ôkäoó�øfè�å�è2í3N � ôkæ�è2å\äUæhørîfãfæ�ô?ä2øræ Lfäoû è²ø�ãfæ�øfó4è²í�ø:.!Doæhïkø,óIæ�ô?ä�ãræ¡äÍîfï é
DÍäoç¡õÍèKå\ädè²í�å�äzå�æ � ü�èB�¾ù�ækØ «[°#òK« ¢ òK«[§(Ú|ì_'BørîfæUîfïkó4èzå#æ�ørù�óIæ�ãfí�èYDÍäKãræhørù�ôMîYäzå�è � è²ôkäoó�ørè
â²ãfäYDyï¨îRä � ïkè²í\äÍô�å#æëæhørîfãfæ�ô?äoø;LrèYD²æ�í�ødæ÷å�æëâ²ãfäoí�å�æëûKäoørøYä�$ M > 8M�

&WòBè²í#å�æ`ä(û+äÍïkè²ã
ó\äoãÁîYæÅå\ä2æ�í�æhãrâ²ï?äUâ²ãYä!DyïMîYä � ïMè²í\äoô�ôMïkñ4æhãfäoå\ä&óIæ�ô?ä&æHGjó�ôkèoøYõoèk$ ∼ 1053

æhãfâoø�&���äoãfûKä
��æhí\äoå�ä
í�è²øÛí�æ�ù#îYãrïkí�èoøÅó#ãfèyå�ùC�hïMå�è²øÛå�æHDjïMå�èQl � è²í[D²æ�ãføYõÍè+å�æUó�ã	"ÍîYè²í�øÛæ�û�í�æhùjîYãfèoí�øÙí#èKïMí¾îfæhãrïkè²ã
å\änæ�ørîYãræhôkä#ìo'BíC�¾ù\äoí-îfè�è~í3N � ôkæhè � è²ô?äÍó�øYä#òoù�û+änèoí�å\änå�æ � ü�èB�¾ù�æ � ãrï?äoå\äÙí�è~øfæ�ùKïMí¾îfæhãrïkè²ã



� � �m� �>�Y�)�O�6�7�U�C� ¯
øfæ~ó#ãfè²ó\äÍâ-äÆæQç�æhûzó�ù�ãrãYäKçhäÍø � äoûKäoå\äÍøAû+äÍïkøAæqGjîfæhãrí\äoøÛå\äÆæhøÁîYãfæ�ô?ä#ì���äoø9å�æVDyïMå�èQl2ý�è²ãrîfæ
äÍîfãYäoçhõoè�â²ãfä!Djï¨îRä � ïkè²í�äoô-æ_l�ó4æhãrå\äÙå#æAæhí�æ�ãfâ²ïkäÙí\äÙå�ïkørøfè � ï?äÍç¡õoèÅå�æAí3N � ôkæhèoøx�¾ù�æ � è²ûKó#Jyæhû
èzû+äÍîfæhãrï?äoôIæhørîfæhôkäoãhò\è � ü�èB�yù#æ�ó4èjå#æUæ�ørîYä � ïMè²í\äoã�ì�á � ãfæ�å�ïMîYä é øræ�æ�í¾îYõoèQ�yù#æ�è²øÛí�æ�ù#îYãrïkí�èoø
ó�ãrè)Doæhí�ïMæhí-îYæ�ø&å�è÷í3N � ôMæhèëå\ä÷æ�ørîfãfæhôkä+ó4è²øføfäoûÓãræ¡äÍîfïFDÍäoãÙä÷è²í�å\ä+å#æ � ü�èA�¾ù�æ(ä�è1n�ùAGjèþå#æ
í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø=å�æhó4è²øfï¨îRä�ù#û+ä�ó4æp�¾ù�æ�í\äT�¾ù\äoí-îYïMå\äoå�æAå#æAæhí�æ�ãfâ²ïkä�$pûzæhí�èoø=å�æ

1%
òCØ¬«[°½Ú]&�æ9ûKè é

ûzæhí-îYèÆí�èÆó#ô?äoørû+ä2æ�ørîfæhô?äÍãAôkè � äoôMï/�häoå�èöäÍí¾îfæhø9å�è � ü#èA�¾ù�æ&æhøÁîRä � ïkè²í�äoå�è�òjæ~æhøføræ&ó�ô?äoørû+ä*�
æhí-îYõoèöä
�¾ù�æ � ïMå�è�æÅøfæÙæHGjó\äoí#å�æoòjãfæ¡äcîYïFDÍäoí#å�èUäoøførïkû ä&è²í�å\äUå�æ � ü#èA�¾ù�æÍì���äoø�ù�û+äP�¾ù�æhø é
îRõÍè&äoïkí�å�ä&ó#ãfæ � ïkøfä&øræhãNæhø � ôkäoãfæ � ïkå�ä,ä � è²ûzè~è²øNí�æhù#îfãfïMí�è²ø;îYãfäoí�øÁý�æhãfæ�û æhí#æhãfâoï?ä[uÍûzè²ûzæhí-îYè
ó\äoãfäÆèzó#ô?äoørû+ä	�

�,æ�îfü�ænæc5ÌïMôkørè²íéØ « ¢ Ú � èoí�øfïMå�æhãfäoãYäoû ä�îfãYäoí�øÁý�æhã2`hí � ï?ä2å�æÙæhí�æ�ãfâ²ïkä[uÍûzè²ûzæhí-îYè�ó\äoãYäUè
ó�ôkäoøfûKäÆäÍîYãfä!DU�høÅå\ädäoñ�ørè²ãfçhõoèdæ&å�èKæ�øfó\äÍôkü\äoûzæhí-îfèzå#è²ø9í�æhùjîYãfïMí�è²øÛó4æhô?äÍø9ó\äoãrîfÿ � ù�ô?äoø,å�è
ó�ôkäoøfûKä#ì6�Ùè~æ�í¾îYäoí-îYè�ò²ä�øfæ�ç¡õoè~å�æ � ü�èA�¾ù�æ σν

ó\äoãfänä � èoôkïkøfõoèÅí�æhù#îfãfïMí�è é ýj��ãfûzïkè²í��Aûöù#ïMîYè
ó4æp�¾ù�æhí�äöó\äoãYä��¾ù�ænè � è²ãrãYä�ù#û+ä~îYãfäoí�ørý�æ�ã	`�í � ïkä2øfïMâ²í�ïFE � äÍîfïFDÍäUå#æ�æhí#æhãfâoï?ä�å#è²ø,í�æ�ù#îYãrïkí�èoø
ó\äoãfäzèdó�ôkäoøfûKä=$

σν ∝ GF
2 ò\è²í�å�æ GF ≈ 9 × 10−38

æ R � û 3
�Uä � è²í�ørîYäoí-îYæUå�æ*væ�ãfûzï]&

Ø «U«�òM«3¦)Ú|ì - è²ûzè+øYäÍñIæ�ûKè²ø�òIèoøÙí�æ�ù#îYãrïkí�èoøÙïMí¾îfæhãfäoâ²æhû � è²û äKûKäÍî:��ãfïkäKäÍîfãYä!DU��ø�å\ädý�è²ãfçhä
ý�ãYä � ädå�æI\æ�ãfûzï]ìAêÙæVDyïkå�è1lzïMí-îYæhí#øfïkå�äoå�æUæHGyîYãræhûKäoûKæ�í-îYæUóIæV�yù#æhí\ä+å#æhørîYäzý�è²ãrç¡ä#ò4äzó�ãfè é
ó\äoâ²äoç¡õoèëå#è²øní�æ�ù#îYãrïkí�è²ø&äcîYãYä!D
�hø~å�æÆù�û ûKæ�ïkè÷ûKäÍîfæhãfïkäoô��Æâ²æhãfäoôkûzæhí-îfæöå�æhø � ãrïMîRä � è²ûzè
ù�û ó#ãfè � æhørøfèUôkïMí�æ¡äoã=æ9í\õoè é äoù#îYè é � èoí�øfïMørîYæ�í-îYæ9ãfæhäoôkïF�¡äoå#è~óIè²ãBù#û+äbN�í#ï � ä~ó\äÍãrîYÿ � ù�ôkä#ì7'Ní é
îYãræ�îYäoí-îYè�òIæVD²æ�í-îYè²ø&äoøÁîYãrèoý�ÿkørï � èoø�DyïMè²ôkæ�í¾îfè²ø � è²ûzè÷äoøÙæHGjó�ôkèoø	Jyæhø�å#æöøfù�ó4æhãrí�èYDÍäoø�$]ðA�Ùø�&Åæ
è²ø�<P�^�,ø=æ�í3Doè²ôFDoæhû�ä�ôkïMñIæ�ãYäoçhõoè�å�æ�n\ùAGjè²øBå�æ,í�æhù#îfãfïMí�è²ø=æqGyîYãfæ�û+äÍûKæ�í¾îfæAïkí-îfæhí�ørè²øhìNðyè²ñ
� èoí�å�ïkçVJjæ�ø�îRõÍèëæHGyîYãræhûKäoøhò�æ�øfó4æhãfä é øræ��yù#æÆó�ãfè � æ�øføfèoøUí�õoè é ôMïkí�æhäoãfæ�øÙæ�í[D²è²ôhD²æhí#å�è�í#æhù#îfãfï é
í�è²øÅîRäoû2ñ>��û è � è²ãfãfäoû�ì��Åèy��èyå�æhôMè1��äoå�ãfõoè�ò�äÍøÙïMí¾îfæhãfäoçpJyæhøÅý�ãYä � äKæ2æ�ôkæWîYãfèoû+äoâoíC��îfï � ä
øYõÍè2ù�í�ïhE � äÍå\äoøhò¾è*�yù#æ � ô?äoãfäoûKæ�í-îYæÛïkí�å#ï � ä~ù�ûKä~ý�æhí�è²ûzæhí#è²ôkè²âoï?änæp�¾ù�ïhDÍäoôkæ�í¾îfæÙó�äoãYä&í�æhù é
îYãrïkí�èoøAæ~æhôF��îYãrè²í�ø�ì�'NøÁîRädäoí\äÍôkè²â²ïkäUîfæhû�ørïkå�èÆæqG#ó#ôkè²ãfäoå\ä#òjû+äoø,øfè²ûzæhí-îYæ&í�èöîfãYäoñ�äoôkü�èÆå#æ
�,ïMí�â²ü\äoû PW[ÅToq¨� ØÙ£!«(Ú;ý�èoï=ó�ãrè²óIèoørîRäjò�æÆäoí\äÍôkïkøfäoå\ä#òFä÷óIèoøføfïMñ�ïkôMïkå\äÍå�æ�å#æÆïkí-îYæ�í�øfè²øbn�ùAGjè²ø
å�æ&í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø9âoæhãYäÍãfæhû�æ�ý�æhï¨îYè²ø � è²ôkæWîYïFDoè²ø9í\õoè é ôkïMí�æ¡äÍãfæhø,í�èdó�ô?äoørû+äjì



� � �m� �>�Y�)�O�6�7�U�C� ���
ð#äoñ4æ é øfæb�¾ù�æ~è²ø�í�æhùjîYãfïMí�è²ø9äÍåC�¾ù�ïkãræhû�ù�û+ä � äoãrâ-ä2æWý�æ�îYïhDÍäkØ¬«U©(Ú�äÍèöïkí-îYæ�ãYäoâoïkãfæ�û � è²û

èþó�ô?äoørû+äjú7�zæhøÁîRä � äoãfâ²äþïMí�å�ùC��ïkå\äy�¾ù�æKó4æhãrûKï¨îYædè�ä � è²ó#ô?äoûzæhí-îYè`í\õÍè é ôMïkí�æhäoãnæhí-îfãfæ+èoø
í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø&æKäoø&è²ø � ïkôkäoçpJyæhø~å�æzó�ôkäoøfûKä#ìQ�Aäoøræ¡äoå�è�í�æhøÁîRäþïkåC��ï?ä#ò��,ïMí�â²ü\äÍû ØÙ£!«
ÚNó�ãrè²ó>9oø
ù�û í�èYD²èëûzæ � äoí�ïkørûKè+å�æöïkí-îfæhãYäÍç¡õoè÷èoí�å�æöè²ø�í�æhù#îfãfïMí�è²ønøræÆä � èoó�ô?äoûÿloø�è²ø � ïkô?äÍçpJyæhø�å#æ
ó�ôkäoøfûKä,å�æBý�è²ãrû+äAøræhûzæhôkü�äoí-îYæNäoèÛä � è²ó�ôkäoûKæ�í-îYè9ô?äÍøfæhã é ó�ôkäoøfûKä��¾ù�æNó�ãrèjå�ù,�Bæ�ý�æhï¨îYè²ø � è²ûzè
è²øAæ�øfó\äÍôkü\äoûzæhí-îfè²ø_�ÅäoûKäoí+æT��ãfïkôMôkè²ù#ïkí�ì�á�ø,è²í�å\äoø,æHG � ï¨îRäoå\äÍøAóIæ�ôkè�n\ùAGjèÆå�æní�æ�ù#îYãrïkí�èoø
øfæ�ãfïkäoû æ�í¾îYõoè�äoûKèoãrîYæ � ïMå\äoøëó4æhôkè�ûzæ � äoí�ïMøfûzè�å�æâ0¼äÍí�å\äoù�òÙîYãYäÍí�ørý�æ�ãfïkí#å�è äoøførïkû ørù\ä
æhí#æhãfâoï?ä`ó\äoãYä`è�ó#ô?äoørû+ä#ì%�Ùæ�ørîfæ � äÍøfè�èoø�í�æ�ù#îYãrïkí�èoø�øfõoè�å#æhø � ãfï¨îYè²øUóIèoã�ù�ûKäëæp�¾ù\äoçhõoè
å�èUîYïkó4è&å\ä�å#æ � ôkæ�ïkí é <&èoãfå�è²íÆæÙäUîYä½G#ä�å�æ � ãræhø � ïkûzæhí-îfè2è²ñ#îfïkå\ä&ó\äoãfä�äUïkí�øÁîRäoñ#ïkôkïMå\äoå�æ��
ó�ãrè²óIèoã � ïMè²í\äoôyä GF

òoûKæ�øfûzè;DÍäoôkèoã¼èoñ#îYïMå�èc�¾ù\äoí#å�è&äÙí\äcîYù�ãræp�¡ä�ý�æ�ãfûzï/9²í#ï � äÛå�èÙí�æhù#îfãfïMí�è
� � è²í#øfïkå#æhãYäÍå\äyØ¬«3Ü)Ú]ì

��äoãrå, ¹æ%��æ�ôkãfèoøfæyØ «[¤(ÚNäoó#ãfæhøræhí-îRäÍãYäoû ù�ûKä1D²æ�ãføfõoè � ïkíC�WîYï � äëå\äëïkí�øÁîRäoñ#ïkôkïMå\äoå�æUâ²æ é
ãYäÍå\ä%ó4æhôMè²øKí#æhù#îfãfïkí#è²øhò9è²í#å�æ(ä	îYæhèoãfï?ä	æhôMæ�îfãfèoý�ãfä � ä	ý�è²ï � è²í�ørïkå�æ�ãYäoå�ä#ìg@~øKãfæ�øfù�ô¨îRäoå�èoø
è²ñ#îfïkå�èoøÆïkí�å�ï � äoû �¾ù�æ�ä¹ïMí�ørîYäoñ�ïkôMïkå\äÍå�æ1�þûöù�ï¨îYè(ý�ãYä � ä¹ó\äoãfäÊøræhãzãfæhôMæVDÍäoí-îYæ`æ�û �¾ù\äoô é
�¾ù�æhã9ó#ô?äoørû+ä&îYæhãrãfæ�ørîYãræ~è²ù÷æ�øfó\ä � ï?äoô|ò#æb�¾ù�æ~ûzæhørûKè�èÆãfæ�â²ïkûzæÙãræ¡äÍîfïFDoè � è²í�ørïkå�æ�ãYäoå#èöóIèoã
�,ïMí�â²ü\äoûèØh£p«
ÚNí\õoè`øfæ�ãfïkäþæHE � ïMæhí-îYæzí�è � äoørè�å\äÍø2ðA�Ùøhì%�Ùèþæhí-îYäoí-îYè�ò=ðjïkôhDÍä PW[nToq¨� Ø «[ª(Ú
ûzè²ørîfãYäoãfäoû|�¾ù�æöäKäoíK.oôMïkøfæUå�æI��äoãrå, þæ���æ�ôkãfèoøfæ � è²í-î:��û äÍôkâ²ù�ûKäoøÛïkí-îfæhãfó#ãfæ�îYäoçpJyæhøÙïkí é
� èoãfãfæWîRäoø�ò-äoøo�¾ù\äÍïkø=ãræhørù�ôMîYäoãYäoû/í\ä � è²í � ôkù�øfõoènå\ä�ïMãfãræhôkæHD(aoí � ïkäÙå\äÅý�è²ãfçhä�óIèoí�å�æhãrè²ûzèoîYïhDoä
å�è²ø9í#æhù#îfãfïkí#è²øÛå�ù�ãYäÍí¾îfæ&äoøÛæHGjó�ôMè²ø	Jyæhø9å�æ�ð,�ÅøÛå�è � ïkó4è��	�RìKÞÅû+äÆå�æ�ø � ãrïkçhõoè � è²ãrãfæ�îYäÆå�è
æhøróIæ � îfãfèdå�æ~í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø,ó�ãfèyå�ùC��ïkå�èÆå�ù#ãYäoí-îYæ&äöæqGjó�ôkè²øfõoèyØ¨¦
°(Ú�ûzè²øÁîYãYäX�¾ù�æ&ä2ý�èoãfç¡äöó4è²í é
å�æ�ãfè²ûzèoîYïhDÍä�å�æ�ørîRäÍø9ó\äoãrîfÿ � ù�ô?äoø�óIèyå�æ�îfæhãAù#û ïMûKó\ä � îYè2øfïkâoí�ïFE � äÍîYïhD²è�øfè²ñ�ãræ&ä2å�ïMíKaoûzï � ä
å�èdó�ôkäoøfûKä#ì

ðjïkôhDÍä PW[9Toq¨� Ø¨¦A£pÚ¼äÍó�ãfæ�øfæhí-îYäoãYäoû ù#û�ûKèyå�æ�ôkèdäoù#îfè é � è²í�ørïkørîfæhí-îYæ&ó\äÍãYäzäoøÛïkí-îYæ�ãYäoçVJjæ�ø
� èoôkæ�îfïFDÍäoøÙí�æhù#îfãfïMí�è é ó#ô?äoørû+äzñ\äoøfæhäoå�è`í\ä÷îYæ�è²ãfïkä � ïMíC��îfï � ä÷ãfæhôkäÍîYïhDyÿkørîfï � ä#ú�ä
�¾ù�ï;äoø~è²í�å\äÍø
å�æ&ó�ôkäoøfûKäöøYõoèdæqG � ïMîYäoå\äoøÛå�æHDjïMå�èzäÆù�û+äÆïMí�ørîYäoñ�ïkôMïkå\äÍå�æ�å�æ~ý�æ�ïhGjæQ$pü�ïMå�ãfèyå�ïMíKaoûzï � äU&Wì¼á
îRä)G�ä�å�æ � ãfæhø � ïMûKæ�í¾îfèöè²ñ#îfïkå\ä���ó�ãrè²ó4è²ã � ïkè²í\äÍôIä GF

2/3 òjûKäoïkèoã��¾ù�ænä2å�æ�îfæhãrûKïMí\äoå\ä&óIèoã



� � �Ûº Ð �! � ÐÂ� ����� �Q� � �O�Y� Ð ��� �#"�Á �C�%$M� Æ'& � � Ð]\ � �éÈ �M�½�U�Û�c�>�6� � �)� � �K� Ð]\ � �M�
�,ïMí�â²ü\äoû PW[~Toq¨� Øh£p«
Ú]ìëðjæ � è²ôkïMø	Jyæhø&æhôF��îfãfè²í é ÿkè²í¹ý�è²ãræhû ïMí � ôMù�ÿkå\äÍøhò�æhøÁîRä�îYä½G#ä`îfæhû ù�û
DÍäoôkèoãnù�û ó4è²ù � èþûzæhí�è²ã�ò ∝ GF

ì1�ÅæhøÁîYæzûKèyå�æhôMè`äþæ�í�æhãrâ²ï?ä��ÆîYãfäoí�øÁý�æhãfïMå\äëå\äoøUè²í�å\äÍø
ó\äoãfä�è�ó�ô?äoørû+ä&äÍîfãYä!DU��øAå�è²ø�äoûzè²ãrîfæ � ïkûzæhí-îYè²ø � è²ôkïMøfïkèoí\äoô�æÅå�æb0�äoí#å\äoù�ìf�Ûæ � æhí-îYæ�ûKæ�í-îYæ
�,ïMí�â²ü\äoû PW[UToq¨� ØÝ¦ ¢ Ú � è²í,E\ãrû+äoãfäoûs�¾ù�æ`ä�îRä½G#ä�å#æ � ãfæ�ø � ïkûzæhí-îYè¹ó\äÍãYä�è¹ãræhâ²ïMûKæzü�ï é
å�ãrèjå�ïMíKaoûzï � èÅ$�ãfæ¡äcîYïFDoè3&Uå�ä�ïkí�øÁîRäoñ#ïkôkïMå\äoå�ædâ²æ�ãYäoå�ä�óIæ�ôkè²ø2í�æhù#îfãfïMí�è²øI�+ó�ãfè²ó4è²ã � ïkèoí\äoô�ä
GF

2/3 ò\æhí,�yù�äoí-îYè+ó�äoãYäÆèdãfæ�â²ïkûzæ � ïMíC��îfï � èzù#û+äöîRä)G�äÆó�ãrè²ó4è²ã � ïkè²í\äÍô�ä GF
2 �&è²ñ#îfïkå\äjì

@nù#îYãrè²ønäoøróIæ � îfè²ønå\äoøÙïkí-îYæ�ãYäoçVJjæ�ø�í�æ�ù#îYãrïkí�è é ó�ôkäoøfûKädîYäoûöñ#�hû ó4èjå#æhû øfæ�ãnæHGjó�ôMè²ãYä é
å�è²ø�ò � è²ûKèÊäÊä � æ�ôkæ�ãYäoçhõoè	å�æ`æhô/�WîYãrè²í�ø=ØÝ¦(§(ÚÛæþäÊæqG � ïMîYäoç¡õoè	ó\äÍãYäoûQ��îfãfï � ä¹å�æ`ó\äoãfæ�øKå#æ
í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø;Ø¨¦(«
ÚIóIæ�ô?äoø�è²í�å\äÍø�â²æ�ãYäoå�äoø,å�ù#ãYäoí-îYæ�ä�ïMí¾îfæhãfäoç¡õoè#ìf'BørîRäÍøAïkí-îYæ�ãYäoçVJjæ�ø�îYäoûöñ#�hû
ó4èjå�æ�û ôkæHDÍäoã�l&ý�è²ãrû+äÍç¡õoè~å�æÅè²í�å�äoøNå�æ � ü#èA�¾ù�æÙæÅø2"²ôkï¨îYè²í#ø�ØÝ¦U¦)Ú]ìf�ÅæhøÁîYæ � äoó�ÿ¨îYù�ôMèTDoäÍûKè²ø
å�æ�ãfïFDÍäoã�ù�ûKä�å�æhø � ãrïkç¡õÍè � ôS.oørøfï � ä�å�ækn�ù�ïkå�èoøÆä�øfæ�ãÆù#îYïMôkïF�¡äoå\äþí�è¹æhøÁîYù�å#è¹å�è²øÆãfæ�â²ïkûzæhø
ôkïMí�æ¡äÍãUæ+í\õoè é ôkïkí#æ¡äoã&å\äoø�ïkí-îYæ�ãYäoçVJjæ�øöí�æ�ù#îYãrïkí�è é ó�ô?äÍøfûKä#ì`á�ô/��û å�ïkørøfè�òBäÍí\äoôkïMøYäoãræhûzè²øUä
ïkí-îfæhãYäÍç¡õoè	æhí-îfãfæ�èoøzí#æhù#îfãfïkí#è²ødæ�ù�û ó�ô?äoørû+ä¹í\õÍè é ûKäoâ²í�æWîYïF�¡äoå�è¹å#æ�æ�ô/��îfãfè²í#øzæ`ÿMè²í�øhì
ê�ïMø � ùjîYïkãræhûzè²øNäoøróIæ � îYèoø � è²ûzè�ä~â²æ�ãYäoçhõoè&å�æÛè²í�å\äÍøBå�æÛó�ô?äoørû+änæÅä~ó�ãrèjå�ù#ç¡õoè&å�æÛó\äoãræhø�ò
äoørøfïkû � è²ûzèzäoøÛóIèoøføfÿhD²æ�ïkøÅäoó�ôMï � äÍçpJyæhøAæ�û äoørîfãfèoý�ÿMøfï � ä#ì

�	�(� )+*��,.- *�/102���4365879�:����*;��431<>=?0@��A�02BDCE7��!*GF'0H7JIK������0
L �����7��M��- �.�!*NF@0

O � O �QP � �t�SRUT �WVI� ���YX[Z���\Û�j�#�t���YX��!T \'T �^] �YX_T � �Ì���`Xy�
- è²ûzè¹ûKæ�í � ïMè²í\äoûzè²øÆäÍí¾îfæhãrïkè²ãrûKæ�í¾îfæoò�ä¹ïkí-îYæ�ãYäoçhõoè	å�è²ødí�æ�ù#îYãrïkí�è²ø � è²û ä¹ûKäÍî:��ãfïkäé�
â²æ�ãYäoôMûKæ�í¾îfæKå#æhø � ãfï¨îRä � è²ûKè�ù�û ó�ãfè � æ�øførè¹í\õoè é äoù#îYè é � èoí�øfïMørîYæ�í-îYæéØ¨¦
©)Ú]ì � äoô�å�æ�ø � ãrïkçhõoè
í\õoè��*D
.Íôkïkå�äKó\äoãfä÷ïkí-îYæ�í�øfèoøcn\ùAGjè²ø~å�æÆí#æhù#îfãfïkí#è²øhò�ó�äoãrîfï � ù#ô?äoãrûKæ�í¾îfæ2ó4è²ã	�¾ù�æ2í\õoèëôkæHDÍä
æhû � è²í-îRä%ä%ãfæhäoç¡õÍè%å�è%ûKæ�ïkè�ìö�Ùè%æhí-îRäÍí¾îfè�ò � è²ûKèÊè²øzí�æhùjîYãfïMí�è²øzïkí-îYæ�ãYäoâoæhû � è²û ä
ûKäÍî:��ãfï?ä+äÍîYãfäYD
�høUå\äëý�è²ãfçhäëý�ãfä � äjò�äoóIæ�í\äoø&ó4æp�¾ù�æhí�äoø � è²ãfãræhçVJjæ�øUí�äþå�ïMíKaoûzï � ä+å�ædù�ûKä



� � �Ûº Ð �! � ÐÂ� ����� �Q� � �O�Y� Ð ��� �#"�Á �C�%$M� Æ'& � � Ð]\ � �éÈ �M�½�U�Û�c�>�6� � �)� � �K� Ð]\ � �B�
N�í�ï � äÛó\äoãÁîYÿ � ù�ô?äÛøYõÍèÙí�æ � æ�øfø:.Íãfï?äÍø_Ø¨¦UÜ½Ú|ì=á ïkí-îYæ�ãYäoçhõoèÅý�ãfä � äÅóIèyå�æNøfæ�ã=å�æ�ø � ãfïMîYäÙæ�û îYæhãrûKèoø
å�ænù#û�ó4èoîYæ�í � ïkäoôIæWý�æ�îfïFD²èyØ¨¦
¤#òC¦
ª½Ú�äoåC�¾ù�ïMãfïkå#èöóIæ�ôkè²ø,í�æhù#îfãfïMí�è²øAæ�íC�¾ù\äoí-îYèdøfæ�ó�ãfè²ó�äoâ-äoû
ó4æhôkè�ûKæ�ïkè�òyèX�¾ù�æ�îYäoûöñ#�hû�óIèyå�æÙøfæhã,ïkí-îYæ�ãfó�ãræ�îRäÍå�è � èoûKèöù#û ÿMí�å�ï � æÙå#ænãfæWý�ãYäoçhõoèöó\äoãfä
è²øÆí�æ�ù#îYãrïkí�èoøyØ¬«3¦)Ú]ì¹'BøÁîYæ`óIèÍîYæhí � ï?äÍôAæ�ý�æWîYïFDoè¹îRäoûöñ#�hû ôkæHDoäÉl � äoãfâ-ä(æ�ôkæWîYãfèoû+äoâoíC��îfï � ä
ïkí#å�ùC�hïMå\äöå�èzí�æhùjîYãfïMí�è=Ø¬«U©(Ú]ì

'BûDù#û/îfãYäoñ�äoôkü�èÅó�ïMè²í�æhïMãfè�òY5%è²ôMý�æ�í�ørîfæhïMí1Ø¨¦
¤(Úyûzè²ørîfãfè²ù*�yù#æ,è²ø�í�æhù#îfãfïMí�è²ø�äoåC�¾ù�ïkãræhû
ù�û óIèoîfæhí � ï?äoô�æ�ý�æWîYïFDoè Vef

å#æhó4æhí�å�æ�í-îYæzå\äoø~ó�ãrè²ó�ãfïMæhå\äÍå�æhø~å�è`ûzæhïMè÷æÆå�èâç�øfäoñIèoãYç�å�èoø
í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø9æ�û¥�¾ù�æhøÁîRõoèé$pæ�ôkæ�îfã	9²í#ï � è#ò#ûöùC9oí�ï � èÆè²ùþîYäoùC9²í#ï � è[&Wì - è²í#øfæp�¾ù�æ�í-îYæhûzæhí-îfæoò>D(. é
ãfïMè²øUí�èYD²è²øöó#ãfè � æhørøfè²øöî	`hû øfïMå�è(ïMå�æhí-îYïhE � äÍå�è²øhò�å�è²øX�¾ù\äÍïkø2è�û+äÍïkøUí�èoî�.!Doæhô��Kè(æ�ý�æ�ïMîfè
�(ðB5/ò?�yù#æÆó�ãfæHDU`dù�ûKä+øfïMâ²í�ïFE � äÍîfïFDÍä � è²í[D²æhãrøYõoèþå�æÆøfäoñIèoãnæhíC�¾ù\äÍí¾îfè`è²ø~í�æhùjîYãfïMí�è²ønøræ
ó�ãrè²ó\äoâ-äÍû äÍîfãYä!DU��ø�å�æÛù�û�ûKæ�ïkè�Ø¨¦
ª(Ú|ì;á4�¾ù�ïCDÍäoûzè²ø;ý�è � äoôkïF�¡äoã=äUå#ïkíKaoûzï � ä�å�æÛù�ûîN#í�ï � è
í�æ�ù#îYãrïkí�è�ò¾å�æ�øfó�ãræp�häoí�å�èöè�æ�ý�æ�ïMîYèI�(ðB5/ì¾ág��äoûzïkô¨îYè²í#ï?äoí\ä^�¾ù�æ�å�æ�ø � ãfæVDoæ~ä�ó#ãfè²ó\äÍâ-äoç¡õÍè
å�æ&ù�û�í#æhù#îfãfïkí#èQ�&å\äÍå\äÆóIæ�ô?äÆæHGjó�ãræhøføfõoèéØ¨¦
ª(Ú

H = H0 + Hint =
√

p2
νc

2 + m2
νc

4 + Vef ,
$ ¢ ìF£)&

è²í�å#æ
pν

�÷è�ûKè²ûzæhí-îfè(å�è(í�æ�ù#îYãrïkí�è#ò
c
�ëä8DoæhôMè � ïkå\äoå#æ+å\ä(ôMùC�+æ mν

�ëä(û+äÍøføYä�å�è
í�æ�ù#îYãrïkí�è�ò,�yù#æ�ó4èjå#æ~øfæhãÛí\õÍèzí¾ù�ôkäÆå�æ2ä � è²ãrå�è � è²û�ãræhørù�ôMîYäoå�è²ø9ãræ � æ�í-îYæhøIØ¨©
°(Ú]ì

R�äoûzè²ø � è²í�ørïkå�æ�ãYäoãÙäoó4æhí\äoøÅí�æ�ù#îYãrïkí�è²øÅæhôMæ�îfã	9²í�ï � è²øÛæ�û ïMí-îYæhãfäoç¡õÍè � èoû ù�û ó�ô?äoørû+ä
ý�ãfïMè�òÛí\õoè é û+äÍâ²í�æ�îfï/�häoå�è�æ	í\õoè é � èoôkïkørïkè²í�äoôÛå�æ¹ÿkè²í#øëæ¹æhô/�WîYãrè²í�øhì áÙóIæ�í\äoø`è²øëæ�ô/��îfãfè²í#ø
� èoí¾îfãfïMñ�ù�æhû ó�äoãYäUäUïMí-îYæhãfäoç¡õÍèUý�ãfä � ä&å�æ;væ�ãfûzï]ò²æÅæhí-îYõoèöä&å�ïkíCaoûKï � änå�èoø�ÿMè²í�øNóIèyå�æÛøfæ�ã
å�æ�øfó�ãræp�¡äÍå\ä#ìf�AäÍøfæ¡äÍå�è²ø=í�äc0�äoâ²ãfäoí�â²æhäoí\äÛå�æ�ïMí-îYæhãfäoç¡õÍèÅý�è²ãrí�æ � ïkå\äÅóIèoã�5%è²ô¨ý�æhí�øÁîYæhïMí1Ø¨¦
¤(Ú
æ÷ù#îfïkôMï/�¡äÍí�å�è�ä(äoó�ãrèYGjïMû+äoçhõoèþøfæhûzï é � ô/.oøførï � ä¼$pè²í#å�æ÷è²ø�í�æhù#îfãfïMí�è²øöøfõoè�îYãfäÍîRäÍå�è²ø � è²ûzè
ó\äoãÁîYÿ � ù�ôkäoøBãfæ�ô?äÍîfïFDyÿkøÁîYï � äoø � è²û û+äÍøføYäjòyûKäoøNøfæ�û øfó�ïMíM&WòjðjïMôFDÍä PW[BToq¨� Ø¨©,£ÍòB© ¢ Ú4å�æ�ãfïFDÍäoãfäoû
äÆøfæ�â²ù�ïkí-îfæUæqGjó�ãfæ�øføYõÍè÷ó\äoãfädèdó4èoîYæ�í � ïkäoô�æWý�æ�îYïhD²èCä
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Vef = Lint = −GF√
2

(

ne −
Je · vν

c2

)

(CV + 1),
$ ¢ ì ¢ &

è²í�å#æ
Je

��ädå�æhí�ørïkå\äÍå�æ2å�æ � èoãfãfæ�í-îYæ2æ�ôkæWîYã	9oí�ï � ä#ò ne

��äzå�æ�í�øfïMå\äoå�æ�æhôMæ�îYã29²í�ï � ä#ò\æ
vν

�
ä�DoæhôMè � ïkå\äoå#æÙå�èoø�í�æ�ù#îYãrïkí�èoøhìBá�ôF�hû å�ïMøførè�ò

CV = 1/2+2sin2θW

òjèoí�å�æ
θW

�ÅèXaÍí�â²ù�ôMè
å�æk5%æhïMíyñ4æhãrâ�ì	á�æp�¾ù\äÍç¡õoè ¢ ì ¢ óIèyå�æ÷øræhãöâoæhí�æ�ãYäoôMï/�¡äÍå\ä�ó\äoãfä(è²øöå�ï¨ý�æhãræhí-îYæ�øöîYïkó4è²øöå#æ
í�æ�ù#îYãrïkí�è²øÆæëå#æëó\äoãrîfÿ � ù�ô?äoø�å�è	ó�ô?äÍøfûKä#ìâ'Nû ãfæhôkäoç¡õÍèÉl	äoó�ãfè!GjïkûKäoçhõoè(øfæ�ûKï é � ôS.oørøfï � ä#ò
æhôkä1�XD(.oôkïMå\äKørè²ûzæhí-îYæX�¾ù\äÍí�å�è`è � è²ûzó�ãrïkûzæhí-îYèKå�æÆè²í�å\ä÷å#æÆê�æ��,ãrè²â²ôkïMæ�å#èëí�æhù#îfãfïMí�è
λν = 2π~/pν

$
pν

ä�ûKè²ûzæhí-îfè�å�èþí�æ�ù#îYãrïkí�è3&T�zûöù�ïMîfè`ûKæ�í�è²ãP�¾ù�æ÷äþæhø � äoô?äëîYÿMó�ï � äþå#æ
� èoûKó�ãrïkûzæhí-îYè�å�è²øöó#ãfè � æhørøfè²øÆý�ÿMøfï � è²ø2æ�û �¾ù�æ�ørîYõoè�ò

λ ≈ λp = 2πc/ωp

òBè²í#å�æ
ωp

�ëä
ý�ãfæV�¾ùC`hí � ï?äzå�æ�ó#ô?äoørû+ädæhôMæ�îYã29²í�ï � è�ò ωp = (4πe2ne/m0)

1/2 $
m0

�2äzû+äÍøføYädå�æ�ãfæhó4è²ù�ørè
å�èÆæ�ô/��îfãfè²íëæ

e
�&äöù�í�ïMå\äoå�æ~å#æ � äoãrâ-äöæhôF��îYãrï � ä[&Wìfvä
��æhí�å#è CV ' 1

$pèoù
sin2θW ' 0.23

é ûzæhôkü#è²ãAå�æWîYæhãrûKïMí\äoçhõoèÆæHGjó4æhãfïMûKæ�í-îRäoôS&Wò\äÆæp�¾ù\äÍç¡õoè ¢ ì ¢ îfè²ãfí�ä é øræ

Vef = −GF√
2

(

ne −
Je · vν

c2

)

.
$ ¢ ìÝ§[&

'Børîfæöãfæ�øfù�ô¨îRäoå�è � è²í � è²ãrå\ä � èoû è+è²ñ#îYïMå�èzóIè²ã;�,æWîYü�æ�Ø¨¦
ª(Ú|ò4è²í�å�æUý�è²ï�ûzè²øÁîYãYäÍå�è%�¾ù�æ2í�è
� äÍøfè`å�æÆù�û ó�ô?äÍøfûKä+æhøÁîRä � ïkè²íK.ÍãfïkèÉ$

Je = neve = 0
&ÅèþæWý�æhï¨îYè÷å�èoø~æhô/�WîYãrè²í�ø~øfèoñ�ãfæÆù�û

í�æ�ù#îYãrïkí�èdó4èjå�æ~øræhãÅãfæ�å�ùC�hïMå�èzäÆù�û�ó4èoîYæ�í � ïkäoô�æ�ý�æWîYïhD²èzãfæhó#ù�ôkørïFD²è Vef =
√

2GF ne

ì
á�ó\äÍãrîYïMã&å\ä80�äoâ²ãfäoí�â²æhäoí\ä`îYèoîYäoôNó\äoãYäþè�í�æ�ù#îYãrïkí�è

L = L0 + Lint

ò=èoí�å�æ
L0

�Kä
0�äoâ²ãfäoí�â²æhäoí\ä��¾ù\äoøfæ é � ôS.oørøfï � äÆó\äoãYäÆèdí�æ�ù#îYãrïkí�èzôkïhDjãrænæ Lint

�&å\äoå\äÆó4è²ã ¢ ì¨§#ò\óIèyå�æ�ûKè²ø
è²ñ#îfæhãÛèdûKèoûKæ�í¾îfè � äoí,9²í�ï � èdå�èKí#æhù#îfãfïkí#è

Pν

ä

Pν =
∂Lν

∂vν

=
∂L0ν

∂vν

+
∂Lintν

∂vν

= pν +

√
2GF

c2
Je.

$ ¢ ì¨«3&
áô�ÙäoûKïMôMîfè²í�ï?äÍí\ä ¢ ìF£Æó�äoãYä÷ù�ûóN�í�ï � è÷í�æ�ù#îYãrïkí�èëïMí-îYæhãfäoâ²ïMí�å�è � è²ûÓè÷ó#ô?äoørû+äKîfè²ãfí�ä é øræ
æhí-îYõoè8Ø¬©,£HÚòä
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H =

[

(

Pνc −
√

2
GF

c
Je

)2

+ m2
νc

4

]1/2

+ Vef(r, t).
$ ¢ ì ¦
&

- è²ûDänä)Lrù#å\ä�å\ä�æV�¾ù\äoç¡õÍè~å�æ40�äoâ²ãfäoí�â²æ;Ø¨©
§(Ú]ò-ðjïkôhDoä PW[¼Toq¨� Ø¬©,£pÚyîRäoûöñ#�hû/å�æWîYæ�ãfûzïkí\äoãfäoû
äöý�è²ãfçhäÆæHGjæhã � ïkå�äzó4æhôMèzó#ô?äoørû+äöørè²ñ�ãfæ&èdí�æ�ù#îYãrïkí�èCä

Fν =
dpν

dt
= −

√
2GF

{

∇ne +
1

c2

∂Je

∂t
− 1

c2
vν ×∇× Je

}

,
$ ¢ ìÝ©[&

è²í�å#æ
d/dt = ∂/∂t + (vν · ∇)

ì�á�øræhûzæhôMü\äoí�çhä � èoûÓäzæhørîfãfù#îfù�ãYä+ý�èoãfûKäoô�å\äKý�è²ãrç¡ä+å#æ
0�è²ãfæ�í-î:�zóIæ�ãfûzïMîYædäþå�æVE�í�ïkçhõoè�å#è�ó4èoîYæ�í � ïkäoôBæhø � äoôkäoã φW

ò¼å�è�ó4èoîfæhí � ï?äoôoDoæ�îYèoã
AW

ò¼æ
å\ä � äÍãfâ-äÆå�èzí�æhùjîYãfïMí�è eWν

äÍøføfè � ïkäoå�è²ø^lÆïkí-îfæhãYäÍç¡õoèÆý�ãYä � ä#ò

φW = ne, AW =
Je

c
, eWν =

√
2GF ,

$ ¢ ì ÜU&
æ&æhí-îRõÍè ¢ ì¨©ÆóIèyå�æ~øræhãÛãfæ�æhø � ãfï¨îRädí\äöý�è²ãfûKä

Fν = eWν

{

Ee +
vν

c
× Be

} $ ¢ ìÝ¤[&
è²í�å#æ�äÍøÅå#æVE\í�ïMçpJyæhø

Ee = −∇φW − 1

c

∂AW

∂t
, Be = ∇× AW ,

$ ¢ ìÝª[&
ý�è²ãfäoû ù#îYïMôkï/�häoå\äoø�ò\æ � èoû è�a Tog a PÆ^yP�b�acXYPWZ\[dc � è²ãfãræhøfó4è²í�å#æhí�å�èylKæp�¾ù\äoçhõoèëå\ä � è²í-îYï é
í¾ù�ïkå�äoå�æ&å�è�n\ù�ïMå�èdå�æ&æhô/�WîYãrè²í�øhò

∇ · AW +
1

c

∂φW

∂t
= 0 ≡ ∇ · Je +

∂ne

∂t
= 0.
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ûKäoâ²íC�WîYï � è�æ9änå#èní�æhùjîYãfïMí�èní\änó#ãfæhøræhí�çhä~å�æ9ù�û � äoûzóIèÙå�æAý�è²ãrç¡äÙý�ãfä � ä#ìx'BørîRä~äÍí\äoôkèoâ²ï?ä
ïkí#å�ï � äëäþó4è²øførïkñ�ïMôkïMå\äoå�æ�å�è`í�æhù#îfãfïMí�è�âoæhãYäÍã~ó�ãfè � æ�øføfèoø � è²ôkæWîYïFDoè²ø~í\õoè é ôkïMí�æ¡äÍãfæhø�æhû ù�û
ó�ôkäoøfûKä#ò#å#èzûzæhørûKèdûzèjå#è��yù#æ�è²øÛæ�ô/��îfãfè²í#øhì

O � O � O e �N�gfN�ih`�R�F�#�kj�� ���lZ ��\Å�y���t���
'BíC�¾ù\äoí-îYè!å�æhø � ãfæHDyï?äoû äoøzó�ãfèoó�ãfïMæhå\äoå#æhøÉçWæhôkæWîYãrè²û+äÍâ²íC��îfï � äoøYç�å#è²øÆí�æhùjîYãfïMí�è²øzæhû ù�û
ûzæhïkè#ò(D(.oãfïMè²ø;äÍù#îYè²ãræhøBïMí¾îfãfèyå�ùC��ïkãYäÍûDè � è²í � æhïMîfè~å\ä � äÍãfâ-änæ�ô/��îfãfï � ä�æWý�æ�îYïhDÍä�å�è~í�æ�ù#îYãrïkí�è�ì
á å�æVE�í�ïkçhõoè�å#æ � äoãfâ²ä æWý�æ�îYïhDÍäg$�è²ù ïkí�å�ù,�hïkå�ä#ò�è²ù æp�¾ù�ïhDÍäoôkæ�í¾îfæY&÷øfù#ãfâ²ïMù å#æ%ûKäoí�æ�ïkãYä
ïkí#å�æhó4æhí�å#æhí-îYæÅæhû � .oô � ù�ôkè²ø;ý�æ�í�è²ûzæhí�èoô/"²â²ï � è²ø=æhû�ý�ÿMøfï � änå�æÅó�ô?äoørû+ä�Ø¬©,£²ò3©(«#ò3©[¦jò3©
©jò3©[Ü½Ú
æ&í\äöîYæ�è²ãfïkädå#æ � äoûzóIè²øÛäöîfæhûzóIæ�ãYäÍîfù�ãYäoø_E�í�ïMîYäoøPØ¬«U©#òK©U¤(Ú|ì

ð#äoñ4æhûzè²ø��¾ù�æ`è¹í�æhùjîYãfïMí�è	í\õoè	ó4è²øførù�ïAù�ûKä � äoãrâ-ä¹æhôF��îYãrï � ä(í�èÉD
. � ù�è�ò�äoó4æhí�äoødä
ç � äoãfâ-äCç e/2 sin θW

äoøførè � ï?äoå\ä%lKý�è²ãrç¡äKý�ãfä � ä#ò4è²í�å#æ θW

�öèkaoí#â²ù�ôkèKå�æI5%æhïMíyñ4æhãrâ�ìb�Åè
æhí-îYäoí-îYè�ò�óIèyå�æhûzè²øöûzè²øÁîYãYäÍã��yù#æþæ�û ù�û ûzæhïMè¹å�ïkøróIæ�ãførïFD²è	èÊí�æhùjîYãfïMí�èö$ � è²û ûKäoøføfä
äoãrñ�ïMîfã:.oãrï?ä[&2äÍåC�¾ù�ïkãræ�ù�ûKä � äoãrâ-ä%ïMí�å�ùC��ïkå\ä	ãfæhäoôÛå�æVDyïkå#èÅl%ó4è²ôkäoãfïF�¡äoçhõoè	å�è!ûzæhïMè�ìõ@
í�æ�ù#îYãrïkí�è`æhøÁî�.`øfæ�ûKó�ãræÆøfù½Lræ�ïMîfèml÷ý�è²ãrç¡ä÷ý�ãYä � äëâ²æhãfäoå\äëó4æhãfûKäoí�æ�í-îYæhûzæhí-îfæzó4è²ã~ó4æhãÁîYù�ã é
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ò � ù)Lrè�ä � è²ó�ôkäoûKæ�í-îYè � èoû è
í�æ�ù#îYãrïkí�è^��å#æhø � ãfï¨îYè�ó4æhôkä � è²í�øÁîRäoí-îYæ e/2 sin θW

ì - è²ûzè�äoø¼ïkí-îfæhãYäÍçpJyæhø¼å�æ � è²ãfãræhí-îYæ�í�æhù é
îYãfä�$�îfãfè � ä÷å�æÆñ#"²øfèoí�ø Z0

&Ùè � è²ãrãfæ�ûÓæhí-îfãfæöîYèyå�è²ø~èoønôkæ�ó#îYè²í#øhò�í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø~å#æ��yù�äoô/�¾ù�æ�ã
îYïMóIè+óIèyå�æhû ïkíAn\ù�æhí � ï?äÍãnù�û â²ãYäoí#å�æÆí3N�ûKæ�ãfèëå�æÆó�äoãrîfÿ � ù#ô?äoø � äoãrãfæhâ²äoå\äoø�ò�å�æhørôkè � äoí#å�è
æhôF��îfãfè²í�ø&æ�û ãræhôkäoç¡õoèþäþÿkè²í�ø&ó4æhøfäoå�è²øNm~æzå\äoí�å�è�è²ãfïMâ²æhûilþó4è²ô?äÍãfï/�häoç¡õÍèëå�è�ûzæhïMèon�ì+á
� äÍãfâ-äþæhô/�WîYãrï � äþïkí�å#ùC�hïMå\äm�Kí\äoå\ä�ûKäoïMø��¾ù�æ÷ä�å�æ�í�øfïMå\äoå�æ÷æ�ôkæWîYã	9oí�ï � äþí\õÍè é ü�èoûKè²â
`hí�æhäprq�s1tvu;wEsUsyxNu�zG{r|y}G~v��{Qw��y{��Wu;wEs�����{r|y};��u;sY�%��u;sr��z;}N|�}Nw��y�vwE�%u.}�w%{r����|�}N~����%}G��{'��u��1{r�vu>�Wu;��u.�%�
��u���u���Q� s���{��y�v�#u.��{��#uG~�}N|y�v��}G�rxNu'��{��%����{r�vu�����s���{r|ys��v�;u'��u;|Y�%��w%{Q���y|���w%u'{Q����u����v��{Qw��yu`���ytv�E���r}
wExGu	s��>�E}G|y}>�%~�}Gs���}Gsr����};s��y}G� �#�Q�¡��}N|�}�¢;��}N~�¢;�E{Q|���{Q��u	¢��%{.�Wu;w���{QwE£E}>�Q}N|yz;};s1~v����|�{�s�¤¥��{W��}N��sQ�
s�{Q�����QuGwE�%����u;|�{�sQ��{W���N�§¦



� � �Ûº Ð �! � ÐÂ� ����� �Q� � �O�Y� Ð ��� �#"�Á �C�%$M� Æ'& � � Ð]\ � �éÈ �M�½�U�Û�c�>�6� � �)� � �K� Ð]\ � � ¿
�¾ù�æöørù�ãfâ²æ2äoè+ãræhå�èoã�å�è÷í#æhù#îfãfïkí#è�òIæ*�2å�æWîYæ�ãfûzïkí\äoå�äzó4æhôkä � èoí�ørîYäoí-îYæöå�æ2ä � èoó�ô?äoûzæhí-îfè
GF (1 + 4sin θW

2)/
√

2
æ&ó4æhôkèdãfäoïkèdå�æUê�æ�ñ3 oæöå�èzó�ô?äÍøfûKä#ì�'BíC�¾ù\äoí-îYèKøfæUûKèYD²æ�Lrù�í-îYä é

ûzæhí-îYæ � è²û è÷í�æhùjîYãfïMí�è�òIæhørîYä � äoãrâ-ä+æWý�æ�îYïhDÍäKó4èjå�æ2ïkí�å�ù,�hïkãÅãYäÍå�ï?äoçhõoè+æ�ôkæWîYãfèoû+äoâoíC��îfï � ä
æ&è²ù#îfãfè²ø9ó�ãrè � æhørøfè+ãfäoå�ïkäÍîYïhD²è²øTØ «[©(Ú|ì

á � äoãrâ-äzïMí�å�ùC��ïkå\äÆå�èdí�æ�ù#îYãrïkí�èzæhû�ù�û ó�ô?äÍøfûKäöóIèyå�æ&øfæ�ãÙå�æWîYæ�ãfûzïkí\äoå�ädå#æPD(.oãrï?äoø
ûKäoí�æhïMãYäoø�Ø¬©,£²ò^©U©)Ú]ì¥�Ùè � äoørè�å\ä�ý�ÿkøfï � ä�å�æÊó\äoãÁîYÿ � ù�ô?äÍøëæ%å\ä�îYæ�è²ãfïkä�å#æ � äoûKó4è²ø�ò~ä
ïkí-îfæhãYäÍç¡õoèÛæhí-îfãfæNèÛí�æhù#îfãfïMí�èÛæBèÅûzæhïMè9óIèyå�æBøræhã�å�æhø � ãrïMîRäÅäÍîfãYä!DU��ø¼å#è.¨ PWX¸[mPr© å�èÛí�æ�ù#îYãrïkí�è�ì
- è²ûzè¹ý�è²ïAå�ï¨îYèÊäoí-îYæ�ãfïkèoãfûzæhí-îYæÍò�í\õÍèâ�`ó4è²øførÿFDoæhôÛå�æVE�í�ïkãÆù�ûKä � äoãrâ-ä¹óIèoí¾îfù\äoô9ó\äÍãYä¹è
í�æ�ù#îYãrïkí�è�òAäoóIæ�í\äoøKù�û+ä	å�æ�í�øfïMå\äoå�æ�å�æ � äoãfâ-äjì áÙô/��û�å�ïkørøfè�òAí�õoè¼��æhøfó4æhãfäoå�èÅ�¾ù�æ�ä
îYãfä)Lræ�î	"²ãfïkäþå#æ÷ù�û í�æhùjîYãfïMí�è(øræ Lfä(äoô¨îYæ�ãYäoå\äþóIæ�ô?äþó�ãfæ�øfæhí#ç¡ä(å�æKù�û � äoûzóIè�û+äoâoíC��îfï � è
ù�í�ï¨ý�è²ãfûzæoòjæhûöñ4è²ãfäzäÍôkâ²ù�í#øÛäoù#îYèoãfæhøÛå�ïMø � ù#îRäoû�äzó4è²ørøfïkñ#ïkôkïMå\äoå�æÙå�æhørøYäzïkí-îYæ�ãYäoçhõoèyØ¨©
ª(Ú]ì

O � O ��ª «Ù�B�¬I� � �N�������#� T �B�j�kj��
áAî:�ÛäÍâ²è²ãYänå#ïkø � ù#îYïMûKèoø;äoó4æhí\äÍøNäoøBó�ãfèoó�ãfïMæhå\äoå#æhøBå�ïMíKaoûzï � äÍø=å�è²øBí#æhù#îfãfïkí#è²øhì�á�ó4æhøYäÍãBå\ä
ïkí-îfæhãYäÍç¡õoèUøfæ�ã�ý�ãYä � ä#ò[Dyïkûzè²ø��yù#æ�è²ø�í�æhùjîYãfïMí�è²ø�øYõoè2äÍý�æ�îYäoå�è²ø�ó4æhô?ä&ó�ãræhøfæ�í�ç¡ä�å�è2ó�ôkäoøfûKä#ì
ê�è`ûzæhøfûzè÷ûzèjå#è�òFæ�øfó4æhãYä é øfæ��¾ù�æÆèëó�ôkäoøfûKä+øræ Lfä`äÍý�æ�îYäoå�èëó4æhôkä÷å�ïkøÁîYãfïMñ�ù�ïMç¡õoèKå�æÆí�æhù é
îYãrïkí�èoøhìfÞÅû+äöäÍí\äoôkèoâ²ï?ä � è²û äoøAè²í#å\äoø9æhôMæ�îfãfè²ûKäoâ²íC�WîYï � äoø�óIèyå�ænøræhã9æ�ørîRäÍñIæ�ôkæ � ïkå\äAä;ù�ûKä
å�ïMørîYãrïkñ�ù#ïkç¡õÍè+ôkè � äÍôkï/�häoå\ädå�æöýj"oîfè²í�ønæqG#æ�ã � æzù#û+ä+ý�è²ãrç¡ä+ó4è²í�å#æhãfèoûKèoîfïFDÍä+ørè²ñ�ãfæÆèëûzæhïMè�ò
� èoãfãfæ�øfó4è²í�å�æ�í�å�è�äoè`â²ãYäoå#ïkæhí-îfæzå�ä`ó#ãfæhørøYõoè�å�ædãYäoå#ï?äoçhõoè�ú�óIèoãrîRäÍí¾îfè�ò�ù�ûKä÷ý�è²ãfçhäþørïkûzï é
ô?äÍãÅå#æVD²æ2øfù�ãrâ²ïkã��¾ù\äoí�å#è÷ù�ûKäKå�ïMørîYãrïkñ�ù#ïkç¡õÍèzôMè � äoôkïF�¡äoå�äöå�æ2í�æ�ù#îYãrïkí�èoøÙæ�ørîYïhD²æ�ã�ó�ãræhøfæ�í-îYæ
Ø «3¦½Ú|ì8�ÙämD²æ�ãfå\äoå#æoò�ä�ý�è²ãrç¡ä�ó4è²í�å#æhãfèoûKèoîfïFDÍä`æHGjæhã � ïkå�ä(æhû ù�û ûKæ�ïkèþóIè²ã�ù�û � äoûzó4è
í\õoè é ù�í�ï¨ý�è²ãfûzæc$på�æAí#æhù#îfãfïkí#è²ø;è²ùöýj"oîfè²í�ø:&�óIèyå�æ,îYäoûöñ#�hûDøfæ�ãoDjïMørîYä � è²ûzènù�û)æ�ý�æhï¨îYènûQ� é
å�ïMè � äoù�øfäoå�èUóIæ�ôkè&â²ãYäÍå�ïkæ�í¾îfæÛå�æÛó�ãfæ�øføYõÍèI�¾ù�æÅøfù�ãrâ²æÙå#æVDyïkå�è�ä~í\õoè é ü�è²ûzè²â²æ�í�æhïMå\äoå�æ�øBí\ä
å�ïMørîYãrïkñ�ù#ïkç¡õÍè�æhøró\ä � ï?äoôyå�æAó\äÍãrîYÿ � ù�ôkäoø=èoùX�¾ù\äoøfæ é ó\äÍãrîYÿ � ù�ôkäoøhì;ðjïkôhDÍä PW[¼Toq¨� ØÝÜ(°(Ú�äÍó�ãfæ�øfæhí-îYä é
ãYäÍû�ù�ûKäzäÍñIè²ãrå\äoâ²æ�û¥�¾ù�æUóIæ�ãfûzïMîYæ~âoæhí�æ�ãYäoôMï/�¡äÍã9è � è²í � æ�ïMîfèKå�æ~ý�è²ãrç¡ädóIèoí�å�æhãrè²ûzèoîYïhDoä
ó\äoãfäÆè²ù#îYãfäoø � è²í#å�ïkçVJjæ�øAý�ÿkøfï � äoø9èoùþèoù#îYãfäoø��yù�äoøfæ é ó\äoãÁîYÿ � ù�ôkäoøÛäoô/��û�å�èoøÛýj"ÍîYè²í�ø�ì



� � �Ûº Ð �! � ÐÂ� ����� �Q� � �O�Y� Ð ��� �#"�Á �C�%$M� Æ'& � � Ð]\ � �éÈ �M�½�U�Û�c�>�6� � �)� � �K� Ð]\ � �,Ä
ÞÙûKä*D²æV�T�¾ù�æ~èÆó�ô?äÍøfûKä�ó4èjå�æ�øfù�ó4è²ãrîYäoã,ûzèyå�è²ø � è²ôkæWîYïhD²è²ø�ò#æhøróIæ�ãYä é øfæ~ù�û ä � N�ûöù�ôMè

å�æAí#æhù#îfãfïkí#è²ø=í\äÍø;ãfæ�â²ï/Jyæhø�å�æAñ\äoïÙG#ä�å�æhí#øfïkå�äoå�æAå�æ,æhô/�WîYãrè²í�øhòoèT�yù#æAôkæHDoä�ä�ù�ûDâ²ãYäoå#ïkæhí-îfæ
å�æ9ó�ãræhørøYõoè&í�èbn\ù#ïkå�ènå#æ9í�æhù#îfãfïMí�è²øhìx'BørîYæÛâ²ãfäoå�ïMæhí-îYæ � äoù�øfä~è&äoù�ûzæhí-îYè~å\ä�ý�èoãfç¡äb�¾ù�æ9èoø
í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø~æqGjæhã � æhû ørè²ñ�ãfædèëó�ôkäoøfûKä#ò�æ � è²í�øfæV�¾ù�æhí-îYæ�ûKæ�í-îYæ+ù#û+ä÷ïMí¾îfæhí�øfäëûKèyå�ù�ôkäoç¡õoè
í\äöå�æ�í�øfïMå\äoå�æ~æ�ôkæWîYã	9oí�ï � ä#òyý�èoãfûKäoí�å�è2äoøførïkû�ù�û qkaSaRV ìf'BøÁîRäÆå�æhø � ãrïkç¡õÍè��næp�¾ù�ïhDoäÍôkæhí-îfæTl
ïkí#ørîRäÍñ�ïkôMïkå\äoå#æ=å�æBå�èoïkø�ý�æhïÙGjæhø�$ [Âà,a9QW[|XYPfTob�ilZ#QW[]T-shilq il[�ñ &Fâ²æ�ãYäoå�äÛó4è²ã�ù�û ý�æhïhGjæBå�æNæ�ô/��îfãfè²í#ø
æhû�ù#û�ó�ô?äoørû+äjò�è²ùûloøzïkí�øÁîRäoñ�ïMôkïMå\äoå�æ�ø��ÙäoûKäoí�ó�ãrèjå�ù,�hïkå�äoødóIè²ãdýj"oîfè²í�ødå�ù�ãfäoí-îYæ(äÍø
ïkí-îfæhãYäÍçpJyæhønôkäoøfæ�ã é ó#ô?äoørû+ä#ìc�mí�å�æhó4æhí#å�æhí-îYæzå�è²øÙîYïkó4è²ønå#æöïkí-îYæ�ãYäoçVJjæ�ø~æhí[D²èoôFDyïkå\äÍøhòFîfèjå�èoø
æhøÁîYæ�ø�ó�ãrè � æhørøfè²ø � è²ôMæ�îfïFD²èoø;óIèyå�æ�û øfæ�ã � ô?äoørøfïhE � äoå#è²ø � è²ûzè&ïkí�øÁîRäoñ#ïkôkïMå\äoå�æ�ø=å�æ9ý�æ�ïhGjæPØÝÜB£pÚ]ì

ÞÅîfïkôkïF�¡äoí#å�èëäëûKæ�øfûKäëå�æhø � ãfïMç¡õoè=�¾ù\äoøræ é � ôS.oørøfï � äëå\ä`øfæhçhõoè ¢ ì ¢ ìF£²ò¼ðyïkôFDÍä PW[�Toq¨� Ø¬©,£pÚ
å�æ�ãfïFDÍäoãfäoû ä÷øfæ�â²ù�ïkí-îfæÆæHGjó�ãfæ�øføfõoè�ó�äoãYä÷ä+ý�èoãfç¡ä÷ó4è²í�å#æhãfèoûKèoîfïFDÍäKå#è²øní�æ�ù#îYãrïkí�è²ø�øfè²ñ�ãræ
ù�û�æ�ô/�WîYãfèoí�ä
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øfõoè÷è÷ûzè²ûzæhí-îYèKæöä%Doæhôkè � ïMå\äoå�æ�å�è÷æ�ô/��îfãfè²íFòIãræhøfó4æ � îYïhDoäÍûKæ�í¾îfæoò�æ
Jν =

nνvν

�däëå�æhí#øfïkå�äoå�æÆå�æ � è²ãfãræhí-îYædó\äoãfä÷è²ø~í�æ�ù#îYãrïkí�è²øQ$ nν

änå�æhí#øfïkå�äoå�æÆå�æÆí�æ�ù#îYãrïkí�èoø�&Wì
- è²ûzèÆæhãfäöæhøfó4æhãfäoå�è�ò\æ�ørîYädæV�¾ù\äoç¡õÍèdîfæhû�äöûKæ�øfûKä2ý�è²ãfûKä2æhøÁîYãrù#îYù�ãfäoô�å\äöæV�¾ù\äoç¡õÍè ¢ ìÝ©#ò
ûKäoø=å�æHD²æ�ûKè²øBôMæhûöñ#ãYäoã6�¾ù�æ9ä�ý�è²ãrç¡äÙîfèoîRäoôyøfèoñ�ãfæAè�æhô/�WîYãrè²íöå�æHD²æ9ïkí � ôkù#ïkã�ä�ïkí-îYæ�ãYäoçhõoènæ�ôkæ é
îYãrè²ûKäoâ²íC�WîYï � ä#ì7��èyå�æhûzè²ø�í�èoîRäÍã��¾ù�æÅïkí-îfæhí�ørè²ø�âoãYäoå�ïMæhí-îYæ�ø�å�ä�å�æ�í�øfïMå\äoå�æÅå�æÅí�æhù#îfãfïMí�è²øhò
è²ùþâ²ãYäÍí�å�æhø4DÍäoãrï?äoçVJjæ�øAîYæhûzó4è²ãYäoïMøAå�æ

Jν

ò\ãfæhørù�ôMîYäoãYõÍèzæ�û�ù�ûKäÆâ²ãYäoí#å�æ~ý�è²ãfçhäzó4è²í�å�æ�ãfè é
ûzèoîYïhDoäUøfè²ñ#ãfæ~è²ø9æ�ô/��îfãfè²í#øhì��=äÍãYäÆó\äoã	aoûKæWîYãrè²ø�îfÿkó�ï � è²øAå#æ~øfù�ó4æhãrí�èYDoäÍøhòM�,ïMí�â²ü\äoû PW[�Toq¨�
Ø «3¦½ÚNå�æWîYæhãrûKïMí\äoãfäoû ä�ãfä
�¡õÍè�æhí-îfãfæKäþý�è²ãrç¡ä�ó4è²í�å#æhãfèoûKèoîfïFDÍä | Fp | æKä`ý�è²ãrç¡ä � è²ôMïkøfïMè éí\äoô=í�æhù#îfãfïMí�è é æ�ô/�WîYãfèoí | Fcol |

ä | Fp |/| Fcol | ≈ 1010
ò�ïkøÁîYè��Íò¼èoø~æ�ý�æhï¨îYè²ø � è²ôkæWîYïhD²è²ø~øfõoè

ûöù�ï¨îYè&ûKäoïkøBørïkâ²í�ïhE � äcîYïFDoè²ø��¾ù�æÙèoø � è²ôkïMøfïkèoí\äoïkø4$pè²ñ[Dyï?äoûzæhí-îfæÙä~ý�è²ãrç¡ä � è²ôMïkøfïMè²í\äoô,�Ùûöù#ïMîYè
ó4æp�¾ù�æhí�ä#òvûKæ�øfûzèÆó\äoãYäÆó�ôkäoøfûKäoø9å�æ�ð,�Åøhò\ù�ûKäXD²æV�*�¾ù�æ��~ó�ãfèoóIè²ã � ïMè²í\äoô�ä σν ∝ G2

F

&Wì



� � ®¯® � �M� Ð � Á Ð �!°[� ÐÂ� � � ÆTÇ ���K�U� � � � �éÈ ��� Ð ��� �B¡
�	�r± ²¯7��.�M*�0 =¡*��³��!*;/�0 7´B�µ��¶0.�1·	7932��7¸I6¹���*;���
O ��ªÛ�QP ºö���N�#�t� e �Á�S»F�j�QVI�
- è²ûzèÉDjïMûKèoødäoí-îYæhãrïkè²ãrûKæ�í-îYæoò�ó\äoãfäÊïMí-îYæhí#øfè²ø�n\ùAGjè²øzå�æ`í�æ�ù#îYãrïkí�è²ødù�ûKä	äoñ4è²ãfå\äÍâ²æhû
äoù#îfè é � è²í�ørïkørîfæhí-îYæ�$j�¾ù�æ � è²í-îYæ�í�ü\äUä~ãfæ¡äÍç¡õoè&å�è&ûzæhïkè[&�îYèoãfí\ä é øfæ9í�æ � æ�øfø:.Íãfï?äjì;á�ôF�hû�å#ïkøførè
ä`ïkí-îYæ�ãYäoçhõoè`í�æhù#îfãfïMí�è é ó#ô?äoørû+äk�dù�û ó�ãrè²ñ�ôMæhûKä`å#æzû2ù�ïMîfè²ø � è²ãróIèoøhò¼æKæ�í¾îYõoèþøfù\äþå�æhø é
� ãrïkçhõoè	å�æVDoæ�øfæ�ãKñ�äoøfæhäoå\ä%æ�û�ù�ûKä¹îfæhè²ãrï?ä � ïMíC��îfï � ä	ó�äoãYä	è²øzí�æhù#îfãfïMí�è²ødæ`è%ó�ôkäoøfûKä#ì
R�äoûzè²ønäÍøføfù#ûKïMã;�¾ù�æÆûzæ � äoí�ïkørûKèoøÙí\õÍè é � è²ôkïMøfïkèoí\äoïkø9å#è²ûKïMí\äoû ä+å#ïkíKaoûzï � äzå#èëó�ô?äoørû+ä
$pïMørîfè��oò\äöý�ãfæV�¾ùC`hí � ï?äöîYÿMó�ï � äöå�è²ø9ó�ãrè � æhørøfè²ø � èoôkæ�îfïFDoè²ø9æhû �yù#æhørîYõoèQ�~ûöù�ïMîfèöûKäoïkè²ã��¾ù�æ
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�¾ù�æhôkä
è²ñ#îfïkå\ä�äÍîfãYä!DU��ø�å#è ý�è²ãrû+äÍôkïkørûKè¼0�äoâ²ãYäÍí�â²æ¡äÍí�èg$pøfæ�ç¡õoè ¢ ì ¢ òXØ¬©,£pÚS&Wì 'BørîRäÍø�æV�yù�äoçpJyæhø�ò
Lrù�í-îRäÍûKæ�í¾îfæ � è²ûÓäoø&å�æQ��ä½GBt�æhôkô^$j�¾ù�æKå#æhø � ãfæHD²æhû äëæVDoè²ôkù#ç¡õoèþäoù#îfè é � è²í�ørïkørîfæhí-îYædå�èoø
� äÍûKó4è²ø=æ�ô/�WîYãfï � èÙæAû+äÍâ²íC��îfï � è3&Wòxý�è²ãfûKäoû�è � è²í½Lrù�í-îYè�å�æAæp�¾ù\äÍçpJyæhøBù#îfïkôkïF�¡äoå#èÙí\ä�äoíK.oôMïkøfæ
å\äoøÛïMí¾îfæhãfäoçpJyæhø � è²ôkæWîYïFDÍäoø9í#æhù#îfãfïkí#è é ó�ôkäoøfûKä#ì



� � ¸ �*�Â� �p� �â� � Æ ��°[�Y�)�#� � � �V�#� � �M�
�	�kÀ L ¹;0.3Á- 0 ��7¸BD¹;³����M�4�3Â7¸ÃÄ�4�3
O ��ÅÅ�QP Æ²�`X-�j�B�n� ] �Á�Ù�N�������Ç«Ù����ÈÛ�
�Ùæ�ørîfæ � äÍó�ÿMîfù�ôkè�DÍäoûKèoø � è²í�ørïkå�æ�ãYäoãÅù�û â[.oøÛý�ãfïMèKå�æUí�æ�ù#îYãrïkí�è²øÅæhôMæ�îfã	9²í�ï � è²øI$ ∇Pν = 0

&
ïkí-îfæhãYäÍâ²ïkí�å#è � è²û ù#û�ó�ô?äoørû+ä�ý�ãrïkè�$ ∇Pσ = 0

&¸ò,í\õoè é ûKäoâ²í�æWîYï/�häoå�è(æ`í\õÍè é � è²ôkïMøfïkèoí\äoô
å�æÆÿMè²í�øY$�Énó�ã	"oîfè²í�ø:&�æÆæhô/�WîYãrè²í�øhò�è²í#å�æÆè²ø&ÿkè²í#ønæhøÁîRõoè`æhûÓãfæhó4è²ù�ørè�ìÆá�ôF�hû å�ïkørøfè�ò�æ�ørîYù é
å\äoãræhûzè²ø�äoóIæ�í\äoøÆäþâ²æhãfäoç¡õÍè(å�æ+ûzèyå�è²øUæhôkæWîYãrè²ørî:.ÍîYï � è²ø�ò=ïkøÁîYèm�oò ∇ × E = 0

ì�áÙøførïkûþò
æhí,�yù�äoí-îYèÆäoø�æp�¾ù\äoçVJjæ�ø ¢ ìh£!«2æ ¢ ìh£)ÜUûKäoí-î:`�û�ä�øfù�ä�ý�è²ãfûKä#ò¾äoø�æp�¾ù\äoçVJjæ�ø ¢ ìh£)¦Uæ ¢ ìh£Y¤�øræ
ãfæ�å�ùC��æhû ä

∂pν

∂t
+ (vν · ∇)pν =

√
2GF

{

−∇ne −
1

c2

∂Je

∂t

1

c2
vν × (∇× Je)

}

,
$ ¢ ì ¢ °[&

∂pe

∂t
+ (ve · ∇)pe =

√
2GF

{

−∇nν −
1

c2

∂Jν

∂t
+

1

c2
ve × (∇× Jν)

}

− eE.
$ ¢ ì ¢ £Y&

��èyå�æ�ûKè²ø�í�èoîRäÍãb�¾ù�æÆí�èëô?äÍå�è÷å�ïMãfæhï¨îYè÷å�ä÷æp�¾ù\äoçhõoè ¢ ì ¢ °+í\õoèëüK.+îfæhãrûKè`äoôMâ²ù�û ãfæ�ô?ä � ï é
è²í\äÍå�èëäoè²ø�ó�ã	"oîfè²í�ø�ò�èk�¾ù�æÆæhãfä+æhøróIæ�ãYäoå#èþù#û+ä�D²æp���¾ù�æöèoøní�æhùjîYãfïMí�è²øní�õoè÷ïkí-îfæhãYäÍâ²æhû
� èoû æ�ørîRäÍøëó\äoãrîfÿ � ù�ô?äoø8$ Giνe

≈ 0
&¸ìµ��è²ã+æhøføfä�ãYä
�hõoè�òÛæ�îRäÍûöñ>��û å�æVDyïkå#è�ä�â²ãYäoí#å�æ

ïkí,�hã � ï?ä+å#è²ønÿkèoí�ønæhû ãfæ�ô?äoçhõoèëä÷å�èoønæhôF��îYãrè²í�ø�ò�í\õoèëüK.÷ó#ãfè²ñ�ôMæhûKä+æhû å�æ�øfó�ãræp�¡äÍãfûzè²ø&ä
å�ïMíKaoûzï � äþå�è²øÆÿMè²í�øhì%á�ørøfïkûþòNäoó4æhí\äÍødä	å#æhí�ørïkå\äoå#æëæhôkæWîYã29²í�ï � äé�ëóIæ�ãrîfù�ãfñ\äÍå\ä#òNæëæhørøYä
�¾ù�æhñ#ãYä+í\äQ�¾ù\äoøfæ é í�æ�ù#îYãfäoôkïMå\äoå�æ�å�è+ó#ô?äoørû+ä��2äKãfæhøróIèoí�ø:.!D²æ�ô=ó4æhôkäKâ²æ�ãYäoçhõoè+å�è � äoûzó4è
æhôMæ�îfãfè²øÁî�.Íîfï � è

E
äoørøfè � ï?äÍå�è8lÍøUèoí�å\äoø&å�æzó�ô?äÍøfûKä#ìÆá�øUæp�¾ù\äÍçpJyæhøöä � ïkûKä÷å�æHD²æhû æ�í¾îYõoè

øfæ�ã � èoûKó�ôMæhûzæhí-îRäÍå\äoø2ó4æhôkä�æp�¾ù\äÍç¡õoè¹å�æy�¼è²ïkørøfè²íFò ∇ · E = −4πeδne

òBèoí�å�æ
δne

�ëä
ó4æhãrîfù�ãfñ�äoç¡õoèKí\äKå#æhí�ørïkå\äoå#æ2æhôMæ�îfã	9²í�ï � äm$ n0 = ne0 = ni

�öäzå�æhí#øfïkå�äoå�æUå�è÷ó�ôkäoøfûKäÆí�è
æp�¾ù�ïMôkÿMñ�ãfïMè3&Wì

á�í\äÍôkïkøfäoãfæ�ûKèoøÆó�ãfïMûKæ�ïkãYäÍûKæ�í¾îfæ÷èÊæhørî:.oâ²ïMèÊôMïkí�æhäoãÆå\ä	ïkí-îYæ�ãYäoçhõoèöØÝÜ
ª½Ú]ò�æþæ�í-îRõoè%óIè é
å�æ�ûKè²ø � è²í�ørïkå�æ�ãYäoã+è²ø÷æhôF��îfãfè²í�ø+í\õoè é ãfæhôkäÍîYïhDyÿkørîfï � è²øhò pe = m0ve

$
γe ≈ 1

&¸ì R�äoûKèoø
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øfù#óIè²ãAîYäoûöñ#�hû�ù�û�ý�æ�ïhGjænûzè²í�èyæhí�æ�ãfâU�WîYï � èÆå�æ~í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø � è²û DoæhôMè)DyïMå\äoå�æ~ïMí�ï � ï?äoô vν0

ò
æX�¾ù�æöè+ó�ô?äoørû+äzæhøÁî�.÷ïkí#ï � ïkäoôkûzæhí-îfæUæ�û ãræhó4è²ù�ørè�ì~á�ôF�hû å�ïkørøfè�ò#DÍäoûKèoønäoørøfù�ûzïkã;�yù#æÆä
D²æ�ôkè � ïMå\äoå�æzå�ædýpäoøfæKå\ä�è²í#å\ä�æqG � ïMîYäoå\ä�í�õoè � è²ïkí � ïkå�æ � èoû ä=D²æ�ôkè � ïMå\äoå�æzå�è�ý�æ�ïhGjæ+å#æ
í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø*$päoøførïkû�ó4èjå#æhûzè²ø9å�æhøró�ãfæV�¡äoãÅè²øÛæ�ý�æ�ïMîfè²ø � ïkí,��îYï � è²ø:&Wì - è²û äzä)Lrù�å�äzå\ädæp�¾ù\ä é
ç¡õÍè

dEν/dt = vν · Fν

ó\äoãYädä�DÍäoãfïkäoç¡õoèÆå�ädæ�í�æhãrâ²ï?äÆå�èoøÙí�æ�ù#îYãrïkí�èoøhò�æ&ôkïMí�æ¡äÍãfï/�häoí�å�èdäÍø
æHGjó�ãræhørø	Jyæhø ¢ ìF£!«#ò ¢ ìh£)Üjò ¢ ì ¢ °Ææ ¢ ì ¢ £3$

f = f0 + δf, δf � f0

&,è²ñ#îYæ�ûKèoøPØÝÜ
ª½Ú

{

∂

∂t
+ (vν0 · ∇)

}2

δnν =
nν0c

2

Eν0
∇2δV − nν0

Eν0
(vν0 · ∇)2δV

$ ¢ ì ¢U¢ &
æ

{

∂2

∂t2
+ ωp

2

}

δne = −
√

2GF n0

m0c2

{

∂2

∂t2
− c2∇2

}

δnν ,
$ ¢ ì ¢ §[&

è²í�å#æ

δV ≈
√

2GF

{

δne +
en0

m0c2
Φ

} $ ¢ ì ¢ «3&
�ÙäUó4æhãÁîYù�ãrñ\äoç¡õÍè�í\ä&æhí#æhãfâoï?ä&óIèoîfæhí � ï?äoô\å�äUïMí¾îfæhãfäoç¡õoèUí�æ�ù#îYãrïkí�è é ó�ô?äÍøfûKänæ Φ

�ÛèUóIèÍîYæhí é
� ïkäoô�æhôMæ�îfãfè²øÁî�.Íîfï � èzå�æHDjïMå�èklzøfæ�ó\äoãYäÍç¡õoèKå�æ � äoãfâ-äjò ∇2Φ = 4πeδne

ì���è²ãÁîRäoí-îYè#òFäÆý�è²ãfçhä
å�èþó�ô?äÍøfûKä÷øfè²ñ�ãræKù#ûiN�í�ï � èþí�æhù#îfãfïMí�è`óIèyå�ædøfæ�ãUæ�ø � ãfïMîYäþí�ä`ý�è²ãrû+ä

Fν = −∇δV
ì%@

îYæ�ãfûzè
Eν0

í�äÙæp�¾ù\äÍç¡õoè ¢ ì ¢U¢ �AäÅæhí�æ�ãfâ²ïkäÅïMí�ï � ï?äoôoå�è²ø=í#æhù#îfãfïkí#è²øhì�á�ø¼æp�¾ù\äoçVJjæ�ø ¢ ì ¢U¢ é ¢ ì ¢ «
å�æ�ø � ãræVDoæhû å�æUù�û�ó4è²í-îYèdå�æTDyïkørîYä � ôS.Íøføfï � èdè � è²ûzóIèoãrîRäÍûKæ�í¾îfèÆå�èÆý�æhïÙG#æ&å�æ&í�æ�ù#îYãrïkí�èoø
æhû ïkí-îfæhãYäÍç¡õoè � è²û è÷ó�ôkäoøfûKä#ìc@ôN#ôMîYïMûKèdîYæ�ãfûzè+å�è+ô?äoå�èKå�ïkãræhï¨îYè+å�ä+æp�¾ù\äoçhõoè ¢ ì ¢U¢ øræ
å�æHD²æPlöó4æhãrîfù�ãfñ�äoç¡õoèÆí�ä2æhí�æ�ãfâ²ïkäöå�èöí�æ�ù#îYãrïkí�è#ò

dδEν/dt = vν0 · δFν = −(vν0 · ∇)δV
ò

èX�¾ù�æ � äoãYä � îYæ�ãfïF�¡ä2ù�ûKä�ïMí-îYæhãfäoç¡õÍèöïkí�æ�ôS.oøÁîYï � ä#ú¾ó\äoãfä2ù�ûKä�ïMí¾îfæhãfäoç¡õoè2æhôS.ÍørîYï � ä&îRäoôvîYæ�ãfûzè
å�æHD²ædøfæ�ã~íyù#ôkè�ì���æ�ã � æhñ4æhûzè²ø~îRäoûöñ#�hûÿ�¾ù�æÆí�è � äÍøfè vν0 ≈ c

ò � è²ûÓä÷å�ïkãræhç¡õÍèëå�æÆó�ãfè é
ó\äoâ²äoç¡õoè¹å�ä	èoí�å\äÉ�¾ù\äoøfæþó\äoãfäoôkæ�ô?äél¹å�ïMãfæ�ç¡õoè¹ïMí�ï � ï?äoô�å�è¹ý�æhïÙG#æëå#æþí#æhù#îfãfïkí#è²øhòNè	ô?äoå#è
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å�ïMãfæhï¨îYèöå�äzæV�yù�äoç¡õoè ¢ ì ¢U¢ �&í¾ù�ôkè�ìo��è²ãÁîRäoí-îYèKäÆóIæ�ãrîfù�ãfñ\äÍç¡õoèdí\äÆå�æ�í�øfïMå\äoå�æ&å�èÆý�æhïÙGjæUå#æ
í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø4�&í¾ù�ôkä#ò�æ&í\õoèdè � è²ãrãfæUäÆæHG � ï¨îRäoçhõoèdå�æ&è²í�å\äoøÛå�æ&ó�ôkäoøfûKä#ì

ÞÅîfïkôkïF�¡äoí#å�èdäoø9îYãfäoí�ørý�èoãfûKäoå\äoøÛå�æ�\è²ù�ãrïkæhã9å�äoøÙæV�¾ù\äoçpJyæhø ¢ ì ¢U¢ é ¢ ì ¢ «zèoñ#îYæ�ûKè²øÅädøfæ é
â²ù�ïMí-îYæ~ãfæ�ô?äoçhõoèdå�æ&å�ïkøróIæ�ãføfõoèm$jD(.oôkïMå\äöó\äoãfäÆïkí-îYæ�ãYäoçVJjæ�ø9æhôS.ÍørîYï � äoø9æ&ïMí�æhô/.oørîfï � äÍø�&Hä

(

ω2 − ωp
2
)

(ω − k · vν0)
2 = ∆

(

k2c2 − ωp
2
) (

k2c2 − ω2
)

Λ,
$ ¢ ì ¢ ¦U&

è²í�å#æ
∆ = 2GF

2n0nν0/m0c
2Eν0

ò
Λ = 1−(v2

ν0/c
2)cos2θ

$ � äoøfè�ïkí�æ�ôS.oøÁîYï � è�ú Λ = 1
ó�äoãYä

è � äÍøfè~æhô/.oørîfï � è3&WòÍæ θ
�9èTaoí#â²ù�ôkè�æhí-îYãræ

k
æ
vν0

ìo@ � èjæHE � ïMæhí-îYæ Λ
å�æVDoæ é øræ^lcDoäÍãfï?äÍç¡õoèÙå\ä

æhí#æhãfâoï?äÅîfèoîRäÍôyå#è�í�æ�ù#îYãrïkí�èÙå�ù�ãYäÍí¾îfæ9äÙïMí-îYæhãfäoç¡õÍè�æ,æ�ørî:.�ãfæ�ô?ä � ïkè²í\äÍå�è � è²û/øfù�ä�å�ïkøróIæ�ãføfõoè
äoí�âoù�ô?äoã�ì6�Ùè � äoøfèÙå�æ,ù�ûKäÙïMí-îYæhãfäoç¡õÍè�æhô/.oørîfï � ä#òÍèÙûKèoûKæ�í¾îfèÙå#è�í�æ�ù#îYãrïkí�è^DoäÍãfï?äÛøfèoûKæ�í¾îfæ
å�æHDjïMå�è�lbDoäÍãfï?äÍç¡õoè~å\ä~ørù\äPDoæhôMè � ïkå\äoå#æ9í�è&ûKæ�ïkèQ$pù#û+äcDoæp�^�yù#æÅørù\ä&æhí�æ�ãfâ²ïkä&ó4æhãrû+äÍí�æ � æ
� èoí�ørîYäoí-îYæY&¸ì&á�ãfæ�ô?äoçhõoè÷å�æ2å�ïkøróIæ�ãføYõÍè ¢ ì ¢ ¦%�Æä+ûzæhørû+ä+èoñ#îYïMå\äKí\äÍønãfæWý�æhã	`�í � ïkäoø�Ø¬©,£pÚ=æ
Ø¨¦A£pÚ|ò�æP�Uørïkûzïkôkäoã�lÆæ�í � è²í-îfãYäoå\äzó\äoãfädèoù#îYãfäoø9ïkí�øÁîRäoñ#ïkôkïMå\äoå�æ�øAå�æ~ý�æhïÙGjæ�ØÝÜA£oòMÜ
§#ò#Ü(«½Ú]ì
�=äoãfäþèoñ#îYæ�ãUèoøUûzèyå�è²ø~ïkí#ørî�.!Doæhïkø � è²í�øfïMå�æhãfäoûzè²ø ω = ωp + δω

ò�æKäoøførù�ûzïkûzè²øb�¾ù�æ
è`ûKèyå�è � è²û ä`û+äoïMè²ãÙîYä½G#äþå#æ � ãfæ�ø � ïMûKæ�í-îYè`è � è²ãfãrædó\äoãYä ωp ≈ k · vν0 = kvν0 cos θ$	ç � è²í�å#ïkç¡õÍè�å�æKãfæhørøfè²íCaoí � ïkäKç!&¸ìþáÙô/��û å#ïkøførè�ò

(k2c2 − ω2) ≈ (k2c2 − ω2
p)
ò;æ1�¾ù\äoí#å�è

δω/ωp � 1
$	ç�äoó�ãfè!GjïkûKäoçhõoèÆå�æ&ý�æhïhGjæ&ý�ãYä � èMç!&Aè²ñ#îfæhûzè²øÅäoøÅøfæhâoù�ïkí-îYæ�øÅîYä½G#äoøÅå�æ � ãfæ�ø � ï é

ûzæhí-îYèCä

γin ≈
√

3

24/3
ωp

{

∆

cos4θ

}1/3

Λ ∼ GF
2/3 $ ¢ ì ¢ ©[&

æ

γel ≈
√

3

24/3
ωp

{

∆

cos4θ

}1/3

Λ2/3 = Λ−1/3γin

$ ¢ ì ¢ ÜU&
ó\äoãfäþèoø � äÍøfè²øUïkí�æ�ôS.oøÁîYï � è`æKæ�ôS.oøÁîYï � è�ò¼ãfæ�øfó4æ � îfïFDÍäoûzæhí-îYæ8$ γ =

�mûé$
δω
&	&WìKá æqGjó�ãfæ�øføYõÍè

¢ ì ¢ ©��2ädûzæhøfûKäÆè²ñ#îfïkå\äÆó4è²ãÛè²ù#îYãrè²øÅäoù#îfè²ãfæ�øIØ¨¦A£oò>¦UÜ¾òM©,£pÚ|ì�'BøÁîRäzîYä½G#äzå#æ � ãfæhø � ïMûKæ�í¾îfè
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ó�ãrè²óIèoã � ïMè²í\äoôÛä G

2/3
F

��û+äoïMè²ã��¾ù�æ¹äoøKè²ñ#îYïMå\äoøzó\äoãfä!è � äoøfè�å#è�æhøró\äoôkü�äoûKæ�í-îYè�å�èoø
í�æ�ù#îYãrïkí�è²øKóIæ�ôkè�ó#ô?äoørû+äû$ ∝ G2

F

òPØ « ¢ ÚS&zæ�ó\äoãYä%è�ãfæhâoïkûzæ � ïkíC�WîYï � è!å\ä�ïMí�ørîYäoñ�ïMôkïkå�äoå�æ
$ ∝ G2

F

òOØ¬¤U°#òC¤,£pÚS&Wì
��èyå�æhûzè²ødäoí�äoôkïMøYäoãÆäÍøöîRä½G#äoøÆå�æ � ãfæhø � ïMûKæWîYèÊä � ïMû+ä�ó\äoãYä¹ó\äÍã:aoûzæ�îfãfè²øöîfÿkó�ï � è²øöå#æ

ð,�Åø~å�è � ïkó4è��	�Rò�ó4è²ãnæqGjæhûzó�ôkè�ò
Eν0 = 15MeV

ò
n0 = 1029cm−3

æ
nν0 = 1035cm−3

$|äI§U°U°
km

å�è � æ�í-îYãfèÆå�ä2æhøÁîYãfæ�ô?ä[&^ØÝ¦B£²òCÜ(ª½Ú|ìBá�â²ãfäoí�å�æ�øAå�ïkøÁî�aoí � ï?äÍø,å\ä2í#æhù#îfãfïkí#èjæ�ørý�æhãfä#Ê
è²ø�í�æhù#îfãfïMí�è²ø�Dyï?äYLfäoû ñ\äoørï � äÍûKæ�í¾îfæní\ä2å#ïkãfæ�ç¡õoè�ãYäoå#ï?äoô|ò � è²û�ù�û+äUóIæV�¾ù�æhí\äIDoæhôMè � ïkå\äoå#æ
äoí�âoù�ô?äoãÆå#æ�å�ïMøfó4æhãføfõoè�ì - èoí�øfïMå�æhãfäoí�å�è%æhí-îRõoè%ù�û æhøró\äoôkü�äoûKæ�í-îYèÊå�ïkãræ�îYèû$

θ = 0
&Ææ

äoørøfù�ûzïkí�å#è
vν0 ≈ c

ò¼èoøUîfæhãfûzè²ø&å�èþô?äoå#èþå#ïkãfæ�ïMîfèëå\äþæV�¾ù\äoç¡õÍè ¢ ì ¢U¢ øfæKäoí¾ù�ô?äÍû ædí\õoè
üK.zæHG � ï¨îRäoçhõoèKå#æ2è²í�å�äoøÙå#æ�ó�ôkäoøfûKäm$ δnν = 0

&Wì4�Åè+æhí-îYäoí-îYè�ò4ó\äoãfäzó4æp�¾ù�æ�í�è²øTaoí#â²ù�ôkèoø
å�æ`æhøró\äoôMü\äoûzæhí-îYèû$

θ ≈ 0
&öó4èjå#æhûzè²øÆè²ñ#îfæhãdâ²ãYäÍí�å�æhødîRä)G�äÍøzå#æ � ãfæhø � ïMûKæ�í¾îfè%ó�äoãYä	ä

ïkí-îfæhãYäÍç¡õoèKæhôS.ÍørîYï � äm$�=ïMâ²ù�ãfä ¢ ìh£)&¸ì - èoû èKó�ãfè � æ�øførèëæhôS.ÍørîYï � èzå�è²ûzïkí\äÍí�å�èKä+ïkí-îYæ�ãYäoçhõoè�ò
ä÷æhí#æhãfâoï?äÉ$�ûKè²ûzæhí-îfè3&Åå�èëý�æ�ïhGjæöå�æöí#æhù#îfãfïkí#è²øT�2îYãfäoí�øÁý�æhãfïMå\ä÷ó\äoãfäëä÷è²í�å\ä÷å#æÆó�ô?äoørû+ä
äÍîfãYä!DU��ø+å�æþù�ûKä	ïMí�ørîYäoñ�ïMôkïkå�äoå�æ÷ü�ïMå�ãfèyå�ïMíKaoûzï � äÅ$pãfæhäÍîYïhDÍä[&Wì - è²í#ý�è²ãrûKæ θ � ãræhø � æ¹$Â=ï éâ²ù�ãfä ¢ ì ¢ &¸ò=äþóIæ�ãrîYù#ãfñ\äoçhõoè�í�ä�æhí#æhãfâoï?ä�å#è�í�æ�ù#îYãrïkí�è � è²ûzæhçhä�äþå�ïkûzïkí¾ù�ïMã~æKí�è�ôkïMûKï¨îYæ
θ → π/2

ò
dδEν/dt = −(vν0 ·∇)δV → 0

ì=á�ïMí¾îfæhãfäoç¡õoènîfè²ãfí�ä é øræAæhí-îRõÍè~æhôS.ÍørîYï � ä#ò � è²ûzè
æhøróIæ�ãYäoå#è�ò � è²û�èzý�æ�ïhGjæ~å�æUí�æhù#îfãfïMí�è²øAîYãfäoí�øÁý�æhãfïMí�å�èdøfæ�ù�ûzè²ûzæhí-îYèdôkïMí�æ¡äÍãAó\äoãfäzäÆè²í#å\ä
äÍîfãYä!DU��ø9å\äIDÍäoãfïkäoç¡õoè2å\äöøfù\äXDoæhôkè � ïMå\äoå�æÙí�èdûKæ�ïkè�ìxÞÙûKä2ã:.Íó�ïkå\ä2äoíK.oôMïkøfæÙå\äöæHGjó�ãræhørøYõoè
¢ ì ¢ ©¹óIèyå�æ�ãfï?ä(í#è²ødôkæVDÍäoãöä � è²í � ôkù�ïMã��yù#æ�ä(îYä½G#äÊå�æ � ãfæhø � ïMûKæ�í¾îfè	û1.½GjïMû+ä(è � è²ãrãfæ�ãfï?ä
ó\äoãfä

θ → π/2
ì���è²ã2�hûþòIí�æ�ørîfæ � äÍøfè

k · vν0 → 0
æ�í\õoè+üC.KûKäoïkøÛãfæ�øførè²íKaoí � ï?äzæhí-îYãræ2è

ý�æhïÙGjæ2æöäÍøÙè²ø � ïMô?äoçVJjæ�øÙå�æ�ó�ô?äÍøfûKäzó\äÍãYä+ørù�ørîfæhí-îRäoãnäKè²í�å�ä+æHG � ï¨îRäoå�ä#òIè%�¾ù�æöïkûzó#Jjæ&ù�û
ôkïMûKï¨îYæ,äoèIaÍí�â²ù�ôMè�å�æÅæhøró\äoôMü\äoûzæhí-îYè�ìoænù\äoí�å�è2äUïMí�ørîYäoñ�ïMôkïkå�äoå�æAü�ïMå�ãfèyå�ïMíKaoûzï � äÙøYäÍîfù�ãYä#ò
æ�ý�æ�ïMîfè²ø � ïkí,��îYï � è²øzó4èjå�æ�û�øfæ`îYè²ãrí\äoãdïkûzó4è²ãrîYäoí-îYæhø�ò�îYäoûöñ#�hû ôMïkûzïMîRäÍí�å�è¹èÛaoí�â²ù�ôMè%å#æ
Ë � s�Ì¥{Q|�}1¢��%{Í��{r~v�����Î��}�}U|y{Qz;��xGuU��{Í}G~Î��}1�%{QwEs����E}G��{ÏuGw���{Mu�sÐw%{Q�%��|y�vw%u�s����Q}G�6|�{Q������u;s¾{ÏuGw���{Ï�%��}

����sÑ�y|����%�%���QxGu.�y�Q|y�����r}4�%u;s���{rs���u;s��@{rs��#{Q|�}G�%}EÒ¾�E��}>�;{Q�`Ì¥uG|�}4��{Q~�}%�¾u;s�w%{r����|y��w%u;s��#u���{Q�Ó����}�Ô�}G|
~��v��|y{Q��{Qw���{;�ÕqÖ|�}N��uU�%}1w%{r����|y�vwEu�{�sÑÌ¥{r|y}U�Í��{Í}N�%|yu(���v��};�%}N��{Qw��y{

3km
}1�E}G|��y�v|���u��W{rw;�y|�u��%}1{rs���|y{Q~�}%�



� � ¸ �*�Â� �p� �â� � Æ ��°[�Y�)�#� � � �V�#� � � ¿
æhøró\äoôMü\äoûzæhí-îYè�ìX@ äoûzè²ãÁîYæ � ïkûzæhí-îYè+å�æQ0¼äÍí�å\äoù�ò�ó4è²ãnæqGjæhûzó�ôkè�ò�îfæhû ù�û ó\äoó4æhô=øfïkâoí�ï é
E � äÍîYïhD²èKäoóIæ�í\äoø^�¾ù\äoí�å�è ω/k ' vt

ò\ó4æhãfûzïMîfïkí�å#è��yù#æ2ädïkí�øÁîRäoñ#ïkôkïMå\äoå�æ � ãfæ�øfçhäKøfèoûKæ�í¾îfæ
ó\äoãfä�aoí�â²ù�ôMè²ø

θ ≤ ϕ = arccos(vt/c)
ò\èoí�å�æ

vt =
√

kBTe/m0

�Uä�D²æ�ôkè � ïkå�äoå�ænî:��ãfûzï � ä
å�è²øÅæhôF��îfãfè²í�ø�Ø¨¦A£pÚ|ì_�¼è²ãrîYäoí-îYè�òví�è � äoørè+å\äÍønð,�Åøhòvè²øÅí�æhùjîYãfïMí�è²øÙäÍîYãfä!D²æhørøYäoû ãræhâ²ïFJjæ�øÅå#æ
äoô¨îRäoø~îYæ�ûKó4æhãfäÍîYù#ãYäoøUøfæ�û îfãYäoí#ørý�æhãrïkãUù�ûKä=�¾ù\äoí-îfïkå\äoå#æ+øfïMâ²í�ïhE � äÍîfïFDÍäëå�æ+æ�í�æhãrâ²ï?ä`ó\äoãfä
äoøÙè²í�å\äoø�å�æöó�ôkäoøfûKä#òvù�ûKäQD²æV���¾ù�æöèëäoûzè²ãÁîYæ � ïkûzæhí-îYèKå�æX0�äoí#å\äoù(ôMïkûzïMîRäÆè÷æ�øfó\äÍôkü\ä é
ûzæhí-îYè�ä�ó4æp�¾ù�æhí#è²øXaoí#â²ù�ôkèoøhìþðjè²ûzæhí-îfæ%�¾ù\äoí#å�è(è²øUí�æhùjîYãfïMí�è²ø2äÍîYïMí�â²æhûÓãfæhâoï/Jyæhø � è²û
îYæ�ûKó4æhãfäÍîYù#ãYäoønæ�ôkæWîYã	9oí�ï � äoønøfùAE � ïMæhí-îYæ�ûKæ�í¾îfædñ\äoïhG#äoø�$pí\äoø � äoûKäoå\äoønûKäoïMø�æHGyîfæhãfí�äoø&å\ä
æhøÁîYãræhô?äU&AädïMí�ørîYäoñ�ïMôkïkå�äoå�æ � è²ûzæhç¡äzä � ãræhø � æhã�ì
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=ïMâ²ù�ãYä ¢ ìh£Uä � ä½G#ä�å�æ � ãfæ�ø � ïMûKæ�í-îYè γ
$
ns−1

&�ó\äoãYäÅóIæV�¾ù�æhí�èoøfaoí�â²ù#ôkè²ø¼å�æ,æ�øfó\äÍôkü\äoûzæhí-îfè
θ é $|ä[& - äÍøfèzïkí�æ�ôS.oøÁîYï � è�ò?$pñM& - äoørèKæ�ôS.oøÁîYï � è�ì

';ý�æhïMîfè²ø � è²ûzè&è�æ�øfó\äÍôkü\äoûzæhí-îfè2äoí#â²ù�ô?äÍã;å�è&ý�æhïhGjæÛå�æÅí�æhùjîYãfïMí�è²øNæ � è²ôMïkø2Jjæ�øBãfæhå#ùC�hæ�û
ä÷îRä½G#ä÷å�æ � ãfæhø � ïMûKæ�í¾îfè�ò�ædæhøÁîYù�å�èoøUørè²ñ�ãræKä÷ïMí,n\ùC`�í � ïkäëå�æ � äoûzó4è²ø~û+äÍâ²íC��îfï � è²ø�îRäÍû é
ñ#�hû î	`hû øfïkå#èþãræ¡äoôMï/�häoå�è²øIØ¨¤ ¢ Ú]ìöðjïkôhDoä PW[ÅToq¨� Ø¨¦A£HÚBïkí � ôkù�ÿMãYäoû � è²ôkïMø	Jyæhønæ�ô/��îfãfè²í é ÿkèoí�æhû
øfù�ä�äoíC.oôkïMøfæÆædè²ñ#îfïFD²æ�ãYäoû ù�ûKäëîYä½G#äþó#ãfè²ó4è²ã � ïkè²í�äoôBä GF

ò¼ïMørîfè=�Íò�ûKæ�øfûzèþôMæVDÍäoí�å#è é øræ



� � ¸ �*�Â� �p� �â� � Æ ��°[�Y�)�#� � � �V�#� � �>Ä
æhû � è²í-îRäzäoø � èoôkïkø2Jjæ�ø9è²øÛó�ãfè � æ�øførè²ø � è²ôkæWîYïhD²è²øÛäoïMí�å\äÆøfæ�ãfïkäoû�ûKäoïkø,ïkí-îYæ�í�øfè²ø^�¾ù�æ&è²øÛãfæ é
äoôMï/�¡äÍå�è²ø�ó4è²ãnù#û+äkN�í#ï � ä÷ó�äoãrîfÿ � ù#ô?ä#ì��=äÍãYäëè � äoørè`æhøfó4æ � ÿFE � è�å�ä÷ãfæ¡äcîYïFDÍäoçhõoèëå\ä÷è²í#å\ä
å�æ � ü#èA�¾ù�æÆæ�û ð,�Åøhò�èoønãfæ�øfù�ô¨îRäoå�èoønè²ñ#îfïkå�è²øÅó\äoãræ � æhûÓí�õoè÷øfæ�ã&äoó�ôMï � .!Doæhïkø�ìbÞÅû ûzèjå#è
ïkí#ørî�.!Doæhô � ãræhø � æhí�å#è � è²û ù�û+ä(îYä½G#ä ∝ G

2/3
F

â-äoí�ü\ä	æhí#æhãfâoï?ä¹ûöù�ï¨îYè¹ãYäÍó�ïkå\äÍûKæ�í¾îfæoò�è
�¾ù�æ2ørïkâ²í#ïFE � äQ�¾ù�æöæ�û óIèoù � è+îfæhûzóIèzè²øÅí�æhùjîYãfïMí�è²øÅîYãYäÍí�ørý�æ�ãfæhû äzû+äoïMè²ã9ó\äoãÁîYæUå\ä+ørù\ä
æhí#æhãfâoï?ädó\äoãYäzè+ó�ôkäoøfûKä#ì�'NøÁîYæ�ãfæhørù�ôMîYäoå�èKí\õoè+æ�ørî:.Kå�æ2ä � è²ãrå�è � è²û è²øÅãfæ�øfù�ô¨îRäoå�èoø�è²ñ é
øfæ�ã2DÍä � ïkè²í\äÍïkøhòB�¾ù�ænïMí�å�ï � äoûô�¾ù�æ~ä2æ�í�æhãrâ²ï?äkçHDyïkøfÿhD²æ�ô+ç�å�æÅù�ûKä2øfù#óIæ�ãfí�èYDÍäy$|ä2ð,�ü£YªU¤UÜÍá2ò
ó4è²ãKæqGjæhûzó�ôkè3&��(äÍóIæ�í\äoø+ù#û+äÊóIæV�yù#æhí\ä!ý�ãfäoç¡õoè%å\ä%æ�í�æhãrâ²ï?ä%å�è²ø+í#æhù#îfãfïkí#è²øé$ ∼ 1%

&
Ø «[°(Ú|ì�'Ní-îfãfæ�îYäoí-îYè�ò#ûKè²øÁîYãfäoûKèoø,äÍîfãYä!DU��øÛå�ænù�ûKäöå�æhø � ãrïkç¡õÍè � ôS.Íøføfï � ä2å#æbn\ù�ïkå#è²ø_�¾ù�æ~ù�û
ïkí-îfæhí�ørè÷ý�æhïhGjæÆå�æ2í�æhù#îfãfïMí�è²øT� � äoó\ä
�Æå�æÆâoæhãYäÍãnïkí�øÁîRäoñ#ïkôkïMå\äoå�æ�ø � è²ôkæWîYïhDoäÍø � èoû â²ãfäoí�å�æ�ø
îRä)G�äÍø�å�æ � ãræhø � ïkûzæhí-îYè#òjûzæhørûKèUí�è � äoøfè�å�æ�ù#û ó�ô?äoørû+ä � èoôkïkørïkè²í�äoô]úoîYäoïkøNïMí�ørîYäoñ�ïkôMïkå\äÍå�æhø
ó4èjå�æ�û�å�æ�øfæhûzó4æhí�ü\äÍãÅó�äoó>��ïkø9ïMûKó4è²ãrîYäoí-îYæ�ø9æhû�ó�ôkäoøfûKäoø9äÍørîYãrèoý�ÿkørï � è²øhì
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=ïMâ²ù�ãYä ¢ ì ¢ ä � ä)G�äÆå�æ � ãfæ�ø � ïMûKæ�í-îYè γ
$
ps−1

&�ó\äÍãYäöâ²ãfäoí�å�æ�ø�aoí�â²ù�ôMè²øAå�æ~æ�øfó\äÍôkü\äoûzæhí-îfè
θ é $|ä[& - äÍøfèzïkí�æ�ôS.oøÁîYï � è�ò?$pñM& - äoørèKæ�ôS.oøÁîYï � è�ì



� � ¸ �*�Â� �p� �â� � Æ ��°[�Y�)�#� � � �V�#� � �M¡
O ��ÅÅ� O �����Ù� X��Ù� �^] �YXgT � � �[VF� ] �����Y¬�½�� �Ù�¿h ] »F�y�#���SX
R�äoûzè²ø÷äÍâ²è²ãYä%äoí\äoôMïkøfäoãKè!ãfæhâoïkûzæ�í\õÍè é ôMïkí�æhäoãdå\ä�ïkí-îYæ�ãYäoçhõoè�æ�í¾îfãfæ(èoø÷í�æhùjîYãfïMí�è²øKæ(è
ó�ôkäoøfûKänãfæ�ô?äÍîfïFDyÿkøÁîYï � è�ØÙ£)¦)Ú|ì;á�øNæV�yù�äoçpJyæhø ¢ ìh£!« é ¢ ìF£Yªnâoè)Doæhãrí\äoû í�èYDÍäoûzæhí-îYæÅä&ïkí-îYæ�ãYäoçhõoè�ò
æ¹ó\äoãfä�øfïMûKó�ôMïFE � äoãzè ûzèyå�æhôMèÛDÍäoûzè²ø � èoí�øfïMå�æhãfäoãëè�ý�æhïÙG#æ¹å#æ¹í�æhù#îfãfïMí�è²øëæhôMæ�îfã	9²í�ï � è²ø
Dyï?ä)LfäÍí�å�è~í\änå�ïMãfæ�ç¡õoè

x � è²ûÖD²æ�ôkè � ïkå�äoå�æ vν ≈ c
ì;ê�æhøÁîRäbD²æV��DÍäoûzè²ø � è²í�ørïkå�æ�ãYäoãBè~æWý�æhïMîfè

å\ä~îYæ�ûKó4æhãfäÍîYù�ãfäUå#è�n\ù#ïkå�èUí�æhùjîYãfïMí�è²ø�ò#äoørøfù�ûzïkí#å�è*�¾ù�æÅæhôMæÛøfæ � è²ûzóIèoãrîRä � èoûKè&ù�û â[.Íø
ïkå#æ¡äoô|ò

Pν = kBnνTν ∼ nνEν

ì�ð#äoñ4æhûzè²ø��yù#æ�å�ù�ãfäoí-îYæ�ä�ïkí-îfæhãYäÍç¡õoèUå�è²ø�í�æhù#îfãfïMí�è²ø � è²û
ù�û ûKæ�ïkèÆûKäÍîYæ�ãfï?äÍô]òyøfù\äÆæhí#æhãfâoï?äÆæ~å�æhí#øfïkå�äoå�æ&í\õoè�DÍäoãfïkäoû�øfïkâoí�ïFE � äÍîYïhDÍäoûKæ�í-îYæoì/$ - èoûKè
Dyïkûzè²ø&äoí-îYæ�ãfïMè²ãfûzæhí-îYæÍò¼ä � ãræhå�ï¨îRä é øfæ��¾ù�æKæ�û ð,�ÙøUå�è � ïkó4èm�2�näoó4æhí�äoø

1%
å\ä`æhí�æ�ãfâ²ïkä

å�è²ø~í#æhù#îfãfïkí#è²ø~øfæ+LfäëîfãYäoí#ørý�æhãrïkå\äëó\äÍãYä÷è`û+äcîYæhãrï?äoô6�¾ù�ædæhí[D²èoôFD²æzäëæhøÁîYãræhô?äU&WìX�¼è²ãrîYäoí-îYè�ò
ó4èjå�æ�ûKèoø~äoøførù�ûzïkãc�¾ù�æÆå#ù�ãYäoí-îfædä÷ïkí-îYæ�ãYäoçhõoèëèkn\ùAGjè`å�æöí�æ�ù#îYãrïkí�èoønîYãYäÍí�ørý�æ�ãfædäoó4æhí\äÍø
ù�ûKäÆóIæV�yù#æhí\ä+ó�äoãrîfæUå�äzørù\äKæ�í�æhãrâ²ï?äÆó\äoãfäzèzó�ôkäoøfûKä#ò�ûKäoí-îYæ�í�å�èzøfù\äzå�æhí�ørïkå\äÍå�æk$

nν

&
äoó�ãrè!G#ïMû+äÍå\äoûzæhí-îYæ � è²í�øÁîRäoí-îfæoì��Ûæhæ�ø � ãræVDoæhí�å�è�æhû ù�û+ä÷å#ïkûzæhí�øfõoè`äoø~æp�¾ù\äÍçpJyæhø~ó\äoãfä
è�n\ù�ïMå�èdå�æ&í�æhù#îfãfïMí�è²øhò�îfæhãræhûzè²ø

∂nν

∂t
+ c

∂nν

∂x
≈ 0

$ ¢ ì ¢ ¤U&
�¾ù�æ&í�è²øÛå�ïF�T�yù#æ

nν

�&ù�ûKä � èoí�ørîYäoí-îYæoòvæ&æhí-îYõoè+äÆæV�yù�äoç¡õoè ¢ ìh£)¦2îYè²ãrí\ä é øfæ

∂Eν

∂t
+ c

∂Eν

∂x
≈ −c

∂Eν

∂x
−

√
2GF c

{

∂ne

∂x
+

1

c2

∂Je

∂t

}

,
$ ¢ ì ¢ ª[&

è²í�å#æ2äzäoó�ãrèYGjïMû+äoçhõoè
∂Pν/∂x ≈ nν∂Eν/∂x

ý�è²ï�ù�øYäÍå\ä#ì,áÙøÙæV�¾ù\äoçpJyæhøÙó\äoãfädèKó�ô?äÍøfûKä
$ ¢ ìF£)Üöæ ¢ ìh£Y¤[&�ó4èyå�æhû�æ�í-îRõoèzøfæ�ãÅãræhæ�ø � ãrïMîYäoø � è²ûzè

∂ne

∂t
+

∂Je

∂x
= 0

$ ¢ ìÝ§U°U&
æ
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∂pe

∂t
+ ve

∂pe

∂x
= −eE −

√
2GF

{

∂nν

∂x
+

1

c2

∂Jν

∂t

}

= −eE,
$ ¢ ìÝ§A£)&

ù�ûKäyDoæp�Q�¾ù�æ
nν

æ
Jν ≈ nνc

øYõoè � è²í�øÁîRäoí-îfæhøhìëáÙø�æV�¾ù\äoçpJyæhø ¢ ì ¢ ¤ é ¢ ìÝ§,£öý�èoãfûKäoû ù�û
� èoí½Lrù�í-îYèKå�æ�æV�¾ù\äoçpJyæhøÙí\õoè é ôkïMí�æ¡äoãræhø9ñK.Íøfï � äoøhì�'BøÁîYæ � è²í½Lrù#í¾îfèk� � è²ûzó�ôkæ�ûKæ�í-îRäoå�èdó4æhôkä
ôkæ�ï�å�æ&á�ûzóÕ×hãfæQ$�ó\äoãfädûzèyå�è²ø9æhôMæ�îfãfè²øÁî�.Íîfï � èoø�&

Je =
1

4πe

∂E

∂t

$ ¢ ì¨§ ¢ &
äÍîfãYä!DU��ø¼å�ä��¾ù\äÍô-óIèyå�æhûzè²ø�æ�ôkïkûzïkí�äoãFä9å�æ�í�øfïMå\äoå�æBå#æ � è²ãfãræhí-îYæNæ�ôkæ�îfã	9²í#ï � ä Je

í\ä9æp�¾ù\äoçhõoè
¢ ì ¢ ª#òC�¾ù�æ&øræUîfãYäoí�øÁý�è²ãfûKäöæhû

∂Eν

∂t
+ 2c

∂Eν

∂x
= −

√
2GF c

{

∂ne

∂x
+

1

4πec2

∂2E

∂t2

}

.
$ ¢ ì¨§U§[&

ðjù�ó4è²í�å�è��¾ù�ænîfèjå�äoø9äoø_�¾ù\äÍí¾îfïkå\äÍå�æhø9å�ïMíKaoûzï � äoø�æ�í[D²è²ôhDjïMå\äoø � è²ûzóIè²ãÁîRäoû é øræ � è²ûzè
è²í�å�äoøöó�ôkäoí\äoø�ò;óIèyå�æ�ûKè²ø2æhø � ãfæHDU` é ô?äoø � è²ûzè�ý�ù�í�çVJjæ�øöå\ä8DÍäoãfï/.!D²æhô�ïkí�å#æhó4æhí�å�æ�í-îYæ ξ =

(x − vφt)
ò�è²í�å�æ

vφ

�%ä¹D²æ�ôkè � ïMå\äoå�æ	å�æ	ýpäoøfæ	å\ä�è²í�å�ä#ì¥�¼èjå�æ�ûKèoøþæ�í-îRõoè ýpä
�hæ�ã�äÍø
øfæ�â²ù�ïMí¾îfæhø9îYãfäoí�øÁý�è²ãfûKäoçpJyæhø

∂

∂x
→ d

dξ
,

∂2

∂x2
→ d2

dξ2
,

∂

∂t
→ −vφ

d

dξ
,

∂2

∂t2
→ vφ

2 d2

dξ2

$ ¢ ì¨§
«3&
èT�¾ù�æ9øfïMâ²í�ïhE � äc�¾ù�æ9æ�ørîYäoûKèoø;ó�ãfè � ù#ãYäoí�å#è~óIè²ã=è²í�å\äoøBæ�ørîYä � ïMè²íK.oãrï?äoø�æhûDù�û�ãræ�ý�æhãræhí � ï?äoô
�¾ù�æ&øfæUå�æhørôkè � ä � èoûáD²æ�ôkè � ïkå�äoå�æ vφ

ìNáÙøføfïMû�ò�ädæV�¾ù\äoç¡õÍè ¢ ì¨§U§öîYèoãfí\ä é øfæ

dE

dξ
=

4πe

βφ
2

{

(n0 − ne) +
2 − βφ√

2GF

(Eν0 − Eν(ξ))

}

,
$ ¢ ì¨§[¦U&
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è²í�å#æ

βφ = vφ/c
ò

n0

�¹ä�å�æ�í�øfïMå\äoå�æ(æ�ôkæWîYã	9oí�ï � ä%í�è�æV�yù#ïkôkÿMñ�ãfïMè�ò,æ Eν0

�(ä�æhí�æ�ãfâ²ïkä
ïkí#ï � ïkäoô�å�è+í�æhù#îfãfïMí�è�ì^ÞÅîfïkôkïF�¡äoí#å�èzä+å�æVE�í�ïkçhõoè E = −∂Φ/∂x = −dΦ/dξ

ò4è²í�å�æ
Φ
�2è

ó4èoîYæ�í � ïkäoô�æhôF��îfãfï � èdäoøførè � ï?äoå#èKäÍè à�T½ß-PjåAPWq¨^ òyîYæ�ãfæhûzè²ø

d2Ψ

dξ2
= −ωp

2

vφ
2

{

1 − ne

n0

+ σ0
∆Eν

Eν0

}

.
$ ¢ ì¨§U©[&

��ä%æHGjó�ãfæ�øføfõoè�ä � ïMû+äjò Ψ = eΦ/m0c
2
��è�ó4èoîfæhí � ï?äoôÅí�è²ãrû+äoôMï/�häoå�è�ò σ0 = Eν0

(2 −

βφ)/
√

2GFn0

òvæ
∆Eν = (Eν0 − Eν)

��äKó\äoã � æ�ô?ädå\äKæ�í�æhãrâ²ï?äzå�è²øÅí�æhù#îfãfïMí�è²øÛîYãYäÍí�ørý�æ é
ãfïMå\äÆó\äoãfädèzó�ôkäoøfûKä#ì - è²ûzècL	.�DyïMûKè²ø�ò�æhøÁîRä��¾ù\äoí-îYïMå\äoå�æ��&ûöù�ïMîfèÆóIæV�¾ù�æhí\ä8$ ∼ 1%

å�æ
Eν0

è²ù�ûKæ�í�è²øÅí�è � äoørè÷å\äoø�ð,�Ùø:&ÛæUæhí-îYõoè ∆Eν/Eν0 � 1
ì_��è²ãÅæhørøYäKãfä
�¡õÍè+ó4èjå�æ�ûKèoø

� èoí�øfïMå�æhãfäoã~èkn\ùAGjè`å�æÆí�æ�ù#îYãrïkí�è²ø � è²ûzèëù�û+ä�çWóIæ�ãrîYù#ãfñ\äoçhõoèMç�æqGyîYæhãrí\ä � è²í#ørîRäÍí¾îfæzäÍîYù é
äoí�å#èÆøfè²ñ�ãræ~èdó�ô?äoørû+äjìo�ÙèÍîYæT�¾ù�æ&øfæ

vφ = c
æ

∆Eν = 0
ò#äöæHGjó�ãræhøføfõoè ¢ ìÝ§U©öøræ~ãfæ�å�ùC�Pl

æp�¾ù\äÍç¡õoèzå�æ���è²ïMøførè²í�ó�äoãYädäoøÛè²ø � ïkôkäoçpJyæhø9å#æUó#ô?äoørû+äöæ�ôkæ�îfã	9²í#ï � è#ò

d2Ψ

dξ2
= −ωp

2

c2

{

1 − ne

n0

}

.
$ ¢ ì¨§[ÜU&

ÞÅîfïkôkïF�¡äoí#å�ènäÙîfãYäoí#ørý�è²ãrû+äoçhõoènå�æ�DoäÍãfïS.!Doæhïkø ¢ ì¨§
«~í\äoø;æV�¾ù\äoçpJyæhø ¢ ìÝ§U°Ùæ ¢ ì¨§,£²òoîfæhãfæ�ûKèoø

ne

n0
=

(ve0 − vφ)

(ve − vφ)

$ ¢ ì¨§U¤[&
æ

(ve − vφ)
dpe

dξ
= m0c

2 dΨ

dξ

$ ¢ ì¨§Uª[&
è²í�å#æ

ve0

æ
Je0

øfõoèöäTD²æ�ôkè � ïMå\äoå�æÛæÙä�å�æ�í�øfïMå\äoå�æÅå�æ � è²ãrãfæhí-îfæ�å�èUó�ô?äÍøfûKä&í#è2æp�¾ù�ïMôkÿMñ�ãfïMè�ò
ãfæ�øfó4æ � îYïFDÍäoûzæhí-îfæoì�ÞÅîfïkôkïF�¡äoí#å�èöäÆå�æHE\í�ïkçhõoè ve = cPe/

√

Pe
2 + 1

ò�èoí�å�æ
Pe = pe/(m0c)



� � ¸ �*�Â� �p� �â� � Æ ��°[�Y�)�#� � � �V�#� � ®O�
�Åè2ûzè²ûKæ�í-îYèUí�è²ãfûKäoôMï/�¡äÍå�è~å�èUó�ô?äoørû+äjòyó4èyå�æhûzè²øNãfæ�æhø � ãfæHD²æhãÛäÍø�æV�yù�äoçpJyæhø ¢ ìÝ§
¤Uæ ¢ ìÝ§
ª
í\äöý�è²ãrû+ä

ne

n0
=

Γ
√

1 + Pe
2

Pe − βφ

√

1 + Pe
2

$ ¢ ì¬«[°[&
æ

dPe

dξ
=

√

1 + Pe
2

Pe − βφ

√

1 + Pe
2

dΨ

dξ
,

$ ¢ ì¬«C£)&

è²í�å#æ
Γ =

(

Pe0 − βφ

√

1 + Pe0
2
)

/
√

1 + Pe0
2 �Nù�ûKä � è²í#ørîRäÍí¾îfæ��¾ù�æNå�æ�óIæ�í�å�æ�å�è4DÍäoôkè²ã

ïkí#ï � ïkäoô¼å�è`ûKè²ûzæhí-îfè÷å�è`æhôF��îYãrè²í�ò Pe0 = Pe(ξ = 0)
ìIÞÅîfïkôkïF�¡äoí#å�èëäëæHGjó�ãræhøføfõoè�ó�äoãYäëä

å�æ�í�øfïMå\äoå�æ ¢ ì¨«[°�ænïkí-îYãrèjå#ùC�hïMí�å�èÆä2í#è)DÍäIDÍäoãrïS.!D²æ�ôFí�è²ãrû+äÍôkï/�häoå\ä
χ = ωpξ/vφ

òjóIèyå�æ�ûKè²ø
ãfæ�æhø � ãfæHD²æ�ãnäoøÛæp�¾ù\äÍçpJyæhø ¢ ìÝ§
©dæ ¢ ì¬«C£Uä

d2Ψ

dχ2
= −1 +

Γ
√

1 + Pe
2

Pe − βφ

√

1 + Pe
2
− σ0

∆Eν

Eν0
,

$ ¢ ì¬« ¢ &

dPe

dχ
=

√

1 + Pe
2

Pe − βφ

√

1 + Pe
2

dΨ

dχ
.

$ ¢ ì¬«[§[&
�ÙèÍîYæé�¾ù�æ(è � è²í½Lrù#í¾îfè�å�æ(æV�yù�äoçpJyæhø`ä � è²ó�ôkäoå\äoø+ä � ïMû+äÊí\õoè�å�æ�óIæ�í�å�æ¹å\ä%å�æhí�ørïkå\äÍå�æ
å�æKí�æhù#îfãfïMí�è²ø

nν

ò�û+äÍø�å�æ�óIæ�í�å�æKå�è�ørïkí\äoôNå�è�ûKèoûKæ�í¾îfè�ôMïkí�æhäoã~å�è�ó�ô?äoørû+äjò�ïMørîYè=�oò�è
ó�ôkäoøfûKäëóIèyå�ædæhøÁîRäoã&øfæKûKèYDoæhí�å�èþí\ä`å�ïkãræhçhõoè

χ
óIè²ørïMîfïFD²è`è²ù%í�æhâ²äÍîYïhD²è�ìzá�øUæp�¾ù\äoçVJjæ�ø

ä � ïkûKä2ý�è²ãfí�æ � æ�û äÆøfæhâoù�ïkí-îYæ&æV�yù�äoç¡õoèKå�æ � è²í#øfæhãvDÍäoç¡õoèzå�æ&æhí#æhãfâoï?ä

E2

2
+

(

1 + σ0
∆Eν

Eν0

)

Ψ − Γ(Pe − Pe0) = 0,
$ ¢ ì¨«U«[&
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è²í�å#æAäoâ²èoãYä

E = −dΨ/dχ
��è � äÍûKó4è�æ�ô/��îfãfï � èÅí�è²ãfûKäoôMï/�¡äÍå�è�ì�á�ø=æp�¾ù\äoçVJjæ�ø ¢ ì¬« ¢ æ ¢ ì¨«[§

ãfæ�ó�ãfæ�øfæ�í¾îYäoû ù�ûKä`èoí�å\äëå�æzó�ô?äoørû+ä÷í�õoè é ôMïkí�æhäoã�æzãfæ�ô?äÍîfïFDyÿkøÁîYï � ä+æqG � ïMîYäoå\äëóIæ�ô?ä÷îYãfäoí�ø é
ý�æhã2`hí � ï?äþå�æKæ�í�æhãrâ²ï?ä`å�è²øUí�æ�ù#îYãrïkí�è²øUå�ù�ãfäoí-îYæ+ä�ïkí-îfæhãYäÍç¡õoè � è²û è�ó�ô?äÍøfûKä#ì�@ ãræhâ²ïMûKæ
ôkïMí�æ¡äÍã2í\õoè é ãfæ�ô?äÍîfïFDyÿkøÁîYï � è�è � èoãfãfæ1�yù�äoí�å�è Pe

ò
Ψ
æ

σ0∆Eν/Eν0

øfõoè	ûöù�ï¨îYè(ó4æp�¾ù�æ�í�è²ø
$� 1

&¸ì��Ùæ�ørîYæUôkïMûKï¨îYæÍòjädæp�¾ù\äÍç¡õoè ¢ ì¬« ¢ îYè²ãrí\ä é øræ

d2Ψ

dχ2
+ Ψ = −σ0

∆Eν

Eν0
,

$ ¢ ì¬«3¦U&
ó\äoãfä

βφ ∼ 1
ìKá�æV�¾ù\äoç¡õÍè(ä � ïkûKä`ãræhó�ãræhøræhí-îRä�ù#û+äëè²ø � ïkôkäoç¡õÍèþôMïkí�æhäoãný�è²ãrç¡äoå\äjì1�¼èjå�æ é

ûzè²ødãfæhørè²ôFD
` é ô?ä � è²û äÊä)Lrù�å\äÊå\ä	æp�¾ù\äoçhõoè!å�æ � è²í#øfæhãvDÍäoç¡õoè%å�æþæhí�æ�ãfâ²ïkä ¢ ì¬«U«�ìû�=äoãfä
äoø � èoí�å�ïkçVJjæ�ø`ïkí�ï � ï?äÍïkø Ψ(χ = 0) = 0

æ
Pe0 = 0

è²ñ#îfæhûzè²ø`ä�øfè²ôMù�ç¡õoè
Ψ(x, t) =

−σ0(∆Eν/Eν0) {1 − cos(kpx − ωpt)}
ò4è²í�å�æ

kp = ωp/vφ

ì;'NøÁîRä+ørè²ôkù#ç¡õoèzîYæhû äoûzó�ôMï é
îYù#å�æ � ô?äoãfäoûzæhí-îYæ&å�æ�óIæ�í�å�æhí-îfæöå\äKæ�í�æhãrâ²ï?äÆîYãfäoí�øÁý�æhãfïMå\ädóIæ�ôkèdý�æhïhGjæUå�æUí�æhù#îfãfïMí�è²øhì_��è²ã é
îRäÍí¾îfè�ò\ädå�ïkíCaoûKï � ä2å#èzó#ô?äoørû+äX�&â²èYD²æ�ãfí\äÍå\äzó4æhôkä��yù�äoí-îYïkå�äoå�æ&å�æ&æhí�æ�ãfâ²ïkäÆå�æhó4è²øfï¨îRäoå�ä
ó4æhôkèoø9í�æhù#îfãfïMí�è²øhì

�Åæ�øfè²ôhD²æ�ûKè²ø2íyù#ûKæ�ãfï � äoûzæhí-îYæ÷è�øfïkøÁîYæ�û+ä(å�æ+æp�¾ù\äoçVJjæ�ødä � è²ó#ô?äoå\äÍø ¢ ì¬« ¢ é ¢ ì¨«U§�ó\äoãfä
å�ï¨ý�æhãfæ�í-îYæhø*DoäÍôkè²ãræhøUå�è�îfæhãfûzè

∆Eν/Eν0

$
10−15

ò
10−14

æ
10−13

ò;ãræhøfó4æ � îYïhDoäÍûKæ�í¾îfæY&&æ
ó\äoãfä¹è²øÆøfæ�â²ù�ïkí-îfæhøzó\äoã:aÍûKæWîYãfèoøöå�æ`øfù�ó4æhãrí�èYDÍäoøpä

Eν0 = 10MeV
æ

n0 = 1030cm−3

$|ä
300Km

å�è � æ�í-îYãfè¹å�ä�æ�îfãfæhôkä[&Wì�á�ôF�hû å�ïkørøfè�ò
βφ ∼ 1

$
γφ ≈ 70

&&æ÷è(ó�ôkäoøfûKäëý�è²ï
� èoí�øfïMå�æhãfäoå�èþïkí�ï � ï?äÍôkûzæhí-îYæUæhû ãræhó4è²ù�øfè#ò

Pe0 = 0
ìQ'Bû ù�û ãræhâ²ïMûKæöîfèoîRäoôMûKæ�í-îYæöãræhô?ä é

îYïhDyÿkørîfï � è÷æÆí\õoè é ôkïMí�æ¡äoã�ò�ä`äoûzó�ôkï¨îYù�å#æ2å�è`ó4èoîYæ�í � ïkäoô Ψ
óIèyå�æÆøræhã&ûöù�ï¨îYè÷ûKäoïkèoã�å�èy�¾ù�æ

í�èöãræhâ²ïMûKæÅôkïMí�æ¡äÍãhìo�Åè � äÍøfèÆå\äoø9ð,�Ùø�ò#èÆøfïMørîfæhûKä2äoô � äoí�çhä2ãYäÍó�ïkå\äÍûKæ�í¾îfæÙè2æhørî:.oâ²ïMèöí\õoè é
ôkïMí�æ¡äÍãhò�æ+æ�í¾îYõoè¹äþøfè²ôMù�ç¡õoè�ôkïMí�æ¡äoã~í�õoè8�Kû+äoïMøTD
.Íôkïkå�ä#ì - è²ûzè�ó4èjå#æhûzè²ø&è²ñ�øfæ�ã2DÍäoã�í\ä
=ïMâ²ù�ãYä ¢ ì¨§#òvó\äoãfä

∆Eν/Eν0 = 10−15
è+ãræhâ²ïMûKæUäoïMí�å\ä%�UôkïMí�æ¡äÍãhì - è²í#ý�èoãfûzæ

∆Eν/Eν0

� ãræhø � æoò¼è`óIèÍîYæhí � ï?äÍô=ûKäoí-î:�hû øfæ�ùâDÍäoôMè²ã�û%.½Gjïkûzè
Ψ ≈ 1

ò�äoó4æhí\äoø~ãræhå�ù,�hïkí#å�è`øfæhùÊó4æ é
ãfÿMèjå#èëæhøfó�ä � ïkäoôBå�æzè²ø � ïkô?äÍç¡õoè�ØÙ£)¦½Ú|ò�èm�¾ù�æzè � è²ãfãrædå�æVDyïkå#è�äoè � ãfæhø � ïMûKæ�í¾îfè�ñ\äÍô?äoí � æ¡äoå#è
å�è � äÍûKó4è~æhôF��îYãrï � èQ$�=ïMâ²ù�ãYä ¢ ìÝ§U&=æ9å�è&ûKè²ûzæhí-îfè~ôkïkí#æ¡äoã;å#èUó#ô?äoørû+ä�$Â=ïkâoù�ãYä ¢ ì¨«3&¸ì - è²û
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èzäoù�ûzæhí-îYèdå�æ

∆Eν/Eν0

ò�è � äÍûKó4èdæhô/�WîYãrï � èÆå�ädèoí�å\äÆâ²æhãfäoå\ä � ãræhø � æUæ�äcîYïkí#â²ænè�DÍäoôkè²ã
ãfæhäoô

E ≈ 2.9 × 1015
RTu � û $pó�äoãYä

∆Eν/Eν0 = 10−13
&WòIñIæ�û ó�ã2"!G#ïMûKèzå�è � äoûzóIè÷å#æ

�¾ù�æhñ#ãYäKå#æ�è²í#å\äzãræhôkäÍîYïhDjÿMørîfï � è EWB ≈ 1.36 [(γφ − 1) n0]
1/2 ≈ 1.13 × 1016

RPu � ûsØ¨¦½Ú]ì
á í\õoè é ôkïkí#æ¡äoãrïkå\äoå#æAå�è2ïMí-îYæhí#øfè à�T½ß-PjåAPWq¨^ � äoù#øYä2ä1ç�ïkí � ôkïMí\äoçhõoèMç�å\änèoí�å\ä�æÙäUý�èoãfûKäoç¡õoè
å�æÛû%.½Gjïkûzè²ø=ôMè � äoôkïF�¡äoå�èoø=í\ä~å�æ�í�øfïMå\äoå�æÛæhôMæ�îfã	9²í�ï � ä�$Â=ïkâ²ù#ãYä ¢ ìÝ¦U&¸ò-è²ø QmV4i/ß-PRQ Ø¨ª½Ú]ìf'BøÁîRäP�
ù�ûKä � äoãfä � îfæhãrÿkørîfï � äöå�èdãfæhâoïkûzænå�æP�¾ù�æhñ�ãfäzå#æUèoí�å\ä#ò�èoí�å�æ~è²øÛæhôF��îfãfè²í�ø9øfõoèzä � æ�ôkæ�ãYäoå�èoø
äÉD²æhôMè � ïkå\äÍå�æhøzó�ã	"!GjïkûKäoødå�æ vφ

$
γe → γφ, γe =

√

1 + P 2
e

&=Ø¬¤U§)Ú]ìõÞÅû+äÉD²æV�8�¾ù�æ�ä
D²æ�ôkè � ïMå\äoå�æUå�è²øÙæhô/�WîYãrè²í�ø ve

óIèyå�æ�DoäÍãfï?äÍãÅå#æ −vφ

ä
vφ

òFä+å#æhí�ørïkå\äoå#æ2æhôMæ�îfã	9²í�ï � ä�DÍäoãfïkä
å�è�DÍäoôkèoãAûKÿMí�ïkûzè

n0/2
äÆïkíAE\í�ïMîfèy$pïMí-îYæhâoã:.!D²æ�ô]&,å�æUä � è²ãfå�è � è²û�äÆæp�¾ù\äÍç¡õoè ¢ ì¨§U¤=$pó\äoãfä

ve0 = 0
&Wì��Ùèëí#è²øførè � äoøfè`ä1DoæhôMè � ïkå\äoå#æöæhôMæ�îYã29²í�ï � ä+ûzÿkí�ïMû+ä�� ve = 0

òBL	.1�¾ù�æÆè²ø~æ�ô/� é
îYãrè²í�øÅí\õoè+äÍîYïMí�â²æhû¥DoæhôMè � ïkå\äoå#æhøÅí�æhâ-äcîYïFDÍäoø�òvæ2æhí-îYõoè÷äzå�æhí�ørïkå\äÍå�æ2æ�ôkæ�îfã	9²í#ï � ädûzÿkí�ïMû+ä
�

ne = n0

ò � è²ûKèdó4èjå#æhûzè²ø_D²æ�ãÅí�ä%=ïMâ²ù�ãfä ¢ ì ¦yì
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D²æ�ãføfù#øUå#ïkørî:aoí � ï?äKí#è²ãfûKäoôkïF�¡äoå�ä χ

ó\äÍãYä
$|äU&

∆Eν/Eν0 = 10−15
ò6$�ñM&

∆Eν/Eν0 = 10−14
æ%$ � & ∆Eν/Eν0 = 10−13

ì
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ne/n0

D²æhãrøfù�øÆå#ïkørî:aoí � ï?ä�í�èoãfûKäoôkïF�¡äoå\ä χ
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@nøÅãræhørù�ôMîYäoå�è²øÅä
�¾ù�ï�è²ñjîYïkå#è²ø9øYõoèdå�ï¨ý�æhãræhí-îYæ�øÙå\ä(�yù#æhôkæ�øÛæhí � è²í-îYãYäÍå�è²øÅóIè²ãÅðyüyù � ôkä PW[

Toq¨� Ø¨¦
§(Ú|ìI'Bû øfù\äëå�æ�ãfïFDÍäoçhõoè÷è`æ�ý�æ�ïMîfè÷å�è²ø~æ�ô/��îfãfè²í#ønøfè²ñ#ãfæÆè`â[.oønå#æÆí�æhù#îfãfïMí�è²ø�ý�è²ï�ãfæ é
å�ùC��ïkå�èöäoèöó4èoîYæ�í � ïkäoôIæWý�æ�îfïFD²è Vef =

√
2GFne

ò#í\õoè2ôkæVDÍäoí#å�èöæhû � èoí¾îYäÆä2ïkíAn\ùC`hí � ï?ä�å�è
ûzè)DyïMûKæ�í¾îfè�å#è2ó�ôkäoøfûKä#ìo�¼è²ã,æ�ørîfænûKèÍîYïFDoè*�Ùè²ñ#îfïkå\ä&ù�ûKä�è²í�å�ä�å�æÙó�ô?äoørû+ä~îYãfäoå�ï � ïkèoí\äoô
æHG � ïMîRäÍå\äÆóIæ�ô?äöý�è²ãfçhäÆóIè²í#å�æhãrè²ûKèÍîYïFDÍä2å#è²øÛí�æhù#îfãfïMí�è²øhòK�¾ù�æP�&ïkí#å�æhó4æhí�å#æhí-îYæUå�æ Je

ì�'Nû
í�è²ørøfèþîYãYäÍñ\äoôkü#è��KæqG�äcîRäoûzæhí-îYæKäkDÍäoãfïkäoç¡õoèëîfæhûzóIè²ãfäoô;å�æ�ørîfæzîfæhãfûzèþí\äþæV�¾ù\äoç¡õÍè ¢ ì ¢ ª#ò
Lrù�í-îRäÍûKæ�í¾îfæ � è²û è(â²ãYäÍå�ïkæ�í¾îfæ+å\äþå�æhí#øfïkå�äoå�æ÷æ�ôkæ�îfã	9²í#ï � äjòx�¾ù�æ+åC.�è²ãfïMâ²æhû ä�è²í�å\ä�å#æ
ó�ôkäoøfûKäþå#æ÷â²ãYäÍí�å�æ÷äÍûKó�ôMïMîfù�å�æoì='BørîYä(äoûzó�ôkï¨îYù�å#æzå#æhó4æhí�å�æëå�ä�å�æhí#øfïkå�äoå�æ+æ�ôkæWîYã	9oí�ï � ä
å�èdó�ôkäoøfûKä#ò�å�èdïMí3Doæhãrøfè+å�ä � è²í�øÁîRäoí-îYæUå�æ�\æhãrûKï�$ GF

−1 &,æ&å\äQ�¾ù\äÍí¾îfïkå\äÍå�æ&å�æ&æhí�æ�ãfâ²ïkä
å�æ�óIè²ørïMîYäoå\ä%ó4æhôMè²øzí�æhù#îfãfïMí�è²ø+í#è!ó�ôkäoøfûKä#ì �ÙèÊîYãYäÍñ\äoôkü#è!å�æ(ðjü¾ù � ô?ä#òAîYäoí-îYè!í#è � äoørè
ãfæ�ô?äÍîfïFDyÿkøÁîYï � è � è²ûzè�í#è(í\õoè é ãfæ�ô?äÍîfïFDyÿkøÁîYï � èëøfæ�ãfï?äþí�æ � æhørø:.oãrï?ä(ù�ûKä�å�æ�í�øfïMå\äoå�æ n0

ûöù#ïMîYè
ûKäoïkè²ã,å�è1�¾ù�æ

1030 � û −3
$lîYÿkó#ï � äÆó\äÍãYäzäKãfæ�â²ï?õÍèzå�äzí�æ�ù#îYãrïkí�èyæhøÁý�æhãfä[&Ûó�äoãYädâ²æhãfäoãÛù�ûKä

è²í�å�ä`å#ædäoûKó#ôkïMîfù�å�æ�øfïkâoí�ïFE � äÍîYïhDÍä#ì*�møÁîYèþè � è²ãfãræöó4è²ã	�¾ù�ædí�æ�ørîYædûzèjå#æhôkè��Æèoñ#îYïMå\ä÷ù�ûKä
è²í�å�äUå�æÙó�ô?äÍøfûKä � ù½LfäUäoûKó#ôkïMîfù�å�æ4�Åå�ïkãræ�îYäoûKæ�í-îYæÛó�ãfèoóIè²ã � ïMè²í\äoôvä GF

òyù#û íBN#ûKæ�ãfè2æqG é
îYãræhûKäoûzæhí-îYæ�óIæV�yù#æhí�èÛ$|äÍè � è²í-îfã:.oãrïkè÷å�è+í�è²øførèëûKèyå�æ�ôkè�ò4è²í�å�æöäëäoûKó#ôkïMîfù�å�æ&è²ñ#îfïkå\ä%�
ó�ãrè²óIèoã � ïMè²í\äoô�ä GF

−1 &¸ìf�Åæ�øfù�ô¨îRäoå#è²øNíyù#û%��ãfï � è²ø�ó�ãfæ�ôkïkûzïkí�äoãfæ�ø;ûKèoørîYãfäoûü�¾ù�æÙóIèyå�æ�ûKè²ø
è²ñ#îfæhãUäoûzó�ôkï¨îYù�å#æhø&äoïMí�å\äëû+äÍïkè²ãræhø~ó\äoãfä�ä`è²í�å�äþâ²æ�ãYäoå�äþøræKèþó�ô?äÍøfûKä`æ�ørîfïFD²æ�ã�ïMí�ï � ï?äoô é
ûzæhí-îYæzæhû ûzèYDjïMûKæ�í-îYè�ì�'BøÁîRä�øræhí�ørÿFDoæhô�å�æhó4æhí�å,`hí � ï?ä�å\ä�äoûzó�ôkï¨îYù�å�æÆå�äþè²í#å\ä � è²û è
ûzè)DyïMûKæ�í¾îfèdïkí�ï � ï?äÍôIå�èKó�ô?äÍøfûKäöûKæ�ãfæ � æ�ù#û�æhøÁîYù�å�èKû+äÍïkø9å�æWîRäoôMü\äoå�è�ò\èQ�¾ù�æUå�æhïÙG�äÍûKè²ø
ó\äoãfäzù#û�îYãYäÍñ\äoôkü#èdý�ùjîYù�ãrè�ì�'Bû äoû2ñ\äoøÅäoøÅøfïMîfù\äoçVJjæ�øI$�ó�ô?äÍøfûKädæ�û ãfæ�óIè²ù#øfè+æUæhû ûzè é
Dyïkûzæhí-îYè	æ�û

χ = 0
&¸ò�ó\äÍãrîYÿ � ù�ôkäoø � äÍãfãfæ�â-äoå\äÍøKïMí¾îfæhãfäoâ²ïkí#å�è � è²û ä	è²í�å�äÊó4èjå#æhû øræhã

ç � äoó#îYù#ãYäoå\äÍøYç�æëä � æhôMæhãfäoå\äoø2ä¹äoôMîYäoø�æ�í�æhãrâ²ï?äÍøhìÉ'Børîfæëãfæ�øfù�ô¨îRäoå�è�óIèyå�æ+øræhãÆïMûKó4è²ãrîYäoí-îYæ
í�è�æ�ørîYù#å�è�å#è²øëó�ãfè � æ�øførè²ø`å�æ	ä � æ�ôkæ�ãYäoçhõoè�å�æ¹ó\äoãÁîYÿ � ù�ôkäoø � äoãfãræhâ-äoå�äoøëæhû äoûöñ�ïMæhí-îYæ�ø
äoøÁîYãfèÍý�ÿkøfï � è²ø�ò � è²ûKèdè²øÛãræhûKäoí�æhø � æ�í¾îfæhøÅå�æUøfù�ó4æhãrí�èYDoäÍøÅæUäoøÛæqG#ó#ôkè²ø2Jjæ�øÅå#æUãfäoïkèoø γ

Ø¬¤(Ú|ì
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O ��ÅÅ��ª � ���9�`\S¬¾½N� �Ù� � �N�#��X
á � ãræhå�ï¨îRä é øfæX�¾ù�æÆèoøní�æhùjîYãfïMí�è²øÙóIè²ørøYäoû øfæ�ãnù�ûKä+å\äoø�ý�èoí¾îfæhø~í\äcîYù�ãfäoïkøÙå�æöó�ôkäoøfûKäoø�å#æ
æhôF��îfãfè²í�øÙæ�ó#"²ørïMîYãrè²í�ø�ìc�Bãfè � æ�øførè²ønå�è²ûzïkí�äoí-îYæhøÅå�æ�ó�ãfèyå�ù�çhõoè÷å�æ�í�æhù#îfãfïMí�è²øÅæ2å�æ�ó\äoãfæ�ø
æhôF��îfãfè²í é ó>"oøfïMîfãfè²í�ïkí�å�ù,�hïkå#è²ø~óIèoã~í�æhù#îfãfïMí�è²ø~ó4èjå�æ�û øfæ�ã&è²ø~ãfæ�øfó4è²íK.!D²æ�ïkøUóIæ�ô?ä÷â²æ�ãYäoçhõoè
å�æ4LfäÍîYè²øÛù�ô¨îYãfä é ãræhô?äcîYïFDyÿMørîYï � è²ø,å�æ�ó#ô?äoørû+äoøÅæ − æ + ò4è²ø^�yù�äoïkøÅó�ãfèyå�ùC��æhû äoøÙæHGjó�ôkèoø	Jyæhø�å#æ
ãYäÍïkè²ø

γ
øfæ�â²ù�í�å�è�è*��èjå#æhôkè �NilXYPhsRToqlq Ø¨¤(«(Ú|ì;á�ôF�hû�å#ïkøførè�ò¾è&æ�ý�æhï¨îYè&å\ä&ó�ãfèyå�ù�çhõoè&å�æÛó\äoãræhø

ïkí#å�ùC�hïMå\ä2ó4è²ã,í#æhù#îfãfïkí#è²øAó4èjå�æ�øfæhã,ïkûzóIè²ãÁîRäoí-îfæÙí\äöå#ïkíKaoûzï � äUå#æ~æHGjó�ôkèoøYõoèöå�äoøÅð,�Ùø,å�è
� ïkó4è��	�;Ø¨¤U¦jòK¤U©#òM¤UÜ)Ú|ì

�Ùæ�ørîYæÊîYãfäoñ\äoôMü�è�ò;DÍäoûzè²ø`æhøÁîYù�å�äoã�ørè²ûKæ�í-îYæ%ä ó�ãrèjå#ù�ç¡õoè�å�æÊó\äoãfæ�ø=Dyïkä ó�ãrè � æhørøfè
îYãrïkå�æ�í-îYæoì=á�øførù�ûzïkí�å�è��¾ù�æ � äoå\ä&æhôF��îfãfè²íKä � æ�ôkæ�ãYäoå�èUó4æhô?ä~è²í#å\äUå#æÙó�ôkäoøfûKä~æÛæhøfó�äoôkü\äÍå�è
ó4æhôkèoøÅÿMè²í�øÛó�ãrèjå�ù,�Uù#û ó\äoã*$pïMørîYèQ�oò4äoô � äoí#ç¡äÆè+ôMïkûzï?äoã�å�æUó�ãfèyå�ù�çhõoèKå#æ�ó\äÍãfæhø 3m0c
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&Wò

ó4èjå�æ�ûKèoøÆæhørîfïkûKäoãÆä � è²í � æhí-îfãYäoçhõoè!å�æ`ó\äÍãfæhødæ − æ + ó�ãfèyå�ùC��ïkå\ä	äÍîfãYä!DU��øzå#è%ó�ãrè � æhørøfè
�,ü\äÍñ�ü\äÆîYãfïMå�æhí-îfæ&äzó\äÍãrîYïMãAå\äöý�ãYäÍç¡õoèdå�æ&æhôF��îfãfè²í�øÛæ�øfó\äoôMü\äoå�èoøPØ¨§,£VÚ]ò

dnp
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= σT nineve,

$ ¢ ì¬«[©[&
è²í�å#æ
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np
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� ü�èB�¾ù�æ2ó\äÍãYäKèKó�ãfè � æ�øførè+îYãrïkå�æ�í¾îfæ1Ø ¢ §(Ú|ìÛê�æ2ä � è²ãrå�è � è²û äKãræ�ý�æhã2`hí � ï?ämØ ¢ ª)Ú]ò σT

îYæ�û ä
øfæ�â²ù�ïMí¾îfæ~ý�è²ãfûKä,ä

σT
∼= 9.6 × 10−4(Zr0/137)2(γe − 3)3.6,

$ ¢ ì¬«3ÜU&
è²í�å#æ

r0 = 2.8× 10−13 � ûã�nèöãYäÍïkè � ôS.oørøfï � èöå�èÆæ�ô/�WîYãfèoí�ò Z ��ä � äoãrâ-ä2å�è2ÿkè²í�òyæ γe

�nè
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ñ4è-äKäÍó�ãfè!GjïkûKäoç¡õÍèKó\äÍãYä

γe ≤ 10
òvûKäoøÛó\äoãYä�DÍäoôkè²ãræhøÛûKäoïkè²ãræhøÛå�æ

γe

å�æHD²æhûzè²øÙù#îYïMôkï/�häoã
äÆæHGjó�ãræhøføfõoèéØ ¢ §(Ú
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σT = (28/27π) (Zr0/137)2(ln γe)
3.
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ãfæ�ó�ãfæ�øfæ�í¾îYäzèoø9æhô/�WîYãrè²í�ø9æ~ó#"²øfï¨îYãfèoí�øhò�ãræhøróIæ � îYïhDÍäoûKæ�í-îYæoò
Eα = −∇nα −

c−2∂Jα/∂t
ò�æ

Bα = c−1∇ × Jα

ìT@�îfæhãfûzè
∂Jα/∂t

��îYãYäcîRäoå�èKí\äKý�è²ãrû+ä � èYDÍäoãfïkäoí-îYæÍò
� èoûKè	å�æ�ø � ãrïMîfè%í\ä	ãfæWý�æhã2`hí � ï?ä�ØÝÜ
¦½Ú]ì á�ôF�hû å�ïkørøfè�ò

Geν = −Gēν = −Geν̄ = Gēν̄ '
√

2GF

ìÅá4�¾ù�ïKL	.Kó4èjå#æhûzè²øÙó4æhã � æ�ñIæ�ãc�¾ù�æ2è+æ�ý�æhï¨îYèzå�è²øÙí�æhù#îfãfïMí�è²ø�ørè²ñ�ãræ2è²øÅæhôF��îYãrè²í�ø;�
� èoí¾îfã:.oãrïkèKäoè+æWý�æhï¨îYèzøfè²ñ�ãræ2è²øÙó>"oøfïMîfãfè²í#øpä,æ�íC�¾ù\äoí-îYè+è²ø�ó�ãrïkûzæhïMãfè²ø9øfõoè+ãræhó4æhôkïMå�è²øÅóIæ�ôkè²ø
í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø�ò\è²ø9è²ù#îfãfè²øÛøfõoèzäÍîYãfäoÿkå�èoøhì��=äÍãYäÆèKó#ô?äoørû+ä#ò

∂nα

∂t
+ ∇ · Jα = 0

$Â§#ìÝ§U&
æ

∂pα

∂t
+ (vα · ∇)pα = −∇Pα

nα
+ qα

(

E +
vα

c
× B0

)

+

+
∑

ν

Gαν

(

Eν +
vα

c
× Bν

)

,
$�§jì¨«3&

è²í�å#æ
Eν = −∇nν − c−2∂Jν/∂t

ò
Bν = c−1∇ × Jν

ú9æhøføræhødîYæ�ãfûzè²øÆøYõoèÊïkûzó4è²ãrîYäoí é
îYæ�ø+í\äÊâ²æhãfäoç¡õÍè!å�æ � äoûzóIèoøKûKäoâ²íC�WîYï � è²ødïkí#å�ùC�hïMå�è²ødó4è²ãKí#æhù#îfãfïkí#è²øéØ¨ÜU¦)Ú|ìg@ � äoûzó4è
æhôF��îfãfï � è¼��å�æ�îfæhãfûzïkí�äoå�èÊóIæ�ô?ä%æV�¾ù\äoç¡õÍè�å�æé�¼è²ïkørøfè²í�ò ∇ · E = 4π

∑

α qαnα

ìg��èyå�æ é
ûzè²ø÷í�èoîYäoã+í�ä�æV�¾ù\äoç¡õÍèö§jì¨«Å�¾ù�æ	è�îfæhãfûzè�ãræhô?ä � ïkèoí\äoå�è¹l!îfæhûzóIæ�ãYäÍîfù�ãYä%å�è�ó�ô?äoørû+ä
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ý�è²ïnûKäoí-îYïMå�è�ìüænù\äoí�å�è äoø÷îfæhûzóIæ�ãYäÍîfù�ãYäÍøëæhû �¾ù�æ�ørîRõÍè�øfõoè�ãfæhôkäÍîYïhDyÿkørîfï � äoøhòÛäoø`ó�ãræhø é
ø	Jyæhø2å�æ+ãfäoå�ï?äÍç¡õoè�ò�å�è²øöæ�ô/�WîYãfèoí�ø2æKå�è²øöó#"²øfï¨îYãrè²í�øUøYõoè¹ïMâ²ù\äoïMøhò¼æ÷øfæ�ù�ø � èoûKó4è²ãrîYäoûzæhí é
îYèoøÆøYõoè¹â²èYDoæhãfí�äoå�è²ødó4æhô?ä(ôMæhï�å�æþðyîYæWýpäoí é �,è²ôMî	�hûKäoí�í�ó�äoãYä¹ä(ãfäoå�ï?äÍç¡õoè¹å�æ � è²ãfó4è¹í�æ é
â²ãrè�ò

Pα = kBnαTα ≈ Pγ = σ−1/3n
4/3
α
ò�è²í�å�æ

Tα

�Êä�îfæhûzóIæ�ãYäÍîfù�ãYä�å�è�ó�ôkäoøfûKä#ò
σ = π2/45~

3c3
�9ä � è²í�ørîYäoí-îYæ9å�æ9ðyîYæWýpäoí é ��è²ôMî	�hûKäoí�í�òÍæ ~

�9ä � è²í�ørîYäoí-îYæ9å�æ_�Nôkäoí ��� å�ï é
Dyïkå�ïMå\änó4è²ã

2π
ì6R�äoûzè²ø;îRäoû2ñ>��û äoørøfù�ûzïkãf�¾ù�æÛè � äoûzóIè~ûKäoâ²í,��îYï � è~æ�ûî�¾ù�æhøÁîRõoè��ÛûKæ é

í�è²ã^�¾ù�æöèKôkïkûzïMîfæ � ãrÿMîYï � èzå�æX0�äoí#å\äoù é ð � ü[tÛïkí�â²æ�ãhò B0/BQED ≡ ~ωc/m0c
2 � 1

òIè²í#å�æ
ωc = eB0/m0c

�AäÛý�ãfæV�yù,`hí � ï?ä � ÿ � ôMèoîYãrè²í&ó\äoãfäÙæhôF��îfãfè²í�ø�æ�ó#"²ørïMîYãrè²í�ø¼æ BQED ∼ 4×1013

<&äoù�øfø��Ûè � äoûzó4è � ãfÿ¨îYï � è~å�æ^0�äoí�å\äÍù é ð � ü[tÛïMí�â²æhã�ì � äÍô�ü�ïkó#"oîfæhøfæÛâ-äÍãYäoí-îYæ4�¾ù�æÅè � äoûzó4è
ûKäoâ²íC�WîYï � è`í\õoè8�zïkí-îfæhí�ørè�è�ørù,E � ïkæhí-îfæ÷ó\äoãfä�äoô¨îYæ�ãYäoãUäþý�èoãfûKä`å#è�ó4èoîYæ�í � ïkäoôBå�æ+ïMí-îYæ é
ãYäÍç¡õoè�æ+ïkí-îfãfèyå�ùC�hïMãUäoí�ïkørèoîYãrè²ó�ïkäoø&æhøfó�ä � ïkäoïkøUí�è � è²ûzóIè²ãÁîRäoûzæhí-îfè � è²ôkæWîYïFDoè�å�è�ó�ô?äoørû+ä
Ø¬ªU©(Ú|ì�áÙô/�hû�å#ïkøførè�ò²äÍôkâ²ù�í#ø=äoùjîYè²ãræhø�ä � ãræhå�ï¨îRäoû �¾ù�æ � äoûzóIèoø�ûKäoâ²íC�WîYï � è²ø�ûöù�ï¨îYèÛïkí-îfæhí�ørè²ø
ó4èjå�æ�û � ãrï?äoãBûzèYDjïMûKæ�í-îYè²ø�äoôMïkí�ü\äÍå�è²øBå�è²ø�í�æ�ù#îYãrïkí�è²øc$|äÍí¾îfïkí�æ�ù#îYãrïkí�èoø�&=æÅå\äoø�ó\äoãrîfÿ � ù�ô?äoø
å�èdó�ôkäoøfûKä�Ø¨©
ª(Ú]ì

- è²ûzè�DÍäoûzè²ø`äoí�äoôkïMøYäoã÷è�æ�ørî�.Íâ²ïkè�ôkïMí�æ¡äÍã÷å\ä�ïkí-îYæ�ãYäoçhõoè�ò�ó4èyå�æhûzè²ø � èoí�øfïMå�æhãfäoãëè
ó�ôkäoøfûKäKí\õÍè é ãræhô?äcîYïFDyÿMørîYï � è�ì_�=äoãfä÷ãfæhæ�ø � ãfæVDoæhã&äoø�æp�¾ù\äoçVJjæ�ø~ä � ïMû+äzù#îYïMôkïF�¡äoí�å#èKä+äoíK.oôMïkøfæ
ó4æhãrîfù�ãfñ�äÍîYïhDoäöó�äoå�ãYõÍè�ò�è²í�å#æ&îfèjå�äoøÛäoø4�¾ù\äoí-îYïMå\äoå�æ�øÛå�ïkíKaÍûKï � äoøAøfõoèdæhø � ãfï¨îRäoø9í�ädý�è²ãrû+ä
f = f0 + δf

$
δf � f0

&Wòjó�ãfæ � ïkøfäoûzè²øAå�æHE\í�ïkã9ù#û í�èYDoè � è²í½Lrù�í-îYèÆå#æbDoäÍãfïS.!Doæhïkø,ôkïkí#æ¡äoãrï é
�¡äÍå\äoøpä

ne + nē = 2n0 + δρe

ò
ne − nē = δne − δnē = δQe

ò
nν + nν̄ = 2nν0 + δρν

ò
nν − nν̄ = δnν − δnν̄ = δQν

ò
Je + Jē = δJe

ò
Je − Jē = δHe

ò
Jν + Jν̄ = 2Jν0 + δJν

ò
æ

Jν − Jν̄ = nν0(δvν − δvν̄) + vν0δQν = δHν + vν0δQν

ì�á�ødæV�yù�äoçpJyæhøzñK.oørï � äÍø
ôkïMí�æ¡äÍãfï/�häoå\äoø�óIèyå�æ�û�æhí-îRõÍèKøræhãÛãfæ�æhø � ãfï¨îRäoøÛí\äÆý�è²ãfûKä

∇ · E = −4πeδQe,
$�§jì ¦U&
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∂δρe

∂t
+ ∇ · δJe = 0,

$Â§#ìÝ©U&

∂δQe

∂t
+ ∇ · δHe = 0,

$Â§#ì Ü
&

∂δJe

∂t
+ c2

s∇δρe − Ω × δHe = 0,
$Â§#ìÝ¤U&

∂δHe

∂t
+ c2

s∇δQe + 2
en0

m0
E− Ω × δJe = αe

(

c2∇δQν +
∂δHν

∂t
+ vν0

∂δQν

∂t

)

,
$�§jìÝª[&

ó\äoãfä(è¹ó�ô?äÍøfûKä�å�æ`æhôF��îYãrè²í�øöæëó#"²ørïMîYãrè²í�ø�ò � è²û αe = 2
√

2GF n0/m0c
2
ò
Ω = ωcẑ

òNæ
c2
s = (8/3)(n0/σ)1/3/m0

$jD²æ�ôkè � ïMå\äoå�æ~å�èzøfèoûk&¸ò�æ

∂δρν

∂t
+ (vν0 · ∇)δρν + ∇ · δJν = 0,

$�§jìF£Y°U&

∂δQν

∂t
+ (vν0 · ∇)δQν + ∇ · δHν = 0,

$�§jìF£U£Y&

∂δJν

∂t
+ (vν0 · ∇)δJν = 0,

$�§jìF£ ¢ &
ó\äoãfäÆèzâU.oøÛå�æ&í�æhù#îfãfïMí�è²ø9æUäoí-îYïMí�æhù#îfãfïMí�è²øhì

�=äoãfäzãræhørè²ôFDoæhãfûzè²øÅäoø9æV�yù�äoçpJyæhøÙä � ïMû+äöå#æUûKäoí�æ�ïkãfäÆäoù#îYè é � èoí�øfïMørîYæ�í-îYæoò\ó#ãfæ � ïkøfäoûKèoø
å�ædù�ûKäëæp�¾ù\äoçhõoè�å#æzæHD²è²ôMù�ç¡õÍè�ó\äÍãYä`ä��yù�äoí-îYïkå�äoå�æ

δHν

ì�'BørîYäþæV�¾ù\äoç¡õÍè�å�ïMíKaoûzï � äk�
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è²ñ#îfïkå\ä�äÍîYãfäYD
�høNå\ä~ôkïMí�æ¡äÍãfï/�häoç¡õÍè�å\ä~æp�¾ù\äÍç¡õoè�§#ì ¢ ó\äoãfä&í#æhù#îfãfïkí#è²ø;æÛäoí-îYïMí�æhùjîYãfïMí�è²ø�ò � è²û
pν(ν̄) = (vν(ν̄)/c

2)Eν(ν̄)

ì,ðyù�ñ#îYãfäoïkí#å�èÆè²øÛãfæ�øfù�ô¨îRäoå�èoøhò�îYæ�ãfæ�ûKè²ø

∂δHν

∂t
+ (vν0 · ∇)δHν +

nν0vν0

Eν0

(

∂

∂t
+ vν0 · ∇

)

(δEν − δEν̄) =

=
nν0c

2

Eν0
(δFν − δFν̄0)

$�§#ìh£Y§[&
è²í�å#æ

Eν0

�öäzæhí�æ�ãfâ²ïkäKïkí#ï � ïkäoô�å�è÷í#æhù#îfãfïkí#èÉ$|äÍí¾îfïkí�æ�ù#îYãrïkí�è[&Wòvæ δEν(δEν̄)
æ

δFν(δFν̄0)øYõÍèÆäoø,ó4æhãÁîYù�ãrñ\äoçVJjæ�øAí\ä2æ�í�æhãrâ²ï?äUæní\äUý�èoãfç¡ä�å�è²ø,í#æhù#îfãfïkí#è²øT$päoí-îYïkí#æhù#îfãfïkí#è²ø�&¸òjãræhøfó4æ � îYï é
DÍäoûzæhí-îYæÍò\ãfæhôkä � ïMè²í\äoå�äoøAó4æhô?äöæqGjó�ãfæ�øføYõÍè

(

∂

∂t
+ vν0 · ∇

)

(δEν − δEν̄) = vν0 · (δFν − δFν̄0),
$�§#ìh£!«3&

� èoûKè�í�è - äoó�ÿ¨îYù�ôMè ¢ ìNênä2å�æHE\í�ïkçhõoè2å�ä�ý�è²ãfçhäöäÍîfù\äoí�å�è2øfè²ñ�ãræ�è²ø�í�æhùjîYãfïMí�è²ø�æ~äoí-îYïMí�æhù é
îYãrïkí�èoøhò#îfæhûzè²ø

δFν − δFν̄0 = −∇δV − 2
√

2GF

c2
Ω × δJe.

$�§#ìh£)¦U&
��äAæqGjó�ãfæ�øføYõÍènä � ïkûKä δV

�NäAó4æhãÁîYù�ãrñ\äoçhõoèÛí\ä9æhí�æ�ãfâ²ïkäAóIèoîfæhí � ï?äoôÍå\äAïMí¾îfæhãfäoç¡õoèÛí�æ�ù#îYãrïkí�è é
ó�ôkäoøfûKä#ò

δV = 2
√

2GF

[

2
en0

m0c2
Φ +

(

1 − c2
s

c2

)

δQe

] $�§#ìh£Y©[&
è²í�å#æ

Φ
�+è(ó4èoîfæhí � ï?äoô�äoørøfè � ï?äÍå�è(äoè � äoûzó4è�æhôF��îfãfï � è�ó�ãrèjå#ùC�hïMå�è�ó4æhôkä�øfæ�ó\äoãfäoç¡õoè¹å#æ

� äÍãfâ-ä#òoå�æVE\í#ïkå�è~ó4æhôkänæp�¾ù\äoçhõoè�§#ì ¦yìBðjù�ñ#ørîYï¨îYù�ïMí�å�è&äoø=æp�¾ù\äoçVJjæ�ø�§jìF£)¦�æ_§#ìF£p«~í\änæp�¾ù\äoçhõoè
§#ìh£Y§Æè²ñ#îfæhûzè²ø
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∂δHν

∂t
+ (vν0 · ∇)δHν =

nν0

Eν0

[

vν0(vν0 · ∇) − c2∇
]

δV +

+ αν

{vν0

c2
[vν0 · (Ω × δJe)] − (Ω × δJe)

}

.
$�§#ìh£)ÜU&

á4�¾ù�ï
vν0

�öäQD²æhôMè � ïkå\äÍå�æ�ïMí�ï � ï?äoô�å#è+í�æ�ù#îYãrïkí�è�$päoí-îYïMí�æhù#îfãfïMí�è3&Wò αν = 2
√

2GF nν0/Eν0�Uä � è²í�øÁîRäoí-îYæUå�æUä � è²ó�ô?äÍûKæ�í¾îfè�ò½Lrù�í-îYäoûKæ�í-îYæ � è²û αe

ò\æ
nν0

�2äÆå�æ�í�øfïMå\äoå�æUå�è�n\ù�ïkå#è
å�æ&í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø�$päoí-îYïMí�æhù#îfãfïMí�è²ø�&,í#èKæV�yù#ïkôkÿMñ�ãfïMè�ì

á�ó�ôMï � äoí�å�è�è2è²ó4æhãfäoå�è²ã�å�ïFDoæhãfâ
`hí � ï?ä�í�ä2æp�¾ù\äoçhõoè�§#ì¨ª2æ � è²û�äöä)Lrù#å\ä�å\äÍøAæp�¾ù\äoçVJjæ�ø
§#ìÝÜöæ*§jìF£U£&è²ñjîYæhûzè²øÛäÆøfæ�â²ù�ïMí¾îfæ&æp�¾ù\äoçhõoè+å�æ&è²í#å\äÆó\äoãYäÆèdó�ôkäoøfûKäöæ

−
æ
+

∂2

∂t2
δQe − c2

s∇2δQe + 2ω2
pδQe − Ω · ∇ × δJe = αe

(

c2∇2 − ∂2

∂t2

)

δQν.
$�§#ìh£Y¤[&

ê�èÅûKæ�øfûzèÛûKèyå�è�òxù#îfïkôkïF�¡äoí#å�èÛäoø�æp�¾ù\äoçVJjæ�øo§#ìh£U£Næ�§#ìh£Y§#òxîYæhûzè²ø�ó\äoãfä9èÙâ[.Íø¼å#æ�í�æ�ù#îYãrïkí�èoø
æUäoí-îYïMí�æhù#îfãfïMí�è²ø

(

∂

∂t
+ vν0 · ∇

)2

δQν =
nν0

Eν0

[

c2∇2 − (vν0 · ∇)2
]

δV −

− αν

[

(vν0 · ∇)

c2
(vν0 · Ω × δJe) + Ω · ∇ × δJe

]

.
$�§#ìh£Yª[&

á�ø9æV�¾ù\äoçpJyæhø;§#ìh£Y¤öæP§#ìh£Yªöå�æ�ø � ãræVDoæhûþò4å#èzó4è²í-îYèdå�æbDyïMørîRä � ôS.oørøfï � è�ò#è � è²ûKó4è²ãÁîRäoûzæhí-îYè
å�èdý�æhïÙG#æUå�æUí�æhùjîYãfïMí�è²øÅæ2äÍí¾îfïkí�æ�ù#îYãrïkí�èoøÅæ�û ïkí-îYæ�ãYäoçhõoè � è²û ù�û ó�ôkäoøfûKäÆå�æUæhô/�WîYãrè²í�øÅæ
ó#"²øfï¨îYãfèoí�øhìx@�øfæ�â²ù�í�å�èÙîYæhãrûKèÅå�èÙô?äoå�èÅå�ïMãfæhï¨îYèÛå\äÅæp�¾ù\äoçhõoèT§#ìh£YªÛå�æVDoæ é øræ4lÙó4æhãÁîYù�ãrñ\äoçhõoè
í\ä`æhí�æ�ãfâ²ïkäþå#è²ø�í#æhù#îfãfïkí#è²ø é äoí-îYïkí#æhù#îfãfïkí#è²øhò � äÍãYä � îYæhãrÿkøÁîYï � äëå\äoøUïkí-îYæ�ãYäoçVJjæ�øUïMí�æhô/.oørîfï � äoøhò
æhí,�yù�äoí-îYèdè²ø9å�è²ïMø_N�ô¨îYïkûzè²øNîYæ�ãfûzè²øAãfæ�ó�ãfæ�øfæ�í¾îYäoû äÆäoí#ïkøfèÍîYãfèoó�ï?äUå�æVDyïkå#è�löó�ãfæ�øfæhí#ç¡ädå�è
� äÍûKó4èÆû+äÍâ²íC��îfï � èÆæHGyîYæ�ãfí�è�ì

'Bû�â²æ�ãYäoô|òjó4èjå#æhûzè²ø � è²í�øfïMå�æhãfäoãAäÍø�n\ù#îfù\äoçpJyæhø9æ�øfó4æ � îYãYäÍïkøAå\äöó4è²ó�ù#ô?äoçhõoè2å�æ�ó\äoãfæ�ø
í�æ�ù#îYãrïkí�è é äoí-îYïMí�æhù#îfãfïMí�è ˜δQν(ω,k)

å�æ~îRäoô�ûzèjå#è��yù#æ
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δQν =

∫

dk

(2π)3

∫

dω

2π
˜δQν(ω,k) exp(ik · r − iωt).

$�§#ì ¢ °[&
á óIæ�ãrîYù#ãfñ\äoçhõoèÊí\äÊå#æhí�ørïkå\äoå#æ�å�æþó\äoãræhøzæhôF��îYãrè²í é ó>"²ørïMîfãfè²í ˜δQe(ω,k)

ò�äoørøfè � ï?äÍå\ä
� èoû � äÍå\ä � è²ûzóIè²í#æhí-îYæÆæ�øfó4æ � îfãYäoôNå\äÍøbn\ù#îYù�äoçpJyæhø&í\äëå�æ�í�øfïMå\äoå�ædå�ædó\äoãræhø&í�æ�ù#îYãrïkí�è é
äoí-îYïMí�æhùjîYãfïMí�è�ò9ó4èjå#æ(øfæ�ãëè²ñ#îYïMå\ä�äÍîfãYä!DU��øëå\ä!îYãfäoí�øÁý�è²ãfûKäoå\ä!å#æ�vèoù�ãfïMæhãzå\ä�æp�¾ù\äoçhõoè
§#ìh£Y¤#ò

(ω2 − c2
sk

2 − 2ω2
p)

˜δQe = −iΩ · (k × δJe) + αe(ω
2 − c2k2) ˜δQν.

$�§#ì ¢ £)&
ÞÙøfäoí�å�èzäoøAîfãYäoí#ørý�è²ãrû+äoå�äoøAå�æP\è²ù�ãrïkæ�ã,å\äoø9æV�¾ù\äoçpJyæhø^§#ìÝÜ2æP§#ì¨¤#ò\äöæV�yù�äoç¡õoèQ§#ì ¢ £~ó4èjå#æ
øfæ�ãÛãfæhæ�ø � ãfïMîYä � è²ûzè

(ω2 − ω2
uh)

˜δQe +
k ·Ω

ω
(Ω · δHe) = αe(ω

2 − c2k2) ˜δQν,
$�§#ì ¢U¢ &

è²í�å#æ
ω2

uh = 2ω2
p +c2

sk
2+ω2

c

�Aèc�yù�äoå�ãYäÍå�è~å\ä�ý�ãfæV�¾ùC`hí � ï?änü�ÿMñ�ãfïMå\äÙørù�ó4æhãfïMè²ã=å#è~ó�ô?äoørû+ä
æ
−
æ
+
ò¼æ

δHe

�Kä`óIæ�ãrîYù#ãfñ\äoçhõoè�í�ä � è²ãfãræhí-îYæzå�æzó�ô?äoørû+äëæ�øfó4æ � îfãYäoô|ìy��ù�ô¨îYïMó�ôkï � äoí�å#èëä
æp�¾ù\äÍç¡õoè%§#ì¨ªdó4è²ã

Ω
æ&ù�øfäoí�å�èKäöîYãfäoí�ørý�èoãfûKäoå\äöå�æ�\è²ù�ãrïkæhã�ò#îYæ�ûKèoø

Ω · δHe = c2
s

Ω · k
ω

˜δQe − 2i
en0

m0

Ω · E
ω

−

− αe

[

Ω · δHν − Ω ·
(

c2k

ω
− vν0

)

δQ̃ν

]

,
$�§#ì ¢ §[&

è²í�å#æ
δHν

�÷ä � è²ûzóIè²í#æhí-îYæzæhøróIæ � îYãfäoô,å�ä�å�æ�í�øfïMå\äoå�æKå�æ � è²ãfãræhí-îYæKå�è(ó\äoãUí�æ�ù#îYãrïkí�è é
äoí-îYïMí�æhùjîYãfïMí�è�ò#äQ�¾ù\äoô�ó4èyå�æ~øfæ�ãÅèoñ#îYïMå\ädäÍîYãfäYD
�høÛå\ädæp�¾ù\äoçhõoè%§#ìF£!§#ò

Ω · δHν =
nν0

Eν0

c2(k · Ω) − (vν0 ·Ω)(vν0 · k)

ω − k · vν0
δV +

+ αν
Ω · vν0

c2
(vν0 · Ω × δ ~Je).

$�§#ì ¢ «3&
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R�äoûzè²ø�å#æVE\í�ïMã

θ
æ

ζ � è²ûzèUè²ø�aÍí�â²ù�ôMè²ø�å#æÙó�ãrè²ó\äoâ²äoç¡õoè�å�è�ý�æ�ïhGjæÅå�æÙí#æhù#îfãfïkí#è²ø,æÅå\äè²í�å�ä`å#æzó#ô?äoørû+ä#òIãfæ�øfó4æ � îfïFDÍäoûzæhí-îYæÍò�æhû ãræhô?äÍç¡õoè`ä
z
$på�ïMãfæhçhõoèëå�è � äÍûKó4è`û+äoâoíC��îfï � è

æHGyîfæhãfí#è3&Wì�ðjù�ñ�øÁîYï¨îYù�ïMí�å�è%äoø+æV�yù�äoçpJyæhø1§#ìF£!©#ò4§#ì ¢ °%æm§#ì ¢ £�æ�û §#ìF£!ª#òAæþû+äoí#ïkó�ù�ôkäoí�å�è
æHGjó�ãræhørø	JyæhøhòUè²ñ#îfæhûzè²ø�ä øræhâ²ù�ïMí-îYæÊãfæhôkäoç¡õÍè�æ�í¾îfãfæ!äoø=n�ù#îYù\äÍçpJyæhøþí\äoø�å#æhí�ørïkå\äoå#æhø�å#æ
ó\äoãræhøÛæhôF��îfãfè²í é ó>"oøfïMîfãfè²íëæ&ó\äÍãfæhøÛí�æ�ù#îYãrïkí�è é äoí-îYïMí�æhùjîYãfïMí�è

δQ̃e ≈ αe

(

c2k2 − ω2 + c2k2

ω2 ω2
c cos2 ζ + kvν0

ω
ω2

c cos θ cos ζ

ω2 − ω2
uh +

2Ω2
p
ω2

c

ω2

)

δQ̃ν,
$�§#ì ¢ ¦U&

è²í�å#æ
Ω2

p = 2ω2
p + c2

sk
2
æöè²ønîYæ�ãfûzè²ø

O(G2

F
)
ý�è²ãYäÍû å�æ�øfó�ãræp�häoå�è²ø�ìöá�ørøfè � ï?äÍå\äëäëæhørîYä

n\ù#îfù\äoçhõoè`í\äëå�æhí�ørïkå\äÍå�ædå�ædó\äoãfæ�ø&æhô/�WîYãrè²í é ó#"²ørïMîYãrè²í¹æHGjïMørîYæÆù#û+äkn\ù#îfù\äoçhõoè`í\ä � äoãfâ²ä
æhôF��îfãfï � ä −eδQ̃e = −e(δñe − δñē)

òAäÉ�¾ù\äoôÅäoó\äÍãfæ � æ�í�ä	æV�¾ù\äoç¡õÍè!å�æm��è²ïMøførè²í � è²ûzè
ä¹ý�è²í-îYæ`å\ä	óIæ�ãrîYù#ãfñ\äoçhõoèÊí�è%ó4èoîfæhí � ï?äoôAå#è%ó�ôkäoøfûKä#ì��¼èjå�æ�ûKèoøQDoæhãfïhE � äÍãKäcîYãYä!D
�høzå\ä
æp�¾ù\äÍç¡õoèy§#ì ¢ ¦%�¾ù�æ2æhørîYä � äoãrâ-ä+æ�ô/��îfãfï � ä%�2ó�ãfè²ó4è²ã � ïkèoí\äoô6l%n\ù#îfù\äoçhõoèëí\ä+å�æ�í�øfïMå\äoå�æÆå#æ
ó\äoãræhø�í�æhù#îfãfïMí�è é äÍí¾îfïkí�æ�ù#îYãrïkí�è#ò²èI�¾ù�æÙøfïkâoí�ïFE � ä��¾ù�æ�ä � è²í�ørîYäoí-îYæÙå�æ�ó�ãrè²ó4è²ã � ïkè²í\äÍôkïkå�äoå�æ
ó4èjå�æ2øfæhã&ïMí¾îfæhãró�ãfæWîRäoå\ä � è²ûzè`ä � äoãrâ-ä÷æ�ý�æWîYïFDÍä�$�è²ù	æp�¾ù�ïFDÍäoôMæhí-îYæÆèoù¹ïkí�å�ù,�hïkå�ä[&Ùå�èëó\äÍã
í�æ�ù#îYãrïkí�è é äoí-îYïMí�æhù#îfãfïMí�è�ìo�¼èjå#æhûzè²øÛæhí-îRõoèzæhøÁîRäoñ4æhôMæ � æhãÅäÆøfæhâoù�ïkí-îYæ&ïMå�æhí-îYïMå\äoå�æ

−eδQ̃e = eeff (δñν − δñν̄) = eeffδQ̃ν.
$�§#ì ¢ ©[&

'BørîYä÷í�èYDoä%�yù�äoí-îYïkå�äoå�æ2å#æhó4æhí�å�æÆå�äKý�ãfæV�yù,`hí � ï?ä÷æ2å#è÷í3N�ûKæ�ãfè÷å#æöè²í�å\äKå\ä%n\ù#îfù\äoçhõoè
í\ä¹å�æ�í�øfïMå\äoå�æþå�æ`í�æhùjîYãfïMí�è²ø�ò�æëîRäÍûöñ>��û å�è � äÍûKó4è	û+äoâoíC��îfï � è¹æqGyîYæhãrí�è�ìö'Bô?ä(å�æHD²æ
øfæ�ã�ïMí¾îfæhãró�ãfæWîRäoå\ä � è²ûzèKù#û+ä � äoãrâ-äKæ�øfó4æ � îfãYäoô�æ�ý�æWîYïFDÍäzå�è÷ó\äoãÅí�æ�ù#îYãrïkí�è é äoí-îYïMí�æhù#îfãfïMí�è�ò
æ&øfæ�ù=DÍäoôMè²ã_�&å�æ�îfæhãrûKïMí\äoå�èdó4è²ã

eeff = ±eαe
ω2(c2k2 − ω2) − c2k2ω2

c cos2 ζ + kvν0ωω2
c cos ζ cos θ

ω4ε(ω, k)
,

$�§#ì ¢ ÜU&
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è²í�å#æBè9øfïkí�äoô − $ + &FæhøÁî�.9ãfæ�ô?ä � ïkè²í�äoå�è4l � äoãfâ-äAæWý�æ�îfïFDÍä eν

$
eν̄

&Få�è²ø�í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø!$|äoí-îfïkí�æ�ù#îYãrïkí�è²ø:&
å�èÆîYïMóIèdæ�ôkæ�îfã	9²í#ï � è#ì;á � è²í#ørîRäÍí¾îfæ�å#ïkæhôF��îfãfï � äöôkè²í#â²ïMîfù�å�ïkí�äoôvå�èKó#ô?äoørû+äX�&å�æHE\í�ïkå�ädó4è²ã

ε(ω, k) = 1 − ω2
uh

ω2
+ 2

Ω2
pω

2
c

ω4
cos2 ζ,

$�§#ì ¢ ¤[&
ê�æHD²æhûzè²ø;í#èoîRäoã7�¾ù�æAó\äoãfä

ε(ω, k) = 0
è²ñjîYæhûzè²ø¼ènæhøróIæ � îfãfè~å�æAù#û+äÅè²í�å\ä�ôMè²í�â²ï¨îYù�å#ïkí\äoô

æhû�ù�û ó�ô?äÍøfûKänæ
−
æ
+
ûKäoâ²í�æWîYè-äÍîfïFDoè�ò²è²í�å#æ

Ω2
p = 2ω2

p + c2
sk

2
�Ùä&ãfæ�ô?äoçhõoè&å�æÛå�ïkøróIæ�ãføfõoè

í\äöäÍù�ø	`�í � ïkäöå�æ � äÍûKó4èöûKäoâ²íC�WîYï � è2æqGjîfæhãrí�è�ì��ÙèöôMïkûzïMîfæÅå#è²øAó4æp�¾ù�æhí#è²ø � è²ûzó�ãrïkûzæhí-îYè²ø
å�æ÷èoí�å\ä

k2c2 � ω2
òBè²í�å�æ`äoó4æhí�äoøöûzèjå�èoø2æhôMæ�îfãfè²øÁî�.Íîfï � èoø2å�æëñ\äÍïhG#ä�ý�ãfæV�¾ùC`hí � ï?ä(øfõoè

� èoí�øfïMå�æhãfäoå�è²ø�ò9ä%æqG#ó#ãfæhørøYõoè!ó\äoãYä%ä � äoãfâ²ä%æ�ý�æWîYïhDoä	å�è%í�æhù#îfãfïMí�èð$päoí-îYïMí�æhù#îfãfïMí�è3& eeff

� èoí � è²ãrå\ä � è²û äoø&è²ñjîYïkå�äoø&óIè²ã&è²ùjîYãfèoø�äÍù#îYè²ãræhø%Ø¬«U©jò�©[¦jò�©
©(ÚNó\äoãfäþí�æ�ù#îYãrïkí�èoøUå#èþîfïkó4è
æhôMæ�îfã	9²í�ï � è�øfæÊó�ãrè²ó\äoâ-äÍí�å�è�æhû ù�û ó#ô?äoørû+ä�í\õoè é ûKäoâ²í�æWîYï/�häoå�è�ì á æqG#ó#ãfæhørøYõoèð§#ì ¢ ¤
îRäÍûöñ>��û ó4èjå�æNøræhã¼ãfæhå#ùC�hïMå\äÙäÛè²ù#îfãfè²ø�ãræhøfù#ôMîRäÍå�è²øCL	.Åè²ñjîYïkå#è²øhòxøfæ�è²ø¼ôkïMûKï¨îYæhøFäoó�ãrè²ó�ãfïkäoå�è²ø
ý�è²ãræhû � è²í#øfïkå#æhãYäÍå�è²øhì6R�äoûzè²ø�ó#ãfïkûzæhïMãYäoûzæhí-îfæ�äÍøføfù#ûKïMã�èÙôkïkûzïMîfæf�¾ù\äoøfæ é æ�ørî�.cîYï � è ω → 0

ì
á/æp�¾ù\äoçhõoè%§#ì ¢ ÜÆæ�í-îRõoèdøfæUãfæ�å�ùC�Uä

eeff = ±
√

2GF

4πe

k2

(1 + k2λ2
De)

$�§#ì ¢ ª[&
ó\äoãfä�ä � äoãrâ-ä�æ�ý�æWîYïhDoä�å#è�í�æhù#îfãfïMí�è (+)

æ¹å#è�äoí-îYïkí#æhù#îfãfïkí#è
(−)

òÅãfæ�øfó4æ � îYïFDÍäoûzæhí-îfæoò
äoø��¾ù\äoïMøöøYõÍèÊïMí�å�æ�óIæ�í�å�æhí-îfæhødå�è � äoûzó4è(û+äÍâ²íC��îfï � è(æHGyîYæ�ãfí�è#ì¹��ä¹æHGjó�ãræhørøYõoè%ä � ïMû+ä
λ2

De = c2
s/2ω2

p

�`è � è²ûzó�ãrïkûzæhí-îYè¹å�æþê�æ�ñ[ ²æ�ó�äoãYä¹èÊó�ô?äoørû+ä(æ − æ + ìö�Åè	ôkïkûzïMîfæ+å�èoø
ó4æp�¾ù�æhí#è²ø � è²ûzó�ãfïMûKæ�í-îYè²øKå�æ¹è²í�å\ä k2λ2

De � 1
è�ãfæ�øfù�ô¨îRäoå�è�èoñ#îYïMå�è�ó\äoãfä�ä � äoãrâ-ä

æ�ý�æWîYïhDoä�å�è í�æ�ù#îYãrïkí�è æhøÁî�.�å�æ!ä � è²ãrå�è � è²û ä
�¾ù�æ�ôkæ	å�æ�ãfïFDÍäoå#è ó4è²ãm��æ�í�å�è²í�çhä PW[KToq¨�
Ø¬©U©(ÚnùjîYïkôMï/�häoí�å�è%ù�û+ä�å#æhø � ãfïMç¡õoè � ô/.oøførï � ä!å�æén\ù�ïMå�è²øëó\äÍãYä�è�ó�ôkäoøfûKä#ì/á æHGjó�ãræhørøYõoè
§#ì ¢ ªëîRäoûöñ#�hû � è²ïMí � ïMå�æ � è²û ä
�¾ù�æ�ô?äþè²ñ#îYïMå\äëóIèoã*�ÅïkæHD²æhø4à|�=äoôNó\äÍãYä`í�æhù#îfãfïMí�è²øUøfæhû
ûKäoøføfäUæ � è²û ü#æhôkï � ïMå\äoå�æÛí�æ�â-äÍîYïhDÍä&ïMí-îYæhãfäoâ²ïMí�å�è � è²û ù�û ûzæhïMè&í\õoè é û+äoâoí�æ�îfï/�¡äÍå�è�Ø¨©
¤(Ú]ì
'Børîfæhø÷äÍù#îYè²ãræhøzå�æhãrïFDÍäoãfäoû øfæ�ù�ø+ãræhørù�ôMîYäoå�è²øKäÍîYãfä!DU�høKå\ä¹îYæhèoãfï?ä��¾ùKaoí-îYï � ä	å�æ � äoûzóIè²ø
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ù#îfïkôkïF�¡äoí#å�è`è � èoí � æ�ïMîYè�å�æá¨ PWX¸[mPr© æhôkæWîYãrè²û+äÍâ²íC��îfï � è�æWý�æ�îYïhD²è�ì='Bí-îYãræ�îRäÍí¾îfè�ò;í�æ�ørîfæ � äoørè
èëôkïMûKï¨îYæ

ω → 0
ý�è²ï=ïMå�æhí-îfïFE � äoå�è � èoû è²ø~âoãYäoí�å#æhø � èoûKó�ãrïkûzæhí-îYèoø�å�æöèoí�å\äâ$ k → 0

&Wò
ù�ûKä�Doæp�_�¾ù�æ,äoø7n�ù#îYù\äÍçpJyæhø=å#è�ó�ôkäoøfûKäÛý�èoãYäoû�äÍøføfè � ïkäoå\äoø � èoûDù#û � äoûzóIèÅå�æ�ãYäoå�ïkäoç¡õÍè
æhôMæ�îfãfè²ûKäoâ²íC�WîYï � ä#ì�á4�yù#ïFæhøÁîRäoûzè²ø9äÍí\äoôkïMøYäoí#å�è*n\ùjîYù\äoçVJjæ�ø9æhôMæ�îYãrè²ørî:.ÍîYï � äoø�è²í�å�æ�èöôkïMûKï¨îYæ
ω → 0

í\õoèÙóIèyå�æ,øræhã=äoù#îYèoû+äÍîfï � äoûKæ�í-îYæNäoørøfè � ï?äÍå�è � è²û k → 0
ò � è²ûzèÅóIè²ã¼æHGjæ�ûKó�ôMè�í�è

� äÍøfè�å�äoø6n�ù#îYù\äÍçpJyæhø=æ�øfó\ä � ï?äÍïkø6�yù�äoøfæ é æhøÁî�.Íîfï � äoø=å�æ � äÍãfâ-ä#ì7��èoãrîRäÍí¾îfè�òoù#û+ä � è²ûzó\äoãfäoç¡õÍè
å�ïMãfæ�îYäÆæhí-îYãræUí#è²øførè²øÙãræhørù�ôMîYäoå�è²ø9æ&è²øÛè²ñ#îfïkå�èoø9í\äÆãfæ�ý�æ�ã	`�í � ïkämØ¬©U¤(Ú�í�õoè��Uó4è²ørøfÿFDoæhô|ì
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æ
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c

ò9æ
îRäÍûöñ>��û � è²í�øfïMå�æhãfäoãfûzè²ø ω2 ≈ k2c2

$�â²ãYäÍí�å�æhøÛí3N�ûzæhãrè²ø9å�æ&è²í�å\äU&Wò�è²ñjîYæhûzè²øÛæhí-îYõoèdå\ä
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√

2GF n0e

m0c2

ω2
c

k2c2

(
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æ9å�è~äÍí¾îfïkí�æ�ù#îYãrïkí�è

(−)
æhû)ù�ûDó�ô?äoørû+äÙû+äoâ é

í�æWîYï/�häoå�è�ò¼è²í�å#æ+äoørøfù�ûzïkûzè²ø
vν0 ≈ c

ì��¼èjå�æ�ûKèoø�í�èÍîRäoã��¾ù�æKæ�ørîfæ+ãfæ�øfù�ô¨îRäoå#è�å�æ�óIæ�í�å�æ
ý�è²ãÁîYæhûzæhí-îfæÆå\äoø~å�ïMãfæhçVJjæ�ø~å�æÆó�ãrè²ó\äoâ-äÍç¡õoèëå\äëè²í#å\äëå�æÆó�ô?äÍøfûKä÷æÆå�èëý�æhïhGjæÆå�æÆí#æhù#îfãfï é
í�è²ø!$|äoí-îfïkí�æ�ù#îYãrïkí�è²ø:&Wì�ðjæKè²ø2í�æ�ù#îYãrïkí�èoø2æYucè²ù�äoí-îYïMí�æhùjîYãfïMí�è²øUøfæKó�ãfè²ó�äoâ-äoû í\ä�ûKæ�øfûKä
å�ïMãfæhçhõoè��¾ù�æ2äÍøÙè²í#å\äoøÛå�æUó�ô?äoørû+ä

(θ = ζ)
òvä � äÍãfâ-ädæ�ý�æWîYïFDÍä��Uíyù#ô?ä#ì�@)ûzæhørûKèdè � è²ãrãfæ

ó\äoãfä(äoøöèoí�å\äoøöå#æ÷ó�ô?äÍøfûKäm�¾ù�æ÷øræëó�ãfè²ó�äoâ-äoû í\ä�å#ïkãfæ�ç¡õoè�óIæ�ãfó4æhí�å�ï � ù�ôkäoãöäÍè � äoûzó4è
ûKäoâ²íC�WîYï � è (ζ = π/2)
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��èoãÅèoù#îYãrèzôkäoå�è�òjøfæ&è²øÛí�æ�ù#îYãrïkí�è²ø*$päoí-îYïkí#æhù#îfãfïkí#è²ø�&�øræ&ó�ãfè²ó�äoâ-äoû�ó4æhãróIæ�í�å�ï � ù�ôkäoãfûzæhí-îYæ
äoè � äÍûKó4èÆû+äÍâ²íC��îfï � è (θ = π/2)

òjîYæhûzè²ø9å\äÆæV�yù�äoç¡õoè1§#ì¨§U°
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í\äëå�ïMãfæhçhõoè

θ = π/2
ò�å#æhó4æhí�å�æ�í�å�è�å\äþå#ïkãfæ�ç¡õoè`å�ædó�ãrè²ó\äoâ²äoç¡õoèëå�äþè²í#å\äëå�ædó�ô?äoørû+äjì

'Børîfæ÷ãfæ�øfù�ô¨îRäoå�è�å�ïMý�æ�ãfæ+å�ä
�¾ù�æhôMæ÷è²ñ#îfïkå�è�óIè²ãI�,ü\äÍîrîRä � ü�äoã2 ²ä PW[UToq¨� äÍîYãfäYD
�høöå�ä�îYæ�è²ãfïkä
�¾ùKaoí-îYï � ä¹å�æ � äÍûKó4è²øÆó\äoãfä(îYæhûzó4æhãYäcîYù�ãfäoøXE\í�ï¨îRäoøyØ¬ªU©(Ú|ì���äoïMøÆù�û+äéDoæp��ä	å#ïMý�æhãræhí�çhä
è � è²ãrãfæ9ó4æhôkè~ýpäÍîfè&å�è²ø�äoù#îYèoãfæhøBîfæhãfæ�û äoørøfù�ûzïkå�èP�¾ù�æÙäoøNè²í�å\äÍø�å#æÙó�ôkäoøfûKänæhøÁîRõoè�äoørøfè � ï é
äoå\äÍø;äoè � äoûzóIèÙå�æ,ýj"oîfè²í�ø=í#ènôkïMûKï¨îYæ ω → 0

æ
k → 0

ò-äoè � è²í-îYã	.oãfïMè�å\äÍø;è²í�å\äÍø=ü�ÿMñ�ãfïMå\äoø
øfù#óIæ�ãfïkèoãfæhø�ôkèoí�â²ïMîfù�å�ïMí\äoïkø � è²í�ørïkå�æ�ãYäoå�äoøAä
�¾ù�ï|ìBê�æHDjïMå�èXl�äoí�ïMøfèoîfãfè²ó�ïkä~ó�ãfæ�øfæhí-îfænæhû ù�û
ó�ôkäoøfûKä�ûKäoâ²í�æWîYï/�häoå�è�ò;äoøÆó�ãfèoó�ãfïMæhå\äoå#æhøÆå�æëå�ïMøfó4æhãrøYõoè¹å\äÍøÆè²í�å\äoøÆü#ÿkñ�ãrïkå\äoø�øfù�ó4æhãrïkè é
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á å�æhí�ørïkå\äÍå�æ`å�æ � äoãrâ-ä ρν(r)
æ�û ù�û å�æ�îfæhãfûzïkí�äoå�è	óIèoí¾îfè	å�è	æhøfó�äoçhèÊóIèyå�æëøræhã
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kDe = 2π/λDe

ò
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kDe

ì9á � äoãfâ-ädæhôF��îfãfï � äKæWý�æ�îYïhDÍädîfèoîRäoô�å�èKí�æhùjîYãfïMí�è qν =
∫
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å#æVD²æ

øfæ�ãÛíyù#ô?ä#ò½L	.��¾ù�æ�ä � äoãrâ-äÆæhô/�WîYãrï � äöîfèoîRäoôIå�èzó�ô?äoørû+äöå#æVD²æUøfæ�ã � è²í�øræhãvDoäÍå\ä#ì
'BûÓâ²æ�ãYäoô|òFó4èjå�æ�ûKèoø;D²æ�ãfïhE � äoãnä÷ó\äoãrîfïkãÙå\ä÷æp�¾ù\äoçhõoè=§#ì ¢ ÜKøfæÆèoøní�æhùjîYãfïMí�è²ønæöäoí-îYï é

í�æ�ù#îYãrïkí�è²øAäoåC�¾ù�ïkãræhû � äoãrâ-äöæ�ý�æWîYïhDoä�óIè²ørïMîfïFDÍä�è²ùëí#æhâ-äÍîfïFDÍä2å�ænä � è²ãrå�è � èoû ørù\äÆå�ïkãræhç¡õÍè
å�æ�ó�ãfè²ó�äoâ-äoçhõoèÙæ�îRäoû2ñ>��û�å\äoø=èoí�å\äoø¼å�æ,ó#ô?äoørû+ä#ì - è²ûzèfL	.ÅûKæ�í � ïMè²í\äoûzè²ø�òÍäÙó�ãfæ�øfæhí#ç¡ä
å�è � äoûKó4èÆûKäoâ²íC�WîYï � èyçV�¾ù�æ�ñ�ãYäKç�ädïMøfèoîfãfè²ó#ï?ä�å#èÆó�ô?äoørû+äöæ�ïkí-îYãrèjå�ù,�nù�ûKäöå�ïkãræhç¡õÍèÆó�ãfæ é
ý�æhãræhí � ï?äoô|ìT�=äÍãYä÷í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø�øfæÆó�ãrè²ó\äoâ-äÍí�å�èëäoè+ôkè²í�âoè÷å\ä÷å�ïMãfæhçhõoè÷å�è � äoûzóIè�$ θ = 0

&¸ò
ó4è²ãÛæHGjæhûzó�ôkè#òIä � äoãrâ-äKæWý�æ�îfïFDÍädîfè²ãfí�ä é øræ�í�æ�â-äÍîfïFDÍäzó�äoãYä 0 < ζ < π/2

æUóIè²ørïMîfïFDÍäÆó\äoãYä
π/2 < ζ < π

ì�@Dæ�ý�æ�ïMîfèzâoôkè²ñ\äÍôFøfæ�ã:.dæhí-îRõÍè+ä � ãrï?äoçhõoèÆå�æ � èoãfãfæ�í-îYæhøÅæhôF��îfãfï � äoøhò�äoø��yù�äoïkø
ó4èjå�æ�û�øræhãNãfæ�øfó4è²í�ø:.!DoæhïkøNó4æhôkä&âoæhãYäÍç¡õoè~å�æÛïMí¾îfæhí�ørè²ø � äÍûKó4è²øBûKäoâ²íC�WîYï � è²ø;í\ä~ørù�óIæ�ãrý�ÿ � ïkæ
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á�å�ïMø � ù#øføYõÍè�ä(�yù#ï\äoó�ãræhøfæ�í-îRäoå\ä~ûzè²ørîfãYäb�¾ù�æ9è~ûQ��îfèjå�è�ù#îYïMôkï/�häoå�è;�AøfïMûKó�ôMæhø�æ � äoó\ä(�
å�æNãfæ � ù�ó4æhãfäoã�äoôkâ²ù#í�ø�å�è²ø�ó�ãrïkí � ïkó\äoïMø�ãfæ�øfù�ô¨îRäoå�èoø¼èoñ#îYïMå�è²ø�äÍîfãYä!DU��ø�å\ä9îYæ�è²ãfïkä4�yùCaoí-îYï � äÅå#æ
� äÍûKó4è²ø=ó�äoãYä�è � äoørè~å�æAó�ôkäoøfûKäoø¼í\õoè é û+äoâoí�æ�îfï/�¡äÍå�è²øhì6��äoãYäní�æ�ù#îYãrïkí�èoø=æ9äoí-îfïkí�æ�ù#îYãrïkí�è²ø
ïkí-îfæhãYäÍâ²ïkí�å#è � èoû ù�û�ó�ôkäoøfûKä�æ

−
æ
+
ûKäoâ²í�æWîYè-äcîYïFDoè2è²ñ#øfæhãvDÍäoûKèoø_�¾ù�ænèXDÍäoôkèoã�å\ä � äoãfâ²ä

æ�ý�æWîYïhDoäKå�æhó4æhí�å#æöý�è²ãrîfæhûzæhí-îYæöå�ä+å�ïkãræhçhõoè÷å�æÆó�ãrè²ó\äoâ²äoç¡õoèKå\ä÷è²í�å�ä+å�æÆó�ôkäoøfûKä#ò4èk�¾ù�æ
è � è²ãrãfæ+å#æVDyïkå�èél¹äoí�ïkørèoîYãrè²ó�ïkä � ãfï?äÍå\ä�ó4æhôkä�ó�ãfæ�øfæ�í�ç¡ä¹å�è � äoûzóIè�û+äoâoíC��îfï � è�æHGyîYæ�ãfí�è#ì
� äoûöñ#�hû í�èoîYäoûKèoø��¾ù�æ÷ä�å�ïMãfæhçhõoè(å�æKó�ãfèoó\äoâ-äoçhõoè�å#è�ý�æhïÙGjæ+å�æKí�æhù#îfãfïMí�è²ø�$päoí-îYïMí�æhù é
îYãrïkí�èoø�&4��ïMûKó4è²ãrîYäoí-îYæ&ó\äoãfä+äzå�æ�îfæhãfûzïkí�äoç¡õoèzå�è1DÍäoôMè²ãÛæ�å#è÷øfïMí\äoô�å\ä � äoãfâ²äKïkí#å�ùC�hïMå\ä#ì
á � äÍãfâ-äöæWý�æ�îYïhDÍäöïkí�å�ï � äI�¾ù�æ&è²ø9í#æhù#îfãfïkí#è²ø9æ&äoí-îYïMí�æhù#îfãfïMí�è²øAó4èjå#æhû ýpä � ïkôMûKæ�í-îYæ�øræUä � è é
ó�ôkäoã^loøÙèoø � ïMô?äoçVJjæ�øÛæhôkæWîYãrè²ørî:.ÍîYï � äoøÛå�èKó�ô?äoørû+ädûKäoâ²í�æWîYï/�häoå�è�ò\æUæVDoæhí-îYù�äoôkûzæhí-îYæ�óIæ�ãfå�æ�ã
æhí#æhãfâoï?äÆå�æVDyïMå�èzäzó�ãrè � æhørøfè²øÅí\õoè é ôkïMí�æ¡äoãræhø�ì

ªÛ�rPN� O �����Ù� X��Ù� �^] �YXgT � � �[VF� ] �����Y¬�½�� �Ù� � �N�#��X
R�äoûzè²øKäoâ²è²ãfä%æhøÁîYù�å�äoã÷è�ãræhâ²ïMûKæ`í\õoè é ôkïMí�æ¡äÍãzå�ä!ïkí-îYæ�ãYäoçhõoè�ò9äÍí\äoôkïMøYäoí#å�è!è%æ�ý�æhï¨îYè�å#æ
ù�û ý�æhïÙG#æ�å�æöí�æ�ù#îYãrïkí�èoø�øfæ2ó�ãfè²ó�äoâ-äoí�å#èëäÍîYãfä!DU�hø~å#æöù�û ó�ô?äoørû+ädûKäoâ²í�æWîYï/�häoå�èKæöí\õoè é
� èoôkïkørïkè²í�äoô�å�æ2æ�ô/�WîYãfèoí�ønæ2ó#"²ørïMîYãrè²í�ø�ìT��äoïMø�ù�ûKäQDoæp�XDÍäoûzè²øÅù#îYïMôkï/�häoãÅäoø�æV�¾ù\äoçpJyæhøP§jìF£ é
§#ì¬«%ó�äoãYä	å�æhø � ãræVD²æ�ãëä	å�ïkíKaÍûKï � ä(å�èÊâ[.oødå�æþí�æhùjîYãfïMí�è²øzæ`å�è%ó#ô?äoørû+ä¹æ − æ + ìöR�äÍûKè²ø
� èoí�øfïMå�æhãfäoãÛè � äoûzóIèdûKäoâ²íC�WîYï � èdæHGyîYæ�ãfí�èKí\äzå#ïkãfæ�ç¡õoè z

ò
B = B0ẑ

ò\æ�äoí\äÍôkïkøfäoã9äoó4æhí�äoø
ä%âoæhãYäÍç¡õoèÊå�æþûKèyå�è²ødôkèoí�â²ïMîfù�å�ïMí\äoïkø�ìð@ ûKè²ûzæhí-îfè%å�è%í�æhùjîYãfïMí�èâ��å\äoå#è%ó4è²ã

pν =

(vν/c
2)Eν

ò�èoí�å�æ
Eν

�UäÆæhí�æ�ãfâ²ïkäöîYèoîYäoô�å�èzí�æhùjîYãfïMí�è�ì
�=äoãfä(øfïMûKó�ôMïFE � äoãUí�è²øførè	ûKèyå�æhôMè�ò7DÍäoûzè²ø � è²í�ørïkå�æ�ãYäoãöù#û ý�æ�ïhGjæ÷ý�ãfïMè�å�æëí�æ�ù#îYãrïkí�èoø

æhôMæ�îfã	9²í�ï � è²ø2øfæ`ó�ãfèoó\äoâ-äoí#å�èÊäoè	ôkè²í�âoè¹å\ä¹å�ïkãræhç¡õÍè x � èoûèD²æ�ôkè � ïkå�äoå�æ vν

ó�ã	"!GjïkûKä¹ä
c
ò¼ædïMí¾îfæhãfäoâ²ïkí#å�è � è²ûÓù�û ó�ôkäoøfûKä÷æhôF��îYãrè²í é ó>"²ørïMîfãfè²í(ý�ãrïkèëædû+äÍâ²í�æ�îfï/�häoå�è�ì��¼è²ãrîYäoí-îYè�ò
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æÊä�å�æhí�ørïkå\äÍå�æ%å#è²ø`í�æhù#îfãfïMí�è²ø`í\õoè�øYõÍè�ørïkâ²í�ïhE � äcîYïFDÍäoûzæhí-îfæ(äoô¨îYæhãfäoå\äoøëå#ù�ãYäoí-îfæ%ørù\ä
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ïkí-îfæhãYäÍç¡õoè � è²û è¹ó�ôkäoøfûKä#ìâ��èoãrîRäÍí¾îfè�òNóIèyå�æ�ûKè²øöäoøførù�ûKïMãI�¾ù�æ`èén\ùAGjè	å�æëí�æ�ù#îYãrïkí�èoø
îYãfäoí�øÁý�æhãfæUäoó4æhí�äoø9ù�ûKäöóIæV�yù#æhí\äzó\äoãrîfæ~å\äÆøfù\äÆæ�í�æhãrâ²ï?ä

Eν

ó\äoãYäÆèdó�ôkäoøfûKäöæ~û+äÍí¾î	�hû
øfù�äKå�æ�í�øfïMå\äoå�æ

nν

äoó�ãfè!GjïkûKäoå\äÍûKæ�í¾îfæ � è²í�øÁîRäoí-îfæoìÛá�ørøfïkûþò4äoøÅæp�¾ù\äoçVJjæ�ø�ó\äoãfäKèQn\ù�ïkå#è
å�æ&í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø9ó4èyå�æhû�øræhãÛãfæ�æhø � ãfï¨îRäoø � èoûKè

∂Eν

∂t
+ c

∂Eν

∂x
≈ −

√
2GF c

(

∂

∂x
(nē − ne) +

1

c2

∂

∂t
(Jē − Je)

) $�§#ì¨§ ¢ &
æ

∂nν

∂t
+ c

∂nν

∂x
≈ 0.

$�§jìÝ§U§U&
R�äoûzè²ø � è²í�ørïkå�æ�ãYäoãBîYäoûöñ#�hûî�¾ù�æÙäoø�è²í�å\äoøNôMè²í�â²ï¨îYù�å�ïMí\äoïMø;å�æÛó�ô?äÍøfûKä&ó#ãfè²ó\äÍâ-äoû é øfæ

í\ä`å�ïkãræhçhõoè�ó4æhãróIæ�í�å�ï � ù�ôkäoã&äoè � äoûzóIè`ûKäoâ²íC�WîYï � èëæHGyîfæhãfí#è�ò � è²û ù�û � äoûKó4è`æhôF��îYãrï � è
äoørøfè � ï?äÍå�è

E = Ex̂
æÙíBN#ûKæ�ãfèöå�æÙè²í�å\ä

k = kx̂
ì�'Bí-îRõoèöäoø,æV�yù�äoçpJyæhøAó�äoãYä2è�n\ù�ïMå�èöå�æ

æhôF��îfãfè²í�ø9æ&ó#"²øfï¨îYãrè²í�ø9øYõÍè

∂ne

∂t
+

∂Je

∂x
= 0,

$�§jìÝ§
«[&

∂pex

∂t
+

cpex
√

1 + p2
e

∂pex

∂x
= − eE

m0c
− ωcpey
√

1 + p2
e

−
√

2GF

(

∂nν

∂x
+

1

c2

∂Jν

∂t

)

,
$�§#ì¨§[¦U&

∂pey

∂t
+

cpey
√

1 + p2
e

∂pey

∂x
= +

ωcpex
√

1 + p2
e

,
$�§#ì¨§U©[&

ó\äoãfäÆè²øÛæhô/�WîYãrè²í�ø9æ

∂nē

∂t
+

∂Jē

∂x
= 0,

$�§jìÝ§[Ü
&
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∂pēx

∂t
+

cpēx
√

1 + p2
ē

∂pēx

∂x
=

eE

m0c
+

ωcpēx
√

1 + p2
ē

+
√

2GF

(

∂nν

∂x
+

1

c2

∂Jν

∂t

)

,
$�§#ì¨§U¤[&

∂pēy

∂t
+

cpēy
√

1 + p2
e

∂pēy

∂x
= − ωcpēx

√

1 + p2
ē

,
$�§#ì¨§Uª[&

ó\äoãfänè²øBó#"²øfï¨îYãfèoí�øhò � è²û pex

ò
pēx

ò
pey

ò-æ
pēy

øfæhí#å�è2äÍø � è²ûzó4è²í�æhí-îfæhø x
æ

y
å�è²øBûzè²ûzæhí é

îYèoøÙå�èoøÙæ�ô/��îfãfè²í#øÙæ�ó>"²ørïMîfãfè²í�ø�ò\ãfæ�øfó4æ � îfïFDÍäoûzæhí-îYæÍìÛá�øÅæHGjó�ãfæ�øfø2Jjæ�øT§#ì¨§ ¢ é §jìÝ§UªÆý�è²ãrû+äoû è
� èoí½Lrù�í-îYèÛå�æNæp�¾ù\äÍçpJyæhø¼ä � èoó�ô?äoå�äoø�ù#îfïkôkïF�¡äoå#èAí�èÛæhøÁîYù�å�èÅå\ä9â²æ�ãYäoçhõoè9å�æNè²í�å\äÍø�å�æNó�ô?äoørû+ä
å�æ&â²ãfäoí�å�æUäoûzó�ôkï¨îYù�å#æoìo'BøÁîYæ � è²í½Lrù#í¾îfèKå#æVD²æUøfæ�ã � è²ûzó�ôkæ�ûKæ�í-îRäoå�èÆó4æhôkäÆæp�¾ù\äoçhõoè

Jē − Je =
1

4πe

∂E

∂t
,

$�§#ì¬«[°[&
ù�ûKäXD²æp���¾ù�æ&æhøÁîRäoûzè²øÅäoí\äoôMïkøfäoí�å�èÆädâ²æ�ãYäoçhõoèdå�æ&ûKèyå�è²ø9ôMè²í�â²ï¨îYù�å�ïMí\äoïMøhì

Z � è²í[D²æ�í�ïkæ�í¾îfæëïkí-îYãrèjå#ùC�hïMãfûzè²ø&ù�û+äþí�èYDÍämDÍäoãfï�âDjæ�ô�ïMí�å�æ�óIæ�í�å�æhí-îfæ ξ = (x − vφt)
ò

è²í�å#æ
vφ

�ëä8Doæhôkè � ïMå\äoå�æKå�æ+ýpäoøræ÷å\ä(è²í#å\ä(å�æ÷ó�ôkäoøfûKä#ìé�møÁîYè¹ørïkâ²í�ïhE � äm�yù#æ+îYèyå\äoøÆäÍø
�¾ù\äoí-îYïMå\äoå�æ�ø+å�ïMíKaoûzï � äoøÆæhí[D²èoôFDyïkå\äÍøKøræ � èoûKó4è²ãrîYäoû � è²ûKèÊè²í�å�äoø+æ�ørîRä � ïkèoíK.oãfïkäoøÆæhû
ù�û ãræ�ý�æ�ãfæhí � ï?äÍô_�¾ù�æ�øræ`å�æhørôkè � ä � è²û D²æhôMè � ïkå\äÍå�æ vφ

ì - è²û è%äÍùAGjÿkôkïMè(å\ä¹æHGjó�ãræhørøYõoè
§#ì¬«[°#ò\äÆæV�yù�äoç¡õoè%§#ì¨§ ¢ óIèyå�æ&øfæ�ãÛãfæhæ�ø � ãfïMîYä � è²ûzè

dE

dξ
= 4πe

c2

v2
φ

(

(nē − ne) +
1 − βφ√

2GF

(Eν0 − Eν(ξ))

)

,
$�§#ì¬«C£)&

è²í�å#æ
Eν0

�÷ä�æ�í�æhãrâ²ï?äþïkí�ï � ïkäoôBå�è(í�æ�ù#îYãrïkí�è#ì8ÞÛîYïkôMï/�häoí�å�èþä�å�æHE\í�ïMç¡õoè E = −dΦ/dξ
ò

è²í�å#æ
Φ
�&èzó4èoîfæhí � ï?äoô�æ�ô/�WîYãfï � èdäoørøfè � ïkäoå�èzäoè à�T½ß-PjåAPWq¨^ ò#è²ñjîYæhûzè²ø9å\ädæp�¾ù\äÍç¡õoèKä � ïMû+ä

d2Ψ

dξ2
= −

ω2
p

v2
φ

(

nē

n0

− ne

n0

+ Sν

)

,
$�§#ì¬« ¢ &
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è²í�å#æ

Ψ = eΦ/m0c
2
æ
βφ = vφ/c

øfõoènènó4èoîfæhí � ï?äoôyí�è²ãrû+äoôMï/�häoå�èÛæ9ä;Doæhôkè � ïMå\äoå�æ�å�æ,ýpäoøræ
í�è²ãrû+äÍôkï/�häoå\ä#ò�ãfæ�øfó4æ � îfïFDÍäoûzæhí-îYæÍì�áÙô/��û�å�ïMøføfè#ò

Sν = (Eν0(1−βφ)/
√

2GFn0)∆Eν/Eν0

ò
è²í�å#æ

∆Eν/Eν0 = ∆ων/ων

ãræhó�ãræhøræhí-îRä(ä=�¾ù\äoí-îYïMå\äoå�æzå�æzæhí�æ�ãfâ²ïkä`îfãYäoí�øÁý�æhãrïkå\ä`óIæ�ôkè²ø
í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø¼ó\äoãfä�è�ó#ô?äoørû+ä#ì�á4�¾ù�ï|ò

∆ων

�AäÅô?äoãrâ²ù�ãfäÅæ�øfó4æ � îfãYäoôjå�è�æ�øfó4æ � îYãfè~å#è�í�æ�ù#îYãrïkí�è�ì
R�äoûzè²ø�äoøførù�ûzïkã��yù#æ

∆Eν/Eν0 = ∆ων/ων � 1
òyèI�¾ù�æÙæhøÁî�.�å#ænä � è²ãfå�è � è²û èoø,å\äoå#è²ø

è²ñ�øræhãvDoä � ïkèoí\äoïkøO�¾ù�æNïMí�å�ï � äoûí�¾ù�æ�ä9æhí#æhãfâoï?ä�çHDyïkørÿFD²æ�ô+ç�å#æBù�û+ä9ørù�óIæ�ãfí�èYDÍä���äÍóIæ�í\äoø�ù�ûKä
ó4æp�¾ù�æhí�ädó�äoãrîfæ�å\ä2æ�í�æhãrâ²ï?äUîYèoîYäoôIå#è²øAí�æ�ù#îYãrïkí�è²øbØ¬«[°)Ú]ì��¼è²ãrîYäoí-îYè�òjóIèyå�æ�ûKè²ø � è²í#øfïkå#æhãYäÍã
ä�ïkí,n�ùC`hí � ï?ä�å�èoøþí#æhù#îfãfïkí#è²ø � è²ûzè�ù�ûKä�äoç¡õoè�æqGyîYæhãrí\ä � è²í�øÁîRäoí-îfæ%ørè²ñ�ãfæ	è�ó�ôkäoøfûKä#ì
��èyå�æ�ûKè²øÅí�èoîYäoã^�yù#æöädæp�¾ù\äoçhõoè�§#ì¬« ¢ �öädæp�¾ù\äoçhõoè÷å�æ*��è²ïMøførè²í(æhø � ãrïMîRäzæhû�ý�ù�í#ç¡õoèKå\ä
DÍäoãfï/.!D²æhô

ξ
ò-è²í�å�æÅä&å�æhí#øfïkå�äoå�æÅå�æ � äoãrâ-änîYèoîYäoô\ïkí � ôkù�ï�ä&å#æhí�ørïkå\äoå#æÙå�æ � äoãfâ-ä~æWý�æ�îYïhDÍäUå�èoø

í�æ�ù#îYãrïkí�è²ø�ò=ãræhó�ãræhøfæ�í-îRäoå\ä�óIæ�ôkè�îfæhãrûKè
Sν

ì � ãYäoí#ørý�è²ãrû+äoí#å�è(äoøUæp�¾ù\äÍçpJyæhøX§jìÝ§
« é §#ì¨§Uª`æ
øfù#ñ�ørîfïMîYù#ïkí�å�èzäoøÛå�æ�í�øfïMå\äoå�æ�øÛå�æ�æ�ô/�WîYãfèoí�ø9æ&ó>"²ørïMîfãfè²í�ø9í�ädæV�¾ù\äoç¡õÍèk§#ì¬« ¢ è²ñ#îfæhûzè²ø

d2Ψ

dχ2
=

Γe

√

1 + P 2
e

Pex − βφ

√

1 + P 2
e

− Γē

√

1 + P 2
ē

Pēx − βφ

√

1 + P 2
ē

− Sν ,
$�§#ì¬«[§[&

dPex

dχ
=

√

1 + P 2
e

Pex − βφ

√

1 + P 2
e

(

dΨ

dχ
− βφΩc

Pey
√

1 + P 2
e

)

,
$�§#ì¬«U«3&

dPey

dχ
= βφΩc

Pex

(Pex − βφ

√

1 + P 2
e )

,
$�§#ì¬«3¦U&

dPēx

dχ
=

√

1 + P 2
ē

Pēx − βφ

√

1 + P 2
ē

(

−dΨ

dχ
+ βφΩc

Pēy
√

1 + P 2
ē

)

,
$�§#ì¬«[©[&

æ

dPēy

dχ
= −βφΩc

Pēx

(Pēx − βφ

√

1 + P 2
e )

,
$�§#ì¬«3ÜU&
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è²í�å#æ

Pe,ē = pe,ē/m0c
ò
χ = ωp/vφ(x − vφt)

òIæ
Ωc = ωc/ωp

øfõoè÷è÷ûzè²ûzæhí-îYèKí�è²ãfûKä é
ôkïF�¡äoå#èzå#èKæ�ô/��îfãfè²í¼$pó#"²ørïMîYãrè²íM&¸ò\äKå�ïMørî:aoí � ïkäÆí�è²ãfûKäoôMï/�¡äÍå\ä�$�ýpäÍøfæY&¸òvæ2äÆý�ãfæV�yù,`hí � ï?ä � ÿ � ôkè é
îYãrè²í¹í�è²ãrû+äÍôkï/�häoå\ädå�è²ønæ�ô/�WîYãfèoí�ø�$pó#"²ørïMîYãrè²í�ø:&WòFãræhøróIæ � îYïhDÍäoûKæ�í-îYæoìUá4�¾ù�ï]ò Γe,ē

É
(Pe,ē0 −

βφ

√

1 + P 2
e,ē0)/

√

1 + P 2
e,ē0

� � èoí�ørîYäoí-îYæoò9æþå�æ�óIæ�í�å�æ�å#èÛDÍäoôkèoãÆïkí�ï � ï?äÍôAå�èÊûKè²ûzæhí-îfè
å�è²øKó>"oøfïMîfãfè²í#øKæ�æhô/�WîYãrè²í�øhìí��èyå�æhûzè²øKí�èoîRäÍã%�¾ù�æ¹äÍø+æp�¾ù\äÍçpJyæhøëä � è²ó�ôkäoå\äoø%§#ì¬«[§ é §jì¨«3Ü
å�æ�óIæ�í�å�æhû å�èKøfïMí\äoô�å�èzûKèoûKæ�í¾îfèdôkïkí#æ¡äoã9å�èKó�ô?äÍøfûKä#ò�ïkøÁîYèQ�oòvèzó�ô?äoørû+äÆó4èjå#æUæ�ørîYäoãÙøræ
ûzè)Doæhí�å#èÆí\äöå�ïkãræhçhõoè

χ
ó4è²ørïMîYïhD²èöèoùëí�æhâ-äcîYïFDoè�ìf'BørîYäoø9æp�¾ù\äÍçpJyæhøÛå�æhø � ãræVD²æ�û ä2â²æ�ãYäoçhõoè

å�æëè²í#å\äoøÆü�ÿMñ�ãfïMå\äoø2ørù�ó4æhãfïMè²ãfæ�øÆãfæ�ô?äÍîfïFDyÿkøÁîYï � äoøUæëí\õoè é ôkïkí#æ¡äoãræhø2å#æVDyïkå�è�l(ïMí-îYæhãfäoç¡õÍè¹å�è
ý�æhïÙGjæ~å�æ&í�æhù#îfãfïMí�è²ø � è²û�èzó#ô?äoørû+äöûKäoâ²í�æWîYïF�¡äoå�è#ì

@�ãfæ�â²ïkûzæ~ôkïMí�æ¡äoã9æ&í\õÍè é ãræhô?äcîYïFDyÿMørîYï � èöè � èoãfãfæ��¾ù\äoí�å#è Pe,ē � 1
ò
Ψ � 1

æ
Sν � 1

ì
�Ùæ�ørîfæ � äoøfè�òväÍø9æp�¾ù\äoçVJjæ�øc§#ì¬«[§ é §#ì¬«3Ü�ý�è²ãfí#æ � æ�û

d2Ψ

dχ2
= Pex − Pēx − Sν,

$�§#ì¬«[¤[&

dPey

dχ
= −ΩcPex,

$�§#ì¬«[ª[&

dPēy

dχ
= ΩcPēx,

$�§#ìÝ¦
°[&

d2Pex

dχ2
+ Ω2

uhPex = Pēx + Sν ,
$�§#ìÝ¦A£)&

d2Pēx

dχ2
+ Ω2

uhPēx = Pex − Sν,
$�§#ìÝ¦ ¢ &
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ó\äoãfä

βφ ∼ 1
ò²æAè²í�å#æ

Ω2
uh = 1+Ω2

c

ì=áÙø;æp�¾ù\äoçVJjæ�ø�§#ì¬«[¤ é §jì¨«[ªÛý�è²ãYäÍû)ù#îfïkôMï/�¡äÍå\äoø�í\änå�æ�ãfï é
DÍäoç¡õÍè�å\äoø¼æHGjó�ãræhørø	Jyæhø�§#ìÝ¦A£�æ�§#ìÝ¦ ¢ ó\äoãYäÅä � è²ûzóIè²í#æhí-îYæ x

å�è�ûzè²ûzæhí-îYèÅå�èÙó�ô?äoørû+äjì7'Bø é
îRäÍø�æV�yù�äoçpJyæhø�ôkïkí#æ¡äoãræhøNûKèoørîYãfäoûî�¾ù�æ�ä�å�ïMíKaoûzï � änå#è2ó�ôkäoøfûKäT�XçWý�èoãfç¡äÍå\äKç�å�ïMãfæWîRäoûzæhí-îYæ
ó4æhô?ä÷ó#ãfæhøræhí�çhäþå#è²ø~í�æhùjîYãfïMí�è²ø�ò�è²øT�¾ù\äoïMø~óIèyå�æhû â²æ�ãYäoã~ïMí¾îfæhí�øfäoø~è²í�å�äoø~æhôMæ�îYãrè²ørî:.ÍîYï � äoø
� èoû�ý�ãfæV�yù,`hí � ï?äÛå�æNè²ø � ïkô?äÍç¡õoè ω

ó�ãrè²ó\äoâ-äÍí�å�è é øfæNí\ä9å�ïkãræhçhõoèÛóIæ�ãfó4æhí�å�ï � ù�ôkäoãOlÛå�è � äoûzó4è
ûKäoâ²íC�WîYï � è�ìX�Ûæhørè²ôFDoæhí�å#è�äoø~æV�¾ù\äoçpJyæhø*§#ìÝ¦A£dæ�§#ìÝ¦ ¢ æÆïkí-îYãrèjå�ù,�hïkí#å�èëè²ø&ãfæ�øfù�ô¨îRäoå�èoø~í\ä
æp�¾ù\äÍç¡õoè�§#ì¬«[¤#òBèoñ#îYæ�ûKè²ø�è¹øfæ�â²ù�ïkí-îfæ � äoûzó4è(æhôF��îYãrï � è(í�è²ãrû+äoôMï/�häoå�è�äoøførè � ï?äoå�è � è²û è
à�T½ß-PjåAPWq¨^ ü�ÿkñ#ãfïkå#èÆøfù�ó4æhãrïkè²ã

E(x, t) =
2ω3

p

Ω3
uh

Sν

[

Ω2
c

2
(kpx − ωpt) + sin(kx − ωt)

]

,
$�§#ìÝ¦
§[&
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� èoôkïkørïkè²í�äoô�å�æöæ�ô/��îfãfè²í#ø�æöÿMè²í�øhìnð#äoñ4æhûzè²øc�¾ù�æöä+ó�ãfæ�øfæ�í�çhè ì � äÍûKó4è+ûKäoâ²íC�WîYï � è+æqGyîYæhãrí�è
ó4è²øførïkñ�ïMôkïMîYä�è	øfù#ãfâ²ïMûKæ�í¾îfè	å�æ�D
.ÍãfïkèoøöûKèyå�è²øÆå#æþó#ãfè²ó\äÍâ-äoç¡õÍèÊí#èÊó#ô?äoørû+ä#òBå#æ�ä � è²ãrå�è
� èoû ä¹å�ïkãræhçhõoè	å�è � äoûzóIè�Ø¨Ü
§(Ú|ì�@nødæhôF��îYãrè²í�øÆó4èjå#æhû øræhãzä � æhôkæ�ãYäoå#è²øÆóIæ�ôkè¹ôkäoøfæ�ãÆè²ù



¸ � �[é � �)�K�U�C�Å� � · �7��� � ¿ À
í�èöïMí-îYæhí#øfè à�T½ß-PjåAPWq¨^ âoæhãYäÍå�è2å�ù#ãYäoí-îYænä�ïkí-îfæhãYäÍç¡õoèöí�õoè é ôMïkí�æhäoãhì7'Bôkæ�ø,æhí-îYõoèöó�ãrèjå�ù,�hæhû
ó\äoãræhø,äoè2øræhãfæ�û æ�øfó\äÍôkü\äoå#è²ø,ó4æhôMè2ó4èoîYæ�í � ïkäoôvå�æ - è²ù#ôkè²ûöñzå�è²ø�ÿkè²í#ø�æ�û ãræhó4è²ù�øfè#ì���äoïMø
ù�ûKäÛD²æV�éDÍäoûKèoø+ù#îfïkôkïF�¡äoãdù�ûKä%å#æhø � ãfïMç¡õoè � ôS.oørøfï � ä!å�æ8n�ù�ïkå�èoø�$ Lrù�í-îYäoûKæ�í-îYæ � è²û äÍø
æp�¾ù\äÍçpJyæhøÆå�æy��ä½GBt,æ�ôkô]&&ó\äoãfä¹äoí\äoôMïkøYäÍã�ä(ïMí-îYæhãfäoç¡õÍè(í\õoè é ôkïMí�æ¡äoã&í�è¹ôMïkûzïMîfæÆå�æk�¾ù�æhñ#ãYä
å�æ�è²í�å\ä+æ2å�æ�îfæhãfûzïkí�äoã�ä � è²í � æhí-îfãYäoçhõoèëå�æöó\äÍãfæhø�ìnê�ï¨ý�æhãræhí-îYæ�ønïkí-îYæ�í�øfïMå\äoå�æ�ønå�æ�ô?äoøræhãhò
ô?äÍãfâ²ù�ãfäoø9å�æUó�ù�ôMøfè+æ&å�ïMãfæ�çpJyæhøÅå�è � äoûKó4èdû+äÍâ²íC��îfï � èzæqGyîYæhãrí�è÷øræhãYõÍè � è²í�øfïMå�æhãfäoå\äoøÅæhû
í�è²ørøYäzäoíK.oôMïkøræoì

À��(� êë7���0��1�.� ��7 ìH���0.3
- è²í�ørïkå�æ�ãYäoûzè²øëù�û ó�ô?äÍøfûKä!ý�ãfïkè#òÅí�õoè é � è²ôkïMøfïMè²í\äoôÛæ¹ãfæ�ô?äÍîfïFDyÿkøÁîYï � è�å�æ¹æ�ô/�WîYãfèoí�øëæ	ÿkè²í�ø
ïkí-îfæhãYäÍâ²ïkí�å#è � è²û ù�ûKä èoí�å\ä�æhôkæWîYãrè²û+äÍâ²íC��îfï � ä � ïkã � ù�ôkäoãfûzæhí-îfæÊó4è²ôkäoãfïF�¡äoå\äjì R�äÍûKè²ø
äoí\äÍôkïkøfäoãÙä+ïkí-îYæ�ãYäoçhõoèëí\õoè é ôkïMí�æ¡äÍãÅæ�í-îYãfæÆèëó#ù�ôkørè÷å�æÆô?äÍøfæhãÙæöèëó�ôkäoøfûKäKí\ä÷ó#ãfæhøræhí�çhäþå#æ
ù�û � äÍûKó4è+ûKäoâ²íC�WîYï � èzæHGyîYæ�ãfí�è÷æ�ù�í�ï¨ý�è²ãfûzæoìÛá�øÙæp�¾ù\äoçVJjæ�ønñK.oørï � äoøc�¾ù�æöå#æhø � ãfæHD²æhû è
ó�ãrè � æhøførèKøfõoè

∂nσ

∂t
+ ∇ · Jσ = 0,

$j«�ìF£Y&

∂pσ

∂t
+ (vσ · ∇)pσ = qσ

(

E +
vσ

c
× B

)

,
$Â«#ì ¢ &

∇ · E = −4πe (ne − ni) ,
$Â«#ìÝ§[&

∇× E = −1

c

∂B

∂t
,

$Â«#ì¨«3&
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∇× B =
∑

σ

4π

c
qσJσ +

1

c

∂E

∂t
,

$Â«#ì ¦U&
æ

∇ · B = 0.
$j«�ìÝ©U&

- è²ûzè�ó4èyå�æhûzè²øUóIæ�ã � æ�ñIæ�ãhò;ûKäoïMøUù#û+ä�D²æV�ëä�å�ïMíKaoûzï � ä`å#è�ó�ôkäoøfûKä=�zå�æ�ø � ãrïMîYä�óIæ�ô?äoø
æp�¾ù\äÍçpJyæhø ¢ ìh£!« é ¢ ìF£YªX$ - äoó�ÿ¨îYù�ôMè ¢ &¸ò-û+äoø;äoâ²è²ãfä�øfæ�û è²ø;îYæ�ãfûzè²ø;ãræhô?äcîYïFDoè²øBäoèoøBí�æhù#îfãfïMí�è²øhì
á4�¾ù�ï]ò

pσ = γσmσvσ

æ
γσ = 1/

√

1 − v2
σ/c2

øfõoè�èþûzè²ûKæ�í-îYè`ædèþýpäÍîfè²ã&å�æQ0�è²ãfæ�í¾î	�
ãfæ�ô?äÍîfïFDyÿkøÁîYï � è(ó\äÍãYä	äoødó\äoãÁîYÿ � ù�ô?äÍøöå�æ`æhøró>� � ïkæ σ

$pæ�ô/��îfãfè²í#øzæ`ÿMè²í�ø�&¸òNãfæhøróIæ � îfïFDÍäoûzæhí-îYæÍò
æ

Jσ = nσvσ

ì - è²ûzèâDÍäoûzè²øzäoí\äÍôkïkøfäoãzäoó4æhí\äoøKä%âoæhãYäÍç¡õoè%å�æ�è²í#å\äoøzôkè²í�âoïMîYù#å�ïkí\äÍïkø
$pæ�ôkæ � îYãrè²ørî:.ÍîYï � äoø:&Wò¾èIDoæ�îYèoã B

ïMí � ôMù�ï\è � äÍûKó4è�ûKäoâ²í,��îYï � èUå\ä�èoí�å\ä2æÅè � äÍûKó4è�æqGyîYæhãrí�è
B0

ì	á�ôF�hû å�ïkørøfè�òoDÍäoûzè²ø�æhørîfù�å\äoãdä(âoæhãYäÍç¡õoè¹å�èoø à�T½ß-PjåAPWq¨^cQ æ�û æ�ø � äÍô?äoøöå#æ÷îYæhûzó4è
� èoûKó\äÍã:.!D²æ�ïkøÆè²ù�ûzæhí�è²ãræhø��¾ù�æ`è	óIæ�ãfÿMèjå�è�å�è	ó�ô?äoørû+äjòBæþæ�í-îRõoè � èoôkïkø2Jjæ�øöæhôF��îfãfè²í é ÿkè²í
ó4èjå�æ�û�øræhãBå�æ�øfó�ãræp�¡äÍå\äoøc$ � èoí�øfïMå�æhãfäoûKèoø ωp � ν

ò-è²í#å�æ
νei

�Ûäný�ãræp�¾ùC`hí � ï?ä~å�æ � è²ôkïMøYõoè[&Wì
��äÍø�æ�ø � äoô?äoø�å�æ9îYæ�ûKó4èUå�è�ó#ù�ôkørè�å�æÛôkäoøfæ�ã�æÛå�è�ûKèYDyïkûzæhí-îfè~æhôkæWîYã29²í�ï � è&è²ø�ÿMè²í�øBí\õÍè�øfõoè
ûöù�ï¨îYèdäÍý�æWîRäoå#è²ø9æ&óIè²ã9ïMøførèKørù\äzå#ïkíKaoûzï � ä2ó4èjå�æ~øræhãÛå�æ�ø � èoí�øfïMå�æhãfäoå\ä#ì

'BørîRäÍûKè²øNïMí¾îfæhãræhøføfäoå�è²ø�æhû�ïkí[D²æ�ørîYïMâ-äoãNä&ó�ãfèoó\äoâ-äoçhõoè&í\õoè é ôkïMí�æ¡äoã�å�èUó�ù�ôkørè&å�æÛô?äoøræhãhì
á�ørøfù�ûzïkûzè²øÙæhí-îRõoèy�¾ù�æÆèëó�ôkäoøfûKä%�öîfãYäoí#øfó\äoãræhí-îYædäÍèëô?äoøræhãhòFïkørîfèk�oò

ω � ωp

ò�è²í#å�æ
ω�÷äþý�ãfæp�¾ùC`�í � ïkä�å�è�ô?äoøræhãhì=�mørîfè(øfïMâ²í�ïhE � ä=�yù#æ÷óIèyå�æ�ûKè²ø � èoí�øfïMå�æhãfäoãI�¾ù�æKè(ó�ù�ôMøfè�í�õoè

îYæ�û øfù\ä�ý�èoãfûKä�ûzèjå�ïhE � äÍå\äþå#ù�ãYäoí-îfæ÷ä�ó�ãrè²ó\äoâ²äoç¡õoè#òx�¾ù�æ+è � èoãfãfæ+ä�ù�ûKä=Doæhôkè � ïMå\äoå�æ
� èoí�ørîYäoí-îYædó�ã	"!GjïkûKä÷å\äkD²æ�ôkè � ïMå\äoå�æÆå\äëôMùC�öí�è`ó�ôkäoøfûKä#ìX'Bí-îRõÍèþè`ó4èoîYæ�í � ïkäoô7Doæ�îfè²ã&å�è
ô?äÍøfæhã

A = |A| ó4èjå#æ9øfæhã�æhø � ãrïMîYè � è²ûKè&ù�ûKä�ý�ù�í�çhõoèUå\äbDoäÍãfïS.!Doæhô ξ = z−vgt
ò¾è²í#å�æ

vg

�
äbD²æ�ôkè � ïkå�äoå�æ9å�æÛâ²ãrù�óIè&å�èUô?äÍøfæhãBí#è�ó�ôkäoøfûKä�$ � è²í�ørïkå�æ�ãYäoûzè²øf�¾ù�æÛè&ô?äoøræhãNæhøÁî�.TDjïkä)Lfäoí�å#è
å\äÆæhø2�¾ù�æhãrå\ä+ó\äoãfädädå#ïkãfæ�ïMîYä[&Wì

@nøÅó4èoîfæhí � ï?äoïMøAæhø � äoôkäoãÛæbD²æ�îfè²ã φ
æ
A
øYõÍèzå#æVE\í�ïMå�è²øÛó4æhô?äÍø9øfæhâoù�ïkí-îYæ�øÙæV�¾ù\äoçpJyæhøVä
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E = −1

c

∂A

∂t
−∇φ,

$j«�ì Ü
&

B = ∇× A + B0,
$Â«#ìÝ¤[&

� èoû�èÜa Tog a P�^yP@b�acXYPWZ\[dc

∇ ·A +
1

c

∂φ

∂t
= 0.

$j«�ìÝªU&
R�äoûzè²ø � èoí�øfïMå�æhãfäoã9óIèoã9ù�û�ïMí�ørîYäoí-îYæ~è � äoørèdæhûá�¾ù�æ

B0 = 0
ì��ÙèdæhøÁî�.oâ²ïMèöôkïMí�æ¡äÍãAæ

í\õoè é ãfæ�ô?äÍîfïFDyÿkøÁîYï � èÆå\äzïkí-îYæ�ãYäoçhõoè�ò4äzý�è²ãrç¡ädóIèoí�å�æhãrè²ûzèoîYïhDoäÆå�èKó�ù�ôMøfè+å#æ2ô?äÍøfæhã � ãrï?ädù�ûKä
øfæ�ó\äoãfäoç¡õoè2å�æ � äoãfâ-äUôkè � äoôK�¾ù�æÙåK.2è²ãrïkâ²æ�û ä�ù#û � äoûzóIè�æhôkæWîYãrè²ørî:.ÍîYï � è�ìx'Nû â²æ�ãYäoô|ò¾æhørîfæ
� äÍûKó4è+ó4æhãrû+äoí#æ � æ2äoó#"²ønäzó�ãfè²ó�äoâ-äoçhõoè+å�è+ô?äoøræhãÅæ2øfù�äÉç�ãfæ�ô?ä½G#äoçhõoèMç�ïMí�å�ùC�Uè²ø � ïkôkäoçpJyæhø
æhôMæ�îfãfè²øÁî�.Íîfï � äÍø � èoû D²æ�ôkè � ïMå\äoå�æ÷å#æ+ýpäoøfæëó#ã	"!GjïkûKäél8D²æ�ôkè � ïkå�äoå�æ+å#è¹ó�ù�ôkørè�$ vφ ≈ vg

&
æ`ý�ãfæp�¾ùC`�í � ïkäÊó#ã	"!GjïkûKä%ä ωp

Ø¬©(Ú|ìõ@Óí3N�ûzæhãfèÊå�æþè²í�å\ä	å�èÊó�ô?äÍøfûzè²í�â²æhãfäoå�èâ��å\äÍå�è
ó4è²ã

kp = ωp/vφ = 2π/λp

ò9æ�íC�¾ù\äoí-îYè
ω2 = ω2

p + k2c2
�(äÊãfæ�ô?äoçhõoè!å�æ�å�ïkøróIæ�ãføfõoè

ó\äoãfä2äUïkí-îYæ�ãYäoçhõoè�ì;áÙô/�hû å#ïkøførè�òyæhøfó4æhãfä é øræc�¾ù�æ~äUæVE � ï/`�í � ïkä�í\äUâ²æhãfäoç¡õoè�å�è²ø à�T½ß-PjåAPWq¨^cQ
øfæ+LfäÊûKäoïMè²ãX�¾ù\äoí�å#è�ä	ô?äoãrâ²ù�ãYä¹å�èÊó�ù�ôMøfè	å�æþô?äoøræhã

d
ý�èoãdäoó�ãfè!GjïkûKäoå\äÍûKæ�í¾îfæëïkâ²ù�äoô4.

ûzæ�îRäÍå�æÆå�æ
λp

ò�è � èoûKó�ãrïkûzæhí-îYèëå#æzèoí�å\äëå\äoø&è²ø � ïkôkäoçpJyæhø~æ�ôkæWîYãfèoørî�.cîYï � äoø�Ø¬©#ò�ªUª)Ú]ìQ��èoã
è²ù#îfãfè�ô?äoå�è#òjøræ

d
ý�è²ã�ûöù�ïMîfè2ûzæhí�èoã��¾ù�ænæ�ørîfæcDÍäoôkè²ã�òyä2å�ïkíCaoûKï � ä&å�è²ø�æhô/�WîYãrè²í�ø,ó4èyå�æ�øræhã

� èoûKó�ôMæ�îYäoûKæ�í-îYæ~å�è²ûzïkí�äoå\äöó4æhô?äöý�è²ãrç¡ädóIèoí�å�æhãrè²ûzèoîYïhDoäöå#èKôkäoøfæ�ãhò�æUæhí-îRõÍèKè²øÛæ�ô/��îfãfè²í#ø
øYõÍè=çhäoó�ãrïkøfïMè²í\äoå#è²øYç�ó4æhôMè2ó�ù#ôkøfè#ìf�ÙèÆæ�í¾îYäoí-îYè�ò\èoø � ïMô?äoçVJjæ�ø,å�æ~ó#ô?äoørû+äöäÍïkí�å\ä�óIèyå�æhû�øfæ�ã
æHG � ïMîRäÍå\äoøhò\ûKäoø9ørù\äoøÅäoûzó�ôkï¨îYù�å�æ�øAøfæ�ãYõoèzûöù�ï¨îYèÆûzæhí�èoãfæhø��¾ù�æ&í�è � äoørè d = λp/2

ì
- è²í#ý�è²ãrûKæÅäUïkí-îYæ�í�øfïMå\äoå�æÅå�è2ôkäoøfæ�ã�äoù�ûzæhí-îRä#òyäUô?äoãrâ²ù�ãYä~å�æÅó�ù�ôMøfèkçV"oîYïMû+äCçWîYè²ãrí\ä é øfæ

ûzæhí�è²ã�òIæ2ù�û � äoûzóIèKæhôMæ�îYãrè²ørî:.ÍîYï � èKûöù�ïMîfè+ûKäoïkøÛïMí¾îfæhí�ørèk� � ãfï?äÍå�è+ó4æhôkäKøfæ�ó\äoãfäoç¡õoèëå#æ
� äÍãfâ-ä#ìnê�æ2ýpäÍîfè�ò�äoøÙè²ø � ïkôkäoçpJyæhøÙæhôkæWîYãrè²ørî:.ÍîYï � äoøÙóIèyå�æhû îfæhã~äoûzó�ôMïMîYù#å�æhøÅû+äÍïkè²ãræhø^�yù#æÆä
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å�è(ôkäoøfæ�ã2æ÷æ�í-îRõoè(îfè²ãfí\äÍû é øfæ÷äÍôMîRäÍûKæ�í¾îfæKí�õoè é ôMïkí�æhäoãfæ�øhì8�=äoãfä(ô?äoøræhãfø�ûöù�ï¨îYè�ïMí-îYæhí#øfè²ø�ò
è²øAæ�ô/�WîYãfèoí�ø,å�è2ó�ô?äoørû+äUóIèyå�æ�û�äÍîfïkí�âoïkãfD²æ�ôkè � ïkå�äoå�æhø�ãfæ�ô?äÍîfïFDyÿkøÁîYï � äoøhìx�Ùæ�ørîYæ � äoøfè2è � è²ãfãræ
ä�å�ïkûzïkí¾ù�ïMç¡õoè�ôMè � äoô~å�æ ωp

ò � äoù�øfäoå\ä óIæ�ôkè�äoù�ûzæhí-îYè�å\ä ûKäoørøYä�å#è�æ�ô/��îfãfè²íî$
ωp =

(4πe2ne/me)
1/2
ò � è²û me = γem0 = m0/(1−v2

e/c
2)1/2

&Wìx'Bû�ó�ôkäoøfûKäoø;ørù�óIæ�ãBå�æhí#øfè²ø�ò
æhøÁîYæzæKèoù#îYãrè²ø&æ�ý�æhï¨îYè²øUí\õoè é ôkïMí�æ¡äÍãfæhø�óIè²ørøfïMñ�ïkôMïMîRäÍûÓä`ó�ãfèoó\äoâ-äoçhõoè`å�è�ôkäoøfæ�ã&æhû ãfæ�â²ï/Jyæhø
è²í�å#æUæ�ô?äÆí\õoèdè � è²ãrãfæ�ãfï?äöïMí�ï � ï?äoôMûKæ�í-îYæoò¾ù�ûKäXD²æV�*�¾ù�æ ωp

å�ïMûKïMí�ïkùKæhû�ãræhôkäoç¡õoèzä
ω
ì

RNè²ôMîYäoí�å�èÅäoè � äoøfè � è²û � äoûzóIèÛûKäoâ²íC�WîYï � è9æHGyîYæ�ãfí�è#òoó\äoãfä9ù�û+ä9è²í#å\ä � ïkã � ù�ôkäoãfûzæhí-îYæ
ó4è²ô?äoãrï/�häoå\änè2ó4èoîfæhí � ï?äoôCDoæ�îYèoã,í�è²ãrû+äÍôkï/�häoå�è

a = eA/m0c
2
ó4èyå�æÙøræhã�æhø � ãfï¨îYè�í\äUý�è²ãrû+ä

a = a (x̂ cos χ + ŷ sin χ) ,
$Â«�ìh£Y°[&

è²í�å#æ
χ = kp(z − vgt)

ò � èoû vg ≈ vφ

ì��=äÍãYäÆù�û�ó�ù#ôkøfè1<&äoù�øførï?äoí#è�ò
a2
�~å�äoå�èzóIè²ã

a2 = a2
0 exp

(

−χ2/k2
pL

2
)

,
$Â«�ìh£U£)&

� èoû L = d/2
ìf'Bû í3N�ûzæhãrè²øhò

a0 = 0.85×10−9λ
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√
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√
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[

Γe

√
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√
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Γ = [(ẑ · Pe0) − βφ
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�zù�ûKä � è²í�øÁîRäoí-îYæ%�¾ù�æ+å�æ�óIæ�í�å�æKå�è
DÍäoôkèoã+ïkí#ï � ïkäoôÅå�æ Pe

òÙè ûzè²ûzæhí-îYè!æhôMîfã	9²í#ï � è�í#è²ãfûKäoôkïF�¡äoå#èõ$ Pe = pe/m0c
&Wì�á4�yù#ï

Ψ = eφ/m0c
2
�2è+ó4èoîfæhí � ï?äoô�æhø � äoôkäoã�í#è²ãfûKäoôkïF�¡äoå#è�ò βφ = vφ/c

ò4æ
Ω = eB0/m0c

��è
D²æWîYè²ãÅäoørøfè � ïkäoå�è � è²û�äÆý�ãræp�¾ùC`�í � ïkä � ÿ � ôMèoîYãrè²í�ò ωc = eB0/m0c
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Ω
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ne

n0

=
Γ
√
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√
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ó�ù�ôMøfè
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äoøÛæp�¾ù\äÍçpJyæhø � ïkíC�WîYï � äoøÛãfæ�ô?äÍîfïFDyÿkøÁîYï � äoøAí�õoè é � è²ôkïMøfïMè²í\äoïMøT$ (∂f/∂t)c = 0

äNîYæhãrûKèdå�æ � èoôkï é
øYõÍè3&,ó\äoãfädèoøÅí#æhù#îfãfïkí#è²øÛæUèdó�ôkäoøfûKäöå�æ&æhôF��îfãfè²í�øÛæ~ÿMè²í�ø�$pÿMè²í�ø9æ�û�ãfæ�óIè²ù#øfè3&

∂fν

∂t
+ vν · ∇fν −

√
2GF

{

∇ne +
1

c2

∂Je

∂t
− 1

c2
vν × (∇× Je)

}

· ∂fν

∂pν
= 0

$�á2ì ¢ &
æ



º � � Ð]\ �C�U�C�Å��� ��ÆTÇ ���K�U� � � � �ÉÈ �Â� Ð ���6� ¡C¸

∂fe

∂t
+ ve · ∇fe −

{√
2GF

[

∇nν +
1

c2

∂Jν

∂t
− 1

c2
ve × (∇× Jν)

]

+

+e
(

E +
ve

c
× B

)

}

· ∂fe

∂pe
= 0,

$�á2ì¨§[&
è²í�å#æ

fν(e)

�Uäöý�ù�í�çhõoèKå#ïkørîfãfïMñ�ù�ïkçhõoèöó\äÍãYädè²ø9í�æhùjîYãfïMí�è²ø!$pæhôF��îfãfè²í�ø:&Wì
- è²ûzèÊûzæhí � ïkèoí\äoûzè²øÆäoí-îYæ�ãfïMè²ãfûzæhí-îYæÍò�äoødæp�¾ù\äoçVJjæ�øKå�æ�n\ù#ïkå�è¹øfõoè%ørïkûzó�ôkæ�øfûzæhí-îYæ

ûzè²ûKæ�í-îYè²ønå�äþæV�yù�äoç¡õoèþå�æ��,èoôMî:��û+äÍí�í�ì�@ ûKè²ûzæhí-îfèëå�ædè²ãfå�æ�ûi�hæ�ãfèy�dè²ñ#îfïkå�èëó4æhôkä
øfïMûKó#ôkæhø,ïkí-îYæ�â²ãYäoçhõoèdæhû

p
å�äoøÛæp�¾ù\äoçVJjæ�øÙá�ì ¢ æ&á2ì¨§,ä

∫

∂fν

∂t
dpν +

∫

vν · ∇fνdpν +
√

2GF

∫

(

Ee +
vν

c
× Be

)

· ∂fν

∂pν
dpν = 0

$�á2ì¬«3&
æ

∫

∂fe

∂t
dpe +

∫

ve · ∇fedpe +

+

∫
{√

2GF

(

Eν −
ve

c
× Bν

)

− e
(

E +
ve

c
× B

)

}

· ∂fe

∂pe

dpe = 0
$�á2ìÝ¦U&

è²í�å#æUùjîYïkôMï/�häoûKèoø,äoøÛå�æHE\í�ïMçpJyæhø ¢ ìÝÜjò ¢ ì¨ªzæ

Eν = −∇nν −
1

c2

∂Jν

∂t
, Bν =

1

c
∇× Jν.

$pá�ìÝ©U&
- è²ûzè

f(r,p, t) = n(r, t)f̂(r,v, t)
òIèoí�å�æ

f̂(r,p, t)
�2äKý�ù�í�çhõoèëå�ïkøÁîYãrïkñ�ù�ïMç¡õoèzí�è²ãrû+ä é

ôkïF�¡äoå�ä#ò�äoøÛó�ãrïkûzæhïMãYäoøAïMí-îYæhâoãYäoïMøAæhû�á�ì¨«zæ&á2ìÝ¦døræ~îYãYäÍí�ørý�è²ãrû+äÍû�æhû
∂nν/∂t

æ
∂ne/∂t

ò
ãfæ�øfó4æ � îYïFDÍäoûzæhí-îfæoìQ�Ùè � äoørè�å�äoø&øfæhâoù�í�å\äoøUïkí-îfæhâ²ãfäoïkø�ò

vν(e)

�dù�ûKäkDoäÍãfïS.!Doæhô;ïMí�å�æhó4æhí é
å�æ�í¾îfæk$ ∇ · vν(e) = 0

&Wò#æUæ�í-îRõoè

∫

vν(e) · ∇fν(e)dpν(e) =

∫

∇ · (fν(e)vν(e))dpν(e) =

= ∇ · (nν(e)vν(e)) = ∇ · (nν(e)uν(e))
$pá�ì Ü
&



º � � Ð]\ �C�U�C�Å��� ��ÆTÇ ���K�U� � � � �ÉÈ �Â� Ð ���6� ¡MÀ
è²í�å#æ2ä�D²æhôMè � ïkå\äÍå�æ&û%��å�ï?ä uν(e) = vν(e)

��äQD²æ�ôkè � ïMå\äoå�æ&å�èQn\ù�ïkå#è+å�æUí�æhùjîYãfïMí�è²øI$pæ�ô/� é
îYãrè²í�ø:&Wò;ó4è²ãUå�æVE\í#ïkç¡õÍè�$

v
�÷ä=D²æhôMè � ïkå\äÍå�æKå#æ÷ù�ûKämN�í�ï � äþó\äoãrîfÿ � ù�ô?ä[&¸ì`á�ïkí-îfæhâ²ãfäoô�å#æ

Ee

æ�û á2ì¬«�ò4äoøførïkû � èoûKèKäoøÛïkí-îYæ�â²ãYäÍïkøÛå�æ Eν

æ
E
æhû á2ìÝ¦jòvó4èjå�æ&øræhã�ãræhæ�ø � ãrïMîYä � è²û ä

ä)Lrù�å�äzå�èÆîfæhè²ãræhûKädå�ädå#ïFD²æ�ãfâU`�í � ïkä8$�ôkæ�ûöñ�ãYäÍí�å�è��¾ù�æ Ee = Ee(r, t)
&qä

∫

Ee ·
∂fν

∂pν

dpν =

∫

∇p · (fνEe)dpν =

∫

S∞

fνEe · dS = 0.
$�á2ì¨¤[&

@ ãræhørù�ôMîYäoå�è�ä � ïMû+ä!ý�è²ï�è²ñ#îYïMå�è � è²í#øfïkå#æhãYäÍí�å�è��¾ù�æ%í�ä ørù�óIæ�ãrý�ÿ � ïkæ S∞

$
pν → ∞ &¸ò

fν → 0
$pèUûKæ�øfûzèUè � èoãfãfæÛó\äÍãYäUäoøNïkí-îYæ�â²ãYäoïMøBæhû

pe

&¸ì��U.�ä&ïkí-îfæhâ²ãfäoô�å�æ
Be

í\ä&æp�¾ù\äoçhõoè
á2ì¬«�òBäÍøføfïMû � è²ûzè(äoø2ïkí-îYæ�â²ãYäoïMø&å�æ

Bν

æ
B
í\ä�æqG#ó#ãfæhørøYõoè	á�ì ¦jò=óIèyå�æ+øræhãöå#ïFDyïkå\ä`æhû

å�ù\äÍøpä

∫

(vν × Be) ·
∂fν

∂pν

dpν =

=

∫

∇p · [fν (vν × Be)] dpν −
∫

fν∇p · (vν × Be) dpν =

=

∫

S∞

fν (vν × Be) · dS −
∫

fν
∂

∂pν
· (vν × Be) dpν = 0

$�á2ì¨ª[&
è²í�å#æëä�ó�ãrïkûzæhïkãfäþïMí-îYæhâoãYäoô�øfæ`äoí¾ù�ôkä�ó4æhô?äÍø2ûzæhøfûKäoø�ãYä
�VJjæ�øX�¾ù�æëä(æp�¾ù\äÍç¡õoè¹á�ìÝ¤#ò=æëä
øfæ�â²ù�í�å�äöóIè²ã2�¾ù�æ

(vν × Be)
��ó4æhãfó4æhí#å�ï � ù�ô?äoã,ä ∂/∂pν

ìo��è²ãÁîRäoí-îYè#ò�äoøAæV�¾ù\äoçpJyæhø9á�ì¨«2æ
á2ìÝ¦2îYè²ãrí\äoû é øræ

∂nν

∂t
+ ∇ · (nνuν) = 0

$pá�ìF£!°[&
æ

∂ne

∂t
+ ∇ · (neue) = 0,

$pá�ìF£
£)&



º � � Ð]\ �C�U�C�Å��� ��ÆTÇ ���K�U� � � � �ÉÈ �Â� Ð ���6� ¡ ¿
äoø � ü\äÍû+äoå�äoønæp�¾ù\äÍçpJyæhø&å�æ � è²í-îfïkí¾ù�ïkå�äoå�æöó\äÍãYä÷è�n\ù�ïMå�èëå�æÆí�æ�ù#îYãrïkí�è²ø~æÆå#æÆæhô/�WîYãrè²í�øhì
@ ûKèoûKæ�í¾îfè+å�æ2ó�ãfïMûKæ�ïkãYäÆè²ãrå�æhûÿ�öè²ñjîYïkå#è+ûöù�ô¨îYïMó�ôkï � äoí�å#è é øræ&äoø�æV�yù�äoçpJyæhøná�ì ¢ æ�á2ì¨§
ó4è²ã

pν

æ
pe

ò\ãræhøfó4æ � îYïhDoäÍûKæ�í¾îfæoò\æ&ïkí-îfæhâ²ãfäoí�å�èÆørè²ñ�ãfæ p
ä

∫

pν
∂fν

∂t
dpν +

∫

pν (vν · ∇) fνdpν +

+
√

2GF

∫

[

pν

(

Ee +
vν

c
× Be

)]

· ∂fν

∂pν

dpν = 0,
$pá�ìF£ ¢ &

∫

pe
∂fe

∂t
dpe +

∫

pe (ve · ∇) fedpe −

− e

∫

[

pe

(

E +
ve

c
× B

)]

· ∂fe

∂pe
dpe +

+
√

2GF

∫

[

pe

(

Eν +
ve

c
× Bν

)]

· ∂fe

∂pe

dpe = 0.
$pá�ìF£!§[&

@nø;ó�ãrïkûzæhïkãrè²ø�îfæhãrûKè²ø�í\äoøBæqG#ó#ãfæhørø	Jyæhø�á2ìh£ ¢ æ9á�ìF£Y§nøræAîYãfäoí�ørý�èoãfûKäoû/øfïkûzó�ôMæhøfûzæhí-îfæ,æhû
∂(nνqν)/∂t

æ
∂(neqe)/∂t

ò¾è²í�å�æ
qν(e)

�Ûè�ûzè²ûzæhí-îYè&ûQ�hå�ïMè&å�è²ø�í�æhù#îfãfïMí�è²ø;$pæ�ô/��îfãfè²í#ø�&Wò
ïkøÁîYè��oòcèÛûKèoûKæ�í¾îfè9å�è�n\ù�ïkå#èÅå#æ�í#æhù#îfãfïkí#è²ø�$pæhôF��îfãfè²í�ø:&Wì¼á�øfæ�â²ù�í�å\äÅïkí-îYæ�â²ãYäÍô²í\ä9æp�¾ù\äoçhõoè
á2ìh£ ¢ $|äoørøfïkû � è²ûzèöä�øræhâ²ù#í�å\ä2ïMí¾îfæhâ²ãfäoôvæhû á�ìF£Y§U&Nó4èjå#æ�øfæ�ã,ãræhæhø � ãrïMîRä � è²û�ä�ä)Lrù�å\äUå\ä
ïkå#æhí-îYïMå\äoå�æ ∇ · (ab) = (∇ · a)b + (a · ∇)b

ä

∫

pν (vν · ∇) fνdpν =

∫

(vν · ∇) (fνpν) dpν =

=

∫

∇ · (fνvνpν) dpν −
∫

(∇ · vν) fνpνdpν = ∇ · (nνvνpν)
$pá�ìF£!«[&

á�âoè²ãYä9ó4èjå�æ�ûKèoø�øfæhó�äoãYäoã
pν

æhû å�èoïkø � èoûKó4è²í�æ�í¾îfæhø�òÍèÛûzè²ûKæ�í-îYèÛû%��å�ïkè9å#è²ø�í�æhù#îfãfïMí�è²øhò
qν

ò�æëè	ûzè²ûKæ�í-îYè(î:��ãfûzï � è jν
å�æ � äÍå\äÊí#æhù#îfãfïkí#è�$pè	ûKæ�øfûzè¹óIèyå�æëøræhãÆý�æhï¨îYè¹ó\äoãfä(è

ûzè²ûKæ�í-îYè
pe

å�æ � äoå\äÆæ�ô/��îfãfè²íK&Hä

pν = qν + jν.
$pá�ìF£)¦
&



º � � Ð]\ �C�U�C�Å��� ��ÆTÇ ���K�U� � � � �ÉÈ �Â� Ð ���6� ¡>Ä
ê�è	ûzæhøfûzè	ûKèyå�è�òBó4èyå�æhûzè²øÆøfæ�ó\äoãfäoã

vν

æhû
uν

ò�äéD²æ�ôkè � ïkå�äoå�æëå�èÉn\ù�ïMå�è�òNæ wν

ò�ä
D²æ�ôkè � ïMå\äoå�ænî	�hãfûzï � äöå�æ � äoå�äzí�æ�ù#îYãrïkí�è,ä

vν = uν + wν .
$pá�ìF£Y©U&

- è²ûzè
qν

æ
uν

L	.ÆøYõoèzûQ�hå�ïkäoøhò#îfæhãræhûzè²ø

∇ · (nνvνpν) = ∇ ·
[

nν(uνqν + uνjν + wνqν + wνjν)
]

=

= ∇ ·
[

nν

(

uνqν + uνjν + wνqν + wνjν
)]

.
$pá�ìF£)Ü
&

á1ûQ�hå�ïkänå\äbD²æhôMè � ïkå\äÍå�æAî:��ãfûzï � äb�4��æhãrèk$
wν = 0

&Wò¾äÍøføfïMû � è²ûKè&ä~ûQ�hå�ïkänå�è&ûKèoûKæ�í¾îfè
î:��ãfûzï � è=$

jν = 0
&Wò�æ&æhí-îYõoè

∇ · (nνvνpν) = ∇ · (nνuνqν) + ∇ ·
(

nνwνjν
)

.
$pá�ìF£Y¤U&

'Bø � ãfæVDoæhí�å#è ∇ · (nνuνqν) = qν∇ · (nνuν) + nν (uν · ∇)qν

ò4îfæhãfæ�ûKèoø � è²ûKèKøfè²ôMù�ç¡õÍè
ó\äoãfäÆèzøræhâ²ù#í�å�èKîfæhãrûKèÆå\ädæp�¾ù\äÍç¡õoèzá2ìh£ ¢

∫

pν (vν · ∇) fνdvν = qν∇ · (nνuν) + nν (uν · ∇)qν + ∇ · Pν

$pá�ìF£YªU&
è²í�å#æ

Pν ≡ nνwνjν
�&èzîfæhí�ørè²ãÛørîYãræhørøhì

á�ïMí-îYæhâoãYäoô-æ�í3Doè²ôFDoæhí�å#è
Ee

æ
Be

í�äÅæqG#ó#ãfæhørøYõoè~á�ìF£ ¢ ó4èjå#æ�øræhã¼ãfæhæ�ø � ãfïMîYäÙå\äÛøfæ�â²ù�ïMí¾îfæ
ûKäoí�æhïMãYäÉ$�èëûKæ�øfûzèëøfæ�í�å�è�D(.oôkïMå�è÷ó\äoãfäëäoø~ïkí-îfæhâ²ãfäoïkøÙæhí[D²è²ôhD²æ�í�å�è

E
ò
B
ò
Eν

æ
Bν

í\ä
æp�¾ù\äÍç¡õoèzá2ìh£Y§[&qä



º � � Ð]\ �C�U�C�Å��� ��ÆTÇ ���K�U� � � � �ÉÈ �Â� Ð ���6� ¡M¡

∫

[

pν

(

Ee +
vν

c
× Be

)]

· ∂fν

∂pν
dpν =

=

∫

∇p ·
[

fνpν

(

Ee +
vν

c
× Be

)]

dpν −

−
∫

fνpν∇p ·
(

Ee +
vν

c
× Be

)

dpν −

−
∫

fν

(

Ee +
vν

c
× Be

)

· ∇ppνdpν.
$pá�ì ¢ °U&

á�øÛå�ù�äoøÙó#ãfïkûzæhïMãYäoø�ïkí-îYæ�â²ãYäÍïkø9í\ädæHGjó�ãræhøføfõoè÷ä � ïkûKäöøYõÍèKí¾ù�ôkäoøÛóIè²ã9ãfä
�pJyæhøxL	.då�æhø � ãrïMîRäÍø
äoí-îYæ�ãfïMè²ãfûzæhí-îYæÍìã�Ùè � äoørè�å\ä�îYæ�ã � æhïkãfä ïMí-îYæhâoãYäoô|ò ∇ppν = I

ò�è�îYæhí#øfè²ã`ïkå#æhí-îYïMå\äoå�æÍì
��èoãrîRäÍí¾îfè�ò

√
2GF

∫

[

pν

(

Ee +
vν

c
× Be

)]

· ∂fν

∂pν
dpν =

= −
√

2GF

∫

fν

(

Ee +
vν

c
× Be

)

dpν = −
√

2GF

∫

fνEedpν −

−
√

2GF

∫

fν

(vν

c
× Be

)

dpν = −
√

2GF nν

(

Ee +
uν

c
× Be

)

.
$pá�ì ¢ £Y&

ðjù�ñ#ørîYï¨îYù�ïMí�å�è&è²øNãfæ�øfù�ô¨îRäoå#è²øNè²ñ#îYïMå�è²øBí\äÍø�æqGjó�ãfæ�øfø	Jyæhø�á2ìh£ ¢ æÅá�ìF£!§#ò-æ � è²û äUä)Lrù�å�äUå\äÍø
æp�¾ù\äÍçpJyæhøÅá2ìh£Y°ÆæUá�ìF£
£²ò�æhí � è²í-îYãfäoûzè²øÅäoøÛæp�¾ù\äoçVJjæ�øÙå�æ&ûzèYDjïMûKæ�í-îYèÆå�è�n\ù�ïMå�è

nν

{

∂qν

∂t
+ (uν · ∇)qν

}

=
√

2GF nν

(

Ee +
uν

c
× Be

)

−∇ · Pν,
$pá�ì ¢U¢ &

ne

{

∂qe

∂t
+ (ue · ∇)qe

}

=
√

2GF ne

(

Eν +
ue

c
× Bν

)

−

− ene

(

E +
ue

c
× B

)

−∇ · Pe.
$pá�ì ¢ §U&

�=äÍãYä�è � äoøfè¹å#æ+ù�ûsn\ù�ïMå�è�ïMøfèoîfã	"²ó�ï � è�å�æ÷í�æ�ù#îYãrïkí�è²øk$jDyïkø � è²ørïkå\äÍå�æ1�÷å#æhøfó#ãfæp�häoå\ä[&¸òNä
æp�¾ù\äÍç¡õoèzá2ì ¢U¢ øfæUãfæ�å�ùC�Uä



º � � Ð]\ �C�U�C�Å��� ��ÆTÇ ���K�U� � � � �ÉÈ �Â� Ð ���6� ¡M¯

∂qν

∂t
+ (uν · ∇)qν =

√
2GF

(

Ee +
uν

c
× Be

)

− ∇Pν

nν
,

$pá�ì ¢ «[&
è²í�å#æ

Pν

��äÊó#ãfæhørøYõoè!æhø � äoô?äÍãhìõ�U.%äÊæV�¾ù\äoç¡õÍè�á2ì ¢ §	ó\äoãYä	ù�û n\ù#ïkå�è%ïkøfèÍîYã	"oó�ï � èÊå#æ
æhôF��îfãfè²í�ø9øræUîfãYäoí#ørý�è²ãrû+äöæ�û

∂qe

∂t
+ (ue · ∇)qe =

√
2GF

(

Eν +
ue

c
× Bν

)

− e
(

E +
ue

c
× B

)

− ∇Pe

ne

,
$pá�ì ¢ ¦
&

è²í�å#æ
E
æ

B
ãfæ�ó�ãfæ�øfæhí-îYäoû ä!ørè²ûKä%å�è²ø � äoûzó4è²ø+æqGyîYæhãrí�è²ø÷æ�ä
�¾ù�æhôMæhø÷âoæhãYäÍå�è²ø+ó4æhôMè

ó�ôkäoøfûKä#ì - ü�äoû+äÍí�å�èUå�æ
vν(e)

æ
pν(e)

äTD²æhôMè � ïkå\äÍå�æÙæÛè�ûKè²ûzæhí-îfèUå#è*n\ù�ïMå�èUå�æÙí#æhù#îfãfï é
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