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Resumo da Tese apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos
necessarios para a obtengao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc)

UM MODELO PARA O MOVIMENTO FLAGELAR
Gerusa Alexsandra de Aratjo
Setembro /2004

Orientador: Jair Koiller
Co-Orientador: Marco Antonio Raupp

Modelagem Computacional

O problema de locomogao 6tima de micro-organismos (sobre um fluxo de
numero de Reynolds baixo) pode ser visto como uma geometria sub-riemanniana
sobre um fibrado principal com uma conexao mecanica. Visando aplicagoes
em robdtica, flagelos sao modelados como segmentos de retas concatenados
com angulos variaveis.
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Abstract of Thesis presented to LNCC/MTC as a partial fulfillment of
the requirements for the degree of Doctoral of Science (D.Sc)

A MODEL FOR THE FLAGELLAR MOTILITY
Gerusa Alexsandra de Aratjo
Setembro /2004

Advisor: Jair Koiller
Co-Advisor: Marco Antonio Raupp
Computational Modelling
Optimal locomotion of micro-organisms (on a low Reynolds number flow)
can be regarded as a sub-riemannian geometry on a principal bundle with a
mechanical connection. Aiming at robotic applications, flagella are modeled
as concatenated line segments with variable hinge angle.
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Introducao

O fenomeno que motiva esta pesquisa tem origem ha 3,6 bilhoes de anos
atras, durante o surgimento das bactérias e protozoarios. Estes seres podem
se locomover eficientemente em fluidos onde as forcas inerciais sao domina-
das pelas forgas viscosas (ntiimero de Reynolds baixo). Em nossa escala, isto
seria equivalente a sobrevivermos em uma piscina cheia de melado, [60]

A criacao de modelos matematicos para a “micronatacao ” requer um esforco
interdisciplinar entre Biologia, Quimica, Fisica e Matematica. O movimento
das organelas responsaveis pela auto-propulsao - cilios e flagelos - requer
vinculos com sistemas termodinamicos internos, mecanoquimicos e com oS
sistemas hidrodinamicos externos que afetam o movimento.

O primeiro trabalho puramente matematico nesta area deve-se a Taylor,G.
J. Analysis of the swimming of microscopic organisms [76], em 1951, no qual
o batimento de um flagelo de comprimento infinito é modelado por uma
funcao senoidal. Taylor observa que quando ha uma sincronizacao de bati-
mentos dois flagelos,verifica-se uma otimizacao da energia gasta.

Atualmente entre os muitos grupos que estao trabalhando no assunto men-
cionamos, na parte matemaética, os de Charles Peskin (método da fronteira
imersa), George Oster (motores moleculares), Lisa Fauci e na parte bioldgica,
Charles J. Brokaw e Howard Berg.

Além da cinemaética e do calculo da poténcia hidrodinamica total dissipada,
os problemas de interesse (experimental e tedrico) atuais sao relacionados
aos mecanismos de geracao de forgas, seu controle e sua coordenacao, tanto
no caso da natacao de bactérias quanto no caso dos eucariotos.



Neste trabalho modela-se um flagelo por uma sequéncia de segmentos con-
catenados como em [66] e usando conceitos geométricos como em [56].

No capitulo 1 é apresentada a equacao de Stokes, que descreve o comporta-
mento de um fluido incompressivel em Reynolds baixo; no capitulo 2 faremos
um resumo dos principais conceitos geométricos envolvidos; no capitulo 3 ¢é
descrito um modelo para a locomogao de um espermatozdide via mecanica
geométrica; algumas simulacoes sao exibidas no capitulo 4. No capitulo 5
descrevemos alguns trabalhos da literatura.As conclusoes e metas futuras sao
apresentadas no capitulo 6. No apéndice apresentamos muito sucintamente
algumas informagoes biolégicas.



Capitulo 1

A Equacao de Stokes

Neste capitulo faremos uma apresentacao das equacoes que descrevem o com-
portamento de fluidos incompressiveis e algumas de suas caracteristicas.

1.1 Equacao de Navier Stokes

Consideremos um fluido ocupando um dominio €2 de R? sobre um intervalo
de tempo [0,7], seja z € Q et € [0,7]. O fluido fica caracterizado pelas
seguintes variaveis:

p(x,t) : densidade
u(zx,t) : velocidade
p(x,t) : pressao

Seja D um subdominio regular de (2, para conservar a massa, a taxa de
mudanga de massa do fluido em D deve ser igual ao fluxo de massa que
atravessa a fronteira 0D de D:

8t/ pdV = —/ pu.ndS
D oD

onde 1 é o vertor normal unitario externo de dD. Pela formula de Stokes

temos:
[ Vo) = [ pu
D oD
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logo como D ¢ arbitrario temos:
Op+ V(pu) = 0. (1.1)

Neste trabalho utilizaremos uma simplificacao denominada “teoria resistiva”
para o movimento flagelar, evitando o esfor¢o computacional necesséario para
a solugao numérica da equacao de Stokes. Ainda assim, faremos neste capitulo
uma introducao de como obter numericamente tais solucoes. Pela definicao
de u, uma particula fluida na posicao x no tempo t esta aproximadamente
em x + u(x,t)0t no tempo t + 0t, sua aceleragao é portanto

i, [u(x + u(z, t)ot, t + 5t) — u(x, )] _

ot
Owu + Xu,;0ju = dyu + uVu

/D fdv

e as forcas de pressao e viscosa sao dadas por

/8 (o= pDnas

onde [ é a identidade e o é o tensor (ver [65])

8ul- i 8uj
&cj &cz

As forcas externas sao dadas por

o= ).

Pela segunda lei de Newton e a formula de Stokes, temos

/D,O(f?tquWU):/Df—/aD(pn—an)Z/D(f—qutv.a)'

como D é arbitrario tem-se que
p(Ou+uVu)+Vp—V.o=f.

Considerando pb como as forgas externas (por exemplo, campo gravitacio-
nal, magnético, etc) e considerando o escoamento de um fluido newtoniano
incompressivel, onde

o = —pl + p(Vu + Vu')

4



Temos,

ou
p(a + Vu.u) — V.o = pb.

Das equagoes (1.1), (1.2) e da identidade

V.(Vu') =V(V.u) =0

obtemos as equacoes de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis:

du

—Vp + uV2u + pb = p( o

+ Vu.u)

Vau=0

1.2 Formulacao Adimensional

(1.2)

Considere um corpo B com comprimento caracteristico L, movendo-se em
um meio fluido com velocidade U. Suponhamos que a velocidade do fluido
na superficie S = 9B do corpo coincida com a velocidade do corpo, isto é

u=U, em S

Considere como tempo caracteristico

Reescrevendo a equagao de (1.3) em varidveis adimensionais:

u’:%, x':%, t’:%, p’:z—é
com os operadores
V() =LV()
V2 = [29%()
remos pU n Uou  pU?
~ VY VR b= %E Ev

5



isto é

L? pL? ou'  pUL
—V'p+ V2 + (P )b = V'u
p+ VR (B = () 55+ (55)
Os coeficientes da equacao acima sao denotados por
UL
Re = '0—, numero de Reynolds;
1
LQ
6= p—T, parametro de frequéncia,
U2
Fr= 1L numero de Froude.

com os seguintes significados fisicos:

Re: Intensidade das forcas inerciais em relacao as forgas viscosas;

[ : Intensidade das forcas devido a uma aceleracao inercial em relacao as
forcas viscosas;

F'r: Intensidade das forgas convectivas inerciais em relacao as forcas de corpo;
g—f: Intensidade das forcas de corpo em relagao as forcas viscosas.

Temos entao |,

_v/p/+v/2u/+<

Como T = 5 tem-se 3 = Re , logo

0
R(a—Z+V’ u') = —V'p + V% + (

Limite Stokesiano: para Re < 1, temos

Re

Wi 121
_ h—
V'p'+V u+<Fr|b|)

Revertendo para variaveis dimensionais obtemos

L? >, pL?
- — —b=0
MUVp—I— UV u+ i



isto é

—Vp + pV?u+ pb =0 (1.5)

ou ainda
V.o+pb=0

Observacao:

A equagao de Stokes (1.5) é estacionaria. Logo o comportamento instantaneo
do fluxo s6 depende da configuracao e das condigcoes de fronteira naquele ins-
tante. E possivel obter solucoes por métodos analiticos como por exemplo:
singularidades no interior, variaveis complexas (caso bidimensional), fun¢oes
de corrente, método de reflex@o, ver por exemplo [37].

Limite Euleriano: para Re > 1 , obtemos a equacao de Euler

du

5+ V) (1.6)

—Vp + pb = p(

A seguir apresentamos uma tabela com os valores médios para os parametros
L,U, Re de alguns organismos [21].

Tabela 1.1: Tomamos % = 0.15cm?/s para o ar, % = 0.01cm?/s para a dgua,
e consideramos a forga de corpo devido ao campo gravitacional |b| = g ~ 10.

L(cm) U(em/s) Re

Bactérias 107 1072 —-107° 107
Stokesiano Espermatozéides 1075 —-10"% 1072 1072 -1073

Protozoario 1072 101 101

L Vespa 0.6 102 15

Intermedigrio™ { Gafanhoto 4 400 10%
Euloriano** { Pombo 25 100 — 1000 10°

Peizxe 50 100 5 x 104

(*) Ver em [23], [79] e [80]
(**) Ver em [21]



1.3 Fluxo Stokesiano

Para nimeros de Reynolds baixos o escoamento de um fluido newtoniano in-
compressivel pode ser modelado pelas equagoes (1.3) e (1.4). Sao observadas
algumas propriedades para a solucao (p,u) e para a vorticidade w =V X u:

Lema:

i)A pressao € uma fun¢ao harmonica;
it)A velocidade é uma fungdo biharménica;
i11)A vorticidade é uma fun¢do harmonica.

De fato,
i) Tomando o divergente da equagao de Stokes em (1.5) tem-se

~V2p+ uV.V?u+ pV.b =0
considerando b constante, pela equagao (1.4) e a identidade
V.Viu =V*V.u

tem-se que

V2p = 0. (1.7)
ii) Tomando o laplaciano da equagao de Stokes em (1.5) resulta
—V2(Vp) + uV*(V?u) + pV?b = 0.

De (1.7) e da identidade
ViVp = VV%

segue-se que

Viu = 0. (1.8)

Tomando o rotacional da equagao (1.3) tem-se
—V x Vp+ uV x V2u 4+ pV x Vb = 0.
Considerando p € C? é vélida a identidade
VxVp=0

8



logo
V x Vu = 0.

Agora, pela definicao de vorticidade w = V x u e da identidade
V x Viu = V*(V x u)

segue-se que

Viw =0 (1.9)

Em um escoamento bidimensional podemos introduzir a func¢ao linha de
corrente 1 definida pela equacao

u=V x (k)

onde k € o vetor unitario ortogonal ao plano xy do escoamento.
Nota-se que v é biharmonica. De fato, As componentes cartesianas da velo-
cidade sao dadas por

Ulza—w
9y

_ 9%
Ug——%

Reescrevendo a vorticidade em termos da funcao corrente tem-se
w=Vx(Vx (k)
da identidade
V x (V x (k1)) = V(V.(k9)) — V(K1)

tem-se que

w= V(g—qﬁ) — KV

como (%) = (0 e a vorticidade é uma funcao harmonica, segue-se que
Vi = 0. (1.10)
Propriedade (Reversibilidade Stokesiana):

Na auséncia de for¢a de corpo (b = 0), se o par (u,p) € solugdo para um
escoamento stokesiano, entao o par simétrico (—u, —p) também é solugdo .

9



1.4 A Identidade de Lorentz

Sejam u e u’ solugoes para o escoamento incompressivel stokesiano com ten-
sores de stress o e ¢’ respectivamente

Vau=0
V.o=0
temos que
Joy;  O(uloy;) ou,  O(uo;) Ju;  OJu; ., 0u,
/‘ 1] — v v) : v Ny ) 5Z 1 J 7.
Hi 895]- &cj 7 &cj &cj [ Poij * ’u(al'] * &cz )]895]-’
pela incompressibilidade de fluido segue-se que
Jo;  O(uloyj) Ou;  Ou;, Ou;
Y R LAECANS ‘ J L 1.11
Y oxj oxj 'u(c‘?xj * 8xi)8xj (L.11)
De forma anéloga
dol.  O(wol,) ou,  ou Ou,
i—2 = 9L ‘ 1y, 1.12
“ oxj oxj 'u(c‘?xj + 8xi)8xj ( )
Subtraindo (1.12) de (1.11) tem-se
MNuzoij —wioy;) doy; doi;
&cj o &cj ‘ &cj N
w; Ou;j ou, ou’;
L0(=poyy + (gt +52)) 0oy + plg + 52))
/U/i — U; =
&cj &cj
2, 2, / 2.1 92
o op 0°u; . 0“u, op +,u8 u; u; )

/
— 4
il ox; 'uc‘?x? :

Da incompressibilidade tem-se

Nujoy; —wioig') — , dp  Puy o 0
como u e u’ sao solugoes da equacao de Stokes temos
0 U/-O'Z" — UZO';
( 171 ]) _ O (113)

&rj
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Integrando a equacao (1.13) sobre o volume B e aplicando o teorema da
divergéncia segue a Identidade de Lorentz

[ iemds = [ wnyas. (1.14)

A equagao (1.14) permite-nos obter informagoes sobre um fluxo, sem recorrer
as equagoes de Stokes, usando informagoes sobre um outro fluxo, ver [65],[46].

Do ponto de vista geométrico, (1.14) significa que o operador
ur— F=o0n

que leva um campo de vetores na fronteira S (condigoes de fronteira) no
correspondente campo de forcas é autoadjunto, ver [45] para métodos es-
pectrais.

Em resumo obtemos dois potenciais: um de camada simples P, e outro de
camada dupla P; dependentes, respectivamente, da forca f e da velocidade
u na fronteira. Temos assim

1

éu(:po) = Py(zo, fls) — Pa(xo, uls) (*)

Considerando os operadores

KS . f|s — PS
Kd . u|5 — —Pd

e reescrevendo (*) por método iterativo

w=2K,() + 2Kalu) (%)
(I — 2K ,)u = 2K,(f).

Como S é uma superficie de Lyapunov, K, e K  sao fracamente singulares,
logo K4 e K sao compactos.

Observa-se que Ker(I —2K,) = 0. Logo (I —2K,)~! existe, e ¢ limitado.
Voltando a (**), temos

u=2(I —2K,) ' K,(f).

Logo podemos obter a velocidade U na fronteira a partir da forca F' na
fronteira. Isto é, existe um operador K tal que

U=KF.

11



Nota-se que K ¢é o inverso do operador de dissipagao P. Da identidade de
Lorentz, K ¢é auto-adjunto.

<FU >=<F' U >=>< F,KF' >=<F' KF > .
Da equagao da energia, temos que K ¢é positivo.
<FU>=2u<ee>>< FKF>=2u<ee>>0.

Além disso, por ser uma combinacao de operadores compactos, K é com-
pacto.
Logo,

i) Os autovalores A, de K sao positivos e \,, — 0;
ii) Os autovetores w, de K formam uma base hilbertiana de L?(S);
ii) Os autovalores \,, possuem multiplicidades finitas.

Sobre o espectro de P tem-se

1
P(U)=XU = F=XU= F=XNKF = o F = KF

Assim, os autovetores A’ de P sao os inversos dos autovalores de K .Portanto,

i) Os autovalores X/, de P sao positivos e A, — 0;
ii) Os autovetores w!, de P formam uma base hilbertiana de L*(S);
iii) Os autovalores X/, possuem multiplicidades finitas.

Com estas caracteristicas dos operadores K e P, podemos usar o método
da integral de fronteira e encontrar as solucoes numéricas com relativamente
baixo custo computacional, ver [65].

1.5 Funcoes de Green para o Fluxo Stokesi-
ano

Seja dado o sistema

(1.15)

—Vp+ uV2u+ gé(x — z) =0
Vau=0

12



onde
g : intensidade de uma for¢a pontual;

xo : ponto arbitrdrio;
0 : funcao delta de Dirac.

Devido a linearidade das equagoes podemos considerar solugoes da forma

{ ui(r) = ﬁ@j(%%)gi
p(x) = 5:Pi(x, 20)g;

e ainda
{ wi(z) = ﬁQz‘j(%xo)gz‘
oik(r) = 5-Tijr (2, 0)g;
As funcoes Gj, Pj, ;5 e T;ji, sao funcoes de Green para o fluxo Stokesiano e
u representa a velocidade do fluxo devido a uma forca pontual de intensidade
g, localizada no ponto z.
Podemos classificar as fungoes de Green de acordo com a topologia do
dominio do fluxo; assim temos as categorias:

Espaco Livre : Fluzo infinito e nao limitado.

Semi-Infinito : Fluzo infinito limitado por uma superficie solida S.
Interno : Fluzo confinado por superficies solidas S;.

Em dominios infinitos uma fun¢do de Green G decai em 1/r a medida

que x se afasta de z.
A medida que G se aprozima de xy , G torna-se singular.

G =0 sobre S;.

Definimos a funcao Stresselet em xy por:

Tiji(x, 20) = =0 Pj (2, 20) + ——2(2, 20) + k,j (2, 20)

onde 9;; é o delta de Kronecker.
Substituindo u e p na equagao de singularidade forgada (1.15) temos

(1.16)

Ot (2, w0) = —8md;0(x — o)

{ —g—i(x,xo) + V2Gyj(z, 1) = =878 (x — wp)

13



Temos ainda que

87'(',.1'0 €eB

/Tz‘jk(x,lﬂo)m@)ds =4 4mz0 €S
o 0,zon € B

Na equacao de singularidade forgada consideremos a funcao delta de Dirac

S~ 20) =~ V()

onde r = |z — xo|,e V*(1) = 0 para r # 0. Aplicando o operador divergente
em (1.15) e considerando as identidades

V.V¢ = V3¢

V(of) =¢V.f+ [V
temos

—V?p + uV.NV?u+ g.Vé(x — ) = 0.
Pela incompressibilidade e da identidade
V.V f =V*(V.f)
obtém-se
~V?p+¢.Vi(r —x0) =0

substituindo temos

V4 g.V(V2(%)) _0.
Das identidades

V(V?¢) = V*(V9)

VA(f.9) = [.V?g+ Vfg

temos

2. 9 2 1 _ w29 1
Vip = —47T.V (V(T)) =V 47r'v(r))
logo
_ 9yl
b 47T'v(7")
substituindo em (1.15) temos
1 1 1 1
2= ——V(g.V(2)) + — V(= 1.1
pVu=—V(g. V() + V()9 (1.17)



Da identidade

V(fg)=fx(Vxg)+gx(Vx[f)+(fV)g+(gV)f

temos que

V() =g (VX V() + V() x (VX 9) 4 (9.9)V() + (V().V)g.

r

Das identidades
VxVp=0

(f-V)g = f.(Vyg)
tem-se que

1 1
V(g.V(=))=¢.VV(-)
r r
logo substituindo em (1.17) tem-se
2 g 2y 1
— vV - IvH(D).
Vu I (VV -1V )(7")

Procuramos uma funcao escalar H tal que a velocidade possa ser expressa
na forma

u= —%.(vv —IV)H

aplicando o operador laplaciano e comparando com a equagao anterior temos

(VV — IV)(V2H + ﬁ) ~0 (1.18)

A equagao (1.18) é satisfeita para uma funcao H tal que

1
V2H = ——.
A7r

Da defini¢ao de 6(x — xo) temos que H é solucao fundamental da equagao
bi-harmonica

tg— Loy Ze
V*H = 47TV (T)—é(x xg).

Assim, ver em [46], tem-se que



Logo

Da identidade

temos que

calculando VVr temos

VVr = 5.0 ((wx = wor)'?) = 5 ([(n — won)*) 72 (5 — gy)) =

~[(z — wo)?] 2 (25 — woz) (i — w0s) + g (wx — 2ox)?)71/* =

Logo em (1.19) obtemos

1
U; = % ij9j
onde o tensor 5§
T
G, = % 0
! r3 r
é chamado Stokeslet. Da identidade
r
VIS )] = ()
temos que
_ 9 (i)__fﬂz'gz'
P="4 '\ A1y
logo
21,
P = 3

Substituindo na definicao de Stresslet temos

P
7n5

Tijk = —6

Como w = V x u temos por (1.20) que

o — £ Ouy, — 9j5kj$k
i = Cijk— = Eijk
70, I 83

16

_ B
7’3

(1.19)

+
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(1.20)
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logo
Ty,
Qij = €ijp—-
J J ’1“3
A partir destes resultados, é possivel encontrar os coeficientes de arrasto para
objetos de diferentes formatos. Em particular, estamos interessados nos coe-
ficientes de arrasto de uma esfera e de cilindros extremamente delgados. Os

calculos para esses coeficientes estao [4] e [48].

1.6 Forca e Torque Hidrodinamicos

Seja V' um volume de controle, S = 0V e n vetor normal unitério externo.

—/pde:/V.adV:/U.ndS:F (For¢a)
\%4 \% S

—/xprdV:/xxV.adV:/xxa.ndS:T (Torque)
1% 1% s

Na auséncia de forga de corpo (b = 0), como é o caso da micronatagao, tem-se
que a forga e o torque sobre S sao nulos.

Proposicao: A “teoria de gauge” para a micronatacdo se baseia nestas
propriedades. Na auséncia de forcas externas (gravidade, campos magnéticos,
pingas dticas, etc.) em todo instante de tempo t, o campo de velocidade de
um microorganismo em autopropulsao deve satisfazer as condigoes de forca
e torque totais nulos.

A interpretacao geométrica e implementacao serao feitas nos proximos
capitulos. Consideramos aqui o caso de um flagelo modelado por segmentos
concatenados, e simplificamos a mecanica de fluidos utilizando a teoria resis-
tiva.

Porém, para efeito de comparacao com técnicas mais sofisticadas em fluidos,
listamos a seguir algumas referéncias, de métodos numéricos ou analiticos
para aplicacoes em movimento em ntmero de Reynolds baixo.

Livros e Artigos de Revisao
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Capitulo 2

Conceitos da Mecanica
Geomeétrica

Neste capitulo faremos uma discussao breve sobre os elementos de mecanica
geométrica que utilizaremos subsequentemente.

2.1 Variedades e Fibrados Principais

Definicao 1: M é uma Variedade diferenciavel m-dimensional se
(i)M é um espago topolégico munido com uma familia de cartas (U;, ¢;));
(i))U; é uma familia de conjuntos abertos que cobre M, isto é. |J, U; = M.
©; ¢ um homeomorfismo de U; sobre um subconjunto aberto U] C R™;
(ili)Dados U; e U; tal que U;NU; # @ a aplicacao v;; = <pi<pj’1 de ¢;(U;NU;)
para ¢;(U; N U;) ¢ infinitamente diferenciavel.

Definicao 2: Todas as classes de equivaléncia de curvas em p € M, deno-
tando todos os vetores tangentes em p, formam um espago vetorial, chamado
espaco tangente de M em p, denotado por T,M.

Defini¢ao 3: O espago vetorial dual de T, M ,cujos elementos sao funcoes li-
neares de T,M em R,é chamado espago cotangente em p, denotado por
TyM. Um elemento w : T,M — R de Ty M ¢ chamado, de uma 1-forma.
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Definicao 4: O fibrado tangente T'M é uma colecao de todos os espagos
tangentes de M.
T™™ = | T,M

peM
e tem uma estrutura de variedade de dimensao 2m

Definicao 5: O fibrado cotangente 7™ M ¢é definido similarmente ao fibrado
tangente.

T"M= | T;M

peEM

Definicao 6: Um grupo de Lie GG é uma variedade diferencidvel com uma
estrutura de grupo tal que as operacoes
(i). : G x G — G por (g1, 92) — ¢1-92
(ii))y™:G@—Gporgr— gt
sao diferenciaveis.
O elemento unitario do grupo de Lie é denotado geralmente por e.

Definicao 7: Seja G um grupo de Lie e M uma variedade. A acgao de G
sobre M ¢é uma aplicacao diferenciavel o : G x M — M tal que

()o(e,p) =p, VpeM

(ii>0(gla 0(927p)) = U(glg2ap>‘

Defini¢ao 8: Um fibrado diferenciavel (E, w, M, F, G) consiste dos seguintes
elementos:

(i)Uma variedade diferenciavel £ denominada espago total;

(ii)Uma variedade diferencidvel M denominada espago base;

(iii) Uma variedade diferencidavel F' denominada fibra tipica;

(iv)Uma sobrejegao 7 : E — M denominada projegao.

A imagem inversa 7! (p) = F, & F ¢ chamada a fibra em p;

(v)Um grupo de Lie G denominado estrutura de grupo, que atua sobre os
F, a esquerda.;

(vi)Uma cobertura aberta U; de M com um difeomorfismo
gbi . Uz X F — 7T_1(UZ')

tal que
moi(p, f) =p
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A aplicacao ¢; é chamada a trivializacao local;

(vii) Se escrevemos ¢;(p, f) = ¢i,(f), a aplicac@o ¢;, : F' — F, é um difeo-
morfismo. Sobre U; N U; # ¢, requeremos que ¢; e ¢; estejam relacionados
por uma aplicacao suave t;; : U;NU; — G

oi(p, f) = ¢i(p. ti(p) f)

{t;;} sao chamadas funcoes de transicao.

Definicao 9: Um fibrado principal tem uma fibra tipica F;, = G. Um
fibrado principal P = M ¢ denotado por P(M,G) também chamado de um
G fibrado sobre M.

Defini¢ao 10: Seja u um elemento de um fibrado principal P(M, G) e seja
G) a fibra em p = m(u). O subespago vertical V,, P é o subespaco de T, P
que ¢ tangente a G.u .

Definicao 11: O subespacgo horizontal H,P ¢ um complemento de V, P em
T, P e é unicamente determinado por uma conexao em P, definida a seguir.

Definigao 12: Seja P(M,G) um fibrado principal. Uma conexao sobre P é
uma decomposicao unica do espaco tangente T, P entre nos subespacos ver-
ticais V,, P e espacos horizontais H,P:

\r,p=H,Pa®V,P

(ii)H,yP = R, H, P para qualquer u € Peg e G

(iii)Um campo de vetores suave X sobre P é separado de um campo de ve-
tores suave X? € H,P e XV € V,P como X = X7 + XV

2.2 Mecanica

Chamamos Espaco de Configura¢ao (), uma variedade cujos pontos descre-
vem as posicoes instantaneas e orientacoes das massas ou corpos que fazem
parte do sistema; seus pontos sao representados em coordenadas generaliza-
das locais por



O FEspaco de Fase T*() é o fibrado cotangente do espaco de configuragoes .
Seus pontos sao representados por

(Q7p)7 p e T;Q? (q17 "'7qn7p17 "‘7pn>-

Portanto, o objeto fisico Momento generalizado p é uma 1-forma sobre o
espago de configuragoes .

A Energia Cinética K é dada por 1/2 do quadrado do comprimento de um
vetor tangente com respeito a uma métrica riemanniana no espaco de confi-
guracoes .

Observacao:

A palavra Energia Cinética também é usada para 1/2 do quadrado do com-
primento de covetores com respeito a métrica induzida sobre o fibrado co-
tangente. As duas estao relacionadas pela transformacao de Legendre, a
aplicagao

FL:TQ—TQ
definida tomando a derivada do Lagrangiano na dire¢ao da fibra:

oL
b= 6,

Energia Potencial é uma funcao sobre o espaco de configuracao :
V:Q—R
Lagrangiano é uma fungao L sobre o fibrado tangente 7T'() do espago de

configuragoes, usado para definir a dinamica. Para um sistema mecanico
natural

L=K-V,

onde K ¢ a energia cinética e V' é a energia potencial.
Hamiltoniano é uma funcao H sobre o espaco de fase T*() do espaco de
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configuragoes usado para generalizar a dinamica. Em coordenadas canonicas
as equacoes diferenciais definidas por H sao as equacoes de Hamilton:
. O0H 0OH
4 = Di= —%7
Ip;’ dq"

Para um sistema mecanico natural, temos

H=K+V

Entende-se por simetria uma agao de grupo preservando o Lagragiano ou
o Hamiltoniano.

2.3 Mecanica com Vinculos

Um Lagrangiano L no espago total (), com simetria de grupo G, produz uma
teoria classica de calibre (gauge), quando impomos o vinculo de que o movi-
mento se restringe aos espagos horizontais de uma conexao. No nosso caso a
condicao de forca e torque totais nulos.

A seguir na tabela 2.1 temos um resumo esquematico entre teoria de gauge
e o corpo deformavel.

Neste trabalho nao abordaremos as solugoes 6timas, que podem ser obti-
das na teoria de calibre classica relacionada com geometria subriemanniana
[56]. O esbogo deste enfoque é apresentado em [42]. Pretendemos seguir esta
direcao em estudos futuros.

2.4 Geometria da Micronatacao

Seja v um campo de deformacgao da fronteira: dado v|g, sé podemos testar
se a forca e o torque sao nulos, apés a resolucao da equacao de Stokes. Se
o resultado for diferente de zero, pode-se compensar com um contra-fluxo
(movimento rigido na fronteira) de modo que forga e torques totais sejam
nulos para a condicao de fronteira; isto permite definir v de modo tnico.
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Tabela 2.1: Teoria de gauge e corpo deformavel

Teoria de gauge Corpo deforméavel

Espaco total ) Espaco de configuracao

Fibra 7 1(s) Todas as rotagoes de um dado formato s

Estrutura de grupo GG Grupo das rotacoes rigidas

Algebra de Lie G Espaco das velocidades angulares

Espaco base S Espaco dos formatos

Projegao m Leva cada configuracao ¢ em seu formato
r = 7(q)

Vetores tangentes no espaco base Deformagoes do formato

Equacoes do transporte paralelo  Levantamento de um vetor tangente na base
A aplicacdo ¢o — ¢ é chamada

holonomia quando xy = x1 go — ¢1 € a reorientacao do corpo

Fh /Y

Figura 2.1: Campos de forcas e velocidades na fronteira.

O Operador de dissipacao é a transformacao linear A que associa ao
—
campo vetorial v ao longo da fronteira a forga e torque totais corresponden-

tes (E, f) agindo sobre o organismo:

A:v|Sr—>(§)€R6

Quando restrito a movimentos infinitesimais, é chamado de operador
de resisténcia G, representado por uma matriz 6 x 6 simétrica, positiva

definida.
K CF
Go=G(B,0) = 0
0 ( ) 1% ( OO QO )
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tal que
F\ Uo
(7)-e(2)
Chamamos de 1-forma da conexao de Stokes o operador
C=-G'A (2.1)

sua imagem ¢ a dlgebra de Lie SE(3).

Apesar da modelagem correta ter sido bem entendida por G.I. Taylor e
Lighthill, subsequentemente a geometria de calibre escapou a diversos pesqui-
sadores (por exemplo, em Optimal swimming of flagellated micro-organisms
de O. Pironneau [64]). Utilizando a linguagem da geometria diferencial vemos
que se trata de obter geodésicas de uma “métrica subriemanniana” (sujeita
a vinculos v € H). .

projegio

holonomia =

Figura 2.2: Geodésica e holonomia.
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Capitulo 3
O Modelo

Neste trabalho modelaremos a micronatagao de um espermatozéide como um
conjunto de hastes concatenadas e uma esfera. Os angulos formados pelas
hastes sao os controles do problema de otimizagao. Cada “peca” do modelo
segue a teoria resistiva, onde a forca e torque de arrasto sao proporcionais
a velocidade. O problema da natagao em ntmero de Reynolds baixo é for-
mulado em termos geométricos sobre o espaco dos formatos. Como vimos
nos capitulos anteriores a dinamica em ntumero de Reynolds baixo tem ca-
racteristicas especiais como: efeitos de inércia negligenciados neste limite e
auséncia de forcas de corpo. Por esta razao, o movimento em Reynolds baixo
tem sido chamado de uma realizacdo da mecanica Aristotélica. Na auséncia
de inércia, o movimento de um nadador através do fluido é completamente
determinado pela sequéncia de formatos assumido pelo nadador.

3.1 “Algebra Aristotélica”

Nosso espacgo de configuragoes () consiste de todos os corpos rigidos ¢ =
B, dentro do espago tridimensional. Fixamos uma origem O e um sistema
referéncial Oxyz. Entao identificamos um elemento ¢ = B pela posi¢ao rop
de um ponto material P e uma matriz de atitude R € SO(3) de um sistema
distinguido de eixos fixo no corpo:

B — (’I“Qp, R)

O espaco de todos os formatos localizados sera portanto denotado por @)
Se aplicarmos uma rotacao S € SO(3) em torno de P no corpo, e depois
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aplicarmos uma translacao b € R?, obtemos a configuracao
g.B < (rop +b,SR)

Agora, se aplicarmos uma velocidade angular w em torno de P, seguida
por uma velocidade linear ¢, qualquer ponto D no corpo tera uma velocidade
linear dada por

wXrpp+t

Matematicamente, esta operacao representa a acao sobre D € B pelo ele-
mento (w,t) da dlgebra de Lie SE(3). A matriz de resisténcia correspondente

(5 )=l a) () 2

Up=Up+wXrop

onde

Tp=To+ F xXrop (32)

Considere um movimento infinitesimal plano (w, V)., € SE(2), refe-
rente a origem e ao referencial Oxy. Este mesmo movimento infinitesimal
referido a uma origem diferente P(xz,y) e a um referencial rotacionado por
um angulo ¢, ¢ descrito por (v,w)(pg), onde

(2),.=m(2) 9
“ (o) “ /(0,6=0)

onde
M({L’, Y, (b) = R(_(b)D(xa y)
’ cos¢ sing a 10 -y
R(¢p) = —sing cos¢ b |, D(x,y)=| 0 1 =
0 0 1 00 1

As leis de transformacao para forcas e torques sao dadas pela transposta de

MT
")y~ 2050 (1)
= D(z,y)" R(¢) : (3.4)
(T (0,¢=0) T (z,y),0)
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A matriz de resisténcia para um segmento é dada pela matriz diagonal

C”a 0 0
H=| 0 Cia 0 (3.5)
0 0 CJ_GB/12

onde as componentes da for¢a e do torque referem-se ao ponto central (to-
mado como origem) do segmento de comprimento a.

O coeficiente do torque deve ser k = Ca®/3 devido ao argumento de con-
sisténcia:

a/2
a’kw = 2/ 2(wr)Crdr = 20 ,wa’ /24 = Kk = C| /12
0

Este mesmo operador de resisténcia, referido a extremidade esquerda do seg-
mento, é dado por

1
Go(a,C),C) = N"HN, onde N = | 0
0

S = O

0
a/2 (3.6)
1

A matriz de resisténcia para uma esfera de raio r é dada pela matriz

6mrur 0 0
E = 0 6mur 0 (3.7)
0 0 8mur?

Para os coeficientes de células esferéides, ver em [37].

3.2 Forcas de Arrasto Sobre Hastes Delgadas

O calculo de coeficientes de arrasto associados a forga de resisténcia viscosa
para o deslocamento de objetos de diferentes formas através de um fluido é
um problema de hidrodinamica cujas solucoes nao vamos discutir, limitando-
nos a citar resultados. Para cilindros, ver [77] e [4]. Para elipsdides, ver [63].
Sejam v a velocidade , w a velocidade angular e os coeficientes:

7| para deslocamento longitudinal;

v, para deslocamento transversal,
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v, para rotacao em torno do eixo perpendicular;
Y. para rotacao em torno do eixo longitudinal.

Temos os seguintes resultados para forca e torque:(tabelas 3.1 e 3.2)

Tabela 3.1: Forca e Torque para cilindros

0~ f=w
@:&:@ F=me

D 7=
Y )

O escoamento em torno do objeto é alterado se houver superficies proximas;
em geral, isso aumenta o coeficiente de arrasto. Coeficientes de arrasto por
unidade de comprimento para cilindros na vizinhaga de um plano foram cal-
culados em [40] e [39], com os resultados apresentados na tabela 3.3. Nota-se
que a relacao 2:1 entre ¢, e ¢, evidencia a tendéncia do deslocamento em
diagonal quando soltamos uma barra cilindrica horizontalmente num fluido
Viscoso.

3.3 Reconstrucao do Formato Localizado

No nosso modelo para o movimento flagelar sdao importantes os seguintes
elementos:
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Tabela 3.2: Coeficientes de arrasto dentro de um fluido ilimitado

Parametro Cilindro (L > r) Elipséide (b>> a) Esfera
L b
2] 0 A >
2mnL 4mnb
il In(L]2r)—0.20 [n(2b/a)—0.5 Grropr (Stokes)
4L 8mnb
7L In(L/2r)+0.84 In(2b/a)+0.5 Gmnr
1 3 8 3
smnL S7nb 3
I In(L/2r)—0.66 [n(2b/a)—05 S
Ya 4rnr2L ?7?77@21) 8mnr3

G : matriz de resisténcia (for¢a e torque devido a movimento rigido)

dada por uma matriz 6x 6 positiva definida (3 x 3 no caso bidimensional)

A : matriz de deformagao-stress (for¢a e torque devido a deformagao)

C' : matriz de conexio C = —G 1A

Dados : r, (raio da célula),ag,ay,...,ay (comprimentos das hastes);
C1,Cy (coeficientes de arrasto)

Planejamento : 6,(t),05(t),...,0n5(t) , 0 <t < T (fungoes angulos externos)

Na modelagem descrevemos o movimento e apontamos uma solugao para
o planejamento 6timo. O movimento é caracterizado por (z(t),y(t), p(t)) €
SE(2), as trés fungoes de reconstrugao, que localizam o organismo no plano.
As duas primeiras descrevem as coordenadas do centro da esfera e ¢(t) o
angulo da primeira haste com o eixo x. As funcoes de reconstrucgao, jun-
tamente com as funcoes de entrada, determinam o formato localizado em
qualquer tempo dado.
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Tabela 3.3: Coeficientes na vizinhanca de um plano

Notagao Coeficientes de arrasto Forca ou Torque
CH _ 2mm . 2m
- p—1(hy ™ 2h
ch= () () F=cLv
€L = 20” F=c Lv
Cc = 1
v — T _T F=c,Lv
CJ_ Ca
Cc, = 47T—77 T = CQLTQW
0=
1—(r/h)?
) T = cw(L3+ L3)
Cfr — §CJ_

Obtidas A e G somos capazes de escrever o algoritmo de reconstrugao: para
qualquer planejamento de movimento, existe uma curva correspondente no
espago dos formatos localizados.

0,(1) (1<j < N)— (a(t),y(t), (1)) € SE(2).

As translagoes e rotacoes infinitesimais da célula resultantes das mudancas
de formatos infinitesimais 0;, 1 < j7 < N sao dadas por

(v1, v2, ¢)T =C (3.8)

Nota-se que para qualquer instante particular de tempo, o corpo sofre uma

rotagio R(p) = ( 2?552; _csisrgg) )

Assim, se denotarmos por e;(¢) e ea(¢) os vetores colunas de R(¢), a translagao
infinitesimal é dada pelo campo de vetores

(, 3/) = v1€1 + Vgea,
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(x(1).y(1)

X
Figura 3.1: Formato e formato localizado no plano.
onde _ _ _ _
V1 = 011 01 +... .+ OlN QN , Uy = 021 01 “+...+ OQN QN
A equagao para ¢(t) é dada por
t
o(t) = o +/ Cs1dO; + ... + Cyndby. (3.9)

0

A formula da conexdo: Na autopropulsao, em termos do nosso calibre
padrao, em qualquer instante de tempo tem-se

U1 01
G| v n Al . =0 (3.10)
¢ On
forca devido ao movimento rigido forca devido a deformacao doformato

Para a reconstrucao, precisamos apenas da matriz conexao C, obtida a partir
da soma das duas componentes de forca: uma devido ao contra-fluxo e outra
devido as deformacoes. Portanto

Caun = -G A (3.11)

Para o célculo de GG e A usaremos a aproximacao aditiva descrita por Purcell
[66]. No contexto do movimento flagelar isto segue-se das férmulas de apro-
ximacgao do corpo delgado por Lighthill [50].
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Portanto podemos escrever a matriz de resisténcia como uma soma de ma-
trizes definidas positivas

G = Geguia + Go + G1 + ... + Gy, (3.12)

onde os GGy podem ser recursivamente calculados usando as posigoes Oy do
k-ésimo pivo e o angulo ¢ da k-ésima haste com o eixo x:

Po=00=0,¢;=¢;1+0; ,1<j<N (3.13)
Oy=0,0;=0;_1+aj_1exp(ig;—1) , 1 <j<N
Go = Golap) , G = DT (OR)R(¢%)Go(ar)R(—¢r) D (Oy,) (3.14)
Gcélula =F
A implementacao deste algoritmo é feita no préximo capitulo.
Pelo que observamos na literatura, nosso enfoque tem bastante flexibilidade-
por uma natural formulacao algoritmica. Compare-se por exemplo com [5],

onde se pode também encontrar informacgoes sobre a importancia do brin-
quedo de Purcell.
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Capitulo 4

Simulacoes

Utilizando o pacote computacional MatLab 6.5, foram realizadas algumas si-
mulagoes numéricas da “micronatacao” para varias configuracoes do modelo
bésico: N-hastes + esfera.

As entradas sao:

Numero de hastes N;

Comprimento de cada haste a;;

Coeficientes de arrasto normal C), e tangencial C;

Raio da célula r;

Numero de ciclos T

Como saida obtemos graficos da trajetoria do centro da esfera, representagoes
da localizacao inicial e final do objeto, e filmes exibindo a sequéncia de for-
matos do modelo se deslocando em meio ao fluido.

O codigo completo do programa e os filmes podem ser obtido enviando-se
um e-mail para gerusa@Ince.br.

Para trés hastes tomamos por simplicidade curvas no espaco dos formatos

dadas por
01 = acos(B)P

0y = asen(()?
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Brinquedo de Purcell

Neste caso, trés hastes de comprimentos aq, as € az sao concatenadas, a curva
escolhida no espaco dos formatos é um circulo de raio «, observa-se que o
deslocamento total é proporcional a area da curva no espaco dos formatos e
que o movimento segue na dire¢ao negativa, confirmando a intuicao de Pur-
cell [66].

Curva-horario Trajetoria da "celula”

0.6
0.4

0z

682
o
¥

-0.2
-0.4

-0.6

Opcoes:
1. Purcel

2 Geral IW—
1- |1— M= IT
2 3 al- |1_ alta= IW
1 1 a2 = |1_ Cn= IT
‘ i, o ., al= |1_ Ct= |1_
. ) ] IT ) |1_
Video:lwil

Figura 4.1: Brinquedo de Purcell, sem célula: ay = ay = a3 =1 a =7/4.
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Tabela 4.1: Brinquedo de Purcell, sem célula: ay =as =a3 =1 a=7n/4.

t X y ¢

0 0 0 -0.78539
0.00010 0.00001 0.00001 -0.78542
0.00070 0.00007 0.00010 -0.78555
0.00371 0.00041 0.00054 -0.78620
0.01878 0.00205 0.00271 -0.78940
0.09414 0.00947 0.01267 -0.80329
0.47092 0.02257 0.03977 -0.81812
1.09907 -0.04643 -0.00435 -0.65031
1.72739 -0.15950 -0.16238 -0.32124
2.51279 -0.21050 -0.44240 0.13315
3.14110 -0.18101 -0.61164 0.37342
3.61234 -0.17621 -0.65721 0.40628
4.08358 -0.20699 -0.61968 0.30002
4.5548 -0.24894 -0.50521 0.08667
5.02606 -0.26051 -0.34158 -0.1841
5.49730 -0.21982 -0.17219 -0.46083
5.92939 -0.15215 -0.04713 -0.67282
6.16525 -0.11656 0.00212 -0.75546
6.28318 -0.10195 0.02129 -0.78539
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) purcell2 ) ]

Curva-horario Trajetoria da "celula”
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¥

Opcoes:
1. Purcel
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-3
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1 1
= I 0 p= I 1
2 2
Video:l purcel [u]4
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Figura 4.2: Brinquedo de Purcell, sem célula: a; = as = a3 = 1 a = 7/40.
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Tabela 4.2: Brinquedo de Purcell, sem célula: a; =as = a3 =1 a =7/40 .

t X y ¢

0 0 0 -0.078539816
0.000050237 0.000000057 0.000000875 -0.078540839
0.000100475 0.000000114 0.000001750 -0.078541863
0.000452139 0.000000516 0.000007875 -0.078549023

0.001205705

0.000001375

0.000020985

-0.078564342

0.004973535

0.000005650

0.000086239

-0.078640442

0.018788910

0.000021032

0.000321257

-0.078912384

0.062746923

0.000066796

0.001024211

-0.079703039

0.156942664

0.00014732

0.002295835

-0.081009390

0.627921370

0.000129396

0.003598647

-0.079407504

1.570312435

-0.001489793

-0.017373982

-0.040756029

2.041551333

-0.002163585

-0.035101757

-0.012134206

2.512790231

-0.002307672

-0.052781546

0.014697665

3.455268027

-0.001945127

-0.073408339

0.041258741

4.397745823

-0.002573515

-0.062230378

0.017002137

4.868984721

-0.002843567

-0.046631056

-0.009319842

5.340223619

-0.002608495

-0.028465369

-0.038047271

5.811462517

-0.001912090

-0.011700216

-0.062925285

5.929393215

-0.001712180

-0.008170896

-0.067876081

6.165254609

-0.001344475

-0.002267958

-0.075738010

6.283185307

-0.001194395

0.000024324

-0.078539813
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Concha

A simulagao estd de acordo com o “Paradoxo da ostra” de Purcell [21], nao
ha deslocamento quando a sequéncia formatos possui apenas um grau de li-
berdade.

Trajetoria da "celula”

= 02
025t
03
035
0.4

Opcoes
1. Purcell

2 Geral I 1
T= I F] M= I 3
2
15 15 al= I 1 afa= | pifd
al= I 0 Cn= I 2
ns 0s
0 0 al= I 1 Ct= 1
-0s -0.5
N - = | v = | T
Vldeo:l concha oK |

Figura 4.3: Concha: as =0 a = 7/4.
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Tabela 4.3: Concha: ay =0 (o =m/4) .

t X y ¢

0 0 0 -1.5707963
0.00005 0.00002 -0.00001 -1.5708357
0.00045 0.00023 -0.00011 -1.5711513
0.00246 0.00128 -0.00064 -1.5727273
0.01250 0.00651 -0.00329 -1.5805593
0.06274 0.03191 -0.01690 -1.6184996
0.31393 0.13779 -0.08569 -1.7749479
0.94199 0.21126 -0.14365 -1.8825258
1.57031 0.00025 0.00000 -1.57116964
2.19863 -0.36085 0.03195 -0.9596754
2.82694 -0.50802 -0.26965 -0.2816133
3.455268 -0.36506 -0.58839 0.2040200
4.08358 -0.30704 -0.66196 0.3117292
4.71190 -0.45069 -0.45095 0.0003730
5.34022 -0.48265 -0.08984 -0.6111211
5.49730 -0.43264 -0.01840 -0.7848622
5.65438 -0.36133 0.03174 -0.9586152
5.81146 -0.27484 0.05712 -1.1281185
5.92939 -0.20469 0.05954 -1.2500479
6.047323 -0.13366 0.04917 -1.3655193
6.165254 -0.06463 0.02831 -1.4729317
6.28318 -0.00000 -0.00000 -1.5707963
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Espermatozdide

Adicionando uma esfera ao brinquedo de Purcell [66], obtemos um modelo
simples para a natacao de um espermatozoéide “robo”, formado por trés hastes
concatenadas. Nota-se em um ciclo que o deslocamento ¢ aproximadamente
1/30 do comprimento total; entao, se o flagelo faz 60 ciclos por segundo (esta
¢ a ordem de magnitude de frequéncia de um flagelo) ele se deslocard 2 com-
primentos por segundo, o que, a grosso modo, ¢ o observado em filmes de
movimento de espermatozoides.

J purcellz =0

Curea-horario Trajetoria da "celula”

06
0.4

0.2

a2
[
¥

-0.2
-0.4

-0.6

Opcoes:
1. Purcel

: : : : : . 2. Geral 1
05 i] 0.4 03 02 0.1 0
X
1= I 4 N= I 3
3
5 5 al= I 1 alfa= Ipihi

Video:lw oK |

Figura 4.4: Espermatozdide: a; =as =a3 =1 r=0.1 (a =n/4).
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Tabela 4.4: Espermatozéide: a; =as =a3=1r=0.1 (a =7/4) .

t X y ¢

0 0 0 -0.7853982
0.00020 0.00001 0.00001 -0.7854315
0.00120 0.00007 0.00007 -0.7855977
0.00623 0.00037 0.00036 -0.7864211
0.03135 0.00181 0.00179 -0.7903438
0.15694 0.00772 0.00798 -0.8049995
0.78491 -0.00215 0.01467 -0.7520636
1.41323 -0.06353 -0.02308 -0.5292877
2.04155 -0.11906 -0.10351 -0.2301865
2.66987 -0.13058 -0.19886 0.0473343
3.29819 -0.12034 -0.26349 0.1961620
3.92651 -0.13226 -0.26336 0.1432550
4.55482 -0.16102 -0.19729 -0.0795209
4.86898 -0.16687 -0.14944 -0.2255377
5.18314 -0.16058 -0.09955 -0.3786221
5.49730 -0.14202 -0.05325 -0.5266014
5.81146 -0.11550 -0.01474 -0.6561429
5.92939 -0.10499 -0.00278 -0.6971145
6.04732 -0.09491 0.00774 -0.7327489
6.16525 -0.08571 0.01682 -0.7623727
6.28318 -0.07785 0.02446 -0.7853984
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”N-Animat”

No caso de N hastes a curva no espago dos formatos é obtida por ho-
motopias entre 2 formatos bdasicos, escolhidos aleatoriamente, e suas re-
flexdes. Pretende-se no futuro utilizar o método de algoritmos genéticos
na otimizacao da energia dissipada, tendo como populacao seqiiencias destes
formatos basicos onde o “crossover” é obtido por uma troca de pares desses
formatos, gerando assim novas curvas no espaco dos formatos.

) nanimat2

Trajetoria da "celula”

0s

D s
0.4

-1
-1.5 T

i 1 2 0.2 a 0z 04
X
4 4
T1 [ N1 [
3 3
2 2 Cn1 2 Ct1 1

2 2
3 3
-4 ; 4
-4 2 0 2 4 4 2 i] 2 4

Figura 4.5: N-animat: a; =1 r=0.1, N =5, T =4.

46



Parte principal do programa é apresentada a seguir:

% command to be used in Matlab prompt:
% [T,Y] = ode45(@xyphidot, [0, 2*pi],[0 O O -alphal,[],al,a2,a3,ct,cn,alpha,r)
% alternative: use quad to integrate phidot, xdot, ydot
S —
function dy = xyphidot(t,y,al,a2,a3,ct,cn,alpha,r)
% parameter alpha in [0,pi] gives "size" of shape space disk
dy = zeros(4,1);
R = zeros(3,3);
yA shape space curve (one can make many other choices)

thetal = alpha * cos(y(1));

theta2 = alpha * sin(y(1)) ;

thetaldot = - alpha * sin(y(1));

theta2dot alpha * cos(y(1)) ;
S —
% matrix H 3X2 of UNlocalized Hinges
hH=[x1y1l; x2 y2; x3 y3];
phil = thetal;
phi2 = thetal + theta2;

x1 = al;
yl = 0;
x2 = x1 + a2 * cos(phil) ;

y2 = y1 + a2 * sin(phil) ;

% x3 = x2 + a3 * cos(phi2);

yA y2 + a3 * sin(phi2);
R
% Resistance matrices

Go = [6xpixr 0 0; O 6xpixr 0; 0 0 8*pi*(r~3)]; % cell resistance matrix

<
w
I

Gl = [al*xct 0 O0; O al*cn (al"2)*cn/2; 0 (a1"2)*cn/2 (al~3)*cn/3];
G2 = [a2*ct 0 0; 0 a2*cn (a272)*cn/2; 0 (a2"2)*xcn/2 (a2°3)*cn/3];
G3 = [a3*ct 0 0; 0 a3*xcn (a3"2)*cn/2; 0 (a3"2)*cn/2 (a3"3)*cn/3];
Tt = [10 -y1; 01 x1; 00 1];
T2 = [1 0 -y2; 0 1 x2; 0 0 1];

Ti2=[10 0; 01 a2; 00 1];
R1 = [cos(phil) -sin(phil) 0; sin(phil) cos(phil) 0; 0 0 1];
R2 = [cos(phi2) -sin(phi2) 0; sin(phi2) cos(phi2) 0; 0 0 1];
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% resistance matrix and its inverse
G = GO + G1 + T1’*R1*G2*%R1’*xT1 + T2’*R2*G3*R2’*T2;
GINV = [1 00; 010; 00 11/G

% force matrix A and connection matrix C
GG = G2 + T12’*%R12*xG3*R12’*T12;

Al = T1’%R1xGG*[0;0;1];

A2 = T2’%R2xG3*x[0;0;1];

Cl = - GINV*A1;

C2 = - GINV*A2;

C = [C1(1),C2(1); C1(2) C2(2); C1(3) C2(3)];

Y

% control rule at standard gauge

R = [cos(y(4)) -sin(y(4)) 0 ; sin(y(4)) cos(y(4)) 0 ; 0 0 1];
CC = C * [thetaldot ; theta2dot];

dy = [1; RxCCI;
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Capitulo 5

Alguns artigos da Literatura

Destacaremos alguns artigos das dreas matematicas e bioldgicas.

5.1 Artigos Biolégicos

Berg, H. C.:Motile behavior of bacteria, Physics Today , 24-29 jan (2000)
Este é um artigo de revisao. O motor molecular da bactéria Fscherichia
coli ¢ analizado tanto anatomicamente quanto genéticamente; nota-se a in-
fluencia de sinais quimicos no tempo de rotacao do motor em uma determi-
nada direcao, caracterizando movimentos de “corridas” e “cambalhotas” da
célula (ver figura 5.1), fazendo com que a bactéria descreva uma trajetoria
randomica. Observa-se que quando o gradiente quimico é favoravel, o tempo
em “corrida” é maior.

Berg, H. C., Meister,M., Lowe, G.: The Proton flux through the bacterial
flagellar motor, Cell 49 643-650, (1987)

Sao descritos experimentos para medir a rotacao do motor em funcao do fluxo
de protons, além de uma medicao das relagoes entre o torque do motor e sua
velocidade; ao final é proposta uma medida de eficiéncia para a conversao de
energia.

Berg, H. C., Turner, L.: Torque Generated by the flagellar motor of Es-

cherichia coli, Biophysical Journal, 65 2201-2216 nov (1993)
Mais experimentos relacionando torque e velocidade do motor bacteriano.
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Berg, H.,Turner, L., Ryu, W.: Real- Time Imaging of fluorescent flagel-
lar filaments, Journal of bacteriology, 2793-2801, may (2000)
Filmes com varios tipos de flagelos executando “corridas” e “cambalhotas”.

Brokaw, C.J.,Descriptive and mechanistic models of flagellar motility, Lec-
ture Notes in Biomathematics, Springer-Verlag 89, 128-144.

Neste artigo, procura-se determinar qual o mecanismo de controle que regula
o processo de deslizamento dos microtibulos que produzem as oscilacoes e
propagagoes dos batimentos no flagelo. A partir da linha central, o flagelo é
modelado em funcao de curvatura obtida por imagens digitalizadas e fungoes
“splines”, concluindo que o batimento flagelar pode ser modelado por arcos
de circulos.

Brokaw, C. J.,Simulating the effects of fluid viscosity on the behaviour of
sperm flagella, Math. Meth. Appl. Sci. 24 1351-1365 (2001)

E descrita a acao do ATP e do motor de dineina no mecanismo de desliza-
mento dos microtibulos, sao realizados experimentos para analise dos efeitos
da viscosidade sobre a velocidade de propagacao batimento do flagelo, e si-
mulagoes numéricas sao realizadas em funcao da variagao da viscosidade.

Brokaw, C. J.:Computerized analysis of flagellar motility by digitization and
fitting of film images with straight segments of equal length, Cell Motility and
the Cytoskeleton, 17,309-316 (1990)

O flagelo ¢ modelado por uma série de segmentos de iguais comprimentos,os
angulos entre estes segmentos sao ajustados por imagens digitalizadas ao
longo da linha central. No artigo sao descritos em detalhes os procedimentos
experimentais para a captura das imagens.

Farina, M., Barros, H. L.,Esquivel, D. M.:Organismos magnetotaticos, In-
vestigacion y ciencia, ed. espanol de scientific american, 171 dic (1990)
No caso de bactérias magnetotaticas o movimento é influenciado por um
campo magnético. Neste artigo sao apresentadas informacoes anatomicas
exibindo distribuicao de magnetita no interior da célula

Williams, M.,Optical tweezers:Measuring piconewton forces, Northeastern
Unwversity

Descreve como as pincas Oticas funcionam e como podem medir forcas da
ordem de piconewtons, como aquelas encontradas nos motores moleculares.
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5.2 Artigos Matematicos

Alliot, F., C. Amrouche, C., The Stokes problem in R"™: An approach in
weighted Sobolev spaces,Math. Model and Meth. in Appl. Sci. 9, 5 723-754
(1999)

Prova-se a existencia, unicidade e resultados de regularidade para as solucoes
do problema de Stokes em R" | n > 2.

Alt, W.:Cell motion and orientation, Lecture Notes in biomathematics 100,
Frontiers in Mathematical Biology, Springer-Verlag

Estudo de orientacao por quimiotaxia em bacterias flageladas e sistema de
locomocao de células amebdides.

Batchelor, G.K.: Slender-body theory for particles of arbitrary cross-section
in Stokes flow, J.Fluid Mech. 44 (1970)

Método do corpo esbelto, onde o corpo é representado por uma distribuicao
de Stokeslets sobre uma linha central.

Blake, J.R.: A Spherical envelope approacha to ciliary propulsion, J. Fluid
Mech 46 199-208 (1971)

O mecanismo da propulsao devido aos batimentos de cilios é estudado com
um modelo envolvendo um ‘envelope’ (uma superficie cobrindo as pontas dos
cilios em suas ondulagoes) sobre o organismo.

Blake, J. R.: Infinite models for ciliary propulsion, J.Fluid Mech, 49 209-
222 (1970)

Usando o método do envelope sao discutidos dois modelos de comprimento
infinito (planar e cilindrico) para a propulsao de ciliados.

Crenshaw, H.: Helical orientation- A novel mechanism for the orientation of
microorganisms, Lecture Notes in Biomathematics 89 Springer-Verlag
Descricao do movimento helicoidal como um mecanismo de orientacao em
gradientes quimicos.
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Elston, T. and Oster, G. Protein turbines I: The bacterial flagellar motor.
Biophys. J. 73:703-721 (1997)

Modelo de turbina para o motor rotacional bacteriano.As flutuagoes na direcao
de rotacgao sao descritas por equacoes estocasticas e o fluxo de protons é mo-
delado por cadeias de Markov. Este modelo é o principal candidato entre os
modelos de “catraca’”.

Fauci, L.J.:A Computational model of the fluid dynamics of undulatory and
flagellar swimming, Amer. zool, 36 599-607 (1996)

O Método da fronteira imersa é utilizado para modelar a hidrodinamica tanto
de um tunico organismo flagelado bem como as interagoes de um grupo de
‘nadadores’ uns com os outros e com o meio.

Fauci, L.J., Mcdonald, A.:Sperm motility in the presence of boundaries, Bul-
letin of Mathematical Biology, 57 5 679-699 (1995)

A dinamica de um fluido envolvendo um espermatzéide proximo a paredes
rigidas e elasticas é estudada usando o método da fronteira imersa.

Fauci, L., Gaver, D., Dillon, R.: A Microscale model of bacterial swimming,
chemotazis and substrate transport, J. theor. Biol. 177 325-340 (1995)
Neste artigo ¢ apresentado um modelo computacional em nivel de microes-
cala da motilidade bacteriana e quimiotaxia devido advecc¢ao e difusao de um
substrato reagente bioldgico.

Keller, J.B., Rubinow, S.1.: Swimming of flagellated microorganisms, Bi-
ophysical Journal 16 (1976)

A natacao de microorganismos com um unico flagelo é estudada tanto no caso
do movimento helicoidal quanto no caso plano. A forca e o torque exercidos
sobre o organismo pelo fluido sao calculados em termos do movimento do
flagelo e das ainda desconhecidas velocidades angular e linear do organismo.
Estas velocidades sao determinadas pela condicao de forca e torque totais
nulos.

Lughthill, M.J.:On the squirming motion of nearly spherical deformable bo-
dies through liquids at very small Reynolds numbers, commun. on pure and
applied math. v 109-118 (1952)

Mostra-se que uma esfera deformavel pode nadar em nimero de Reynolds
baixo através de pequenas oscilagoes de formato. E proposta uma medida
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de eficiéncia.

Lughthill, M. J.:Flagellar hydrodynamics, the John vo Neumann Lecture 1075,
SIAM 18 161-229 (1976)

Revisao de aspectos biologicos e modelos mateméaticos da hidrodinamica fla-
gelar.

Lughthill, M.J.:Reinterpreting the basic theorem of flagellar hydrodynamics,
Journal of Engineering Mathematics 30 25-34 (1996)

Estabelece a equivalencia da representacao do fluxo stokesiano por uma dis-
tribuicao de stokeslets em uma superficie e por uma distribuicao curvilinea
com dipolos ao longo da linha central do flagelo. A ultima representacao é
justificada devido as suas vantagens computacionais.

Lindemann, C.B.:A ’Geometric clutch’ hypothesis to explain oscillations of
the axoneme of cilia and flagella, J. Theor. Biol. 168, 175-189 (199/)

O mecanismo de deslizamento dos microtibulos é descrito em detalhe e é
proposto um modelo onde uma t-forca é proporcional a curvatura. A hipo-
tese geometrica propoe que variacoes na t-forga, perpendicular ao eixo dos
microtiibulos duplos e ao plano de batimento, sao criticamente determinan-
tes no engate e desengate das pontes.

Purcell, E.M.:Life at low Reynolds number, Amer. Jour. of Physics, 45
1, jan (1977)

Neste classico artigo de Purcell sao descritos os principios béasicos da lo-
comog¢ao em Reynolds baixo, é apresentado o teorema da concha no qual
estabelece que para haver auto-propulsao em meios dominados por forgas
viscosas, 0 objeto deve ter ao menos dois graus de liberdade. Aqui Purcell
apresenta o mais simples “nadador” em Reynolds baixo, e questiona o leitor
sobre qual direcao haveria o deslocamento deste nadador quando executada
uma determinada seqiiéncia de formatos (ver figura 5.2). E proposta uma
aproximacao para a matriz de resisténcia total de varios objetos concatena-
dos como a soma de cada uma das matrizes de resisténcia.

Purcell, E.M.: The efficiency of propulsion by a rotating flagellum, Proc.
Natl. Acad. Sci. USA 94 11307-11311 oct (1997)

E proposta uma medida de eficiéncia para a 'micronatacao’ em funcao da
geometria do flagelo.
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Shapere, A.,Wilczek, F.:Geometry of self-propulsion at low Reynolds num-
ber, J. Fluid. Mech. 198 557-585 (1989)

O problema da micronatacao em Reynolds baixo é formulado em termos
de um campo de gauge sobre o espaco dos formatos. Métodos para calcular
este campo resolvendo um problema linear de valor na fronteira sao descritos.

Shapere, A., Wilczek, F.:Efficiencies of self-propulsion at low Reynolds num-
ber, J. Fluid. Mech. 198 587-599 (1989)

Sao propostas medidas de eficiéncias para movimentos de natacao devido a
pequenas deformagcoes em esferas e cilindros em ntimero de Reynolds baixo.

Roumeliotis, J.: A Boundary integral method applied to Stokes flow, The-
sis, University of New South Wales (2000)

Sao apresentados varios resultados numéricos utilizando o método da inte-
gral na fronteira.

Taylor, Sir G.:Analysis of the swimming of microscopic organisms,Proc. R.
Soc. Lond. A 209, 447-461 (1951)

O primeiro trabalho matematico sobre a natacao de organismos flagelados,
o batimento dos flagelos é modelado como uma sendide infinita. Observa-se
ainda que a sincronizacao dos flagelos diminui a energia dissipada na auto-
propulsao.

5.3 Artigos em Robdtica

Nasseri, S., Phan-Thien, N.:Modelling micromachines with elastic parts in
a viscous environment, Comp. Mech. 20 242-246 Springer-Verlag (1997)

O método de elementos na fronteira para um fluxo stokesiano é usado para
modelar uma microméaquina constituida de uma cabega e uma cauda elastica
imersa em um fluido.

Nasseri, S., Phan-Thien, N.:Geometric optimisation of micromachine with a
spiral tail immersed in viscous medium,Comp. Mech. 20 267-271 Springer-

Verlag (1997)
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Um processo de otimizagao é proposto para encontrar os melhores parametros
geométricos (cabega e cauda espiralada) para maximizar a velocidade de
translacao da micromaquina.
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Figura 5.2: O mais simples nadador em Reynolds baixo segundo Purcell.
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Capitulo 6

Conclusoes e Direcoes Futuras
de Pesquisa

Neste trabalho apresentamos um método simples para descrever a locomocgao
flagelar. Modelamos o flagelo como uma seqiiéncia de hastes concatenadas.
A descricao pode ser extendida para o caso de um flagelo continuo.

Pode-se também refinar a mecanica de fluidos, onde as forgas seriam mo-
deladas por uma distribui¢ao de deltas de Dirac ao longo do flagelo, porém,
como em todo o processo da modelagem foi usado a razao entre os coeficientes
c,/ () acreditamos que os resultados usando a teoria resistiva serao essenci-
almente os mesmos que usando um tratamento fluido-dinamico mais refinado.

Em todo caso, métodos numéricos eficientes para o fluxo stokesiano estao
disponiveis, baseados em formulagoes sobre a integral na fronteira [65] ou na
distribui¢ao de singularidades (ao longo da linha central do flagelo). Em par-
ticular , o metodo de singularidades de Lighthill [48] é acurado até segunda
ordem em “delgacidade”, a razao do diametro do flagelo para o comprimento
total, e tem sido recentemente extendido por Liron [53] para um configuragao
multi-ciliada.

Recentes descobertas em biologia celular fez sugir um interesse na mode-
lagem fisica de motores moleculares [12], [14],[61] e [71]. O motor molecular
dineina (ver apéndice) é o responsiavel pelo deslizamento dos microtibulos
no axonema flagelar [49]. Com o uso mais refinado da mecanica dos fluidos,
como sugere Lighthill [49], poder-se-ia deduzir a localizagao e intensidade da
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acao das dineinas a partir do conhecimento dos dados cinematicos? Este é
um dos problemas para trabalhos futuros, juntamente com o caso continuo; a
simulacao das observacoes de Brokaw [18](batimento por arcos de circulos);
a elaboragao de um algoritmo genético para a otimizacao da energia gasta
na micronatagao, comparando com a solucao exata do problema variacional
com vinculos; e colaboragoes com o laboratério de pingas 6ticas da UFRJ,
na determinacao de campos de forcas na membrana de microorganismos a
partir de um campo de velocidades obtido por filmagem em alta velocidade.
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Apéndice A
Informacoes Bioldgicas

Um flagelo é uma organela encontrada tanto em seres procariotos (célula sem
ntcleo definido) quanto nos eucariotos (células com ntcleo definido). Em-
bora externamente estes flagelos sejam semelhantes, ha grandes diferencas,
tanto na estrutura molecular, quanto nos tipos de batimentos. Enquanto o
flagelo de uma bactéria move-se rigidamente através de rotacoes propulsio-
nadas por um motor molecular na membrana celular, no caso de eucariotos,
como um espermatozoide, o flagelo realiza, por exemplo, uma seqiiéncia de
arcos de circulos [18]. O elemento propulsor é o deslizamento relativo de
estruturas moleculares chamadas microtiubulos promovido por proteinas as-
sociadas:dineina e nexina. As “cabecas” da dinefna (o motor) interagem
com microttibulos adjacentes, e geram uma forca de deslizamento entre eles.
Devido as muiltiplas pontes que mantém unidos os pares de microtibulos
adjacentes, o que seria um movimento de deslizamento entre microtibulos
livres, transforma-se em movimento de curvatura. Na figura A.1 apresenta-
mos um desenho esquematico de um corte transversal num flagelo eucarioto,
exibindo sua composicao 942, assim conhecida devido a presenca de um anel
formado por 9 microtibulos duplos e 2 microtiibulos ao centro.

O mecanismo de propulsao dos procariotos (bactérias) é devido a um motor
rotatério (ver figura A.2) ancorado entre a membrana celular e movido por
um fluxo de protons. Os principais modelos sao descritos nos trabalhos de
Howard Berg ([6],[7],[8],[9],[10],[11],[12],[13]e[14]) e George Oster ([61], [62]).
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Projecdo Externa
.~ Dineina

Projecde Radial
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;

| tibulo A tabulo B |

Par de microtibulos Externos

Figura A.1: Corte transversal num flagelo eucariota exibindo a estrutura
9+2.
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