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Resumo

Zambrano Carrera, D. Hernan; Mauro. Determinacdo da Trajetéria de
Veiculos Terrestres a Alta Velocidade em Pistas Pré-Definidas Atraveés
de Técnicas de Otimizacdo. Rio de Janeiro, 2006. 179p. Dissertagdo de
Mestrado — Departamento de Engenharia Mecénica, Pontificia Universidade
Catdlico do Rio de Janeiro.

Em veiculos de competicdo com velocidades elevadas, o principal objetivo é
chegar em primeiro lugar, o que significa percorrer um determinado ndmero de
voltas em uma trajetoria fechada fazendo algumas manobras para cumprir o
circuito no menor tempo possivel, dentro das limitacbes impostas pelas
caracteristicas dindmicas e de conducdo destes veiculos. A otimizagdo é uma
metodologia que pode ser usada para reproduzir trajetorias e técnicas de conducao
usadas pelos pilotos de corrida, e também para investigar os efeitos de varios
parametros nas condi¢cdes limites da estabilidade veicular. Neste trabalho,
inicialmente é apresentado o desenvolvimento de um modelo dindmico do veiculo
considerando as caracteritiscas suficientes para analise da trajetoria, influenciada
por parametros geométricos e fisicos pertinentes. Em seguida é definido o
problema de obtencédo da trajetoria empregando procedimentos de otimizacao, de
modo a determinar como um veiculo ira percorrer um tragcado, considerando como
funcdo objetivo o tempo de percurso, que devera ser minimo, e tendo como
restricbes as condi¢bes dindmicas do veiculo e geométricas da pista,
implementando rotinas que séo usadas em conjunto com os algoritmos existentes
na Optimization Toolbox do Matlab. Finalmente apresenta-se 0 comportamento
do veiculo, representado pelo modelo desenvolvido anteriormente em uma malha
de controle de trajetdria, de modo a comparar 0 comportamento assim obtido com

aquele previsto pelo procedimento de otimizacéo.

Palavras-chave
Dinamica Veicular. Modelos de Veiculos Terrestres. Otimizacdo. Trajetoria

Otima. Circulo de Aderéncia. Veiculos de Competicdo. Simulacio Virtual.
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Abstract

Zambrano Carrera, D. Hernan; Mauro. Determination of the Trajectory of
High Speed Ground Vehicles in Predefined Tracks Through
Optimization Techniques. Rio de Janeiro, 2006. 179p. Thesis of Master -
Department of Mechanics Engineering, Pontifical University Catholic of Rio
De Janeiro.

High speed competition vehicles are required to cover a determined number
of laps in a closed trajectory circuit in a time that is the least possible, in the limits
of the governing dynamic and driving characteristics of these vehicles.
Optimization is a methodology that can be used in order to simulate trajectories
and driving techniques of used by the competition pilots and to investigate the
effects of several parameters in limit conditions of car stability. In this work it is
first presented the development of the vehicle model considering the sufficient
characteristics for trajectory analysis, influenced by pertinent geometric and
physical parameters. In continuation, the problem of the optimal trajectory is
defined using optimization procedures, in order to determine how a vehicle will
follow the path, considering as an objective function the time to follow it, that
must be the minimum, and having as constraints the vehicle dynamic conditions
and the path geometry, implementing routines that are used with the Matlab’s
Optimization Toolbox. Finally the behavior of the wvehicle is presented,
represented by the model developed previously in a trajectory control loop, in such
a way to compare the resulting behavior with the one predicted by the optimization

procedure.

Key Words
Vehicular Dynamics. Models of Terrestrial Vehicles. Optimization. Optimal

Path. Circulate of Tack. Vehicles of Competition. Virtual simulation.
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1
Introducéo

Os veiculos de competicdo desenvolvem a tecnologia automotiva de ponta.
Trabalhando com velocidades e aceleracdes muito elevadas, para o estudo e
compreensdo do comportamento dindmico deste tipo de sistema é necessaria a
unido de diversas disciplinas, entre elas: dinamica, controle e otimiza¢do. O
presente trabalho pretende tratar com determinadas partes de todas essas matérias
relacionadas a Din&mica Veicular, abordando um problema multidisciplinar,
empregando as ferramentas necessarias, visando estabelecer um procedimento
para a avaliagdo do comportamento dindmico de veiculos de competicdo a alta

velocidade em tracados pré-definidos.

1.1
Motivacao para o estudo

“Apesar de gostar muito dos automdveis, e ja ter dirigido muitos carros na
minha vida, nunca entendi ou me preocupei profundamente com sua dinédmica.
Acredito que s6 agora tenha os conceitos e as ferramentas necessérias para estudo
desta “intrigante” matéria, e posso compreender exatamente o comportamento dos
veiculos durante seu o movimento. Neste aspecto, 0 que mais chama a minha
atencdo € a dindmica dos veiculos a altas velocidades, como nos carros de
competicdo, em especial os de Férmula 1, que trabalham em condigdes extremas
de estabilidade, onde os milésimos de segundos sdo unidades relevantes para
atingir o objetivo.” — Danny Hernan Zambrano Carrera.

Os modelos matematicos sdo desenvolvidos para predizer o funcionamento
dos sistemas reais em funcdo de seus parametros caracteristicos, informacao
obtida a partir da simulacdo — solucdo e analise dos modelos — em determinadas
condicBes de operagdo. A primeira simulacdo de veiculos de competicdo surgiu,
pelo que se tem noticia, na Mercedes Benz, entre 0s periodos de 1937 e 1939. As
simulacBes comecaram a ser mais formalmente utilizadas na década de 50 [1].

Assim esta ndo € uma area inexplorada, mas um recurso que tem muitos anos de
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pesquisa, na qual diversos especialistas tém aplicado toda sua experiéncia, a fim
de se tratar de forma cada vez mais consistente a dindmica destes sistemas. Em
veiculos de competicdo com velocidades elevadas, o principal objetivo é chegar
em primeiro lugar, o que significa percorrer um determinado nimero de voltas em
uma trajetoria fechada realizando algumas manobras para cumprir o circuito no
menor tempo possivel. Esta situacdo pode ser vista como um tipico problema de
otimizacdo, no qual se deve obter a trajetdria para 0 tempo minimo de percurso
satisfazendo as restri¢des fisicas do veiculo e geométricas da pista.

Estudos no sentido de otimizar o desempenho dos veiculos de corrida séo
realizados por empresas e instituicdes de pesquisa que participam das competicdes
automobilisticas. As finalidades bésicas destes estudos séo, entre outras:
seguranga do motorista, a prevencdo do desgaste do veiculo, aumento do seu
desempenho, e finalmente ganhar a competigéo.

1.2
Revisao sobre o estado da arte

“... E ird ser possivel construir veiculos que se movimentem sem serem
puxados por animais, propelidos por uma forca inimaginavel ...” Esta profecia foi
escrita pelo académico e filosofo inglés Roger Racon (1219 a 1292) cerca de 600
anos antes de Carl Benz receber a sua patente para um veiculo com propulsdo a

gas, em 16 de Janeiro do ano 1886.

1.2.1
Dinamica veicular

As areas de conhecimento envolvidas na dindmica veicular séo: mecanica,
fisica, sistemas de controle, eletrdnica, instrumentacdo, otimizacdo, entre outras.
Este tema é bastante complexo, mas também é muito interessante, ja que permite
0 estudo simultdneo de varias areas, o qual leva a um trabalho multidisciplinar
integrado, onde especialistas devem atuar em harmonia para obter um objetivo
comum. O desenvolvimento de modelos matematicos e as analises do
comportamento dindmico de um veiculo sdo fundamentais para a compreensao

dos mecanismos que caracterizam 0s seus movimentos.
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Por uma questdo de conveniéncia, em analises preliminares, costuma-se
dividir os estudos da dindmica veicular em funcédo dos trés grandes subsistemas de
um veiculo, a saber:

a) Dinamica longitudinal: que estuda o movimento longitudinal e
rotacfes em torno do eixo lateral (pitch) em resposta a torques
aplicados as rodas devido aos sistemas de transmissao e freios;

b) Dinamica vertical: que estuda o movimento vertical e as rotagcdes em
torno dos eixos longitudinal (roll) e lateral (pitch) em funcdo de
irregularidades da pista, transmitidas pelo sistema de suspensao;

c) Dinamica Lateral: que envolve o movimento lateral e as rotagfes em
torno do eixo vertical (yaw) e longitudinal (roll) como resultado da
atuacéo do sistema de direcéo.

O veiculo e seus subsistemas empregados nos estudos da dinamica veicular

podem ser ilustrados pelo diagrama da Figura 1.1.

Ambiente Irregularidade Dishirhies

Trajetoria da pista Aerodinimicos
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Figura 1.1 Diagrama de blocos representativo de um veiculo terrestre.

Na Figura 1.1 pode-se ver com muita clareza que o veiculo é um sistema
complexo, onde o motorista tem que perceber, além do seu comportamento, no
que diz respeito a resposta do sistema de direcdo, e aquela da transmissdo da

poténcia do motor, na geracdo da sua trajetoria, também a influéncia do ambiente

L 4
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onde o veiculo se estd movimentando, para poder dirigir da melhor forma e obter
0 desempenho adequado. N&o se deve esquecer que 0s componentes internos do
veiculo estdo interligados, isto €, a alteracdo de um componente pode afetar outro
e vice-versa, e assim sucessivamente. O ambiente onde o veiculo se movimenta
gera esforgos que afetam diretamente o seu comportamento. As forgas externas
presentes na dindmica veicular sdo: gravitacionais, aerodinamicas, e as geradas no
contato pneumatico/pavimento.

Existem diversas publicagcdes na literatura nas quais se trata dos problemas
da Dinadmica Veicular. Por exemplo, naquelas dos autores Smith e Starkey nos
anos 1994 e 1995 [6] [7], se estuda a dinamica lateral dos veiculos terrestres.
Nesses trabalhos se fez a avaliagdo de um modelo dindmico com controle para a
mudanga de direcéo do veiculo. Este mesmo modelo foi utilizado como base para
0 presente trabalho. Outra publicagdo onde se estuda a dindmica lateral dos
veiculos terrestres, € a de Will e Zak no ano 1997 [8], na qual se tem o
desenvolvimento mais detalhado do modelo empregado, que é similar aquele

apresentado por Smith e Starkey.

1.2.2
Modelos do veiculo

Em engenharia, a palavra modelo possui dois significados: modelo em
escala, que é um arranjo similar a situacdo real (leis e escalas apropriadas); e
modelo matematico, que se conhece como o0 estabelecimento de equacdes
matematicas correspondentes a principios ou leis fisicas ou ainda a relagdes
empiricas. O uso de modelos matematicos na dindmica de veiculos € um dos mais
importantes recursos de desenvolvimento de produto para a industria
automobilistica, em funcdo de reducdo de custos e tempo de analise e
desenvolvimento que proporciona. Em dindmica de veiculos encontram-se duas
abordagens: modelos simples obtidos manualmente, atraveés da aplicacdo de
principios fisicos bastante simplificados ao comportamento do veiculo; modelos
complexos obtidos com o auxilio de computadores, baseados em descricao
detalhada do veiculo e seus subsistemas (motor/transmissdo, suspensao, sistemas

de freios, sistema de direcéo).
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Para analise das trajetdrias de veiculos terrestres existem diversos modelos
dindmicos, de diferentes niveis de complexidade, que sdo empregados em funcéo
do tipo de problema que se pretende tratar. Um dos principais elementos destes
modelos € a representacdo da capacidade de geracdo de forca dos pneus, que
resulta na aceleracdo do veiculo como um todo, em qualquer direcdo (trac&o,
frenagem e curvas), através do chamado “circulo de aderéncia”. O correto uso das
informacdes contidas nesta “figura” possibilita obter 0 méximo desempenho do
veiculo em qualquer condicdo de operacdo. Para se percorrer um circuito fechado
no menor tempo possivel deve-se atender as restricbes dinamicas do veiculo e
conseqiientemente da sua capacidade de gerar aceleracao nas diversas direcdes.

Para estudo particular apresentado neste trabalho foram criados trés modelos
matematicos para o veiculo: modelo massa pontual, onde apenas se considera o
veiculo como um ponto no espaco, sem geometria, sujeito a forcas longitudinais e
laterais; modelo cinematico, onde ndo se considera a acao das forcas, mas apenas
sua influéncia na variacdo do movimento do veiculo, tratado com geometria, mas
sem inércias, no qual o sistema se encontra em regime estacionario; modelo
dindmico, onde se levam em conta as forcas que geram as aceleragdes, e
conseqlientemente 0 movimento, e também as caracteristicas fisicas e geométricas
do veiculo.

Na bibliografia do presente trabalho, encontra-se uma publicacéo feita nos
anos oitenta, onde se fez um estudo ndo dimensional das caracteristicas dindmicas
dos pneus de um veiculo terrestre [2]. Neste trabalho pode-se facilmente entender
a relagdo entre as forgas laterais nos pneus em funcdo dos angulos de
estercamento da roda, no qual se apresenta a natureza nédo linear do modelo das
forcas laterais. Nesta mesma década foram publicados dois artigos, [3] [4], nos
quais se trabalha utilizando a teoria de controle 6timo para a simulacdo de um
veiculo terrestre se movimentando. Essas publicagbes empregam um modelo
cinemaético linearizado do veiculo, e se estudou principalmente a mudanca de
direcdo do veiculo, e as formas de controle a serem aplicadas na simulagdo deste
tipo de caso. E bom ressaltar que nestas publicacdes, como forma de resolver o
problema, emprega-se o controle 6timo. No presente trabalho pretende-se aplicar
apenas a teoria de otimizacao, e um modelo veicular mais completo e detalhado.
Em uma publicacdo muito interessante feita por Maalej & Guenther & Ellis [5],

no ano 1989, é possivel verificar as caracteristicas das forcas e momentos nos
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pneumaticos. Neste artigo se faz a comparacdo de diferentes modelos para
representar tais esforgos, e dos resultados encontrados utilizando cada um deles

com aqueles obtidos experimentalmente.

1.2.3
Meétodos de Otimizacao

Dado que € possivel descrever matematicamente o problema de um veiculo
percorrer uma determinada trajetoria através de um modelo, assim como as
restricbes a ele impostas neste percurso, € viavel empregar alguma metodologia
para obter a solucdo 6tima desse problema. Deste modo, técnicas de otimizagdo
conhecidas serdo adotadas para determinar a trajetéria de tempo minimo,
empregando uma funcdo objetivo e restricdes que definam tal problema,
considerando as limitacGes associadas a geometria do tracado, caracteristicas de
poténcia do veiculo, aderéncia dos pneus, limites no sistema de dire¢do, e o
proprio comportamento dindmico do veiculo, quando for o caso.

Neste trabalho serd estudado como definir tal problema e analisar as
solugdes possiveis. Nao sera aqui implementado qualquer algoritmo de
otimizacdo, uma vez que serdo empregadas as rotinas existentes na Optimization
Toolbox do MATLAB, escolhendo o método mais adequado para os casos de
interesse.

Deve-se observar que ndo foi aqui resolvido um problema de controle
Otimo, pois o cerne deste trabalho ndo trata de controle, mas sim da obtencédo de
uma trajetéria ideal, que posteriormente servira de entrada para um problema de
controle, que por sua vez sera resolvido através de outras metodologias. Para
solucéo do problema de otimizagdo foi empregado um modelo do veiculo no qual
sua dindmica foi tratada de uma forma simplificada, porém suficiente. Entretanto,
quando o veiculo for representado por um modelo dindmico mais completo e
detalhado, incluido como restricio do problema de otimizacdo, podera ser
necessario adotar alguma estratégia de controle 6timo, pelo simples fato de se ter
um sistema de equac0es diferenciais associados ao problema de otimizacéo.

Geralmente este problema de trajetéria ideal é tratado através de
procedimentos de controle 6timo. Na pesquisa bibliografica realizada foram

encontrados muitos artigos com este enfoque. Por exemplo, em duas publicacfes
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muito recentes de Velenis e Tsiotras [9] [10], se utiliza o0 modelo bicicleta com
suspensdo para estudar a transferéncia longitudinal de carga durante o movimento
do veiculo, tentando avaliar o seu estado limite de estabilidade, isto é quando os
pneumaticos funcionam no limite de aderéncia. Nesses artigos o problema é
resolvido através de controle 6timo, no qual sdo empregadas duas funcGes
objetivo [9]: uma de tempo minimo de percurso, e outra maximizando a
velocidade de saida da curva do veiculo. Cada caso é tratado com e sem suspensao
para verificar os seus efeitos no comportamento do veiculo. Pode-se observar que
a influencia destes componentes ndo e significativa neste aspecto. O fato de
destaque destas publicacBes é que as trajetdrias 6timas obtidas para 0s objetivos
de tempo minimo e de velocidade na saida da curva maxima sdo diferentes [9].
Aquela do tempo minimo tende para um arco de circulo, o que € muito
compreensivel ja que se deseja a maior velocidade e a menor distancia percorrida
possiveis. A trajetoria obtida para o caso de velocidade maxima na saida da curva
é de raio maximo nesse ponto do tracado, isso porque o veiculo pode acelerar
enguanto ainda estd dentro da curva e assim maximizar sua velocidade de saida.
Da leitura destes artigos, um fato relevante para as analises que se seguem foi
observado e € aqui transcrito: na entrada de uma curva as rodas dianteiras sdo as
mais importantes, ja que é nelas que a forca centripeta é inicialmente aplicada e o
momento de desvio (yaw) produzido; por sua vez na saida de uma curva as rodas
traseiras tém maior importancia, porque elas geram o movimento de yaw.

Em outra publicacdo [10], s&o gerados perfis de aceleragédo e desaceleracéo
para um modelo bicicleta que percorre uma curva em alta velocidade. Para isso se
baseia no diagrama G-G, e as varidveis do controle 6timo sdo as forcas dianteiras
e traseiras dos pneumaticos.

Uma das publicacdes analisadas, de Casanova e Symond no ano 2000 [1],
trata das manobras de tempo minimo, na qual é utilizado um modelo um pouco
mais complexo do veiculo, que considera a forcas aerodinamicas e também a
influéncia das massas dos conjuntos roda-pneu, que se aproxima mais da realidade
dos veiculos de competicdo, jA que neste caso estas varidveis e parametros séo
muito importantes para a estabilidade e dirigibilidade. Neste artigo se utiliza um
algoritmo sequencial de programacdo quadratica para determinacdo da trajetoria
Otima, resolvendo o problema por otimizacdo sem considerar diretamente a teoria

de controle 6timo, incluindo entretanto algumas variaveis de controle. Observa-se
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que nesta publicacdo as solugdes 6timas sdo encontradas para trechos abertos, e
que posteriormente sdo unidos, fazendo coincidir as condi¢des iniciais e finais de

cada um deles, para se obter a trajetdria 6tima para uma pista fechada.

1231
Problema do tempo minimo

Neste trabalho o que se pretende é obter o tempo de percurso minimo para
um veiculo se movimentando entre pontos bem definidos. Entdo tem que se
estabelecer uma funcao objetivo que determine o tempo a ser minimizado, isto é,
deve-se criar uma funcgéo que represente o tempo de percurso em funcdo de todas
as variaveis e/ou parametros que nele influenciem. Mas como fazer isso se todo o
movimento de um veiculo, e as varidveis que o caracterizam, dependem do
tempo? Uma proposta de solucdo que se apresenta é criar funcdes matematicas
que descrevam, dentro de aproximagdes razodveis, o0 comportamento fisico dos
carros de corrida — principalmente — nas condi¢des em questdo, nas quais o tempo
ndo aparece explicitamente, utilizando-as para resolver o problema de
minimizacdo do tempo. Mas apenas isso ndo é suficiente, uma vez que a
otimizacdo da trajetdria possui restri¢des, tais como a velocidade maxima ou a
aceleracdo méaxima, que também dependem do tempo, mas ndo podem ser
expressas explicitamente em fungdo dele. Um tratamento adequado também foi
dado para as restri¢cdes que envolviam o tempo.

1.2.4
Estratégias de controle

Para poder observar o veiculo se movimentando na pista € necessario fazer a
simulacdo do seu movimento mediante uma malha de controle, procurando, por
exemplo, analisar as manobras do motorista durante o percurso, e suas reag0es
com relagdo ao que acontece com o veiculo em cada instante do tempo. Os
problemas de controle veicular véem sendo estudados ha algum tempo pelo Grupo
de Pesquisa em Sistemas Veiculares do DEM-DEE/PUC-RIo, utilizando diversos
modelos, estratégias e algoritmos, sendo que alguns desses ja se encontram a
disposicdo para uso nas mais variadas aplicacbes de interesse [11]. Entretanto o

foco deste trabalho ndo foi nas estratégias de controle, uma vez que, para 0 caso
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este serd um aspecto secundario. No maximo sera verificado como as restri¢oes
impostas estardo sendo satisfeitas ao longo do percurso do veiculo, e como o
controle devera atuar para que isso ocorra. De acordo com 0s objetivos
mencionados, conforme os resultados forem analisados, podera ser estudado
também como um motorista ou um piloto atua de modo a obter 0 maximo
desempenho do veiculo. Um outro problema nas estratégias de controle referente
ao tipo de analise apresentado neste trabalho, mas ndo seré aqui tratado, é o do
controle do veiculo em uma trajetéria fechada. Neste caso em particular, existe
uma dificuldade adicional na simulacdo computacional, devido a qual um
algoritmo especifico estd sendo desenvolvido e implementado [12], permitindo
tratar de relacbes matematicas que definem uma curva na qual existem diferentes
valores de uma das variaveis em funcdo da outra, como ocorre quando se fecha

uma trajetéria em um referencial que ndo acompanha o veiculo.

1.3
Objetivo da dissertacdo

Este trabalho é mais uma etapa no sentido de consolidar a area de Sistemas
Veiculares na PUC-Rio. J& se possui uma relativa experiéncia nos modelos
matematicos empregados para representar a dinamica veicular. Est4 se avangando
no uso das estratégias sofisticadas de controle no problema de comando de
trajetoria e atitude dos veiculos. J& se iniciou o estudo das caracteristicas de
resposta ao impacto de veiculos tratados por modelos rigidos e flexiveis.
Entretanto pouco de fez no sentido de estabelecer a influéncia do ser humano no
comando dos veiculos e a otimizagdo das suas caracteristicas de desempenho em
condigBes extremas de uso. Esta dissertacdo pretende iniciar uma série de
trabalhos visando dominar esse item.

O presente trabalho tem por objetivo adotar um modelo apropriado para um
veiculo terrestre, a fim de obter sua trajetoria 6tima em tracados pré-definidos,
visando percorré-lo no menor tempo possivel, aplicando as teorias de dindmica
veicular, de otimizacdo e de controle, implementadas em algoritmos através do
Simulink/MatLab.
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1.4
Descricédo da Dissertacao

O presente trabalho esta formatado em seis capitulos, conforme a seguir:

Capitulo I, Introducdo, no qual explicam-se alguns conceitos gerais de
dindmica veicular e otimizacdo, realiza-se uma analise preliminar do problema, e
também uma breve descri¢do dos trabalhos publicados na area, para finalmente,
indicar os objetivos a serem alcancados.

Capitulo 11, Modelo do Veiculo, onde se detalham alguns conceitos
relacionados as caracteristicas dindmicas de um veiculo, mais voltados aqueles de
competicdo, e trata-se de explicar sua representacdo matematica segundo um
modelo suficiente para o problema que se deseja tratar.

Capitulo 111, O Problema de Otimizacdo, no qual explica-se a forma de
abordar o problema para os veiculos de competicdo, e também se mostra as
consideracdes que devem ser feitas para obten¢do do movimento 6timo do veiculo
em um percurso pré-determinado. Detalha-se a forma de obter a trajetoria 6tima
para um veiculo terrestre, o desenvolvimento do equacionamento correspondente
a este problema e as solugbes do mesmo, assim como a implementacdo no
programa Matlab.

Capitulo 1V, Simulacdo da Trajetoria Otima, onde se apresentam os
resultados obtidos para casos diversos, unindo 0s conceitos e procedimentos
tratados nos capitulo anteriores.

Capitulo V, Conclusdes e Recomendagdes, no qual sdo apresentadas

algumas conclusdes e recomendacdes para futuros trabalhos.
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Modelo do Veiculo

Dado o interesse da analise a ser realizada neste trabalho, é preciso
determinar um modelo para simular o comportamento dinamico de um veiculo,
considerando principalmente sua dinamica lateral e longitudinal.

Nos veiculos de competicdo a alta velocidade que percorrem pistas planas a
dindmica vertical ndo é muito evidente, por que a pista pode ser considerada
perfeitamente plana e a sua dindmica lateral apenas esta afetada pelas outras duas
dindmicas, neste tipo de veiculo as mais relevantes sdo as dindmicas lateral e
longitudinal. Entretanto o estudo desse tipo de veiculo pode se resumir a seu
movimento no plano, onde os comandos que dirigem as suas dinamicas lateral e
longitudinal sdo os comandos de estercamento (sistema de direcdo) e os sistemas
de tracdo e frenagem na dinédmica lateral.

Neste caso, portanto, é suficiente, a principio, que essa representacao tenha
5 graus de liberdade no referencial local do veiculo: dois de translagdo
(longitudinal e lateral), relacionados as velocidades em x e y, e trés de rotacéo
(yaw, roll e pitch), sendo identificados pelos &ngulos &, @ e p respectivamente.
Os movimentos de translacdo correspondem aos deslocamentos no plano XY do
referencial global. A Figura 2.1 ilustra os sistemas de referencia e variaveis

empregados para o tratamento da trajetoria de um veiculo no plano.

Direcido do
moviniento

X

Figura 2.1. Sistemas de referéncia e variaveis para analise de trajetéria no plano.
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2.1
Equacgdes de movimento

A dindmica de um veiculo em relacdo a um sistema de eixos que passa no
seu centro de massa, € analisada através da teoria dos corpos rigidos, e pode ser
representada desde um simples modelo de massa pontual até um modelo bastante
complexo onde todas as principais caracteristicas fisicas e geométricas do veiculo
sdo consideradas. Neste capitulo sera desenvolvido um modelo de acordo com a
analise a ser realizada adiante, que podera ser simplificado na medida do
necessario. Por exemplo, o modelo de massa pontual, assim como o modelo
dindmico linear, podem ser obtidos impondo algumas hipéteses simplificadoras
ou de linearizagdo ao modelo néo linear aqui descrito.

O primeiro passo para obter o modelo em questdo corresponde a determinar
as equacdes de movimento que descrevem a dinamica lateral e a dindmica
longitudinal de um veiculo em movimento. Para isso considera-se o veiculo
composto por trés massas distintas: uma suspensa identificada como ms, ou massa
do chassis, e duas massas ndo-suspensas, a frente e a ré do veiculo, identificadas
como mys € My, OU massas dos pneus/rodas, respectivamente. A massa total deste
veiculo é representada pela soma das trés massas, e representada por M,

m

ot — ms + muf + mur (21)

As forcas impostas ao veiculo levam a

4

Fx = Z in =My a, — mshsp/b (22)
i=1

a, =X-yo (2.3)
4

I:y = Z I:yi = mtotay + mshsrgb (24)
i=1

a, =y+x0 (2.5)

onde F representa o somatorio das forcas que atuam no eixo longitudinal, sendo

Fx cada uma das forgas presentes nas rodas e ax a aceleragdo longitudinal que é
composta por duas parcelas: X e y@. Ja Fy representa o somatério das forgas

laterais, sendo Fy a for¢ca em cada uma das rodas. Assim como no eixo
longitudinal, ay representa a aceleragdo lateral que, por sua vez, é composta por

duas parcelas: § e x6. Na Equagio 2.2 aparece um termo de aceleracdo angular
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de pitch 5, que tem um efeito no movimento longitudinal, como esta explicito.

Algo similar acontece no movimento lateral, descrito na Equacdo 2.4, onde a
aceleragéo angular de roll ¢, que relaciona a massa suspensa com a forca lateral
total.

A deducdo das aceleracbes em X e y aparece por prova geométrica, para
pequenas varia¢Oes angulares [13], ao longo de uma trajetoria curvilinea. Como
pode ser observado na Figura 2.2, a variacdo em x pode ser descrita como

AV, =V, cosAf + AV, cosAf -V, =V senAf - AV, senAf (2.6)

Considerando-se a variacdo angular pequena e negligenciando-se o termo de

variacdo de velocidade em y, obtém-se o resultado,

AV AV A
oy Ay Ly A9 (2.7)
At At At
a, =X-yo (2.8)
como mostrado anteriormente.
T Q, . - <
o N Ol >
Pl \Y) =5 }j—'vx + 8V,
i Ny \ Yph A% \;E“‘
! trajetoria i Az A
\ ) " \"y z "\"r \
‘ \..4 Yo N\,
| ) | F'(J:
[ instante t \
I Y instante t + At
Figura 2.2. Determinando as aceleracdes em x e y.
De maneira similar, deduz-se a aceleracdo emy, através de
AV, =V, cosAO+ AV, cosAO -V, +V, senAd+ AV, sen Ad (2.9)
AV AV
S =V, +— -V, +V, A0 (2.10)
At At At
a, =y+xo0 (2.11)

A deducdo das aceleragGes em x e y também aparece como resultado das
equacdes de corpo rigido, pela teoria de Newton-Euler, descrita em um referencial
local que acompanha o veiculo. As equacdes de Newton Euler para as forgas, no

sistema maovel sdo dadas por

> F=P+OxP (2.12)
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na qual
X @
P=my| e Q=p (2.13)
z 0

séo respectivamente a quantidade de movimento linear e a velocidade angular do
corpo. Para se realizar o produto vetorial da velocidade angular emprega-se uma

matriz, dada por

0 -0 p
Q=6 0 -¢ (2.14)
-p ¢ 0

Entdo as EquacgOes de Newton-Euler para forgas no referencial local séo

reescritas por

> Fy X1 [0 -0 p|[x
DF |=my|+| & 0 -¢my (2.15)
> F, Z| |-p @ 0] |2

ou
> Fy X 2p-y0
DR, |=m§[+m %0-2¢ (2.16)
2 F 2] |ye-%p

A Equacdo 2.16 mostra a interrelacdo que existe entre 0s movimentos nos
trés eixos do sistema local. Para modelo de interesse negligencia-se 0 movimento

vertical, entdo as equagdes simplificadas sdo respectivamente dadas por

3 F, =m(x-yo) (2.17)
3 F, =m(y+x%0) (2.18)
2. F =m(yp—%p) (2.19)

A deducdo grafica mostrada anteriormente leva aos mesmos resultados que
as Equacdes 2.17, 2.18 e 2.19. Para melhor interpretar estas equac0es,
considerando que apenas o movimento no plano Xy interessa, elimina-se a
Equacdo 2.19. A somatoria de forcas esta composta por todas as forgas que atuam
no sistema veicular, entdo ali estdo incluidas as forcas de tracdo e frenagem, as
forcas laterais geradas nos pneumaticos do veiculo, e também esté incluida a forca

aerodinamica. [Esta somatdria é projetada nos eixos do sistema referencial
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segundo o0s modelos dos pneumaticos. Nosso sistema veicular ndo esta
influenciado pela inclinacdo da pista ou aclive, desde que se considera uma pista

completamente plana. Entéo todas as forcas envolvidas no sistema sao

> F=Fr+F

Tragéo Frenagem

+F (2.20)

Aerodinamicas
As EquacBGes de Newton Euler no sistema movel para 0s momentos

determinam que

— > >

M= H +OxH (2.21)
na qual o vetor quantidade de movimento angular, obtido pelo produto da matriz
de inércia e do vetor velocidade angular, é dado por

H=J-Q (2.22)
onde a matriz inércia do veiculo J, que tem por componentes 0s momentos de

inércia para cada eixo que passa pelo centro de massa e os produtos de inércia do

veiculo, levando a uma matriz simétrica, é dada por

‘Jxx ‘]xy ‘sz
=3, I, J, (2.23)
Jo 3, 3

Xz yz 2z

Como um veiculo terrestre é simétrico em relagdo ao plano xz, podem-se
considerar alguns produtos de inércia nulos, levando assim uma matriz inércia

com alguns componentes nulos,

JXX 0 JXZ
J=|0 J, 0 (2.24)
Jo 0 J

Sendo o vetor aceleracdo angular, que contém as segundas derivadas no
tempo dos angulos roll, pitch e yaw, dado por
K
Q=p (2.25)
0
e o vetor velocidade angular, que contém as primeiras derivadas no tempo dos
angulos roll, pitch e yaw, respectivamente, dado pela Equacdo 2.13 e empregando
a Equacdo 2.14 para representar o produto vetorial, finalmente se tem a equacao
de Newton-Euler para momentos aplicados ao veiculo. A derivada do vetor

quantidade de movimento angular é o produto da aceleragdo angular vezes a
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matriz inércia do veiculo, sendo a matriz inércia constante no tempo no referencial
local. Portanto o somatorio de momentos no sistema local movel fica na forma

ZMX ‘]xx 0 ‘]xz (0 0 _9 ,0 ‘]xx 0 ‘]xz ¢
M, |=[0 J, 0|pl+] 0 0 -¢| 0 J, 0|[p| (226

vy vy

DM, | (I, 0 J,]6] |-p ¢ 0|3, 0 J, |0

7

Fazendo os respectivos calculos da matriz momento total e separando os

componentes em cada eixo principal se tem, 0 Momento de Roll

ZMX :‘]xx¢+szé+‘]x2p¢_‘]yypé+‘Jzzpé (227)
0 Momento de Pitch
ZMY :Jyyjj+Jxx9¢_sz¢2+széz _‘]zzpé (228)

e 0 Momento de Yaw
DM, =3,6+3,0-3,00+3,,00+3,,00 (2.29)
E preciso agora escrever as equacdes de somatorio de momentos gerados
por fatores externos ao veiculo, tanto para 0 movimento de yaw (em torno do eixo
vertical) quanto para 0 movimento de roll (em torno do eixo longitudinal) e o
movimento pitch (em torno do eixo lateral). Analisa-se inicialmente 0 movimento
yaw. Levando-se em consideracdo as forcas atuantes nos pneus dianteiros e
traseiros, esquerdos e direitos, respectivamente indicadas pelos indices 1, 2, 3 e 4,
nos eixos x e y (Fj, Fi, i=x,y e j=1,2,3,4), mais os bragos de alavanca existentes,
que descrevem as bitolas e as distancias do CG aos eixos das rodas, € possivel
escrever uma relacdo para o somatorio de momentos referentes ao movimento de

yaw do veiculo (6), dada por
t, t, t t,
> M, =aF, +?FX1 +aF,, —Esz —bF,, +EFX3 ~bF,, —EFM (2.30)

onde a representa a distancia entre 0 CG e 0 eixo dianteiro, t; representa a bitola
do eixo dianteiro, b representa a distancia entre 0 CG e 0 eixo traseiro, t;
representa a bitola do eixo traseiro e lyay representa 0 momento de inércia em
torno do eixo z.

A Figura 2.3 representa o diagrama de corpo livre indicando todas as
forcas laterais e longitudinais que geram o movimento yaw, também se mostra as

distancias que entram no calculo do momento total.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421081/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421081/CA

36

Figura 2.3. Diagrama de corpo livre para equilibrio de momentos em relagéo ao eixo z.

Poder-se-ia considerar inicialmente que o problema envolve apenas o
movimento de yaw, mas isso ndo € verdade, j& que pelo desenvolvimento das
equacOes de Neuton-Euler, Equacdo 2.26, quando a analise é realizada no sistema
referencial movel, nota-se que também os movimentos de roll e pitch estdo
presentes. Entdo na Equacdo 2.31 sdo acrescidos os termos da Equacdo 2.29,
levando ao resultado da Equagéo 2.32,

dM, =10 (2.31)

DM, =10+ 1, (5= pO) =1 g oo+ | i (2.32)

As Equacdes 2.32 e 2.30 sdo igualadas gerado uma equacdo diferencial que

descreve 0 movimento yaw do veiculo. As forcas no eixo x e y sdo desenvolvidas
com o modelo do pneumatico, explicado mais adiante.

Agora para 0 equacionamento de momentos no movimento de rolagem, é

preciso considerar o amortecimento e a rigidez de rolagem (Bron, ®ron), que

dependem dos coeficientes de rigidez e amortecimento das quatro suspensoes (By,

B, Kt, K;) mais as bitolas traseira e dianteira. Assim

P =5 (Bt +BLY) (2.3)
1 2 2
Kot = E(Kftf + Krtr ) (234)

Na Figura 2.4, sdo mostradas as aceleracBGes geradas durante 0 movimento
de rolagem do veiculo, considerando o sistema em um referencial fixo, que levam
a equacdo diferencial

I roll¢+ ﬂroll(b + Kion® = ms ghsrsen¢+ ms a'y hsr Cosg (235)
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onde Iy representa 0 momento de inércia de rolagem do veiculo, hg representa a
altura entre o CG e o centro de rolagem, g a aceleracéo da gravidade, e ¢ 0 angulo

de rolagem (roll).

My s Foly s K0
0

M4 = F oty = 0

Figura 2.4. Diagrama de aceleracéo de rolagem.

Pela Equacdo 2.27, verifica-se que o movimento de rolagem em um
referencial mdvel ndo depende somente do movimento de roll, mas também dos
movimentos de yaw e pitch. Entdo devem-se acrescentar na Equacdo 2.35 0s
termos da Equacdo 2.27, de acordo as leis de Newton-Euler, quando a analise é
realizada no referencial local mével, levando a Equacéo 2.36,

lon@+1,, (9 +09)— | pitch9p+ |yawp'9+ﬂroll¢+ Ko ®=Mm.gh senp+m a hg cose

(2.36)

A rolagem do veiculo é provocada pelas forcas nos pneus, e estas forcas ja
estdo implicitamente incluidas na Equagéo 2.36 pela aceleragdo lateral a,. Esta
aceleracdo lateral € o resultado de uma forca externa responsavel pelo movimento
lateral do veiculo.

De forma muito semelhante ao desenvolvido para movimento de rolagem,
se 0 mesmo para a determinacdo da equacdo diferencial que descreve o
movimento pitch. Agora é preciso considerar o amortecimento e a rigidez
associados a este movimento (Bpich, Kpitch), que dependem dos coeficientes de
rigidez e amortecimento das quatro suspensdes (B:, B, K, K;), e tambéem da
distancia entre 0 CG e 0s eixos das rodas, tanto dianteiros quanto traseiros. Estes

valores sdo calculados segundo as Equacdes 2.37 e 2.38,

,Bpitch = Z(Bf a’+ Brbz) (2.37)
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Koen = 2(K 2% + K b?) (2.38)

Empregando o mesmo procedimento adotado para gerar a equacdo de
movimento de rolagem, entdo, inicialmente, para maior compreensdo do
movimento pitch, define-se uma equacdo diferencial que apenas depende do
angulo de pitch, levando & Equacéo 2.39,

| itcn 2+ Boiten 2+ K piren © = M gh s€Np — M @, hy, cos p (2.39)
onde lyiech representa 0 momento de inércia do movimento pitch, hg, representa a
altura entre 0 CG e o centro de giro do movimento pitch, g a aceleracdo da
gravidade, e p 0 angulo pitch.

Agora tomando a Equacdo 2.28, obtida segundo Newton-Euler,
acrescentam-se 0s parametros que relacionam o movimento pitch, com os outros
dois movimentos (roll e yaw), e se determina uma equacdo diferencial que
descreve o movimento pitch no referencial local, Equagéo 39,

LoienP+ 1o (07 =) =1 0,00+ 1,y 90+ By P+ K yinp =M, gh senp—m, a, h cos p
(2.40)

A arfagem do veiculo € provocada pelas forcas de tracdo e frenagem, e estas
forcas ja estdo implicitamente incluidas na Equacdo 2.40 pela aceleragédo
longitudinal a4, esta aceleracdo longitudinal é o resultado de uma forga externa
responsavel pelo movimento longitudinal do veiculo.

Uma vez escritas todas as equacdes de movimento do modelo ndo linear do
veiculo, em relacdo ao sistema referencial mével, € possivel agrupé-las, resultando
um conjunto de equages diferencias que modelam o comportamento dindmico do
veiculo. As Equacles 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, 2.32, 2.36 e 2.40, juntas, compdem as

equacOes de movimento do veiculo, com 5 graus de liberdade,
Z Fx = mtot).(. — Mgt ye - mshsplb
Z Fy = mtoty - mshsr¢+ mtotxg
a, =X-yo
a, =y+x60
2 M, =10, 0+ 1, (9= PO) = 1y PP+ Vg0

I roII¢+ Ixz (9 + ,0¢) - I pitchép + I yawpé—i— ﬂroll¢+ Kroll¢ = msghsrsen¢+ ms (y + Xé)hsr COS(D
I pitchlb+ Ixz (92 _¢2) - I yaw9¢+ Iroll¢9+ﬁpitchp+ Kpitchp = ms ghspsenp_ ms (X - y9>hsp COSp
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2.2
Modelo dos componentes do veiculo

Desenvolve-se a seguir o modelo de cada um dos componentes do veiculo,
com a finalidade de entender claramente sua contribuicdo para a representacao
que possibilita analisar o movimento no plano horizontal xy local ou XY global,
associado a trajetoria do veiculo e a atitude de yaw, incluindo os efeitos de roll e
pitch, como discutido no item anterior. A Figura 2.5 apresenta um esquema de
todo o modelo, na qual a interrelagdo entre os componentes, e as respectivas
variaveis de interesse, encontram-se explicitadas.

Cada componente na Figura 2.5 é representado por um bloco, uma forma
conveniente para facilitar o desenvolvimento e compreensdao de um modelo de
grande porte, como é o caso aqui tratado. No procedimento empregado a seguir, 0
modelo de cada componente € desenvolvido e testado, e sO entdo inserido na
representacdo do sistema como um todo. Esta metodologia simplifica
enormemente a modelagem de problemas complexos, envolvendo diversos
elementos, e minimiza a possibilidade de erros.

A entrada do modelo mostrado na Figura 2.5 € o angulo do volante, que a
partir a Caixa de Direcdo do veiculo, passando pela Geometria de Ackermann,
gera como saida os angulos de estercamento para cada pneu dianteiro (direito e
esquerdo). Estes por sua vez excitam o subsistema Angulos de Deriva, juntamente
com a velocidade lateral e longitudinal do veiculo, gerando os sinais de entrada
para os Pneus. O modelo dos pneumaticos ird levar as forcas e aos momentos
empregados para excitar a dindmica do veiculo no referencial local, dependendo
da posicdo dos pontos de contato dos pneus em relacdo ao chassis, definida no
elemento “Geometria do Veiculo”.

A dindmica do veiculo em um referencial que passa no seu centro de massa
foi apresentada no item anterior. Finalmente a “Transformacgéo de Coordenadas”
possibilita representar as variaveis no referencial global, para determinacdo da

trajetdria do veiculo.
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Figura 2.5. Esquema do modelo do veiculo.
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2.2.1
Geometria de Ackermann

Analisa-se a seguir a geometria de Ackermann, que possibilita determinar,
em funcao do angulo de estercamento do volante (3) , os angulos de estercamento
das rodas dianteira direita e esquerda (dp e Og) e 0 raio de curvatura instantaneo
(R), de acordo com o esquema da Figura 2.6.

O modelo da geometria de Ackermann relaciona o angulo do volante do
motorista e os angulos de estercamento, mediante algumas condicfes ideais dos
veiculos, que geralmente, na realidade, ndo sdo cumpridas. Nos mecanismos de
direcdo reais dos veiculos ndo se tém componentes (bracos) suficientes para
garantir que a Geometria de Ackermann possa ser completamente satisfeita.
Entretanto, como ponto de partida para 0s projetos, sempre se leva em
consideracao tal condicdo ideal, como apresentado a seguir. A Figura 2.6 mostra

a relacdo entre as variaveis envolvidas neste problema.

]
]

| | GEMNTRO DE
by — - CURVATURA

Figura 2.6. Angulo de estercamento das rodas dianteiras e raio de curvatura segundo a
Geometria de Ackermann.

Empregando a Geometria de Ackermann tem-se que o0s angulos de
estercamento sdo diferentes o, # . . Quando se gira o volante para um
determinado sentido, o angulo estercamento da roda interna sempre € maior do

que aquele da roda externa a curva que se deseja percorrer. Tal condi¢cdo permite

definir duas fun¢des como mostrado na Equacao 2.41,
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op =k, -0
I b,
Parao <—f, = -—=
9(%) 2
I
S =tg ' (———
=19 Ry, 2 (2.41)
O =ky -0
I b,
Parago>f, < R= +—
tg(Je) | 2
S =tg " (———
0 =4 (R+bd/2)

sendo & positivo para curvas a esquerda e negativo para curvas a direita (medido
em relacdo ao eixo x negativo). Na Equacdo 2.41, kq € f4 Sd0, respectivamente, a
relagdo de transmissdo e a folga do sistema de diregdo, by e by séo,
respectivamente, as bitolas dianteira e traseira, 1 = 14 + 1 é distancia entre eixos
das rodas, 14 e ¢ sdo as distancias dos eixos das rodas dianteiras e traseiras ao
centro de massa CM, R é o raio de curvatura instantaneo durante o movimento do
veiculo [11].

Para avaliar e validar esta funcdo simula-se o comportamento para valores
arbitrarios de angulos do volante, a partir de dados genéricos de veiculos de
passeio, Tabela 1 [11]. Para analisar a variacdo dos angulos de estercamento
foram feitos movimentos triviais no volante, que possibilitaram a determinacgao
analitica dos angulos das rodas. Os resultados obtidos analiticamente para avaliar
0 modelo sdo mostrados na Tabela 2, correspondem a estados estacionarios, para
0s quais se tem alguns valores fixos da funcdo angulo do volante.

Sao realizadas simulagOes para os valores da Tabela 2, empregando a
implementacdo em Simulink/Matlab da Equacdo 2.41. A Figura 2.7 mostra a
entrada, angulos do volante constantes em determinados intervalos de tempo. As
Figuras 2.8 e 2.9 mostram os resultados obtidos para os angulos de estercamento
direito e esquerdos respectivamente. Estes angulos sdo muito proximos, mas nao
sdo iguais. E bom ressaltar que com angulos menores do volante, os angulos de
estercamento se aproximam mais em seus valores, e com angulos maiores da
volante os angulos de estergamento se afastam mais. Os valores encontrados séo

idénticos aos da Tabela 2, como ndo poderia deixar de ser.
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Tabela 1. Parametros arbitrarios construtivos de um veiculo de passeio genérico.

Parametro Simbolo Valor
Unidade

Distancia entre eixos I [m] 2,59
Distancia do eixo dianteiro ao CG lg [m] 1,43
Distancia do eixo traseiro ao CG I [M] 1,16
Bitola dianteira by [M] 1,49
Bitola traseira b [m] 1,45
Raio de curva minimo Rmin [M] 2,0
Estercamento maximo roda interna Simax [°] 50,19
Estercamento maximo roda externa Semax [] 28,61
Estercamento maximo volante Omax [°] 90
Relacédo de transmissdo da direcéo Kg 0,318
Folga do sistema de direcéo fa[°] 1,0
Velocidade longitudinal constante u [km/h] 20

Tabela 2. Angulos de estercamento e raio de curvatura para valores constantes do
angulo do volante.

PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0421081/CA

Angulo da Angulo de Angulo de Raio de
Volante estercamento | ester¢camento curvatura
o Direito o, Esquerdo & | instantaneo R
+90° +22.5531 ° +28.6200 ° +5.4914 m
-90° - 28.6200 ° -22.5531° -5.4914 m
+45° +12.5407 ° +14.3100 ° +10.8985 m
-45° - 14.3100 ° -12.5407 ° -10.8985 m
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100
90

60

45

20

-20

Angulo da volante (grad.)
°

-45

-60

-90
-100

Funcao de entrada

5 6 7
tempo (seg)

10

Figura 2.7. Funcao

entrada da volante, angulos estacionarios.

30

22.55

12.54

‘Angulo de estrecamento Direito (grad.)
o

-14.31

-28.62
-30

Angulos de estergamento da roda dianteira direita
T T T T T

10

Figura 2.8. Angulo de estercamento da roda dianteira direita, A&ngulos estacionarios.

30
28.62

e
N
®
2

Angulo de estercamento esquerdo (rad)
o

N
N
@
=

-22.55

-30
o

Angulo de estercamento dianteiro esquerdo
T T T

Figura 2.9. Angulo de estercamento da roda dianteira esquerda, angulos estacionarios.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421081/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421081/CA

45

Na Figura 2.10 apresenta-se uma funcdo de entrada para o angulo de
estercamento do volante com variagdo no tempo, desde 0° até 90° e -90°, voltando
ao 0°. As Figuras 2.11 e 2.12 mostram os resultado da simulacdo em
Simulink/Matlab, os angulos de estercamento da roda direita e esquerda,
respectivamente. Na Figura 2.13 apresenta-se a variacdo dos éangulos de
estercamento em relacdo ao angulo do volante e na Figura 2.14 uma comparacao
direta entre estas variaveis. Nota-se nestes casos mais claramente a diferenca

entre os angulos quando o estercamento é feito em um sentido ou no outro.

Angulo da Volante do veiculo (no eixo Z)
T T T T

100

Angulo da volante (grad.)

-100 | | I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4 4.5 5

tempo (seg.)

Figura 2.10. Funcéo de entrada para o angulo da volante.

Angulos de estergamento da roda dianteira direita

30 T T T T T

22.55

10

-10

Angulos de estercamento direito (grad.)
°

-28.62
-30

1
0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
tempo (seg.)

Figura 2.11. Angulo de estercamento da roda dianteira direita.
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30
28.62

10

-10

Angulo de estergamento esquerdo (grad.)
o

-22.55

-30
0

Angulos de estercamento da roda dianteira esquerda
T T T T T

0.5

Il
1 15 2 25 3 35 4 45
tempo (seg.)

Figura 2.12. Angulo de estercamento da roda dianteira esquerda.

30
28.62

22.55

angulos de estercamento (grad.)
o

-22,55

-28,62

Angulos de estergamento das rodas dianteira direita e esquerda
T T

deltaD ,/

deltaE ,//

““1oo

| |
60 “40 20 o 20 0 60 80
Angulo da volante (grad.)

Figura 2.13. Angulos de estercamento em fung&o ao angulo da volante.

Angulos de estergamento das rodas no tempo
T T T T T

30
28.62

22.55

Anguios de estercamento das rodas dianteira direita e esquerda (grad.)
°

-22.55

-28.62
-30

tempo (seg.)

Figura 2.14. Comparacéao entre os angulos de estercamento das rodas.
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2.2.2
Angulos de deriva

O angulo de deriva corresponde a diferenca entre a trajetoria pretendida pelo
motorista, que atua sobre o carro ao alterar os angulos de estercamento, e a
trajetéria realmente cumprida. Na Figura 2.15 se mostra como este angulo é
gerado [13] para 0 modelo bicicleta, e na Figura 2.16 apresenta-se a semelhanca
desta variavel com aquela associada ao movimento de caminhar de um ser
humano: quando o veiculo se desloca lateralmente, gera-se uma forca lateral que
provoca uma deformacdo do pneumatico, e esta por sua vez ird propiciar a

modificacdo na dire¢do do movimento do veiculo.

b o a
Velocidade

"Y do Pneu
S r
2F, mt$ U
v Velocidade
do Pneu
L; LD Q'Ft

3
Y %

Figura 2.15. Identificagdo dos angulos de deriva.

__ Area de contato

f . .
J o =dangulo de deniva

tFLntﬂ'nl Direcéio do movimento

T T

(L __J
a._J

p—

(2

Figura 2.16. Comportamento do angulo de deriva.

As EquacOes 2.42, 2.43, 2.44 e 2.45, definem os angulos de deriva em cada
pneu: dianteiro direito (DD), dianteiro esquerdo (DE), traseiro direito (TD) e
traseiro esquerdo (TE) respectivamente, em funcdo do angulo de estercamento e
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das velocidades longitudinal, lateral e angular de yaw do veiculo e da posi¢do dos

pneus em relacdo ao centro de massa no referencial local, de acordo com

4| y+aé
oy =8 —tg 7| 2 : (2.42)
X+—0
2
Ll y+aé
tloe = 5 —1g 7| : (2.43)
X——0
2
o =19 Ltbé (2.44)
X+-—-6
2
L -y+bo
e =197 y—t (2.49)
X——-0
2

Para avaliar o modelo do angulo de deriva, supde-se um angulo do volante
de 45° o que gera, segundo a geometria de Ackermann, angulos de estercamento
direito e esquerdo nas rodas de

Opp =12,54°
Ope =14,31°

Para testar o modelo em um estado ndo estacionario, supbs-se as
velocidades de yaw desde O até 0,2 rad/s e lateral de O até 2 m/s variando
linearmente, como mostrado nas Figura 2.17 e 2.18, mas mantendo a velocidade
longitudinal constante em 20 m/s. As EquacGes 2.42 a 2.45 foram implementadas
em Simulink/Matlab, e os resultados obtidos sdo mostrados na Figura 2.19, na
qual os angulos de deriva apresentam o comportamento esperado. Por exemplo, o
angulo de deriva dianteiro inicial é igual ao angulo de estercamento, e vai
diminuindo. J& os angulos de deriva traseiros iniciam em zero e vao crescendo

negativamente.
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Velocidade Lateral (sistema referencial)
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Figura 2.17. Func¢éo entrada da velocidade lateral para avaliar os angulos de deriva.

Velocidade angular (rad/s)

0.1

Velocidade do angulo YAW
T T T

0.3

Il
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tempo (s)

Figura 2.18. Funcao entrada da velocidade do yaw para avaliar os angulos de deriva.

Angulo de Deriva

15
14.31

1254

Angulos de Deriva de cada Roda

Alpha TE
Alpha TD

Alpha DE

—— — Alpha DD

| | | | | L

0.3

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tempo (s)

Figura 2.19. Angulo de deriva de cada pneumético para uma fungéo de entrada

conhecida.
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223
Forcas laterais nos pneus

Apresenta-se agora 0 modelo adotado para as forgas laterais (Li), que
dependem dos angulos de deriva e da rigidez lateral dos pneus. N&o se pretendeu
desenvolver todo o equacionamento para forcas laterais, mas sim interpretar um
modelo ja consagrado, encontrado na documentacao especializada [13]. As forcas
laterais podem ser expressas por

C_tga; .
L = % f(S) . i=DE, DD,TE,TD (2.46)
onde f(S) ¢ a relacdo de aderéncia caracteristica do pneu, descrita por

[S(2-5) se S<1
f(S)_{ L e st (2.47)

S ,uFNi(l—grU VA +19°%, )(l—/ls) (2.48)

2\/C222 +Cg’a,

na qual as constantes sdo definidas como
1 - Coeficiente de Aderéncia a Pista
Fni — Forca Normal do i-ésimo pneu
& — Fator de Reducédo da Aderéncia da Pista
U — Velocidade Longitudinal
As — Deriva Longitudinal
C. - Rigidez Lateral

a; — Angulo de Deriva do i-ésimo Pneu

As Equacdes 2.46, 2.47 e 2.48 descrevem um modelo muito complexo,
dependente de muitas varidveis, que pode ser simplificado por uma funcéo linear
para angulos de deriva pequenos (Figuras 2.20 e 2.21), e como uma constante para
angulos acima de determinados valores. Entdo pode-se empregar uma
representacdo para as forcas laterais L;, onde se considera a aproximacao para
pequenos deslocamentos angulares (menores a 8°), e adotar as Equacbes 2.49,
2.50,2.51 e 2.52,

Lop =Cop "o (2.49)

Loe =Cpe - ape (2.50)
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Lo =Crp o (2.51)
Lie = Coe -0 (2.52)

nas quais Cpg, Cpp € Ctg, Ctp correspondem aos coeficientes de rigidez lateral
dos pneus dianteiro esquerdo, dianteiro direito, traseiro esquerdo e traseiro direito,
respectivamente, que podem ser reduzidos a Cs e C;, considerando que 0s pneus
sdo iguais nos dois lados da dianteira e nos dois da traseira.

Alea de contato

o, = angulo de deriwa

Direcfo do movimento

FLatﬂ'al

c,

= Rigidez lateral

(74

Figura 2.20. Curva caracteristica dos angulos de deriva.

300
L F; =300 kg
200 =
s . Fz = 200 kg
- L
u‘ =
Dil'eg?w do
100 - moﬂmentjo(
" Faixa
- linear
n',szw:ezrf.d......,..|
0 4 10 15

ﬁngulo de Deriva ¢¥ (graus)

Figura 2.21. Forga lateral em funcéo ao angulo de deriva. [17]


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421081/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0421081/CA

52

Como se pode ver na Figura 2.21, quando o angulo de deriva é grande a
forca lateral tende a ser constante [17]. Uma vez que se pretende trabalhar com
veiculos de competicdo em altas velocidades, que percorrem pistas lisas [9],
nestas condigdes, os angulos de deriva sdo pequenos, 0 que é uma caracteristica
inerente aos carros de corrida, portanto a consideracéo de adotar o modelo linear é
bastante aceitdvel. Emprega-se coeficientes de rigidez dos pneus, Cs = C, = 60000
N/rad, com variacdo linear para a forca com angulos de deriva entre <-8,8>; para

angulos maiores a forca sera constante, dada pelo produto correspondente [14].

224
Geometria do veiculo

Descrevem-se agora as forcas externas que atuam sobre o veiculo e as
formas como elas afetam o modelo mateméatico. Como se conhecem as relacoes
que estabelecem as forgas nos pneus, pode-se escrever as forcas resultantes em x,

y e 0s momentos correspondentes.

Figura 2.22. Orientacdo dos componentes das for¢gas nos pneus.

Na Figura 2.22 se mostra cada componente das forcas nos eixos x e y. A

distribuicdo destas forgcas gera um momento que provoca 0 movimento de yaw.
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Tais forcas em cada um dos pneus sdo geradas pelos angulos de estercamento,
como também as de frenagem, e dadas por

Fior = —Cped, COSO i — LpzSend (2.53)
F.op = —Cpp9, COSOp — LppSEnd (2.54)
F.e =—Ciz0, C0SO, — L send, (2.55)
Fro = —C:p0, COSO, — L;p SEN O, (2.56)

nas quais o, € o angulo de estercamento do pneu dianteiro esquerdo, J,, € 0

angulo de estercamento do pneu dianteiro direito, &, é o angulo de estergamento
dos pneus traseiros esquerdo e direito, L. é a forca lateral do pneu dianteiro
esquerdo, L, é a forca lateral do pneu dianteiro direito, Ly, € a forca lateral do
pneu dianteiro direito, L. é a forga lateral do pneu traseiro esquerdo, L, é a
forca lateral do pneu traseiro direito, 6, € angulo do pedal do freio, Cpg, Cop €

Cre, Ctp correspondem aos coeficientes de rigidez dos pneus, respectivamente.
Nestas equacOes tem-se as forcas produzidas pela frenagem do veiculo,

forcas longitudinais de cada pneumatico, sdo descritas por: Fp. =Cy:9, ,
Foo =Cop9, » Foe =C0, » Fap =Cip0, , como o modelo final desta

dissertacdo se quer para velocidade constante, ndo se calculara as forcas
longitudinais, por quanto ndo se explica muito da modelagem das forgas de
frenagem e apenas se apresentam nas equacgdes ja simplificadas; para mais
informacdo sobre este tema sao mostradas na referéncia bibliogréfica artigos que
podem explicar mais amplamente o desenvolvimentos destas forcas, em especial a
referéncia [13].

A forca total no eixo x corresponde ao somatorio das relacdes descritas
anteriormente, isto € a soma das Equacfes 2.53, 2.54, 2.55 e 2.56, dando como
resultado a Equacdo 2.57,

F, =—(Cpe0, €05 +Cppd, 0S5O ) — (Cre +Crp)8, €0SS, —(LpeSend e + Lppsendp) — (L + Lyp)sens,

(2.57)

Para o eixo y, a analise em cada pneu é muito similar, levando a

Fioe = —Cpe0,Sende + Lpg COST e (2.58)

Fioo = —Cpp0,SeNdy, + Lpp COSO (2.59)
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Frre =—Cre8,5en5, + Ly 0SS, (2.60)
Fyro = —Cip0,5€n5, + Ly, €OSJ, (2.61)

Sendo a forga total no eixo y simplesmente a soma das Equagdes 2.58, 2.59,
2.60 e 2.61,

F, =—(Cped,send +Cppd,8endp) — (Cre +Crp)0,86n0, + (Lpg COSO g + Ly €0SO ) + (L + Lyp) COS S,

(2.62)

Do mesmo modo que para as forcas também o momento de yaw é
analisado para cada pneu em particular, levando as Equaces 2.63, 2.64, 2.65 e
2.66, e a0 momento total em torno do CG, obtido pelo somatorio da Equacéo
2.67, dadas por

t t
M e =—5,Cpeasend . —5,Cpe ?fcos S +aly COSS —?f Loesend e (2.63)

t t
M o =—6,CppaSeNns o +5,Cop ?fcos(sfD +al g, COSS g +?f Loosens,,  (2.64)

M. =&,Crcbsens, —5,Co. %cos 5, —bL. cosé, —%r L,.send, (2.65)
t t

M1p = 8,Crobsend, +6,Crp ~-C088, ~blyp €SS, =~ Lypsend, (2.66)

M,=My+Mypp, +M +M (2.67)

Considerando a velocidade constante, para avaliar o equacionamento realizado,

tem-se 5, =0 (&ngulo do pedal do freio, para velocidade constante), faz-se uma

simulacdo para a velocidade angular de yaw variando 0 até 0,2 rad/s, a velocidade
lateral de O até 2 m/s, com velocidade longitudinal (constante) igual a 20 m/s, e 0s

angulos de estercamento constantes oy, =12,54, o, =14,31. O comportamento

para os angulos de deriva fica 0 mesmo da Figura 2.19, ja que as condicdes sdo
iguais aquelas empregadas para a avaliacdo dessas variaveis. As Figuras 2.23 a
2.24 mostram os resultados encontrados através do Simulink/Matlab para as forcas
nos eixos x e y e 0 momento de yaw. Os resultados expressam 0 que acontece com
0 modelo quando se faz uma manobra instantanea: o veiculo inicialmente esta se
movimentando longitudinalmente a uma velocidade constante dada, quando

instantaneamente se geram angulos de estercamentos oy, =12,54 e 6, =14,31
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mantidos constantes no tempo. Nestas condicBes a forca lateral inicialmente é
muito grande e ao longo do tempo diminui. J& que os angulos de deriva
diminuem, e também se espera que 0 momento que gera 0 movimento de yaw seja
inicialmente muito grande e depois diminua. Este comportamento é assim por que
se faz uma manobra instantanea, com isto se leva o sistema veicular de um estado
estavel a um com varidveis continuamente crescentes ou decrescentes.

A Figura 2.23 mostra a variacdo da forca longitudinal, devida apenas a
projecdo da forca lateral gerada pelo angulo de deriva. Na verdade a forca
longitudinal deveria ser nula, uma vez que supde-se 0 modelo com velocidade
constante, mas ha o efeito da projecdo da forca lateral. Os resultados mostrados
nas figuras 2.24 e 2.25 sdo os esperados, expressando um comportamento l6gico
do veiculo, o que permite dizer que o modelo foi considerado de acordo com o0s
objetivos a que se propde.

Forca no eixo X
-1000 : : :

1200 B

-1400 B

-1600 B

Forga x (N)

18001 4

-2000 B

-2200 | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

tempo (s)

Figura 2.23. Forca no eixo X, teste de modelo das forcas no plano xy.
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Forgano eixo Y
1000 T T

9000

8000

7000

6000

Forga Y (N)

5000

3000

2000

Figura 2.24. Forca no eixo y, teste de modelo das for¢as no plano xy.

x 10" Momento no eixo Z
135 . . :

)
s
~
&

T

I

12 B

Momentoem Z (N m

1.05 I I I I I I I I I
0 01 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

tempo (s)

Figura 2.25. Momento no eixo z, teste de modelo das for¢as no plano xy.

2.2.5
Forg¢as normais nos pneus

As forcas normais no modelo tratado até este item sdo compostas pelas
transferéncias de cargas devidas aos movimentos laterais, identificadas como
carga devida a rolagem do corpo do veiculo (Fy, Frr), dadas pelas Equacdes 2.68 e
2.69, carga devida a altura do centro de rolagem (Fpns, Fpny), mostradas nas
Equacbes 2.70 e 2.71, e carga devida a massa ndo-suspensa (Fy, Fur), dadas nas
Equacdes 2.72 e 2.73, de acordo com [13],

h.m.a

F. _ K mey (2.68)
Keonls
h.m.a

F. :M (2.69)

Krolltr
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m,bh;a
==Y (2.70)
t,(a+b)
_mgah.a, 2.71)
hr — '
t, (a+Db)
h
I:uf = muf a'y t_f (272)
f
Fur = muray rt.]_r (2'73)

nas quais hy representa a altura da massa suspensa dianteira, hcg representa a
altura do CG, h, representa a altura da massa suspensa traseira, Ky representa a
rigidez de rolagem dada por

Koy = K; + K, (2.74)

roll

onde «r e k, representam os parametros de rigidez de rolagem dianteira e traseira

respectivamente, e os termos Ky e K, dados

K, =LK 12 (2.75)
2
K, =%Krtf (2.76)

caracterizam respectivamente a rigidez das suspensdes dianteira e traseira.

Devem ser ainda consideradas outras duas componentes nas forcas
definidas anteriormente. A primeira é a carga normal devida a acdo de frenagem
(For, For), mostrada nas EquacgOes 2.77 e 2.78, e a segunda proveniente das cargas
estaticas que agem sobre os pneus (Fnst, Fnsr), dadas nas Equacbes 2.79 e 2.80,
levando as cargas devido a frenagem estatica, como tratado em [13],

Fy =(myh, +mh, + mu,hr)% @2.77)
F, =—(myh, +mh, + murhr)% -_F, (2.78)
e o @79
Fre = % (2.80)

Finalmente escrevem-se as equacgdes das forgas normais em cada pneu,

baseado em suas componentes determinadas anteriormente, levando a
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1 1

Fuoo = Fe + R + F _Ebe +EFst (2.81)
1 1
Faoe =—Fo —Fy — Fy _Ebe +§ Fyst (2.82)
1 1
I:NTD = Frr + Fhr + Fur _EFbr +E FNsr (283)
1 1
I:NTE = _Frr - Fhr - Fur _E I:br +§ I:Nsr (284)

Para avaliar este modelo, consideram-se os dados da Tabela 1, para 0s
parametros geométricos e fisicos de um veiculo de passeio, realizam-se duas
simulag0es:

Inicialmente, considerou-se a aceleracdo longitudinal nula (ax = 0) e a
aceleracéo lateral a, variavel segundo uma senoide de amplitude 0,5 (m/s%), como
mostrado na Figura 2.26, que, quando é positiva, faz o veiculo se movimentar
para esquerda, e conseqlientemente rolar para a direita, fazendo com que as forcas
sejam maiores nesse lado. Na Figura 2.27 se encontram 0s resultados obtidos em
Simulink/Matlab. Nota-se 0 comportamento esperado: quando o veiculo se
movimenta para a esquerda, se inclina pela direita, e as for¢as normais nas rodas
que estdo na direita aumentam, e as das rodas esquerdas diminuem, o ocorrendo o

contrario para o sentido inverso.

funcéo entrada Aceleragéo lateral
05 T T

041 B

0.3+

0.2+ =

0.1 =

Aceleragéo ay (m/sz)
o
Il

-0.2 =

05 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7

tempo (s)

Figura 2.26. Funcao da aceleracao lateral variavel.
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Variacao de forgcas normais em cada roda
4200 ‘ ‘ : ‘ ‘ ‘
4100
< 4000
'
§ 3900 - .
1
g 3800 - ———— FNTE B
¥ —— — FNTD
0 3700~ — - — FNDE b
E 3600 L + FNDD i
@ 3500 .
O
E 3400 - i
B i e s WA - — ~ il
3300-, T T ~
Tt — ++++++ ++++++ -
3200 L - — " | \+++++++\+++ |
0 1 2 3 4 5 6 7
tempo (s)

Figura 2.27. Forcas normais em cada pneumatico, com aceleracéo lateral variavel.

Um outro teste é feito com aceleracéo lateral nula (ay = 0) e aceleracéo
longitudinal variavel, segundo uma fungéo senoidal de amplitude 0,5 (m/s?), como
mostrado na Figura 2.28. Neste caso, o veiculo inicialmente acelera, fazendo o
peso se deslocar para as rodas traseiras, ocorrendo 0 oposto em seguida, como

mostrado na Figura 2.29.

Funcédo entrada Aceleracéao longitudinal
0.5 : : : :

0.4 =

0.3

0.2 =

0.1 =

-0.1- =

-0.2+ B

Aceleracdo longitudinal (m/sz)
o
|

-0.3+ B

0.4 4

-0.5 I I I I 1 |
0] 1 2 3 4 5 6 7

tempo (s)

Figura 2.28. Funcéo da aceleragdo longitudinal variavel.
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variacdo das forgcas normais em cada roda
4100 ; ; : :

. - - I
-

4000 - B

3900 - B

3800 | FNTE |

— — — FNTD

3700 - — - — FNDE b

+ FNDD
3600 - =

Forgas nomais (N)

3500 - B
3400 - B

3300 - A o e 2
T et b

3200 I I I I I I
(0] 1 2 3 4 5 6 7

tempo (s)

Figura 2.29. Forcas normais em cada pneumatico, com aceleracdo longitudinal variavel.

2.2.6
Forc¢as aerodinamicas

Este tipo de forca é muito importante nos veiculos de competicdo, pois
devido a elas manobras com maiores aceleracbes podem ser realizadas.
Apresenta-se a seguir um modelo aerodindmico, de modo a definir as equages
matematicas que descrevem como este fendbmeno influencia o comportamento do
veiculo.

Inicialmente considera-se a forca frontal ou forca de arrasto, que se opde ao
movimento, e depende da geometria do veiculo, das condi¢bes atmosféricas no

local, e da velocidade, de acordo com
Fap =Coap - A-%-v2 (2.85)

na qual Cap € o coeficiente de arrasto frontal, A é a projecdo da area frontal do

veiculo, p,. € massa especifica do ar, v é a velocidade relativa frontal do veiculo

em relacdo ao ar. Considerando que o ar tem velocidade nula, entdo v é a
velocidade longitudinal do veiculo.

O coeficiente de arrasto € normalmente medido experimentalmente. Para o
modelo em questdo emprega-se um valor médio encontrado em publicacdes [18],
e aplicado aos veiculos de competicao, tipo Formula 1, tal que Cap = 0,25. A

area frontal projetada para um veiculo de Formula 1, € aproximadamente A = 1,2
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m?. A massa especifica do ar nas condices atmosféricas padrdo (15° de
temperatura e 101,325 kPa de presséo) é p, =1,226 (kg/m?). Deste modo tem-se
F., =0,1839-v? (2.86)

No caso da forca vertical, o célculo é bastante semelhante. Esta forca, que

nos veiculos de competigdo € gerada intencionalmente pelos perfis aerodindmicos,

de modo que eles fiquem mais “grudados” na pista, levando a maiores forgcas nos

pneus e consequentemente maior estabilidade, é dada por,

Fac =Cac - AL 'pzar v? (2.87)

onde Cac € o coeficiente de sustentacdo negativa, para veiculos de competicdo, A_
representa a projecdo da area lateral superior do veiculo, com um valor médio
para veiculos tipo Férmula 1, de A= 4,1 m%.

A obtencdo de coeficiente Cac se realiza mediante testes experimentais. Na
Figura 2.30 se mostra uma curva caracteristica para um veiculo de competicédo, na
qual tem-se a dependéncia dos valores do coeficiente Cac em funcdo da altura da
abertura do rodapé do chassis. O seu valor médio esta entre 1 e 1,4, segundo a
documentacdo especializada sobre o tema [17]. Emprega-se aqui uma média,
entdo Cac=1,2.

Deve-se lembrar que no sistema de referéncia local, 0 eixo z positivo tem
direcdo vertical para cima, entdo o valor da forca aerodinamica sempre é negativo,
dado por

F, =—3,016-v? (2.88)

Estas forcas serdo acrescentadas a forca normal em cada pneu em igual
propor¢do. Na realidade ela atua no centro de pressdo do veiculo, que se localiza,
geralmente, a alguns milimetros atrds do centro de massa, mas que varia durante o
funcionamento do sistema. Neste caso sera apenas considerado que a forca é

igualmente distribuida em cada pneu.
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10

C 15 | - Superfice
s Lateral

o

\

Fuxo de
venturi

Deslizamento vertical do rodapé
L 1 1 1 - 1

3.0
0 10 20 30 40 50

Altura da abertura do rodapé (mm)

Figura 2.30. Valor médio do coeficiente de sustentacdo negativa. [17]

2.2.7
Transformacao de Coordenadas

Todas as equacdes anteriores representam o modelo do veiculo em um
referencial local movel, situado no proprio veiculo, com origem no seu centro de
massa, que a cada instante de tempo acompanha o veiculo. Para determinar a
trajetoria é necessario transformar as coordenadas do modelo para um referencial
global, fixo no espaco. A Figura 2.31 mostra os referenciais e variaveis
envolvidos para obtencdo da trajetéria do wveiculo. A transformacdo de
coordenadas € feita tomando as velocidades longitudinal e lateral do referencial
local, e determinando as correspondentes velocidades no referencial global, dadas
por

. (2.89)

X =xXcosé — ysend
Y = Xsené + ycosé

onde ¢ obtido pela integracdo da velocidade de yaw. A partir das velocidades no

referencial global é trivial obter a posi¢do instantdnea do centro de massa, por
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integracdo destas variaveis. Os angulos de roll, pitch, e yaw sdo 0s mesmos nos
dois referenciais.

A avaliacdo deste modelo é bastante simples. As Figuras 2.32 a 2.34
apresentam os resultados encontrados no teste realizado no Simulink/Matlab
empregando velocidades longitudinal, lateral e angular constantes.

Diregio do
Hiovimento

S

Vo o o - ————— ——

Figura 2.31. Sistemas de coordenadas local e global.

Se tanto a velocidade angular quanto a velocidade lateral sdo constantes,
entdo o raio de curvatura também é constante, pelo qual se espera que a trajetoria

no sistema global seja uma circunferéncia.

Deslocamento em X
5 T T

Distancia (m)

tempo (s)

Figura 2.32. Deslocamento em x, teste da transformacéo de coordenadas.
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Deslocamento em Y

Distancia (m)
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tempo (s)

50

70

Figura 2.33. Deslocamento em y, teste da transformacé&o de coordenadas.

25

Deslocamento espacial

Deslocamento Y (m)

Deslocamento X (m)

Figura 2.34. Deslocamento espacial, teste da transformacao de coordenadas.

2.3
Consideracoes sobre o modelo

64

Neste item discute-se a respeito dos limites do modelo desenvolvido e sobre

as consideracdes que foram feitas para a simplificagdo do problema. Inicialmente

pretendeu-se estabelecer um modelo que descrevesse o comportamento dindmico

do veiculo de forma mais real possivel, mas este € um problema muito complexo,

no qual encontram-se envolvidas muitas equacdes de dificil estabelecimento e
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resolucdo, envolvendo a interacdo de diversos subsistemas. Estas relacdes séo
normalmente ndo lineares, como é préprio da dinamica veicular. Porém, em
funcdo da necessidade de aplicacdo do modelo se fez algumas consideracGes para
diminuir a complexidade do tratamento matemaético, resultando na representacéao

apresentada anteriormente, e sobre a qual discute-se a seguir.

2.3.1
Equacoes de movimento

No caso aqui tratado, o0 modelo considera apenas a dindmica longitudinal e a
dindmica lateral do wveiculo, negligenciando-se a dinamica vertical. Esta
representacdo é suficiente para simular um veiculo de competicdo, percorrendo
pistas planas, sem buracos ou desniveis, onde o movimento vertical é apenas
afetado pela sua interacdo com as dindmicas lateral e longitudinal, que é muito
pequena, se comparada com os efeitos de outras fontes, tais como excitacdo de
base, inexistentes por hipdtese. Isto é, devido as dindmicas lateral e longitudinal,
quando o veiculo freia ou acelera, ou faz manobras para variar a direcdo de seu
movimento, gera-se uma aceleracdo vertical que é compensada pela reacdo dos
amortecedores e molas, que sdo incluidos no modelo desenvolvido de forma
global, mas néo se tem uma representagéo detalhada da suspensao. Assume-se que
o efeito de tais esforcos no veiculo é quase nulo, e portanto ndo é considerada no
modelo a aceleracdo vertical do centro de gravidade, nem o movimento vertical é
um grau de liberdade do sistema. Deve-se esclarecer que ndo esta se supondo que
Z=0 e z=0. Sabe-se que essas variaveis nao sdo nulas, mas assume-se que seus
efeitos no movimento vertical s&o compensados pelos elementos da suspensdo do
veiculo, e para 0os movimentos longitudinal e lateral tais efeitos séo incluidos de
forma global, por serem de ordem inferior aos demais.

Para a matriz de inércia do veiculo se considera que esse € simétrico no
plano xz, e portanto sdo eliminados dois produtos de inércia. Além disso, aquele
em relacdo a xz (Jx;,) € muito pequeno, se comparado aos momentos de inércia.
Fazendo um célculo geométrico, pode-se chegar a um valor de 10% do menor
momento de inércia do veiculo, o que levaria a também desprezar este parametro
em determinadas condicGes, tornando o modelo desacoplado em relagdo as
variaveis de atitude, simplificando bastante o problema.
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Os movimentos relacionados aos angulos de roll e pitch estdo descritos
por um comportamento global do sistema mola-amortecedor das suspensoes,
empregando coeficientes de rigidez e amortecimento equivalentes. Por exemplo,
para 0 movimento de roll tem-se os coeficientes equivalentes Bron € Kroli, €M
funcdo dos coeficientes de rigidez e amortecimento das quatro suspensdes e da
geometria do veiculo, representada pela bitola dianteira. O mesmo tratamento é
dado para 0 movimento de pitch.

2.3.2
Geometria de Ackermann

Nesta parte de modelo se estabeleceu uma relagédo entre o angulo do volante
e 0s angulos de estercamentos dianteiros das rodas. Alguns veiculos tém angulos
de estercamento traseiro, mas estes sdo casos especiais. Os veiculos de
competicdo ndo empregam sistemas de estergcamento traseiros, utilizando apenas
mecanismos que controlam os movimentos das rodas dianteiras, e portanto os
angulos de estercamento traseiros, para 0 modelo veicular aqui empregado seréo
sempre sdo nulos. O projeto, e a prépria construcdo dos sistemas de direcdo dos
veiculos em geral, normalmente se baseiam na geometria de Ackermann, e por
iSO a representacdo matematica desenvolvida adotou 0 mesmo principio.

Para tratar matematicamente a geometria de Ackermann empregam-se duas
funcbes, uma para manobras com angulos do volante positivos e outra para
negativos. Estas func¢bes s@o definidas na referéncia [11]. Para aproximar ao
maximo possivel o modelo matematico da realidade, para angulos do volante
proximos a zero, existe uma folga do sistema de direcdo, na qual os angulos de
estercamento das rodas s&o nulos, representada por um espagco morto, e também se

considera nestas func¢des que existe um valor maximo para esses angulos.

2.3.3
Angulos de deriva

Neste modelo ndo se tém simplificacbes em particular, apenas lembra-se
que a velocidade longitudinal ndo pode ser nula, porque caso ocorra tal condicao,
tem-se um denominador nulo na expressdo que descreve estas variaveis, e haveria

um problema na sua solucdo. Entretanto, também ndo faz qualquer sentido
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analisar o comportamento direcional de um veiculo para velocidades longitudinais
nulas, mesmo que se esteja querendo verificar como ele acelera desde a

imobilidade ou freia até parar.

234
For¢as no plano horizontal xy

As forgas totais nos eixos locais X e y, respectivamente, longitudinal e lateral
do veiculo, sdo obtidas a partir da decomposi¢cdo das forcas laterais nos eixos
longitudinal e lateral do veiculo segundo os angulos de estercamento. O mesmo se
faz com as forcas de frenagem ou tracdo em cada pneu. A soma de todas as forgas
nos pneus, assim como momento total em relacdo ao sistema de eixos que passa
pelo centro de gravidade do veiculo, geram os esforcos que serdo aplicados, e que
irdo caracterizar o carregamento e consequientemente a dindmica deste sistema no
plano horizontal.

Deve-se entretanto levar em conta que a forca maxima lateral total nédo
pode fazer o veiculo atingir uma aceleracdo lateral maior que 5g, ja que esta é a
aceleracdo maxima que atingem os veiculos de competicdo, do tipo Férmula 1.
Igualmente, para a forca de frenagem tem-se como maximo uma desaceleracéo de
5g, e para as forcas de tracdo, uma aceleracdo maxima de cerca de 1,5g. Além de
estarem limitadas a estes valores, as aceleragfes estdo vinculadas pelas
caracteristicas fisicas dos pneumaticos e dos proprios veiculos [13], [16] e [10].
As informactes de aceleracdo lateral e longitudinal maximas sdo resultados de
testes experimentais obtidos, por exemplo, através da telemetria, a partir da qual
se mede a velocidade e aceleracdo do veiculo em cada instante de tempo.

A vinculagdo entre as acelera¢des longitudinais e laterais € descrita de forma
compacta e completa pelo Circulo de Aderéncia, diagrama em aceleracdes
maximas longitudinal e lateral, positiva e negativa, na escala g (aceleracdo da
gravidade). Para representar o comportamento das aceleracdes durante o percurso
de um tracado utiliza-se o Diagrama GG, também na escala g, cujo limite é o
Circulo de Aderéncia do veiculo, que depende daquele de cada pneu e da sua
geometria. Tais figuras, muito empregadas na dinamica veicular, sdo descritas

adiante.
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235
Forcas laterais nos pneus

A equacdo que representa as forcas laterais nos pneus € muito complexa,
dependendo de diversos fatores, tanto estaticos quanto dinamicos. Mas seu
comportamento pode ser simplificado para angulos de deriva pequenos, sendo
considerado como linear até cerca de 8° ou 15° no méaximo. Entretanto os angulos
de deriva variam segundo as manobras especificas do motorista. Para os veiculos
de competicdo, tais comandos normalmente geram angulos de deriva pequenos,
devido também as suas altas velocidades, e ao fato de sempre, a principio, haver o
controle do carro por parte do piloto. Caso o veiculo deslize lateralmente, gerando
elevados angulos de deriva, se configura uma condicdo de perda de controle ou
instabilidade, que invalida o modelo aqui desenvolvido. Tal condigdo seré o limite
das andlises de interesse.

No modelo em questdo as analises validas serdo realizadas para angulos de
deriva menores de 15°, faixa na qual se considera uma relacédo linear entre os
angulos de deriva e a forca lateral, dada pelo coeficiente de rigidez lateral C,
obtido de dados experimentais publicados por empresas que realizam pesquisa

nesta area da engenharia ou pelos fabricantes de pneumaticos.

2.3.6
Forc¢as normais nos pneus e forca aerodinimica

A determinacdo das forcas normais em cada pneu pode ser dividida em trés
partes: 1) forca estatica influenciada pela distribuicdo do peso do veiculo segundo
as distancias do centro de gravidade a cada roda; 2) a forca devida a transferéncia
de carga pelos movimentos de roll e pitch, resultado, respectivamente, das
manobras de variacdo da trajetdria, e da aceleracdo ou frenagem do veiculo; 3) a
forca vertical resultado da sustentacdo aerodindmica negativa (ou positiva). Para
obtencdo da forca aerodindmica foram empregados os dados encontrados na
literatura para os veiculos de competicdo, tipo Formula 1, que indicam uma
aceleracdo vertical de 5g, com igual distribuicdo em cada roda, suposta para
simplificar o modelo matematico. Na realidade existe um centro de pressao, onde
por hipotese se concentra a forca aerodinamica vertical sobre o veiculo. Esse se

localiza um pouco atras do centro de gravidade, em relacéo a dianteira do veiculo.
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Mas considerando que ambos os pontos ndo sdo fixos, variando em fungédo de
diversas condicdes, utilizou-se a hipdtese mais adequada possivel, dentro dos
objetivos da analise que se desejava realizar, ou seja a forca aerodinamica vertical
se distribui de igual forma para cada roda. Observa-se que essa forca depende de
uma area caracteristica do veiculo e do coeficiente médio de sustentacdo, obtidos
a partir de dados publicados na literatura [17]. Novamente lembra-se que aqui
também o modelo foi calibrado para que se atinja um valor maximo de aceleracéao

vertical de 5g, definindo valores apropriados para os parametros.

2.3.7
Circulo de Aderéncia e Diagrama GG

Deve-se inicialmente chamar a atencdo de que o Circulo de Aderéncia e o
Diagrama GG sdo dois graficos que possibilitam avaliar o comportamento
dindmico de um veiculo, que se complementam, porém sdo conceitualmente
diferentes. O Circulo de Aderéncia caracteriza o limite de aderéncia do veiculo,
ou dos pneus, em determinadas condicdes (carga vertical ...). O Diagrama GG €
uma representacdo das aceleracdes longitudinal e lateral durante o percurso de um
determinado tracado em uma ou diversas voltas por um certo condutor. O limite
do Diagrama GG é o Circulo de Aderéncia do veiculo como um todo.

O Circulo de Aderéncia, mostrado na Figura 2.35 define o limite do
desempenho de um veiculo em qualquer condicdo de operacado, fazendo manobras
ou se deslocando em linha reta, no percurso de uma determinada trajetoria.
Geralmente se trata inicialmente do circulo de aderéncia dos pneus, ou de um
pneu. Dada a geometria do veiculo, considerando a posicao dos pneus em relagdo
ao centro de massa, todos os fatores que influenciam as forgas normais sobre 0s
pneus, a poténcia que chega a eles, obtém-se o grafico correspondente para o
veiculo como um todo. A idéia por tras desta figura é expressar a capacidade
méaxima das combina¢des de manobras tanto para mudanca da direcdo do veiculo
guanto para movimento de aceleracdo e frenagem. Note que o circulo de aderéncia
na verdade ndo é exatamente circular. Devido & poténcia limitada do motor, a
aceleracdo longitudinal positiva €, normalmente, menor que as aceleracdes laterais

e longitudinal negativa, principalmente para veiculos de competicéo.
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Figura 2.35. Circulo de aderéncia de um veiculo de competicao, tipo Formula 1.

Como se pode ver, tem-se neste grafico as acelerac¢bes longitudinal e
lateral maximas, determinadas basicamente pelo coeficiente de aderéncia na
interface pneu-pista, que possui caracteristicas ndo lineares, e depende de diversos
parametros. Também ha a influéncia da capacidade de transmissdo de poténcia do
motor, que por sua vez esta associada a diferentes pardmetros, assim como a
interferéncia da aerodinamica sobre o veiculo. Alguns fatores que determinam o
circulo de aderéncia do veiculo séo:

e Limite de tracdo: todos os veiculos tém motores de poténcia limitada, ou
velocidade maxima de operacdo, o que implica na producdo de forcas
longitudinais positivas menores que a capacidade maxima dos pneus;

¢ Efeitos da transferéncia de carga, ao fazer manobras de variacdo de direcdo
(movimento lateral) ou de velocidade (movimento longitudinal) existem
transferéncias de carga consideraveis, entdo, as forcas que atuam em cada
pneu se alteram, modificando as caracteristicas de aderéncia dos pneus;

e Efeitos da suspensdo: devido & geometria das suspensdes e a vibracéo
destes componentes, junto a outros efeitos mecénicos, por exemplo a
deformacéo dos pneus, as direcdes das forgas nos pneus sao alteradas, e isto
modifica a distribuicdo das cargas em cada roda;

e Cargas Aerodinamicas: as forcas de sustentacdo e arrasto tém uma

significativa parcela de influéncia nos carregamentos vertical e longitudinal
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sobre o veiculo, estando associadas as aceleracBes que por sua vez afetam a

sua capacidade maxima de variar a velocidade e direcdo de movimento.

Entretanto existe um limite superior, ou uma curva envoltoria para todos
0s circulos de aderéncia possiveis de serem criados, em funcdo dos diferentes
fatores, que caracteriza a capacidade maxima do veiculo em qualquer situacéo de
operacdo. Este é o grafico empregado e de interesse para as analises. No Diagrama
GG ficam mais evidentes, como mostrado adiante, as caracteristicas particulares,
relativas a diferentes ajustes do veiculo, ou condicdes especificas de uso.

Os estudos do Circulo de Aderéncia e do Diagrama GG tiveram inicio na
década dos anos 50. Desde essa epoca se via a necessidade de relacionar, de forma
concreta, as aces do condutor e a capacidade de operacdo do veiculo, incluindo
os efeitos das condicdes da superficie da pista sobre o sistema veicular. Tais
estudos foram incrementados rapidamente até os anos 70, época na qual ja se
conhecia profundamente a utilizacdo das informacdes contidas nestas figuras.
Hoje em dia seu emprego é fundamental, principalmente para os veiculos de
competicdo, com o0s quais se estd sempre procurando atingir o limite da sua
capacidade.

A principal informacdo contida no Circulo de Aderéncia do veiculo é
aquela referente as limitacGes de estabilidade e controle direcional durante sua
operacdo. Esta é uma importante forma de quantificar a capacidade do veiculo de
realizar manobras, o que deve ser bem entendido e utilizado pelo seu condutor
[20]. Pode-se, deste modo, considerar algumas aplicacbes fundamentais:
estabelecer a possibilidade de realizar uma trajetoria especifica, ou determinar as
possiveis manobras utilizadas pelo condutor para alcancar uma trajetoria
considerando os limites de estabilidade, ou ainda identificar formas de melhor
ajustar um veiculo. Estas informagdes sdo muito usadas em veiculos de
competicdo. Lembra-se que existe uma intima relacdo entre o limite de
estabilidade e o equilibrio entre frenagem, aceleracdo e curvas: durante as
manobras de frenagem e aceleracdo limita-se o uso das forcas dos pneus nas
direcdes lateral e longitudinal simultaneamente; para a estabilidade do veiculo é
preciso entender e bem empregar as condi¢des de operacdo das quatro rodas para
obter o melhor rendimento, e consequentemente realizar uma manobra utilizando

a capacidade maxima do veiculo, sem atingir a instabilidade ou perda de controle.
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O Diagrama GG por sua vez é obtido a partir dos dados experimentais (ou
de resultados de simulacdo) de aceleracdo lateral e longitudinal do veiculo ao
percorrer uma determinada trajetoria, durante uma ou mais voltas em um tracado
ou pista. A Figura 2.36 mostra este grafico, no qual se tém representadas,
basicamente, as caracteristicas de emprego de um veiculo por um determinado
piloto em uma certa condi¢do especifica de uso. Nota-se que o Diagrama GG
depende muito do ser humano que comanda o veiculo, e o seu limite é o Circulo
de Aderéncia, devendo estar sendo dentro da regido estabelecida pelas
caracteristicas limitrofes da capacidade do veiculo. Na Figura 2.36 o condutor em
questdo ultrapassou algumas vezes este limite, o que certamente levou o veiculo a
uma condicdo de deslizamento, pelo menos momentéanea, que poderia implicar em
perda de estabilidade e conseqlientemente controle direcional, caso ele néo
reduzisse a velocidade nestes instantes ou realizasse alguma manobra adequada,
fazendo o veiculo retornar a regido admissivel. O emprego das informacGes
contidas no Diagrama GG possibilita melhorar as condi¢des de uso do veiculo,

comparar diferentes condutores e formas de condugéo, entre outras.

Tracso

10

Curva p/ Esquerds as Curva b Direlts

e B e
it}
Diagrama GG

Circulo de
Aderéncia

Frenagerm

Figura 2.36. Diagrama GG de um veiculo percorrendo uma trajetoria.
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24
Modelo completo e implementacio em Simulink/Matlab

Reapresentam-se a seguir todas as expressoes desenvolvidas para 0 modelo
do veiculo, e a organizacdo dada em termos dos blocos representativos de cada
componente e as conexdes entre eles, como inicialmente mostrado na Figura 2.5,

incluindo a implementacdo em Simulink/Matlab.

F R L)
Dinamica
F~ do v >
Veiculo .
N no 6
I Referencial ’
Local >
M (
My D,
)
M £
. |
N

Figura 2.37. Relagdo entrada-saida para a dinamica do veiculo no referencial local.

A dinamica do veiculo, representada pela relacdo entrada-saida da Figura
2.37, é descrita pela as equagdes de movimento, dadas pelas Equacdes 2.2, 2.3,
2.4,2.5,2.32,2.36 e 2.40,

Y F o =mgX—myyo-mh, 5

>F, =my ¥ —mh,p+mx0

a, =X-yo

a, = §+ %0

2 M, =1,,0+ 1, (9= PO) = 1y PP+ Vg0

Iroll¢+ Ixz (0+p§0) - I pitch9p+ Iyawp9+ﬂroll¢+’{roll¢ = msghsrsen§0+ ms(y+ Xg)hsr COS¢
I pitchll'j + Ixz (02 - ¢2) —| yawegb"_ Iroll¢9+ ﬂpitchp + Kpitchp = ms ghspsenp - ms (X - ye}'sp Cosp
que organizadas em termos do diagrama de blocos Simulink/Matlab levam ao

esquema da Figura 2.38.
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Figura 2.38. Dinamica do veiculo representada em Simulink/Matlab.

entrada-saida da Figura 2.39, é descrita pela Equacdo 2.41,

o
—

Caixa de
Direcao Op
: —
Geometria
de Of
Ackermann »
.|
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A caixa de direcdo e a geometria de Ackermann, representadas pela relacédo

Figura 2.39. Relacdo entrada-saida para a caixa de direcdo e geometria de Ackermann.
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O0p =ky -0
I b,
Parao <—f, = -
() 2
I
S =tg™*
e =1 (R—bd/Z)
O =k, -8
I b,
Para o > f = +—
tg(Je) | 2
Sp =t H(———
0 =4 (R+bd/2)

que organizadas em termos do diagrama de blocos Simulink/Matlab levam ao

esquema da Figura 2.40.

whlante —f

fungdo entrada
da wolante

delta [
MATLAR
Function
Ackermann |:|
delta E

Figura 2.40. Caixa de direcdo e geometria de Ackermann representadas em

Simulink/Matlab.

Os angulos de deriva, representados pela relacdo entrada-saida da Figura

2.41, sdo definidos para cada roda pelas EquacOes 2.42, 2.43, 2.44 e 2.45,

Angules de | YDD
Deriva
O
. DE >
. Utp

Deshzamento |————p
Longitudinal

o

TE

da dinamica

Figura 2.41. Relacéo entrada-saida para os angulos de deriva.
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/+ad
Qpp =0p — 19 ' y—t
X+ 6
2
L y+aé
Upe =0 —19™ J n
X——"0
2
A =t - L—:b@
X+--6
2
| —y+bo
ae =19 y—t
X——"0
2

que organizadas em termos do diagrama de blocos Simulink/Matlab levam ao

esquema da Figura 2.42.

MATLAB
Function

Angulo Deriva

alpha TE

Figura 2.42: Angulos de deriva representados em Simulink/Matlab.

As forcas laterais nos pneus, representadas pela relacdo entrada-saida da
Figura 2.43, na forma linearizada para angulos de deriva até 8°, sdo dadas pelas
Equac0es 2.49, 2.50, 2.51 e 2.52,
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Fop
Oon >
—
o, F
DE_, DE
o Puneus
TD
—> Fmo
—
o
TE
F
TE
.|

Figura 2.43: Relacéo entrada-saida para as forcas laterais.

Loo =Cop " pp
Loe =Coe - e
Lip =Crp-arp
Le =Crg-ape

que organizadas em termos do diagrama de blocos Simulink/Matlab levam ao

esquema da Figura 2.44.

MATLAB
Function

Preus

Figura 2.44. Forcas laterais representadas em Simulink/Matlab.

Os esforgos externos aplicados ao veiculo em funcdo da sua geometria, a
partir dos pneumaticos, representados pela relacdo entrada-saida da Figura 2.45,

ndo considerando as forgas longitudinais — tracdo e frenagem, ou seja para
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velocidade constante, sdo descritos pelas Equagdes 2.90, 2.91, 2.92, 2.93, 2.94,

2.95 e 2.96,
Foo . Fy I
Fy

FDE 1 *
> Geometria

do M
Veiculo —

Figura 2.45. Relacéo entrada-saida para as forcas e momentos aplicados ao veiculo.

F, =—(Lyeseno +Lypsendy)

F, =Lpe COSOg + Lpp COSO + Ly + Ly
tf
M =+al, COSO ¢, — Py LppSend o

t
M oe =+al,. COSS + ?f Lc5end .

MTE = _bLTE
Moy = _bLTD

Mz:MDE+MDD+MTE+MTD

(2.90)
(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)
(2.95)

(2.96)

que organizadas em termos do diagrama de blocos Simulink/Matlab levam ao

esquema da Figura 2.46.

Fx

() >
FDD MAAT LAB

D
4 ¥ L forgas 2. b
FDE
(5 >
FTD e
e >
FTE

Figura 2.46. Esforcos aplicados ao veiculo representados em Simulink/Matlab.
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As forcas normais, representadas pela relacdo entrada-saida da Figura
2.47, ja considerando as forcas de sustentacdo aerodinamica acrescidas as
Equacdes 2.97, 2.98, 2.99 e 2.100, sdo dadas por

FAC

Forcas Normais

da dindmica

Figura 2.47. Relacdo entrada-saida para as forcas normais.

1 1 1
Faoo = F +Fy +Fy ——Fy + - Ry +—Fac (2.97)
2 2 4
1 1 1
Faoe =—Fa —Fy —Fy _E Fos +§ Fst +Z Fac (2.98)
I:NTD = I:rr + I:hr + I:ur _l I:br +1 I:Nsr +£ I:AC (299)
2 2 4
I:NTE = _Frr - Fhr - I:ur _% I:br + % I:Nsr + % FAC (2100)

que organizadas em termos do diagrama de blocos Simulink/Matlab levam ao
esquema da Figura 2.48.

MATLAB
Function

Forgas
Marmais

Forga
aeradindmica
wertical

Figura 2.48. Forgas normais aplicadas aos pneus representadas em Simulink/Matlab.

A transformacdo de coordenadas do referencial local para o global,
representadas pela relacdo entrada-saida da Figura 2.49, é descrita pela Equacao
2.89,
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D Transformacino b
> de »
v Coordenadas v
—p = —p
n Referencial
H Local 0
—Pp —p
(/ para g
NI P,
‘) Referencial !()
Ly covm | T,

Figura 2.49. Relagéo entrada-saida para a transformagédo de coordenadas.

X =xcosé — ysend
Y = Xsend + ycosd

que organizadas em termos do diagrama de blocos Simulink/Matlab levam ao
esquema da Figura 2.50.

[
»K >
[
Gain e
int
: » i D
d theta e {1
x
Tl TLAE Deslocamenta X global
a ! Function
v transfcoord l_ =@
@ L Deslocamenta % global ’
u
int1
3 1 [ (a0
4 [ L Iooe - !
d rall Pl;l "L_/ I'RDLL
int2 e Gaini
(3 » 1 i » 5 )
L= | L PITCH

d pihet

Figura 2.50. Transformacédo de coordenadas representada em Simulink/Matlab

A Figura 2.51 mostra 0 modelo completo do veiculo para analise da
dindmica longitudinal e lateral no ambiente Simulink/Matlab, definido pelos
blocos anteriormente descritos, segundo os diversos componentes ou elementos

fundamentais.
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O primeiro bloco na Figura 2.51 fornece a funcéo de entrada, o angulo da
volante do veiculo, no tempo. As duas variaveis de entrada do modelo sédo o
angulo do volante e a velocidade longitudinal do veiculo, apenas suposta
constante. Para alterar a velocidade basta mudar uma constante chamada como u,
que se encontra dentro do bloco da aceleragdo. As saidas do modelo sdo os trés
angulos de rotacao yaw, roll e pitch, e as duas posi¢des x e y no tempo.

2.5
Simulacio e avaliacio do modelo completo

Para a avaliacdo do modelo foram realizadas trés simulacdes ou manobras
do veiculo, uma das quais ja utilizada em [13], que servira para comparacao de
resultados; outra para analisar o desempenho do veiculo em uma situacdo mais
realista; e uma terceira para verificar as suas caracterisitcas de comportamento em
condigdes menos severas.

Realizando uma pesquisa na literatura técnica e cientifica da area veicular
foi possivel obter os principais parametros geométricos e fisicos genéricos de um
carro de competicdo, tipo Formula 1, que sdo apresentados na Tabela 3 [14], [15],
[16]. Todas as simulagOes de aqui em diante serdo feitas tomado em conta os
parametros da tabela 3, é dizer, para um carro de corridas.

A comparacdo do comportamento do modelo veicular serd apenas para
manobras iguais do motorista, entdo, para funcdes do volante do veiculo iguais
nos modelos: modelo linear em [13] e o modelo ndo linear desenvolvido nesta
dissertacdo, desde que os parametros geométricos e fisicos sejam diferentes.

Em [13] foi utilizado um modelo linear para o veiculo, com velocidade
constante, e uma entrada que é a soma de funcdes degrau unitario, um tanto
drastica e ndo muito real, mas suficiente para avaliagdo do modelo. A outra
entrada serd& um movimento mais suave do volante, utilizando uma funcéo seno
para representar o comando dado. De modo a poder comparar os resultados
emprega-se a mesma velocidade de 18,3 m/s (66 km/h) adotada em [13]. A
Figura 2.52 mostra os angulos do volante e de estercamento das rodas para o teste
comparativo. Note a pequena diferenca existem entre essas variaveis para 0S

lados: direito e esquerdo.
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Tabela 3. Parametros construtivos de um veiculo de Férmula 1.

Parametro Simbolo Valor
Unidade

Distancia entre eixos I [m] 3,10
Distancia do eixo dianteiro ao CG lg [m] 1,64
Distancia do eixo traseiro ao CG I [M] 1,46
Bitola dianteira tr, bg [M] 1,4
Bitola traseira tr, by [m] 1,4
Massa total Mot [KO] 605
Massa suspensa ms [Kg] 520
Massa ndo suspensa dianteira mut [KQ] 40
Massa ndo suspensa traseira mMur [KQ] 45
Momento de inércia YAW lyaw [kg-m?] | 558
Momento de inércia PITCH lpitch [kg-m”] | 333
Momento de inércia ROLL lroit [kg-m?] 47
Produto de inércia xz I [kg-m?] 4
Altura entre o CG e o centro de rolagem her [M] 0.22
Altura entre 0 CG e o0 centro mov. pitch hsp [M] 0.22
Coeficiente de rigidez das 4 suspensfes | Kr, K, [KN/m] | 225
Coef. de amortecimento 4 suspensdes Bt, Br [N/m/s] | 7300

fungéo entrada da wolante Angulos de estercamento dianteiros
8 T T T T T T - 25 T .

ang. direito
ol ] 2t ang. esquerdo |

151

0.5r

05}

Angulo da volante (grad)
o
Angulo de estercamento (grad)
o

-1.5F

1 | | | | -2.5
0

tempo (s) tempo (s)

Figura 2.52. Func¢éo entrada da volante e os valores dos angulos de estercamento.
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Das diversas variaveis associadas ao modelo empregado, escolheu-se
apenas algumas de maior relevancia para a analise comparativa com o0s resultados
encontrados em [13]. As Figuras 2.52 a 2.56 apresentam estas varidveis. Os
angulos de deriva (Figura 2.53) se mantém na faixa linear, suposta até 8°, o que
comparativamente, em relagdo a [13], mostra a validade da hipdtese assumida
naquele trabalho, uma vez que o modelo linear foi adotado.

A velocidade lateral do veiculo (Figura 2.54) apresenta a mesma tendéncia
daquela mostrada em [13], mas os valores maximos sdo muito diferentes. Para o
modelo ndo linear aqui desenvolvido o valor maximo é 0,2 m/s, com uma funcéo
que quase reproduz o comportamento da entrada, com patamares constante, e em
[13] esse valor € de 1 m/s, com uma funcdo crescente e decrescente, tipo rampa,
com elevado coeficiente angular. Esta diferenca pode ser atribuida ao modelo aqui
adotado para representar a dinamica do veiculo, mais detalhado e realista em

comparagdo ao modelo mais simples e limitado.

Angulos de Deriva das rodas
3 T T T T T T T

—— - ang. Dianteiro Direito

2L ang. Dianteiro Esquerdo | |
ang. Traseiro Direito

—— ang. Traseiro Esquerdo

Angulo de Deriva (grad)
R
|

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tempo (s)

Figura 2.53. Angulos de deriva no tempo.

O comportamento do angulo yaw (Figura 2.55) é muito similar ao obtido
em [13], com valor maximo, tanto para 0 modelo aqui descrito quanto para o
empregado no trabalho anterior e 0 mesmo de 0,24 rad. Os comportamentos dos
angulos de roll e pitch (Figura 2.55) sdo aqueles esperados: quando o veiculo gira

para a esquerda, se inclina para a direita, levando inicialmente a um angulo de roll
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positivo, e depois vice-versa; e como o veiculo estd com velocidade constante, o

angulo de pitch é quase constante, mas devido aos acoplamentos tipicos da

dindmica no referencial local, hd uma pequena alteracdo nesta variavel. Ndo se

comparam estes resultados com aqueles obtidos em [13], pois 0 modelo entdo

empregado ndo incluia tais variaveis. Elas estdo aqui mostradas visando ilustrar a

consisténcia da representacao desenvolvida.
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Figura 2.55. Angulo yaw e angulos roll e pitch no tempo.
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O deslocamento lateral do veiculo (Figura 2.56) é muito similar (5,8 m) ao
obtido em [13], com uma diferenca de um metro aproximadamente. Novamente
credita-se essa diferenca ao modelo dindmico aqui desenvolvido que possui
muitas caracteristicas que no modelo linear sdo desprezadas, quando sdo
assumidas hipoteses simplificadoras. Entretanto, em termos gerais, tem-se 0
mesmo comportamento que o apresentado em [13], considerando portanto que os
resultados encontrados sao satisfatorios e que o modelo desenvolvido é confidvel

e esta correto.

Deslocamento espacial do wveiculo

DeslacanmatoY ()
N
g W
T T
T
| |

1.5} / |
1t / i
0.5} / |

fo) | | | | | | | | |
(0] 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Deslocamento X (m)

Figura 2.56. Deslocamento do veiculo.

Agora realiza-se basicamente a mesma manobra, mas com uma fungéo
mais suave, utilizando um seno para descrever o comando no volante, com o
dobro do tempo para 0 movimento, como apresentado na Figura 2.57, juntamente
com os angulos de estercamento das rodas. Note, novamente, a pequena diferenca
entra essas variaveis para o lado esquerdo e direito.

Na Figura 2.59 tem-se a velocidade lateral do veiculo, a qual possui uma
tendéncia préxima a mostrada em [13], mais ainda com diferenca na velocidade
maxima. De mesmo modo tem-se um comportamento de forma e amplitudes
semelhantes para os angulos de atitude de veiculo (Figura 2.60), diferindo apenas
no tempo, uma vez que a manobra agora é feita mais lentamente. O deslocamento
do veiculo (trajetdria do centro de massa) no plano XY (Figura 2.61) é similar

aquele encontrado anteriormente.
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fung&o entrada da wolante Angulos de estergamento dianteiros
8 T 25 T T S T T T T T T
’N ang. direito
6l 2 / \ ang. esquerdo |
41

Angulo da volante (grad)
o
Angulo de estercamento (grad)

Figura 2.57. Funcéo entrada da volante e os valores dos angulos de estergcamento.
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Figura 2.58. Angulos de deriva no tempo.
Velocidade lateral do veiculo no referencial local
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Figura 2.59. Velocidade lateral no referencial local no tempo.
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Angulo YAW do eiculo no tempo Angulos ROLL e PITCH do eiculo no tempo
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Figura 2.60. Angulo yaw e angulos roll e pitch no tempo.
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Figura 2.61. Deslocamento do veiculo.

Agora realiza-se uma simulacgdo para avaliar o modelo do veiculo em uma
condi¢cdo menos severa, a velocidade de 90 km/h, com uma manobra lenta de
transicdo, com duragé@o de 4 segundos, para passar de um angulo do volante de 0°
a outro final de 15,6° que é mantido constante, levando o veiculo a percorrer uma
trajetdria circular fechada em regime permanente. A Figura 2.62 mostra o sinal de
entrada no volante e os angulos de estercamento das rodas. O movimento € para a

esquerda, entdo o angulo de estercamento dianteiro esquerdo é maior. A medida
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que o angulo do volante aumenta, a diferenca dos angulos de estercamento se
torna maior.

fungdo entrada da wolante Angulos de estergamento dianteiros
T
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Figura 2.62. Func¢éo entrada da volante e os valores dos angulos de estercamento.

Na Figura 2.63 sdo mostrados os angulos de deriva dos quatro pneus. Pode
se ver que os angulos traseiros sdo maiores que os dianteiros, indicando uma
caracteristica SUB OU SOBRE-estercante [16], [20]. Isso pode variar de acordo
com parametros estabelecidos, como velocidade por exemplo. O fato de haver
diferenca entre os angulos de deriva de cada pneu, o que esté relacionado também
a diferentes forcas laterais, e conseqiientemente com diferengas entres 0s
momentos por elas produzidos, pelo menos durante o transiente do sistema, esta

associado a estabilidade do veiculo.

Angulos de Deriva das rodas
2.5 T
2 .
9 ———
% 1.5+ // —
g —— - ang. Dianteiro Direito
'§ ang. Dianteiro Esquerdo
1r ang. Traseiro Direito B
« ang. Traseiro Esquerdo
0.5+ —
0 L L
(0] 5 10 15
tempo (s)

Figura 2.63. Angulos de deriva no tempo.
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A velocidade lateral no referencial local (Figura 2.64) é positiva ja que 0

veiculo faz uma manobra para a esquerda - eixo y positivo. Os trés angulos de

atitude do veiculo nestas condicGes sdo apresentados na Figura 2.65. O resultado

foi o esperado: o angulo yaw sempre tende a crescer, uma vez que o veiculo passa

a se deslocar em uma circunferéncia. O angulo de roll é positivo, j& que o veiculo

se inclina para a direita, pela forca lateral aplicada aos pneus. E o angulo de pitch

tende a crescer um pouco, indicando que o veiculo tem alguma inclinacdo para

frente.

Velocidade lateral do veiculo no referencial local
0.1 . .

0.09

0.08 -

0.07

0.06 -

0.05 -

0.04 |-

0.03 |-

0.02 -

Velocidade lateral no sistema local(nvs)

0.01 -

tempo (s)

15

Figura 2.64. Velocidade lateral no referencial local no tempo.
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Figura 2.65. Angulo yaw e angulos roll e pitch no tempo.

Na Figura 2.66 tem-se o deslocamento do veiculo, que apresenta um

comportamento completamente 16gico: ao

se manter o angulo do volante
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constante, a trajetoria é uma circunferéncia de raio constante, que ird variar para
velocidades diferentes. Com este resultado considerou-se o modelo para

velocidades constantes validado.

Deslocamento espacial do veiculo
80

70 -

60 |- / \ -

E 40 - [ J -
j ol \ /-
20 | \ / _
~ /
10 - S~ L / -
- _—
% 20 40 60 80 100 120 140

Deslocamento X (m)

Figura 2.66. Deslocamento do veiculo.

2.6
Proposta de modelagem da forca de traciao

Neste Gltimo item mostra-se uma proposta do tratamento da modelagem
dos veiculos de competicdo, isto é apenas um guia para futuros trabalhos que
pretendam seguir estudando a dinamica dos veiculos de competicdo; aqui se faz
uma caracterizacdo da dinamica longitudinal desde tipo de veiculo, e também suas
componentes, como 0 motor.

A forga de tracdo sempre estd na dire¢do longitudinal do veiculo, e é
resultado do torque gerado pelo motor e transferido pelo sistema de transmissdo as
rodas. O torque do motor por sua vez é funcdo do angulo do pedal do acelerador.
Nos futuros modelos desenvolvidos, pode-se considerar que a forca de tracdo é
aplicada diretamente no centro de massa do veiculo, para simplificar a
representacdo matematica da transmissdo. Deste modo a forca de tragdo ndo
modifica a forca lateral, nem 0 momento de yaw, apenas interfere no movimento
longitudinal do veiculo. Deve-se ter em conta, entretanto, que a forca de tracéo,
juntamente com a forca de resisténcia aerodinamica, pode gerar como maximo
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uma aceleracdo longitudinal de aproximadamente de 1,5¢ em um veiculo de
competicdo do tipo Férmula 1.

2.6.1
Forcas de aceleracio e frenagem.

As forcas responsaveis pelo movimento longitudinal do veiculo sdo aquelas
de frenagem, devido ao torque aplicado nas rodas pelo sistema de freios; e a forga
de tracdo, gerada nas rodas motrizes, pelo torque do motor transferido através dos
diversos elementos do sistema de transmisséo.

Para representar matematicamente tais esforcos, inicia-se com um modelo
do motor a gasolina, descrito através das curvas caracteristicas obtidas na
literatura especializada tal como [19]; entdo apresenta-se uma equagdo empirica
que foi criada com a intencdo de gerar curvas caracteristicas muitos proximas as
da literatura [19], as constantes desta equacdo podem sem ser calibradas para se
ter uma velocidade angular maxima e também modificar a poténcia maxima que o
motor pode gerar, € importante ressaltar que as curvas caracteristicas para 0s
motores Diesel e os motores a gasolina sdo distintos, ja& que nos motores a
gasolina a curva do torque do motor estd mais inclinada ha um lado quando se

acrescenta a carga do motor (%¢ ), com este fim faz-se intervir esta variavel

dentro do polindmio de segundo grau (além de ser um fator que multiplica ao
polinémio); na Equacdo 105 mostra-se o torque fornecido é funcdo da velocidade

angular,

2
Ornotor %0pa Ohotor
Tooior= %5, %-(—2660) +o,- (05, ) ]'(T&J“‘) 2101

na qual %o, € o percentagem do pedal do acelerador, que pode variar de 5% até

105%, onde o valor 5% inicial é aquele que determina o torque para 0 motor em

marcha lenta; o, € a velocidade angular do motor, que pode atingir, para um

carro de corrida tipo Formula 1, 19000 rpm, no qual a poténcia maxima é de 750
hp [14]; e os coeficientes ¢y, c1, € ¢, s80 empregados para calibrar a curva em
funcdo do tipo de motor. Por exemplo, esta calibracdo para o motor tipico da
Férmula 1 determina co=64; ¢;=110; c,=-11. A Figura 2.67 mostra as curvas de
torque deste motor tipico para diferentes valores do percentual do pedal do
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acelerador, onde se pode notar que valor maximo ocorre a 13000 rpm, quando 0
motor se encontra a toda carga. Para calcular a poténcia fornecida pelo motor se
utiliza a Equacao 109,

P

motor

=T

motor

“ Droror (2.102)
e a Figura 2.68 ilustra a poténcia para um motor tipico de carros de corrida
Férmula 1. Pode-se ver que a poténcia maxima ocorre a 18000 rpm. Os

comportamentos vistos nas Figuras 2.67 e 2.68 estdo proximos da realidade [19].

Torque vs Rotag&o para cada % do angulo pedal acelerador
350 T T T T T

Torque (N.m)
n
o
(=]
|

i

a

=]
1

Rotag&o do motor (rpm)

Figura 2.67. Curva caracteristica do torque do motor versus a velocidade angular, para
diversos percentuais do pedal do acelerador.

Poténcia vs Rotacao do motor para cada % angulo pedal acelerador
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Paadadconoa HP)

200 -~ -

100 -
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Figura 2.68. Curva caracteristica da poténcia do motor versus a velocidade angular, para
diversos percentuais do pedal do acelerador.
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Assume-se que nestas curvas ja foi considerada a perda de poténcia devida
a dissipacdo interna do motor. De fato, para o tratamento do sistema de
transmissdo como um todo, considera-se que a poténcia entregue pelo motor as
rodas ja € a poténcia efetiva, adotando um coeficiente de rendimento global. Para

determinar a velocidade angular do motor, emprega-se a relagdo dinamica,

— (Tmotor ) (2103)

motor J
motor

no qual Trotor € 0 torque do motor, Jmetor € 0 momento de inércia do motor, pode-
se tomar como aproximadamente igual a 0,136 kg.m? [19].

O modelo da caixa de marchas juntamente com toda a transmisséo pode
chegar-se a reduzir de modo de fazer dela bastante simples. N&o se considera
qualquer tipo de perda localizada, a ndo ser a global acima mencionada, e também
ndo ha efeitos de flexibilidade nos eixos. Deste modo se supde que a poténcia é
constante em cada marcha, significando que se o torque transmitido aumenta a
velocidade angular diminui e vice-versa, isto é o produto dessas variaveis, a
poténcia, tem que ser constante. Entdo se a velocidade € multiplicada pela relagédo
de transmissdo, logo o torque é dividido pela mesma razdo. A transmissdo €
modelada para 5 marchas distintas, cujas relacdes totais (da caixa de mudancas,
do diferencial, etc) para cada marcha sdo apresentadas na Tabela 4. A troca de
marchas sera feita de forma automatica em funcdo da velocidade, de acordo com o
apresentado na Tabela 5, na qual representa-se Wt como a rotacdo que sai da
transmissdo, We a rotacdo efetiva que sai do motor e entra na transmissdo, Tt o
torque que sai da transmissao e Te é o torque efetivo que sai do motor e entra na

transmissao.

Tabela 4. Relacao de transmissao total de um veiculo de Férmula 1.

Posicdo da marcha Relacédo de transmissao
em primeira 0.021
em segunda 0.030
em terceira 0.050
em quarta 0.080
em quinta 0.150
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Posicédo da Velocidade do Rotacdo que sai da | Torque que sai
marcha veiculo (km/h) transmissédo da transmisséo
em primeira u<55 Wt=0.021We | Tt=Te/0.021
em segunda 55<u<80 Wt=0.030 We | Tt=Te/0.030
em terceira 80 <u<135 Wt =0.050 We | Tt=Te/0.050
em quarta 135<u <230 Wt =0.080 We | Tt=Te/0.080
em quinta 230<u Wt =0.150 We | Tt=Te/0.150

Nas Figuras 2.69 e 2.70 pode-se ver como varia a forca motriz, ou de

tracdo, quando o pedal do acelerador encontra-se na posi¢do maxima ou em uma

intermediaria, para as relacdes de transmissdo consideradas na Tabelas 4 e 5,

empregando a curva de torque versus velocidade angular da Equacdo 2.103

(Figura 2.67).
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Figura 2.69. Curva caracteristica de forca de tracao versus velocidade, para a poténcia

maxima do motor.
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Forca de tracdo vs Velocidade de weiculo ( carga parcial )
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Figura 2.70. Curva caracteristica de for¢a de tracdo versus velocidade, para a poténcia
parcial do motor (50% do angulo maximo do pedal acelerador).

A forca de frenagem pode ser simplificada por uma funcdo linearmente
variavel em funcéo do angulo do pedal de freio, definido entre 0° ate 60°. Sabe-se
que para veiculos de competicéo, tipo Formula 1, a desaceleracdo em frenagem é
de aproximadamente 5g. Uma vez conhecida a massa do veiculo pode-se calcular
a forca maxima de frenagem, assumindo que ela sera igual e constante nos 4

pneumaticos, como mostrado na Figura 2.71.

Forca de frenagem en func&o ao angulo do pedal de freio
9000 T T T T T T

8000

7000 -
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Fagadofreregememcach preunetico (N

1000 - -

o | | | | | | |
o 10 20 30 40 50 60 70 80

Angulo do pedal do freio (grad)

Figura 2.71. Forca de frenagem do veiculo suposta como a mesma para cada roda.
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Determinacéo da Trajetdria Otima

Tal como acontece em muitos dominios da ciéncia moderna, é possivel
encontrar 0s primeiros passos da otimizacdo em culturas de povos antigos.
Citando, a titulo de exemplo, o conhecido episédio narrado por Virgilio, segundo
o qual a rainha Dido, ao fundar a cidade de “Cartago”, determinou que essa fosse
planejada segundo a figura geométrica para qual seria maximizada a area por ela
delimitada com um dado perimetro constante [22]. Outro exemplo muito
conhecido € o problema da braquistocrona, que foi proposto por John Bernoulli
em 1696 como desafio & comunidade matematica da época. O problema consiste
em encontrar uma curva que una dois pontos A e B situados num mesmo plano
vertical, com a propriedade de que uma particula inicialmente em repouso que
deslize sobre essa curva leve o menor tempo possivel para ir, sob a acdo da
gravidade, de A até B. O ponto A é suposto estar acima do ponto B mas ndo na
mesma vertical. A solucdo deste problema foi publicada pouco menos de um ano
apos a sua colocacao.

Todavia, o desenvolvimento dos métodos de otimizacdo inicia-se,
praticamente, s6 no século XVIII. Na verdade, é a partir dos anos quarenta que 0s
desafios lancados por mais complexos problemas decisionais visando a melhor
utilizacdo dos recursos disponiveis, as surpreendentes potencialidades do recém-
descoberto célculo automatico e um maior esforco de matematizacdo de
problemas reais, permitem desenvolver a maioria dos potentes métodos de
otimizacdo que atualmente existem e que podem ser utilizados como preciosos

instrumentos de apoio ao processo da tomada de decisoes.

3.1
Defini¢do da Otimizacgao aplicada aos veiculos

O problema de otimizagdo é muito utilizado em diversas areas da ciéncia, e
seu objetivo é diferente em cada uma delas, porém o tratamento quase sempre é 0

mesmo. A otimizacdo de alguma funcdo em relacdo a alguma variavel é abordada
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segundo um procedimento matematico, e portanto, sempre é necessario trabalhar
com modelos que expressem o comportamento fisico do sistema que se quer
otimizar. Neste trabalho deseja-se obter a trajetoria 6tima para o percurso de um
veiculo de competicdo, cujo principal objetivo é percorrer o tracado de um
circuito no minimo tempo possivel. Este € um problema que pode ser resolvido
segundo tecnicas de otimizacdo. Para tanto deve-se trabalhar com um modelo
matematico que represente o veiculo e as condi¢Bes as quais estd sujeito. No
capitulo anterior desenvolveu-se um modelo matematico ndo linear do veiculo,
relativamente complexo que, apés algumas avaliacOes e tentativas iniciais, foi
considerado inadequado para o tratamento de interesse, e provavelmente serad
empregado apenas quando forem aplicadas técnicas de controle 6timo que ndo é a
intencéo deste trabalho. Entdo, para resolver o problema de otimizacéo, se propde
um outro modelo matematico, muito mais simples, mas suficiente para descrever
os fendmenos fisicos envolvidos na dinamica veicular, necessarios para a
determinacédo da trajetdria 6tima, com um tempo minimo de percurso. O modelo
veicular do Capitulo 2 é empregado para avaliar os resultados encontrados a partir
da representacdo mais simples, como sera visto adiante no Capitulo 4.

Em [21] tem-se a abordagem do problema da trajetoria 6tima através das
ferramentas de otimizacdo, na qual o modelo mateméatico do veiculo é mais
limitado e menos representativo do que o desenvolvido neste trabalho. Deste
modo, considerou-se suficiente a escolha feita, como, inclusive, comprovam o0s
resultados encontrados, como discutido a seguir.

A Figura 3.1 apresenta uma curva com duas trajetorias possiveis: uma pelo
centro da pista, e outra empregando a tangéncia em um determinado ponto. Pode-
se provar, por conceitos triviais de movimento de uma particula, que, quando ha
limitacdo na aceleracao lateral (centripeta) maxima, no primeiro caso a velocidade
limite de percurso é menor gue no segundo caso. Considerando que as distancias a
serem percorridas sdo praticamente iguais, o tempo de percurso da primeira
trajetéria serd maior que o da segunda, fornecendo uma vantagem competitiva
aquele que escolher o segundo tragado. A segunda seria uma “trajetdria 6tima”.

O exemplo da Figura 3.1 diz muito do trabalho que se pretende fazer. Aqui,
aparentemente, se tem dois tipos de analises independentes, relacionadas aos
movimentos longitudinal e lateral do veiculo. Uma possibilita determinar o valor

da velocidade que o veiculo tem em cada instante de tempo, e a outra a mudanca
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de direcdo da velocidade. Porém ambas as andlises estdo fortemente ligadas.
Partindo deste exemplo é possivel ver que 0 modelo mais simples deve ter duas
variaveis independentes, mas interrelacionadas, uma para cada um dos
movimentos (lateral e longitudinal), como se explica de forma detalhada no item a

sequir.

1201

1001

Figura 3.1. Duas trajetorias possiveis em uma curva, a esquerda se apresenta a
trajetéria pelo meio da pista, a direita a trajetéria tangente a curva.

3.2
Modelo massa pontual

O modelo de massa pontual é uma representacdo bastante simples para um
veiculo terrestre, que ndo permite observar completamente a sua dindmica, porém
é suficiente para a determinacdo do tracado da trajetéria Otima, levando a
resultados muito proximos do real, como sera visto. Uma vez obtida a trajetoria
Otima empregando este modelo simples, utiliza-se 0 modelo dindmico néo linear
do veiculo para percorrer o tragado estabelecido, mediante estratégias de controle,
e verifica-se as diferencas encontradas.

Para determinacdo do modelo de massa pontual, parte-se da analise das
equacdes de movimento, como no capitulo anterior, considerando-se o veiculo
como uma particula no espaco, com sua massa concentrada no Centro de Massa.
A analise é realizada supondo também um referencial local embarcado no veiculo
e a transformacéo de coordenadas para o referencial global, de modo a assim obter
a trajetoria do veiculo, como no modelo mais complexo visto anteriormente. O
modelo massa pontual pode ser obtido ao se fazer simplificacGes de linearidade e

consideracdes fisicas naquele modelo dindmico néo linear.
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Figura 3.2. Variaveis do modelo massa pontual.

O modelo massa pontual descreve o movimento longitudinal, atraves da

equacdo da aceleracdo do veiculo em relagédo ao seu eixo x, dada por

u, :u0+'[ax dt (3.1)
na qual, u, é a velocidade (longitudinal) em funcdo do tempo; u, é a velocidade
inicial; a, é a fungéo aceleragdo (aceleragéo longitudinal) em fungéo do tempo e
dt é diferencial do tempo (variavel de integrag&o).

Deve-se ter em conta que para 0 modelo massa pontual do veiculo nédo
existe qualquer movimento lateral no referencial local. Mas entdo o que significa
a aceleracdo lateral? Isto caracteriza apenas a forca que torna possivel mudar a
direcdo do vetor velocidade (longitudinal). N&o é feita qualquer integracdo da

aceleracdo lateral, mas emprega-se esta variavel para determinar a velocidade

angular, associada a mudanca de direcdo do vetor velocidade, segundo

2
a, :FX (3.2)
u =R#& (3.3)

nas quais, a, € a fungdo aceleracao lateral (ou aceleragdo normal) em fungdo do

tempo, R é o raio de curvatura em fungéo do tempo, @ é a velocidade angular em
funcgéo do tempo.
Deste modo, a funcdo das equagfes associadas ao movimento lateral €

apenas caracterizar o0 movimento de rotacdo, que pode representar, dentro de
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certas consideracdes, a atitude do veiculo. A aceleracdo lateral gera um raio de
curvatura e também uma velocidade angular para cada instante de tempo, que
estdo relacionadas como mostrado. Vé-se claramente que o movimento lateral esta
muito relacionado ao movimento longitudinal.

Arruma-se as EquacgOes 3.2 e 3.3 que relacionam a aceleragéo lateral, a
velocidade longitudinal e a velocidade angular, levando as Equacgfes 3.5, 3.6 e
3.7,

a U W (3.4)
y R ) X
()
ou
gz‘:‘_y (3.5)
e
9:j9dt (3.6)
uX
R:z (3.7)

nas quais @ representa a atitude do veiculo (angulo yaw do veiculo).

Agora, com as Equacbes 3.1, 3.5, 3.6 e 3.7 € possivel fazer uma
transformacdo de coordenadas e expressar a velocidade do veiculo em
coordenadas globais para, depois, mediante uma integragdo no tempo, obter a sua

posicao, ou seja a trajetoria, de acordo com

U, =u, -cos(d) (3.8)
V, =u, -sen(9) (3.9)
X =[U, dt (3.10)
Y = jvy dt (3.11)

nas quais, U, é a velocidade do veiculo na dire¢do do eixo x do referencial
global, V, e a velocidade na diregdo do eixo y do referencial global, X e Y sé&o as

posicdes no referencial global.
Assim o modelo massa pontual estd completamente descrito nas equacdes
anteriores, que podem ser facilmente resolvidas no Simulink/Matlab, onde as

varidveis de entrada sdo as duas aceleracdes, longitudinal e lateral, a massa do


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421081/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421081/CA

102

veiculo é constante no tempo, e as funcBes de saida sdo a posi¢ao nos eixos X e Y

no referencial global, que geram a trajetoria do veiculo.

3.3
Algoritmos de Otimizacado

Existem varios modos de classificar os métodos de otimizacdo. Entre os
principais tém-se 0s métodos diretos e indiretos. Sdo denominados métodos
indiretos aqueles que ndo dependem da comparacao direta dos valores numéricos
assumidos em dois ou mais pontos. Os métodos indiretos fazem uso de condi¢des
necessarias para que um ponto seja de minimo ou de maximo, condi¢Bes essas
expressas através de relacbes matematicas, que sdo, por sua prépria natureza,
indiretas. Os métodos diretos pressupbem a determinacdo e comparacdo dos
valores da funcdo a otimizar em diversos pontos situados dentro da faixa de
definicdo das variaveis independentes [23]. O problema a ser aqui resolvido por
suas caracteristicas devera ser tratado por um método indireto.

Uma outra possibilidade para a solucdo do problema em questdo € a
aplicacdo dos algoritmos genéticos, que formam uma familia de procedimentos
computacionais inspirados na evolug¢do. Normalmente os algoritmos genéticos sao
vistos como otimizadores de funcgdes, embora a quantidade de problemas para os
quais se aplicam seja bastante abrangente [24].

Os procedimentos evolucionarios ndo serdo adotados neste trabalho, mas
poderdo ser investigados em futuras pesquisas nesta area, por se considerar que
ainda é preciso conhecer melhor os resultados do problema tratado através de
metodologias classicas de otimizacao.

Como em quase todo problema de otimizacdo é preciso ter uma funcéao
objetivo e uma ou mais restri¢des, identifica-se estes no problema especifico.
Analisa-se a seguir especificamente o uso do modelo massa pontual no
procedimento de otimizacdo, e define-se o algoritmo a utilizar em forma geral
para que seja entendido o que se pretende fazer, sem entrar ainda na programacao
no Simulink/Matlab. No modelo massa pontual, descrito no item anterior, as
varidveis de entrada sdo as aceleracdes e as fungdes de saida sdo a posi¢do nas
coordenadas globais. O objetivo é que o veiculo percorra, dentro de uma pista pré-

determinada, um tracado no menor tempo possivel.
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Deste modo, as variaveis do problema de otimizacdo sdo as aceleracdes
(lateral e longitudinal), que no caso de um veiculo de competicdo, percorrendo
uma determinada pista, possuem perfis com caracteristicas conhecidas. Assim nao
se pretende obter como resultado qualquer fungédo aceleracdo, mas sim formas de
onda no tempo que caracterizem as aceleragfes que sdo aproximadas ao
comportamento fisico que ocorre em um veiculo de competi¢do, como é explicado
mais detalhadamente adiante.

As restricdes do problema de otimizacao neste caso séo trés: o veiculo deve
ficar em todo tempo dentro da pista, as aceleragdes ndo podem ultrapassar o limite
estabelecido pelo circulo de aderéncia do veiculo, e a velocidade ndo pode ser
maior que a maxima admissivel (limitacdo fisica devida poténcia do motor).

Na Figura 3.3 mostra-se, em forma esquematica muito simplificada, o que
se pretende conseguir da otimizacdo. Neste diagrama apresenta-se as variaveis de
otimizacdo e as restricbes que a otimizacdo vai considerar aplicados no modelo

massa pontual, incluido no processo de otimizacao.

ax
e

Processo de Trajetoria

Otimizagéo A
ay Otima

Pista
Circulo aderéncia
Velocidade

Figura 3.3. Diagrama do algoritmo de Otimizacao.

A seguir explica-se cada parte do algoritmo de otimizacdo que vai se
utilizar, tratando das variaveis e das restri¢ces, da funcdo objetivo, e dos critérios
considerados para trabalhar dentro dos limites da realidade fisica do problema em

questéo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421081/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421081/CA

104

3.4
Definicdo das variaveis e restrigdes

Descreve-se agora as varidveis associadas ao modelo matematico
empregado na otimizacdo. Pode-se chamar as varidveis do modelo massa pontual
como varidveis dinamicas, que sao definidas pela equacdo de movimento. Estas

varidveis que descrevem o movimento do veiculo e sua localizacdo sdo: a

velocidade angular do veiculo @, a velocidade longitudinal u, , posicio no eixo x

do referencial global (X), posicdo no eixo y do referencial global (Y), a atitude do

veiculo que € o angulo 4.

34.1
Variaveis de entrada

As variaveis de entrada do problema de otimizacao, as mesmas do modelo
veicular, sdo as aceleragdes lateral e longitudinal, que podem ser positivas ou
negativas, variaveis no tempo ou constantes. Agora como obter funcdes
matematicas que descrevam tais aceleracGes? Felizmente, como se quer otimizar
a trajetdria seguindo o comportamento dos veiculos de competicdo, tem-se o
apoio da tecnologia de Gltima geracdo utilizada nestes veiculos. A telemetria é
um sistema de aquisi¢do de dados que faz uso de transdutores embarcados, através
da qual as informacg6es sdo transmitidas e processadas para analise em tempo real
ou posterior. As aceleracfes do veiculo podem ser obtidas por este processo, no
qual os dados normalmente ndo estdo em funcdo do tempo, pelo menos ndo em
forma explicita, mas sim em funcdo da distancia percorrida pelo veiculo. Tais
dados podem ser utilizados para definir os perfis de aceleracdo no procedimento
de otimizacdo da trajetoria. A Figura 3.3 apresenta um exemplo da forma como se
obtém os dados a partir da telemetria e os perfis tipicos das aceleracdes
longitudinal e lateral. Existe um certo “padrdo” para as fungdes aceleracdo, que
pode ser adotado no tratamento do problema, simplificando muito a andlise a ser
realizada. Pode-se considerar que o comportamento das aceleracfes, pelo menos
no que diz respeito a sua forma, € conhecido, ndo se alterando significativamente
de pista para pista, ou mesmo de veiculo para veiculo, ou ainda de piloto para
piloto.
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Figura 3.4 Exemplo dos dados obtidos da telemetria.

Uma vez que o objetivo é minimizar o tempo de percurso, 0 que se quer €
ter o tempo como resultado e ndo como variavel de alguma fungdo. Assim o
ponto de partida € conseguir expressdes que representem os fendémenos fisicos
durante o percurso de retas e curvas, que ndo contenham o tempo de forma
explicita. A seguir apresentam-se as funcOes que serdo adotadas para as
aceleracdes, para cada situacdo em qualquer trajetoria, dependentes da distancia
percorrida pelo veiculo

A distancia tx que o veiculo percorre no tempo t € dada pela equacéo
tx = jux dt (3.12)

na qual uy é a velocidade do veiculo.

Para a caracterizacdo da aceleracdo longitudinal positiva (tracdo),
considera-se que ao se acionar o pedal do acelerador, o veiculo atinge inicialmente
uma elevada aceleragéo, e, conforme a velocidade aumenta, sua derivada diminui
até chegar a velocidade méaxima, na qual a aceleragdo € nula. Para representar de

melhor forma possivel este comportamento define-se uma funcéo exponencial,
X5 —X a
ax — ao . e f 0 0

que deve satisfazer os seguintes valores iniciais e finais: tx=x, =>a,=a, €

(3.13)

tx=x;, =>a,=a; , na qual a,>a; , sdo as aceleragdes, inicial e final

respectivamente, tx € a distancia percorrida, x, € a posi¢do inicial do veiculo,
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ex, é a posicdo final durante o processo de aceleracdo. A Figura 3.4 mostra o

perfil estimado para a aceleragdo longitudinal positiva tendo como variavel
independente a posi¢do do veiculo na pista.

ap |

ar |

Figura 3.5. Funcéo para a aceleracédo longitudinal do veiculo.

J& para a aceleragdo longitudinal negativa (frenagem), ao se acionar o
pedal do freio, considera-se que, inicialmente, o veiculo atinge uma alta
desaceleracdo, e, de acordo com a diminuicdo da velocidade, a desaceleracdo
também diminui até chegar a uma velocidade minima (pode ser nula, ou quando o
piloto alivia o pedal de freio), na qual a desaceleracéo é nula. Para representar de
melhor forma possivel este comportamento define-se uma outra funcgéo
exponencial, semelhante a anterior, mas com valores sempre negativos, dada por

= LE)

|
a, =—ad,-¢€ (3.14)
que deve satisfazer os valores iniciais e finais: tx=x,=>a,=a, €
tx=x, =>a,=a,;, na qual a, >a, , sdo as desaceleracOes, inicial e final
respectivamente, tx € a distancia percorrida, x, é a posicdo inicial do veiculo na
pista, e X, é a posicéo final durante a etapa de desaceleragéo. A Figura 3.6 mostra

o perfil suposto para as aceleracdes longitudinal positiva (tracdo) e negativa

(frenagem) tendo como variavel independente a posi¢do do veiculo na pista.
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do

Xo Xt

af'

do |

Figura 3.6. Funcéo para aceleracdo e desaceleragdo longitudinal do veiculo.

Para a aceleracéo lateral positiva (entrada da curva), quando o piloto faz
manobras com o volante do veiculo, ao mudar de direcdo as rodas dianteiras, séo
geradas as forcas laterais, que a sua vez levam as aceleracdes laterais. Este
movimento transitorio pode ser aproximado mediante alguma expressdo
matematica, que deve ser semelhante ao comportamento mostrado nos graficos
obtidos pela telemetria. Para representar de melhor forma possivel este
comportamento define-se novamente uma funcéo exponencial
tx—

v b

a, =4a, l1-e (3.15)

que deve satisfazer os valores iniciais e finais: tx=x,=>a,=0 e

tx=x, =>a,=a,, na qual a, € a aceleracdo lateral final, tx é a distancia

y H
percorrida, X, é a posicao inicial do veiculo, ex, é a posi¢do final na entrada da

curva. Nota-se que se considerou que o sistema atinge uma condigdo final em
aproximadamente 4 vezes o tempo de decaimento da exponencial decrescente,
pratica comum na analise de sistemas dinamicos lineares, dai o fator (-4) no

exponente da Equagéo 3.15.
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A representacdo da aceleracdo lateral negativa (saida da curva), € muito
semelhante a anterior, mas agora se quer chegar de uma aceleracdo inicial
(diferente de zero) até a aceleracdo final nula. Para representar da melhor forma

possivel este comportamento define-se a funcdo exponencial:

X
a,=4a,-€ (3.16)
que satisfazer os valores iniciais e finais: tx=x, = a, =a, e tx=X; = a, =0,
na qual a, é a aceleracéo centripeta inicial, tx € a distancia percorrida, X, é a
posicdo inicial do veiculo, x, é a posigdo final na saida da curva. Na Figura 3.6

mostra-se 0 comportamento das fungdes empregadas para representacdo da
aceleracdo lateral do modelo veicular massa pontual. Poderia-se ter considerado
ainda uma fase na qual a aceleracdo lateral é constante durante o percurso da
curva, entretanto acredita-se que o proprio problema de otimizacdo possa
convergir para tal situacdo, caso ela realmente ocorra. Pela analise dos dados da
telemetria entretanto observou-se que raramente se atinge uma condicdo
permanente, estando o veiculo sempre sujeito aos transientes descritos pelas
Equacdes 3.15 e 3.16.

an

Xo X Xo Xt

Figura 3.7 Funcéo para aceleracéo lateral do veiculo.

Assim ficam definidas as varidveis de entrada, que sdo um conjunto de

fungdes que descrevem o comportamento fisico das aceleragdes dos veiculos de
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competicdo, dependentes de 4 parametros em cada uma das quatro situacOes
consideradas: as aceleracdes e as posicoes inicial e final nos trechos do circuito.

A dependéncia das aceleragcdes com respeito a distancia percorrida é facil e
I6gica de assimilar e trabalhar, uma vez que a variavel que o piloto esta vendo e
processando em seu cérebro é sua posi¢do na pista (ou caminho), e ele realiza
manobras de modo a acompanhar o tracado da pista, segundo as caracteristicas

dindmicas do veiculo.

3.4.2
Variaveis de saida

As variaveis de saida sdo duas: as posi¢des do veiculo nos eixos X e Y do
referencial global, obtidas pela solucdo das equagdes diferenciais do modelo
massa pontual, que descrevem o movimento do veiculo, realizada através do
Simulink/Matlab. Os valores dessas posi¢Oes dependem dos valores instantaneos
de velocidade angular e velocidade longitudinal do veiculo, que por sua vez sao
obtidos pela integracdo das aceleracbes longitudinal e lateral, como mostrado
anteriormente. Os resultados deste modelo serdo avaliados empregando uma pista
pré-definida, analisando o comportamento de tais varidveis em funcdo da
distancia percorrida ou do tempo, de modo a verificar se as restricbes impostas
sdo satisfeitas e se tal comportamento & aceitavel, comparativamente aquele

obtido por uma representacdo mais detalhada e realista.

343

Restricdes de otimizacéo

Adota-se neste modelo de massa pontual basicamente trés restricles, a
primeira da quais € muito simples: a velocidade do veiculo ndo pode ser maior
gue um maximo estabelecido em 325 km/h (comum em veiculos de competicao)
Essa velocidade é limitada pela capacidade do motor, uma vez que ele ndo pode
produzir mais poténcia. Assim

u, <325 km/h (3.17)
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A segunda restricdo também ndo é muito complexa, e representa as
limitacGes das aceleracdes. Sabe-se pelo circulo de aderéncia de um veiculo de

competicdo que

Jar +a; <5g (3.18)

—-5g <a, <5¢ (3.19)
-5g<a, <29 (3.20)
sendo g a aceleracdo da gravidade. A interseccdo das trés desigualdades fornece a
restricdo nas aceleracOes (e desaceleragdes), tanto longitudinal quanto lateral,
assegurando que estas variaveis permanecam dentro do circulo de aderéncia.
A terceira restricdo é a mais complexa, e relativamente dificil de se avaliar
e descrever matematicamente, pois representa as condi¢des que estabelecem que o
veiculo deve permanecer dentro da pista, com uma certa tolerancia admissivel,
considerando que podem existir em alguns casos areas de escape ou trechos fora
da pista que sdo usados como parte do tragcado. Como seria muito ineficiente
fazer a avaliacdo para cada ponto da trajetdria, dentro da largura da pista, realizou-
se esta comparacao em funcdo apenas dos valores limites superior e inferior da
pista no eixo lateral Y do sistema referencial global, a partir do posicionamento
longitudinal (eixo X), empregando diretamente os resultados encontrados pelo
Simulink/Matlab. Deste modo, para cada ponto de deslocamento longitudinal xt,
qualquer coordenada yt associada deve estar entre Yinr € Ysyp. 0a pista, como
mostrado na Figura 3.7. Matematicamente deve-se ter para cada xt um valor de yt

de acordo com
yinf. < yt < ysup, (321)
na xt é a posicdo no eixo X do referencial global, yt é a posicdo no eixo Y do

referencial global, yins. € 0 limite inferior da pista e ysyp. € 0 limite superior da pista
no eixo Y do referencial global para a posi¢éo xt.
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Figura 3.8. Restri¢cdo da pista.

34.4

Funcéo objetivo

A funcdo objetivo do problema de otimizacdo é o tempo, uma vez que se
pretende obter minimo tempo para o percurso considerado. O tempo devera ser
representado por uma funcdo da distancia percorrida pelo veiculo. Esta funcao
tempo sera minimizada variando os parametros das aceleragdes. Deve-se lembrar
que o tempo total de percurso serd a soma dos tempos encontrados para cada
situacdo particular, ou seja existe um tempo associado a um trecho reto,
subdividido em uma faixa na qual se tem uma aceleracdo positiva e em seguida
uma desaceleracdo; e aqueles correspondentes a um trecho curvo, que
normalmente também estdo subdivididos em dois ou trés condigdes de aceleracdo
distintas.

De maneira geral, entretanto, considerando que

_dx

vV=— 3.22
o (3.22)
entdo chega-se a

gt = & (3.23)
Vv
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e finalmente tem-se
t= jl dx (3.24)
Y

que sera a expressdao empregada analiticamente para determinar o tempo
associado a uma determinada solucdo do problema de otimizacdo, que devera ser

minimizado a cada passo do procedimento correspondente.

A seguir serdo apresentadas as equacdes utilizadas para a analise e obtengéo
da trajetdria 6tima e sua implementacdo em Matlab. Como se quer otimizar a
trajetoria para o tempo minimo de percurso, € preciso “eliminar” a variavel tempo
em todas as expressdes das aceleracdes definidas ao inicio deste capitulo. Lembra-
se que foram estabelecidos dois trechos longitudinais independentes: um de
aceleracdo (de xp até X¢) e outro trecho de desaceleracdo (de x; ate Xxp); e dois
trechos de aceleragdo lateral: um de entrada na curva com aceleracdo lateral
“positiva” (de xs até X,) e outro trecho de saida da curva com aceleragdo lateral
“negativa” (de xs ate Xg); considera-se X; um ponto qualquer ao longo da distancia
percorrida pelo veiculo. A Figura 3.9 apresenta os diversos trechos considerados,
para 0s quais serdo desenvolvidas, a seguir, expressdes analiticas convenientes

que serdo utilizadas no problema de otimizagéo, incluindo a fungéo objetivo.

desaceleracio

aceleraciio
aceleraciio lateral = entrada na curva
aceleraciio lateral = saida da curva

L BN

b

——— e =

X1 X3 4

Figura 3.9. Trechos de uma pista com diferentes aceleracdes.
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3.5
Apresentacdo da Funcéo Objetivo

Para determinacdo do tempo (t) de percurso se empregam as funcdes
aceleracdo do item anterior e aplica-se a teoria infinitesimal para resolver as
equacOes diferenciais. O tempo pode ser calculado de duas formas distintas,
utilizando como varidvel de integracdo a distancia percorrida ( dx ) ou a

velocidade (dv). Assim,

V= % entao: dt = % portanto: t= J.1 dx (3.25)
dt Vv Vv

a=d entio: gt = 3 portanto: t= _|'1 .dv (3.26)
dt a a

na qual a é a aceleracdo longitudinal. Sendo a aceleracdo longitudinal funcéo da
distancia percorrida € mais conveniente utilizar a Equacdo 3.25. Para tanto deve-
se antes calcular a velocidade em funcdo da distancia percorrida; e como essa
variavel é diferente para cada trecho de aceleracdo ou desaceleragdo, ou naqueles
em que a velocidade é constante, apresenta-se a seguir a solugdo em cada caso, de

acordo com o tipo de movimento.

3.5.1
Movimento longitudinal acelerado

Este movimento acontece no trecho de X, ate X; com a aceleracdo

longitudinal dada por

X —
a,=d, € (3.27)
na qual ay é a aceleracdo longitudinal inicial, ar aceleracdo longitudinal final, x é
um ponto ao longo da distancia percorrida pelo veiculo, ax é a acelera¢do no ponto

X. Para obter a velocidade tem-se que resolver a seguinte equacéo diferencial

dv. dv
a=—= portanto: a-dx=v-dv (3.28)
dx
dt | A )

o0 que leva a velocidade em funcéo a distancia percorrida dada por
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(3.29)

onde v € a velocidade inicial (no ponto Xo), V() € a velocidade no ponto x. Como
este € um movimento acelerado durante todo intervalo de tempo, entdo a

velocidade maxima sera encontrada na posicéo final deste trecho (xs), dada por

a.o 2 ao
\/"{alez(ao - a-f Xxf - XO)+ Vo : In(afJ]
Vmax = V(Xf) =
In( ao ]
af

Agora, resolvendo a Equacao 3.25, lembrando que na condigéo inicial para

(3.30)

X = Xo 0 tempo é nulo, obtém-se a Equacdo 3.31, que representa 0 tempo em

funcdo da distancia percorrida durante um movimento acelerado, dado por

Xg—X

2(x, = x,)-a, 1—(2] o +v02-ln[:(:J

{Z.ao (%, =% )4+ vy’ |n[2‘jﬂ

2tgh™ (Xf _Xo)

v,2-In| &
2 tgh™ A

_ (3.31)

Esta funcdo esta diretamente relacionada com a distancia percorrida, mas

também com a velocidade inicial do veiculo, aceleracdo longitudinal inicial e a
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relagdo das aceleracBes inicial e final. Mas como o que se precisa € uma
expressao matematica do tempo de percurso durante todo o trecho, apenas
interessa o instante de tempo no ponto final do trecho, isto é, o tempo no ponto

final x = x¢, dado por

2(xf — X, )(a0 —a, )+ V- In[aOJ
af

lz.ao (=%, )+ v, |n(:‘:ﬂ
In(:(:}{z.ao (%, =% )+ vy’ In[Z‘:ﬂ

v,2-In| &
2 tgh™ A

_ (3.32)

(Xf _Xo)

2tgh™

T,y =

(Xf _Xo)

e esta é a parcela da fungdo objetivo no trecho de um movimento acelerado.

3.5.2
Movimento longitudinal desacelerado

Este movimento acontece no trecho de x; ate Xp, sendo a desaceleracéo

()

ay =—a,-€ (3.33)

na qual a; € a desaceleracdo longitudinal inicial, a, é a desaceleracdo longitudinal

longitudinal dada por

final, x € um ponto ao longo da distancia percorrida pelo veiculo, ax é a
desaceleracdo no ponto x. A velocidade em funcéo a distancia percorrida é dada

por
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'“(le vf-ln[zlj—z al—al-(aZj(X?;] )

2 2 al

V(X)
2

na qual v, € a velocidade inicial (no ponto xi), e vx) é a velocidade no ponto Xx.

(3.34)

Existe uma analise interessante que pode ser realizada através desta equacao que €
verificar a relacdo entre as variaveis de modo que o movimento seja légico e os
valores fiquem de acordo com um comportamento realista para o veiculo. Assim,

para que a velocidade final seja nula se tem que percorrer a distancia
a
v, In(l)
a
= %7 (3.35)

e a velocidade sera zero ao final do trecho para uma velocidade inicial dada por

v, = 2(31 -, )(Xz B Xl) (3.36)
a
In(l]
a,

Da mesma forma que no item anterior € possivel resolver a Equacdo 3.25 e

obter o tempo em funcao da distancia percorrida pelo veiculo, dado por

o %)) 1_[%]@*9

a, a,

2 tgh™ (X, —x,)

{vlz - In(alj —2-a,-(x, - xl)}
a2
T = - -
In(aj{vf : In[al] —2-a,-(x, =% )}
v, In(le
2 tgh™ 2

[vj . In(alJ—z-al (x, - xl)} o)

a,

HaTe e
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O tempo que o veiculo leva para percorrer todo o trecho é obtido pela
Equacdo 3.37 no ponto final x = x;, e assim tem-se a parcela da funcéo objetivo

no trecho de um movimento desacelerado dada por,

V12 ’ In[al] - 2(X2 - Xl)(al - az)

a,

[Vlz_ln[:l]_z.al.(xz—xl)}
Ti,) =
e

2 tgh™

(Xz - Xl)

Entretanto deve-se ter especial atencdo neste caso, pois na Equacdo 3.38
existe um ponto singular, uma vez que seu denominador ndo pode se tomar nulo,
também deve ser maior que zero, de modo que a raiz quadrada seja um numero

real. Assim as seguintes condi¢fes devem ser impostas

{vlz : In(i] —2-a,-(x, - xl)} £0 (3.39)

a’Z
v’ a,
oS -1a1 : In[a—J > (%, — x,) (3.40)

levando ao problema associado a distancia maxima para a qual a velocidade final
sera nula, dado pela Equacéo 3.35, e entdo

a
, v, In[lj
vV a a
L_n| 2 |« ———22 (3.41)
2 2 a, 2(31 —a, )

mostrando, finalmente, que as aceleracGes sdo positivas sempre nestas condigdes.
Deste modo se utilizam apenas seus mddulos, e entdo conclui-se que a aceleracdo

final (a2) ndo pode ser zero, mas pode ser muito proxima de zero.
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No movimento com velocidade constante, que também pode acontecer em
veiculos de competicédo, o tempo é muito facil de se calcular, e é dado por
—_ XO

1 X
T(xf)=f;'dX=T

(3.42)

na v é a velocidade constate, xs é a distancia final, X, é a distancia inicial e T € 0
tempo de percurso do veiculo.

Finalmente estd completamente definida a funcdo objetivo para os
movimentos existentes. Como se pode ver esta funcdo depende da velocidade e
aceleracdo longitudinal, e também da distancia percorrida, que implicitamente
contém a influéncia da aceleracdo lateral, uma vez que essa varidvel esta
associada as restricdes geométricas da pista, sendo a responsavel pela mudanca de

direcdo do veiculo.

3.6
Movimento em curvas

Ao inicio deste capitulo foram apresentadas, nas Equacées 3.18, 3.19 e 3.20,
as restricdes de aceleracdo, tanto longitudinal quanto lateral, que estdo limitadas
pelo circulo de aderéncia do veiculo. Também se apresentou a restricdo de
velocidade, Equacdo 3.17, onde para os veiculos de competicdo o maximo aqui
considerado é de 325 km/h. Essa velocidade méxima serd comparada com a
velocidade final do trecho de aceleracdo longitudinal, j& que apenas nesta
condicdo encontra-se a velocidade méxima do movimento.

Serédo desenvolvidas agora as equagdes que modelam a mudanca de direcao
do veiculo devido a aceleracdo lateral, tanto na entrada da curva, durante o
percurso da curva, e na saida da curva. A aceleracdo lateral define a direcdo do
movimento, na auséncia da aceleragdo lateral tem-se apenas um movimento
retilineo, isto é, o veiculo trafega em uma linha reta, sem curvas. A influéncia da

aceleracgdo lateral no estudo aqui proposto € muito importante e fundamental.

36.1
Movimento na entrada na curva

O movimento de entrada na curva acontece em um trecho que é definido

pelos pontos de X3 ate X4, N0 qual a aceleracdo lateral inicial é nula, e que termina,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421081/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421081/CA

119

por hipdtese, com aceleragdo lateral maxima. Para determinar a velocidade
angular (@) precisa-se da fungéo velocidade do veiculo (v, ) durante a entrada da

curva, Equacédo 3.43, dada por
0=—"L (3.43)

Como considera-se que existe desaceleracdo longitudinal durante a entrada
na curva, por que se precisa transferir energia longitudinal para lateral, deve-se

reduzir a velocidade a medida que a aceleracao lateral (a,) aumenta. Como

resultado pode-se até ter o caso de velocidade constante, mas com toda certeza
esta ndo vai ser incrementada durante 0 movimento de entrada na curva.

Tomando a expressdo da aceleracdo lateral apresentada antes e fazendo uma
divisdo simples para o caso de velocidade variavel (desaceleragdo) , tem-se

a 1_9(;4_133}[4] .I”(alJ

a,

Oy = (3.44)
)
a ) a a, |\
Inf == |v.”-In|] 2 |-2/a —a,-| =% X, — X
(azj ' [alj uTA [61] (=)

na qual a, € a aceleracdo lateral maxima, que acontece, ao final do movimento de

entrada a curva, X € um ponto ao longo da distancia percorrida pelo veiculo, a; € a

desaceleracédo longitudinal inicial, a, € a desaceleragdo longitudinal final, e X, = X4

e a posicdo final do veiculo, x; = X3 € a posicdo inicial, g,,, € a velocidade angular
para a distancia x.

Para o caso de velocidade constante (apenas em modulo), v, tem-se

a,|1- e[:“_‘xjf’}[_zl]

O = (3.45)
\'

Pode-se também determinar uma expressao que indique o raio instantaneo

de curvatura ( p ), dado por
2
a, = (3.46)
2

ou
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a

a, 1—e[xx“_xx33}[4] "”[alj

a,

o)A (3] s

Py = (3.47)

Da Equacdo 3.47 pode se observar que quando o veiculo se movimenta em
linha reta o raio de curvatura é infinito. Também nota-se que a velocidade inicial
limitara a mudanca de dire¢do, por que em maior velocidade inicial o veiculo
tende a percorrer uma linha reta. Para o caso de velocidade constante, se apresenta
a Equacao 3.48,

VZ

all- e[:“_‘xjs}[_[l]

n

p(x) = (348)

De forma similar pode-se conseguir uma expressdo matematica que
aproxime o angulo de atitude do veiculo em funcgéo da distancia percorrida, dado
por

X=Xz I
a l—e(x“‘XJM In| Y0, 85
n
Vl a(x)

S

Vi =V,

(3.49)

Oy =

Pode-se ver na Equacdo 3.49 que a aceleracdo lateral é a principal
responsavel da direcdo do veiculo (ou atitude do veiculo). Sem a forca lateral o
veiculo trafegaria simplesmente em linha reta. A velocidade e aceleracdo do
veiculo em um movimento desacelerado também afetam sua atitude. A Equacéo
3.49 é resultado de um movimento desacelerado. Caso se queria considerar outro
tipo de movimento, como aquele com velocidade constante ou aceleracdo
constante, precisa-se fazer outro desenvolvimento das equacgoes.

Procurou-se estabelecer ainda uma expressdo que considerasse as posi¢des
do veiculo no sistema global, mas o equacionamento neste caso € demasiado
complexo. Estes valores serdo obtidos a partir dos resultados da simulagéo no
Simulink/Matlab.
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3.6.2
Movimento na saida da curva

Este movimento acontece em um trecho definido pelos pontos de xs ate X,
no qual a aceleracdo inicial ¢ maxima an, € que termina na saida da curva com
aceleracdo lateral nula. Da mesma forma que o movimento de entrada na curva,
considera-se uma aceleracdo longitudinal, por que se quer transferir energia lateral
para longitudinal. Para tanto deve-se aumentar a velocidade na medida em que a
aceleracdo lateral (a,) diminui, ou o0 seu efeito caso a velocidade seja constante.
Tomando a aceleragéo lateral apresentada anteriormente e fazendo uma diviséo
simples para o caso de velocidade variavel (movimento acelerado), tém-se os

seguintes resultados

X—Xg

a ~e(x‘5‘x5 }H] In| &

n

O = (3.50)

na qual Xs = Xs € a posicdo final do veiculo, Xy = X4 € a posi¢do inicial. Pode-se

também determinar o raio de curvatura, dado por

a Xo —Xj a
2 ao—ao-(f] (X, =%, )+v,? - In| o
E 8y

P = (3.51)

a, - e[:ﬁ_‘xis ]'[_4] In| %
ay

Para o caso de velocidade constante as expressdes anteriores se reduzem a

e

61 v (3.52)
2
Pl = (3.53)
S Jiea
a . e 6 5

n
De forma similar pode-se conseguir uma expressao que aproxime o angulo
de atitude do veiculo em funcédo da distancia percorrida, no movimento acelerado,

dado por
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a, - e( XZ_—X;; ].[_4] In Mo 8
0. = V(X) a(x) (354)
v a — (ao — & )‘/f
oy, -y,

Finalmente, tem-se todas as equagfes que caracterizam o movimento do
veiculo, segundo o modelo empregado. As equagdes que representam a funcéo
objetivo, a velocidade do veiculo e a aceleracao longitudinal serdo todas utilizadas
no processo de otimizacdo da trajetoria, de acordo com a analise que se deseja

realizar.

3.7
Procedimento de otimizagao

Neste item explica-se o procedimento para a obtencéo da trajetoria 6tima em
um caso geral, apresentado na Figura 3.9, indicando-se em forma clara tanto as
variaveis de otimizacdo quanto a funcdo objetivo a minimizar, e também as
restrigdes do problema de otimizagdo. Para diminuir o nimero de variéveis iguala-
se 0s trechos de entrada na curva e desaceleracdo, também se igualam os trechos
de saida da curva e aceleracdo. Para finalizar o capitulo apresenta-se um

fluxograma que resume o procedimento de otimizacéo.

1. Inicialmente identifica-se todas as variaveis de otimizacdo, em caso geral de
uma curva simples (Figura 3.9), tem-se: um trecho de desaceleracdo ou
entrada na curva, outro trecho com velocidade constante, e um terceiro trecho
com aceleracdo ou saida da curva. As varidveis de otimizacéo sdo:

Os valores maximos das aceleragdes: ay e a, do veiculo; isto leva os valores
iniciais das aceleracdes longitudinais a; (trecho de desaceleracao) e ap (trecho
de aceleracdo), e nas aceleracOes laterais a, (trechos de entrada e saida da
curva).

Os pontos de aplicacdo das aceleragOes: X3 = X3 € Xz = X4 para o trecho de
desaceleracédo e entrada na curva, Xo= Xs € Xf= Xg para o trecho de aceleragao
e saida na curva. O trecho que fica entre a entrada e saida da curva é a
velocidade constante, a aceleracdo longitudinal é nula, a aceleracdo lateral é

constante. Entdo tem-se 7 varidveis de otimizacdo: a; ap, an, Xr . X2, Xo, Xi.
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2. A funcdo objetivo é definida pela soma dos tempos em cada trecho. Entdo

tem-se trés funcbes tempo: no trecho de desaceleragdo, no de velocidade

constante e no de aceleragdo. Estas funcgdes estdo definidas nas Equacdes 3.32,

3.38 e 3.42 respectivamente. A funcao objetivo fica entdo:

T= Tdesacelera(;éo + Tconstante + Taceleragéo

3. As restricOes aplicadas ao problema de otimizagéo sdo:

Restricdes relacionadas as aceleragbes ax e ay, descritas por
desigualdades matematicas, como é mostrado nas Equacgdes 3.18, 3.19,
3.20, de modo que a aceleracéo total fique sempre dentro do Circulo de
Aderéncia;

Restricdo dada pela velocidade do veiculo v. Pode-se considerar esta
restricdo para todos os pontos do movimento, ou para 0S pontos
criticos nos quais se tenha certeza que neles existirdo as maiores
velocidades de todo o movimento. Para isto as relacdes relativas as
velocidades sdo dadas nas Equagbes 3.29, 3.30 e 3.34; a restricdo
associada foi mostrada na Equacdo 3.17.

Restricdo que delimita a trajetoria do veiculo dentro dos limites da
pista (de maior complexidade que as outras). Para definir tais limites
existem duas funcdes matematicas: uma para cada lado da pista, 0s
chamados limite inferior e limite superior. Estas funcdes devem ser
avaliadas durante a simulacdo em cada passo do processo de
otimizacdo. Apos do levantamento de resultados da trajetoria e limites
da pista, estes sdo comparados e se dividem em grupos de
desigualdades, de acordo com a Equagéo 3.21.

Restricdo de igualdade para estabelecer que o ponto final (xs) da
trajetoria percorrida pelo veiculo coincida com o ponto final da fungéo
objetivo. Este ponto final é obtido da simulacdo, e deve ser igual a
distancia total, igual também ao valor final da distancia na funcao
aceleracdo. Para isto no simulador se define uma funcdo de parada,
onde se especifica que quando o veiculo chegar ao final da pista a
simulacéo para.

Outras restricbes de igualdade s&o definidas para estabelecer a

continuidade entre os diferentes tipos de movimento que existem em
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cada trecho da trajetéria total do veiculo. Para conectar estes
movimentos é preciso igualar as condi¢des iniciais de um com as
condicdes finais do outro. Algumas condic@es iniciais e finais ja séo
igualadas pela continuidade das funcGes ou mesmo pelo programa de
simulagdo. Apenas os pontos inicial x; e final x; da pista estdo
especificados no problema, os outros pontos da distancia percorrida
sdo varidveis resultantes do problema de otimizacdo e seguem uma
sequéncia ldgica crescente, isto €, ndo podem ser maiores que 0 ponto

final, nem menores que o ponto inicial da pista.

4. Deve-se contar com valores iniciais das variaveis de otimizacdo a; ap, an, X,
X2 , Xo, X1, por que o otimizador necessita para iniciar as iteracdes, estes
valores, ou podem ser triviais, como aqueles para gerar a trajetéria do centro
da pista, mas convém que sejam aqueles que levariam por trajetorias proximas

as 6timas, de modo que a convergéncia aos valores 6timos seja mais rapida.

5. A partir das restrigdes impostas, o programa pode obter os valores 6timos do
problema, fornecendo como resposta o valor da funcdo objetivo, o tempo

minimo, e os valores 6timos das varidveis de otimizacéo.

Para facilitar a compreensdo do processo de otimizacdo apresenta-se na Figura

3.10 um fluxograma do procedimento.

Os resultados obtidos pelo procedimento apresentado, em cada tipo de movimento
descrito anteriormente e para outros casos, sdéo mostrados no Capitulo 4 a seguir,
empregando o Simulink para reproducdo do movimento através do modelo de
massa pontual e do modelo dindmico ndo linear do veiculo, para fins de
comparacdo. No Apéndice B descreve-se o programa Matlab empregado no
procedimento aqui apresentado.
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funcges analiticas ]

restrigoes Inicializagéo
aceleragéo das variaveis
velocidade v __V

otimizador
restrlgao
pista

A 4

simulador iteracoes
variaveis

A 4

variaveis 6timas
tempo minimo

Figura 3.10. Fluxograma do procedimento de otimizacdo do modelo massa pontual.
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Simulacéo da Trajetdria Otima

Neste Capitulo apresentam-se todos os resultados encontrados para a
otimizacdo de trajetdria, empregando simulacGes através do programa Simulink-
Matlab para ilustrar o comportamento do veiculo, utilizando, quando possivel, o
modelo dindmico ndo linear desenvolvido no Capitulo 2, para compara¢do com o

modelo de massa pontual, base do problema de otimizacao.

4.1
Casos de simulagao

Primeiramente classificam-se 0s casos nos quais serd aplicado o
procedimento de otimizacdo da trajetéria do veiculo. Os tipos de movimento
caracterizam situacOes basicas para as quais o tratamento do problema através de
otimizacdo faz sentido, mas existem combinacdes destes movimentos que séo
também de interesse. Os casos tratados consistem em uma mistura de pistas retas
e curvas, nas quais diferentes niveis de aceleracdo devem ser impostos no veiculo
de modo a se obter o minimo tempo de percurso. As situagdes tipicas a serem
abordadas séo:

e Aceleracdo em linha reta.

e Aceleracdo e velocidade constante em linha reta.
e Desaceleracdo em reta e entrada de uma curva.

e Aceleracdo e saida de uma curva.

e Velocidade constante em curva.

e (Caso geral: combinacao de retas e curvas.

e Caso completo em trajetoria aberta.

Lembra-se que as variaveis de otimizacdo sdo: o valor das aceleragdes e a
posicdo na pista da aplicacdo dessas acelera¢fes durante 0 movimento do veiculo
ao percorrer um tragcado especifico. Nos itens seguintes apresentam-se 0S

resultados obtidos para os diferentes casos de interesse. Os casos geral e final
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(casos 6 e 7) estdo formados por trechos de aceleracdo, de desaceleracdo e trechos

com velocidade constante.

4.2
Caso 1: Aceleracdo em linha reta.

Neste caso, tem-se uma pista reta de 1000 metros de comprimento, e o
veiculo acelera a partir de uma velocidade inicial de 15 m/s (54 km/h), iniciando
seu movimento no centro da pista. Devido ao grande comprimento da pista, se
atinge a aceleracdo maxima de 1,59 (gravidade igual a 10 m/s?) e o veiculo chega
até uma velocidade final de 78,56 m/s (282,8 km/h), ndo conseguindo chegar a
velocidade méaxima possivel (325 km/h). O tempo minimo obtido pela otimizagédo
é de 15,3073 segundos, e a distancia percorrida ¢ de 1000 metros. As Figuras 4.1
até 4.3 ilustram os resultados encontrados através da simulacdo do modelo massa
pontual.

Dos resultados é relevante o fato do veiculo acelerar em todo tempo, isto
por que a velocidade inicial é relativamente baixa, mas ainda acelerando com o
valor maximo (1,5g) em todo o trecho ndo chega a velocidade méxima possivel do
veiculo, para chegar até esta velocidade € preciso ter maior distancia longitudinal
da pista.

A aceleracdo minima do veiculo (acontece ao final do trecho) é dada pelo
procedimento de otimizagdo cujo valor é 0,1 m/s®, ndo é conveniente diminuir
mais este valor ja que nas equacOes trabalham-se relacdes logaritmicas, pelo qual,
ao diminuir o valor da aceleracdo final o perfil das aceleracbes ficaria mais
proximo ao eixo vertical e a area “baixo o perfil de aceleracdes” (integral) ficaria
menor e consequientemente a variacdo da velocidade seria menor. Assim em todos
os casos de desaceleracdo as aceleracdes minimas terdo o valor de 0,1 m/s%. O
valor foi calibrado para o0 modelo se aproximar ao comportamento dos veiculos de
competicao.

A Figura 4.3 de velocidade mostra em forma pratica a dindmica simples do
veiculo quando este acelera, inicialmente o incremento da velocidade é mais
pronunciado ja que a forca de tracdo é maior as forgas de resisténcia ao
movimento do veiculo, e depois de uns instantes, quando as forcas de tracdo e as
de resisténcia a0 movimento se equilibram, a velocidade fica constante e com

valor maximo.
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Figura 4.1. Deslocamento do veiculo. Caso 1.
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Figura 4.2. Aceleracao para o caso 1.
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Figura 4.3. Velocidade para o caso 1.
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Considera-se agora uma nova situacdo, chamada de caso 1 modificado, com
uma nova condig&o inicial da velocidade, de 60 m/s (216 km/h), na mesma pista.
Aqui o veiculo atinge a sua velocidade maxima, e o programa de otimizacao gera
como resposta a aceleracdo inicial para a qual o veiculo sempre permanece
acelerando durante todo o percurso na pista. A velocidade final do veiculo ao
percorrer o trecho é 90 m/s (325 km/h) e a aceleragéo inicial é de 10,5908 m/s?
(1,06g). O tempo resultado da otimizagdo é 11,9472 segundos e a distancia
percorrida € de 1000 metros. As Figuras 4.4 até 4.6 ilustram os resultados da

simulacéo.

Deslocamento espacial do veiculo
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Figura 4.4. Deslocamento do veiculo, caso 1 modificado.
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Figura 4.5. Aceleracao para o caso 1 modificado.
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A otimizacdo entende que aqui acontece um movimento acelerado por tanto
ele gera uma aceleragdo inicial maxima para que o veiculo consiga sua maxima
velocidade possivel ao final do trecho. O caso foi feito principalmente para avaliar
a reposta do procedimento de otimizacao as restricdes de velocidade, os resultados
sdo totalmente satisfatorios.

Ainda ndo utilizando a aceleragdo maxima, como no caso 1, o veiculo
percorre a mesma distancia no menor tempo no caso 1 modificado, isto ja que a

velocidade inicial € maior nesta condicéo.

Velocidade vs Distancia
95 T T T
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60 I I
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Figura 4.6. Velocidade para o caso 1 modificado.

4.3
Caso 2: Aceleracao e velocidade constante em linha reta.

Neste caso, ttm-se as mesmas condicdes do Caso 1 modificado, mas aqui
acrescenta-se uma variavel a mais no problema de otimizac¢do: um ponto onde se
consegue atingir a velocidade maxima, a partir do qual ele ird se deslocar com
velocidade constante. Para estas condicOes se espera que o veiculo sempre tenha
sua aceleracdo inicial maxima, e se conseguir chegar na velocidade maxima
possivel, devera permanecer com ela até o final do trecho.

Com velocidade inicial de 60 m/s (216 km/h), o tempo minimo de percurso
é 11,7055 segundos, a aceleragdo méaxima no inicio é 15 m/s® (1,5g), e o ponto
onde termina a aceleracdo longitudinal do veiculo esta a 756,6396 m do ponto
inicial, ou seja a 75,7 % da distancia total percorrida de 1000 metros. As Figuras

5.7 até 5.9 ilustram os resultados da simulagéo.
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No caso 2 consegue-se menor tempo de percurso em comparagdo ao caso 1
modificado, isto por que no caso 2 pode-se ter a liberdade de chegar até a
aceleracdo inicial maxima (1,5g) e também até a velocidade maxima possivel (325
km/h).

Os resultados obtidos mostram que ndo apenas o valor da aceleragcdo €
importante para otimizar da trajetoria do veiculo, também sdo muito importantes
0s pontos (na distancia) onde as aceleragdes foram aplicadas, chegando a simular
comportamento dinamico do modelo massa pontual pela unido destas variaveis.
Por exemplo, nada adianta ter aceleragdes maximas em trechos de aplicacdo muito
pequenos, ja que a velocidade do veiculo ndo aumenta muito alem de nao ser um
comportamento real dos veiculos terrestres; portanto ndo se deve perder de vista a
faixa de resultados que fazem do comportamento do modelo consistente e

possivel de ser aplicado nos casos reais.

Deslocamento espacial do veiculo
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Figura 4.7. Deslocamento do veiculo, caso 2.
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Figura 4.8. Aceleracao para o caso 2.
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Velocidade vs Distancia
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Figura 4.9. Velocidade em funcéo da distancia percorrida, caso 2.

4.4
Caso 3: Desaceleracédo e entrada de uma curva.

Neste caso o veiculo entra a uma curva, entdo inicialmente deve
desacelerar para diminuir a velocidade e assim conseguir realizar a manobra
lateral. A velocidade inicial é de 70 m/s (252 km/h). O proposito principal desta
situacdo é verificar como o veiculo varia sua direcdo com maior sucesso.
Considera-se um comando de parada na simulagdo quando o veiculo atinge 15 m
na posicao lateral (eixo Y). Para simplificar a analise, define-se uma curva como a
unido de duas pistas retas, Adiante as curvas serdo construidas pela conexdo em
sequiéncia de circunferéncias e retas.

Neste caso as varidveis de otimizacdo sdo as aceleracdes longitudinal e
lateral, independentes entre si, e as respostas encontradas pela otimizagéo foram:
0 tempo minimo é 0,9937 segundos, a desaceleracio inicial é 12,0360 m/s® (1,2g),
a distancia total percorrida pelo veiculo € 67,6126 m, e a aceleracao lateral final
do veiculo é 50 m/s® (5g). As Figuras 4.10 até 4.13 ilustram os resultados da
simulacgdo. Nota-se na Figura 4.13 que a velocidade diminui de 70 m/s (252 km/h)
até 67,55 m/s (243,18 km/h). Na Figura 4.14 tem-se o Diagrama GG em azul
representado juntamente com o Circulo de Aderéncia do veiculo, onde se verifica
comportamento das duas aceleragbes, que estdo dentro do esperado, nao
ultrapassando os limites fisicos estabelecidos.

Aqui no trecho estdo superpostas duas condicdes, uma de desaceleracao
longitudinal e outra de aceleracdo lateral (entrada na curva), entdo, o veiculo tenta

fazer a trajetéria Otima tentando conservar a maior velocidade possivel para
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permitir fazer as manobras do movimento lateral. Pode se ver mais claramente no

diagrama GG que o veiculo utiliza toda a capacidade de aceleracdo lateral e

apenas um pouco de desaceleracao longitudinal, gerando assim uma curva suave.

Deslocamento espacial do weiculo
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Figura 4.10. Deslocamento do veiculo, caso 3.
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Figura 4.11. Aceleracéo para o caso 3.
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Figura 4.12. Aceleracdo lateral para o caso 3.
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Velocidade vs Distancia
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Figura 4.13. Velocidade em funcéo da distancia percorrida, caso 3.
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Figura 4.14. Diagrama GG (azul) sobre o Circulo de Aderéncia (vermelho), caso 3.

Agora, analisa-se uma situacdo muito parecida, mas numa pista com maior
comprimento, denominado de Caso 3 modificado, no qual sdo adotadas as
mesmas condi¢Oes iniciais anteriores. O tempo minimo conseguido é 1,3963
segundos, a desaceleracéo longitudinal inicial é 0,1420 m/s? (0,01g), a distancia
total percorrida no trecho é 97,6168 m, e a aceleracdo lateral méxima obtida é
33,6394 m/s® (3,36g). As Figuras 4.15 até 4.21 ilustram os resultados da
simulacéo.

Aqui o veiculo faz uma trajetdria 6tima com a mesma tendéncia que no caso
anterior, mas devido a seu maior comprimento da pista o veiculo ndo precisa
utilizar toda sua capacidade de aceleragdo lateral e a desaceleracdo longitudinal é

muito pequena j& que ndo € preciso diminuir a velocidade para fazer as manobras
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da trajetéria 6tima, entdo o veiculo esta se movimentando quase a velocidade

constante como pode se ver na Figura 4.19 onde a velocidade ndo varia muito.
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Figura 4.15. Deslocamento do veiculo, caso 3 modificado.

35

Aceleracio Y (msd)

Aceleracéo lateral vs Distancia

10

20

I I I
30 40 50 60 70 80 90 100
Distancia X (m)

Figura 4.16. Aceleracao lateral para o caso 3 modificado.
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Figura 4.17. Desaceleracdo para o caso 3 modificado.
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Figura 4.18. Diagrama GG (azul) sobre o Circulo de Aderéncia (vermelho), caso 3.
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Figura 4.19. Velocidade em funcéo da distancia percorrida, caso 3 modificado.

No diagrama GG do veiculo pode-se ver que para fazer a trajetoria 6tima o
veiculo apenas precisa parte da capacidade de aceleracdo lateral, isto significa que
0 veiculo pode fazer curvas menores com muita facilidade ja que além de utilizar
a capacidade maxima de aceleracdo lateral (5g) pode também utilizar sua
desaceleracdo para ajudar a percorrer uma curva de raio menor. Finalmente pode-
se dizer que € muito favoravel juntar a desaceleracdo longitudinal e a aceleracdo
lateral no movimento de entrada na curva, esta unido amplia uma maior faixa de
possibilidades para percorrer ainda mais tipos ou tamanhos de curvas.

Neste caso também apresenta-se os graficos do raio de curvatura e da

atitude do veiculo, dos quais pode se concluir que o comportamento do modelo
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massa pontual esta respondendo satisfatoriamente pois é préximo aos veiculos de

competicéo.

Raio de Curvatura vs Distancia
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Figura 4.20. Raio de curvatura instantaneo em funcgdo da distancia, caso 3 modificado.

Atitude do veiculo vs Distancia
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Figura 4.21. Atitude do veiculo (dngulo de yaw) em funcéo da distancia, caso 3
modificado.

4.5
Caso 4: Aceleracéo e saida de uma curva.

Neste caso, analisa-se as condi¢fes na saida de uma curva de modo a avaliar
0 que ocorre quando se inicia a transferéncia da aceleracdo lateral em
longitudinal. Para tratar este problema deve-se incluir uma nova condigdo inicial
além da velocidade, suposta como inicialmente de 70 m/s (252 km/h), que é a
atitude do veiculo, indicando a sua direcéo ao iniciar a saida da curva, considerada

com 25° (0,436 rad) em relacdo ao referencial inercial.
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O tempo minimo obtido é 0,6050 segundos, a aceleracdo longitudinal inicial
é 50022 m/s® (0,59), a distancia total percorrida no trecho é 42,6995 m, a
aceleracdo lateral inicial é de 48,9933 m/s® (4,89g). As Figuras 4.22 até 4.28
ilustram os resultados da simulacéo.

O comportamento do veiculo € segundo esperado, pois ele vai tentar
acelerar o méaximo possivel para ganhar velocidade mas respeitando as restricdes
impostas na otimizacdo, e também pegar a aceleracdo lateral necessaria para fazer
a manobra da curva. As aceleracGes ficam dentro do circulo de aderéncia do
veiculo, na Figura 4.25 pode-se ver que o veiculo apenas pode utilizar um pouco
da capacidade de acelerar longitudinalmente, isto devido as restri¢bes impostas, e
utiliza quase toda a sua capacidade de acelerar lateralmente.

Discute-se a seguir uma conclusdo interessante obtida da analise deste caso.
A aceleracio total inicial de 49,248 m/s® (4,92g), é menor que aceleraco limite,
como se pode ver na Figura 4.25 através do Diagrama GG. A combinacdo das
aceleracbes € que torna possivel o veiculo obter a trajetoria O6tima em um
determinado percurso, e com certeza pode-se aumentar alguma das duas
aceleragdes e ndo conseguir a trajetoria 6tima para o tempo minimo. Por exemplo,
se a aceleracdo longitudinal é aumentada, o veiculo sai fora da pista, e se
aumenta-se a aceleracdo lateral a distancia percorrida é maior, isto €, nem sempre
o0 veiculo vai se movimentar com as aceleragcdes maximas (forcas maximas) para

se obter o tempo minimo.
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Figura 4.22. Deslocamento do veiculo, caso 4.
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Na Figura 4.22, apresenta-se o deslocamento espacial do veiculo, a trajetoria
Otima aparentemente tira fora da pista ao veiculo ao final da pista, tem-se a
certeza que dentro dos limites impostos no problema de otimizacdo o veiculo
satisfaz todas as restricdes, somente que em nenhum momento se restringe a
atitude final do veiculo, é por isso que o veiculo pode ter ao final da pista
qualquer atitude, o que acontece fora da pista utilizada no processo de otimizagéo
ndo esta considerado no problema, agora para ter certeza que o veiculo vai ficar
dentro da pista depois do trecho considerado no problema de otimizacdo, como se
desejaria neste caso, simplesmente faza-se uma pista de maior comprimento na
saida da curva, com longitude suficiente para fazer que a atitude final do veiculo

seja aproximadamente paralelo a direcdo final da pista.

Aceleracgéo lateral vs Distancia
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Figura 4.23. Aceleracao lateral para o caso 4.
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Figura 4.24. Aceleracao para o caso 4.
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Diagrama G-G
50| S — E
40}t P \‘ 4
30+ e ‘ R
20 / B
g 1 ‘ 1
l% O |- .
§ -10F ‘ R
20+ \ il
30 \\\ ‘ 4
40l ~ _ l‘ ,
50 T — il
. . . . . . . .
-50 -40 -30 -20 -10 [0} 10 20 30
Aceleragéo longitudinal

Figura 4.25. Diagrama GG (azul) sobre o Circulo de Aderéncia (vermelho), caso 4.
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Figura 4.26. Velocidade em funcéo da distancia percorrida, caso 4.

A velocidade do veiculo ndo aumenta muito ainda o veiculo tenha
aceleracgdo inicial, isto devido a pequena distancia percorrida.

O raio de curvatura do veiculo se aumenta rapidamente na pequena distancia
percorrida, isto devido a que a aceleracdo lateral diminui e a velocidade do
veiculo aumenta; a atitude do veiculo fica quase constante ao final do movimento,
ja que a aceleracdo lateral responséavel pela mudanca de direcdo do veiculo vai
diminuindo até ser nulo. Finalmente pode-se concluir que durante a saida da curva
o veiculo fard poucas manobras enquanto a mudanga de direcdo pois a dinamica
ndo permite muita coisa na dindmica lateral, mais sim na dinamica longitudinal,
que é o objetivo da saida, acrescentado a velocidade. Pelo tanto o ponto onde se

inicia a saida da curva tende a ser quase ao final da curva mesmo.
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Raio de Curvatura vs Distancia
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Figura 4.27. Raio de curvatura instantaneo em funcao da distancia, caso 4.
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Figura 4.28. Atitude do veiculo (&ngulo de yaw) em funcéo da distancia, caso 4.

Agora, analisa-se 0 que acontece se 0 veiculo esta se movimentando com
uma velocidade inicial muito menor, de 10 m/s (36 km/h), e angulo inicial de 25°
(0,436 rad), na mesma pista. Este caso se denomina Caso 4 modificado.

Os resultados obtidos sdo: tempo minimo de 2,4190 segundos, a aceleracéo
longitudinal inicial é 15 m/s? (1,5g), a distancia total percorrida é 40,5854 metros,
e a aceleracdo lateral inicial é 7,1547 m/s® (0,72g). As Figuras 4.29 até 4.35
ilustram os resultados da simulagéo.

Neste caso o0 veiculo utiliza toda sua capacidade de aceleracao longitudinal e
apenas um pouca da aceleracdo lateral, Figura 4.32, com pouca aceleracdo lateral
é possivel mudar a direcdo do veiculo ja que este inicia seu movimento com
velocidade “pequena”. Aqui o tempo de percurso € maior que no caso anterior,

devido a velocidade menor, mas a distancia percorrida € menor em comparagao ao
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caso anterior, mas esta distancia percorrida menor apenas foi possivel obté-la a

uma velocidade relativamente pequena; isto indica que o processo de otimizagédo

deve de chegar a equilibrar o valor da velocidade e a distancia percorrida,

conseguindo assim a maior velocidade e a menor distancia percorrida com o fim

de obter a trajetoria 6tima minimizando o tempo.

A aceleracdo total maxima do movimento acontece no inicio, 16,62 m/s”

(1,669), e no final do movimento, o veiculo esta sem aceleragdo; no final do

trecho a atitude do veiculo é aproximadamente paralelo a direcdo da pista, é

diferente que no caso anterior mas trata-se do mesmo problema apenas com a

variacdo da velocidade inicial, isto mostra quanto é que pode alterar a velocidade

no tragado da trajetoria 6tima para um mesmo problema de otimizacg&o.
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Figura 4.29. Deslocamento do veiculo, caso 4 modificado.
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Figura 4.30. Aceleracao lateral para o caso 4 modificado.
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Aceleracgéo longitudinal vs Distancia
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Figura 4.31. Aceleracao para o caso 4 modificado.
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Figura 4.32. Diagrama GG (azul) sobre o Circulo de Aderéncia (vermelho), caso 4
modificado.
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Figura 4.33. Velocidade em funcéo da distancia percorrida, caso 4 modificado.
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Raio de Curvatura vs Distancia
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Figura 4.34. Raio de curvatura instantaneo em funcgdo da distancia, caso 4 modificado.
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Figura 4.35. Atitude do veiculo (&ngulo de yaw) em funcao da distancia, caso 4

modificado.

4.6
Caso 5: Velocidade constante em curva.

Neste caso a velocidade é constante durante todo tempo de percurso,
suposta em 50 m/s (180 km/h), e o veiculo vai percorrer uma curva muito maior,
de raio 50 metros. As variaveis do problema de otimizacdo sdo a aceleracéo lateral
e 0s pontos onde se aplicam as aceleracdes dentro da distancia percorrida pelo
veiculo.

Vai ser empregado agora nas simulacdes o modelo dinamico desenvolvido
no Capitulo 2 com intencdo de avaliar as caracteristicas do comportamento do

veiculo ao percorrer uma determinada trajetoria, obtida por uma representacéo
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mais simples, modelo massa pontual, comparando os resultados encontrados para
ambos os modelos.

Os resultados da otimizacdo sdo: o tempo minimo é 4,0692 segundos, a
aceleracdo lateral maxima utilizada para fazer a trajetéria 6tima é 37,1669 m/s’
(3,729), o ponto de inicio da aceleracdo lateral esta a 29,5759 m do ponto de
partida, o local aonde se chega a aceleragdo maxima esta a 60,6949 m da partida,
0 ponto de saida da curva (inicio da desaceleracdo lateral) esta a 95,4724 m do
ponto inicial, o local aonde a aceleracdo lateral ¢ completamente nula esta a
124,2326 m da partida, e finalmente a distancia total percorrida pelo veiculo é
203,4598 metros. As Figuras 4.36 até 4.42 ilustram os resultados da simulacao.

Nota-se que para trajetorias retas o raio de curvatura tende ao infinito, e
neste caso, 0 raio minimo obtido é 67,26 metros (acontece durante a aceleracéo
lateral méxima). Segundo o Diagrama GG o veiculo ndo precisa de toda a
aceleracdo lateral que pode dar, desde que faca mudar de direcdo ao veiculo para
obter a trajetdria 6tima sem sair da pista. O trecho de entrada & curva € mais curta
comparada com o trecho de saida da curva, mesmo assim na entrada da curva se

consegue mudar mais a dire¢do do veiculo.

Deslocamento espacial do veiculo
140 ‘ ‘
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40 +

Deslocamento Y (m)
D
o

20+

1
0 50 100 150
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Figura 4.36. Deslocamento do veiculo, caso 5.
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Aceleracéo longitudinal vs Distancia
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Figura 4.37. Aceleracao longitudinal, caso 5.

Aceleracéo lateral vs Distancia
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Figura 4.38. Aceleracao lateral, caso 5.

Diagrama G-G
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Figura 4.39. Diagrama GG (azul) sobre o Circulo de Aderéncia (vermelho), caso 5.
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Tanto no Diagrama GG quanto na figura da aceleracdo lateral o
comportamento do veiculo é segundo esperado, neste caso de velocidade
constante apenas se busca os pontos 6timos de aplicacdo da aceleracéo lateral; da
figura onde se apresenta o raio de curvatura pode se ver que o trecho de entrada na
curva é menor gque na saida da curva, aqui também € relevante que o trecho onde a
aceleracdo lateral é constante (no médio da curva) tem maior longitude que nos
extremos, isto mesmo pode se ver na Figura 4.42 onde da para diferenciar trés
comportamentos diferentes ao percorrer a curva, um comportamento transiente
onde a atitude do veiculo sai de ser constante para uma variagdo quase linear
(comportamento permanente), que acontece no médio da curva, e depois outro
comportamento transiente & saida da curva onde a atitude passa a ser constante

novamente j& que a aceleracdo lateral vai se anular.

velocidade vs Distancia
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49.2 - -

49 I I I I I I I I I I
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Figura 4.40. Velocidade em fun¢éo da distancia percorrida, caso 5.

Raio de Curvatura vs Distancia
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Figura 4.41. Raio de curvatura instantaneo em funcao da distancia, caso 5.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421081/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421081/CA

148

Atitude do weiculo vs Distancia

Atituoe (rad)
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Figura 4.42. Atitude do veiculo (dngulo de yaw) em funcao da distancia, caso 5.

Apresenta-se a seguir o comportamento do veiculo, representado pelo
modelo dindmico ndo linear do Capitulo 2, na trajetéria 6tima obtida para o
veiculo com velocidade constante, determinada pelo modelo massa pontual. Os
resultados encontrados s&o mostrados nas Figura 4.43 até 4.56.

Nota-se na Figura 4.43 que o veiculo tenta seguir a trajetoria 6tima, através
de uma malha de controle que foi desenvolvida em [11]. O controle que aqui se
utiliza para a avaliacdo foi criado para um Modelo Veicular Cinematico onde
ainda ndo se considera o comportamento dindmico do veiculo, pelo qual se espera
que nos resultados exista uma diferencia significativa nas trajetorias definidas
pelo modelo massa pontual e 0 modelo dindmico do veiculo, isto pode se ver na
Figura 4.43 (trajetoria de cor vermelha), mais ainda existe uma diferenca nas
trajetdrias elas, delas terem a mesma tendéncia.

Na Figura 4.44 vé-se que o angulo méaximo do volante é 90°, mas neste caso
somente precisa-se de 14° para realizar a curva. A flutuacdo do comportamento do
volante é devida ao controle empregado. Na Figura 4.45 nota-se que os angulos de
estercamento das rodas dianteiras ttm um valor maximo de aproximadamente
4,5% e pode-se notar que a roda esquerda tem maior angulo quando o veiculo gira
para a esquerda, 0 comportamento € totalmente l6gico.

Os angulos de deriva (Figura 4.46) dependem dos parametros do
movimento, como a velocidade longitudinal e a velocidade angular de yaw do
veiculo. Os resultados obtidos mostram que os angulos de deriva traseiro

aumentam mais durante uma curva. Como modelo matematico das forcas laterais
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foi desenvolvido para angulos de deriva menores a 10° aproximadamente,
verifica-se que os resultados estdo dentro da faixa.

Na Figura 4.50 nota-se que as forcas nos pneus no lado direito no veiculo
sdo maiores, indicando que o veiculo se inclina pela direita ao fazer a curva,
existindo “transferéncia de massa” para a direita do veiculo. Na Figura 4.51
pode-se ver a resposta ao tempo da aceleracdo lateral, que se assemelha bastante
daquela obtida pelo modelo massa pontual, incluindo apenas algumas flutuacdes
devido as manobras de controle. Nota-se que a aceleracdo lateral atinge a pouco
mais dos 50 m/s, limite superior imposto no problema de otimizag&o.

As aceleracdes angulares do angulo de yaw sdo muito mais relevantes que
as outras duas aceleracdes angulares (Figuras 4.52). O angulo de yaw final
(Figura 4.55) é muito proximo a direcdo da pista (60°), por alguns instantes ele é
maior, indicando um comportamento sobre-estercante, mas depois atinge um
valor menor, levando a concluséo que o sistema de controle consegue estabiliza-lo
adequadamente. Os valores dos angulos de roll e pitch (Figura 4.56) estdo dentro

do esperado, sendo praticamente despreziveis nas condi¢cdes consideradas.

Deslocamento espacial do weiculo
140 T T T T
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Figura 4.43. Trajetéria percorrida pelo modelo dinamico (azul).
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Figura 4.44. Volante do veiculo no tempo, modelo dinamico.
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Figura 4.45. Angulos de estercamento dianteiros, modelo dinamico.
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Figura 4.46. Angulos de deriva no tempo, modelo dinamico.
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Comparando as trajetorias descritas pelos modelos dindmico ndo linear e
massa pontual, o modelo dindmico tem um atraso na resposta ao controle, mas o
modelo dinamico utiliza sua maxima forca lateral para tentar seguir a trajetoria
Otima, a forca lateral maxima acontece quando os angulos de deriva chegam até
8°, na Figura 4.47 d& para ver que a forca lateral chega até seu valor maximo por
um instante de tempo. Da mesma forma se gera um perfil de aceleracdo lateral, na
Figura 4.51, onde o modelo dindmico utiliza a méxima aceleracao lateral possivel
por um instante de tempo, isto tem a mesma tendéncia que o perfil da aceleragéo
para 0 modelo massa pontual. O comportamento oscilante dos momentos, forcas e
os angulos séo totalmente aceitaveis pela dindmica do veiculo, entdo pode-se dizer

gue os resultados sdo consistentes.

Forcas Laterais em cada Pneu
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Figura 4.47. Forcas laterais no tempo, modelo dindmico.
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Figura 4.48. Forcas totais nos eixos x e y, modelo dindmico.
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Figura 4.49. Momento no eixo z, modelo dindmico.
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Figura 4.50. Forgas normais em cada pneumatico, modelo dinamico.
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Figura 4.51. Aceleracéo do veiculo, modelo dindmico.
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Figura 4.52. Aceleracéo angular do veiculo, modelo dinamico.
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Figura 4.53. Velocidade de yaw, modelo dindmico.
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Figura 4.54. Velocidades angulares de roll e pitch, modelo dindmico.
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Angulo YAW do weiculo no tempo
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Figura 4.55. O angulo de yaw no tempo, modelo dindmico.
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Figura 4.56. Os angulos de roll e pitch no tempo, modelo dinamico.

4.7
Caso 6: Movimento geral.

Neste caso vé@o ser conectados harmoniosamente todos 0s movimentos
analisados anteriormente, de modo a assim gerar uma trajetoria geral. Para
auxiliar na interpretacdo vai se trabalhar com a mesma pista adotada para
velocidade constate, e assim poder comparar 0s resultados encontrados. Espera-se
ter um melhor resultado neste Gltimo caso. A velocidade inicial é de 50 m/s (180
km/h). O objetivo é o veiculo chegar no tempo minimo ao final da pista, definido
por uma linha vertical que fica a 150 m no eixo longitudinal do referencial global.

A atitude inicial é zero. Considera-se que veiculo inicia percorrendo uma linha
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horizontal e pelo meio da pista. Provavelmente véo ser obtidos outros valores para
os resultados da otimizag&o, se o veiculo inicia sua trajetoria no extremo inferior
da pista ou no extremo superior. Lembra-se que agora a velocidade é variavel e o
veiculo ira desacelerar para poder realizar a manobra lateral.

O tempo minimo obtido pela otimizacdo é 3,8376 segundos, muito menor
que no caso de velocidade constante. A aceleracdo méxima é 35 m/s?, menor que
no caso anterior. O ponto de inicio da aceleracdo lateral é 30,3462 m, indicando
que nesta situacao a aceleracdo lateral se inicia mais tarde, mais perto da curva. O
ponto onde a aceleracdo lateral atinge a seu maximo valor é 50,1346 m, que
comparado ao caso anterior caso indica que consegue-se chegar antes a0 maximo
valor, entdo a distancia aonde a aceleracéo lateral é transiente na entrada da curva
€ menor. O ponto onde a aceleracdo lateral comeca a diminuir é 82,7 m, entdo a
saida da curva inicia antes que para velocidade constante. O ponto onde a
aceleracdo lateral é nula é 203,3533 m, entdo o trecho aonde a aceleracéo lateral
diminui € mais longo que no caso anterior. A distancia total percorrida pelo
veiculo é 2003,3533 m, menor quando comprado com o caso de velocidade
constante, indicando que se faz uma curva mais suave, e a aceleragédo longitudinal
é maxima 15 m/s?, ocorrendo durante toda a saida da curva. As Figuras 4.57 até
4.63 ilustram os resultados da simulacao.

Nota-se que a desaceleracdo na entrada da curva é minima, 0,11 m/s2, isto
ocorre por que a velocidade € relativamente pequena e ndo se precisa diminui-la
para fazer a curva. Apenas se diminui a velocidade para realizar uma curva mais
suave, e entdo a distancia percorrida € menor. Existe uma pequena desaceleragdo
do veiculo na entrada da curva, fazendo a velocidade variar. A velocidade inicial
foi 50 m/s (180 km/h), a velocidade minima ao fazer a curva de 49,964 m/s
(179,87 km/h), esta variacdo de velocidade é muito pequena quase imperceptivel.
O raio de curvatura minimo é de 71,3258 m, que é maior do que aquele
encontrado no caso de velocidade constante, por isso a curva é mais suave. A
velocidade mé&xima que do veiculo ao percorrer o trecho (depois da aceleracdo
longitudinal) é 57,0444 m/s (205,36 km/h), e a sua atitude varia de zero até
1,0254 rad (58,75 °).

Os resultados da otimizacdo neste caso sdo muito proximos aos obtidos no
caso de velocidade constante, por exemplo no perfil de velocidades obtidas da

otimizacdo sdo muito similares; mas existe uma diferencia maior no diagrama GG


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421081/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0421081/CA

156

ja que ali aparece a aceleracdo longitudinal que o veiculo precisa para obter a
trajetoria Otima, aqui o veiculo utiliza toda a aceleragdo disponivel na saida da
curva, e a velocidade se incrementa rapidamente (Figura 4.61) na saida da curva.
Em modo geral o comportamento do veiculo para gerar a trajetoria 6tima se
resume na aceleracdo do veiculo a saida da curva, para acrescentar a velocidade e

diminuir o tempo.

Deslocamento espacial do weiculo
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Figura 4.57. Deslocamento do veiculo, caso geral.
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Figura 4.58. Aceleracao lateral para o caso geral.
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Figura 4.59. Aceleracao longitudinal, caso geral.
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Figura 4.60. Diagrama GG (azul) sobre o Circulo de Aderéncia (vermelho), caso geral.
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Figura 4.61. Velocidade em fun¢éo da distancia percorrida, caso geral.
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Raio de Curvatura vs Distancia
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Figura 4.62. Raio de curvatura instantaneo em funcdo da distancia, caso geral.
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Figura 4.63. Atitude do veiculo (dngulo de yaw) em funcao da distancia, caso geral.

Na Figura 4.64, apresentam-se as duas trajetorias obtidas do problema de
otimizacdo, estas sdo proximas, mas a trajetoria para a velocidade variavel é mais
suave, quer dizer, o raio de curvatura instantdneo do veiculo aparece numa
distancia maior que no caso a velocidade constante.

A atitude do veiculo ao final da pista fica melhor no caso de velocidade
variavel, isto por que a velocidade do veiculo ao inicio da saida da curva € menor
que no caso de velocidade constante e entdo facilita a dinamica lateral, gerando

assim maior mudanca na direcdo do veiculo.
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Deslocamento espacial do veiculo
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Figura 4.64. Comparacdo das trajetdrias 6timas, caso geral.

4.8
Caso 7: Movimento em duas curvas consecutivas.

Para completar as analises dos resultados de otimizacdo, faz-se um caso
final no qual vai-se considerar também todos movimentos antes analisados. Agora
0 veiculo se deslocard em uma pista com seguintes caracteristicas: inicialmente
uma reta de 100 metros, depois uma curva de 100 metros de raio e arco 60° em
seguida outra reta de 100 metros de comprimento, depois outra curva de 100
metros de raio e arco 120° e finalmente outra reta de aproximadamente 100
metros. O veiculo inicia seu movimento no ponto central da pista, com velocidade
inicial de 80 m/s (288 km/h). O tempo minimo é 7,6742 segundos.

Os resultados encontrados neste caso final s&o descritos a seguir. A
aceleracdo lateral maxima na primeira curva é 49,1903 m/s® e a aceleragéo lateral
méxima na segunda curva é 48,5650 m/s>. O ponto onde se inicia a entrada da
curva acontece a 77,0780 metros do ponto de partida; o local onde a aceleracdo
lateral chega a ser maxima é 128,2216 metros de distancia percorrida; o ponto
onde se inicia a saida da primeira curva acontece a 179,9789 da distancia
percorrida, entdo tem-se quase 52 metros desde o local onde a velocidade é
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constante e aquele em que aceleracdo lateral ¢ maxima. O ponto onde o veiculo
passa de uma curva para outra acontece em 253,4937 metros da distancia
percorrida; neste local o veiculo termina de sair da primeira curva e entra
imediatamente na segunda, indicando que ele desacelera longitudinalmente e a
aceleracdo lateral vai ser aumentada até seu valor maximo. O local onde acontece
a aceleracdo lateral maxima na segunda curva esta a 346,8754 metros da distancia
percorrida. A saida da segunda curva acontece a 425,5081 metros. A partir deste
ponto o veiculo vai acelerar longitudinalmente e sua aceleracdo lateral diminui até
se anular. Na segunda curva tem-se quase 79 metros com velocidade constante e
aceleracdo lateral maxima. O ponto final do movimento, que também é uma
varidvel de otimizacdo, esta a 547,2026 metros do ponto de partida, e esta € a
distancia total percorrida para que veiculo chegue a seu objetivo. As Figuras 4.65
até 4.71 ilustram os resultados da simulagdo.

Na Figura 4.68, verifica-se que a velocidade minima durante a entrada na
primeira curva € 74,8426 m/s, depois o veiculo acelera durante a saida da primeira
curva até 75,7454 m/s, em seguida desacelera para entrar na segunda curva e a
velocidade diminui até 65,3180 m/s. Finalmente ao sair da segunda curva o
veiculo acelera e a velocidade final é aproximadamente 69,72 m/s.

J& na Figura 4.69, nota-se que veiculo inicia 0 movimento com um raio de
curvatura instantaneo infinito, ja que se desloca em linha reta. Quando faz a curva
0 raio diminui até atingir a um minimo para cada curva. O raio minimo na
primeira curva € +113,8724 metros, e o sinal positivo indica que a curva é para
esquerda; e na segunda curva o raio instantaneo minimo é -87.8501 metros, € 0
sinal negativo indica que a curva é a direita.

Pela Figura 4.70, vé-se como a atitude do veiculo varia segundo o tempo
transcorrido. O veiculo inicia com atitude zero (angulo de yaw), e a atitude
méaxima durante 0 movimento é + 0,9459 rad (54,2 °). Ao final do movimento o
veiculo fica com atitude de valor —1,0479 rad (60,04 °), e o sinal negativo indica
que o sentido é negativo em relacdo ao sistema de referéncia, ou seja, o veiculo
estd girando para a direita. O angulo de atitude de saida é muito préximo da
direcdo da pista, entdo pode-se considerar que o veiculo sai dos trechos de curva
na direcdo da pista e segue em frente em uma reta.

No Diagrama GG mostrado na Figura 4.71, pode-se notar dois poligonos

diferentes: aquele que fica no lado positivo da aceleracéo lateral, correspondente


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421081/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421081/CA

161

ao movimento na primeira curva; e o outro poligono, correspondente a segunda
curva. Segundo esta figura vé-se que na primeira curva o veiculo tem menor
aceleracao longitudinal que na segunda curva, mas se aplica maior desaceleracéo
longitudinal na primeira curva do que na segunda. Nota-se que na entrada da
primeira curva o veiculo desacelera com 47,2964 m/s?>, e durante todo o
movimento as aceleragdes estdo dentro da faixa do admissivel do Circulo de
Aderéncia, como mostrado pelo Diagrama GG. Na saida da primeira curva o
veiculo acelera com 3,8178 m/s, e neste movimento de aceleracdo longitudinal e
aceleracdo lateral tem-se uma aceleragdo maxima de 49,34 m/s?, que se encontra
dentro do Circulo de Aderéncia. Na entrada da segunda curva o veiculo desacelera
com 44,1679 m/s®, e na saida da segunda curva acelera com 11,6745 m/s®. Neste
movimento tem-se uma aceleracdo méaxima de 49,95 m/s?, indicando que neste

caso utiliza-se a aceleracdo maxima que o veiculo pode suportar.

Deslocamento espacial do veiculo
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Figura 4.65. Deslocamento do veiculo, caso final.

Os estudos feitos na otimizacdo da trajetdria para 0 tempo minimo mostram
gue numa curva a trajetdéria 6tima tem a tendéncia de um arco de circunferéncia,
entdo nesta curva complexa é de esperar que o resultado tenda a ser de dois arcos
de circunferéncia, isto se pode ver na figura do deslocamento espacial do veiculo.
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Figura 4.66. Aceleracdo lateral, caso final.
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Figura 4.67. Aceleracéo longitudinal, caso geral.
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Figura 4.68. Velocidade em funcéo da distancia percorrida, caso geral.
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J& neste ultimo caso, onde se tem um comportamento mais complexo e
completo do veiculo, pode ser comparado aos resultados da telemetria; tanto perfil
das aceleracdes quanto o perfil da velocidade sdo muito proximas aos obtidas da
telemetria, num veiculo de competicdo. Se apenas consideramos o diagrama GG
do modelo massa pontual obtido ja da uma idéia da confiabilidade dos resultados,
pois a figura gerada dentro do circulo de aderéncia tem a tendéncia dos diagramas
GG obtidos experimentalmente.

Na figura onde se apresenta o raio de curvatura instantaneo, podem-se ver
trés movimentos diferentes, primeiro de entrada na curva aonde o raio de
curvatura vem do infinito e vai até um raio minimo (constante), um trecho onde o
raio de curvatura é constante, depois a saida da curva onde o raio de curvatura sai
de ser constante (minimo) e vai até o infinito; assim pode se identificar trés tipos
de movimento existentes em toda curva, dois transientes e um permanente
referido a aceleracdo lateral do veiculo, os movimentos transientes ficam aos

extremos da curva (entrada e saida da curva).

Raio de Curvatura vs Distancia
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Figura 4.69. Raio de curvatura instantdneo em funcdo da distancia, caso geral.

O comportamento dindmico do veiculo se explica da seguinte forma:

Na entrada de qualquer curva vai-se priorizar a aceleracdo lateral fixando
assim a direcdo do veiculo, para gerar no possivel uma trajetéria que se assemelha
a um arco de circulo “suave”, que satisfaca as restricbes impostas inicialmente,
submetendo assim a desaceleracdo, ja que esta serd utilizada quando se precisa

fazer uma manobra mas radical (pagando o custo de diminuir a velocidade).
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Atitude do veiculo vs Distancia
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Figura 4.70. Atitude do veiculo (dngulo de yaw) em funcao da distancia, caso final.
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Figura 4.71. Diagrama GG (azul) sobre o Circulo de Aderéncia (vermelho), caso final.

Na saida da curva vai-se priorizar a aceleracdo longitudinal, ja que ela
acrescenta diretamente a velocidade e minimiza o tempo, submetendo a
aceleragdo lateral pois seu valor méximo ja foi definido na entrada da curva. No
centro da curva onde a velocidade e a aceleragcdo angular sdo constantes, Util para
conservar esta variacdo da atitude do veiculo até se aplicar a saida da curva; o
tamanho deste movimento permanente depende da envergadura da curva, mas nas
pistas dos veiculos de competicdo onde se tém curvas rapidas este tipo de

movimento é minimo e até pode ser nulo.
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Finalmente, explicou-se o comportamento dindmico dos veiculos de

corridas, e como resumo do capitulo faga-se 0s seguintes comentarios:

Os resultados obtidos nos casos 1 e 2 sdo totalmente coerentes com processo
de otimizacdo, dando uma maior confiabilidade no tratamento do problema,
facilitando a compreensdo do comportamento do veiculo, apesar de considerar
apenas a aceleracao longitudinal.

Nos casos 3 e 4 podem-se ver os efeitos de acrescentar a dindmica lateral no
modelo matematico e como isto incrementa o nivel de complexidade da
otimizacdo. Para mudar a atitude do veiculo o movimento mais relevante é a
entrada na curva, ja que nela se estabelece uma maior mudanca na direcdo do
veiculo, 0 que pode ser visto através da variacdo do raio instantaneo de curvatura,
que é mais pronunciada na entrada da curva do que na saida. Durante a saida da
curva o veiculo tende a manter a direcéo final e a variacdo da atitude é pequena
em relacdo a entrada. Isto leva a uma conclusdo muito importante que o piloto
deve levar em consideracdo: para fazer uma trajetdria 6tima a entrada da curva
requer sua maior concentracdo, j& que durante este movimento se define

completamente a atitude do veiculo durante toda a curva.

No caso 5 apenas a aceleracdo lateral é tratada, uma vez que o veiculo se
movimenta com velocidade constante, mostrando apenas o0 comportamento da
dindmica lateral dos veiculos. Este caso foi utilizado para simular o modelo
dindmico n&o linear dentro de um malha de controle e comparar com o
comportamento do modelo de massa pontual empregado para a solucdo do
problema de otimizacdo. Os resultados da simulacdo do modelo dindmico ao
tentar percorrer a trajetoria 6tima definida pelo modelo massa pontual, ambos
“dirigidos” por uma malha de controle, possibilita entender as diferengas que
existem nos comportamentos das diferentes representagdes. Utilizando os mesmos
ajustes para a malha de controle, 0 modelo massa pontual consegue seguir a
trajetdria 6tima, mas o modelo dindmico, que € mais complexo e mais realista,
ndo acompanha de forma tdo adequada. Isto ndo indica uma deficiéncia do
modelo dindmico, mas provavelmente do ajuste dado a malha de controle, que nao

permite “controlar” a dinamica do veiculo. Nota-se que os angulos de deriva
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permanecem dentro da faixa valida dos 15°, e a aceleragdo lateral maxima fica
proxima aos 5g. O processo de otimizagdo gera resultados aceitaveis, e o controle
utilizado mostra a diferenca entre os comportamentos dos modelos do veiculo. A
dindmica veicular estd muito bem representada pelo modelo desenvolvido no

Capitulo 2.

O caso 6 utiliza a mesma pista do caso de velocidade constante, s6 que em
uma situacdo geral na qual estd se considerando tanto a dindmica longitudinal
quanto a dinamica lateral. Os resultados obtidos, em termos de tempo de percurso,
foram melhores do que no caso da velocidade constante, mostrando que ao se
empregar as duas dindmicas, o comportamento do veiculo € caracterizado de

forma mais adequada, e obtém-se resultados mais favoraveis.

No caso 7 os resultados nédo sdo facies de predizer, ja que o problema é mais
complexo do que nos anteriores, mas todos os resultados satisfazem os limites e
as consideracfes impostas, como pode ser visto diretamente no Diagrama GG.
Além disso os perfis de aceleracdo e velocidade sdo muito proximos aqueles
obtidos da telemetria dos veiculos de competigdo reais.
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Conclusoes

Para o estudo dos veiculos de competicdo é necessario adotar um modelo
dindmico ndo linear representativo desse sistema, levando em conta suas
caracteristicas em funcdo, principalmente, da variacdo da sua velocidade
longitudinal, de modo a determinar a trajetoria a ser percorrida e analisar as
possiveis estratégias de controle a serem empregadas para a obtencdo do menor
tempo de percurso.

Um modelo para velocidades constantes foi apresentado, e foram tratados os
principais topicos relacionados ao problema com velocidades variaveis, entretanto
ndo se chegou a concluir uma representacdo detalhada para os veiculos de
competicdo, incluindo tais caracteristicas.

No desenvolvimento do modelo dindmico procurou-se ndo simplificar,
dentro do possivel, 0 comportamento complexo dos veiculos de competicdo, mas
foram adotadas algumas hipdteses relevantes. Por exemplo, no que diz respeito a
deformacéo lateral dos pneumaticos, foi considerado que os angulos de deriva séo
relativamente pequenos, indicando entdo que o modelo produz resultados
confiaveis apenas nestas condi¢cdes, e por isso, se recomenda trabalhar para
angulos de deriva menores a 15°. Entretanto, tal hipGtese é aceitavel para os
veiculos de competicdo, ja que durante seu movimento tal varidvel é realmente
pequena (menores a 15°), por construcdo, e apenas em determinadas curvas,
percorridas com velocidade elevada, os pneus ultrapassam o limite imposto.

O procedimento da resolu¢do do problema de otimizacdo é a principal
inovacdo apresentada nesta dissertacdo. O objetivo inicial deste trabalho de
desenvolver uma metologia para determinacdo da trajetoria 6tima, utilizando as
ferramentas de otimizacdo encontradas no Matlab, foi alcangado
satisfatoriamente. Para tanto foi preciso empregar um modelo veicular muito
simplificado, considerando apenas uma massa pontual, de modo a possibilitar o
tratamento através de metodologias classicas de otimizacdo, sem a necessidade de

adotar técnicas de controle 6timo. Entretanto as principais caracteristicas fisicas
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dos veiculos de competicdo, influenciadas pelas aceleraces longitudinal e lateral,
estdo representadas nesse modelo. Foram considerados comportamentos para
essas varidves a partir dados reais obtidos pela telemetria, aproximando tais
aceleracdes por funcdes com perfil que as reproduzem, dentro de uma faixa de
erro aceitavel.

Os resultados obtidos nos diversos casos tratados mostram a validade do
tratamento do problema através de técnicas de otimizagdo, dando uma perspectiva
positiva no que diz respeito a retomada deste tema em futuros trabalhos. Ainda ha
muito que fazer, entretanto a base para novas investigacdes nesta area esta
apresentada e comprovada.

O emprego de um modelo dinamico mais detalhado para obtengdo da
trajetoria 6tima foi a maior dificuldade encontrada neste trabalho. A solucdo dada
através da adogdo do modelo massa pontual foi bastante criativa e oportuna,
merecendo ser mais explorada e melhorada, incluindo determinados efeitos
(dindmicos) encontrados no real comportamento dos veiculos de competicdo, sem
entretanto aumentar demasiadamente a complexidade da representacdo. O modelo
dindmico ndo linear deve continuar sendo empregado como elemento de
comparagdo, mas o problema de otimizacdo pode ser perfeitamente resolvido com
base em representacdes mais simples.

De forma geal, os resultados encontrados foram bastante satisfatorio, e
pode-se afirmar que os objetivos iniciais da dissertacdo foram cumpridos.
Mostrou-se que a dindmica veicular e a otimizacdo podem ser tratadas em
conjunto visando obter resultados que permitam estabelecer como melhorar o
desempenho de veiculos de competicdo em diferentes situacdes e condicbes de
dirigibilidade.
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5.1
Recomendacgoes

Um préximo passo imediato no tratamento do problema de otimizacéo é a
utilizacdo de um modelo simplificado do veiculo, que mantenha as caracteristicas
unicas do modelo massa pontual adotado, no que diz respeito a simplicidade, mas
que inclua os efeitos da velocidades angular de yaw e lateral, associada ao
deslocamento lateral (side slip), de modo a torna-lo mais préximo da realidade,
mas sem aumentar sua complexidade.

Para futuros trabalhos, sugere-se entretanto que o modelo detalhado do
veiculo continue a ser desenvolvido, acrescentando sua aceleracao e desaceleracao
como conseqiiéncia das forcas de tracdo e de frenagem, como discutido no final
do Capitulo 2. A representacdo da dinamica longitudinal deve ser mais elaborada,
incluindo, além dessas forcas, componentes como a caixa de mudanca das
marchas, entre outos, considerando também a deriva longitudinal dos pneus,
expressando mais detalhadamento o comportamento dos pneus.

Um outro item a melhorar é a implementacao do problema de otimizacao da
trajetdria aqui apresentada. Deve-se organizar o procedimento visando simplificar
a entrada dos dados e a apresentacdo dos resultados. Um outro desafio é
possibilitar a geragdo de casos genéricos, criando um “procedimento automatico”
para a definicdo de qualquer tipo de curva, ou pista, obtendo as solugbes da
otimizacdo de forma simples e direta.

Um item que néo foi explorado nesta dissertacao é o relativo ao controle do
modelo dindmico. A abordagem deste tema ajudara muito na simulacdo do
veiculo dentro da pista, ou tracado pré-determinado, possibilitando estabelecer as
manobras que o motorista deve fazer para seguir a trajetdria 6tima.

Nesta dissertacdo, para o caso geral tratado, considera-se a aplicacdo da
aceleracao lateral com algum nivel de aceleragdo longitudinal. Em trabalhos
futuros seria interessante analisar a aplicacdo destas variaveis de forma
independente, isto €, o trecho de aceleracdo longitudinal seria independente
daquele da aceleracdo lateral, podendo haver interceptacdo entre eles, mas
naturalmente determinada pelo procedimento de otimizacao.

Para melhor representar os reais perfis de aceleragdo, poder-se-ia

determinar, a partir dos dados de telemetria, expressdes para curvas que
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interpolassem tais varidveis, e empregéa-las no procedimento de otimizacéo
desenvolvido. Também seria interessante comparar os resultados encontrados pelo
tratamento dado nesta dissertacdo aqueles reais, obtidos do comportamento
medido dos veiculos de competicdo, de modo a verificar se a trajetoria 6tima esta
sendo seguida pelos pilotos, ou corretamente determinada pelo procedimento
apresentado.

Finalmente, seria muito interessante obter parametros construtivos e fisicos
de um veiculo de competicdo especifico, e trabalhar com base nesses valores, sem
aproximacdes ou médias, e com isto validar os resultados do modelo empregado e

melhorar o desempenho do veiculo em questao.
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Apéndice A.- Tratamento no programa Matlab/Simulink para a obtengdo dos
resultados do modelo dindmico n&o linear.

Existem muitas varidveis que podem ser obtidas como resultado da
simulacdo deste modelo, e para facilitar a observagéo, os graficos sdo separados
em grupos. A Tabela A.1 a seguir indica os comandos a serem executados para

obtencdo de graficos com os resultados depois da simulacéo.

Tabela A.1. Comandos do programa Matlab para visualizar todos os resultados do
modelo dindmico néo linear do veiculo.

Comando Descricéo

plotEnt Mostrara a funcédo entrada da volante (no tempo), e
0s angulos de estercamento das rodas dianteiras.

plotDeriva Mostrara os angulos de Deriva.

plotFlat Mostara as forcas laterais em cada pneu.

plotFnormal Mostraré as for¢as normais em cada pneu.

plotAerodinamica Mostrara as forgas aerodinamicas, longitudinal e
vertical.

plotFxyz Mostrara as forgas no plano xy, a forgas total no
eiX0 X € No eixo y, 0 momento total no eixo z .

plotAcelera Mostrara as aceleragdes em cada eixo do referencial
local do veiculo.

plotVelocidade Mostrara as velocidades, tanto velocidades
angulares quanto velocidade longitudinal e lateral.

plotSaida Mostrard os resultados finais do modelo, os trés
angulos de rotacdo yaw, roll e pitch, e as duas
posicdes X e y no tempo, e tambem mostrard o
deslocamento espacial do veiculo.

plotTodo Mostrara todos os resultados dos comandos
anteriores.

Apéndice B.- Obtencdo da trajetoria 6tima no Toolbox de Matlab.

Descreve-se a seguir o emprego da ferramenta computacional adotada para
a solugéo do problema de otimizagao descrito no Capitulo 3. O programa Matlab
possui rotinas pré-programadas para otimizar fungdes com restrigdes. Este pacote
de otimizacdo tem diversos algoritmos apropriados para diferentes casos.
Apresenta-se aqui apenas aqueles de interesse do problema a seguir resolvido.

A rotina empregada para minimizar uma fungéo escalar de muitas variaveis

com restricdes ndo lineares [26] é a “fmincon”. Para iniciar a procura do resultado
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6timo esta function precisa de uma estimativa inicial que deve ser estimada pelo
usuério. A “fmincon” utiliza um método de programacdo néo linear, que ndo sera
aqui tratado. A funcdo objetivo adotada pode ser de muitas variaveis, representada
por um vetor, mas que gera um escalar como resposta. As restri¢cdes podem ser
lineares ou ndo lineares. A escolha recaiu sobre esta function pois o problema de
trajetéria Otima é tipicamente ndo linear, tanto no que diz respeito a funcédo
objetivo quanto as restri¢des.

Para utilizar a function “fmincon” deve-se definir uma outra function em
Matlab que contém a funcdo objetivo: “myfun.m”; assim com uma que contém as
restricdes do problema de otimizacdo: “confuneq.m”. As restri¢es sdo divididas
em dois tipos: restricdes de igualdade, representada atraves de uma matriz Ceq(A)
onde A é o vetor que tem por componentes todas as variaveis de otimizacgdo; e as
restricdes de desigualdade, representada por uma matriz C(A). Para tratar do
problema de otimizagdo considerado, criou-se um programa Matlab dedicado
“Otimizar.m”, no qual define-se a funcdo objetivo e também as restricdes
utilizadas na rotina “fmincon”, e determina-se a trajetéria 6tima considerando o
tempo minimo.

Neste item explica-se o procedimento para a obtengéo da trajetéria 6tima em
um caso geral utilizando o programa Matlab. Os passos a seguir sao:

1. A sintaxe com que o programa trabalha que tem a seguinte forma:

[x,fval] = fmincon (@myfun,A0,[],[1.[1.[1.[1.[]1, @confuneq)

onde myfun é uma fungéo definida em Matlab que contém a funcédo objetivo,
confuneq é uma funcédo definida em Matlab que contém as restri¢Ges, e AO €
0 vetor que contém os valores iniciais das variaveis de otimizacdo. Esta
function devolve o vetor X com os valores de todas as variaveis que séo
resultados do problema de otimizacao, e o valor da funcdo objetivo fval.

2. A funcéo objetivo deve ser definida em myfun. Neste caso se quer minimizar
0 tempo, que depende do tipo de movimento do veiculo, conforme analisado
anteriormente. Em acelerag@o ou desaceleracdo ou velocidade constante, estas
funcBes estdo definidas no Capitulo 3. Caso se tenha um problema mais
complexo, no qual existem os trés tipos de movimento, simplesmente se

trabalha por trechos e se faz a soma dos tempos de cada trecho, ou seja,
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T= Tacelerat;éo + Tdesacelera(;éo + Tconstante

Deve-se lembrar que, ao se passar de um trecho a outro, se iguala as condicoes

finais as condicdes iniciais do outro.

Os valores iniciais que o programa precisa para fazer as iteragdes encontram-

se na funcdo Otimizar, definidos da seguinte forma

A0 = [AO(l),AO(z),AO(g,), ]

Lembra-se que na func¢do Otimizar chama a function “fmincon”

As restricdes sdo definidas em confuneg. O nimero de restricdes depende da
complexidade da funcdo objetivo, assim como o numero de valores iniciais,
que estdo associados ao tipo de movimento que se quer analisar. Em um caso
geral, no qual estdo presentes todos o0s tipos de movimentos antes
mencionados, tem que se considerar também o tipo de pista que o veiculo vai
percorrer. Isto €, se 0 veiculo faz uma curva simples ou uma curva dupla, ou
simplesmente uma reta. Se o veiculo faz alguma curva, deve-se levar em conta
a aceleracdo lateral e os seus efeitos. Deve-se ter atencdo para nao ultrapassar
0 numero maximo de restricdes admitidas pelo programa.

Uma das restri¢Ges esta relacionada com as aceleragdes, que sdo descritas por
desigualdades matematicas, como mostrado no Capitulo 3, de modo que a
aceleracdo total fique sempre dentro do Circulo de Aderéncia. Estas
desigualdades devem ser inseridas no programa na forma de um vetor, onde
cada componente esta associada a uma restricdo, que por definicdo. devem

sempre ser negativos. Assim tem-se

C=[CuCw.Cay -]

e as restrices de aceleracao ficam

Ciy = Aceleracdo Total — Aceleragdo Maxima
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onde a Aceleracdo Total é dada para todos 0s pontos do movimento, ou nos
pontos criticos onde se tenha certeza que as aceleragdes totais sejam a maiores
do movimento; e a Aceleragio Méaxima é aquela obtida do Circulo de
Aderéncia. O numero de restri¢cbes de desigualdade para a acelera¢do depende
do tipo de movimento.

Outra restricdo de desigualdade é dada pela velocidade do veiculo. Pode-se
considerara esta restricdo para todos os pontos do movimento, ou para 0S
pontos criticos nos quais se tenha certeza que neles existirdo as maiores
velocidades de todo o movimento. As relacfes relativas as velocidades e as

restricdes associadas forma mostradas no Capitulo 3, levando a

Ci = Velocidade — Velocidade Maxima

A restricdo de maior complexidade é aquela que delimita a trajetoria do
veiculo dentro dos limites da pista. Para definir tais limites existem duas
funcGes matematicas: uma para cada lado da pista, os chamados limite
inferior e limite superior. Estas funcGes devem ser avaliadas no programa
Simulink. Depois de se realizar a simulagdo da trajetdria, sdo obtidos os dois
vetores posicdo vertical (no eixo “Y” do referencial global), um para cada
limite da pista, que dependem da posicdo horizontal (no eixo “X” do
referencial global). Da mesma forma se obtém da simulacdo todos os pontos
da trajetdria percorrida pelo veiculo (no eixo “Y”), as aceleragdes empregadas
e velocidades alcangadas. ApoOs este levantamento, tais vetores s&o
comparados e se dividem em dois grupos de desigualdades, de acordo com as
equacdes seguintes. Este mesmo procedimento é empregado para a

determinacéo das restricdes associadas ao tracado, levando a
Ci = Trajetoria - Limite Superior
Ci = Limite Inferior - Trajetoria

Estas desigualdades devem ser obtidas em cada ponto “i” da posicao
horizontal (eixo “X” no referencial global). Deve-se observar que o nimero de

pontos empregados para descrever a trajetoria depende da complexidade da
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forma da pista. A discretizacdo sera feita para cada tipo de tracado em
particular.

Uma restricdo de igualdade é adotada para estabelecer que o ponto final da
trajetdria percorrida pelo veiculo coincida com o ponto final da fungéo
objetivo. Este ponto final é obtido da simulacdo, e deve ser igual a distancia

total, estando associado ao valor final da funcdo aceleracdo. Assim,
Ceqg = Dist. final Aceleragdo e Tempo — Dist. final da Trajetoria

No programa Simulink se define uma fungdo Stop de parada, onde se
especifica que quando o veiculo chegar ao final da pista a simulagdo para.
Este ponto final da pista deve estar muito bem definido pela geometria da
pista.
Outras restri¢cbes de igualdade sdo definidas para estabelecer a continuidade
entre os diferentes tipos de movimento que existem em cada trecho da
trajetdria total do veiculo. Os casos de movimento independentes uns dos
outros séo:

e Velocidade constante em linha reta.

e Velocidade constante em curva.

e Velocidade variavel em linha reta, aceleracao.

e Velocidade variavel em linha reta, desaceleracéo.

e Velocidade variavel em curva, entrada a curva.

e Velocidade varidvel em curva, saida da curva.
Para conectar estes movimentos é preciso igualar as condi¢des iniciais de um
com as condi¢bes finais do outro. O nimero de restricbes de igualdade
depende da quantidade de trechos e/ou dos tipos de movimentos diferentes a

serem concatenados. Para um trecho n qualquer se tem
Ceq() = Condicéo inicial(h+1) — Condic&o final(,

Algumas condig¢des iniciais e finais ja sdo igualadas pela continuidade das
funcbes ou mesmo pelo programa de simulagdo, mas pode ser preciso
especificar, através de restricbes de igualdade, por exemplo, os pontos de
aplicacdo de um tipo de aceleracdo (final e inicial) dentro da distancia

percorrida total.
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9. Apenas os pontos inicial e final da pista estdo especificadas no problema (pela
pista), os outros pontos da distancia percorrida sdo variaveis resultantes do
problema de otimizacdo e seguem uma seqiiéncia ldgica crescente, isto é, ndo
podem ser maiores que o ponto final, nem menores que o ponto inicial da
pista. Quando o movimento estd se desenvolvendo, 0s pontos associados a
distancia sempre estdo crescendo, estando ja conectados quando as condigdes
inicias e finais de cada trecho ou movimento foram igualadas. Ndo se pode
permite trechos “soltos”, pois todos estdo conectados. Pode ser necessario,
entretanto, dentro de um mesmo trecho, deixar pontos flutuantes, e o
programa de otimizacdo ird estabelecer o ponto 6timo de aplicagdo de uma
determinada condi¢do. Por exemplo, na entrada da curva, antes que o veiculo
inicie a aceleracdo lateral, ele ja estd desacelerando, e, portanto, o ponto de
aplicacdo da aceleragdo lateral esta flutuando dentro de uma faixa. Outro caso
parecido acontece na saida da curva, e ainda outro ocorre na aceleragdo em
linha reta, quando o veiculo chega a sua velocidade maxima e se movimenta,
a partir dai, com velocidade constante. Assim, deve-se especificar como uma

restricdo de desigualdade, as seguintes condi¢bes

Ci = Inicio do trecho — Aplicagéo da condicéo

Ci) = Aplicagéo da condicéo — Final do trecho

10. A partir das restricdes impostas, 0 programa pode obter os valores 6timos do
problema, fornecendo como resposta o valor da fungdo objetivo, o tempo
minimo, e os valores de todas as variaveis de otimizacdo, as caracteristicas de

aceleracdo em cada trecho, ou seja

fval =T = Taceleracio T Tdesaceleraco + Tconstante

x=[AnA2AG) -]

Os resultados obtidos pelo procedimento apresentado, em cada tipo de
movimento, sdo mostrados no Capitulo 4 da dissertacdo, empregando o
Simulink para reproducdo do movimento através do modelo de massa pontual

e do modelo dindmico ndo linear do veiculo, para fins de comparagéo.
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