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Resumo

Almeida, Priscilla Oliveira; Sampaio, Rubens. Dinamica de
estruturas flexiveis unidimensionais. Rio de Janeiro, 2006.
176p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Engenharia
Mecanica, Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

Nesse trabalho, calcula-se a dinamica de sistemas continuos
unidimensionais. Problemas de barras e vigas com diferentes condigoes de
contorno e condigoes intermediarias sao tratados no contexto da formulagao
fraca para que seja aplicado o Método de FElementos Finitos; e entao
seja possivel calcular as aproximacgoes das freqiiéncias naturais e dos
modos de vibragao do sistema. Uma vez conhecidos os modos (exata ou
aproximadamente), constréi-se um modelo reduzido de equagoes diferenciais
ordinéarias e, entao, calcula-se a dinamica do sistema. Essa dissertacao
propoe um material didatico a ser utilizado no curso de Vibragoes, com o
intuito de auxiliar os alunos de graduagao no estudo de sistemas continuos,

através do desenvolvimento da formulacao fraca e aplicacao do MEF.

Palavras—chave
sistemas continuos; formulacao fraca; discretizagao; método elementos

finitos.
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Abstract

Almeida, Priscilla Oliveira; Sampaio, Rubens. Dynamic of
one-dimensional flexible structures. Rio de Janeiro, 2006.
176p. MSc. Dissertation — Departamento de Engenharia Mecanica,
Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

In this work, the dynamic of one-dimensional continuum systems is
calculated. Problems of bars and beams with different boundary and
intermediate conditions are treated in the context of weak formulation,
so the Finite Element Method (FEM) can be applied; and it is possible
to calculate the approximation of natural frequencies and vibration modes
of the system. Once the modes are known (exactly or approximately), a
reduced-model of ordinary differential equations is constructed and the
dynamic of the system is calculated. This essay proposes a didactic material
to be used at the Vibration course, with the purpose to help undergraduate
students in the studies of continuum systems, through the development of

the weak formulation and the application of the FEM.

Keywords
continuum systems; weak formulation; discretization; finite elements
method
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1
INTRODUCAO

O Método de Elementos Finitos (MEF) pode ser definido como uma
ferramenta numérica para obtengao da aproximacao de um problema [14];
e consiste na discretizacao de um meio continuo, dividindo-o em elementos.
Esses elementos sao descritos por equacoes diferenciais e resolvidos por

modelos mateméticos para que sejam obtidos os resultados desejados [3].

O desenvolvimento do MEF originou-se no final do século XVIII,
quando Gauss propos a utilizacao de funcoes de aproximacao para a
solucao de problemas matematicos. Durante mais de um século, diversos
matematicos desenvolveram teorias e técnicas analiticas para a solugao
de problemas, entretanto, pouco se evoluiu devido a dificuldade no
processamento de equacoes algébricas. O desenvolvimento pratico desta
analise ocorreu mais tarde, em conseqiiéncia dos avancos tecnoldgicos,
por volta de 1950. Isto permitiu a elaboracao e a resolucao de sistemas
de equagoes complexas [5]. Em 1960, Turner, Clough, Martins e Topp,

propuseram um método de andlise estrutural, o MEF, e descreveram-no.

IDEALIZAGAO | | DISCRETIZACAO | [ soLUGAO |
Problema 3 Modelo Modelo Solugao
Matematico Discreto ? Discreta

Erro de solucio + erro de discretizagiao

W T Erro de solucio

Erro de modelagem + erro de discretizacao + erro de solucio

Figura 1.1: Fluxograma representativo do MEF

O fluxograma de (|1.1)) representa, esquematicamente, o funcionamento
de um modelo baseado em simulagoes. Historicamente, os métodos
matriciais para analise estrutural (Matrix Structural Analysis - MSA), que

eram utilizados antes de 1950, antecedem o MEF.
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A MSA e o MEF sao baseados em trés aspectos principais:

— Modelagem matematica;
— Formulagao matricial de equacoes discretas lineares;

— Ferramentas computacionais.

Modelos
Matematicos
Discretos

WModelos
Matematicos
Continuos

Formulacio
Variacional

Computadores
Digitais

Formulagio
Variacional

"Computadores
Humanos”

Figura 1.2: Principais aspectos da MSA e do MEF

A partir da década de 70, o MEF passou a ser aplicado também em

problemas de mecanica dos fluidos.

1.1
Objetivo do Trabalho

Em geral, a dinamica de uma estrutura é descrita por um sistema
de equacoes diferenciais parciais em conjunto com condigoes de contorno,
condigoes intermediarias e condigoes iniciais. Uma vez conhecidas as
freqliéncias naturais e os modos normais de vibracao do sistema (exatamente
ou aproximadamente), pode-se controlar sua dinamica. O MEF pode ser
utilizado para aproximar, numericamente, as freqiiéncias e os modos da

estrutura; e, para isso, uma formulacao fraca do problema é preferivel.

Este trabalho tem por objetivo formar um material didatico que sera
destinado aos alunos de graduacao, introduzindo conceitos béasicos sobre o
estudo de sistemas continuos e sua discretizacao pelo método de elementos

finitos. Pretende-se explicar o que é esse método de aproximagao, como
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funciona e qual deve ser o procedimento para calcular aproximagoes de

sistemas continuos.

Uma idéia é nao usar pacotes de programacao, mas sim desenvolver
programas usando o Matlab e estimular alunos de graduacao a
programarem. Além disso, deseja-se incentivar os alunos a se preocuparem

com nocoes de aproximagao, erro de aproximacao e convergencia.

Deseja-se construir aproximagoes para a dinamica de problemas
formados por estruturas simples unidimensionais (barras ou combinacao de

barras, vigas ou combinagao de vigas). Isso serd feito nas seguintes etapas:

— Modelagem do problema na Formulacao Fraca: parte-se da formulacao
forte do problema, porém a modelagem pode ser feita diretamente

usando o principio de Hamilton;

— Construgao de uma base de aproximacao: de forma a representar a

solugio como u™ (z,t) = S a;(t) ¢ (x)

Caso os modos de vibragao do problema em estudo nao sejam
conhecidos, o que acontece na maioria dos casos, constréi-se uma
aproximacao para eles, através do Método de Elementos Finitos (resolvendo
o problema de valor caracteristico associado); e, em seguida, constrdi-se
um modelo reduzido com a aproximacao dos modos. A maior dificuldade
concentra-se na construcao da aproximacao, que deve satisfazer um critério
de erro pré-fixado (por exemplo, construir os modos com um critério de erro

controlavel).

Com a aproximacao u(x,t) = > a;(t)¢;(z), deseja-se aproximar a

dinamica do problema; e isso pode ser dividido em dois problemas:

1. Achar uma base de aproximagao (aproximar ¢;);

2. Aproximar a dindmica do sistema (aproximar a;).

O processo de solugao pode ser visualizado pela figura (1.3 e serd

exemplificado no decorrer do trabalho.:
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Formulacao Fraca Problema de
do problema  |M==m> | valor Caracteristico
associado

Meétodo
Elementos
Finitos

critério
de erro

Modelo reduzido . -
Frequéncias Naturais

u' = E ap; <mmmm| . \iodos de Vibragio
=1 aproximados

critério [l 11-ob
de erro

Aproximacao
da solucao

Figura 1.3: Processo de solugao

1.2
Organizacao do Trabalho

No capitulo 2 sera apresentada a modelagem de um problema de barra,
de forma que sera desenvolvida a equagao representativa da dinamica de
movimento desse sistema e, em seguida, sera calculada a solucao analitica
de um problema especifico (barra livre-livre), apresentando as freqiiéncias

naturais e os modos de vibragao correspondentes.

O capitulo 3 apresentara todo o procedimento necessario para calcular
a formulacao fraca de um sistema continuo, mostrando as consideracoes
necessarias, as vantagens desta técnica e as caracteristicas do método
variacional adotado. Em seguida, serda desenvolvida a formulagao fraca de

um problema de barra, considerando diferentes condi¢oes de contorno.

Os assuntos abordados para problemas de barras, nos capitulos 2
e 3, serao apresentados para problemas de vigas nos capitulos 4 e 5,
respectivamente. No capitulo 4, serda modelado um problema de viga para
calcular a dinamica de movimento do sistema e sera desenvolvida a solugao
analitica de um problema de viga bi-engastada; enquanto, no capitulo 5,
serd desenvolvida a formulacao fraca de diferentes problemas de vigas, com

diferentes condig¢oes de contorno.

O capitulo 6 introduzira conceitos béasicos do Método de Elementos

Finitos, mostrando o funcionamento do método e todas as etapas necessarias
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para a sua aplicacao. Serao apresentados diferentes tipos de elementos, que
definem o tipo de aproximacao; além da construgao de equagoes elementares

que, acopladas, formam as equagoes globais do sistema.

O capitulo 7 mostrara a aplicacao do MEF a problemas especificos
de barras e vigas. Nele serao apresentadas as matrizes de massa e rigidez

elementares bem como as matrizes globais correspondentes.

Ja no capitulo 8, serao apresentados problemas de estruturas que
apresentam condicoes intermediarias, sejam apoios, molas ou massas
concentradas. Para esses problemas, serao desenvolvidas as formulagoes
fracas correspondentes e serao aproximadas as freqiiéncias naturais, os

modos de vibragao e a dinamica do sistema.

Em anexo, sera apresentado um Manual dos Programas desenvolvidos
no Matlab, mostrando todos os passos necessarios. Esses programas
aproximam freqiiéncias naturais e modos de vibragao de diversos problemas,
através do método de Elementos Finitos; e depois aproximam a dinamica

do sistema.
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2
MODELAGEM DE PROBLEMAS DE BARRAS

A barra é uma estrutura mecanica que, num dado instante, pode ser
descrita por um tunico parametro, o deslocamento longitudinal; portanto
¢ um objeto unidimensional [I7]. Este capitulo apresentard a dinamica de

movimento e a solucao de problemas envolvendo barras.

2.1
Dinamica de Barras

Considere um corpo unidimensional, representado pelo intervalo [0,1],
com densidade p, drea de segao transversal A e médulo de elasticidade E.
Seja u(x,t) a posigdo do ponto = no instante ¢t e f(z,t) a forca externa
ao sistema. u(e,t) é a configuragdo do corpo no instante t ¢ u(z,e) é a
trajetéria do ponto z. Um exemplo de barra (fixa em uma extremidade e
livre na outra) estd apresentado na figura :

u(x,t)
f (x.t)

3N, I\
}
}
O

Figura 2.1: Barra fixa-livre

Tomando uma parte finita do dominio [7173] e adotando as leis de
conservagao de quantidade de movimento [I5], deseja-se calcular a dinadmica

do corpo:

P(x.t) P{x.t) +_dP (x,t) dx
x1 2 dx

Figura 2.2: Segao [T172] do dominio
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A segdo [T173] estd submetida a forcas internas P(x,t) que dependem da

deformacao local:

lim  “Ezd-u@t) _ ou (2-1)

To—z1 To—T1 ozx lz=x1

Dessa forma, pode-se escrever a dinamica em [T173)

g () A() S, ) = P 1) — Py 1) + / flede (2-2)

Define-se Ax = x5 — x1 €, se x9 — x1, entao Ax — 0.

Usando a equagao constitutiva que relaciona P(z,t) com a deformacao

u(x,t), e caracteriza materiais eldsticos, lineares (lei de Hooke), definida

por:

Pat) _ E(zx)e(x,t) = E(:c)g—g(x,t)
(2-3)

P(z,t) = E(x)A(x)g—Z(x, t)

E(x) é o mddulo de elasticidade do material, no ponto z; e £(x,t) é a

deformagao.

Aproxima-se a integral fabg(:c)dx ~ g(a)(b — a), e substitui-se a equagao

,0($1)A($1)m Ax = E(:Eg)A(xg)—x(mg, t)—E(xl)A(xl)%(xl, t)+f(z1) Az

(2-4)

Divide-se toda a equagao (2-4) por Ax e faz-se lim(Az — 0)

P A1)~ L (B@AE) 2w 0) = ft) (2

Considerando constantes a secao transversal da barra e as propriedades do

material, a equacao (2-5)) reduz-se a:
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0%u 0%u
Para f = 0:
Py Eo*u
9 o2 27)

A equacao fornece parte da informacao sobre a dinamica do
corpo, porque faltam as informacoes referentes as extremidades 0 e L,
que sao denominadas condi¢oes de contorno. Sao necessarias, também, as
condicoes iniciais, que informam a posicao e a velocidade de todos os pontos;

ou seja, as condicoes da dinamica no inicio do processo.

A equacao , juntamente com as condicoes de contorno e as
condigoes iniciais constituem um problema que pode-se mostrar ter solucao
unica. Alguns exemplos de problemas de barras com diferentes condicgoes de
contorno [8], estdo apresentados na figura (2.3)):

- Cond. Contorno Cond. Contorno
TIPO DE BARRA CONFIGURACAO <=0 =L
Barra Livre-Livre E_qg—;[u. t)=0 E:—'lg—;[L. t)=0
/ ) N
Barra Fixa-Livre /1 u(0,t) =0 EAZ(L,t)=0
rd
Barra Fixa-Mola A /\e/\—| u(0,t) =0 E}l%uﬁ_ﬂ_?‘j = —ku(L,t)
Fa
. s . ; \ i By \ B2u|'\L,tj
Barra Fixa-Massa / me u(0,t) =0 EAZHL,t) = m."5z

Figura 2.3: Condigoes de contorno e configuracoes associadas a cada tipo
de barra

Definicao das condicoes de contorno:

— Extremidade fixa: u(x,t) = 0;

— Extremidade livre: P(z,t) = EA%(x,t) = 0;
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— Extremidade com mola (k.): P(z,t) = EAS%(z,t) = —keu(z,1);

— Extremidade com massa (m.): P(z,t) = EA%(z,t) = me%(x,t).

2.2
Problema Modelo: resolucao por separacao de variaveis

Escolheu-se o problema de uma barra livre-livre como modelo a ser
apresentado. Como esse problema tem configuracao muito simples, a solugao
de freqiiéncias naturais e modos de vibracao correspondentes encontram-se
na literatura. O calculo da solugao analitica do problema pode dividido em
trés etapas, que serao explicadas a seguir.

Através desse problema-modelo (problema de barra livre-livre),
deseja-se introduzir os conceitos de freqiiéncia natural e modo de vibragao;
além de mostrar que a aproximacao da forma SV a;(t)¢;(x) é realista [§].

Considere uma barra homogénea (mesmo material) e uniforme (mesma
geometria); de comprimento L, livre nas duas extremidades e com forga

externa nula, f = 0.

P(0.t) =0 PILY) =0

Figura 2.4: Barra livre-livre

Conforme foi apresentado na figura (2.3)), quando a extremidade da
barra é livre, P(z,t) = 0. Com isso, pode-se especificar o problema da barra
livre-livre através da equacao de movimento, das condi¢oes de contorno e

das condigoes iniciais; que sao, respectivamente:

(S (e, t) =%, t) o A=EZ em(0,L)
Problema(P) EAg_Z((L t)=0 EA%(L, ) =0 (2-8)

u(z,0) = ug(x) %(x, 0) = vo(x)
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Para cada ponto no intervalo [0, L], tem-se uma condigao: nos pontos
internos (0, L) a condigao é prescrita por uma equagao diferencial parcial e
nos extremos, (r =0 ez = L), a condigao de a barra estar ”livre”, faz com
que a forca exercida seja nula. As condic¢oes iniciais do problema informam

a posicao e a velocidade de cada ponto, no inicio do processo.

Deseja-se encontrar a solucao u da equacao diferencial da barra, que
satisfaca as condicoes de contorno e as condigoes iniciais . Para isso,
devem ser realizadas trés etapas [8]: Aplicagdo do Método de Separagio
de Varidveis, a partir do qual serao obtidas duas Equagoes Diferenciais
Ordinérias (EDOs). Uma vez determinadas as Solu¢éoes das duas EDOs, que
satisfacam as condigoes de contorno do problema; serd feita a Superposi¢cao

das Solugoes de forma a satisfazer as condic¢oes iniciais.

— Primeira etapa: Método de Separacao de Variaveis

Parte-se da equacao diferencial e das condigoes de contorno,
apresentadas em (2-8]); e procura-se uma solugao u(x,t) que seja o
produto de duas funcoes, uma dependente apenas da posicao x e outra

dependente somente do instante ¢:

u(z,t) = X(x)T(t) (2-9)

Nessa primeira etapa, nao utiliza-se as condigoes iniciais do problema.
Define-se diferentes nomenclaturas adotadas para diferenciacao em
relacao a coordenada x e em relacao a t, quando trata-se de funcoes

de uma variavel:

Substitui-se (2-9)) na equagao diferencial de ([2-8)):

XT =3AX"T (2-10)

a equagao (2-10) pode ser reescrita por:
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X" T

(@) = 5= (0 (2-11)

Como o lado esquerdo da equagao (2-11)) depende apenas da varidvel
x e o lado esquerdo depende apenas de t, conclui-se que os dois lados

devem ser iguais a uma constante que, por conveniéncia, sera chamada

de —)\2.

(2-11)) pode ser separada em duas equagoes diferenciais ordindrias:
X"+ XX =0 (2-12)

T+ENT =0 (2-13)

— Segunda etapa: Determinagao das solugoes das duas EDOs

A mesma separacao de varidveis realizada na equagao (2-9)) deve ser

aplicada nas condigoes de contorno de (2-8]):

u,t)=0 = X'(0)T(t)=0
(2-14)
QuL,t)=0 = X'(L)T(t)=0

Para T'(t) = 0, tem-se que u(z,t) = 0, o que nao satisfaz condigoes

iniciais nao-nulas. Por isso, exige-se que:

X'(0)=0 e X'(L)=0 (2-15)

Encontra-se, entao o seguinte problema de valor de contorno,

conhecido como um problema de Sturm-Liouville:

X"+ XX =0
(2-16)
X'(0)=0 X'(L)=0
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Deseja-se encontrar o par (A,X) tal que X # 0 e que satisfaga o
problema de valor caracteristico apresentado pela equacao (2-12)),

satisfazendo as condigoes de contorno ([2-15]).
A sao os autovalores e X as autofungoes correspondentes.

Para o caso de A? = 0, tem-se que X” = 0 e a solucio X (z) = Ajz+A,.
Quando sao impostas as condigoes de contorno de ([2-15)), verifica-se

— 0 : cx X" 04
que X (z) = 0; por isso a condicao de < = 0 é descartada.

Tem-se que a solugao geral da equacao (2-12)) é:

X(x) = By cos A\x + Bysin Az (2-17)

e a respectiva derivada é:

X'(z) = —BiAsin Az + By cos Az (2-18)

A primeira condi¢ao de contorno X'(0) = 0 é substituida em ([2-18)).
Sendo sin(0) = 0 e cos(0) = 1, a equagao (2-18) reduz-se a:

BoA=0 = By=0 (2—19)

A possivel solugao X (z) reduz-se a:

X (x) = By cos A\x (2-20)

Pela segunda condigao de contorno, X'(L) = 0:

—BASinAL =0 = sinAL =0 (2-21)

Da equagao ([2-21)), existiriam trés opgoes: By = 0, A =0, sin AL = 0.
Conforme foi explicado anteriormente, A # 0; e se By = 0, pela

equagao (2-20), X (z) também seria nulo; portanto, necessariamente,
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sin AL = 0. Essa condicao impoe restrigoes a constante A. Por motivos
que serao explicados posteriormente, é necessario achar todas as
solucoes do problema, de forma a satisfazerem as condigoes iniciais

do mesmo (terceira etapa).

Existem infinitas possibilidade que satisfazem a condigao sin(AL) =0
e, para representar cada uma delas utiliza-se um indice n diferente;

ou seja A\, L = nm, tal quen = 1,2 ... co. Entao:

Ap=— n=12. (2-22)

Para cada \,, existird uma solucdo X, (z) a ele associada:

Xn(x) = Bypcos \yr n=1,2... (2-23)

Conforme foi visto pela equagao (2-23)), existem infinitas solugoes para
a primeira fungdo X, (z). O mesmo acontece com T'(t) que, a partir

de (2-13)), tem-se T}, + A2¢*T,, = 0; tal que, uma solucao para T, (t) é:

T, (t) = Chy, cos(Apct) + Cap, sin( Ay, ct) (2-24)

Partindo-se de (2-9) tem-se que a solugao candidata do sistema é:

up(z,t) = Xp(2)To(t) . n=1,2.. (2-25)

que, juntamente com (2-23)) e (2-24]) pode ser reescrita por:

up (2, t) = cos(Ax)( D1y cos(Apct) + Doy, sin(Ayct)) (2-26)

sendo Dln - BlnCIn € D2n = BlnC2n


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421088/CA


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0421088/CA

Dinamica de estruturas flexiveis unidimensionais 29

— Terceira etapa: Superposicao de solugoes

As infinitas solugoes do problema nao necessariamente satisfazem as
condigoes iniciais do problema ([2-8|). Para garantir que essas condigoes
sejam satisfeitas, faz-se a superposicao das solugoes candidatas (u,);

0 que resulta em:

u(z,t) =Y cos(Az)(Din cos(Anct) + Doy, sin(A,ct)) (2-27)

n=0

sendo \,c a frequiiéncia natural do sistema.

Dy, e Dy, sao calculadas a partir das condicoes iniciais, apresentadas
em (2-8)). Substituindo-se a primeira delas na equagao (2-27)), tem-se:

u(z,0) = Z Dy, cos(Apz) = up(x) (2-28)

multiplica-se os dois lados da equagao por cos(A\,z) e integra-os no
dominio [0 LJ:

/0 Z Dy, cos(Apz) cos(A\px)de = /o up(z) cos(A\px)dr  (2-29)

o resultado da integral do somatério acima é L/2 para n = m e 0 para

n # m, entao:

Dy, = —/0 up(z) cos(Apx)dx (2-30)

Aplica-se a segunda condigao inicial do sistema (2-8|) e tem-se:
Z Do, cos(Apz) = vo(z) (2-31)
n=0

A mesma técnica de multiplicar toda a equacao por cos(A,z), para

entao integra-la no dominio [0 L] é adotada:
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L oo L
/ ZDznc/\ncos()\nx) cos()\mx)dx:/ vo(z) cos(Amz)dx  (2-32)
0 0

n=0

2 L
D,,, = 2.
=T /0 vo(z) cos(A\px)dx (2-33)

A solucao geral da dinamica de uma barra livre-livre, com as

respectivas condigoes de contorno e condigoes iniciais, consiste na

substituicao de Dy, e Dy, (2-30|e [2-33)) na expressao de u, de (2-27)).

A solucao u pode ser expressa de forma simplificada:

u(a,t) =Y én(x)an(t) (2-34)

sendo:

¢n(x) = cos(A\,x)
a,(t) = Dy, cos(Ayct) + Doy, sin( A, ct)

Associado a cada freqiiéncia natural, existe um Modo de Vibragao, que
é uma configuracao do sistema quando todos os seus pontos vibram

sincronicamente, ou seja, na mesma freqiiéncia.

As freqiiéncias naturais e os modos de vibragao deste sistema sao,

respectivamente:
nm
Freqiiéncias Naturais: W, = ¢\, = CT (2-35)
nmx
Modos de Vibracdo:  ¢n(x) = cos 7 (2-36)
n=123..

u pode ser aproximada por N modos de vibracao, sendo representada
por ul¥(z,t) e essa aproximacdo gera uma parcela de erro a ela

associada, que é eV (z, t):

u(z,t) = u (2, t) + (2, 1) (2-37)
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[e'e) N 0
Z Pn(2)an(t) = Z Pn(2)an(t) + Z Pn(@)an(t)
n=1 . 11:1 , IL:N—i-l ,
u(?t) uN?;,t) aNEJ)
N
aproximacao: uN(z,t) = Z D () an(t)
n=1
erro de aprox: eN(x,t) = Z On(x)an(t)
n=N-+1

sendo N o ntimero de modos usados na aproximacao de u”.

31
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3
FORMULACAO FRACA

Um problema pode ser representado pela sua Formulacao Forte,
que corresponde as equacgao diferenciais parciais, uma para cada ponto
interno do dominio, em conjunto com as condig¢oes de contorno, as condig¢oes
intermediarias e as condicoes iniciais. Por exemplo, a equagao é a
formualcao forte do problema de uma barra livre-livre. A Formulagao
Fraca é uma forma alternativa de representar problemas e consta de uma
equacao variacional e um espaco de funcoes admissiveis.

A equagao variacional incorpora as equagoes diferenciais e parte das
condigoes de contorno e intermedidrias (condi¢oes naturais), e o espaco das
fungoes admissiveis define a regularidade do problema e incorpora parte das

condigbes de contorno e intermedidrias (condigoes essenciais).

O Método de Elementos Finitos (MEF) é um método de discretizagao
que se aplica naturalmente a Formulagdo Fraca do problema [4]. Este
capitulo apresentara todo o procedimento necessario para calcular a
formulagao fraca de um problema continuo e sera desenvolvido para quatro

problemas de barras com diferentes condi¢oes de contorno:

Barra Livre-Livre;

— Barra Fixa-Livre;

Barra Fixa-Mola;

— Barra Fixa-Massa.

Formulacao Forte:

equagao diferencial (0 <z < L, t > 0)
+

condicoes de contorno (x =0e x = L)
+

condigbes intermedidrias (z = a)
+
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condigbes iniciais (¢t = 0)

3.1
Vantagens da Formulacao Fraca

Considere o problema de equagao diferencial e condig¢oes de contorno

da equagao (3-1)) [3]:

dx?

—d? 1
u—l—uzd(x——) O<zxz< L

(3-1)

sendo 0 (CB — %), o impulso em x = %; que ¢é definido da seguinte forma:

/OL 5 <x - %) b(x)dz = ¢ (%) (3-2)

para qualquer funcao ¢ que satisfaca as condi¢ées de contorno. De acordo
com a equagao (3-1)), a funcao u, em =z = %, deve ter sua primeira derivada
descontinua e a segunda derivada nao deve existir. Com isso, percebe-se
que alguma coisa esta errada: como a fungao u pode satisfazer a equagao
diferencial em todo o intervalo 0 < z < L se a sua segunda derivada
nao existe em xr = %, de acordo com os dados do problema?

A imposicao de que a solucao u satisfaca a equacgao diferencial do
problema em todos os pontos da coordenada x é forte demais. Para superar
isso, deve-se reformular o problema de forma a admitir condi¢oes mais
fracas para a solucao do problema e suas derivadas. Essa nova formulagao
é chamada de formulacao fraca ou formulacdo variacional e serve para
adaptar dados e funcoes irregulares, tais como o exemplo apresentado em
(13-1)).

A funcao 6 nao é uma funcao no sentido cldssico, é uma distribuicao.
Em Mecanica, é um conceito importante, pois serve para modelar impactos
(que sao esforgos instantaneos, de duragao nula) e cargas concentradas, isto
¢é aplicadas em um tunico ponto de uma estrutura continua.

Conclui-se, entao, que uma grande vantagem da formulacao fraca

¢é tornar possivel a consideragao de problemas cuja solugao, a principio,
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era irregular; ou seja, abrange-se maior nimero de problemas, conforme

apresenta a figura (3.1)).

Solugio de problemas
através da Form. Fraca

Solugdo através
Form. Forte

Figura 3.1: Solucao de problemas para diferentes formulacoes

O procedimento necessario para encontrar a formulacao fraca sera

explicado na préxima secao.

3.2
Formulacao Fraca e Método Variacional de Aproximacao

Nesta secao, sera apresentada a metodologia necessaria para construir
a Formulacao Fraca de um problema, a partir da equacao diferencial; e

classificar as condig¢oes de contorno a ela associadas.

Considere a formulacao cldssica de um problema, composta pela

equagao diferencial e condigdes de contorno [3]:

—d*u
122 +u==x O<zxz< L
(3-3)
u(0)=0 u(L) =0

Deseja-se determinar a fungio u que satisfaga a equacao (3-3). Duas
etapas sao necessarias para o desenvolvimento da Formulagao Fraca de um

problema [3]:

1. Primeira etapa: coloca-se todos os termos da equagao diferencial de
um tnico lado, multiplica-se toda a equagao por uma funcao-teste v

e integra-se no dominio (0, L) do problema:

Lp_p
/ [ dc;u +u— x} Ydx (3-4)
0
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Existem dois tipos de condicoes de contorno: essenciais e naturais,
associados a equacao diferencial. Se a equagao diferencial considerada
é de ordem 2n, a formulacao fraca, tem que a ordem da sua maior
derivada é n. As condigbes de contorno essenciais (CCE) sao aquelas
cujas derivadas sao de ordem até n — 1; e as condigoes de contorno

naturais (CCN) tém derivadas de ordem, pelo menos, n [I].

Define-se por E o espaco da solucio u (u € E); e E o espaco das
fungoes-teste 1 (¢ € E), que satisfazem as condigoes de contorno
essenciais de forma homogénea. A equagao (3-18) pode ser reescrita

por:

L
/ {_d22“¢+uw—w de, YoekE
0 dz

2. Segunda etapa: faz-se a integral por partes do primeiro termo da
equagao (3-32), de forma a distribuir a diferenciagao entre a varidvel

dependente (u) e a fungao-teste (1):

PedPu [T dudy du

Considere que E = E = Adm, sendo Adm o espaco de funcoes

admissiveis, deseja-se calcular u € Adm de forma que:

du dip

L
[ |ZErw-m]amo weam @
0

de forma que a funcao 1 pertence ao espaco Adm se:

Adm = {¢: (0,L) — R | (0) = 0,9(L) = 0,

/0 e < oo} (3-8)

Deseja-se obter uma aproximacao para a solucao do problema. Existem

diferentes Métodos Variacionais de Aproximacao, que diferem-se pela
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escolha da funcao-teste 1: Rayleigh-Ritz, Galerkin, Petrov-Galerkin,
Minimos Quadrados. O método de aproximacao a ser estudado serda o

Método de Galerkin [14].
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Método de Galerkin:

De acordo com a segao anterior, o problema da equacao (3-1|) pode
ser descrito por: ache a solugdo u € Adm, para a seguinte formulacao
variacional:

L L
dud
/ {——q’b + uw} dr = / xpdr , Vi € Adm (3-9)
o ldzdx 0
Deseja-se calcular a aproximacao de (3-9) (e conseqiientemente de

(3-1))) [3]. Existem duas propriedades basicas do espago Adm, além daquelas
apresentadas em (3-8)): é linear e de dimensao infinita.

Espaco linear: as combinacoes lineares de funcoes pertencentes a Adm,
também pertencem a Adm. Em outras palavras, se 17 e 1y sdo duas
funcoes-teste pertencentes a Adm, e a; e s sao constantes arbitrarias,

a1 + anthy também é uma funcao-teste (pertence a Adm).

Espaco de dimensao infinita: nao existe base finita.

O método de Galerkin consiste na busca de uma aproximacao para
(3-9), que pertenca ao subespaco de dimensdo finita Adm”, de forma
que Adm™ C Adm [14]. Ou seja, Adm®™ é um subespaco do espago de
funcoes admissiveis Adm, e a aproximacao desejada, u®, pertence a Adm®
(u € Adm™) e é da forma:

N
uN (x) = Z a;jpj(x) (3-10)

J=1
o mesmo acontece com a aproximacao da funcao-teste 1" que pertence a
Adm™ (YN € Adm™):

PN (z) = Z bjdi(z) (3-11)

tal que (3-10) e (3-11) satisfacam a equacao (3-9) com Adm substituido
por Adm™ [3]. Em outras palavras, deseja-se encontrar a aproximagao

uV € Adm”, de forma que:

L N N L
/ {dL% n U%N} dz = / epNdr, VN € Adm®  (3-12)
o | dr dx 0
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sendo ¢; (j = 1,2, ... N) o conjunto de fun¢oes independentes que define o
subespaco finito de dimensao N, Adm™.

Os coeficientes a; sao definidos com a substituicao da expressao de
(3-10) na formulacao variacional de , e resolvendo o sistema de
expressoes algébricas resultante.

As condicoes de contorno essenciais, que aparecem na construcao do
espaco das fungoes-teste, sao impostas ao problema; enquanto as condicoes
de contorno naturais, aparecem naturalmente na formulagao variacional (no

processo de integragdo por partes).

3.3
Formulacao Fraca: problemas de barras

Considere uma barra [0 L], como a da figura (3.2). O material, no ponto z,
tem densidade p(z) e médulo de elasticidade elasticidade E(x); e a drea da

secao transversal é A(z). A dinamica de movimento é descrita pela equagao
(12-5)).

A(x)

A

u0,) =0 PILt) =0

Figura 3.2: Barra fixa-livre com area variavel

Condigoes de contorno:

w0,t)=0  EAZY(L,t)=0 (3-13)

Para calcular a Formulagao Fraca do problema, faz-se o produto da equagao
da equacao diferencial por uma funcao-teste ¢ e integra-se no dominio

0 L

[ o455 w0 - 2 E@A@ G w0) = 0| vie
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[ swa@ i ovei - [ 2w am s s
(3-15)

/fa:t x)dx, Vi € Admy

Faz-se a integracao por partes ([udv = wv - [wvdu) da equagao (3-15),
resultando em:

[ a0 5 e pae — BOALDITHL )+ BOAO)0) 50,0
(3-16)
+/ E(z)A(x )gx< dm—/ flz, )p(x)dx , Y € Admyg

que pode ser reescrita por:

| o)A@ S 0 0@)ds — ELALU(L) SHLD +EOAQ) $(0) 20,1
0 N—_——

(3-17)

+ /0 E@)A(@%@,t}%@)@: /0 Flo, (x)de, Vb € Admy

Nos problemas de barras, as condi¢oes de contorno essenciais referem-se aos
deslocamentos u(z, t) do sistema. Na equagao (3-17|devem ser incoroporadas
as condigoes de contorno naturais e a funcao-teste 1 deve satisfazer as
condigoes de contorno essenciais. Com isso, a equacao variacional desse

problema de barra é:

[ @ s+ [ BAW S w0 T -

(3-18)

L
/ Fa, (@)de, Vi € Adm
0

Admyg deve satisfazer as condicoes de contorno essenciais, ou seja:
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Admg = {1 : (0,L) — R | ¥(0) = o,/o [W|2dz < oo} (3-19)

A Formulacao Fraca do problema consiste no par formado pela equagao

variacional do problema e o espaco das funcoes-teste.

Problema de Valor Caracteristico: problemas de barras
Para achar o Problema de Valor Caracteristico (PVC) associado a um

problema de barra, deve-se fazer duas consideragoes:

— forcamento externo é nulo: f(x,t) =0

— propoe-se solugao: u(w,t) = e“'v(x)

Essas duas consideragoes, aplicadas em ((3-18] resultam em:

_ w2/0 p(x)A(z)v(z)Y(x)dx + /0 E(x)A(x)%(x)%(x)dx =0,

Vi) € Admo(3-20)

pode-se simplificar a equacao (3-20)) e calcular as freqiiéncias naturais (w;)

e os modos de vibragao (v;) associados:

o / p() Al)o(e)i(x)dx = / B() Alr) o (2) 22 (a)d

Vo € Admg  (3-21)
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Modelo Reduzido: problemas de barras

A equagao variacional (3-18)) pode ser aproximada e entao representada na
forma matricial, sendo as matrizes de massa e de rigidez: Mnxn) € Knxn;

e o vetor de forcamento F(nx1); respectivamente definidos por:

fOL p(:p)A(:p)gQTg cpdr =  TMU

Jy B(x)A(x)8 - %dy = ¢TKU (3-23)

Iy fede = $TF
resultando em:
d"TMU + ¢"KU = ¢"F |, VYo € AdmY
4 (3-24)
MU + KU =F

Uma aproximagao de (3-24) pode ser obtida pela projecao dessas equagoes

no subespago Admy’ formado por N vetores linearmente independentes U, .

N
U=> ¢Us = U=Hq (3-25)

a=1

Substitui-se U = Hgq em (3-24) e obtém-se a equagao variacional do

problema reduzido:
(H'KH)q+ (H"MH)j= H'F (3-26)

(K, M,F} = {(H'KH),(H"MH),(H"F)} (3-27)
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A seguir, serao desenvolvidas as formulagoes fracas para problemas de barras
com diferentes condicoes de contorno, conforme foi citado anteriormente
(2.3]) e isso serd possivel simplesmente com a incorporagao dessas condigoes

na equacao variacional de problemas de barras.

3.3.1
Problema de uma Barra Livre-Livre

O mesmo procedimento para o cdlculo da Formulacao Fraca de problemas

de barras sera adotado para o caso de uma barra livre-livre.

Considere uma barra livre-livre, como a da figura (2.4)), de comprimento L,
densidade p, area transversal constante A e médulo de elasticidade E. Esse
problema apresenta as seguintes condicoes de contorno e condigoes iniciais,

respectivamente:

EA%ZY0,t) =0  EAZY(L,t)=0 (3-28)
u(z,0) = uo(x) ‘31‘ (2,0) = vo(z) (3-29)

As propriedades do material e geométrica sao dadas por campos:

p:10,L] — R ¢ o campo de densidade;
E:[0,L] — R é o campo de médulo de elasticidade;

A:[0,L] — R é o campo de geometria;

Define-se por Adm; o espago das funcoes-teste 1) do problema de uma
barra livre-livre, que deve satisfazer as condig¢oes de contorno essenciais
do problema. De acordo com a equacao (3-28f), s6 existem condigoes de
contorno naturais, Adm, é um espaco sem restrigoes.

As condigoes de contorno sao incorporadas a equacao variacional de

problemas de barras

| o)A Gy e 00 — BAU(L) S(L.0) +EA0) 0.0
0 h,—/

=0 =0

(3-30)

L
-I—/O E(z)A(x )gm( dx—/ flz,t)(x)dx, Y € Adm,
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Esse problema apresenta a seguinte formulacao fraca:

L 82 L 0 d
/0 p(w)A(x)a—g(x,t)gb(x)dx + /0 E@)A(x)a—;‘(x,t)%(x)dx
(3-31)
L
:/ flz, )p(x)dx , Y € Adm,
0
L
Admy ={¢: (0,L) — R | / [Y|?dx < oo} (3-32)
0
A expressao pode ser reescrita sob a forma:
M(u, ) + K(u, ) — F() =0, Vo € Admy (3-33)
tal que:
L 0%u

M(u, ) = / p(x)A(x)@(x, t)(z)dx = operador de massa (3-34)

0

L
K(u,v) = /o E(m)A(m)%(m, t)%(m)dm — operador de rigidez (3-35)

L
F(y) = / f(z, ) (z)dxr = carregamento (3-36)
0

Substitui-se a expressao (2-37) em ([3-33)):

MY + eV ) + KW +eN) - F@W) =0, Vo€ Admy  (3-37)

MU, ) + KW, ) = F() = =M(eV,9) = K(e¥, ) (3-38)

J

-

erro(v)

De acordo com o método de Galerkin, o espago das fungoes-teste é idéntico
ao das fungdes aproximantes (i; = ¢;) e a funcdo erro é ortogonal ao
subespaco formado pelas funcoes-teste Adm?Y; ou seja, eV L ¢y, ¢o...0n.
Com isso, a equacao reduz-se a:
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(3-39)

{ MW, on) + K(u, ¢n) = F(on) =0

Deseja-se calcular a(t), as(t), ... ax(t) que satisfagam as condigoes iniciais
do problema (3-29) e que, aplicadas na solucao (2-34)), tem-se:

> i1 ai(0)gi(x) = uo(x)
> i1 @i(0)gi(x) = vo(z)

multiplica-se os dois lados da equacao acima pela funcao-teste ¥; = ¢; e

integra-os no dominio [0 LJ:

/OZai(0)¢i($)¢j($)d:c:/0 ug(x)p;(z)dx (3-40)

e /0 o ()b () (3-41)
a;(0) = J UO(?L?MW, i=12..N (3-42)

A expressao da aproximacao (2-39) deve ser substituida nos operadores de

massa, rigidez e carregamento da formulacao:

L aQuN L 8UN d¢]
) 4@ G s s [ E@AR G0 w0
op. n‘z,assa op. r‘i;idez

L
_ / F@ s (2)da , Vo € Adm(3-43)
\0

J/

carregamento

feitas as substituicoes e calculadas as derivadas, tem-se:
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t . t do; do;
A(x) i i E(z)A = e da |
[ s@a@osris [ p@a@ 2 0= [ joa

Vo € Adm?Y (3-44)

M(¢i, ¢5) @i + K (i, ;) ai = F(¢;), Vo€ Admf[ (3-45)

M($i, ) = J p)Ax)didyda
K(01.05) = Jy B(a)Ale) G da
0) = Jy foidv
tal quei = 1,2, ... N.
A equacao variacional pode ser aproximada e escrita na forma

matricial, sendo as matrizes de massa e de rigidez: Mnxn) ¢ Knxn); €

o vetor de forcamento F(nx1); respectivamente definidos por:

T p@)A@) Ly gde =  ¢TMU

[FE@)A@) . %4r  —  ¢"KU (3-46)

I fede = ¢TF
A equacao pode ser reescrita por:
TMU + ¢"KU = ¢"F , VYo € AdmY (3-47)
4

MU + KU =F (3-48)
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Propoe-se uma solucao para U:
U= ey (3-49)

substitui-se (3-49) nas férmulas variacional e discreta; e obtém-se,

respectivamente:

Vo € AdmY  (3-50)

KU — w*MU =F (3-51)

PVC: Barra livre-livre

Para F' = 0, a equagao (3-52)) reduz-se a:

KU — w*MU =0 (3-52)

e pode ser reescrita por:

(K — w*M)U =0 (3-53)

U 40
(K —w?M)™! ndo existe =  det(K—w?M) =0

A equagao (3-53|) corresponde a um problema de auto-valor, a partir do
qual pode-se calcular as freqiiéncias naturais w; e os modos de vibragao, v;,

a cada uma delas associado.
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Exemplo: Aproximacgao para dois modos de vibragao (N = 2)

Para facilitar o entendimento, a seguir sera calculada a aproximacao para

dois modos de vibragao: N = 2.

pA [F dinda iy + pA [F doydir iy + EA [)F 991915 g,

0 da da
+EA Jy G gdr as = [ ford
(3-54)
pA IOL $r2d Gy + pA foL Papadrx Gy + EA foL %%dz ay

FEA [ %2400 ) — [ foyda

Operadores:

M(¢1, 1)dn + M(b2, ¢1)is + K(d1, d1)ar + K(pa, ¢1)az = F(ér)
(3—55)
M(¢1, @a)dn + M(d2, d2)dz + K(¢1, 2)ar + K(d2, p2)az = F(¢2)

Formula indicial:

Mijdj + Kijaj = Fi (3-56)
Formula matricial:
Ma+ Ka =F (3-57)

Miid; + Miyzas + Ki1a1 + Kq2as = F4
(3-58)
Maiay + Magag + Kaja + Kazas = Fa

tal que:

fOL P11dx fOL P2rdx
M = pA (3-59)

[ drgoda [ Gagoda
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L doy dor g, (L ddy o g

0 dzr dz 0 dzr dz
K = EA (3-60)
L d¢, L
0 iandr [y g Rde
fOL f¢1dx
F = (3-61)
Jo féada

3.4
Problema de uma Barra Fixa-Livre

SMONNN

PILY) =0

=
=
-
=

]
=

Figura 3.3: Barra fixa-livre

Considere o problema de uma barra fixa em uma extremidade e livre na
outra, com &rea constante e material uniforme, como na figura (3.3). As
condicoes de contorno do problema sao dadas pela equacao e a
fungao-teste deve pertencer ao espago Admy, definido em ([3-32), que satisfaz

as condigoes de contorno essenciais do problema:

O problema de uma barra fixa-livre apresenta a mesma equagao variacional
que o problema de uma barra livre-livre, apresentada na equagao (3-31)),

porém a diferenca entre eles esta no espago da fungao-teste 1.

| oA Gz v+ [ B@A@ G @0 @

(3-62)

L
:/ flz,t)(z)dx , Vi € Admg
0
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Todas as etapas desenvolvidas para uma barra livre-livte podem ser
reproduzidas para uma barra fixa-livre: separacao da formulagao fraca
em operadores de massa, rigidez e carregamento; aplicacao do método de
Galerkin; substituicao da solucao e calculo das freqiiéncias naturais e modos

de vibracao

3.4.1
Problema de uma Barra Fixa-Acoplamento Elastico

Considere uma barra fixa em uma extremidade e com um acoplamento
eldstico na outra (3.4). Esse acoplamento eldstico serd descrito por:
P(L,t) = —keu(L,t), ou seja, a forca na extremidade L da barra é
equivalente a forca aplicada por uma mola. Deseja-se calcular a formulagao

fraca desse problema.

0 L
ke

~A

P(L.{) = - ke u(L,t)

NNNN

=
=
-
=

]
=

Figura 3.4: Barra fixa com acoplamento eldstico

O sistema barra fixa-mola apresenta as seguintes condigoes de contorno:
u(0,t) =0 EA%(L,t) = —keu(L, t) (3-63)

A condigao de contorno essencial de (3-63)) é u(0,¢) = 0, entao a fungao-teste
1 deve pertencer a um espago que satisfaca 1(0) = 0, ou seja, ¥ € Admy;

tal que Admy é definido pela equagao (3-32)).

As condigoes de contorno de (3-63) devem ser incorporadas a equagao

variacional de um problema de barra, resultando em:

/0 p(x)A(x)%(x,t)w(av)dw%—keu(L,t)w(L)+/0 E(x)A(w)%(m,t)%(m)dm
(3-64)

L
:/0 e, O(@)de, Yo € Admg
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que, em conjunto com o espago da fungao-teste, corresponde a formulagao

fraca do problema.

Aplica-se o método de Galerkin na equacao variacional. De acordo com as
condigoes iniciais do problema (eq3-29), tem-se a expressao de a; (3-42]).
Substitui-se a expressao da aproximacao ([2-39) nos operadores de massa,

rigidez e carregamento, que resulta em:

L 92N L ouN d
A p(x)A(x)a—;g(a:,t)¢($)dgi+keuN(L,t)¢(L)+ /O E(a:)A(x)%(:z:,t)d—i(a:)dai
op. ?nrassa op. ;igidez
(3-65)

L
_ / f(a,Dé(x)de . Yo € Adm])
\0

J/

carregamento

tal que Adm{’ é um subespaco de Admg (Adml’ C Admy). A equacao ((3-65)

pode ser reescrita por:

do; do;
dz dx dw a;

/0 p(2) A(2)bs6ssda s + kodichyas + /0 E(z)A(z)
(3-66)

L
:/ﬁﬁwL Vo € Adm)
0

M((ZZ, (]%) CLl —|— ke¢i¢jai + K:(sz, ¢]) a; = f(¢]) — Z - ]., 2, N (3—67)

A equagao variacional (eq.|3-66|) pode ser reescrita por:

¢'MU + ¢Lk Uy +¢"KU = ¢'F | Yo € Adm) (3-68)
KNN
|
MU +K'U =F (3-69)

de forma que a matriz K* consiste na matriz de rigidez do sistema K, ja

com o termo ¢%keU ~ a ela incorporado.

Substitui-se a solucao proposta em (3-49)), na equacao (|3-66)):
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/L E(x)A(x)a—u@da: + kUnon — w? /L (x)A(x)updx
; Oz d UNON — W . P
(3-70)
L
:/ fodr, Yo € Admév
0
KU —w*MU =F (3-71)
PVC: Barra fixa-mola
Para F = 0, tem-se:
(K* —w*M)U =0 (3-72)
det(K* — w*M) = 0 (3-73)

e calcula-se as freqiiéncias naturais (w;) e os modos de vibragao (u;) do

sistema.

3.5
Problema de Barra Fixa-Massa

Considere o problema de uma barra fixa com massa concentrada na sua

extremidade livre. Deseja-se calcular a formulacao fraca correspondente.

] L

/]
/]
/|
/
0,)=0 P(L.t) = me u"(L,t)
Figura 3.5: Barra fixa-massa

As condigoes de contorno da barra fixa-massa sao:

w(0,6) =0  EAZ(L,t) = m, LUl (3-74)
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Da equagao (3-74)), tem-se que a condigao de contorno essencial é u(0,t) = 0,
portanto o espago das funcoes-teste 1) desse problema também deve ser

Admy, definido em ([3-32]).

A equacao variacional desse problema é dada por:

| oA G e vt + ma gL + [ E@AD w05 @
(3-75)

L
:/0 flz, O)(x)dx , Y € Admyg

Aplica-se o método de Galerkin na equacao variacional e substitui-se

a expressao da solugdo (2-39) nos operadores de massa, rigidez e

carregamento:
L PulN 0*uN L ouN do
l Pl Aw) i (o (oo e (LKL + / B()Al0) 5 (0. )7 ()i
op. 7?1rassa op. r;gidez

(3-76)

L
_ / flo.)p(z)dz, Vo € Admd
\0

carregamento

49495 1.,

L L
| o)A@ i meonsyi+ [ B@A T

(3-77)

L
= / foidx, Yo € Adm{
0

M(0s, ¢5) Gi + metid;i; + K(di, ;) a; = F(p;) =—=1i=1,2,...N (3-78)

A equagao (3-77) pode ser reescrita por:

P"TMU + ¢hkm Uy +¢"KU = ¢'F, Yo € Adm) (3-79)
MyN
I

M*U +KU =F (3-80)
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substitui-se a solucao de (3-49)) na equagao (3-77):

L ou do , [*
E(x)A(x) ——dz + mUnx¢n — w p(z)A(z)updz
0 Ox dx 0
(3-81)
L
= / fodx, Vo € AdméV
0
KU — w*M*U =F (3-82)
PVC: Barra fizra-massa
Para F = 0, tem-se:
(K — w*M*U =0 (3-83)
det(K — w*M*) = 0 (3-84)

A tabela apresenta a formulagao fraca para problemas de
barras com diferentes condicoes de contorno. Conforme pode-se observar,
a formulacao variacional do problema de barra livre-livre é igual a do
problema de barra fixa-livre; porém a diferenca entre esses dois casos
encontra-se na definicao do espago da fungao-teste (v € Adm), que
representa as condigoes de contorno essenciais. O espaco das fungoes-teste
admissiveis dos casos de barra fixa-livre, fixa-mola e fixa-massa é o mesmo
porque representa a condi¢do de contorno essencial u(0,t) = 0, devido
a extremidade fixa em = = 0. O que diferencia esses trés problemas é
a formulacao variacional que, no caso de barra fixa-mola, ha um termo
adicional representativo da mola (k.u(L,t)y(L)); e, para o problema da

barra fixa-massa, existe um termo que representa a massa na extremidade

(ke (L) (L, 1)).
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i,
= / fla, t)z)dr

Barra Configuracao Formulacao Variacional Adm
L ?3
/ 431“1'. E‘lul’-'.ltf.r'-l—/ Erl{_—u' fl-::—lTld.l
Livre-Livre 0 ar
L
= / flo thbi{z)de
0
B
/ 431:!1'. E‘Iul?.ltf.r-i—/ Erl{'—ul.l E‘I%ITICE.I
o ar c
Fixa-Livre |/ ‘ w(0)=10
/| L
7’ = f flao thbiz)de
0
Lo
ke / 4;1:11 i‘lul’udr-l—f E&L—uli i‘li—tl’rldi
Fixa-Mola o - w(0)=0
y . U,
of +hu(L )WL) = / flz, th(x)de
L
/ JE‘ / Eri{_—ul.l E‘l-::—l’rld.l
. ; ) dx dr o
Fixa-Massa g me ! ' w(0)=0
2

Figura 3.6: Formulagao Fraca de diferentes problemas de barras
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4
MODELAGEM DE PROBLEMAS DE VIGAS

Neste capitulo serao estudados problemas de vigas. Existem dois
modelos principais de vigas, Euler-Bernoulli e Timoshenko. O modelo de
Euler-Bernoulli considera que o cisalhamento e a inércia de rotagao sao
desprezados, ou seja, Supoe-se que as se¢oes transversais planas permanecem
planas e perpendiculares ao eixo longitudinal da viga mesmo ap6s a deflexao.
Ja o modelo de Timoshenko, considera que as secoes transversais planas
permanecem planas, mas nao necessariamente perpendiculares ao eixo
longitudinal da viga, porque o cisalhamento causa um giro da se¢ao em
relagdo a essa perpendicular [I]. Na teoria de vigas, utiliza-se a hipdtese
de pequenas deformacoes, por isso as variacoes de geometria podem ser

desconsideradas.

4.1
Dinamica de Vigas

Deseja-se equacionar, de forma sistematica, um problema de viga
usando o modelo Euler-Bernoulli. Considere uma viga bi-engastada [g], de
comprimento L, densidade p(z), drea de se¢ao transversal A(x), médulo de
elasticidade E(x) e momento de inércia da drea da segao I(z). u(z,t) é a

posigao do ponto = no instante ¢t e f(z,t), a forca externa ao sistema.

AElp

e

ALY

»
n
=1
£
I
-

Figura 4.1: Viga bi-engastada

Engastamento em uma extremidade significa que nao ha deslocamento

da extremidade e que a inclinacao da secao nessa posicao ¢ fixada.
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Considere a se¢ao da viga [T173]. No ponto z; da viga, considera-se
uma forga cortante V'(z;,t) e um momento fletor, denominado M(z;, t) para

a configuracdo no instante ¢; conforme mostra a figura (4.2)).

p 44

x1 x2

Figura 4.2: Forcas cortantes e momentos, em uma secao da viga

Para achar as equagoes que representam a dinamica de uma viga, sera feito

o balango de quantidade de movimento nesta segao [T173):

/m p(x)A(:v)%(a:,t)dx = V(xg,t) — V(xq,t) + /w2 flz, t)de  (4-1)

x1

Sendo V(zo,t) — V(xy1,t) = %—‘;(l’,t)(l’g — x1) e fazendo (29 — 1) — 0,

tem-se:

0%u oV

P A(e) Sy (2, 8) = S0 (1) + £, 1) (4-2)

Pelo modelo Euler-Bernoulli, tem-se a relagao entre Ml e V: V =

_ oM
orx

N . . . . 2 . .
a curvatura linearizada, o que significa que M = E(z)I(z)J-%. Substitui-se
essas consideragoes em (4-2)), entao:

Adota-se a hipdtese constitutiva de que o momento é proporcional

o) Aw) T ) + (E@)f@)%(x, t)) ) (43

sendo:

u(zx,t) - deslocamento transversal;

A(x) - area da segao transversal;

I(x) - momento de inércia da segao transversal;
E(x) - médulo de elasticidade do material;

p

(x) - massa por unidade de comprimento;
f(z,t) - forca transversal por unidade de comprimento.

Considerando constantes as propriedades A(zx), I(z), E(x) e p(x); a equagao

(4-3) reduz-se a:
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p(ﬂf)A(x)ng(% t) + B(2)(2) 57 (,1) = f(z,) (4-4)

4.2
Problema Modelo: resolucao por separacao de variaveis

A equacao de movimento de um problema cldssico de viga, de
comprimento L é dada pela equagao (4-3) na qual precisa-se incorporar
quatro condigoes de contorno, duas em cada extremidade (z =0 e z = L);
porque existem derivadas de até quarta ordem de u(z,t) em relacdo a x.
Além disso, a equagao é de segunda ordem em relagao ao tempo, entao sao
necessarias duas condigoes iniciais, que correspondem a configuragao inicial

e a velocidade inicial da viga [§].

Condigoes iniciais (t = 0):
(4-5)

sendo ug e vy fungoes conhecidas.

As condicoes de contorno sao caracteristicas do problema e podem
representar deflexao, inclinacao da secao, momento ou o esforco cortante,

que sao, respectivamente:

Considere um problema de viga engastada nas duas extremidades
(bi-engastada). Isso significa que os deslocamentos e as rotagoes em x = 0

e em x = L s&o nulos. As condicbes de contorno correspondentes sao:

w(0,)=0  540,4)=0 (4-6)
wL,t)=0  24(L,t)=0
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A solugao da equagao (4-3)), submetida as quatro condi¢oes de contorno
e as duas condicoes iniciais, deve seguir os mesmos passos adotados para
barras. Aplica-se o Método de Separagao de Varidveis [8], ou seja, procura-se

solucoes da forma:

u(z,t) = X (x)T(t) (4-7)

sendo X (x) uma func¢ao de posigao e T(t) uma fungao do tempo. Substitui-se

(4-7) na equacao (4-3)), considerando f(z,t) = 0:

ST A pAXda?

1d?T 11 d? > X
(E dx2) = \? (4-8)

tal que A é uma constante a ser determinada.

A equagao (4-8) pode ser separada em duas EDO’s de forma que X e T

devem satisfazer:

1
—(EIX")" = XX 4-
L BIX" (49
T(t) + N*T(t) =0 (4-10)
de forma que 2 ='e 2 ="

Considerando constantes as propriedades do material e as varidveis

geométricas (p, E, I e A), a equacao (4-9) pode ser reescrita por:

Eld*X
— = \%X 4-11
pA dx?t (4-11)

Denota-se por:

2
2 _ 2 w _ 412
vt () =0 (412
Entao a solugao das equacgoes (4-9) e (4-10)), sao:

X(z) = ay sin(fz) + ag cos(fz) + agsinh(Bzx) + ay cosh(fz)  (4-13)
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T(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) (4-14)

A funcao X deve satisfazer as condigoes de contorno do problema e, quando
elas sd@o impostas, obtém-se infinitas solucoes para (3, que sao diferenciadas
com a introdugao de um parametro n; fornecendo, entao, (3,. Para cada 3,
determina-se as constantes nao-nulas ay,, as,, as, € a4, que, juntas, definem

uma funcao X, (z):

X (x) = a1y sin(B,2) + agy, cos(Brx) + agy sinh(B,2) + ayy cosh(B,2)
(4-15)
n=1,23..

Para cada [, existe um autovalor A\? = (% correspondente e,

n

consequentemente, um 7;,:
T,(t) = Ay cos(wpt) + By, sin(wyt) (4-16)

Finalmente, para cada n > 1, tem-se uma solugdo da equagao (4-3)), na

forma do produto:
un(x,t) = (A, cos(wpt) + By, sin(wy,t)) X, (2) (4-17)

que deve satisfazer as condigoes iniciais do problema. Para garantir que essas

condicoes sejam satisfeitas, faz-se a superposicao das solugoes u,(z,t):

o0

u(z,t) = Z(An cos Ayt + By, sin A, t)[aq, sin(B,2) + ag, cos(5,x)
n=1

(4-18)
+ag, sinh(5,2) + a4y, cosh(B,7)]
Sendo A, e B,, determinadas a partir das condigoes iniciais do problema.

Para n > 1, a funcao X, (x) de (4-15)) corresponde ao n-ésimo modo de

vibragao, associado a n-ésima freqiiéncia natural w,, do problema:
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|EI
wn =B X (4-19)

Para calcular as freqiiéncias naturais e os modos de vibracao do problema

de uma viga bi-engastada, deve-se resolver a equagao:

9%u *u

e a equagao caracteristica é cosfcos 3 = 1, entao, para n > 1, o n-ésimo

modo de vibracao desse problema para A2 = 32 é:

X, (x) = cosh B,z — cos B,z — 0, (sinh 3,z — sin (,x) (4-21)

sendo o = 0.9825, 05 = 1.0008 € g, = NOnz=COSInT 115 1y > 2

sinh Bpx—sin Bpx

As freqiiéncias naturais sao:
wp = (32 (4-22)
A solugao do problema (4-7)) pode ser reescrita de forma simplificada:

u(z,t) =Y dul)an(t) (4-23)

A aproximacdo por N modos de vibragao, é representada por u” (z,t) e o

erro associado a essa aproximacao é eV (z,t):

u(z,t) = uN(x,t) + N (z, 1) (4-24)
Z On(T)an(t) = Z On(T)an(t) + Z On()an(t) (4-25)
n=1 n=1 n=N+1

\ J/ )

w(z,t) ulV (z,t) el (z,t)
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N
aproximagao: u(z,t) = Z On(x)an(t)
n=1

o
erro de aproximacao: eV (x,t) = Z On()an(t)
n=N+1

tal que N é o nimero de modos usados na aproximacao de u'.

61

(4-26)

(4-27)
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FORMULACAO FRACA PARA PROBLEMAS DE VIGAS

Os problemas de vigas podem ter condigoes de contorno relacionadas
a posicao, inclinagao, forca ou momento. Dentre todas as combinacgoes
possiveis, foram selecionados quatro problemas de vigas que serao estudados
nesse capitulo. Deseja-se desenvolver a formulagao fraca [3] para cada caso

apresentado abaixo:

TIPO DE VIGA CONFIGURACAO

Viga Livre-Livre [ ]

AN

Viga Engastada-Livre

AN

Viga Engastada-Mola

Viga Engastada-Massa

AN
[Z]
[

Figura 5.1: Problemas de vigas e suas configuracoes

5.1
Problema de uma Viga Livre-Livre

V(0.5=0 VLY =0
1M(0.t)=0 M(Lt)=0

Figura 5.2: Viga livre-livre
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Uma viga livre nas duas extremidades (figura (A.37))) apresenta as seguintes

condicoes de contorno:

MO,1) =0 = [3%] =0 M(LH=0= |5 =0

O espago das funcoes-teste do problema de uma viga livre-livre deve
satisfazer as condigoes de contorno essenciais [14]. Pela equacao (b-1)),
sabe-se que todas as condicoes de contorno sao naturais, entao v pertence

a um espaco sem restricoes, que sera chamado de Adms.

Formulacao Forte de um problema de viga:
Equagao Diferencial (4-4) + Condigoes de Contorno + Condigoes Iniciais

Inicialmente, faz-se o produto da equagao diferencial (4-4) por uma

fungao-teste ¢ e calcula-se a integral no dominio [0 Ll
Jy p(@)A@) Gt (e ) (x)da + [ B(@) ] (2) G (2, )i (x)da

= [F fa, t(@)de, Vi € Adms

Faz-se a integragao por partes ([ udv = uv - [ vdu) duas vezes, resultando

em:
L 82 3 83 dq/}
[ oA G st + B L) - BTS00 - BI85 1)
(53
0? d@/) L o? d2¢
B8 0+ [ @ ey = [ fwnuei, v e aan

As condigoes de contorno (5-1)), incorporadas a equacao ([5-3)), resultam em:
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L 82 83 83 g
/0P(:C)A(x)a—g(x,t)w(x)danEh/}a—;;(L,t)—Ehpa_xZ( 1) E]_U_%/)(L)

0x? dx
% e 7
(5-4)
O*u dip L 0%u d2w
+E1@%(O) +/0 E(x)](x)@( x)dr = / f(z, t)(x)dx, Yy € Admg

=0

A formulacao fraca desse problema é:

L a2 L 82 d?

/0 pla) A) o (2, ) () + /0 E(a)](x) 5 (x.) d;f( )d

(5-5)
L
= / flz, O)(x)dx, Vi € Admg
0
A expressao pode ser reescrita por:

M(u, ) + K(u, ) — F() =0, Vi € Admgs (5-6)

M(u, 1) :/0 p(x)A(x )g;;(x t)(x)dx = operador massa  (5-7)

L
K(u, ) = E(x)[(m)g%;(a: t)ff( Ydxr = operador rigidez (5-8)
0
L
F) = flz,)p(x)de =  carregamento (5-9)

A solugao para o deslocamento transversal da viga (4-24)), substituido em

(5-6)), resulta em:

MW + N ) F KN 4N ) - FW) =0, Vel (5-10)

M(uNa 1/)) + ’C(UNﬂﬁ) - f(¢) = _M(€N7¢) - K(ng ¢Z (5_11)

erro())
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Pelo Método de Galerkin: v; = ¢; e €N L ¢1, ¢o, ..., dn; a equacao (5-11))

reduz-se a:

([ MM, ¢1) + KM, ¢1) — Fon)
M(UN, ¢2) + ,C(UN, ¢2) — F(¢2)

0
0

(5-12)

[ MY, on) + K™, ¢n) — Flon) =0

Para N modos a serem analisados, a parcela ¢V é nula.
A solucao do problema foi apresentada pela equacao (4-23|) que, aplicada

nas condigoes iniciais do problema (4-5f), tem-se:

> ey ai(0)gi(x) = uo()
(5-13)

e deseja-se calcular ai(t), as(t), ... as(t). Multiplica-se os dois lados da

equacao acima pela funcéo-teste 1; = ¢; e integra-os no dominio [0 Lj:

/OZai(O)gbi(x)gbj(x)dx:/o up(x)p;(z)dx (5-14)

L
moas = [ un(e)oy(a)da (5-15)
0
L
o= “0(2@(%)@, i—=12...N (5-16)

A expressao da aproximagao (4-26)) é substituida nos operadores de massa,

rigidez e carregamento da formulacao:

/0 p(m)A(x)%(x,t)gbj(x)dx—i— /0 E(x)](m)aa; (x,t)dj;gx)dx

(5-17)

L
_ / f(e H)ds(x)dz, Vo € Adml}
0

feitas as substituicoes e calculadas as derivadas, tem-se
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L L d2 Zd2 j
/0 (@) A(2)did;d i + /0 E(x)I(z) d;; P 4 / fo,dz,

Vo € Adm25-18)

M, d;)di + K(¢i, ¢5)a; = F(¢;), Vo € Admy (5-19)

¢Zﬂ¢] fo Qb ¢]d$

K(i,65) = Ji B(x)I(2)%4 L% do
) = [ foidu

parai= 1,2, ... N.

Pela férmula variacional (eq. (5-17))), tem-se as matrizes de massa e de

rigidez: Mnxn) € Knxny, além do vetor de forcamento F(nx1):

Ji o Nogpdr = ¢"MU
Sy Bo)A@) 2wt - £24r = ¢TKU (5-20)

[f fode = ¢TF

A equagao (5-17) pode ser reescrita por:

¢'MU + ¢"KU = ¢'F, V¢ € AdmY (5-21)
Y
MU + KU =F (5-22)

Propoe-se uma solugao para U:

U=e“ (5-23)
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substitui-se (5-23)) em (5-17)) e em (5-22)), respectivamente:

82 02 L L
/ E(x xdeq;dx—uﬂ/o p(x)A(:c)ugbda::/O fodx,
Yo € Admy

Kv—w?*Mv=F

PVC: Viga livre-livre
Para F = 0, a equagao (p-25) reduz-se a:

Kv—w?Mov =0

(K —w*M)v =0
U+0

(K — w?™M)~! ndo existe =  det(K—w?M) =0

5.2
Problema de uma Viga Engastada-Livre

67

(5-24)

(5-25)

(5-26)

(5-27)

O mesmo procedimento foi adotado para encontrar a Formulacao Fraca

desse problema de viga.

1

A ]

A
u(0t=0 ViLt)=0
du (0.4)=0 ML) =0
dx

Figura 5.3: Viga engastada-livre
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A viga engastada em uma extremidade e livre na outra apresenta as

seguintes condigoes de contorno:

Ox3

u(0,t) =0 V(L,t)=0 —> [aS_uL:L:O
(5-28)
) =0  M(Lt)=0 = [%LZL — 0

a2
Define-se por Admy4 o espaco das funcoes-teste do problema de uma viga
engastada-livre que deve satisfazer as condigoes de contorno essenciais de
1} Com isso, conclui-se que ¥(0) =0 e %(0) = 0. O espaco Admy, pode
ser definido por ([5-29)):

Admy = {3 : (0, L) —s R|y(0) =0, %(0) =0

L L 2
/0 [Y|?dx < oo,/o (%) dr < oo} (5-29)

As condigdes de contorno de ((5-28)) sdo impostas na equacao ((5-3|) e resultam

na formulagao variacional do problema:

/Op(a:)A(x)ng(x,t)@b(:v)da:—l—/o E(x)[(z)%(m,t)%(m)dx

(5-30)

= /L flz, ))(x)dx, Yy € Admy
0

A formulacao variacional da viga engastada-livre é igual a da viga livre-livre,
dada pela equacao , porém com a funcao-teste ¢ pertencente ao espaco
Admy, ao invés de Adms.

Todo o procedimento realizado para viga livre-livre pode ser repetido para a
viga engastada-livre: divisao da formulagao fraca do sistema em operadores
de massa, rigidez e carregamento, aplicagdo do método de Galerkin para

aproximar a solucgao, aplicacao de soluc¢ao proposta.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421088/CA


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0421088/CA

Dinamica de estruturas flexiveis unidimensionais 69

5.3
Problema de uma Viga Engastada-Mola

Nesta secao serda desenvolvida a formulacao fraca de uma viga
engastada com mola vertical na sua extremidade livre (A.27), além da

formulacao variacional desse sistema.

"y
by V(Lt)= ke u[L)
/ M(Lt)=0
u@t)j=0 ke
du(0)=0
dx

Figura 5.4: Viga engastada-mola

A viga engastada-mola apresenta as seguintes condigdes de contorno:

w0,8)=0  V(L.t) = kau(L,t) = Pﬁ]:L:kwu;o

O3 EI
(5-31)
210, 1) = 0 M(Lt)=0 = |32 =0

As condigdes de contorno essenciais de (5-31)) sdo u(0,¢) =0 e 24(0,¢) =0,
entdo o espaco das fungoes-teste deve satisfazer as condigoes ¥(0) = 0 e

%(O) = 0 e é chamado de Admy, definido em ([5-29)).
As condigoes de contorno de (5-31)) sdo aplicadas na equagao (5-3)), o que

resulta na formulacao variacional do problema:

0*u 0*u d?a

| o)A@ G e + kL. oum) + [ B@I@ T @) T

(5-32)

L
:/ flz, t)p(x)dx, Yip € Admy
0

Aplica-se o método de Galerkin na formulagao variacional e substitui-se
a expressdo da solucao (4-24) nos operadores de massa, rigidez e

carregamento.

Dada a solugao (4-23)), deseja-se calcular ay(t), as(t), ... ax(t) que satisfacam

as condigoes iniciais (4-5)). Com isso, calcula-se a;, apresentada na equacao
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(5-16)); e, substituida a expressao da aproximacao (4-26|) nos operadores de

massa, rigidez e carregamento do sistema, tem-se:

L 2 N L 2 N 2o
) #1400y @ k(2000 + [ B0 )
op. 77‘1’(155(1 op. ;i;idez
(5-33)

J/

L
= [ fatisyants, o € Admd
JO

carregamento

sendo AdmY é subespaco de Admy e (5-33) pode ser reescrita por:

d*¢; d*¢;
dx? dx?

L L
/ p(2)A(z)pipidr d; + kepipj a; —i—/ E(z)I(z) dx a;
0 0
(5-34)

L
= / foidr, Vo € AdmY
0

M(i, §5)ii; + ketitd; ai + K(i, d5)a; = F(¢;), V¢ € Adm)  (5-35)

Pela formulagao variacional de (5-33|) tem-se a matriz de massa, a matriz

de rigidez e o vetor de forcamento.

A equagao (5-33) pode ser reescrita por:

PTMU + oLk Uy +¢"KU = ¢'F, V¢ € AdmY (5-36)
Knyn
Y
MU +K'U=F (5-37)

de forma que a matriz K* consiste na matriz de rigidez do sistema K, ja

com o termo ¢ k.Uy a ela incorporado.

Propoe-se a solugao de (5-23) que, substituida em (5-33)) e (5-36]) tem-se,

respectivamente:
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L a2u ngb L
/0 E(az)[(x)@@dx + k. Unodn — w2/0 p(x)A(x)updx
L
= fodx  (5-38)
0

K*v — w*Mv =F (5-39)
PVC: Viga engastada-mola
Para F = 0:

K*v — w*Mv =0 (5-40)

(K* —w*M)v =0 (5-41)
v#0
5.3.1

Problema de Viga Engastada-Massa

Esta secao apresentara a formulacao fraca e o PVC do problema de
uma viga engastada com uma massa concentrada na sua extremidade livre
(A.29), juntamente com a sua formulacao variacional.

A me

A

/1
u(dt)=0 V(L.t}) = me u”(L,t)
du (0t)=0 M{Lt)=0
dx

Figura 5.5: Viga engastada-massa
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Esse sistema apresenta as condicoes de contorno:

w(0,8) =0 V(Lt) =m 28, t) = [%LZL = me2u(], 1)
2u(), ) = 0 M(L,t) =0 = [%L:L:o
(5-42)

O espaco das funcoes-teste deve satifazer as condigoes de contorno essenciais

de 1) que sao u(0,t) =0 e g—g(o,t) = 0; portanto ¢ € Admy, tal que
Admy esta definido em ([5-29)).

As condigbes de contorno de (5-42)) sdo aplicadas em (5-3)e resultam na

formulagao variacional do problema:

| o)A g w ov@de + m S e + [ B0 50 @

(5-43)

L
:/ flz, )(x)dx, Vi € Admy
0

Aplica-se o método de Galerkin na formulagao variacional e substitui-se
a expressao da solugdo (4-24) nos operadores de massa, rigidez e

carregamento.

A solucao do problema é dada por (4-23), e deseja-se calcular a;(t),
as(t), ... ax(t) que satisfacam as condigdes iniciais (4-5)). Apds os calculos,
encontra-se ((5-16)), e substitui-se a expressao da aproximacao (4-26) nos

operadores de massa, rigidez e carregamento do sistema:

L aQuN 82uN L a2uN dQ(b
A —(x,1)0; —F (L L)+ E(z)I J
p)AG) | T (o) om T (LKD) + B@)I) || o e
op. Xassa op. T;;idez
(5-44)
L
— [ fatisy(ants, vo € Admd
N 0 7
carre;(:mento

que pode ser reescrita por:
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¢ d°9,

dz? dx?

L L
/ p(2)A(x)pipjdr a; + mepidp; 4 +/ E(z)I(z) dx a;
0 0

(5-45)

L
= / foidr, Yo € Admy
0

M(ps, ¢5)i; + medicd; iz + K(¢i, ¢)ai = F(¢p;), Vo€ HY  (5-46)

A formulacao variacional, equacao (b-44)), representa as matrizes de massa

e rigidez e o vetor carregamento.

A equagao ([5-44) pode ser reescrita da seguinte forma:

P"TMU + ¢km Uy +¢"KU = ¢'F, VYo € Adm?Y (5-47)
MnnN
Y
MU+ KU =F (5-48)

A matriz M* é a matriz de massa do sistema, ja com o efeito do termo

¢%m Uy adicionado.

Substitui-se a solugao ((5-23) nas equagoes ((5-44| e ((5-48)):

L Pud’¢ . [*
/0 E(:E)I(x)@@dx +mUnony —w /0 p(x)A(x)updx
L
= / fodz, Yo € AdmY  (5-49)
0
Kv — w*M*v =F (5-50)

PVC: Viga engastada-massa
Para F = 0:

Kv — w*M*v =0 (5-51)
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(K — w*M*)v =0

(5-52)

A tabela (.6 apresenta a formulagao fraca para problemas de vigas

com diferentes condicoes de contorno. Pode-se observar que a formulacao

variacional dos problemas de viga livre-livre e viga engastada-livre sao

iguais e a diferenca entre eles encontra-se na definicao do espago de

fungoes-teste. Os problemas de viga emgastada-livre, engastada-mola e

engastada-massa apresentam o mesmo espaco de func¢oes admissiveis Adm,

porém pode-se diferencia-los pelas formulagoes variacionais que, no caso da

viga engastada-mola, tem um termo que representa a mola da extremidade

e no caso da viga engastada-massa ha um termo representativo da massa

concentrada em x = L.

a2

Viga Configuracao Formulacao Variacional Adm
L a2 L o2 3«.‘:
/ i {d la"r i ride +/ EI'_C_‘—Eiuj_r.r_jud—;.j_i\_m
Livre-Livre [ ] 0 at? dz* dx
L
= fla, til(r)de
1]
L 621 E—j
y / oA .,lTi‘liUTld.l -1—/ Ef |TJ‘| zlild”{" wi=10
Engastada-Livre | A o OF dx \U)
1 L .
= £ flz ti(x)de 7 W)= 0
L 52 29
Py ,t‘l_-*ld—?[.fr. t) L'.'lj_:{'jdi‘ + L (0 =0
Engastada-Mola |”] 0 bt? '-’hz v(0)=
4 kei L d¥ ()= 0
+ku(L,th(L) = / fle th(x)de dr * 0
1]
L 02 E-g I\
/ pA— E:ITE‘I?,ITICI.I -1-/ Ef |TJ‘|{ |,1|a'“r L-','I"i:]\'|=[:|
Engastada-Massa ; :. o O dz* v
7 ' J=10
+meQ[L. ti(L) = / fle thz)de | dx
1]

Figura 5.6: Formulagao Fraca de diferentes problemas de Vigas
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METODO DE ELEMENTOS FINITOS - MEF

O Método de Elementos Finitos ¢ uma técnica de discretizagao de um
problema descrito na Formulacao Fraca, na qual o dominio é aproximado por
um conjunto de subdominios (elementos); e constréi-se, sistematicamente,
as fungoes de aproximagao para cada um desses elementos [7].

Os parametros das funcoes de aproximagcao representam os valores da
solucao para um nimero de pontos selecionados, chamados nds; que podem
estar nos contornos ou no interior dos elementos. As fungoes de aproximagcao
sao, entao, chamadas de fungoes de interpolacao [I7] e o grau dessas fungoes
depende do nimero de nés no elemento e da ordem da equacao diferencial

a ser aproximada.

O MEF consiste nas seguintes etapas [14]:

1. Aproximagao do dominio:
— construcao da malha de elementos finitos;
— numeracao dos nos e elementos;
2. Aproximagao da solucao (descrita pela formulacao fraca) no dominio

aproximado:

— construgao da formulagao variacional para um elemento genérico;
— suposicao de que a variavel dependente u é da forma

N
u=Y ks
i=1

que, substituida na formulagao variacional, resulta nas equacgoes

locais (elementares), da forma:

[Me]ue + [Ke]ue — Fe;
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— dedugao ou selegao (caso existam na literatura) das fungoes de

interpolagao ¢; e montagem das matrizes elementares;

3. Acoplamento das equacgoes elementares, para obtencao das equacoes

globais do sistema:

— identificacado das condicoes de continuidade entre os elementos,
relacionando os graus de liberdade locais com os graus de
liberdade globais (do sistema);

— obtencao das equagoes globais do sistema, sob a forma:

[MG],dG + [KG]UG — FG,

4. Imposicao das Condicoes de Contorno:

— quando as equagoOes do sistema estiverem prontas para serem
resolvidas, elas devem ser modificadas para considerar as
condicoes de contorno do problema. Nesse momento, impoe-se

os valores nodais conhecidos;
5. Solugao do Sistema de Equacoes:

— calculos das variaveis dependentes desconhecidas.

A discretizacao por Elementos Finitos requer trés escolhas: do nimero
de elementos iniciais, no qual o sistema serd subdividido inicialmente;
escolha do tipo de elemento (define o tipo de aproximacao); e definigdo

da precis@o da aproximacao desejada [14].

Todo esse processo, desde a modelagem de um problema até a

discretizacao por elementos finitos pode ser visualizado pelo esquema da

figura :
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Problema

l

Modelo Matematico
(equacgdes diferenciais)
Considerar:

- carregamento (distribuido / concentrado)

- propriedades do material

- condigdes de contorno !/ condigbes iniciais
- etc

Discretizagao por Elem. Finitos
Escolher:

- Tipo de elemento

- Precisao desejada
Representar:

- Carregamento

- Condigoes de contorno

1

Escolher N elementos

1 - N =2N

Determinar precisao

1

Precisao satisfeita?

Interpretagao de resultados

- geometria ———

7

Melhorar Modelo
Matematico

Discretizagio de um
modelo matematico

pelo Método de
Elementos Finitos

Figura 6.1: Procedimento completo do Método de Elementos Finitos [I]
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Deseja-se apresentar um exemplo que realize os passos descritos no
diagrama (/6.1). Considere um circulo de raio R [5], como o da figura (6.2)):

Figura 6.2: Circulo de raio R

Objetivo: Calcular a drea A do circulo

Aproximacgao: a area do circulo é aproximada pelo somatério das areas de
triangulos inscritos iguais inscritos. Para obter esses triangulos, escolhe-se
pontos equidistantes ao longo da circunferéncia. O numero de pontos
escolhidos define o numero de triangulos inscritos no circulo. Uma vez
definidos os triangulos, pode-se calcular a area de cada um deles e o

respectivo somatorio, que corresponde a aproximacao desejada.

A solucao do problema, a area do circulo, e é dada pela férmula
A = 7R?% Suponha um circulo de raio R = 10cm e aproxima-se o valor

de 7 por 3.1415. Com isso, a solucao do problema ¢ A = 314.15cm?.

Foram feitas diversas aproximacoes e calculadas as areas
correspondentes (A,). Inicialmente, escolheu-se 4 pontos ao longo da
circunferéncia e calculou-se o somatoério das areas dos quatro triangulos

inscritos. O mesmo procedimento foi realizado para 5, 6, 7, 8 e 9 triangulos,

conforme apresentam as figuras (6.3)), (6.4)) e (6.5)
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4 2
3 4
4 5
Ap = E Al = 200.00 Ap= Y Ai= 237.75

i=1 i=1

Figura 6.3: Circulo discretizado em 4 e 5 triangulos

[ 7
Ap = E Ai = 259.80 Ap = 2 Ai= 273.63
i=1 i=1

Figura 6.4: Circulo discretizado em 6 e 7 triangulos

8 9
Ap= 3 Ai= 282.84 Ap= Y Ai= 289.27
i=1 i=1

Figura 6.5: Circulo discretizado em 8 e 9 triangulos

A rotina de divisao do circulo em mais triangulos deve ser repetida

quantas vezes forem necessarias, até que a precisao estabelecida inicialmente
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seja satisfeita. Uma vez satisfeita a precisao, deve-se, simplesmente

interpretar os resultados obtidos.

Supondo que a precisao e do problema seja definida por 2e~!, deseja-se

calcular o nimero de pontos necessarios para obter uma aproximacao valida.

A area exata do circulo, A., é dada por:

A, = TR? = 314.1593

(6-1)

A tabela (6.1) apresenta a comparacdo entre as aproximagoes

calculadas e a solucao.

Discretizacao (n pontos) | Aproximagao (A, = (b; * h;/2) xn) | Erro E = A, — A,
4 pontos 200.0000 cm? 114.1593
5 pontos 237.7569 cm? 76.4024
6 pontos 259.8076 cm? 54.3516
7 pontos 273.6395 cm? 40.5197
8 pontos 282.8408 cm? 31.3184
9 pontos 289.2786 cm? 24.8806
10 pontos 293.8357 cm? 20.3236
11 pontos 297.3494 cm? 16.8099
12 pontos 299.9966 cm? 14.1627
20 pontos 309.0496 cm? 5.1097
25 pontos 310.9426 cm? 3.2166
30 pontos 311.7980 cm? 2.3612
40 pontos 312.6960 cm? 1.4632
50 pontos 313.1562 cm? 1.0031
60 pontos 313.8035 cm? 0.3558
70 pontos 313.8524 cm? 0.3069
80 pontos 314.0474 cm? 0.1119

Tabela 6.1: Comparacao entre aproximagcoes e solugao

Através da tabela pode-se perceber que, quanto maior numero de
pontos escolhidos ao longo da circunferéncia e, conseqiientemente, maior
o numero de triangulos inscritos, melhor serd a aproximacao. Para 80
pontos distribuidos ao longo do dominio, a aproximacao satisfaz a precisao

desejada, porque o erro £ é menor do que e (E < e).
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Com isso, pode-se concluir que a aproximacao A, converge para a solugao

A, a medida que n — oo.

6.1
Aproximacao do dominio

Uma vez definido o nimero de elementos em que o dominio sera
inicialmente discretizado, pode-se construir a malha de elementos finitos.
Escolhe-se o tipo de elemento que sera utilizado, e numera-se os nés dos

elementos [14].

6.2
Aproximacao da solucao no dominio aproximado

6.2.1
Aproximacao Linear

Considere um intervalo dividido em subintervalos, que sao elementos de dois

nds. O elemento tipico é representado por Q¢ = (xy, z3):

Figura 6.6: Elemento tipico de dois nés

sendo x a coordenada global do problema e Z, a coordenada local do

elemento, com origem no centro do elemento; tal que —1 <z < 1.

Um polinomio linear completo é da forma:
U =a+bx (6-2)

sendo a e b constantes. Calcula-se os valores nos nés:
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u(x1) = uy® u(x2)=u:"
S —
1 2

Figura 6.7: Graus de liberdade relacionados ao elemento

Ub(wn) =u§  Ul(wa) = (6-3)

substituindo a equagao (6-3)) em ([6-2)), tem-se:

uf = a+ bx;

u§ = a + bxy
que pode ser escrita em forma matricial:
u 1 =z a
L) = ! (6-5)
ug 1 @ b

Deseja-se calcular as expressoes para os coeficientes a e b, da expressao

(6-2). Para isso, inverte-se a equagao (6-5)), aplicando a regra de Cramer e

obtém-se:
o= UT T / 1 X1 — L(Uexg o uexl) — i(aeue + aeue)
,U/S To 1 Ty he 1 2 he 1*1 292
(6-6)
1 1 |
b= 1 :iue_ue El eue_|_ Cu’
Lo '/ | g, | = A ) = (B + )
sendo h, = x9 — 7 e:
of = (=1)7z¢  2§f=m
1 j 1 (6_7)

na equagao (|6-7)):
sei=1 = j=2
sei=2 = j=1


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421088/CA


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0421088/CA

Dinamica de estruturas flexiveis unidimensionais 83

As varidveis of e 3¢ foram introduzidas para mostrar a forma tipica das

fungoes de interpolagao. Substituindo em ([6-2)):

Ue(x) = 5-[(afus + aguy) + (Brus + B5us)z]

(6-8)
= 5-(0f + Bio)uf + 5-(a5 + F5z)us
Isso pode ser reescrito na forma:
2
US(2) = o5 ()us + d5(a)us = Y of(@)u; (6-9)
j=1
sendo:
f(x) = - (af + ffw) = 20
(6-10)

#5(x) = - (05 + f5z) = 2250

que sao chamadas de funcgoes lineares de aproximagao. Pode-se reescrever
as funcoes de ((6-10)), em termos da coordenada x [14]:

¢i(z) =5(1-2) ¢5(2) =3(1+7) (6-11)
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L& P

e —
Py &t

+—— h, —>

N

ri
¥
¢ y & ot
. E+1 nd N+1
na 1

Elemento tipico

Figura 6.8: Funcoes de interpolacao local e global de um elementos linear

A partir das funcoes de interpolacao pode-se calcular as matrizes de massa

e de rigidez elementares, apenas substituindo as expressoes de (6-11)).

Fodr [T ¢rgedr

(6—12)
fjll Gaprdr fjll Gapadr

S ey (g [ () (%2 gy

(6-13)
S e [

—1 \ dr dr —1 \ dr dr
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6.2.2
Aproximacao Quadratica

No caso da aproximacao quadratica, sao necessarios trés nés por elemento,

conforme a figura :

=1 uZ %3
I—----'l _ ]

Figura 6.9: Elemento tipico de trés nos
Nesse caso, utiliza-se o polindmio completo de segundo grau que é dado por:
U(z) = a+ bx + cz® (6-14)
sendo a, b e ¢ constantes. Calcula-se os valores em cada no:

e

uix1) = uf' u{x2;= 02 * uix3) = w*

Figura 6.10: Graus de liberdade associados ao elemento de trés nos

Cada no possui o seu proprio deslocamento que, substituido na expressao

(6-14]) tem-se:

u§ = U¢(xq) = a + bx§ + c(x5)? (6-15)

ué 1 x5 (x5)? a
us | =1 x5 (25)? b (6-16)
u$§ 1 x§ (25)? c

sendo z§ a coordenada global do i-ésimo nd, do elemento €2°. Invertendo-se

a equagao (6-16)), tem-se:
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1 E e, e e e e e e
a = ﬁ ai”i? ai :ZE](ZEk)2—Ik(IJ)2
=1
1 3
b=o > Bup, B = (a5)" = (@f)’ (6-17)
=1

3
o= o S, Af =~ — ), D= af
=1

i=1

da equagao ((6-14)):

3
U(x) = o (x)us + 65 ()us + ¢5(x)ug = > ¢5(a)us (6-18)
j=1

onde ¢ sao as fungoes quadraticas de interpolagao.

D¢ corresponde ao determinante da matriz apresentada em (6-16f), e
af, B¢ e v¢ sao definidas por(6-17), de forma que:

sei=1 = j=2, k=3

sei=2 = j=3, k=1

sei=3 = j=1, k=2

As funcoes de interpolacao quadratica podem ser expressas nas coordenadas
locais de cada elemento (X), com origem no centro do elemento e variando
entre —1 e +1. A coordenada global x relaciona-se com a coordenada local

X da seguinte forma:
r=x5+2 (6-19)

onde z§ = zp é a coordenada global do segundo né do elemento €2°,
localizado no centro do elemento. Para esse caso, as fungoes de interpolagao

sao dadas por [I4]:

¢i(z) = 3(1—17) — 5(1 - 2?)
5(2) = (1-172) (6-20)
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As fungdes de interpolagao podem ser visualizadas pela figura (6.11)), sendo
que ¢ tem valor um no né i e zero nos demais, variando quadraticamente

entre os nos.

+1

I_}}{ ...!“"'--"“!_h}i
. D
(e

na 1 no 2N + 1

Figura 6.11: Funcoes de interpolacao locais e globais do elemento quadratico

Uma vez conhecidas as funcoes de interpolacao de um elemento de trés nds,

pode-se montar as respectivas matrizes de massa e de rigidez:

[Trowgndr [T d1godr [ drosdr

o PpAh.
M( ) = T jll ¢2¢1dr fjll ¢2¢2d7” jll ¢2§Z§3d7” (6—21)
J2 dstndr 7] Gsdadr [ Gagadr
+1 dgy den g~ (+1 doy dds g~ [+1 dey dos g~
N e O B i e R
2EA

(&) _ +1 dgo dpy 1~  (+1 dos dbs -  [+1 deo dos g~

K'Y = I | Eedr [ E2dr [ T2 Edy (6-22)

+1 dgs do1 g~ +1 dgs do 1~ +1 dgs dos 1~
L wmadr o) ERdr ) R Rd
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6.2.3
Aproximacao Cubica

O mesmo procedimento pode ser repetido para elementos de quatro nés

(aproximagoes cibicas):

|_ %1 uZ =3 %4
- = % % ]
- =~

Figura 6.12: Elemento tipico de quatro nés
Um polindmio ctibico completo é da forma:

U¢ = a+ bx + cx® + da® (6-23)

sendo a, b, ¢ e d constantes.

— e e
. . . *

uizx)  u(x?2) u(xd) u(=d)

Figura 6.13: Graus de liberdade associados a um elemento de quatro nés

Realizados os célculos necessarios, obtém-se as fungoes de interpolacao

correspondentes aos elementos de aproximacao ctbica:

—Z —z2 —973 4+ 72 +97—
¢1(j'):(12)—(12 )_|_( 9 +16-‘r9 1)

Z3473%—277—
9252(57) _ (1 . fg) + (27 +716 272—7)

(6-24)

N\ (=277 —9724273+9)
¢3(7) = 16

_ z —z2 T3 +72—9T—
¢4($):(1;)_(12 )+(9 +169 1)

As fungbes de interpolagao desse elemento (aproximacgao cibica) podem ser

visualizadas no grafico a seguir:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421088/CA


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0421088/CA

Dinamica de estruturas flexiveis unidimensionais

phi1
phiz
phia
phid

89

Figura 6.14: Funcoes de interpolacao de um elemento de quatro nés

As matrizes elementares sao representadas por:

Ah
M = P
2
2EA
K© —
h

+11 ¢1¢1di‘
+11 ¢2¢1df
+11 ¢3¢1di

[ pagrdz

+1 d¢1 dé1 g~
a4 dT

+1 dgo d¢1
-1 dz da:

+1 dos der g
f 1 dz d:vd

+1 dgy d¢y g
f 1 dr drd

+1 _ +1 -
1 P192dT 1 P1¢3dT
+1 _ +1 _
1 Pa¢2d 1 P293dT
+1 _ +1 _
L ©302dT | | p3p3dT
+1 _ +1 -
[, adodz [ adpsdz
+1 dé1 dos g7 +1 do1 dos
—1 dz dz —1 dz dz
+1 dgo dé2 g +1 dgy des
-1 dz dx -1 dz dz
f‘H des doa dz +1 dos d¢3
1 dz dz -1 dz da:
+1 dgy dpo +1 doy dés g
fl dr drd'r -1 dr dr

+11 ¢1 ¢4di’
+11 P2¢4d
+11 ¢3¢4df

[* pagadz

dz f'H déy déa Az

dz [}

r J4
r [

dz dzx

da dou, 1

dz dx

dés dda g
dz dz dz

dps dda
dr dr dz
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6.2.4
Aproximacao Hermitiana

Os elementos de Hermite sao de dois nés, porém cada né possui dois graus

de liberdade, um referente ao deslocamento e outro referente & rotacao [12]:

DD

1 2

Figura 6.15: Graus de liberdade associados a um elemento de Hermite

Suas fungoes de interpolacdo estdo apresentadas na equacao (6-25) e na
figura (6.16|):

(6-25)

phi1
phi2
phia
phid

Figura 6.16: Funcoes de interpolacao de um elemento de Hermite
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As matrizes elementares sao de um elemento Hermitiano sao:

+1 el 4l el _
1 P1¢1dT _1 P1¢o2dT 1 P193dT 1 P1¢adT
11 | ) _ _
1 a1 d _1 Papad 1 P2 Pp3dT _1 Gapad
M© — pAh.
2
+1 _ el 41 | _
L, $391dT | @3¢2dT | ) @3p3dT | | p3d4dT
+1 _ +1 _ +1 _ +1 =
f_1 a1 dT f_l G4podT f_1 G4P3dT f_1 G4p4dT
+1 d¢y dé1 g~ +1 dgy doa g~ +1 d¢y dos g~ +1 dgy dba g~
@i [ TR RdT | s dr ) e G dT
1 dpo d1 g~ (41 dpo dds g~  [+1 dpo dbs g~ [+ dpo dbs -
oEA S Edr O R Rdr [T Rdn [T R de
K@ —
€ +1 dgs dé1 p~ +1 dgs dos 1~ +1 dgs dos g~ +1 dgs dba p~
L amadr o Eadr | R Rdr o) e d
+1 dgg dé1 g~ +1 dgy db2 1~ +1 dgy dés g~ +1 dgy dbs g~
I e N B b T I ot o N I b
6.2.5

Aproximacao de ordem n

Todas as funcoes de interpolagao satisfazem as seguintes propriedades,

conhecidas como propriedades de interpolacao [14]:

0 sei#j

1 set =3y

o5 () = dij

" a5 _
j=1 dx ~—

Z?:l ¢J6(=T) =1

(6-26)

sendo n —1 o grau dos polinomios de interpolagao; e x§ a coordenada global

do né j, do elemento €2°. Pode-se verificar que as fungoes de interpolacao
linear (6-11)) e quadratica (6-20]) satisfazem as propriedades de ([6-26)).
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6.3
Escolha do niimero de elementos iniciais (N)

Escolhido o ntimero de elementos iniciais, divide-se o dominio em N
partes e, para cada elemento, pode-se aplicar as fungoes de interpolacao e

construir as matrizes elementares.

Em seguida, acopla-se as matrizes elementares, e tem-se as equacoes
globais do sistema. Calculados os resultados, verifica-se se a precisao
desejada foi atingida. Se nao foi, refaz-se os calculos para um nimero maior

de elementos, ou seja, uma malha ainda mais refinada

6.4
Analise do erro

Os erros introduzidos a uma aproximacao por elementos finitos de uma

equagao diferencial podem ser atribuidos, a trés causas [14]:

1. Erro na aproximacao do dominio;
2. Erro de computacao numérica;

3. Erro na aproximacao da solucao

Problemas unidimensionais tém seus dominios representados por
linhas, por isso nao é necessario aproxima-los. Porém, em problemas
bi-dimensionais, envolvendo dominios nao-retangulares (tais como o circulo
da figura (6.2))), os erros de aproximagao do dominio séo introduzidos a
aproximacao por elementos finitos. Conforme a malha ¢é refinada, o dominio
passa a ser melhor representado e os erros de aproximacao do dominio

tendem a zero.

Quando os calculos por elementos finitos sao executados em
computadores, introduz-se a aproximacao, erros devido aos célculos

numéricos de integrais.

Além disso, ha o erro devido a aproximacao da variavel dependente
do problema u, que também deve ser introduzido a solucao por elementos
finitos: u = u"V. Existem diversas maneiras de medir a diferenca entre a
solucao u e a aproximacao u'; porém, neste trabalho, serd adotado o erro

norma Ly, definido por:
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b
” UQN o UN HOI / | U2N o uN ’2 dx
a

sendo u" e u?" as aproximacoes definidas por:
uV =y — eV
w2V — g — 2N

1/2

93

(6-27)
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7

APLICACAO DO MEF PROBLEMAS DE BARRAS E
VIGAS

Este capitulo tem, por objetivo, mostrar a aplicacao do Método de
Elementos Finitos em problemas de barras e de vigas apresentando as

matrizes elementares e globais do sistema.

7.1
Problema de uma barra fixa-livre

A formulagao fraca da barra fixa-livre é dada pela equagao (3-31]).

7.1.1
Escolha do nimero de elementos e do tipo de elemento

A fim de facilitar o entendimento, escolheu-se dividir o dominio em 3

elementos (N = 3) lineares (de dois nés):

Jototol
/1

x1 xZ x3 xd

Figura 7.1: Barra fixa-livre dividida em elementos
A formulacao fraca devera ser escrita para cada um dos elementos, aplicando
as fungoes de interpolagao correspondentes ao elemento linear e respeitando

as coordenadas globais de cada elemento:

’ . " do: dg, ’
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— Elemento 1: 1 < z < x9

2 2 d zd ) 2
M/T@@mm+EA/ ﬁ_@mm:/ foda
xl xl d.ﬁ(: dl’ xl

e as matrizes elementares sao dadas por:

fflz P1¢1dx f;f O1¢2dx
MO = pA

x2

fff poprdr [ papoda

[ dovdor g, (72 doy don g,

zl dx dx zl dxr dzx
KV =FEA
2 deps d 2 dgy d
x2
f:pl f¢1dl‘
o —
x2
le f¢2dﬂf

Para o elemento 1, tem-se a equacao:

MOXDO ¢ O x®) — p)

sendo:
X X
X5 X,
1 1 1 1
My M) Ky K
MO = - KM = . ) =

95

(7-3)

(7-4)

(7-6)
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— Elemento 2: 9 < z < x3

pA / dijda iy + EA / 49: d%; ;. a; = / fodx
x2 x2 d.ﬁL’ d$ x2

tal que as matrizes elementares sao:

5 daada [ Goiyda
M(Q) _ pA

fxx; P3Padr ffzg P3psdx

f“*’3 dd2 dé2 1. fo dé2 dé3 ..

2 dx dx z2 dxr dzx
K% = FA
3 dos d 3 des d
x3
Juz [
2 —
f;;g fpzdx

Para o elemento 2, tem-se a equacao:

MOXO | @ x@ _ po

sendo:

96

(7-8)

(7-10)

(7-11)

(7-12)
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— Elemento 3: 3 < z < x4

x4 ) x4 d¢7, de x4
pA /x3 ¢ip;dx d; + EA /x?) o d_x]dx a; = /x?) fodx (7-14)

onde as matrizes do elemento sao:

[5 aadr [% papada
M®B) =pA (7-15)

fg Gapzdx ff; Gypadx

[T dosdon gy, [ dos don g,

z3 dx dx 3 dx dx
K® = EA (7-16)
x4 dou d x4 depy d
f;? Jpzdx
F® = (7-17)
f;; foadz
Para o elemento 3, tem-se a equacao:
MO XO L B x6) = p@d) (7-18)
sendo:
g - [ X L X0 = X3 (7-19)
X4 X4
M M K Kf A
Y K K R

As matrizes de massa e de rigidez globais do sistema sao montadas a partir
das matrizes elementares, respeitando os deslocamentos correspondentes a

cada elemento. A equacao global do sistema corresponde a:

M@ X6 4 g6 x(G) — p(6) (7-20)

sendo:
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Xl X1
go—| 2| xe_|
XS X3
X4 X4
My My 0 0
1 1 2 2
My My My MY 0
MG —
2 2 3 3
0 My MG+ M MY
o0 VY
Ky KW 0 0
1 1 2 2
Ky KR+ KD KE 0
K@) —
2 2 3 3
0 Ky K+ K K
o0 KD kg
P
1 2
Y+ F?
& —
2 3
F® 4 p®
Y
fzzf p1p1dx fflz p1¢2dx 0
o 5 datrnda [ dadade + [ daiada S5 fapada
M =
0 [z d3dada [y bsbsdr + [ ¢spsda
0 0 [ dadsda

98

(7-21)

(7-22)

(7-23)

(7-24)

0
x4
fwg ¢3 ¢4d$

f;; Pagadr

7-25)
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cx2 doq dé cx2 doq de
Jat T adw Jat G qedw 0 0
z2 doo do z2 doo do z3 d¢g do z3 dog dos
@ I3t G Gade JiT GF dede + 5 5t de I35 G qadw 0
K@ =
cx3 dog do cx3 dog do rx4 dog do rx4 dog d
0 Jaz G2 g dw Iz G2 T de + g3 TTE gRde [g3 5 ahdw
4 dpy dos rxd ddg dog
0 0 Jas G g dw I35 Tz gz e
x2
f:cl f¢1
x2 x3
fxl f¢2 +f:p2 f¢1
F© = (7-27)
x3 x4
fa}? f¢2 + fx3 f¢1
x4
fxg f¢2

Viga engastada com massa concentrada na extremidade

A viga engastada-massa apresenta-se na figura (A.29) e a sua
formulagao fraca ¢ dada pela equacao (5-43) que, com algumas substituicoes,
pode ser representada por (5-45]).

7.2.1
Aplicacao do MEF a viga engastada-massa

Aleatoriamente, escolheu-se o nimero de elementos no qual o sistema sera

discretizado, N = 4; e o tipo de elemento a ser utilizado: linear, de dois nés.

/Iollel Yoo N |

2 ¥ xd x5

Figura 7.2: Viga engastada-massa dividida em elementos

(7-26)
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A formulagao fraca devera ser escrita para cada um dos elementos,
aplicando as funcoes de interpolagao correspondentes e considerando as
coordenadas de cada elemento. Cada né possui trés graus de liberdade:
deslocamento longitudinal (efeito de barras), deslocamento vertical e

rotagao (efeito de vigas).

Considere um elemento genérico, limitado por dois nés (k e k+1); e

a sua coordenada x varia da seguinte forma: z;, < xr < xp4q

pA [T ¢idida @ + medigp; d; + ET [T5 ‘fﬁ" Cij;j dr a;

k Tk
(7-28)
_ [TE+1 )
=)o, fojdax
As matrizes elementares sao dadas por:
Lot ongnde [T gigode [T prgada [T prgada
[ bagnde [ dogodr [ dogadr [ dogadz
M©) =pA , , , , (7-29)
[ dapnde [ dagodr [T dadadr [1H dapade
Lo gagndr [T Gagodr [T agada [ dagada
2 2 2 2 2 2 2 2
|G e [ G gRde [ R GEde [ GH G
2 2 2 2 2 2 2 2
| G dr [ R GRde [ GRGERde [ G Gk da
K(e) = PA 2 2 2 2 2 2 2 2 (7—30)
| G Gde [ R GRde [ G [ G de
2 2 2 2 2 2 2 2
T mrde [ [ [ G de
Thk+1
fmk fonda
Th+1
ka Jpadx
F© = (7-31)
Th+1
ka fosdx

fxikﬂ foadz


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421088/CA


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0421088/CA

Dinamica de estruturas flexiveis unidimensionais

101

Cada elemento do sistema pode ser representado pela equagao massa-mola:

MOXE L KO x© — pl)

tal que:

$o) —

;}./k+1

Vk+1

(7-32)

(7-33)

de forma que Y} representa o deslocamento transversal do né k e v, a

rotacao. Da mesma forma, Y;,; é o deslocamento transversal doné k+ 1 e

Ye+1, & Sua rotacao.

Para todos os elementos do sistema, as matrizes de massa, matrizes de

rigidez e os vetores de carregamento serao montados da forma apresentada

acima.

As matrizes globais devem ser montadas respeitando as variaveis Yy e v, de

cada elemento:
1 1 1
My My My
1 1 1
My My o My

1 1 1
RV YRY

(2)
11

1
My
1
My

1 2
M?E4) + M1(2)

1 1 1 2 1 2

4
My

(7-34)

A massa concentrada na extremidade da viga sera representada por um

termo adicional, m.¢n¢dy, que afeta a matriz de massa do sistema, no seu
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ultimo grau de liberdade (rotagdo do tltimo né). Com o efeito adicional da

massa concentrada, a matriz global de massa é:

1 1 1 1
My oMy M My

1 1 1 1
Y VI V1

1 1 1 2 1 2
MY M 0 )

M© — (7-35)
1 1 1 2 1 2
Mz£1) Mz£2) Mi:s) + M2(1) MLL) + M2(2)

Mﬁ) + me

a matriz de rigidez e o vetor carregamento globais do sistema sao,

respectivamente:
1 1 1 1
K1(1) Kfz) ng) K{4)
1 1 1 1
Ky Ky o Ky Ky}

1 1 1 2 1 2
Ky Ky Ky + KD K+ K
K© _ (7-36)

1 1 1 2 1 2
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F& — (7-37)

7.3
Viga engastada com mola vertical na extremidade livre

A viga engastada-mola, apresentada na figura (A.27)), tem a sua
formulagao fraca na equacao (-32)) que também pode ser representada por
5-34).

7.3.1
Aplicacao do MEF a viga engastada-mola

Deseja-se apresentar, a partir da formulacao fraca do sistema, como
deve ser representada a mola vertical localizada na extremidade livre da

viga para uma aproximagao por Elementos Finitos.

O sistema deve ser discretizado e definiu-se que ele sera dividido em 4
elementos (NE = 4), cujas aproximagoes sejam lineares (elementos de dois

nos).

A formulacao fraca estava descrita para todo o dominio do sistema,
mas devera ser subdividida para cada elemento, de acordo com as suas

coordenadas.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421088/CA


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0421088/CA

Dinamica de estruturas flexiveis unidimensionais 104

L

0

A
:-:11_@):! ®:-:+3 @:-:tl@) X3
ke

Figura 7.3: Viga engastada-mola dividida em elementos

Para um elemento genérico, de nés k e k + 1; sua coordenada z varia da

seguinte forma: xp < r < T

PA I 6y i+ BI [ £4 5% dr a;+ koot ai

Tk dz? dx?

(7-38)

=[5 fyda

As matrizes elementares de massa e de rigidez sao as mesmas apresentadas
no exemplo anterior, bem como o vetor carregamento; e cada elemento

também pode ser representado pela equagao massa-mola ((7-32)).

A partir das matrizes elementares, pode-se montar as matrizes de massa e

de rigidez globais:

My My My My
My My My My,
My My M+ MY M)+ M

M@ = (7-39)
1 1 1 2 1 2
MY MY M+ M MY+ P
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1 1 1 1
R
1 1 1 1
KoKW K KY
K KD KW

K© = (7-40)
S o N O e B

A mola vertical na extremidade livre da viga deve ser representada por
um termo adicional k.¢n_10n_1, que a afeta a matriz de rigidez do sistema,
no pentltimo grau de liberdade (deslocamento vertical do dltimo né). Com

o efeito da mola vertical, a matriz de rigidez global passa a ser:
Ky Ky o Kjy Ky

Ky Ky o Ky Ky}

K K ek K s R

G) _
K9 =1 g0 g g0 g® g g (7-41)

KD + ke

4
KLY

o vetor carregamento global do sistema é:
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(7-42)
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8
VIGAS COM CONDICOES INTERMEDIARIAS

Neste capitulo serao estudados alguns problemas de vigas que
apresentam condigoes intermediarias [2]; seja de apoio, massa concentrada
ou mola vertical. Esses problemas nao apresentam solucao analitica, entao
é necessario usar o método de elementos finitos para construir uma base de
aproximacao [3]. Nesses casos, é conveniente dividir o dominio do sistema de
forma que cada sub-dominio nao apresente qualquer restrigao intermediaria.

Para esses problemas, foram desenvolvidas diversas simulacoes, com o
auxilio do Matlab, com o objetivo de aproximar freqiiéncias naturais, modos
de vibracao e, conseqiientemente, a dinamica do sistema. Os resultados estao

detalhadamente apresentados no apéndice deste trabalho.

8.1
Problemas de vigas com um apoio intermediario

Deseja-se apresentar a formulagao fraca de problemas de vigas que
apresentam um apoio intermediario e quaisquer condicoes de contorno. As
vigas tém dominio [0 L] e o apoio intermedidrio encontra-se na coordenada

r = a.

A formulacao forte desse tipo de problema é composta pela equacao
diferencial de deslocamento da viga, em conjunto com as condigoes de
contorno, as condigoes intermediarias e as condigoes iniciais. As condi¢oes

representativas do apoio intermediario, em x = a, sao:

u(a,t) =0 (8-1)

O mesmo procedimento apresentado anteriormente para a obtencao da
formulagao fraca de vigas deve ser adotado nos problemas de viga com apoio

intermedidrio: multiplica-se a equagao diferencial por uma fungao-teste ¥ (x)
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e integra-se todos os termos no dominio [0 a L]; o que resulta na equagao

abaixo:

/OL,oAg:( )w(x)d:v—f—/OL 24( dx—/fmt 2)da(8-2)

A fim de facilitar os cédlculos, a integral do dominio deve foi dividida na

coordenada referente ao apoio intermedidrio:
L a L
I &
0 0 a

/ apAth( Po(x)ds + / pA%(x,t)z/}(x)dx—i— /0 aEI%(x,t)w(x)dx
(8-4)

L L
—l—/ EI%(I t)y dx—/ flx, t)y )dx—i—/ [z, t)(z)dx

Calcula-se a integral por partes ([ udv = uv - [ vdu) duas vezes, resultando

|| AT @ vt + BT 0. 000) = BIZ0.000) = BT (0,05 @
FEIT L0, t)zw(0)+/ Pl )df( ”“/a 'OA(Z?tZ (@ )y ()de
(93 agu 1/, 82u di

/ Ela Z dZw / flz, t)(z)dx + /aL flz, t)(z)dx

(8-5)

A equagao 1} aplica-se as condicoes de contorno do problema e condicoes
intermediarias, o que resulta na formulacao variacional do problema. A
seguir, serao apresentados exemplos de problemas de vigas com diferentes

condicoes de contorno, além do apoio intermediario e tem-se por objetivo:

— desenvolver formulacao fraca do sistema;
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— desenvolver o PVC associado (aproximar freqiiéncias e modos).

A escolha dos problemas estudados foi inspirada no livro de Robert Blevins,
que apresenta tabelas de freqiiéncias naturais de vigas com diferentes
condicgoes de contorno além dos apoios intermedidrios. Através da aplicacao
do método de Elementos Finitos, pode-se calcular o nimero de elementos
necessarios para reproduzir algumas dessas tabelas de acordo com uma
precisao desejada. Além disso, aproximou-se os modos de vibragao de cada

caso.

8.1.1
Problema de viga bi-engastada com apoio intermediario

O problema de viga bi-engastada com apoio intermedidrio (A.47)), apresenta
as seguintes condigoes de contorno:
u(0,t) =0 u(L,t) =0
(8-6)
Qu0,t)=0  2%(L,t)=0

1 [,
—= \
—

- L e

Figura 8.1: Viga bi-engastada com apoio intermediario

E a condigao do apoio intermediério é descritas pela equagao (8-1)).

Essas condigoes devem ser aplicadas a equacao e resultam na formulacao

variacional desse problema:

a 52, 92 2 L 2
/ pAW(x t)¢(x)dx+/ Ela—Z( )df( )da:+/a pAatg(x,t)w(x)d:v

+/LE182“( d% 2)d /f £)4(z)d +/Lf( )9 d(8_7)
i o2 T = x, T i x, x)dx
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A funcao-teste 1 pertence a um espaco de fungoes Adms que satisfaca as
condicoes de contorno essenciais e condigoes intermediarias essenciais do

problema; além das condigoes de regularidade da fungao:

Adms = {10 (0, L) — R15(0) = 0,220y = 0,(2) = 0, (1) = 0,

dx
(8-8)

L L d 2
Y(a) = 0,/0 [Y)?dx < oo,/o (%) dr < oo}

8.1.2
Problema de viga engastada-apoiada com apoio intermediario

Iy

A

—= A
{L}

- L S

Figura 8.2: Viga engastada-apoiada com apoio intermediario
Condicoes de contorno:
u(0,t) =0 u(L,t) =0
(8-9)
Qu,t)=0  M(L,t)=0; Z%(L,t)=0
A condicao do apoio intermediario é dadas pela equacao . Incorpora-se

as condigoes de contorno e a condigao intermedidria a (8-5|) e tem-se, como

resultado, a formulagao variacional do problema:

82

| oG totaydn + / BI (et s @da+ [ pAG (. 0v(a)da

(8-10)

/ EIa 5 xt d:c—/ flx, t) )d:c—l—/aLf(x,t)w(:c)d:c

A formulacao fraca é formada pela formulacao variacional em conjunto com

o espaco de funcoes admissiveis, Admg, tal que:
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d
Admg = {2 (0.L) — R(0) = 0, %2(0) = 0,u(L) =0,
(8-11)
L L d 2
a) = O,/ [Y)?dx < oo,/ (_¢) dr < oo}
0 0o \dx
8.1.3
Problema de viga bi-apoiada com apoio intermediario
S 2
-—
- L - 8
Figura 8.3: Viga bi-apoiada com apoio intermediario
Condigoes de contorno:
u(0,t) =0 u(L,t) =0
(8-12)

M(0,t) = 0; 24(0,t) =0 M(L,t) = 0; Z4(L,t)=0

A restrigdo do intermedidrio é descrita por (8-1) e, juntamente com as
condigoes de contorno, deve ser acrescentada a (8-5|) para obter a formulagao

variacional do sistema:

a 82 a2u 2 L a2u
/ pAT t)w(x)dx—i—/ BIS (. t)df( )dx+/a pAS .ty ()

(8-13)

+/a E]g (¢ dx—/ Flz, ) )dx+/aLf(x7t)¢(w)dl“

No problema da viga bi-apoiada com apoio intermediario, a funcao-teste 1

pertence ao espago Admy:
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Admy = {¢: (0, L) — R[¢(0) = 0,4(L) = 0,¢(a) =0

(8-14)
L L d 2
/0 [Y)?dx < c>o,/0 (%) dr < oo}
8.1.4
Problema de viga apoiada-livre com apoio intermediario
= '
paN
—
-~ L -
Figura 8.4: Viga apoiada-livre com apoio intermediario
Condicoes de contorno:
u(0,t) =0 V(L,t) = 0; 8:(:3(L t)=0
(8-15)
M(0,¢) = 0; Z4(0,t)=0  M(L,t) =0; 2%(L,t)=0

A condigdo intermedidria é dada por (8-1) que, em conjunto com as
condigoes de contorno, é substituida na equagdo (8-5) e resulta na

formulagao variacional:

| G tota)dn + / BI (a5 @de+ [ pAGS (. 0v(a)da
(8-16)

/ Ela 5 xt dx—/ flx, t) )d:c—l—/aLf(:c,t)w(x)d:c

A fungao-teste do problema de viga apoiada-livre com apoio intermediario

pertence ao espaco Admg, definido por:
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Admg = {4 : (0, L) — R[$(0) = 0,¢(a) = 0

(8-17)
L L 2
d
/ [Y)?dx < oo,/ (—1/}) dr < oo}
0 o \dx
8.1.5
Problema de viga livre-livre com apoio intermediario
l |
paN
—
-~ L -
Figura 8.5: Viga livre-livre com apoio intermediario
Condigoes de contorno:
V(0,t)=0; 2 6x3 (0 t)=0 V(L,t) = 0; 8I3(L t)=0
(8-18)
M(0,¢) = 0; 24(0,t)=0  M(L,t) =0; Z%(L,t)=0

A condigao intermedidria estd apresentada na equagao (8-1) e, uma vez
substituida em (8-5), junto com as condi¢bes de contorno, tem-se a

formulagao variacional:

a 82 L a2
/ PAS (o ) d:c+/ EIaxQ df( dz +/a pAS .ty (a)
(8-19)

L a L
ﬁAEﬁg( z&@mzzf@@wmm+lf@@¢mm

Para o problema de viga livre-livre com apoio intermediario, a funcao

pertence ao espaco Admyg, tal que:
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L
Adme = {0+ (0, L) — R|(a) = O’/o W Pdz < oo,

[ () e

(8-20)

8.2
Problema de viga engastada-livre com dois apoios intermediarios

O mesmo procedimento adotado para vigas com um apoio intermediario
deve ser empregado para vigas com n apoios intermediarios. Isso pode ser
entendido pelo exemplo a seguir, que é um problema de viga engastada-livre

com dois apoios intermedidrios:

- ]
r
/ 2N 2N

x=x1 x=x2
f—aX
~ L =8

Figura 8.6: Viga engastada-livre com dois apoios intermedidrios

A equacao de movimento da viga e as suas condigoes de contorno sao,

respectivamente:

0*u 0*u
pAGs (@ t) + EIo (@, t) = f(x,6) = 0 (8-21)

u(0,1) = 0 V(L,t) =0; 2%L,t)=0

Ox3

(8-22)
Qu,t) =0  M(L,t)=0; 2%L,t)=0

As condigoes dos apoios intermediarios sao:

u(zy,t) =0 u(za,t) =0 (8-23)
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Multiplica-se a equagdo de movimento da viga por 1(z) e integra-se todos
os termos no dominio [0 L]. Nesse problema, os apoios intermedidrios
encontram-se nas posicoes r = x; € x = T, entao é conveniente dividir o

dominio do sistema em trés subdominios:

L x1 X9 L
/ dx —/ dx +/ dx +/ dx (8-24)
0 0 1 T2

fal aQu T1 a
A _
/0 p o (a:,t)w(:c)dx—l—/o 8 4 x)dx / flz, )y
T2 a2u T2 a
+/x1 pAW(x,t)l/z(m)dx—l—/m o —— ( dx—/ flz, )y
Lo 92y L9t
—i—/‘r2 pAﬁ(x,t)zﬁ(x)dx—k/m EIa dx—/ [z, t)y =0

(8-25)

Faz-se a integracao por partes ([ udv = uv - [ vdu)duas vezes, resultando
na formulacao em que deverao ser incorporadas as condigoes de contorno
naturais, a funcao-teste satisfazendo as condigoes de contorno essenciais e

as condigoes intermedidrias do problema:

1 82 83 82 d 33
[ oAG vt + L0 pio E13—2‘< 0 wdf) IS 0.040)
=0
Pu  d(0) P
+Ela2(0t) - +/0 E182( %) g —/ Fla,t)

:0

x2 2 3 2 3
+f | pAT 2w )0la)dn + BT (1) Y(a2) _El%(m)dwm 1S S 1) Y()

=0 =0

+El%( Hln) / E1§QZ( )dzwxx)dm— " fa, tyb(a)de

L 9% Pu 0%u diy)(L) Pu
+/m PAW(%tW@)dl“ + E1 %(L,t) W(L)— EI @(L,t) e E]axg (22,1) @b(iBOQ)
=0 =0 B
82 d L 82 d? L
+Elﬁ(x2,t) wd(f) + / Ela—Z(a: ) ;i(f)dx - / 2 Flz, )(z)dz =0
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A formulagao variacional do problema de uma viga engastada-livre com dois

apoios intermedidrios é:

1 82 1 82 d2 T
/0 pAW(x ) (a)dzs + /0 Ela;;( ) Zi%x— F(a, O)(x)dz

w2 2 2 9%y d*(x 2
o [T oagp e+ [ B S [ s v

1

+/ j(1: t)iﬁ(x)d:c—i-/ El%( t)dzfx(f)d:c — [ fla,t)(x)dz =0

Nesse problema de viga engastada-livre com dois apoios intermediérios,

a funcao-teste 1) pertence ao espaco Admig que apresenta as seguintes

caracteristicas:
d
Admyy = {4+ (0, ) — R(0) = 0, 5(0) = 0,6(21) =0,
(8-27)
L L 2
v =0, [ e < oo, [ (%) 4z < o0}
8.3

Viga bi-engastada com uma mola vertical em coordenada intermediaria

Considere o problema de uma viga bi-engastada, com mola vertical

intermediaria, localizada na coordenada x = a, conforme mostra a figura

(A.55)):

Iy [~
A [~
/1 .
kv
a
e
-~ L -

Figura 8.7: Viga bi-engastada com mole vertical em x = a
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As condigoes de contorno da viga bi-engastada estao apresentadas na
equagao (4-6)) e as condigbes intermedidrias devido a mola vertical, em = = a,
Sa0:
M(a,t) =0 = Z%a,t)=0
(8-28)

3 ky
Via,t) = kyu(a,t) = 53(a,t) = g5ula,t)
A mola vertical no meio do dominio [0 L] é representada por um
termo extra que aparece na formulacao variacional do problema de uma
viga bi-engastada. Para calcular a formulacao fraca, parte-se da equagao
diferencial do problema, que é multiplicada pela funcao-teste ¢ e integrada

em todo o dominio:

Pu Pu

/0 a;?(:v D (@)de + EIY(L) 55 (L,t) = EIY(0)5(0.1) + kyuth(a)
(8-29)
_EI;Z(L t)dd;; ) +E1;Z(0 t)dﬁi ) +/0 Elgzg( d;cz / Fla, )

Na equacao (8-29)), incorpora-se as condi¢oes de contorno do problema,

resultando na equagcao:

| paggteue i+ B1 (L >§3<L 0= BI9(0) 550.0) + huv(a)

= =0

B g LA R A dw(0)+/ B ;”(2 / Fa 1)

0x? dx 0x? dx 8:U2(
-0 -0

(8-30)

E a formulagao variacional desse problema é:

L 82 L 82 de
/0 pAatQ( )¢($)d$+kvu1/z(a)+/o EIaxZ( 1) dw(f)dﬂf

- [ swu

A funcao-teste 1 deve satisfazer as condigoes de contorno essenciais:

(8-31)
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u(0,t) =0, u(L,t) =0, 2¢(0,t) = 0, 2%(L,t) = 0; ou seja, ¢ deve pertencer
ox ox

a um espaco Admq; tal que:

Admiy = (02 (0,1) — Rlp(0) = 0, 2(0) = 0,4(1) =0,

“iry =0 /|wrdx<oo/ (—) dr < oo}

(8-32)

8.4
Viga bi-apoiada com massa concentrada em coordenada intermediaria

Considere o problema de uma viga bi-apoiada com uma massa concentrada

(m.) localizada na coordenada x = a, de acordo com a figura (|A.57)):

P 2

Figura 8.8: Viga bi-apoiada com massa concentrada em = = a
Esse problema de viga apresenta as condig¢oes de contorno da equagao
(8-12))e as seguintes condigoes intermediarias:

M(a,t) = 0; Z4(a,t) =0
(8-33)

9%u . 9w _ me %u
V(a,t) Megz (Cl,t), @(L,t) = Elw(a,t)
Esse problema é similar ao da viga bi-engastada com mola em coordenada
intermedidria. A massa concentrada (m.) em x = a serd representada por
um termo adicional na formulacao variacional da viga. E a formulacao fraca

¢é obtida através do mesmo procedimento:
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[ oAS 0t + BT TS L) ~ B0 S 50,0 + maibta)
(8-34)

d*u dip(L) u d(0) Pu d2¢
—Elaz(Lt) i +E182(0t) 4 +/0 P ) g _/ Fa,

A equacao |D incorpora-se as condicoes de contorno do problema,

resultando na formulacao fraca:

L 82 3 a3u
/0 pAS (&, ) e + BLY(L >a S(L.0) = BI9(0) 5200 + huv(a)
= =0
(8-35)
Pudp(L) . 0w dp(0) Pu )
_E]8x2(L,t) T +E]8x2(0 t) o +/0 EJa S (z,t e / [z, )
=0 =0

A formulagao do problema é:

L 82 L 62 d2
/0 pAﬁ(a: t)¢(x)dm+kvuz/)(a)+/0 E]&;;(x,t) ;i(f)dx

(8-36)

-/ e ()

A funcao-teste desse problema pertence a um espaco de funcoes Admis

definido por:

Admys = {¢ : (0,L) — R[¥(0) = 0,¢(L) =0

L L dw>2
*d — ] d
/O|w| :1:'<oo,/0 (dx r < oo}

(8-37)
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8.5

Problema de viga apoiada-livre com uma mola torcional

Deseja-se encontrar a formulacao fraca de uma viga apoiada-livre, que

contém uma mola torcional (k;) na extremidade do apoio:

kt@ |

- L -8

Figura 8.9: Viga apoiada-livre com uma mola torcional na extremidade do
apoio

Esse problema possui as seguintes condi¢oes de contorno:

w(0,4) =0 V(L t) = 0; 2%(L,t) =0
(8-38)

BIZ%(0,t) = k2(0,1) M(L,t) = 0; Z%(L,t) =0

81‘2

Parte-se da formulagao forte do problema e, apds as devidas integragoes,
chega-se a equagao (5-3) onde devem ser incorporadas as condigoes de

contorno do problema:

L 2 3 3 2
/ oA o Byia)de + BI6(L) (01— B w(0) 24 0,0 — B1 21,0
0 ot? oz? —~—~ 023 o2
8, di(0) ou, w
\5,_/
=kt Qu(qy)

EI 0z

A formulacao variacional do problema de viga apoiada-livre com mola

torcional é:

0x?

= [ sy

L 92y 3, d(0 L 92 d?
/0 pAm(x ) (x)da +kta“(o t) ﬁih/ﬂ El—u(as t)df
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de forma que a funcao-teste 1 pertenca ao espaco Adm,s que satisfaz as

condicoes de contorno essenciais:

L
Adimas = {0 : (0, L) — R|(0) = 0, / 2 < oo,
0
(8-41)

L dl/) 2
/ (—) dr < oo} nonumber (8-42)
o \dz

8.6
Aproximacao da dinamica de um problema de viga com apoio
intermediario

Nesta secao serao apresentados todos os passos necessarios para
aproximar a dinamica de um problema [2]. Nesses casos, as freqiiéncias
naturais e os modos de vibragao nao sao conhecidos e, por isso, precisam
ser aproximados pelo método de Elementos Finitos.

Considere o problema de uma viga bi-engastada, com um apoio
intermediario e uma forca F aplicada; conforme indica a figura . A
viga apresenta comprimento L, drea da secao transversal A e momento de
inércia da secao transversal I; o material tem densidade p e mddulo de
elasticidade E. O apoio intermediario encontra-se na coordenada r = a e a

forca ¢é aplicada em x = b.

F
- b :l
by P
v = N
—2
- L =

Figura 8.10: Viga engastada-apoiada-engastada com forga aplicada

Sendo:

L =3m = comprimento da viga
h=0.0om = altura da viga
b=0.1m = largura da viga
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E=2-10"" = mddulo de elasticidade
p = T850kg/m*> = densidade

Deseja-se aproximar a dinamica do sistema. O problema pode ser
dividido em duas partes: aproximacao dos modos (pelo MEF') e aproximacao
da dindmica. Deseja-se encontrar a solugao tal que o erro (e) da aproximagao
dos modos seja menor do que a precisao estabelecida p, por exemplo,
1072; ou seja e < 0.01. Além disso, o erro da aproximacao da dinamica
também deve ser menor do que a precisao desejada. Como nao existe solucao
analitica para este problema, o erro sera baseado na comparacao entre duas
simulacoes. Faz-se os calculos para um numero qualquer de elementos e
armazena-se os resultados. Em seguida, repete-se os calculos para uma
malha mais refinada e a diferenca encontrada entre os dois casos, sera
o erro. Se esse erro estiver dentro da precisao estabelecida inicialmente,
conclui-se que o nimero de elementos da primeira simulacao é suficiente;
caso contrario, faz-se novos célculos, para um numero de elementos ainda
maior. Esse procedimento devera ser repetido até que a precisao desejada
seja atingida.

O erro nas freqiiéncias e modos é obtido pela comparacao de
freqiéncias naturais e de funcoes dos modos de vibracao do sistema.
Sao calculadas as primeiras cinco freqiiéncias naturais para 10 elementos
e, em seguida, para 20 elementos. Calcula-se o somatério das diferencas
absolutas entre as frequéncias; comparando a primeira freqiiéncia da
primeira simulagao (fi(s1)) com a primeira freqiiéncia da segunda simulagao
(f1(s2)), a segunda freqiiéncia da primeira simulagao (f2(s1)) com a segunda
freqiiéncia da segunda simulacao (f2(s2)) e assim por diante. A diferenca
entre as funcgoes dos modos é calculada pelo erro norma Ls, conforme
apresenta a equagao (|6-27)); sendo o erro nos modos o somatério das
diferencas entre os valores dos modos, nos ndés do sistema. O erro total
em freqiiéncias e modos é dado pela soma do erro nas freqiiéncias com o

erro nos modos.

Erro nas freqiiéncias naturais:
| = = 3w — Y

Erro nos modos de vibracao:

b
|6V — N |= (/ | — g2V P dx)

1/2
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Erro total = || w® — WV || + || ¢V — ¢*V ||

Primeira Parte: Aproximacao dos modos

Essa etapa consiste na construcao de uma aproximacao dos modos,

através do método de Elementos Finitos. Para isso, considera-se nulo o

forcamento externo e resolve-se um problema de wvalor caracteristico. A

formulagao fraca pode ser descrita pela equagao (8-7).

Inicialmente, define-se os parametros geométricos, as propriedades do

material, o nimero de elementos e o tipo de aproximacao (nimero de nds

por elemento). Suponha que o sistema seja discretizado em 10 elementos

lineares, de dois noés, resultando em 11 noés. O apéndice deste trabalho

explica detalhadamente os programas do Matlab, que seguem a seguinte

estrutura:

€ OS

Lista dos graus de liberdade associados a cada elemento;
Lista de coordenadas dos nés;
Lista de graus de liberdade por no;

Construcao das matrizes de massa RMat_M*€ e de rigidez RMat_K*°

elementares;
Montagem das matrizes globais do sistema (RMat_M% e RMat_K©);

Eliminacao de linhas e colunas das matrizes globais referentes a graus

de liberdade restritos;

Resolucao do problema de auto-valor.

Ao concluir essas etapas, tem-se por resultado as freqiiéncias naturais

modos de vibragao do sistema. Para esse problema de uma viga

bi-engastada com um apoio intermediario, obteve-se:

Freqiiéncias Naturais:(aproximagao com 10 elementos)
0.143059 - 10° Hz
0.207652 - 10° Hz
0.464707 - 10° Hz
0.574372 - 10° Hz
0.977378 - 10° Hz

Freqiiéncias Naturais:(aproximagao com 20 elementos)
0.143024 - 103 Hz
0.207546 - 10° Hz
0.463562 - 10° Hz
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Freqiiéncias Naturais:(aproximacao com 40 elementos)

0.572238 103 Hz
0.967732 10% Hz
0.143022 10% Hz
0.207539 103 Hz
0.463488 103 Hz
0.572098 103 Hz
0.967066 10% Hz

De acordo com os resultados encontrados, verificou-se que o erro

encontrado entre as aproximacoes de 10 e 20 elementos era maior do

que a precisao desejada; tornando-se necessario refazer os céalculos para

a aproximacao com 40 elementos. O erro entre as simulacoes de 20 e 40

elementos satisfez a precisao p do problema. Com isso, conclui-se que 20

elementos sao necessarios para calcular a dinamica desse problema; ou

seja, numa préoxima simulagao nao serd necessario um nimero maior de

elementos.

Modos de Vibragao(aproximagao com 40 elementos)

0.5

f1=0.1430

0.5

05

0.5

fa=05721

f2=02075

0.5

f3=04635

Figura 8.11: Modos

intermediario

0.5

-0.5

0.5

B=09671 | ; 6 =1.1216

de Vibracao

0.5 1 0 0.5 1

de uma viga bi-engastada com apoio
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Segunda Parte: Aproximacao da dindmica do sistema

Uma vez aproximados os modos de vibracao, pode-se aproximar a
dindmica do sistema. Quanto maior o numero de elementos em que o
sistema ¢é discretizado, melhor a aproximagao dos modos, calculada por
Elementos Finitos; porém maior serd o sistema de equacoes diferenciais
ordindrias (edo’s). Para diminuir o esfor¢o computacional necessério para
solucionar o sistema completo de edo’s, constréi-se um modelo reduzido
de equagoes diferenciais e faz-se a discretizacdo no tempo desse modelo
reduzido. Concluiu-se que cinco modos de vibracao sao suficientes para
aproximar a dinamica desse sistema.

Foi aplicada uma forca harmonica F', na coordenada x = 0.9L; e a
dinamica foi aproximada no ponto de observacao x = xy. O integrador do
Matlab utilizado foi o ode4b que tem como entradas a fungao, o tempo de
integracao e as condicoes iniciais do problema.

Fez-se uma comparagao da aproximacao da dinamica do problema pelo
Método de Elementos Finitos e pelo modelo reduzido 5 modos), que pode

ser visualizada pelo grafico (8.12])

<107 Dindmica da viga no pontox =x

T T T T
— Aproximagio por EF : n o
— Aprox. mod. reduzido : '

EF--- e R e ....... ........ ......... ........ ....... _

T T T T T

[

uN xg.0)

! ] 1 ] i ] 1 ] | i
0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 005
tempo

Figura 8.12: Dinamica aproximada no ponto x = x

O procedimento para aproximar a dinamica de sistemas continuos

pode ser visualizado pela figura (8.13)):
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PROBLEMA

Constroi modelo
— |reduzido de modos
aproximados

conhece

onhecs ——»|Aproxima modos

pelo MEF

[+ |

Constréi modelo - —
reduzido de modos Aproxima dinamica

l do sistema

Aproxima dinamica
do sistema

Figura 8.13: Procedimento adotado para aproximar dinamica de sistemas

continuos
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CONCLUSAO

Este trabalho teve, como principal objetivo, formar uma apostila
didatica para alunos de graduacao tornando-os capazes de aproximar a
dinamica de um sistema continuo unidimensional com a aplicacao do método
de Elementos Finitos.

Foram apresentadas as solucoes analiticas de um problema de
barra e um problema de viga e foi mostrado como podem ser
calculados, analiticamente, as freqiiéncias naturais e os modos de vibragao
correspondentes (capitulos 2 e 4).

Para sistemas cujos modos de vibracao eram desconhecidos, pode-se
aproxima-los, numericamente, pelo método de Elementos Finitos. Para a
aplicacao desse método, foi necessario desenvolver a formulacao fraca dos
problemas e, através da solucao de um problema de valor caracteristico,
pode-se aproximar os modos de vibragao (capitulos 3 e 5).

Apresentou-se os principios basicos do Método de Elementos Finitos,
mostrando como o método funciona e as etapas necessarias para a
sua aplicacao. Foram mostrados diferentes tipos de elementos, como sao
construidas as equagoes elementares e como elas devem ser acopladas
formando as equagoes globais do sistema.

Foram desenvolvidas as formulacoes fracas de problemas que
apresentavam condigoes intermedidrias (apoio, acoplamento elastico e massa
concentrada). Além disso, para um problema complexo, foi desenvolvido
todo o procedimento apresentado para calcular a dinamica do sistema:
desenvolvimento da formulacao fraca, aplicacao do método de elementos
finitos, calculos aproximado dos modos de vibracao e cédlculo da dinamica
do sistema.

Para todos os problemas apresentados, foram desenvolvidos os
programas no Matlab, que aproxima as freqiiéncias naturais e os modos de
vibrac¢ao (quando desconhecidos), além da dinamica do sistema. O apéndice
deste trabalho apresenta passo-a-passo o que é desenvolvido nos programas
de Matlab.
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A
MANUAL DE PROGRAMAS DO MATLAB

Este manual tem por objetivo explicar, detalhadamente, os programas
referentes a simulacdes numéricas de sistemas continuos, discretizados por

Elementos Finitos com o auxilio do software MATLAB.

As varidveis seguem um padrao de nomenclatura definido por:
RMat.M — matriz M;
Rx = vetor z;
E — escalar E;

Todos os programas utilizam uma ferramenta numérica chamada Calfem,
que consiste num conjunto de fungdes ja definidas para calcular a dindmica de
sistemas pelo Método de Elementos Finitos. As fun¢des do Calfem possuem
uma nomenclatura prdpria, entdo é necessdrio colocar todos os parametros do
programa de forma que sejam reconhecidos e aceitos pelas fungdes que serdo

utilizadas futuramente.

Os programas apresentam a seguinte estrutura:

1. Objetivo:

Calcular as freqliéncias naturais e os modos de vibracdo do sistema.

2. Dados de Entrada:

Varidveis Geométricas (L,h,b,A,I);
Propriedades do Material (F,p);
Nimero de modos a serem calculados (NV);

Precisio desejada (e);

Nimero de elementos iniciais (N E;y;);

Definicdo do tipo de elemento;
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3. Desenvolvimento

Essa etapa consiste na definicdo de diversas varidveis, seguindo a

nomenclatura exigida pelos programas do Calfem que serdo utilizados.

Uma vez definido o nimero de elementos em que o sistema sera

discretizado e o tipo de elemento, sabe-se o nimero de nds existentes.

— Topologia = informa quais graus de liberdade estdo
associados a cada elemento. As barras apresentam apenas
deslocamento longitudinal, por isso, um grau de liberdade por né
é suficiente para representar esse sistema; enquanto as vigas, que
apresentam deslocamento vertical e rotacao, necessitam de 2 graus
de liberdade por né. Caso seja escolhido, por exemplo, o elemento
linear (de dois nds), cada elemento de barra possui dois graus de
liberdade (um por nd); enquanto os elementos de viga, terdo quatro

graus de liberdade (dois por nd).

Edof = [Edof 1 Edof 2] ... tal que Edof 1 representa os
elementos do sistema e FEdof 2 os graus de liberdade a eles

associados.

— Lista de coordenadas = apresenta as coordenadas x e y de

cada nd

Coord = [X Y]
no caso de sistemas tridimensionais, a varidvel Coord apresenta trés
coordenadas [X Y Z].

— Graus de liberdade por n6 —> informa os graus de liberdade

(GL) que estdo associados a cada né do sistema.

Dof = [GL]

— Montagem de matrizes de massa e rigidez para cada
elemento
Utiliza-se um programa do Calfem que monta as matrizes de

massa e de rigidez elementares (calfem bar2d, para barras; e calfem
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beam2d, para vigas)

— Montagem das matrizes globais do sistema
O programa "calfem assem’reline todas as matrizes elementares,

formando as matrizes globais do sistema.

— Graus de liberdade restritos
Uma vez que as matrizes globais do sistema estiverem montadas,
deve-se eliminar as linhas e colunas correspondentes aos graus de

liberdade restritos.

— Problema de auto-valor
Existe um programa do Calfem que fornece as freqiiéncias naturais

e os modos de vibragdo do sistema (calfem eigen).

4. Resultados

Através das simulacOes, descobre-se o nimero de elementos finitos
necessarios para aproximar as freqliéncias naturais, os modos de vibracdo
e a dindmica do sistema dentro de uma precisao inicialmente estabelecida.
Os resultados adquiridos sdo: as cinco primeiras frequéncias naturais
aproximadas junto com os respectivos graficos dos cinco primeiros modos
de vibragdo. Além disso, os programas geram o grafico da dindmica do

sistema no ponto de observacao x = x,.

Os sistemas continuos estudados correspondem a barras e vigas. Existem
diversas diferencas entre eles, por isso os programas serao explicados

separadamente.
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Al
Simulacoes de problemas de barras

Foram desenvolvidos diversos programas para calcular frequéncias
naturais, modos de vibracdo e dinamica de barras, envolvendo diferentes

condicdes de contorno, barras com area varidvel e com variacao de material:

barra fixa livre Calcula freqiiéncias naturais e modos de vibracdo de uma

barra fixa-livre, pela solucio analitica;

barra fixa livre ef2 Calcula freqliéncias naturais e modos de vibracdo de

uma barra fixa-livre, pelo MEF (elementos de dois nés);

barra fixa livre ef3 Calcula freqliéncias naturais e modos de vibragcdo de

uma barra fixa-livre, pelo MEF (elementos de 3 nés);

barra fixa fixa Calcula freqliéncias naturais e modos de vibracdo de uma

barra fixa-fixa, pela solugdo analitica;

barra fixa fixa ef Calcula freqliéncias naturais e modos de vibracdo de uma

barra fixa-fixa, pelo MEF;

barra fixa livre 2areas Calcula freqiiéncias naturais e modos de vibracdo

de uma barra fixa-livre com area varidvel, pelo MEF,;

barra fixa livre 2mat Calcula freqiiéncias naturais e modos de vibragdo de

uma barra fixa-livre com dois materiais diferentes, pelo MEF;

barra fixa massa ef Calcula freqiiéncias naturais e modos de vibracdo de
uma barra fixa-livre com massa concentrada na extremidade livre, pelo
MEF;

barra fixa mola ef Calcula freqliéncias naturais e modos de vibracao de uma

barra fixa-livre com mola horizontal na extremidade livre, pelo MEF;

barra livre livre Calcula frequéncias naturais e modos de vibragdo de uma

barra livre-livre, pela solucao analitica;

barra livre livre ef Calcula frequéncias naturais e modos de vibracdo de

uma barra livre-livre, pelo MEF;
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Al.1
Simulacdo de um problema de barra fixa-livre (aprox. linear)

A seguir, serd apresentado todo o programa em MATLAB de um problema
de barra fixa-livre, com o objetivo de mostrar os pardmetros da simulagao,
apresentando os graus de liberdade do sistema, as coordenadas dos nds, as
matrizes elementares e globais etc.

Inicialmente, definiu-se todos os pardmetros geométricos (comprimento
(L), altura (h) e espessura (b) da barra, drea da secdo reta (A)) e as
propriedades do material (mddulo de elasticidade (£) e densidade (p)).
Deseja-se calcular os cinco primeiros modos de vibragdo do sistema (N = 5),
para uma barra dividida em 10 elementos (N E = 10) e cada elemento é linear,

de dois nos.

ﬁ:®+®+@+®+®+®i® 00T

Figura A.1: Barra fixa-livre discretizada em 10 elementos

A barra foi entdo discretizada em 10 elementos e, como cada um deles

tem dois nds, o sistema contém um total de 11 nds.

— Topologia —>  mostra os graus de liberdade associados a cada

elemento:

Elemento | GLy | GL,
1 1 2
2 2 3
3 3 4
4 4 5
5 5 6
6 6 7
7 7 8
8 8 9
9 9 10
10 10 11

Tabela A.1: Graus de liberdade associados a cada elemento de barra (Edof)
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— Lista de coordenadas == apresenta as coordenadas X e Y de cada

no:

X|1Y
0.0 0.0
0.1]0.0
0.21]0.0
0.3]0.0
0.410.0
0.510.0
0.6 0.0
0.710.0
0.810.0
0.91]0.0
1.0 { 0.0

Tabela A.2: Coordenadas de cada né de um problema de barra (Coord)

— Lista de graus de liberdade por n6 = cada né apresenta apenas

um grau de liberdade, correspondente ao movimento longitudinal da barra:

© 00 J O Ot = W N =

—_
e}

11

Tabela A.3: Graus de liberdade associados a cada né (Dof)

— Construcao das matrizes de massa e de rigidez elementares —-
cada elemento terd uma matriz de massa e uma matriz de rigidez, de
dimensdao 2 X 2, relacionando os deslocamentos X; e X;.; de cada

elemento:
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M7, My Ki Ky
RMat_M°® = RMat_ K° =

e e e e
21 22 21 22

— Montagem das matrizes globais do sistema —> essas matrizes
sao montadas respeitando os deslocamentos que caracterizam cada
elemento e, nesse caso, elas tém dimensdo 11 X 11 (referenciando cada

grau de liberdade):

M}l M}Q 0 0

M211 M212 + M121 M122 T 0

RMat_MC = 0 M2, M2, + M}, 0
0 0 0 M213

0 mesmo acontece com a matriz de rigidez.

— Graus de liberdade restritos —- como a barra estd fixa em z = 0,
deve-se eliminar a primeira linha e primeira coluna (a restrigdo é no
primeiro grau de liberdade) das matrizes de massa e de rigidez globais; e

entdo elas passam a ter dimensao 10 X 10 e sao chamadas de RMat K e
RMat_M:

M212+M121 M122 0

M3 M3, 4+ M3, 0
RMat_M =

0 0 M21§
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0 mesmo acontece com a matriz de rigidez.

Problema de auto-valor —

com o problema discretizado, pode-se

calcular as freqiiéncias naturais e os modos de vibracdo do sistema:

Freqiiéncias Naturais:

0.7937 10* Hz
2.4007 10* Hz
4.0668 10* Hz
5.8320 10* Hz
7.7330 10* Hz

Modos de Vibragdo (6 primeiros modos)

Modos de Vibragio calculados por EF: barra fixa-livre

1

05 05
0 0
-05 05
Yo 02 o4 oje 08 1 Yo 02 o4 oje 0.8
1 1
05
O NN
Y1 PSSOSSOOOUUUUNE NN WO SUNUUUR JOUOS-SOOROUUNNUONE OO WO
1002 04 o5 o8 1 To 02 04 o8 08
1 1
05 05
0 0
05 05
1o o2 o4 0i6 08 1 o 02 o4 ofs 08

Figura A.2: Modos de vibragao do problema de barra fixa-livre (10 elem)

A simulacdo com a barra fixa-livre foi repetida, porém dividiu-se o sistema

em 30 elementos e os resultados encontrados foram:
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Frequiéncias Naturais:
0.7930 - 10* Hz
23810 - 10* Hz
3.9757 - 10* Hz
55812 - 10% Hz
7.2020 - 10* Hz

Modos de Vibracao

Modos de Vibracdo calculados por EF: barra fixa-livre
1 - .

05 05
0 0
05 05
1o o2 o4 0i6 08 1 o o2
1 : 1
05 05
0 - 0
-05 0.5
1o 02 04 o5 08 T 02 04 o6 08 1
1 1
05
oY SN Y N o W NN SO0 O W
[y ) SETPCTSTSTIPRRE PUSTOPOR SURYS RN - PR (NP ST
0 02 04 o5 o8 1 o 02 04 o8 o8 1

Figura A.3: Modos de vibragao do problema de barra fixa-livre (30 elem -

aprox. linear)

Como era de se esperar, a simulacdo feita com 30 elementos apresenta
resultados mais precisos, o que pode ser observado pelos valores das
freqliéncias naturais (que, no caso da malha mais refinada, estdo mais
préximos da solugdo analitica (exemplo A.1.2)) e pelo formato dos modos

de vibragdo, especialmente para o quarto e quinto modo [§].
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A.1.2
Simulagdo de um problema de barra fixa-livre (sol. analitica)

NMNNN

Figura A.4: Barra fixa-livre

Frequiéncias Naturais: w, = w, n=20,1,2..
0.7929 - 10* Hz
23786 - 10* Hz
3.9643 - 10* Hz
55501 - 10% Hz
7.1358 - 10* Hz
(2n—1)rz

Modos de Vibragao: sin “—+

Modos de Vibragdo calculados analiticamente: barra fixa-livre
1 . 1

05
0.5 : ] 0
-0.5

00 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -10 0.2 0.4 0.6 0.8 1

05 05

0 0

05 -05
Yo 02 o4 Yo 02 1

Figura A.5: Modos de vibracao do problema de barra fixa-livre (solucao

analitica)
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A.13
Simulagcao de um problema de barra fixa-livre (aprox. quadratica)

Frequiéncias Naturais:
0.7929 - 10* Hz
23786 - 10* Hz
3.9643 - 10* Hz
55501 - 10% Hz
7.1360 - 10* Hz

Modos de Vibracao

Modos de Vibragio calculados por EF: barra fixa-livre
1 .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura A.6: Modos de vibragao do problema de barra fixa-livre (30 elem -

aprox. quadratica)

Pode-se comparar os resultados das aproximacdes de freqiiéncias e modos
de elementos de dois nés (A.1.1) e elementos de trés nés (A.1.3) com a
solugdo analitica do problema de uma barra fixa-livre (A.1.2). Pode-se perceber
facilmente que a aproximacdo quadratica é mais eficiente do que a aproximacao

linear.
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A.1.4
Simulacao de um problema de barra fixa-fixa (sol. analitica)

NN AN

SMNNN

Figura A.7: Barra fixa-fixa

Frequiiéncias Naturais: w, = "7, n =1,2...
1.5857 - 10* Hz
3.1715 - 10* Hz
47572 - 10* Hz
6.3429 - 10* Hz
7.9287 - 10* Hz
Modos de Vibracao: sin

nnx
L

Modos de Vibragdo calculados analiticamente: barra fixa-fixa
1 - v

0.5

Figura A.8: Modos de vibracao do problema de barra fixa-fixa (solugao

analitica)
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A.l.5
Simulacdo de um problema de barra fixa-fixa (aprox. linear)

Frequiéncias Naturais:
1.5865 - 10* Hz
3.1773 - 10* Hz
47768 - 10* Hz
6.3894 - 10% Hz
8.0195 - 10* Hz

Modos de Vibracao

Modos de Vibragio calculados por EF: barra fixa-fixa
2 : 2

1.5

1

0.5

Figura A.9: Modos de vibragao do problema de barra fixa-fixa (30 elem -

aprox. linear)
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A.1.6
Simulagdao de um problema de barra fixa-livre com duas areas (aprox.
linear)

I
I S

NMNNN

Figura A.10: Barra fixa-livre com duas édreas

Frequiéncias Naturais:
0.4681 - 10* Hz
2.7070 - 10* Hz
3.6483 - 10* Hz
59118 - 10* Hz
6.8685 - 10* Hz
Modos de Vibracao

Modos de Vibragéo calculados por EF: barra fixa-livre de area variavel

0
0 -1
o 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
2 2
]
1.
0
of p
y - . , . _
0 02 04 06 08 1 0 02 04 08 08 1
2
1
0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura A.11: Modos de vibragao do problema de barra fixa-livre com duas

areas (30 elem)
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A.1.7
Simulacao de um problema de barra fixa-livre com dois materiais
(aprox. linear)

SN

Figura A.12: Barra fixa-livre com dois materiais

Frequéncias Naturais:
1.0552 - 10* Hz
2.1434 - 10* Hz
42647 - 10* Hz
5.3663 - 10* Hz
75203 - 10* Hz
Modos de Vibracao

Modos de Vibragdo calculados por EF: barra fixa-livre

1 : : 1
0.5 f 0.5
0 0
05 -0.5
Yo 02 04 06 o8 Yo 02 o4 06 o8 1
1 1
05 05
0 0
-0.5 -0.5
o 02 o2 o6 o8 1 o 02z o4 o6 o8 1
1 1
a5l 0.5 b
YA W S U0 W a
0.5} 0.5
To 02 04 08 08 1 To 02 04 08 08 1

Figura A.13: Modos de vibragao do problema de barra fixa-livre com dois

materiais (30 elem)
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A.1.8

Simulacdo de um problema de barra fixa-massa (aprox. linear)

NNNN

Figura A.14: Barra fixa-massa

Frequiéncias Naturais:

0.5060
1.7964
3.2968
4.8591
0.4520

10* Hz
10* Hz
10* Hz
10* Hz
10* Hz

Modos de Vibracao

Modos de Vibragio calculados por EF: barra fixa-massa
1 .

0.5

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura A.15: Modos de vibragao do problema de barra fixa-massa (30 elem)
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A.1.9

Simulacdo de um problema de barra fixa-mola (aprox. linear)

ke

~A

Figura A.16: Barra fixa-mola

ANNN

Frequiéncias Naturais:

0.9272
2.4334
4.0078
5.6044
7.2203

10* Hz
10* Hz
10* Hz
10* Hz
10* Hz

Modos de Vibracao

Modos de Vibragdo calculados por EF: barra fixa-mola

2
1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -20 0.2 0.4 0.6 0.8 1
2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura A.17: Modos de vibragao do problema de barra fixa-mola (30 elem)
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A.1.10
Simulagao de um problema de barra livre-livre (sol. analitica)

Figura A.18: Barra livre-livre

Frequéncias Naturais: w, = “7¢,n=0,1,2, ...
1.5857 - 10* Hz
3.1715 - 10* Hz
47572 - 10* Hz
6.3429 - 10* Hz
7.9287 - 10* Hz

nmwr

Modos de Vibragao: cos “7*

Modos de Vibragdo calculados analiticamente: barra livre-livre

1 : 5 1
05 ' : 05
0 o) IS U ST B4 B
-0.5 [y ) SETPCTSTSTIPRRE SUOTRTOTI: WS PP P P SIS ST
0 02 04 o5 o8 1 o 02 04 o8 o8 1
1
05
0
-05

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura A.19: Modos de vibracao do problema de barra livre-livre (solucao

analitica)
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A.2
Simulacoes de Vigas

Foram desenvolvidos, também, programas para calcular frequéncias
naturais, modos de vibracdo e dindmica de vigas, envolvendo diferentes

condicdes de contorno, condicdes intermediarias e diversos tipos de elementos.

A.2.1
Simulacdao de um problema de viga bi-engastada

A seguir, serd apresentado todo o programa de um problema de viga
bi-engastada. Define-se os pardmetros geométricos (L, h, b, A), as propriedades
do material (E, p). Deseja-se calcular os quatro primeiros modos de vibragdo
(N = 4), para uma viga discretizada em dez elementos (VE = 10), sendo que

os elementos sao lineares, de dois nds.

Glleliel0 010/ Ktk

Figura A.20: Viga bi-engastada discretizada em 10 elementos

O sistema foi dividido em 10 elementos e tem, no total, 11 nds. Cada
né da viga necessita de dois graus de liberdade: um representa o deslocamento

transversal e o outro, a rotacao.

— Topologia = mostra os graus de liberdade associados a cada

elemento:

Elemento | GL, | GLy | GLs | GL4
1 1 2
2 3 4
3 5
4 7 10
5t 9 10 11 12
6 11 12 13 14
7 13 14 15 16
8 15 16 17 18
9 17 18 19 20
10 19 20 21 22

Tabela A.4: Graus de liberdade associados a cada elemento de viga (Edof)
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— Lista de coordenadas == apresenta as coordenadas X e Y de cada

no:

X
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

o 0 0 o0 o0 o0 o o o o ol

Tabela A.5: Coordenadas de cada n6 de um problema de viga (Coord)

— Lista de graus de liberdade por n6 = cada nd apresenta trés
graus de liberdade:

1 2
3] 4
o1 6
78
9110
11 |12
13 | 14
15 | 16
17 | 18
19 | 20
21| 22

Tabela A.6: Graus de liberdade associados a cada né (Dof)

— Construcao das matrizes de massa e de rigidez elementares —-
cada elemento terd uma matriz de massa e uma matriz de rigidez, de
dimens3ao 4 X 4, relacionando os deslocamentos X; e X;.; de cada

elemento:
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& & e e
11 12 13 14
e e e e
21 22 23 24
RMat_M*® =
e e e e
31 32 33 34
e e e e
Mg, Mg, Mg, Mg,
e e e e
11 g gz By
e € e e
21 flgg [flyz [igy
RMat_K° =

e e e e
31 32 33 34

e e e e
41 42 43 44

— Montagem das matrizes globais do sistema = essas matrizes
sao montadas respeitando os deslocamentos que caracterizam cada

elemento e, nesse caso, elas tém dimensdo 22 X 22 (porque existem 22

graus de liberdade no sistema):

Vi oMy My
vi oMy My
Mg, Mgy, Mg+ MY Mg, + M7,

RMat_M% = | My M, Mjs+ M3 M+ M;,

10
My
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0 mesmo acontece com a matriz de rigidez.

— Graus de liberdade restritos

—> como a viga estd engastada

nas duas extremidades, significa que os nés 1 e 11 sdo restritos. E isso

significa que as linhas e colunas referentes aos graus 1,2,11,22 devem ser

eliminadas das matrizes globais do sistema. Essas matrizes passam a ter
dimens3o 18 X 18 e sio chamadas de RMat_K e RMat_M:

RMat_M =

M313 + M121 M?}4 + M122

M+ M3z, My, + M3,

10

0 mesmo acontece com a matriz de rigidez.

— Problema de auto-valor

com o problema discretizado, basta

calcular as frequiéncias naturais e os modos de vibracdo do sistema:

Frequiéncias Naturais:

0.051886
0.143059
0.280657
0.464707
0.696325

103 Hz
10 Hz
10 Hz
10 Hz
103 Hz

Modos de Vibracao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421088/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 0421088/CA

Dinamica de estruturas flexiveis unidimensionais 152

Modos de Vibragdo calculados por EF

0.2 0.2
*o
o Ofe ARk % kk d gk A o m T mr -
g ® |
0.2 : ‘ i ; ‘ 0.2 : ‘ i : ;
02 04 0B 08 1 0 02 04 0B 08 1
X X

02 5 ‘ 02
0 0

0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura A.21: Modos de vibragao do problema de viga bi-engastada (10 elem)

A mesma simulagdo foi feita utilizando-se 30 elementos e os resultados

encontrados foram:
Freqgliéncias Naturais:

0.051884 - 10° Hz
0.143022 - 10° Hz
0.280384 - 10° Hz
0.463499 - 10° Hz
0.692416 - 10° Hz

Modos de Vibracao
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Modos de Vibragdo calculados por EF

0.2
-0.2 : : 5 : ‘
02 04 06 08 1
X
0.2

-0.2
0

0.2

Figura A.22: Modos de vibragao do problema de viga bi-engastada (30 elem)

0.2 0.4 0.6 0.8 1

02

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.2
X
02 ..............................................................................
P e s =T ST DT
-0.2 . i
0.2 0.4 0.6 0.8 1
X


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421088/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 0421088/CA

Dinamica de estruturas flexiveis unidimensionais 154

A.2.2
Simulagao de um problema de viga bi-engastada (sol. analitica)

Frequiéncias Naturais:
0.518847 - 10° Hz
1.430222 - 10? Hz
2.803807 - 10% Hz
4634835 - 10° Hz
6.923645 - 10% Hz

Modos de Vibracao

Modos de Vibragio calculados analiticamente
2 : 2

“o 02 04 06 08 1 “o 02 04 06 08 1

Figura A.23: Modos de vibragao do problema de viga bi-engastada (solugao

analitica)
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A.2.3
Simulacdo de um problema de viga engastada-livre (sol. analitica)

/1

#1 |

/1
u(0.t=0 VLt =0
du (0.)=0 M(Lt)=0
dx

Figura A.24: Viga engastada-livre

Frequiéncias Naturais:
0.081538 - 10% Hz
0.510990 - 10% Hz
1.430787 - 10? Hz
2.803773 - 10° Hz
4634837 - 10% Hz
Modos de Vibracao

Modos de Vibragéo calculados analiticamente

2 2
]
oY IO R N SN SO
-1 A b
2 02 04 05 o8 1 %0 02 04 o8 08 1
2 : 2
1 1
0 0
2 02 o4 0i6 08 1 %0 02 o4 ofs 08 1
2 : 2
1 1
0 - 0
-1 -1
%0 02 04 06 08 1 %0 02 04 06 08 1

Figura A.25: Modos de vibragao do problema de viga engastada-livre

(solugao analitica)
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A.2.4
Simulagao de um problema de viga engastada-livre (aprox. linear)

Frequiéncias Naturais:
0.081538 - 10% Hz
0.510990 - 10% Hz
1.430787 - 10?% Hz
2.803773 - 10° Hz
4634837 - 10% Hz

Modos de Vibracao

Meodos de Vibragao calculades por EF

Figura A.26: Modos de vibragao do problema de viga engastada-livre (30

elem)
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A.2)5
Simulagdo de um problema de viga engastada-mola (aprox. linear)

Py
vy V(L.t)= ke ulL)
/1 M(L,t) =0
u(0,t)=0 ke
duot)=0
dx

Figura A.27: Viga engastada-mola

Frequéncias Naturais:
8.9059 Hz
51.2257 Hz
143.1244 Hz
280.4038 Hz
463.5134 Hz

Modos de Vibracao

06
- 0.4

Figura A.28: Modos de vibra¢ao do problema de viga engastada-mola (30

elem)
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A.2.6

Simulagcdo de um problema de viga engastada-massa (aprox. linear)

] me

] |

Py
ul0.)=0 VIL.t) = me u"(L.Y)
du (0.=0 M(Lt)=0
dx

Figura A.29: Viga engastada-massa

Frequiéncias Naturais:

0.007766 103 Hz
0.030643 103 Hz
0.076779 103 Hz
0.175634 103 Hz
0.323205 103 Hz

Modos de Vibracao

Modos de Vibragao calculados por EF

-0.1 : \
-0.2 , ‘

-0.2

02 b

01 w ) W -

-0.2

Figura A.30: Modos de vibracao do problema de viga engastada-massa (30

elem)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421088/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 0421088/CA

Dinamica de estruturas flexiveis unidimensionais 159

A.2.7
Simulagcao de um problema de viga bi-apoiada (sol. analitica)

Figura A.31: Viga bi-apoiada

Frequiéncias Naturais:
0.228880 - 10? Hz
0.915523 - 10% Hz
2.059927 - 10% Hz
3.662093 - 10% Hz
5.722020 - 10% Hz

Modos de Vibracao

Modos de Vibragdo calculados analiticamente
2 . 2

“o 02 04 06 08 1 “o 02 04 06 08 1

) 02 04 06 08 1 “o 02 04 06 08 1

Figura A.32: Modos de vibragao do problema de viga bi-apoiada (solucao

analitica)
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A.2.8
Simulagao de um problema de viga bi-apoiada (aprox. linear)

Frequiéncias Naturais:
0.228880 - 10° Hz
0.915524 . 10% Hz
2.059941 - 10° Hz
3.662171 - 10° Hz
5.722317 - 10% Hz

Modos de Vibracao

Meodos de Vibragao calculades por EF

0.4 : 0.2
0.3 E E 0.1
> 02 ; : >~ 0
0.1 -0.1
0 - ) 07
o] 0I2 0‘4 OIB OIB 'i 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

02r

P I NP B

-0.2

Figura A.33: Modos de vibragao do problema de viga bi-apoiada (30 elem)
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A.2.9
Simulagcdo de um problema de viga livre-apoiada (sol. analitica)

Figura A.34: Viga livre-apoiada

Frequiéncias Naturais:
0.357555 - 10% Hz
1.158708 - 102 Hz
2.417553 - 10° Hz
4134160 - 10° Hz
6.308527 - 10% Hz

Modos de Vibracao

Modos de Vibragdo calculados analiticamente
2 .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura A.35: Modos de vibragao do problema de viga livre-apoiada (solucao

analitica)
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A.2.10
Simulacdo de um problema de viga livre-apoiada (aprox. linear)

Frequiéncias Naturais:
0.357555 - 10% Hz
1.158711 - 102 Hz
2.417576 - 10° Hz
4134271 - 10% Hz
6.308922 - 10% Hz

Modos de Vibracao

Meodos de Vibragao calculades por EF

Figura A.36: Modos de vibragao do problema de viga livre-apoiada (30 elem)
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A.2.11
Simulacdo de um problema de viga livre-livre (sol. analitica)

[ ]
V(0.4)=0 VLY =0
M(0.4=0 M(Lt) =0

Figura A.37: Viga livre-livre

Freqiiéncias Naturais:
0.518847 - 10° Hz
1.430222 - 10?% Hz
2.803807 - 10% Hz
4634835 - 10° Hz
6.923645 - 10° Hz

Modos de Vibracao

Modos de Vibragéo calculados analiticamente

2 2
;
o U N U S N W
-1 A b B )
%0 02 04 o6 08 1 %0 02 04 o8 08
2 : 2
1 1
0 0
2 02 o4 0i6 08 1 %0 02 o4 ofs 08
2 . 2
1 1
0 : 0
-1 -1
%0 02 04 06 08 1 %0 02 04 06 08

163

Figura A.38: Modos de vibracao do problema de viga livre-livre (solucao

analitica)
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A.2.12
Simulacdo de um problema de viga livre-livre (aprox. linear)

Frequiéncias Naturais:
0.051884 - 10° Hz
0.143022 - 103 Hz
0.280384 - 10° Hz
0.463499 - 10° Hz
0.692416 - 103 Hz

Modos de Vibracao

Meodos de Vibragao calculades por EF
0.2 : : : :

-0.2 -0.2

Figura A.39: Modos de vibragao do problema de viga livre-livre (30 elem)
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A.2.13
Simulacao de um problema de viga bi-apoiada com apoio intermediario

[ ]
VAN o Fa¥
-i—a}
- L -

Figura A.40: Viga bi-apoiada com apoio intermedidrio

Freqgiiéncias Naturais (Blevins):

Z
|__ N P — b 1. — AN
l s £ —= =
1J ,-h i I P
5 & .._1'5. |
A = &_ {Numher of Spans)
1 1
Mode Numher (1)
> 1 2 3 4 5 G
1 3.142 6,263 9,425 12,57 5.71 2.8
. 30142 i.oee 283 Y. 424 11,2
! 3.142 3.357 . 29T o707 T
S i, 393 3.928 163 6.283
5 3.1412 3.310 3,700 57 L 530 HOTEL
- 3042 3.260 3.557 3,925 5,291 4.602
162 3.230 3. 3764 4,089 4. 184
: 3.142 3.210 1 3,645 1,926 4,708
! 30142 3. 196 3. 3,957 3,800 5,053
10 3.147 3. 1ER 3. 300 1488 1 700 -
3.142 1.178 3,282 3,436 3,62 3
e 3.14d 3.172 3. 261 1.393 3,597
13 3,142 3. 168 1,24t 3,159 3 1 BE
14 3,141 3. 164 3,210 3.132 1, 1.607
E 3.141 3,161 3,219 3.309 3.424 1,35

Figura A.41: Tabela de freqiiéncias naturais de viga bi-apoiada com apoio

intermediario (Blevins)

Essa tabela apresenta as seis primeiras frequiéncias naturais de problemas

de viga bi-apoiada que podem ter de um a quinze apoios intermediarios.
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Freqiiéncias Naturais (aprox. linear):
0.915524 - 10? Hz
1.430226 - 10% Hz
3.662171 - 107 Hz
4.634993 - 10% Hz
8.240591 - 107 Hz

Modos de Vibracdo (aprox. linear)

Modos de Vibragio calculados por EF

01 0> |

S .,.4,%47.«,”,?4,., e R S 1 T O
-01 VT SO

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

Figura A.42: Modos de vibracao do problema de viga bi-apoiada com apoio

intermedidrio (30 elem)
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A.2.14
Simulacao de um problema de viga apoiada-livre com apoio
intermediario (aprox. linear)

|
VAN aN
—t s

< L -

Figura A.43: Viga apoiada-livre com apoio intermediario

Freqiiéncias Naturais:
0.210363 - 10% Hz
1.080609 - 10? Hz
1.826436 - 10? Hz
3.973202 - 10% Hz
5.347942 - 10° Hz

Modos de Vibracao

Modos de Vibragéo calculados por EF

01r

-0.1

Figura A.44: Modos de vibracao do problema de viga apoiada-livre com

apoio intermediario (30 elem)
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A.2.15
Simulacao de um problema de viga engastada-apoiada com apoio
intermediario (aprox. linear)

AN

Figura A.45: Viga engastada-apoiada com apoio intermediario

Freqiiéncias Naturais:
0.106806 - 10* Hz
0.184794 - 10* Hz
0.397424 - 10* Hz
0.534635 - 10* Hz
0.870483 - 10* Hz

Modos de Vibracao

Modos de Vibragéo calculados por EF

Figura A.46: Modos de vibracao do problema de viga engastada-apoiada

com apoio intermediario (30 elem)
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A.2.16

Simulacao de um problema de viga bi-engastada com apoio
intermediario

AN
o

Figura A.47: Viga bi-engastada com apoio intermediario

Freqgiiéncias Naturais (Blevins):

] | ' i W 2 '
- L - ] ——= |—-——-—= A 172
: | oM fEr
_-'r ):_ - :i - 2\
i _— m
JANEEVA /\ "
f
A=k {Mumhar of Spans)
i i i
Ler Mode Numbar (i)
+f
Y 1 z 3 4 5 6

i 4 7,803 11,007 15,14 17,28

2 1. 4,730 7 7.R%7 n.21

3 3 4,297 i i 430

A jo91 3.948 L 467 4,730 f545 T.008
5 o0 3,900 132 ] 4,730 fi 460
f 1. 260 3.557 3.027 4,294 5. R07 a4, 730

3.230 1,460 1,764 R 4.394

R 1,210 1,394 3.645 3,926 4, 20K

] 1,146 3344 3,557 3, R00 IR
10 i.186 3,309 3,448 1,400 3,927
i1 LI 3,282 J.40045 1,631 3,823
12 3173 .2a1 3.293 1,557 3.734 3,47
13 1,168 3,244 3.3%4 i, 3666 3.839
14 1,164 3.230 1,332 3, 3,607 3,764
15 1161 3.218 3.305 i 30557 1.7

Figura A.48: Tabela de freqiiéncias naturais de viga bi-engastada com apoio

intermediério (Blevins)

A tabela acima apresenta as seis primeiras frequéncias naturais de
problemas de viga bi-engastada que tenham de um a quinze apoios

intermedidrios.
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Freqiiéncias Naturais (aprox. linear):
0.1430 - 10° Hz
0.2075 - 10% Hz
0.4635 - 10% Hz
0.5721 - 10% Hz
0.9672 - 10% Hz

Modos de Vibracdo (aprox. linear)

Meodos de Vibragao calculades por EF

0.2 ~ ~ 02

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
0.2r
T o W I
» 0 g+ g
o | ww Kb
0.2 0.2
0 0j2 0.‘4 0j6 0j8 1 0 0.‘2 0.‘4 0j6 0.‘6 1
X X

Figura A.49: Modos de vibragao do problema de viga bi-engastada com

apoio intermediario (30 elem)
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A.2.17

Simulacao de um problema de viga engastada-livre com apoio
intermediario (aprox. linear)

AN

Figura A.50: Viga engastada-livre com apoio intermediério

Fregiiéncias Naturais (Blevins):

1 . Y2 .
e || et ——— | ——-ﬁ F*——..——-{ !
1 .-I I B N M
- {5 Tl

| AN AN /\ 2n? \

A= A_ {Numhar of Spans)
1 1
Mode Numbher (i)
g 1 2 3 & 5 G
1 1.875 4.694 7.855 11.00 14,14 17.28
2 1.370 3.923 4., 707 7.058 T.842 10.19
3 1,541 1.570 b 283 G.720 G, 707 7.430
4 1.53% 3,403 3,923 4,450 4,721 f.5345
5 1.53%9 3 316 3.708 4,148 4.538 4,714
= 539 3,265 3,563 3.927 4.292 4,592
7 L 530 3,233 3. 466 1,767 4, 0BG 4.3R9
a .539 3.213 3,399 3,649 3,926 G 204
9 L339 » T98 3. 349 3. 560 3,802 4,051
{ L5139 3.187 3.312 3,492 3.703 3,927
539 17¢ 3,285 3,43 3,624 3 4

12 1,539 30173 3,263 3.3%7 3.55 3,739
13 1.539 3,168 1,245 3,362 3.507 1.660
14 1.539 1,165 3,232 3.334 3.463 3.609
15 1.539 3.162 3.221 .31 3.427 31,559

Figura A.51: Tabela de freqiiéncias naturais de viga engastada-livre com

apoios intermediarios (Blevins)

A tabela apresenta as seis primeiras frequéncias naturais de problemas de

viga engastada-livre que tenham de um a quinze apoios intermediarios.
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Frequiéncias Naturais:

0.228880
1.430226
2.059941
4.634993
5.722316

102
102
102
102
102

Hz
Hz
Hz
Hz
Hz

Modos de Vibracao

Meodos de Vibragao calculades por EF

Y
>
0.2
Of  bepmpgpres st eee ool
0 02 04 06 08

0.2¢

0.1

-0.1
-0.2

Figura A.52: Modos de vibracao do problema de viga engastada-livre com

0.6

apoio intermediario (30 elem)

0.2
0.1

-0.1
-0.2

02
0.1

-0.1
-0.2
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A.2.18
Simulacao de um problema de viga livre-livre com apoio intermediario
(aprox. linear)

Figura A.53: Viga livre-livre com apoio intermediério

Frequiéncias Naturais:
0.326152 - 10° Hz
1.430226 - 10? Hz
2.043974 - 10° Hz
4634992 - 10° Hz
5.723445 - 10° Hz

Modos de Vibracao

Modos de Vibragio calculados por EF

0 0.2 0.4 06 0.8 1 0 02 0.4 06 0.8 1

Figura A.54: Modos de vibragao do problema de viga livre-livre com apoio

intermediario (30 elem)
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A.2.19
Simulacao de um problema de viga bi-engastada com mola
intermediaria (aprox. linear)

7 I~
V. I~
/1 [~
kv
a
-
- L e

Figura A.55: Viga bi engastada com mola intermedidria

Freqiiéncias Naturais:
0.051963 - 103 Hz
0.143022 - 10° Hz
0.280395 - 103 Hz
0.463499 - 10° Hz
0.692421 - 10° Hz
Modos de Vibracao

Modos de Vibragédo calculados por EF

> {i**** :****i = O—MMW
01 : : ‘ -0.1 : :
0.2t 021
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
X X
> O oy s e T e S T o -
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
X X
02F
= B e T e S
01 :
02
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
X X

Figura A.56: Modos de vibragao do problema de viga bi-engastada com

mola intermediéria (30 elem)
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A.2.20
Simulacao de um problema de viga bi-apoiada com massa intermediaria
(aprox. linear)

Figura A.57: Viga bi-apoiada com massa intermediaria

Freqiiéncias Naturais:
0.228880 - 10% Hz
1.430699 - 102 Hz
2.059941 - 10% Hz
4.635139 - 10% Hz
5.722317 - 10% Hz
Modos de Vibracao

Meodos de Vibragao calculades por EF

Figura A.58: Modos de vibracao do problema de viga bi-engastada com

massa intermediaria (30 elem)
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Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica
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Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica
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Baixar livros de Saude Coletiva
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