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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtencéo do grau de Mestre em Ciéncias (M. Sc.)

Um estudo sobre operadores de captura de descontinuidades para problemas

de transporte advectivos

Carlos Alberto Alvarez Henao

Maio / 2004

Orientador: Alvaro Luiz Gayoso de Azeredo Coutinho

Programa: Engenharia Civil

Este trabalho trata-se de um estudo comparativo entre diferentes esquemas
de elementos finitos estabilizados para a equacédo de adveccédo — difusdo.
Apresentam-se os esquemas de estabilizagcdo propostos por Galedo e Do
Carmo, Codina, Sampaio e Coutinho, Juanes e Patzek e Tezduyar. Sao feitos
experimentos numericos, em problemas em regime estacionario e transiente,
utilizando elementos triangulares lineares e quadrilateros bi-lineares com uma
técnica de integracdo reduzida. S&o realizadas comparagdes entre o0s
diferentes esquemas, ressaltando-se suas vantagens e desvantagens. Os
esquemas foram implementados na formulagdo estabilizada de elementos
finitos SUPG. Para a integracédo no tempo foi utilizado o algoritmo implicito
preditor/multi— corretor e o algoritmo GMRES para a resolugao dos sistemas de

equacoes lineares em cada passo de tempo.
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requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

A study of discontinuity capturing operators for finite element simulation of

advection-dominated transport phenomena
Carlos Alberto Alvarez Henao

Maio / 2004

Advisor: Alvaro Luiz Gayoso de Azeredo Coutinho

Department: Civil Engineering

This work reports a comparative study among several discontinuity capturing
operators for the finite element simulation of advection-dominated transport
problems. We consider the semi-discrete SUPG finite element formulation
added with the discontinuity-capturing operators introduced by Galedo and Do
Carmo, Codina, Sampaio and Coutinho, Juanes and Patzek and Tezduyar.
Numerical experiments, in steady state and transient problems, using linear
triangular elements and bilinear quadrilateral elements with reduced integration
techniques are performed, trying to access their relative advantages and
disadvantages. For time integration we use a predictor/multi-corrector algorithm,
where the effective systems of linear equations are solved by preconditioned
GMRES.
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Capitulo 1

Introducgao

O Meétodo dos Elementos Finitos, MEF, é uma ferramenta numérica
desenvolvida para resolver, de maneira aproximada, problemas de valores de
contorno (Boundary Value Problems, BVP) e problemas de valor inicial que
envolvem equacgdes diferenciais em derivadas parciais. O MEF foi
implementado, inicialmente, para a resolucdo de problemas da mecanica dos
sélidos e foi tanto o éxito desta metodologia nesta area, que rapidamente foram
desenvolvidas novas aplicagdes num contexto mais geral da mecéanica do meio
continuo. Estas aplicagdes abrangem as areas da dinamica dos fluidos
computacional (por exemplo, dispersdao de poluentes no ar e na agua,
simulacado de reservatérios, injecdo de tragadores, fluxo em meios porosos,

irrigacao, drenagem), eletromagnetismo, transferéncia de calor, entre outras.

Na discretizagcao espacial, empregada na mecanica dos sélidos, € utilizado o
método de Gualerkin, assim como também nos problemas predominantemente
difusivos. Contudo, na presenca do termo convectivo, esta formulacdo nao é
satisfatoria, apresentando oscilagdes espurias que nao pertencem ao problema
fisico, mas devidas a falta de estabilidade da formulagdo empregada. De fato, a
aplicagdo do método de Gualerkin a problemas de adveccgao-difusdo € muito
semelhante ao uso de diferencas finitas centradas, o que, quando a adveccéao
€ dominante conduz a solugdes completamente nao fisicas. O remédio classico
de diferencas finitas é tratar-se o termo advectivo por uma aproximacgao de
primeira ordem com um ponto a montante. Os primeiros esforgcos para se obter
solugcdes fisicamente aceitaveis com o métodos dos elementos finitos

concentraram-se em mimetizar de alguma forma os efeitos da discretizag&o



com um ponto a montante. Porém verificou-se que este enfoque nao era
variacionalmente consistente e pouco preciso. Para maiores detalhes sobre a
evolugdo dos métodos de elementos finitos para problemas

predominantemente convectivos, veja por exemplo, Sampaio € Coutinho [8].

Dentre as formulacbes de estabilizacdo de elementos finitos variacionalmente
consistentes desenvolvidas na busca de suprimir essas oscilagdes temos:
Streamline/Upwind Petrov-Galerkin, SUPG [1] € Galerkin Least-Squares, GLS [2]. A
formulagc&o seguida neste trabalho € a SUPG, onde a correcao introduzida atua
na diregdo das linhas de corrente, conseguindo diminuir apreciavelmente as
oscilagdes apresentadas na formulagao original de Galerkin. Porém, continuam
aparecendo oscilagdes espurias nas diregcdes perpendiculares as linhas de
corrente e na vizinhanca das camadas limite devido a presenca de fortes

gradientes.

Como alternativa de controlar essas oscilagdes, foram e estdo sendo
desenvolvidas pesquisas na implementacdo de um termo adicional nas
formulagcbes de estabilizacdo. Esse termo € o Operador de Captura de

Descontinuidades, que, transforma em nao-linear a formulagado SUPG.

As primeiras abordagens, como veremos adiante, na determinagdo de uma
formulagao tipo OCD foram dadas por Hughes € Mizukami [4] em 1985 e Hughes,
Mallet € Mizukami [S] em 1986. Nestes artigos mostra-se que a diregdo das
linhas de corrente nem sempre € a mais apropriada. A idéia basica dos
diferentes métodos que vem sendo desenvolvidos € introduzir uma corregcao

numa diregao apropriada.

O trabalho apresentado por Galedo € Do Carmo [6] em 1988 utiliza a idéia de
uma “Dire¢do aproximada a montante” para desenvolver o meétodo CAU
(Consistent Approximate Upwind), utilizado com sucesso para resolugdo de
problemas de transporte de uma grandeza escalar apresentando boas
caracteristicas de estabilidade, mas quando na presenga de uma solugao
suave observa-se uma difusado transversal ndo desejada. Foram desenvolvidas
duas variagdes deste método que contornassem a desvantagem apresentada:
VCAU (Variational CAU) e CCAU (Controle CAU)[23], que incorporam uma



modificagdo do parametro upwind no primeiro e uma fungdo de
retroalimentagdo que controla o termo de perturbagdo de acordo com a
regularidade apresentada pela solugdo aproximada, no segundo. Codina [7] em
1993, propbée um meétodo que mantém inalterada a corregcdo na diregcao das
linhas de corrente e modifica unicamente a difusdo transversal (crosswind
diffusion) nessa dire¢cdo. Sampaio € Coutinho [8] em 2001 apresentam uma
formulacdo que leva a uma derivacdo imediata do OCD, e que ndo precisa do
termo adicional, que pode ser facilmente adicionada a diferentes formulagoes,
tais como, Lax—Wendroff, Taylor—Galerkin € Least—Squares. Nesse mesmo ano, é
publicado o trabalho de Juanes € Patzek [9] que utilizam a formulacido multiescala,
proposta por Hughes [10], para resolver o problema de transporte aplicando-a ao
contexto da industria do petroleo. Tezduyar [3,11-13] apresenta uma nova
formulagéo na determinacgéo do termo OCD. E originalmente desenvolvida para
problemas onde o contorno muda no tempo (interagao fluido—estrutura, por
exemplo) e baseada nas formulagdes estabilizadas: SUPG, Galerkin Least
Squares (GLS) e Presure-Stabilizing/Petrov-Galerkin (PSPG). Mais recentemente,
em 2003, Do Carmo e Alvarez [28] desenvolveram um novo método onde a idéia
principal € resolver os problemas apresentados pelas formulagdes SUPG perto
da camada limite e CAU, com a queda na precisao em problemas com solugao
suave, mediante a modificagdo da fungdo peso original da formulagcao SUPG.
Outros estudos vem sendo desenvolvidos para caracterizar oscilagdes espurias
na equagao de transporte [29-30]. Neste trabalho vamos nos restringir a
examinar os OCD de Galedo € Do Carmo, Codina, Sampaio € Coutinho, Juanes €

Patzek, e Tezduyar.

Estudou-se uma série de exemplos propostos na literatura, para comparar os
resultados antes e depois da implementacdo dos diferentes tipos de OCD.
Todos os operadores foram implementados em um unico programa e séo
usados para a resolucdo dos problemas escalar de advecgcao — difusdo em
regimes estacionario e transiente, seguindo a implementacdo SUPG [14]. A
resolugcdo do sistema de equacbes resultante é feito mediante o algoritmo
GMRES [15] com pré-condicionamento elemento-por-elemento Gauss-Seidel. A
implementacdo dos diferentes operadores foi feita utilizando dois tipos

diferentes de elementos, o tridngulo linear e o quadrilatero bi-linear com



integracao reduzida, seguindo a metodologia proposta por Dias [16] € Dias €
Coutinho [17].

A formulagdo SUPG acrescida com o termo OCD transforma o sistema de
equacodes lineares num sistema nao-linear. Foi utilizado um esquema tipo
iteragdes sucessivas para a solugdo do problema n&o-linear resultante. Para a
integracdo no tempo, na formulagao transiente, segue-se o esquema preditor

multicorretor de [27]
O restante desta tese € organizado da seguinte forma:

No capitulo 2, apresenta-se a formulagdo SUPG para o problema de transporte,
também conhecida como equacédo de advecgao — difusdo. S&o desenvolvidas
as matrizes ao nivel do elemento tanto para os elementos triangular linear
quanto para o quadrilatero bi-linear utilizando uma técnica de integragéo
reduzida. Por ultimo se apresenta uma breve descricdo do algoritmo implicito

para integracéo no tempo.

No capitulo 3, faz-se uma descricdo detalhada dos diferentes OCD’s

pesquisados, apresentando-se a respectiva formulacdo matricial.

No capitulo 4, mostram-se varios exemplos de avaliacdo das formulagdes
estudadas, tanto para o regime estacionario quanto para o transiente, utilizando
os elementos triangular linear e quadrilatero bi-linear com integracao reduzida.
Sao feitas comparacdes da convergéncia e precisao das solugdes obtidas em

diversos casos testes.

No capitulo 5, tem-se as conclusdes e perspectivas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Formulacao SUPG para a Equacao de Transporte

Neste capitulo apresenta-se a formulagao Streamline-Upwind / Petrov—Galerkin,
SUPG, para a equagao de transporte em regime transiente e em duas
dimensbes. Sao desenvolvidas as matrizes de elemento para o triangulo linear
e para o elemento quadrilatero bi-linear com integragao reduzida. Por ultimo, é

apresentado o algoritmo implicito para a integragdo no tempo.

2.1 Formulagado SUPG semi-discreta

Seja Q c R*, é a dimens&o do espago, com contorno I', em um intervalo de

tempo [0, T], x=(x,y), um ponto genérico em Q e n={n,} a direcdo normal
externa a I'. Suponha que o contorno I" seja tal que, T, I, =", I, N[, =0. A

equacao diferencial que governa o problema de transporte é dada por:

%ﬂ;-w—vnw:f em Qx[0,7] (2.1)

A equacéo (2.1) é submetida as condi¢des de contorno essenciais e naturais:
p=g emI, (2.2)
n-DVg=q emTI, (2.3)

e condigao inicial:

#(x,0) = 4, (x) (2.4)



onde g e g séo fungdes conhecidas, I'y e I'; sdo subconjuntos complementares

de I, ¢ é a fungdo a ser conhecida (temperatura, concentragéo, etc.), B é o

campo de velocidades conhecido e variavel no tempo, isto €,
B =p(x.1) (2.5)

Além disso, assume-se que o campo de velocidades € solenoidal, isto é,

V-p=0. O tensor D, é de segunda ordem e contém os coeficientes de difuséo

do material. Assume-se que o meio é anisotrépico e heterogéneo, isto €,

o[l ] oo
kyx kyy .
Adotando-se a hipotese de material ortotropico, o tensor D fica definido como,
D ko 0 2.7
- 0 kyy ( * )

o termo fonte conhecido € dado por f.

2.2 Formulagao Variacional

A equagao (2.1) esta na sua forma forte. Para obter a formulagdo variacional
equivalente define-se duas classes de fungdes: a primeira é a correspondente
as fungbes teste, ¢, que devem satisfazer as condigdes de contorno e uma
outra classe dada pelas fungdes peso, w, que satisfazem condi¢cdes nulas no

contorno. Entdo o problema fica enunciado como: Achar ¢ € S e w € V' tal que:

S=lplocH p=glt) em Tx[0.T])

V:{w|weH1,w=O em F} 28)

A formulacao variacional tipo Galerkin é obtida multiplicando a forma forte por

uma fungéo peso w € ¥ e integrando-se, resultando na seguinte equacéo,



jﬂ w(%+[W¢+V~(DV¢)—f}dQ =0 (2.9)

A formulacdo SUPG com o termo OCD para o problema dado pelas equacdes
(2.1-2.4) é:

[ wLlg" o+ Nzi [ zouroB- VWL i, + Nzi [ GocrVW'Vg'd0, =0 (2.10)

Galerkin SUPG OCD

Nesta equacdo, a primeira parcela corresponde a formulagcdo de Galerkin, a
segunda a formulagcdo SUPG e a terceira ao Operador de Captura de
Descontinuidades, com:
h 8¢h h
L(¢ ):§+3-v¢ +V-(DVg)-f (2.11)
sendo o residuo no interior do elemento. O super-indice “i” refere-se a

associacao de S e Va uma malha de elementos finitos.

O parametro de estabilizacdo SUPG é dado por:

1a,h
TSUPG:E 56 (2.12)
onde
a, = min[P;2 ,1} (2.13)
Bé’ 3h€
Pet =1 — (2.14)
pc DB°
he =24 (2.15)

onde oy, € 0 parametro de upwind, h° € o tamanho caracteristico do elemento,
Pef € 0 numero de Peclet do elemento, que € uma quantidade adimensional que

mede a importancia da advecgao relativa a difusao.



O parametro opcp, € chamado pardmetro do Operador de Captura de
Descontinuidades, OCD. Este parametro torna nao-linear a formulagéo

resultante, como veremos adiante.

Note que (2.10) é uma formulacdo variacional consistente, onde a medida que

h — 0, a solugcdo aproximada tende a solugcao do problema.

2.3 Formulagao Matricial do Elemento Triangular Linear

A seguir apresentam-se a discretizagdo espacial da formulagcdo SUPG e a

determinagao das matrizes para o elemento triangular linear.

2.3.1 Discretizagao

h

A solugdo ¢ e a fungdo de peso w " sdo aproximadas pelas seguintes

expressoes:
Nnos
¢" =D N,(x)d,(t) (2.16)
i=1
Nnos
w' = ZM(X)Q (2.17)

onde Nnos € 0 numero de nés da malha de elementos finitos e N é a matriz
contendo as fungdes de interpolagdo para o elemento, dependentes somente

de x, dada por:
N=[N, N, N,] (2.18)

Substituindo-se a aproximacéo de elementos finitos dada por (2.10) em (2.16) e
(2.17) obtém-se um sistema de equacgdes diferenciais ordinarias nao-linear,

representado como:

Md+K(d)d =F (2.19)



onde M, é a matriz de massa, K é chamada de “Matriz de Rigidez” em analogia
& mecanica dos sélidos, d é um vetor dependente somente do tempo. As
matrizes M e K sdo construidas através do “assembling”, representados por A,

de todos os elementos da malha de elementos finitos. As matrizes resultantes

sao dadas por:
M=M_+M,,
K=K + Koo +Kppe + Kepg + Koep (2.20)
F=F_+F,,

onde os sub-indices G, PG e OCD sao correspondentes respectivamente as
contribuicbes de Galerkin, Petrov-Galerkin € do Operador de Captura de
Descontinuidades. Ja 0s sub-indices D e C sao correspondentes as parcelas da

Difusdo e Convecgdo, respectivamente.

2.3.2 Determinagao das matrizes ao nivel do elemento

- Matriz de massa de Galerkin:

nel

M, = Am (2.21)

m¢, = |mg |, (2.22)

g ], =] w' 8¢ Laq=[ NN O~ Z(NN)]IW[ (2.23)
2 11

mg:%I 21 (2.24)
112

onde j é o jacobiano do elemento dado por:



ox Oy

_|oe  ag
& & (2.25)
&, 08,

- Matriz de difusao de Galerkin:

nel

K, = AK (2.26)
e=1

X
T 1 T kiy 01 |ys Vi Voo
k=] BDBAQ=[ —|y, x, — dQ  (2.27)
o Q24 24| x5, X3 Xy
Yo Xy

onde:

ON, 0N, ON,

| ox ox ox
B=lan. on, an, (2.28)

oy oy oy

€ o operador gradiente discreto.

- Matriz de conveccao de Galerkin:

nel

Koo = Ak (2.29)
e=1
ke =k, (2.30)

keol =] w'p-veae

= J‘Qe Nl{ﬂx ‘

N. _ oN, (2.31)
L+ B —L dQ
ox 7 oy

Aproximando a integral por integracédo numérica, se obtém:

ON . ON .
[kée L- = Z{Ni[ﬁx axj +5, ayj ]} v, (2.32)
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que, integrando-se com um unico ponto resulta na matriz:

B’ Yz Va1 Vo b | X2 Xiz Xy

e _ X Yy

Keo = 6 Yoz Vui Vi | T 6 X3 X3 Xy
Yoz Vi Vi X3 X3 Xy

- Matriz de massa de Petrov-Galerkin:

nel

_ e
M, = AmPG
e=1
e _ e
m,; = [mPG L

e J—
i) =] -

h h h
[ B2 g N ey
Q° ox oy ) ot

h
E.vwh %dg
6 ot

av,
0

jN,dQ
)

N,
:J.Qe T(ﬂxﬁ_)cl+ﬂy

Aproximando a integral por integragcdo numérica, se obtém:

ON, ON,
e} Z{T[%—x’*/’y o )N} "

! !

que, avaliada com um ponto resulta na matriz,

B Yz Vo3 Vo3 B Xy X Xy

e _ X Y

m,; = 6 YVao Yo Vu |t 6 X3 X3 Xy
Yo Vi i Xor KXo Xy

- Matriz de difusao de Petrov-Galerkin:

nel

_ e
KDPG - A kDPG
e=1

Kppg = [kgpc 1, = Le B - VW'DV’§’dQ

Para elementos lineares o Laplaciano da solugao é nulo, portanto:

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

11



kS =0 (2.41)

- Matriz de conveccao de Petrov-Galerkin:

nel

Kep = AkZPG (2.42)
e=1
Kepg = [kgPG L = J-QE 8- Vw'p-Vg'dQ (2.43)

PP PP, }BA (2.44)

e bpT )
Koo =7'B {ﬂfﬂf ,B‘bﬁ‘b
As matrizes correspondentes a parcela OCD serdo estudadas no capitulo

seguinte.

2.4 Elemento Quadrilatero Bi-Linear com Integracao Reduzida
2.4.1 Preliminares

O custo computacional para avaliar as integrais resultantes da formulacéo
SUPG+OCD é proporcional ao numero de pontos de integragédo utilizados na
regra de integragdo numérica escolhida, geralmente a quadratura de Gauss. Até
agora, a formulagdo foi feita sobre o elemento triangular linear e somente
precisamos de um ponto de integragao, no baricentro. Para avaliar as integrais
ao nivel do elemento utilizando um elemento quadrilatero bi-linear, séo
necessarios quatro pontos de integragao por elemento. Utilizando uma técnica
de integracdo reduzida somente precisa-se de um ponto e o ganho
computacional € direto. No entanto, esse tipo de técnica apresenta oscilagdes
espurias indesejaveis na solugao, devido ao fato de que o gradiente discreto
nao consegue ter controle sobre estes modos pela deficiéncia de posto das
matrizes do elemento. Por isto, é preciso utilizar uma técnica que controle estas
oscilagbes. Na tese de Dias [16] e no trabalho de Coutinho e Dias [17], utilizou-se

um principio variacional semelhante aquele da mecanica dos sélidos [26].

12



As funcdes de interpolagdo para o elemento quadrilatero bi-linear sdo dadas

por:
N, = (g i+ 66,) a= 1234 (2.45)

Onde -1 <£<1,-1< <1, conforme mostrado na figura 2.1.

L. L.

£
x <

Plano fisico (x,y) Plano referéncia (&.n)

Figura 2.1: Elemento quadrilatero bi-linear. Plano fisico e plano de referéncia.

2.4.2 Matrizes de elemento quadrilatero

As matrizes integradas no ponto (§ =n =0) apresentam deficiéncia de posto o
que pode ocasionar oscilagdes espurias, ou também modos hourglass [26].
Entado, torna-se necessario utilizarse uma técnica que consiga corrigir os efeitos
dessas oscilacbes. Na literatura aparecem varias propostas para contornar o
problema e neste trabalho segue-se o esquema apresentado em [16, 17] para
obter os termos de estabilizacdo a serem acrescentados mas matrizes do

elemento.

Agindo do mesmo modo que no caso do elemento triangular linear, mas
considerando as funcdes de interpolagao prépias do elemento quadrilatero bi-
linear daddas pela equagao (2.45), as parcelas de K e M em (2.20) avaliadas
através da quadratura de Gauss com um ponto de ithegragdo no baricentro

(& =n=0), ficam:

e _ e e(stab)
M, =M;+M;
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M =Mjg + M

KeDG = KZG + Keb(gab)

K{; =K{; + Ko™ (2.46)
KE‘PG = KE‘PG + KE‘(;tGab)

Keoco = KeOCD + Keo(goab)

onde os sub-indices CG, CPG e OCD, tem o mesmo significado que os
apresentados na equacgao (2.20). O super-indice “stab” refere-se aos termos de
estabilizacéo.

- Matriz de Massa de Galerkin

nel

M, = é mg,
[mg Lb = [ e Nalpd 2 (2.47)

m =] BB"=4bb}. ab=1..4

- Matriz de Massa de Petrov — Galerkin

nel

M,; = ém;G
s, = L,, VN, - BN,dQ (2.48)

[me, ] = %t(ﬂibg), a,b=1.4i=12

- Matriz de difusao de Galerkin

nel

K,; = Ak’
e=1

14



ooly = [ N, N, d2 (2.49)

itV a,i
ke | = [ BDB" =Ab,Db] a b=1,.4,i=12

- Matriz de conveccgao de Galerkin

nel

K = Alkecc
ke, = wB - VutaQ =] N,BYN,dO (2.50)

[kECG :Lb = %t(ﬂzb”

- Matriz de conveccao de Petrov — Galerkin

nel

_ e
l(CPG - A kCPG
e=1

[kéPGLb = ng TB‘/ ) vthi -Vu'"dQ

(2.51)
=[N, B, ®BN, dQ
K& ], = 47(b,8,8b])
- Matriz de estabilizagao da difusao
e (et T
Kool =vDyT[ 9940 (2:52)
- Matriz de estabilizagao de adveccgao
(stab)
kel =687 x 942 (2.53)
- Matriz de estabilizagcao da advecg¢ao de Petrov- Galerkin
. (stab) T
Kol =apopy[ 9940 (2.54)
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Nas equacgdes (2.47—2.53),i,j=1,2em £=n =0, A é a area do elemento, dada

por:
1
AZE(X31y4z _x24y31) (2.55)

As parcelas b, e b,, s&o as parcelas de VN =[b, b,],em &=7=0, isto é,

1

bl:ﬂ(yM Vi1 Va yl3)T (2. 56)

1
bzzﬂ(xn X3 Xog xsl)T (2.57)

O vetor t representa 0 movimento de corpo rigido, definido como,
t=(1 11 1) (2.58)
Pode-se verificar as seguintes propriedades de ortogonalizagao:
b/t=0
b'h=0,i=1. (2.59)
t'h=0
Sendo h é o vetor dos modos hourglass, definido como,
h={ -1 1 -1} (2.60)

onde o vetor y € um vetor adicionado ao operador gradiente discreto de modo

que a matriz de rigidez, K, passara a ter posto igual a 3, assim,
B ={ b ¢} (2.61)

A construcao do vetor y é feita mediante uma combinagao linear dos vetores b;,
teh.

A fung¢do ¢ é dada por,
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1
9= 4én (2.62)

Nas equacdes (2.52) a (2.54), as integrais constituem os chamados parametros

de estabilizacao,

&1 = gJ‘QG x4, dQ, ij =12, para advecgéo de Galerkin (2.63)
£ = gIQe 9,,9,,dQ, ij=12, para os demais casos (2.64)

O parametro ¢ é o parametro de estabilizacdo dos modos hourglass, e é
utilizado para ajustar a precisdo dos resultados. Quando ¢ = 1, K° sera exata

para malhas de elementos retangulares e paralelogramos.

Uma descricdo mais detalhada desta implementacéo, assim como as matrizes

desenvolvidas termo-a-termo, pode-se encontrar em [16, 17 e 31].

2.5 Integracao no Tempo

Para resolver a equacao (2.19) foi utilizado o algoritmo implicito preditor
multicorretor, como apresentado por Hughes [27]. A formulagdo matricial resulta
em um sistema ndo simétrico de equacdes em cada passo de tempo que é
resolvido mediante o algoritmo GMRES com precondicionamento a esquerda
[14, 15].

De forma geral, podemos enunciar o problema na seguinte forma: dada uma

equacao semi-discreta

Mv +Kd=F (2.65)
com condicdes iniciais,

d(0)=d,; v(0)=d, (2.66)

0 esquema de solugao é dado pelas seguintes equacgdes:
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Mvn+1 + KdnH = Fn+l (267)
d,=d +Awv,, (2.68)
Vita = (1 - H)Vn + 0Vn+l (269)

onde n+1 é o passo de tempo atual, n o passo de tempo anterior, d, € v, sdo as
aproximacdes de u e u, 4 é um parametro dentro do intervalo [0,1], At é o

passo de tempo e F,.; o vetor dos termos fonte.

O algoritmo assim descrito pertence a familia da regra trapezoidal
generalizada, cujos membros sao diferenciados pela escolha do parametro 6.
Se 6=%, o método é equivalente ao método da regra trapezoidal ou Crank-
Nicholson. Se 6=1, 0 método € equivalente ao método de diferengas finitas para

atras.

O avancgo no tempo pode ser implementado na forma preditor — multicorretor

onde o valor preditor é definido como:

d,. =d, +(1-60)Aw, (2. 70)

Y, =d,, (2.71)
Avaliando os residuos

AFY =F,, — (M + K“d*)’ (2.72)
Obtendo-se a solugao Av,.; do sistema de equagdes efetivo,

AV = (M *)"AF®, (2.73)
onde,

M*=M + OAK (2.74)

E chamada de matriz de massa efetiva, que é esparsa e ndo simétrica.

Uma vez conhecido o valor de v,.; pode-se corrigir o valor de d,+; assim:
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\4

d

(i+1)
n+l

(i+1)
n+l

()

n+l

— v(®
=v,,, +Av

n+l

=d” +6Awvy)

(2.75)

(2.76)
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CAPITULO 3

Formulacao dos Operadores de Captura de Descontinuidades

Neste capitulo apresentam-se varias formulagdées propostas na literatura para
contornar o problema da aparicdo de oscilagdes espurias em dire¢gdes que nao
sao as diregcdes das linhas de corrente. Dentre os estudos feitos neste
problema, optou-se por examinar os esquemas propostos por Galedo € Do
Carmo [6], Codina [7], Sampaio € Coutinho [8)], Juanes € Patzek [9], € Tezduyar [3,11—

13] por serem os mais utilizados e referenciados na literatura pesquisada.

3.1 Formulagao Geral

Como enunciado no capitulo 1, é sabido que a formulagcado de elementos finitos
tipo SUPG aplicada a equacédo de convecgao-difusdo ndo consegue atingir
satisfatoriamente a solugdo naquelas regides de forte gradiente. Oscilagdes
espurias aparecem nas vizinhangas da ocorréncia de frentes ou fortes
descontinuidades. Isto acontece devido ao fato que o método SUPG nao
satisfaz o principio de mdximo discreto [4]. Nos trabalhos de Hughes € Mizukami [4]
e Hughes, Mallet e Mizukami [5] demonstrou-se que a dire¢cdo a montante
(upwind) das linhas de corrente (streamlines) ndao é sempre a mais apropriada
para a estabilizacdo das oscilagdes em regides de forte gradiente da solugéo.
Mostra-se um primeiro estudo deste problema e apresenta-se uma formulagao
tipo Petrov—Galerkin que € conservativa e satisfaz o principio de maximo discreto
[32].

O principio de maximo discreto, assegura a monotonicidade da solugéo

aproximada nas vizinhangas das regides de forte gradiente. Um método
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numeérico € mondtono se a solugdo numerica para todo passo de tempo retém o
sinal do passo de tempo prévio em todos os ndés da malha espacial. A
formulagdo SUPG ndo é um método monétono. O teorema de Godunov
estabelece que um meétodo linear que preserva a monotonicidade €, no
maximo, de primeira ordem de precisao [4]. Com tudo, a idéia basica de um
método OCD é de aumentar a estabilidade da solugéo nas vizinhangas de forte

gradiente da solugéo.

Retomando a equacgao de transporte (2.10) na sua forma variacional,

[ w'L(g" Q2+ f“ 2 VW' L{g" O, + f [ GocoVW Va0, =0 (3.1)

Galerkin SUPG oCD

a parcela que ainda nao foi definida é a terceira e que corresponde ao termo do

Operador de Captura de Descontinuidades, OCD.

A metodologia proposta por Hughes, Mallet € Mizukami [5] leva em conta a

inclusdo de um vetor v que é a projecao de f na direcéo V¢:

b-Voyg Vg0
2 ()

B se Vg=0
onde B é o campo de velocidade conhecido e V¢ é o gradiente da solugao.
E imediato obter a seguinte relagéo:
v-Vp=B-Vg (3.3)
de uma forma mais geral, definindo a diregéo p, como:
B=P,+w (3.4)

onde w é perpendicular a V¢, mas arbitrario, pode-se generalizar a projegcéo

(3.3) para:

B, Vo=p-V¢ (3.5)
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Esquematicamente tem-se

Vo

By

Figura 3.1: Esquema do OCD.

Isto sugere que a diregcdo das linhas de corrente nem sempre € a mais
apropriada, mas deixa aberta a possibilidade de construir um novo método que
satisfaga o principio de maximo discreto mediante a escolha de uma diregéo
apropriada. Encontrar essa direcao nao é facil e varias pesquisas vém sendo
desenvolvidas para encontrar uma formulacdo que satisfaga os requerimentos
do principio de mdximo discreto. Nao existe uma formulagdo “melhor”, umas
apresentam vantagens sobre as outras em um problema especifico, mas nao

conseguem os mesmos resultados em outros problemas.

Note que o termo OCD resulta numa difusividade artificial na direcdo escolhida.
A inclusdo deste termo torna nao-linear a formulacdo SUPG, ja que o termo
depende do gradiente da solugdo. Diz-se artificial porque o termo nao
corresponde ao problema fisico, mas sim, ao problema numérico. E importante

também que o termo OCD seja variacionalmente consistente.
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3.2 Operador CAU

O operador CAU foi formulado por Galedo e Do Carmo [6], seguindo
basicamente o esquema apresentado por [4,5]. A estabilidade na solucido
consegue-se modificando as fungdes peso da formulagdo SUPG, que passam a
agir na direcdo do gradiente aproximado. Este termo introduz, de forma
consistente, uma difusividade artificial que é proporcional ao residuo da
solugdo aproximada. O resultado € uma formulagdo capaz de contornar as

oscilagdes presentes na solucéo.

O operador CAU é definido mediante o tensor:
C= (13 —B/’)® (B —B/) (3.6)

onde B, é um campo vetorial auxiliar, cujo objetivo & agir na dire¢do do

gradiente aproximado, V¢". Sua determinagéo requer [23]:

- A satisfacao da equacao de transporte aproximada em cada elemento, isto é:

h
%er’;/ .V¢" —-VDV¢" - £ =0, em cada Q.. (3.7)

- A minimizagéo da quantidade:
B[}, =], B-8!)-(-p (3.8)

Nesta expresséo, ||, representa a norma em Ly(Q.), isto é, o espago das

fungdes quadrado integraveis com produto interno (1//,;(): IQ wydQ).

Estas condigdes garantem que se ¢"—>¢ quando #—0, entdo, B, —PB

quando & — 0 conduzindo ao seguinte resultado:

L") vy
B-p" )= ‘Wh‘ ‘W’“\ - ‘Wh‘io (3.9)
0 se ‘V¢h‘:O
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O parametro do Operador de Captura de Descontinuidades tipo CAU, oc4u, €

dado pela seguinte equacéo:

ACD
Sppy =—ah’ (3.10)
277 v
onde
(1,
a, = mln(z Pe//,lj (3.11)
poe Lo B 3 (3.12)
"2 (p;) Dy
e Bv¢
B, =——7V¢ (3.13)
Vel

onde P; € a velocidade do elemento na diregdo paralela ao gradiente da
solugédo, como mostrado na figura 3.1, Pe; € o numero de Peclet correspondente

ap e ‘L}’(qﬁ”} & o modulo do residuo no interior do elemento.

Uma discussao mais completa referente ao OCD-CAU encontra-se em [23].

3.3 Operador CD

Este operador foi proposto por Codina [7] e segue 0 mesmo esquema
apresentado nas equacgodes (3.1) e (3.2). No entanto, apresenta uma diferenca
na escolha da direcdo apropriada. A idéia principal deste método € a de manter
inalterada a difusdo na dire¢cao das linhas de corrente e modificar unicamente a

difusdo transversal as linhas de corrente (crosswind dissipation).

O terceiro termo na equagéo (3.1) pode também ser escrito como:

Nel
> .. ooV V-V 'dQ (3.14)

e=1
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onde,

L h
laf (¢h] se ‘V¢" #0
Socn =12 V4| (3.15)
0 se ‘V¢h‘=0
_h 1
v [I——A&@B} (3.16)
il
com
h
L(g")= ag; +B-Ve' -V-DVS - f (3.17)
a funcdo «. € dada por
o =max{0,T -1/ Pe; | (3.18)

segundo experimentos feitos pelo autor, T720.7 para elementos lineares e

bilineares. Calcula-se Pe, como em (3.12).

O termo de captura de descontinuidades, CD, fica definido como:

Nel 1

Z J.Qe E a:he

e=1

%vw -[I—WB@BJ-VW%{Q (3.19)

onde I é o tensor unitario.

A parcela v na formulagdo CAU, se reduz simplesmente ao tensor unitario I e

€ nesta modificacdo que se encontra a diferenca entre ambas as formulagoes.

Segundo Codina [7], o operador CD evita amortecimentos excessivos

(overdamping) e permite uma pequena quantidade de difusividade nos lugares

onde os efeitos advectivos ndo sao importantes, que € onde ‘[5~V¢”‘ € pequeno

ou quase nulo.
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3.4 Operador ETV

A seguinte formulagao foi proposta por Sampaio € Coutinho [8]. Nesse trabalho a

equacao (3.1) foi reformulada como se segue.

Considere o campo de velocidade w alinhado com a diregdo do gradiente da
funcdo a conhecer, ¢. Esse campo de velocidade, chamado de Velocidade
Efetiva de Transporte (Effective Transport Velocity, ETV), € definido da seguinte

forma:

| BV VI 3.20
" [nwn]nwn 320

O nome Velocidade Efetiva de Transporte resulta do fato que,
W-Vg=B-Vo (3.21)

Também se define o campo de velocidade v, combinando o campo de

velocidade real, B, e a velocidade w assim:
v=Ap+(1-A)w (3.22)

onde 0<1<1. Observe-se que 1 = 1 se |[V¢|=0, assegurando que o campo

de velocidade v sempre fica bem definido.

Das equagdes (3.20) e (3.21), conclui-se que v-Vg=p-V¢, entdo se pode

reescrever a equagao (2.1) assim:
o¢
a—+v-v¢—v-Dv¢=f (3.23)
t
Com isto, a formulagao SUPG torna-se,
Nel

[ Nv-Vg'dQ+ [ DYN VS a2+ Z;jgw VNV lin=0  (3.24)

onde v° é a restricdo de v ao dominio do elemento.
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Note-se que, na equacdo acima, somente tem-se trés parcelas. A ultima
parcela corresponde tanto ao parametro SUPG quanto ao operador de captura,
isto porque o termo convectivo foi modificado na equagéo diferencial original.

Reescrevendo-se a equacgao (3.24) chega-se a,

Nel Nel

D[ v VNV -V =Y [ NV @ VYN, A (3.25)
e=1 e=1

onde,

ah

M

Realizando varios experimentos numéricos, como relatado adiante, encontrou-

=04, AMA=1.07"0 (3.26)

se que o valor de 6,.=1.0, apresenta um melhor comportamento na

resposta.
ah
At =——
¥l
a, = min( P 3e ,1) (3.27)

O valor 1.0 para ay, € uma aproximacao assintoética e,

e

\
Pe, = h-—"
[of

(3.28)

€ o numero de Peclet do elemento associado a velocidade efetiva de transporte

ve.

3.5 Operador ASGS

O operador Algebraic SubGrid Scale , ASGS, foi desenvolvido por Juanes € Patzek
[9] e apresentado amplamente em [24]. Com esta nova implementacido, os

métodos de elementos finitos estabilizados foram reinterpretados do ponto de
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vista do fendbmeno da multiescala, surgindo naturalmente do método variacional

de multiescala [10].

A decomposicdo multiescala foi proposta por Hughes [10] e 0 principio
fundamental desta aproximagao manifesta que a presenga das escalas finas
nao pode ser capturada pela malha de elementos finitos, ndo entanto, a
influencia das sub-escalas na escala da malha ndo pode ser desprezivel. Isto é
particularmente importante para os problemas predominantemente advectivos,
onde a solugdo apresenta camadas que requerem uma malha com uma

resolugao impraticavel.

Uma contribuigdo original desta formulagdo € a implementagdo no formalismo
da multiescala para problemas nao lineares, quer dizer, a formulagao nao-linear
surge diretamente apos a discretizagdo variacional na forma fraca. Este
esquema ¢€ diferente dos anteriores, os quais primeiramente fazem a

linearizagao e logo apds é feita a inclusao do termo néo linear.

A idéia dessa formulacdo é considerar os espagos continuos ¥, espaco das
funcdes teste e 1), espaco das fungcbes peso, como a soma direta de dois

subespacos:

V=V,@V,V,=V,,or (3.29)

onde V), e V}, sdo os sub-espagos das escalas resolvidas (resolved scales) e v

€ 0 espaco das escalas da sub-malha (subgrid scales).

A formulagéo é baseada na decomposi¢ao da variavel de interesse, ¢ €V [8]:
p=¢'+9 (3.30)

onde ¢, é a parte que pode ser resolvida pela malha e ¢7 a parte nao resolvida.

A funcao 5 pode ser calculada utilizando a seguinte aproximagao proposta por

Juanes e Patzek [9]:

~

$ = 750sR(8") (3.31)
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O parametro 74565, chamado de tempo de relaxagao, (relaxation time) sera

apresentado um pouco mais na frente.

As formulagbes SUPG e ASGS s&o muito similares [22], a diferenga encontra-se
principalmente na escolha do parédmetro docp. Na formulagcéo ASGS de Juanes e

Patzek o parametro opcp € dado por:

‘TASGSR(¢h1
Spep =C., Th|ﬁ| (3.32)
onde R(#") é o residuo dado por:
R(¢")=L(g") - 1" (3.33)

e C,. € um coeficiente constante, U,. € o valor caracteristico da solugao perto
das descontinuidades. Neste trabalho esses valores adotados s&o: C,.= 1.0 e
Us. = 1.0.

Com isto, o parametro z4s¢s € dado por:

-1
D
T scs = [clu+c2 MJ (3.34)

onde & é o comprimento caracteristico do elemento e ¢,=4 e c¢,=2 para

elementos lineares [9].

3.6 Operador DCDD

Os parametros de estabilizagdo propostos por Tezduyar [3,11-13] foram
apresentados para as formulagdes semi-discretas e espaco-temporais das
equagdes de advecgdo-difusdo € Navier-Stokes incompressiveis. Esses parametros

sdo desenvolvidos ao nivel das matrizes e vetores dos elementos.

A formulacdo estabilizada SUPG neste casso pode ser re-escrita da seguinte

maneira:
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Nel

[ WR(p Q-+ [ VW' DVF A+ [ 5B VWR(P HQ+ Sy =0 (335)
e=1
onde,

R(#")= %+ -V (3.36)

A quarta parcela é o termo correspondente ao operador de captura de

descontinuidades tipo DCDD (Discontinuity-Capturing Directional Dissipation)

dado por:
Nel
Spenp = ZJ-Q Voeprp VW' (e — (rs)zss]- Ve )a’Q (3.37)
e=1
onde,
B’ vig
N P (3.38)
B Vel

sendo s o vetor unitario na diregado do campo de velocidades conhecido e r € o
vetor unitario na diregcdo do modulo da grandeza (concentragéo, temperatura,

etc.).

Definindo as matrizes ao nivel do elemento:
¢, =] w (Vg o (3.39)
K, =[ (r-vw')(r-vg' o (3.40)

o parametro de estabilizagdo, vpcpp, também chamado viscosidade DCDD, é

dado por:

c)"
k

z‘r.[;h‘hk% (3.41)

h
Vpeop :‘r'B ‘

r

onde,
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a=1

-1
By = 2(Z|r "VN, ) (3.42)

sendo N, € a funcao de interpolagao associada ao no a, nen € 0 numero de nos

do elemento. Neste trabalho, tem-se a aproximagao #=+/24, onde 4 é a area

do elemento.

Ainda falta determinar o paradmetro zsypc. Definindo as seguintes matrizes de

elemento,
h
m:j wh%dﬂ
Q Ot

c: jge WB" -V ¢'dQ

k: Le V' - DV ¢#'dQ (3.43)

1

: Le B - Vw'p" - V4'dQ

h
9 10
ot

()

: '[Q p" -V

Note que estas matrizes sdo as mesmas apresentadas no capitulo 2 item 2.3.2,

mas sem o parametro de estabilizagao .

Os numeros de grupo adimensionais ou equivalentes aos numeros de Peclet e

Courant ao nivel do elemento sdo definidos como:

2
e 'L 1l (3.44)
v K|
a g
Cr=——"" 3.45
"2 i 04)

O numero de Courant calculado acima, serve também para determinar o

tamanho para o passo do tempo na formulacao transiente.
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Tezduyar [11 — 13] propde como parametro 7. a seguinte construgdo:

]

Tq ==

-]
T =£M (3.46)
S
T.=T iRe=M9%e

ey

1
Tsupg :LL,"‘%'*‘ 1, ] r (3.47)
Ta T Ty

onde o valor de » é um parametro inteiro que determina a suavidade da

transicdo entre os dois limites dos parametros SUPG. Neste trabalho, r=2 e a

m
norma utilizada € a norma infinita, definida como||A| = maxZ‘aiJ‘
bosl

A formulacdo matricial resultante é similar a mostrada nas formulagdes
anteriores, s6 muda a determinacdo dos parametros zsupg € Vvpepp. A
formulacao matricial fica igual a apresentada no capitulo 2, somente mudam na
formulagdo as novas matrizes auxiliares e a matriz correspondente ao OCD.

Essas matrizes sao:

- Matrizes auxiliares:

¢, =[ w (r- V' Q= [ N'(r-BO (3.48)

K, =[ (r-vw)(r-vg'kio=] B'(rerBd (3.49)
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- Matriz OCD-DCDD

Nel
Spepp = ZIQ Vpeop VW' - [rr = (rs)z SS]V¢h )dQ
e=1

Nel

= ZIQ VpeopB' ([r Qr—(r-sfs® s]B)dQ
e=1

(3.50)
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Capitulo 4

Exemplos de Validacao da Implementacao

Neste capitulo apresentam-se uma série de exemplos utilizados na literatura
para uma avaliacdo dos diferentes operadores de captura de descontinuidades.
Os exemplos 4.1-4.3 sao problemas em regime estacionario, ja os exemplos
4.4-4.6, em regime transiente. Faz-se uma comparagédo dos esquemas: SUPG,
SUPG+CAU, SUPG+CD, SUPG+ETV, SUPG+ASGS e SUPG+DCDD, tanto para
elementos triangulares quanto para elementos quadrilateros bi-lineares com
integracdo reduzida. Mostram-se os graficos com elevacdo da variavel
incégnita (concentragéo, temperatura, p.ex.), vista de perfil mediante um corte
transversal sobre a diagonal da malha e convergéncia da solugdo. Todos os

exemplos s&o em advecgao pura onde o tensor da difusdo € nulo (k.. =k, = 0).

Todas as figuras sao feitas utilizando o programa GnuPlot [34] de livre

distribuicdo na internet.

41 Exemplo 1 Advecgdo pura em estado estacionario com elemento

triangular

Seja o problema de advecgao pura (D = 0.0) proposto em [1] e dado na figura
4.1, com uma malha de 21 x 21 nds, 800 elementos triangulares lineares.

Executaram-se exemplos para diferentes angulos na diregdo do campo de

velocidade (45°, 67.5° e 22.5°,) e fluxo unidirecional constante, |B|=1.0.

Na resolugdo do sistema linearizado, utilizou-se o algoritmo GMRES com 5

vetores na base do sub-espago de Krylov. Experimentos numéricos mostraram
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que a variagao relativa da solugao q d* ) em todos os casos, fica

dt' — diH/

estagnada para valores préximos de 107, apés 3 — 5 iteragbes n&o lineares.

Tendo em conta esta situacao, o critério de parada neste exemplo foi o numero

de iteragdes igual a 5.

$=0.0 Diregéo do fluxo

A

$=1.0

Figura 4.1 Conveccao através do dominio com condigdes de contorno homogéneas

SUFG triangule linsar, Fluxe a 45 graus

oooooooooooo

(@)
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(b)
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(e)

)

Figura 4.2 Fluxo 4 45°, (a) SUPG, (b) SUPG+CAU, (c) SUPG+CD, (d) SUPG+ETV, (¢) SUPG+ASGS,
(f) SUPG+DCDD

Na figura 4.2.(a) observa-se o comportamento da solugdo com a formulagéo

SUPG. Note as oscilagdes espurias discutidas nos capitulos 1 e 2.

Nas figuras 4.2.(b) — 4.2.(f) apresentam-se os resultados obtidos com a
formulacdo SUPG acrescida com os OCD implementados. Percebe-se
claramente que os operadores CAU e CD conseguem contornar de maneira
satisfatéria as oscilagdes apresentadas na formulagdo SUPG original. As
formulagbes ASGS e DCDD conseguem também um resultado satisfatorio. Ja a

formulagcdo ETV, embora melhore a resposta apresentada pela formulagao
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SUPG, nao consegue reduzir as oscilagdes e ainda perturba o valor da solugao

para valores negativos.

Na formulagcado ETV foram feitos experimentos numéricos modificando o valor
do parametro A entre 1.0 e 0.0, para tentar melhorar a resposta. Quando A =1.0,
o resultado foi idéntico a formulagdo SUPG original, ja para valores iguais ou
menores do que (.5 apareceram valores negativos nos elementos da diagonal
e foi preciso eliminar o pré-condicionamento pela diagonal usado no algoritmo
GMRES. Nestes casos nao se obteve uma resposta satisfatéria, pelo qual,
adotou-se um valor intermediario de A=0.75. Uma outra modificacéo feita,
diferentemente do trabalho apresentado em [8], foi no parametro 6. Ao invés do
valor original &='4, foi adotado o valor de 6=/.0, obtendo-se a resposta

apresentada na figura 4.2.(d).

Para o esquema CAU foram feitos experimentos numéricos mudando o
parametro oc4y para tentar uma melhoria na resposta, especialmente com
respeito ao tamanho caracteristico do elemento 4, alterando seu valor de 4/2
para h. Esse experimento foi feito sem ganho consideravel na solugéo, pelo

que o valor /2 foi mantido.

Triangulos Fluxo a 45 graus, malha 21x21 nos

Exata e
SUFPG —_—
SUPG+CAU  ——
SUPG+CD —a
[SUPG+ETY —w—

SUPG+DCOD —%—

(a)

Concentracao

—@.2 1 1 1 1

Distanca
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Convergencia, 5 iteracoes malha 21x21 nos fluxo a 45 graus

te+ig T T T

T
SUPG+CAl —8—
SUFG+CD 5
SUPGHETY

le+1l® FSUPG+DCDD —+— 1
le+BS -
le+B6 -

186888

(b)

Tolerancia

188 -~

B.81

B.8681 L
a 1 2 3 4 5

Iteracao

Figura 4.3 Elementos triangulares lineares, fluxo a 45° (a) Corte transversal sobre a diagonal do dominio,
(b) Convergéncia da solugdo.

Na figura 4.3.(a) mostra-se um perfil feito na diagonal do dominio comparando
as diferentes respostas obtidas. Percebe-se claramente que das seis
formulagdes a CAU e a CD sao as que melhor controlam as oscilacbes. Nao
entanto as formulagbes ASGS e DCDD conseguem respostas aceitaveis. A
formulacdo ETV apresenta uma oscilagdo com valores negativos assim como
um deslocamento paralelo da resposta comparativamente as outras

formulagoes.

Na figura 4.3.(b) apresenta-se o comportamento da convergéncia da solugao.
Observa-se que a variagéo relativa da solugado para os diferentes OCD’s fica
estagnada a partir da segunda iteracdo em valores proximos de 107, somente o
esquema DCDD consegue atingir o valor de 10, Verifica-se que o incremento
no numero de iteragdes nao proporciona melhoria nas respostas, desta
maneira justifica-se ter somente, no maximo, 5 iteragbes para o processo
iterativo sem perda significativa na precisao da resposta. Em seguida analisou-
se este problema para os angulos de 67.5° e 22.5°. Os resultados obtidos

encontram-se nas figuras 4.4 a 4.7.
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SUPG, triangulo linear, Fluxo a &67.5 graus

Concentracao

(2)

SUPG+CAU, triangulo linear, Fluxo a &7.5 graus

Concentracao

(b)

SUPG+CD, triangulo linear, Fluxo a &7.5 graus

Concentracao

(©)
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(d)

SUPG+ASGS5, triangulo linear, Fluxo a &7.5 graus

(e)

)

Figura 4.4 Fluxo a 67.5°, (a) SUPG, (b) SUPG+ CAU, (c) SUPG+CD, (d) SUPG+ETV, ()
SUPG+ASGS, (f) SUPG+DCDD.

41



Triangulo, Fluxo a 67.3 graus, malha 21x21 nos

Concentracao

Exata e
SUFPG —_—
SUFG+CAL —8—
SUFPG+CD ——
[ SUPG+ETY —a—

SURG+DCDD

(a)

le+le

le+1d

le+@s

le+dg

18aaa

Tolerancia

18@

8.81

a,8861

Distanca

Convergencia, 5 iteracoes, malha 21x21 hos, fluxo a 7.5 graus

T
SUPG+CAL  —8—
SUPG+CD
SUFG+ETY ——

[SUFG+DCID —+—

(b)

Iteracao

Figura 4.5 Elementos triangulares lineares, fluxo a 67.5°, (a) Corte transversal sobre a diagonal do

dominio, (b) Convergéncia da solucdo.
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a22.5° (a) SUPG, b) SUPG+CAU, (c) SUPG+CD, (d) SUPG+ETV, (¢) SUPG+ASGS,

Figura 4.6 fluxo

(f) SUPG+DCDD
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Triangulos, Fluxo a 28.5 graus, malha 21x21 nos

1.2 T T T
Exata e
SUPG —_—
SUFG+CAU —8—
SUFPG+CD —
[SUPG+ETY ——

SUFPG+DCDD —%—

Concentracao

—@.2 1 1 1 1
5] 8.2 a.4 8.6 8.8 1

Distanca

Convergencia, 5 iteracoes, malha 21x21 nos, fluxo a 22.5 graus

le+ls T T T T
SUPG+CAL  —B—

SUPG+CD
SUPG+ETY

le+1® FSUPG+DCDD —+— 1

1e+88 -

le+86 -

1888a

Tolerancia

188 -

8.81 -

@.86881 L L L L

Iteracao

Figura 4.7 Elementos triangulares lineares, fluxo a 22.5°, (a) Corte transversal sobre a diagonal
dominio, (b) Convergéncia da solucdo.

(a)

(b)

do

O comportamento mostrado nas figuras 4.4-4.7, € muito similar ao observado

nas figuras 4.2-43. Nao se apreciam mudangas significativas

no

comportamento das solu¢gdes com a variagdo no angulo do fluxo. Em geral,

todos os esquemas conseguem reduzir satisfatoriamente as oscilagdes.
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4.2 Exemplo 2 Adveccao pura em estado estacionario com elemento

quadrilatero e integragao reduzida

Para este exemplo utiliza-se uma malha de 21x21 ndés e 400 elementos
quadrilateros bi-lineares com integragao reduzida e diferentes valores para o
parametro de estabilizacdo dos modos hourglass, e. Executam-se para os
mesmos angulos de diregao do campo de velocidade (45°, 67.5° e 22.5°), iguais
condicdes de contorno e mesmos operadores de captura de descontinuidades
utilizados no exemplo 4.1. Os resultados obtidos para as diferentes direces

encontram-se a seguir.

SUPG quadrilatero con integracao reduzida, Fluxo a 45 graus, epsi=e.8

Concentracao

(a)

SUPG+CAU quadrilatero com integracao reduzida, Fluxo a 45 graus, epsi=e.8

Concentracao

(b)
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SUPG+CD quadrilatero com integracao reduzida, Fluxo a 45 graus, epsi=8.8

Concentracao

(©)

SUPG+ETY quadrilatero com integracao reduzida, Fluxo a 45 graus, epsi=B.8, Ganna=0.75

Concentracao

(d)

SUPG+ASG5S quadrilatero com integracao reduzida, Fluxo a 45 graus, epsi=8.8

Concentracao

(e)
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SUPG+DCDD quadrilatero com integracao reduzida, Fluxo a 45 graus, epsi=8.8

Concentracao

)

Figura 4.8 Elementos quadrilateros com integragdo reduzida, € = 0.0, fluxo a 45°, (a) SUPG, (b)
SUPG+CAU, (¢) SUPG+CD, (d) SUPG+ETV, (e) SUPG+ASGS, (f) SUPG+DCDD.

Quadrilatero con integracao reduzida, Fluxo a 45 graus, nalha 21x21 nos, epsi=8.8

1.2

Concentracao

[ SUPGHETY —@—
SUPG+ASGS
SUPG+DCDD —&—

Exata e
SUPG ——
SUPG+CAU  —#—
SUPG+CD —E—

(a)

=-a,2

8,2 8.4

8.6 0.8

Distanca

Convergencia Quadrilatero integracao reduzida, 5 iteracoes, 21x21 nos, fluxo a 45 gra

1e+815

1e+818

166888

Tolerancia

1e-805

1e-818

1e-815

1e-828

T
SUPGHCAU  —+—
SUPGHCD — —#—
SUPG+ETY
SUPGHASGS

[ SUPG+DCDD —&—

(b)

Iteracao

Figura 4.9 Elementos quadrilateros com integragdo reduzida, € = 0.0, fluxo & 45°, (a) Corte transversal
sobre a diagonal do dominio, (b) Convergéncia da solucao.
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Neste exemplo, com fluxo a 45° e com o parametro de estabilizacdo dos modos
hourglass nulo, £=0.0, é interessante observar que as diferentes respostas

obtidas coincidem com a resposta exata, como apresentado nas figuras 4.8.

Na figura 4.9.(a) apresenta-se uma vista de perfil sobre a diagonal e verifica-se
novamente o comportamento dos diferentes OCD’s. Na figura 4.9.(b) observa-
se s convergéncia das diferentes solugdes. Cabe ressaltar que as formulagdes
ASGS e ETV somente conseguem atingir uma precisdo de 10°. As outras
formulacdes conseguem atingir uma precisdo de 10"°, sendo novamente o

esquema DCDD que consegue o melhor comportamento.

SUPG quadrilatero con integracao reduzida, Fluxo a 45 graus, epsi=1.8

Concentracao

(@)

TR

* 11 = - y N . =g,

by N . b.e H.B B4 W2 L) -
‘12.4r.4 i.2 1 "

SUPG+CAU quadrilatero com integracao reduzida, Fluxo a 45 graus, epsi=1.8

Concentracao

(b)
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SUPG+CD quadrilatero com integracao reduzida, Fluxo a 45 graus, epsi=1.8
Concen tracao

e
i

(©)

o= o= o= o=
. . . . . .
M -~} ) Y o -] = ) Y
T T T T T T T T 1

SUPG+ETY quadrilatero com integracao reduzida, Fluxo a 45 graus, epsi=1.8, Gamma = 8.75
Concen tracao

e
i

o= o= o= o=
. . . . . .
M -~} ) Y o -] = ) Y
T T T T T T T T 1

(d)

SUPG+ASG5S quadrilatero com integracao reduzida, Fluxo a 45 graus, epsi=1.8

S

-. \\‘\‘\‘\‘\‘\‘\“‘\\\l

ol \\\\\\\\\\:\\\\\\ (e)
| BN

y 'B;fi

3_11-_ :
Tl iz 10806 YA Y.
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SUPG+DCDD quadrilatero com integracao reduzida, Fluxo a 45 graus, epsi=1.8

Concentracao

e
i

®

o= o= o= o=
. . . . .
M [--] ] o om -] = ) Y
T T T T T T T T 1

y Y g-
11-?.4'1—.4 F IR R S N H"’-“ v.2

TR

Figura 4.10 Elementos quadrilateros com integragéo reduzida, € = 1.0, fluxo a 45°, (a) SUPG, (b)
SUPG+CAU, (c) SUPG+CD, (d) SUPG+ETV, (e) SUPG+ASGS, (f) SUPG+DCDD.

Quadrilatero con integracao reduzida, Fluxo a 45 graus, nalha 21x21 nos, epsi=i1.8

1.2 !
Exata —
SUPG ——
SUPG4CAU  —#—
SUPG+CD —E—
1 FsuPG+ETY —B—
SUPG+ASGS

SUPG+DCDD —&—

(a)

Concentracao

Distanca
Convergencia Quadrilatero integracac reduzidas 5 iteracoes, 21x21 nos, fluxo a 43 gra
le+12 T
SUPG+CAU  ——
SUPG+CT a—
SUPGHETY
le+1® FSUPG+DCDD —w—
le+as
le+B6
o
2
T igeas |- (b)
@
o
2
180
1
8,81
5.8081

1 2 2 4 S

Figura 4.11 Elementos quadrilateros com integragdo reduzida, € = 1.0, fluxo & 45°, (a) Corte transversal

sobre a diagonal do dominio, (b) Convergéncia da solugao.

51



Com a presenga do parametro de estabilizagdo, ¢=1.0, observa-se nas figuras
4.10, que a implementagao ETV mostra um melhor comportamento. As outras
formulagbes apresentam uma oscilagao que nao tinham quando £=0.0, isto pelo
fato do termo de estabilizacido proporcionar uma sobre difusdo nos outros
esquemas. Contudo, os modos hourglass nao aparecem, seja pela relagéao
particular que existe neste exemplo entre o angulo do fluxo com a solugéo
exata, ou pela presenca do termo de estabilizacdo. Neste caso optou-se por
fixar o valor de ¢=1.0 para todos os operadores, devido a que a melhor
resposta € dada para €=0.0, porém, para os seguintes exemplos cada um dos
operadores apresenta melhores resultados com valores de ¢ diferentes entre
eles, portanto, ndo existe um unico valor de ¢ que faz com que a solugao seja a

melhor para todos os OCD's.

Na figura 4.11 (a) tem-se o perfil das diferentes formulagées onde aparecem
claramente as oscilagdes de hourglass. Na figura 4.11 (b) pode-se apreciar que
todas as formulagdes apds 5 iteragdes sO reduziram a variagcdo da solucédo a
102. Note que a solugdo obtida pela formulagdo DCDD é aquela com o menor

numero de iteragoes.

SUPG quadrilatero con integracac reduzida, Fluxo a 67.5 graus, epsi=e.8
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SUPG+CAU quadrilatero com integracao reduzida, Flusxo a 67.5 graus, epsi=e.8

Concentracao

(b)

SUPG+CD quadrilatero com integracao reduzida, Fluxe a 67.5 graus, epsi=8.8

Concentracao

(©)

SUPG+ETY quadrilatero com integracao reduzida, Fluxo a 67.5 graus, epsi=0.8, Ganmna=8.75

Concentracao

(d)
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SUPG+ASGS quadrilatero com integracao reduzida, Fluxo a 67.5 graus, epsi=g.8

Concentracao

(e)

SUPG+DCDD quadrilatero con integracao reduzida, Fluxo a 67.5 graus, epsi=f.8

Concentracao

)

Figura 4.12 Elementos quadrilateros com integragdo reduzida, € = 0.0, fluxo a 67.5°, (a) SUPG, (b)
SUPG+CAU, (¢) SUPG+CD, (d) SUPG+ETV, (e) SUPG+ASGS, (f) SUPG+DCDD.

Quadrilatero con integracao reduzida, Flusxo a 67,5 graus, nalha 21x21 nos, epsi=e.d8
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convergencia Quadrilatero integracao reduzida, 5 iteracoes, ?1x21 nos, fluxo a 67.5 gr

le+812
SUPG+CAU  ——
SUPG+CD
SUPG+ETY —E—
1e+818 FSUPG+ASGS
SUPG+DCDD —=—
le+BB08 -
le+B06
L)
]
2
e 18088
: (b)
8
=]
:
188
A
8,81
8.8001
] 1 2 3 4 5

Iteracao
Figura 4.13 Elementos quadrilateros com integragio reduzida, € = 0.0, fluxo a 67.5°, (a) Corte transversal
sobre a diagonal do dominio, (b) Convergéncia da solugéo.

Neste exemplo, na figura 4.12, observam-se os modos hourglass em todas as
formulagcbes. Na figura 4.13 (a), pode-se ver claramente a coincidéncia na
solugdo para todas as formulagbes, onde a aparigdo dos modos hourglass faz

com que este comportamento seja predominante.

SUPG guadrilatero com integracac reduzida, Fluxo a &67.5 graus, epsi=2.8@

Concentracao

(a)
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CAU guadrilatero com integracao reduzida, Fluxo a 67.5 graus, epsi=0.85

Concentracao

(b)

CD guadrilatero com integracao reduzida, Fluxo a 67.5 graus, epsi=@.83

Concentracao

(©)

ETY guadrilatero com integracaoc reduzida, Fluxo a &7.5 graus, epsi=2.8, Gamma = B.F5

Concentracao

(d)
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ASGS guadrilatero com integracao reduzida, epsi=@.28

Fluxo a &7.5 graus,

Concentracao

(©

DCID guadrilatero com integracso reduzida, Fluxo a 67.35 graus, epsi=B.B85

Concentracao

®

Figura 4.14 Elementos quadrilateros com integragdo reduzida, fluxo a 67.5°, (a) SUPG, (b) SUPG+CAU,

Concentracao

(¢) SUPG+CD, (d) SUPG+ETV, (¢) SUPG+ASGS, (f) SUPG+DCDD.

Quadrilateroe com integracac reduzida, Fluxe a 67.5 graus, malha 21x21 nos
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Convergencia Quadrilatero integracaoc reduzida, 5 iteracoes, 21x21 nos, fluxo a &7.5 gr
le+lg

T
SUPG+CAL ——
SUPG+CD

SUPG+ETY —s—

le+18 FEUPG+DCID —%—
le+BE [
le+B6 [

1aE88 -

(®)
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] 1 2 ] 4 5

Iteracao

Figura 4.15 Elementos quadrilateros com integragdo reduzida, fluxo a 67.5°, (a) Corte transversal sobre a
diagonal do dominio, (b) Convergéncia da solugéo.

Nas figuras 4.14 e 4.15, avalia-se o comportamento dos diferentes esquemas
estudados. Pode-se verificar que o valor ¢ é diferente para cada um deles,
variando amplamente no intervalo 0 < ¢ < 2.0. Fizeram-se varios testes
numeéricos para tentar encontrar os valores que conseguem uma melhor

resposta.

Para cada um dos diferentes OCD’s foi encontrado um valor diferente de «.
Para o esquema SUPG sem OCD esse valor foi de €=0.75, para o0 CAU &=0.05,
para o CD £=0.05, para o ETV €=2.0, para o ASGS €=0.25 e para o DCDD ¢=0.15.
Com esses valores, pode-se encontrar uma boa resposta para os esquemas
SUPG, CD, CAU e ETV, sendo este ultimo o melhor de todos. Ja os esquemas
ASGS e DCDD nao conseguem contornar a sobre-difusdo apresentada depois

da inclusdo do parametro de estabilizag&o.
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SUPG quadrilatero com integracao reduzida, Fluso a 67.5 graus, epsi=08.8
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SUPG+CD quadrilatero com integracao reduzida, Fluxo a 67.5 graus, epsi=8.8
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SUPG+ETY quadrilatero con integracao reduzida, Fluxo a 67.5 graus, epsi=f.8, Ganna=8.75
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SUPG+ASGS quadrilatero com integracao reduzida, Fluxe a 67.5 graus, epsi=f.B
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Figura 4.16 Elementos quadrilateros com integragio reduzida, € = 0.0, fluxo a 22.5°, (a) SUPG, (b)

SUPG+CAU, (¢) SUPG+CD, (d) SUPG+ETV, () SUPG+ASGS, (f) SUPG+DCDD.
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Quadrilatero com integracao reduzida, Fluxo a 22,5 graus, malha 21121 nos, epsi=8,8
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Convergencia Quadrilatero integracao reduzida, 5 iteracoes, 21x21 nos, fluxo 22.5 gra
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(2)

(b)

Figura 4.17 Elementos quadrilateros com integragio reduzida, € = 0.0, fluxo a 22.5°, (a) Corte transversal

sobre a diagonal do dominio, (b) Convergéncia da solucao.

SUPG quadrilaters com integracas reduzida, Fluxo a &7.5 graus, spsi=@.75
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SUPG+CAU guadrilatero com integracao reduzida, Fluxo a 7.5 graus, epsi=@.835
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SUPG+CD guadrilatero com integracac reduzida, Fluxo a 67.3 graus, epsi=@8.83
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(e)

SUPG+DCDD guadrilatero com integracaoc reduzida, Fluxo a 67.5 graus, epsi=B.15

Concen tracao

)

Figura 4.18 Elementos quadrilateros com integragdo reduzida, fluxo a 22.5°, (a) SUPG, (b) SUPG+CAU,
(c) SUPG+CD, (d) SUPG+ETV, (e) SUPG+ASGS, (f) SUPG+DCDD.

Quadrilatero com integracao reduzida, Fluxe a 22.5 graus, malha 21x21 nos
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Convergencia Quadrilatero integracao reduzida, 5 iteracoes, £1x21 noss fluxo 2.3 gra
le+l2

T T T T
SUFG+CAU —+—

SUPG+CD
SURG+ETY
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Figura 4.19 Elementos quadrilateros com integragdo reduzida, fluxo a 22.5°, (a) Corte transversal sobre a
diagonal do dominio, (b) Convergéncia da solugao.

Nas figuras 4.16 e 4.18 tem-se, da mesma forma que nas figuras 4.12-4.15, a
presenca dos modos hourglass, nesta vez na base da figura, sem o termo de
estabilizacdo. Com valores de ¢£#0.0, esses modos desaparecem, mas
aparecem novamente oscilagdes devidas a sobre-difusdo, contornadas
consideravelmente com valores de &¢<1.0. Nas figuras 4.17 (a) e 4.19 (a),
observam-se os comportamentos das solugdes, sendo as melhores CAU e CD,
apesar de que os resultados das formulacbes DCDD e ASGS sao muito

aceitaveis.

Um fato importante de perceber-se nestes exemplos é a coincidéncia nas
respostas entre dois grupos de formulagdes. Nas formulagdes CAU, CD e ASGS,
a determinagao do OCD foi feita seguindo o mesmo esquema apresentado por
[5], que consiste principalmente na avaliacdo do residuo, e nas formulacdes
ETV e DCDD o esquema de estabilizacdo vem de uma formulagao diferente.
Isto conduz a uma similitude na obteng¢ao da resposta final.
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4.3 Exemplo 3 Advecc¢ao fluxo rotacional em estado estacionario

Este problema trata de adveccdo num campo de fluxo rotacional com
condigbes de contorno ¢, =0.0 e condi¢cdes prescritas nos nos internos em
forma de co-seno no intervalo (—0.5<x<0.5). A malha é de 21x21 nés e 800
elementos triangulares lineares. O campo de velocidades rotacional € dado por

B.=-y, B,=x. A solugéo exata deste problema € uma rotagéo rigida do co-

seno em torno da origem.

O problema foi resolvido utilizando os mesmos parametros para o exemplo 1,
com 5 vetores na base do sub-espaco de Krylov e 5 iteragbes no processo nao-

linear.

Bmt

¢=0

-1 $=0 -1 0

Figura 4.20 Convecgdo pura de uma co-sendide.
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SUPGs Fluxo rotacionals malha 21x21 nos

SUPG+CD, Fluxo rotacionals malha 21x21 nos

(2)

(b)

(©)
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SUPG+ETYs Fluxo rotacionals malha 21x21 nos, Gamnma = B.73
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SUPG, (b) SUPG+CAU, (c) SUPG+CD, (d) SUPG+ASGS,
UPG+ETV, (f) SUPG+DCDD.

Figura 4.21 Fluxo rotacional, (a

(e)
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Triangulo, Fluxo em rotacao, malha 21x21 hos

Concentracao

b R
=] 8.5 1

listanca

Exata — SUFG+CAL —— SUFG+ETY —w—
SUPG —— SUPG+CD —a— SUPG+ASGE ——

Figura 4.22 Fluxo rotacional, corte transversal.

Convergenciay, 3 iteracoes, malha 21xE1 nos, fluxo a 43 graus
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Figura 4.23 Fluxo rotacional, Convergéncia da solugdo.

Na figura 4.21 apresentam-se resultados semelhantes aos encontrados no
trabalho de Hughes e Brooks [1]. Observe que os esquemas SUPG e ASGS
conseguem obter satisfatoriamente a solugdo. Ja nos outros esquemas
aparecem os efeitos de uma sobre-difusao transversal que ndo consegue ser

suavizada, perturbando a solugao.

Na figura 4.22 tem-se a vista de perfil de uma se¢édo onde se notam os efeitos
da sobre-difusdo, fazendo com que surja um decaimento na solugado apds de
um giro de 180°. A formulagdo SUPG sem OCD junto com a formulagdo ASGS
apresentam melhor comportamento neste tipo de problemas onde a solugéo é
suave. Os esquemas CAU e CD, perdem algo em torno de um 20% da solugéo
e verifica-se na formulacdo ETV um fendbmeno de corrimento lateral além da

queda na amplitude da solugdo, apresentando uma sobre-difusdo excessiva.

68



Na formulagdo DCDD acontece um fendmeno similar, com sobres saltos na
solucdo. Todos os efeitos sdo devidos a sobre-difusdo na direcao transversal

das linhas de corrente, como explicado nos capitulos 1 e 3.

4.4 Exemplo 4 Adveccao fluido em movimento com elemento triangular

Neste exemplo apresenta-se o problema de advecgdao de um platd em um
fluido em movimento unidirecional com condi¢des essenciais homogéneas e
regime transiente. A malha adotada compreende 41x41 nos e 3200 elementos
triangulares lineares. Apresentam-se os resultados para os passos de tempo 1,

20 e 40. A direcao do vetor velocidade é de 45° e fluxo unidirecional constante,

IB|=1.0.

Para este exemplo, em estado transiente, foi utilizada uma condicao CFL=1.0
o algoritmo para integragdo no tempo implicito e um tempo maximo igual a
twax=0.7071. Utillizaram-se 5 vetores no sub-espaco de Krylov no algoritmo de
solugdo do sistema de equagbes pelo algoritmo GMRES. Na figura 4.24

mostram-se as condigdes de contorno e as condi¢des iniciais.

u(x,t=0)=1.0

0 u=0.0 1 X

Figura 4.24 Advecgdo de um platd em um fluido em movimento unidirecional

69



Adveccao pura patamnar - SUPG passo no tempo 1
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Adveccao pura patanar - SUPG+ETY passo no tempo 1

Concentracao
1.2
1
8.8
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Figura 4.25 Advecgao de um platé em um fluido em movimento unidirecional, elementos triangulares
lineares, passo de tempo 1. (a) SUPG, (b) SUPG+CAU, (¢c) SUPG+CD, (d) SUPG+ETV,
(e) SUPG+ASGS, (f) SUPG+DCDD.
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Adveccao pura patanar - SUPG+ETY passo no tempo 28

o | )
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Figura 4.26 Advecgao de um platé em um fluido em movimento unidirecional, elementos triangulares
lineares, passo de tempo 20. (a) SUPG, (b) SUPG+CAU, (¢c) SUPG+CD, (d) SUPG+ETV,
(e) SUPG+ASGS, (f) SUPG+DCDD.
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Adveccao pura patanar - SUPG passo no tempo 48
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Adveccao pura patamar - SUPG+CAU passo no tempo 48
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Adveccao pura patanar - SUPG+ETY passo no tenpo 48
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Figura 4.27 Advecgao de um platé em um fluido em movimento unidirecional, elementos triangulares
lineares, passo de tempo 40. (a) SUPG, (b) SUPG+CAU, (¢c) SUPG+CD, (d) SUPG+ETV,
(e) SUPG+ASGS, (f) SUPG+DCDD.
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Nas figuras 4.25 — 4.27, mostra-se o avang¢o do frente da solugdo no dominio.

Note que o esquema CAU consegue obter uma solugao satisfatoria sem adigcao

de uma sobre-difusdo excessiva, como apresentada no DCDD, onde os efeitos

da sobre-difusdo pioram a solu¢do. Ja os esquemas CD e ASGS conseguem

atingir uma boa resposta somente na frente da solugdo, sem conseguir o

mesmo efeito na parte detras. Ja o esquema ETV, com um valor de y=0.75, n&o

consegue uma resposta satisfatoria.
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SUPG+DCDD, Perfil avanco no tempo
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Figura 4.28 Fluxo movimento unidirecional, perfil avanc¢o no tempo.

Na figura 4.28 observa-se o avango no tempo dos perfis para as diferentes
formulagcdées implementadas. Na figura 4.28 (a) tem-se o perfil produzido pela
formulagdo SUPG sem a presenca do OCD. Observe as fortes oscilagdes com
valores acima de 1 e abaixo de 0. Na figura 4.28 (b) note que a formulagdo CAU
consegue uma boa aproximagao, onde tanto a frente de avango quanto a parte
detras preservam os valores maximo e minimos das condi¢gdes de contorno
originais. Nos passos 20 e 40, apreciam-se claramente os efeitos da difusdo
fazendo com que o perfil ndo consiga contornar completamente o patamar
apresentado pela solugédo exata. Na figura 4.28 (c), para o OCD-CD, observa-se
que na frente de avanco a solugdo fica aceitavel mas na parte posterior
aparecem oscilagdes, contudo a solugdo € em geral, aceitavel. Na figura 4.28
(d) temos a formulagdo ETV onde apreciam-se oscilagdes tanto na parte do
patamar quanto na base, atingindo valores negativos e ndo conseguindo uma
resposta aceitavel. A formulagcdo ASGS, figura 4.28 (e), apresenta o mesmo
comportamento mostrado pela formulagdo CD, mas com resultados menos
aceitaveis, ja que as oscilagdes resultantes ficam maiores. Na ultima figura,
4.28 (f), temos a formulagdo DCDD apresentando um resultado similar ao OCD-
CAU, mas com um maior conteudo de difusdo, fazendo com que em cada
passo de tempo a solucao fique mais estreita, sem contornar satisfatoriamente

o contorno da solugao exata.
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Nos problemas transientes foi observado o fendmeno de estagnacédo da norma
relativa ao residuo apds poucas iteragdes para todas as formulagcdes. Para
evitar este fendmeno, foi utilizada uma técnica de controle de estagnacgéo
proposta por Tezduyar [33]. A idéia é avaliar o parametro OCD unicamente na
primeira iteracdo do processo multicorretor, evitando assim a presenga de
valores muito elevados. Com isto obriga-se a uma linearizagdo do problema
precisando somente de duas iteracbes ndo-lineares ao invés das 20-50
iteragdes requeridas para o0s esquemas originais sem congelamento. Este
método € chamado de time—lagging pelo autor. Também foi testada uma outra
idéia do congelamento, chamado de time—lagging modificado, mas desta vez a
avaliagdo do parametro Jpcp foi feita unicamente para o primeiro passo de

tempo e ficando constante para todos os demais.

Perfil avanco no tempo, passo 1

Concentracao

Distanca

Perfil avanco no tempo, passo 28

Exata —_—
SUPG —
SUPG+CAU  ——
1 FSUPG+CD  —#—
SUPG+ETY —&—
SUPG+ASGS

SUPG+DCDD —#—

Concentracao

Distanca
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Perfil avanco no tempo, passo 48

T
Exata —
SUPG —
SUPG+CAU ——
1 FsuPGsCD —#—
SUPG+ETY —E5—
SUPGHASGS
SUPG+DCDD —&—

Concentracao

Distanca

Figura 4.29 Esquema sem congelamento

Na figura 4.29 apresentam-se os perfis para os passos de tempo 1, 20 e 40 sem
esquema de congelamento da norma relativa ao residuo. No primeiro passo,
figura 4.29 (a), o comportamento dos OCD’s CAU, CD, ASGS e DCDD é muito
similar, conseguindo reduzir as oscilagdes encontradas no esquema SUPG
original. Ja na figura 4.29 (b), aparecem grandes diferencas em todos os
esquemas, sendo o de melhor comportamento o CD. Nos OCD’s DCDD e CAU
apreciam-se um estreitamento da solugdo. No esquema ASGS consegue-se um
bom resultado na frente, mas aparece uma oscilagdo na parte detras do
avanco. Na figura 4.29 (c), os efeitos de uma sobre-difusdo sdo muito mais
apreciaveis onde o esquema CD consegue a melhor resposta, os esquemas
CAU, CD, ASGS e DCDD mostram os mesmos fenbmenos apresentados no

passo de tempo 20, todos devidos a presenca de efeitos sobre difusivos.
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Concentracao

Concentracao

Concentracao

[

[

Perfil avanco no tempo, passo 1

(@)

8.4 8.6 6.8
Distanca

Perfil avanco no tempo, passo 28

Exata —
SUPG —
SUPGHCAU —+—
[SUPG+CD ——
SUPGHETY —H—
SUPG+ASGS
SUPG+DCDD —=—

(b)

8.4 8.6 6.8
Distanca

Perfil avanco no tempo, passo 48

Exata —
SUPG —
SUPGHCAU —+—
[SUPG+CD ——
SUPGHETY —H—
SUPG+ASGS

SUPG+DCDD —=—

(©

Distanca

Figura 4.30 Esquema time—lagging (Tezduyar)
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Na figura 4.30 apresentam-se os resultados obtidos para o esquema de
congelamento time—lagging. Aprecia-se que para o passo de tempo 40, figura
4.30 (c), os efeitos da sobre difusdo fizeram com que a solugdo obtida na
formulacdo CAU cair em 10% a 15%, além do mesmo fendbmeno de
estreitamento. Para a formulagdo CD, que no esquema sem congelamento foi
melhor, agora se aprecia o fendbmeno de estreitamento consideravel na
solugdo. Para os OCD’s ASGS e DCDD o comportamento €& similar ao

observado no esquema sem congelamento.

Perfil avanco no tempo, passo 1

Concentracao

Distanca

Perfil awvanco no tenpo, passo 28

Exata —
SUPG —
SUPG+CAU  —— = . L o of o
1 FSUPGHCD  —#— e =R
SUPG+ETY —HF—

SUPG+ASGS
SUPG+DCDD —=—

Concentracao

Distanca
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Perfil avanco no tempo, passo 48

T
Exata —
SUPG —
SUPG+CAU ——
1 FsuPGsCD —#—
SUPG+ETY —E5—
SUPGHASGS
SUPG+DCDD —&—

Concentracao

(©

Distanca

Figura 4.31 Esquema time—lagging modificado

Na figura 4.31, tem-se 0 esquema de congelamento time-lagging modificado

onde se apreciam para todos os passos de tempo que as solugdes para os

diferentes OCD’s acompanham de perto a solugado obtida no esquema SUPG.

Se bem o ganho na solugao nao é apreciavel, o ganho de tempo computacional

sim, como vai ser mostrado nas tabelas seguintes.

Observa-se que para todos os casos o esquema ETV apresenta um

comportamento igual, isto porque ele ndo € sensivel ao congelamento devido a

auséncia do termo OCD.

Iter NL / Passos de Tempo Iter GMRES / Solucéo
Normal 20.7 6.6
Tezduyar 2 4.0
Tezduyar modificado 2 5.0

Tabela 4.1 Comparacio esquemas de congelamento para 0 OCD-CAU

Iter NL / Passos de Tempo Iter GMRES / Solucio
Normal 13.7 7.4
Tezduyar 2 4.5
Tezduyar modificado 2 5.4

Tabela 4.2 Comparacdo esquemas de congelamento para o OCD-CD

Iter NL / Passos de Tempo Iter GMRES / Solucéo
Normal 5.1 4.9
Tezduyar 2 5.1
Tezduyar modificado 2 54

Tabela 4.3 Comparagdo esquemas de congelamento para o0 OCD-ASGS
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Iter NL / Passos de Tempo Iter GMRES / Solucéo
Normal 50 5.0
Tezduyar 48.9 5.0
Tezduyar modificado 11 5.0

Tabela 4.4 Comparacdo esquemas de congelamento para o OCD-DCDD

Nas tabelas 4.1 — 4.4, apresentam-se as relagdes encontradas entre 0 numero
de iteragcdes nao-linear e o passo de tempo, assim como também o numero de
iteragdes no solucionador GMRES com a quantidade de vezes que ele é

chamado (solugéo).

Na primeira coluna apreciam-se as medias na quantidade de iteragées nao
lineares que precisam ser feitas para cada esquema antes de atingir a
tolerancia desejada, que nestes exemplos foi de 10°. No OCD-CAU , tabela 4.1,
foram necessarias 21 iteracbes em média. J& com os esquemas de
congelamento a quantidade de iteragdes nao linear é de 2, isto porque o
esquema faz uma “linearizacdo ficticia’ quando o parametro OCD nao precisa

ser recalculado a cada passo de tempo.

Na segunda coluna temos a relagdo entre o numero de iteragdes feitas pelo
solucionador GMRES e a quantidade de vezes que ele é chamado. Esse valor
da uma idéia do quanto pode ser o ganho computacional obtido quando se
utiliza um esquema de congelamento ou ndo. Quanto menor o valor o ganho
computacional € maior, sendo para o OCD-CAU o esquema time-lagging quem

apresenta uma maior vantagem.

Resultados similares sao encontrados para os OCD’s CD e ASGS, onde o

esquema time-lagging apresenta um ganho maior para ambos os casos.

E interessante observar o comportamento do OCD-DCDD, onde o esquema de
congelamento ndo consegue “linearizar” o processo iterativo, requerendo as 50
iteracbes nao lineares tanto no esquema sem congelamento quanto no
esquema time-lagging. NO esquema time-lagging modificado ainda s&o

necessarias 11 iteracdes nao lineares em média.
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4.5. Exemplo 5 Advecgao fluido em movimento com elemento quadrilatero

e integracao reduzida

Similar ao exemplo 4.4, mas desta vez a malha adotada compreende 41x41 nos
e 1600 elementos quadrilateros bi-lineares com integracdo reduzida. As
condigdes iniciais e de contorno s&o as mesmas. As figuras abaixo mostram os
resultados obtidos pelas diferentes formulagdes para os passos de tempo 1 e
29.

SUPG quadrilatero integracao reduzida, patamar en novimento a 45 graus, epsi=e.8, iter 881

Concentracao
1.2
1}
8.8 r
8.6
8.4
8.2 r
of (a)
-8.2 *
1
8.8 7 -
8.6 - -
Y 8.4~ L
8.2 - . A
8 : PR X s t MF
-8.2 - a 9.2 )
-8.2
H
SUPG quadrilatero integracao reduzida, patamar em novimento a 45 graus, epsi=1.8, iter 881
Concentracao
1.2
1}
8.8 r
8.6
8.4
8.2 r
of (b)
-8.2 *
1
8.8 7 -
8.6 - -
Y 8.4~ L
8.2 - . A
8 : PR X s t MF
-8.2 - a 9.2 )
-8.2
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CAU quadrilatero integracac reduzida, patanar em movimento a 45 graus, epsi=f.B8, iter 881

Concentracao

(©)

-49.8

CAU quadrilatero integracao reduzida, patamar em movimento a 45 graus, epsi=8.85, iter 881

Concentracao

(d)

-49.8

CD quadrilatero integracao reduzida, patamar en movimento a 45 graus, epsi=8.8, iter 881

Concentracao

(e)

-49.8
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CD quadrilatero integracao reduzida, patamar en novimento a 45 graus, epsi=8.85, iter 881

Concentracao

)

-49.8

ETY quadrilatero integracac reduzida, patamnar em movimento a 45 graus, epsi=f.B8, iter 881

Concentracao

(@

-49.8

ETY quadrilatero integracao reduzida, patamar em movimnento a 45 graus, epsi=1.8, iter 881

Concentracao

1.2 r

1+
8.8
8.6
a.4

8,2

(h)

-49.8
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ASGS quadrilatero integracao reduzida, patamar en novimento a 45 graus, epsi=8.8, iter 881

Concentracao

1.2 1

@

ASGS quadrilatero integracao reduzida, patamar em movimento a 45 graus, epsi=8.85, iter 881

Concentracao

1.2

1k
8.8
8.6 [
0.4 [
8.2

8l
-8,8

O

“ .
8.28.2 2]

Figura 4.32 Platé em movimento diagonal, quadrilatero bi-linear com integragdo reduzida, passo de
tempo 1; (a) SUPG, €=0.0; (b) SUPG, &=1.0; (c) CAU, €=0.0; (d) CAU, €=0.05; (e) CD, ¢=0.0;
(f) CD, €=0.05; (g) ETV, £=0.0; (h) ETV, e=1.0; (i) ASGS, €=0.0; (j) ASGS, €=0.05.

Na figura 4.32, onde o parametro de estabilizagao é zero (figuras (a), (c), (e), (g),
(i)), apreciam-se umas pequenas oscilagdes na parte traseira da frente de
avango. Ja com valores no parametro de estabilizagdo dos modos hourglass
diferentes de zero a solugdo apresenta algumas oscilagbes nos cantos,

piorando a resposta inicial.
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SUPG quadrilatero integracao reduzida, patamar em novinento a 45 graus, epsi=8.8, iter 581

Concen tracao
1.2
1}
8.8
8.6
a.4 r
8.2 r
el
49,8~
1=
8.8 7
8.6
Y

SUPG quadrilatero integracao reduzida, patamar em novinento a 45 graus, epsi=1.8, iter 581

Concen tracao
1.2
1}
8.8
8.6
a.4 r
8.2 r
el
49,8~
1=
8.8 7
8.6
Y

CAU quadrilatero integracac reduzida, patanar em movimento a 45 graus, epsi=f.B8, iter 581

Concen tracao
1.2
1}
8.8
8.6
a.4 r
8.2 r
el
49,8~
1=
8.8 7
8.6
Y

(2)

(b)

(©)
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CAU quadrilatero integracao reduzida, patamar em movimento a 45 graus, epsi=@.85, iter 581

°l lllll |||‘ (d)
0.8~ ‘
!‘1! s

CD quadrilatero integracao reduzida, patamar emn movimento a 45 graus, epsi=8.8, iter 581

A -

N L ||l||||l|||| 5 @
2 N
|“ ||11||.I.|.l.l -

CD quadrilatero integracao reduzida, patamar en movimento a 45 graus, epsi=8.85, iter 581
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of b (®
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ETY quadrilatero integracac reduzida, patamnar em movimento a 45 graus, epsi=f.B8, iter 581

Concentracao

1.: :

8.8

8.6 J Y

"o A “ll i ©
-g,8 b il

.-;,.m||||||||nm| X

o N\
Y a4 -‘-"
" ; - . o6 0.8 1 L2
0.2575 o a2 O :

ETY quadrilatero integracao reduzida, patamar em novinento a 45 graus, epsi=1.8, iter 581

Concentracao

1.2

1+
8.6
8.6
8.4
8.2 -

(h)

ASGS quadrilatero integracao reduzida, patamar em novinento a 45 graus, epsi=8.8, iter 581
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ASGS quadrilatero integracao reduzida, patamar em novinento a 45 graus, epsi=8.85, iter 581

Concentracao

T
‘tﬁ'l'nm il

_. ,n||||||||

ity

!
m
ﬁll‘l!ll il

0

- 0

I
--'—y"

.-l'—

=

e

F

i

ey

[

-

e

a2 s 8.2

Figura 4.33 Platé em movimento diagonal, quadrilatero bi-linear com integragdo reduzida, passo de
tempo 29, (a) SUPG, €=0.0; (b) SUPG, €=1.0; (c) CAU, £=0.0; (d) CAU, ¢=0.05; (e) CD, ¢=0.0;
(f) CD, £=0.05; (g) ETV, €=0.0; (h) ETV, ¢=1.0; (i) ASGS, £=0.0; (j) ASGS, £=0.05.

Na figura 4.33, ultimo passo de tempo sem a presengca do parametro de
estabilizagdo a solugdo apresenta na base os modos hourglass, identificados
como oscilagdbes na dire¢gdo do fluxo. Com a presenga do termo de
estabilizacdo conseguem-se contornar satisfatoriamente esses modos, mas
somente os esquemas CAU e CD conseguem contornar os efeitos da sobre-
difusdo. O esquema ASGS apresenta ainda oscilagbes espurias e 0 esquema

ETV nao alcanga uma resposta satisfatoria.

4.6 Exemplo 6 Advecc¢ao colina em forma de co-seno fluido em rotagao
Este exemplo, ilustrado na figura 4.34 trata da advec¢do de uma colina em
forma de co-seno em um fluido em rotagado rigida, B, =-y, f,=x e modulo

unitario, |B|=1.0, com condiges iniciais uo = 1.0 € condigdes de contorno nulas.

A malha utilizada compreende 41x41 nés e 3200 elementos triangulares

lineares. A solugéo deste problema € uma rotagao rigida de condigao inicial.

Para este exemplo foi utilizada uma condicdo CFL=1.0, com algoritmo para

integracado no tempo implicito e um tempo maximo igual a #,,.=6.28 s, resultante
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em 252 passos de tempo. Utilizaram-se 5 vetores no sub-espago de Krylov no

algoritmo de solucéo do sistema de equacdes pelo algoritmo GMRES.

1.0

diam = 0.30

B rot

-1.0 1.0

Figura 4.34 Advecgdo de uma colina em forma de co-seno em um fluido em rotagao.

As figuras a seguir mostram as elevagdes das solug¢des obtidas nos passos 1 e
126 (rotac&o de 180°) para as diferentes formulagdes.

Adveccao colina co-seno - SUPG passo no tempo 1
Concentracao

(2)
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Adveccao colina co-seno = SUPG+CAU passo no tenpo 1
Concentracao

(b)

Adveccao colina co-seno - SUPG+CD passo no tempo 1
Concentracao

(©)

Adveccao colina co-seno - SUPGH+ETY passo no tenpo 1
Concentracao

(d)
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Adveccao colina co-seno - SUPG+ASGS passo no tenpo 1
Concentracao

(e)

Adveccao colina co-seno - SUPG+DCDD passo no tenpo 1
Concentracao

)

Figura 4.35 Adveccao colina em forma de co-seno de um fluido em rotagdo, passo de tempo 1.
(a) SUPG, (b) SUPG+CAU, (¢) SUPG+CD, (d) SUPG+ETV, (e) SUPG+ASGS, (f) SUPG+DCDD.

95



Adveccao colina co-seno - SUPG passo no tenpo 126
Concentracao

(2)

Adveccao colina co-seno - SUPG+CAU passo no tenpo 126
Concentracao

(b)

Adveccao colina co-seno - SUPG+CD passo no tenpo 126
Concentracao

(©)
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Adveccao colina co-seno - SUPG+ETY passo no tenpo 126
Concentracao

0.2 | (d)

Adveccao colina co-seno - SUPGHASGS passo no tempo 126
Concentracao

©)

ad

colina = SUPG+DCDD passo no tempo 126
Concentracao

)

Figura 4.36 Adveccao colina em forma de co-seno de um fluido em rotacao, passo de tempo 126.
(a) SUPG, (b) SUPG+CAU, (c) SUPG+CD, (d) SUPG+ETV, (e) SUPG+ASGS, (f) SUPG+DCDD.
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As figuras 4.35 e 4.36, evidenciam os efeitos de uma sobre-difusdo quando se
tem uma solucao suave para todos os OCD, ainda incluso para a formulagao
SUPG original como apresentado em [1]. Nenhum deles consegue uma boa
resposta apos 126 passos de tempo, o que corresponde a metade do trajeto
(180°). Neste exemplo acontece o mesmo fenbmeno encontrado no exemplo 3,
onde se tem uma resposta suave e uma sobre-difusdo transversal que faz com

que se apresente um decaimento consideravel na solugao.

Observa-se que nos OCD’s CD e ASGS a resposta decai em um 60%, nos
OCD’s CAU, ASGS e DCDD decai em um 80% e no ETV a resposta decai para

um 100% apresentando valores negativos inexistentes.

Foi feito um outro exemplo para o problema da colina em forma de co-seno,
nao apresentado, onde a unica mudanca foi no campo de velocidades
considerado dado por g.= 0.0, B,= -1.0, encontrando-se resultados similares
aos obtidos em [1] para a formulacdo SUPG. Para todos os OCD’s a queda na

solucao foi semelhante ao exemplo 4.6.
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Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho estudamos Operadores de Captura de Descontinuidades
apresentados por Galeio € Do Carmo, Codina, Sampaio € Coutinho, Juanes €
Patzek e Tezduyar. Todos eles, em termos gerais, conseguem contornar
satisfatoriamente as oscilagdes apresentadas pela formulagdo SUPG. Uns
atingem melhor a resposta para um tipo de problema, mas para um outro tipo a
resposta obtida ndo € tdo boa. Contudo, nao existe um “melhor” operador, € a
qualidade da resposta depende do tipo de problema tratado. Os testes serviram
para avaliar quantitativa e qualitativamente as respostas obtidas por cada um

deles.

Os OCD’s apresentados por Galdo € Do Carmo € Codina, continuam sendo os
que obtém resultados mais satisfatérios para todos os problemas tratados,

além da simplicidade na formulagao e implementagao computacional.

A grande vantagem observada pelo OCD-ETV é que este ndo precisa do
terceiro termo adicional correspondente a parcela do OCD, incluindo-o
naturalmente a partir da formulagéao original. Contudo, segundo o trabalho de
Sampaio e Coutinho, a derivagdo deste OCD foi desenvolvida seguindo uma
formulagcdo Petrov-Galerkin de minimos quadrados, onde todas as matrizes
resultantes sdo simétricas. Os resultados nesta tese indicam que a formulagao
ETV associada a formulagdo SUPG classica pode conduzir a matrizes com
coeficientes negativos na diagonal, o que acarreta problemas durante a
solucao dos sistemas de equacdes lineares resultantes pelo algoritmo GMRES

com precondicionamento elemento-por-elemento Gauss-Seidel. Devido a este
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problema, o parametro y foi fixado em 0.75 para todos os exemplos. E
necessario uma maior investigagdo desta formulagéo para se tentar contornar

estas dificuldades.

O OCD-DCDD, apresentado por Tezduyar, mostra uma visdo interessante de
calcular tanto o parametro de estabilizacdo SUPG, tsyps, quanto o parametro do
operador de captura de descontinuidades, vpcpp, a partir do calculo das normas
das matrizes, apresentando resultados aceitaveis e uma boa taxa de

convergéncia.

Para o0 OCD-ASGS, de Juanes e Patzek, tem-se resultados muito proximos a os
encontrados pelo OCD-CD de Codina.

Nos exemplos realizados com o elemento quadrilatero bilinear com integracao
reduzida encontraram-se resultados muito aceitaveis. Vale a pena ressaltar o
fato de termos obtidos estes resultados utilizando valores muito proximos de
zero para o parametro de estabilizagdo dos modos hourglass em varios dos
OCD'’s. Isto faz pensar que o comportamento particular da resposta nestes

exemplos coincidem com os resultados obtidos com técnicas de subintegracéo.

Nos exemplos em estado estacionario o valor do parametro ¢ apresentado
varia dependendo do esquema OCD utilizado, assim: &sypc=0.75, €c4=0.05,
€cp=0.05, ex=2.0, €4565=0.25, epcpp=0.15. Nos exemplos em estado transiente,

esses valores foram: esypg=1.0 €c4=0.05, £cp=0.05, €£13=1.0, £4565=0.05

O algoritmo implicito para integracdo no tempo e algoritmo GMRES com
precondicionamento elemento-por-elemento Gauss-Seidel para resolugao do
sistema de equacbes resultantes, mostraram-se eficientes nos problemas
tratados, precisando somente de poucas iteracbes para encontrar uma

resposta satisfatoria.
Na elaboragéo de trabalhos futuros sugere-se:
- Utilizar malhas nao estruturadas nos exemplos propostos.

- Implementacido dos OCD'’s para problemas em 3D.
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- Implementacédo para elementos de alta ordem (triangulares e quadrilateros

quadraticos, cubicos, etc.)

- Continuar na busca de novas formulagbes como as apresentadas por Do
Carmo € Alvarez [28] € Masud e Khurram [35].

- Estudo dos diferentes OCD s para as equacoes de Euler € Navier — Stokes.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

