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E Números de Catalan 100

F Solução do cristal harmônico 102
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Resumo

O contexto desse trabalho é o estudo e a caracterização de estados estacionários

de não equiĺıbrio a partir de modelos microscópicos Hamiltonianos. Em particular

estamos interessados no problema da condução de calor em sólidos que fornece um

exemplo bastante elementar de estudo de um estado estacionário de não equiĺıbrio.

Um modelo microscópico bastante estudado na literatura é a cadeia de os-

ciladores harmônicos, ou sua versão anarmônica em contato com reservatórios térmicos

de Langevin, i.e. reservatórios representados por variáveis estocásticas. O estudo

destes modelos matemáticos simples é de grande valor para o entendimento mais

profundo das hipóteses necessárias para a validade da lei de Fourier. Em particular

estamos interessados no papel da não harmonicidade no potencial local ou na in-

teração entre as part́ıculas, e no papel da temperatura para a validade ou não da lei

de Fourier.

Sabemos da mecânica estat́ıstica de equiĺıbrio que se todos os reservatórios

térmicos estão na mesma temperatura o estado estacionário atingido é aquele de

temperatura uniforme descrito pela medida de Gibbs, porém quando o sistema está

submetido a diferentes temperaturas, não sabemos qual medida descreve este estado.

Não podemos nem garantir a existência de uma distribuição estacionária, nem se esta

distribuição é única. O nosso objetivo neste trabalho é estudar algumas propriedades

destes estados estacionários.

Neste trabalho analisamos a dinâmica estocástica de Langevin de um cristal
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(an)harmônico, i.e. estudamos um modelo de campo escalar na rede, com variáveis

de spin não limitadas. Em uma caixa Λ ⊂ Z
d acoplados à banhos térmicos es-

tocásticos em cada śıtio. Precisamente estamos considerando um sistema de N

osciladores com o Hamiltoniano

H(q, p) =
N∑

j=1

1

2

[
p2

j + U (1)(qj)
]
+

1

2

N∑

j 6=l=1

U (2)(qj − ql), (1)

onde U (1) é um potencial local e U (2) um potencial de interação. A evolução temporal

é dada pelas seguintes equações diferenciais estocásticas

dqj = pjdt, j = 1, . . . , N, (2)

dpj = −∂H

∂qj

dt − ζpjdt + γ
1/2
j dBj, j = 1, . . . , N,

onde Bj são processos de Wiener independentes, isto é, dBj/dt são rúıdos branco

independentes, ζ é a constante de acoplamento com o banho térmico e γj = 2ζTj,

onde Tj é a temperatura do j-ésimo banho térmico.

Desenvolvemos uma abordagem para tratar este problema. Essa abordagem

está baseada na construção de uma fórmula integral que na f́ısica estat́ıstica de

equiĺıbrio seria algo parecido com a função de partição e em teorias de campo seria

uma fórmula similar a de Feynnman-Kac. De posse desta fórmula integral estamos

aptos a realizar cálculos anaĺıticos para diversos sistemas concretos. Analisamos

três sistemas em particular que são: o cristal harmônico, o cristal anarmônico, e o

modelo do rotor.
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Abstract

The context of this work is the study and the characterization of non equi-

librium steady states from Hamiltonian microscopical models. In particular we are

interested in the problem of the heat conduction in solids that supplies a elementary

example of a non equilibrium steady state.

A microscopical model frequently studied in literature is the chain of harmonic

oscillators, or its anharmonic version, in contact with Langevin thermal reservoirs,

i.e. reservoirs represented by random variable. The study of these simple mathema-

tical models is of great value for a deeper understanding of the necessary hypotheses

for the validity of the Fourier law. In particular we are interested in the role of the

anharmonicity in the on-site potential or in the interaction between particles, and

in the role of the temperature for the validity or not of the law of Fourier.

We know from equilibrium statistical mechanics that if all the thermal reser-

voirs are in a same temperature the reached stationary state is that one of uniform

temperature described by the Gibbs measure, however when the system is submit-

ted to different temperatures, we don’t know which measure describes this state, we

cannot guarantee the existence of a stationary distribution, nor if this distribution

is the only one. Our objective in this work is to study some properties of these

stationary states.

In this work we analyze the stochastic Langevin dynamics of a (an)harmonic

crystal, i.e. we study a scalar field lattice model with unbounded spin variable in

vi



a d-dimensional lattice space box Λ ∈ Z
d with stochastic heat bath at each site.

Precisely, we take a system of N oscillators with the Hamiltonian

H(q, p) =
N∑

j=1

1

2

[
p2

j + U (1)(qj)
]
+

1

2

N∑

j 6=l=1

U (2)(qj − ql), (3)

where U (1) is an on-site potential and U (2) is a interaction potential. We consider

the time evolution given by the stochastic differential

dqj = pjdt, j = 1, . . . , N, (4)

dpj = −∂H

∂qj

dt − ζpjdt + γ
1/2
j dBj, j = 1, . . . , N,

where Bj are independent Wiener process, i.e., dBj/dt are independent white noise;

ζ is the heat bath coupling and γj = 2ζTj, where Tj is the temperature of j-th heat

bath.

We develop an approach to treat this problem. Our approach is based on

the construction of an integral formula. With this integral formula we are apt to

carry out analytical calculations for concrete systems. In particular we analyze

tree systems they are: the harmonic crystal, the anharmonic crystal, and the rotor

model.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A mecânica estat́ıstica tem como objetivo explicar as propriedades macroscópicas da

matéria a partir da hipótese atômica, i.e, de que a matéria é composta de átomos ou

moléculas que se movem de acordo com as leis da mecânica clássica ou da mecânica

quântica. Alguns destes fenômenos macroscópicos são simplesmente o efeito da

soma da ação individual de cada átomo, como a pressão exercida por um gás na

parede do seu reservatório. Outros fenômenos são mais intrigantes e não possuem

uma relação tão direta com a dinâmica microscópica. Talvez os dois exemplos mais

surpreendentes desses fenômenos macroscópicos sejam a origem da irreversibilidade

temporal no comportamento macroscópico dos sistemas e a existência de transições

de fase.

A mecânica estat́ıstica de equiĺıbrio foi fundada por Boltzmann, Maxwell e

Gibbs há mais de 100 anos e se fundamenta na hipótese ergódica. Em particular

ela nos diz como calcular a densidade de probabilidade de um dado estado com

uma determinada energia (para isso usamos a equação de Boltzmann). Além de

podermos calcular o valor da energia no estado de equiĺıbrio podemos calcular as

flutuações do sistema em torno deste valor.

Ao contrário da mecânica estat́ıstica de equiĺıbrio, que possúı vários resul-

tados de sucesso que relacionam as propriedades microscópicas dos sistemas com

suas propriedades e leis macroscópicas, nosso entendimento atual da mecânica es-

tat́ıstica de não equiĺıbrio é bastante incompleto [1, 2, 3]. Existem várias tentativas

1



Caṕıtulo 1. Introdução 2

de se estender os resultados da mecânica estat́ıstica de equiĺıbrio para sistemas de

não-equiĺıbrio. Vários destes trabalho são dedicados a descrever modelos de não-

equiĺıbrio a partir de sua dinâmica microscópica. Talvez o resultado mais relevante

sobre o assunto seja o teorema de Gallavotti-Cohen [4, 5], que caracteriza simetrias

nas flutuações da produção de entropia para sistemas fora do equiĺıbrio.

Uma abordagem macroscópica comum no estudo de fenômenos fora do equiĺıbrio

é baseada na definição de coeficientes de transporte através de equações fenomeno-

lógicas. Isso normalmente é feito postulando a proporcionalidade entre os fluxos

e as forças termodinâmicas [6] quando tratamos sistemas próximos o suficiente do

equiĺıbrio global. Existem várias leis que descrevem o transporte de grandezas con-

servadas como a lei de Fick para o transporte de massa, e a lei de Ohm para o

transporte elétrico. Juntamente com essas leis fenomenológicas existe a possibili-

dade de efeitos cruzados entre os vários fenômenos. Um exemplo é o chamado efeito

Soret que implica em um fluxo de matéria devido a existência de um gradiente de

temperatura.

Se estamos preocupados com o problema de transporte de energia em sólidos

define-se a condutividade térmica κ através da lei de Fourier

JQ = −κ(T )∇T (x, t) (1.1)

onde JQ é o calor transportado através de uma superf́ıcie de área unitária por

unidade de tempo, T (x, t) é a temperatura local, e κ é a condutividade térmica.

Essa lei fenomenológica foi proposta em “1822”por Jean Baptiste Fourier em seu

famoso tratado “Theorie Analytique de la chaleur”que começa com a seguinte in-

trodução

“Les causes primordiales ne nous sont point connues; mais elles sont assujet-

ties à des lois simples et constantes, que l’on peut découvrir par l’observation, et

dont l’étude est l’objet de la philosophie naturelle. La chaleur pénètre, comme la

gravité, toutes les substances de l’univers, ses rayons occupent toutes les parties

de l’espace. Le but de notre ouvrage est d’exposer les lois mathématiques que suit

cet élément. Cette théorie formera désormais une des branches importantes de la
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physique générale.”

Após uma breve descrição da mecânica Newtoniana e das sua aplicações Fourier

continua com o seguinte parágrafo

“Mais quelle que soit l’étendue des théories mécaniques, elles ne s’appliquent

point aux effets de la chaleur. Ils composent un ordre spécial de phénomènes qui ne

peuvent s’expliquer par les principes du mouvement et de l’équilibre. On possède

depuis long-temps des instruments ingénieux, propres à mesurer plusieurs de ces

effets; on a recueilli des observations précieuses; mais on ne connâıt ainsi que des

résultats partiels, et non la démonstration mathématique des lois qui les compren-

nent tous.”

Fourier continua seu tratado com uma descrição fenomenológica do transporte

de calor e com a derivação de uma equação diferencial parcial que descreve o fluxo

de calor (a equação do calor). O resto do tratado é dedicado à solução dessa equação

para diversas geometrias e condições de fronteira.

Nas décadas seguintes ao trabalho de Fourier houve a invenção da mecânica

estat́ıstica com os trabalhos de Boltzmann, Gibbs e Maxwell. A partir de então

passou-se a acreditar que Fourier estava errado, e que seria posśıvel descrever o

transporte de calor através das leis da mecânica usando o formalismo da mecânica

estat́ıstica. Porém, mais de um século após o desenvolvimento da mecânica es-

tat́ıstica ainda não temos uma derivação da lei de Fourier por primeiros prinćıpios,

e pode se dizer que ainda não estamos nem próximos deste resultado.

1.1 A Lei de Fourier

Sabemos que a lei de Fourier é válida para gases, ĺıquidos e sólidos e em pelo menos

duas situações distintas. São elas:

1. Um sistema macroscópico isolado onde em algum tempo inicial t = 0, tem

uma distribuição não uniforme de temperatura T0(r). Para t > 0 este perfil

de temperatura irá produzir um fluxo de energia J(r). Devido à conservação
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de energia e das leis da termodinâmica:

cv(T )
∂

∂t
T (r, t) = −∇ · J

onde cv(T ) é o calor espećıfico por unidade de volume. Como já foi dito para

sistemas próximos o suficiente do equiĺıbrio assumimos que a lei de Fourier

J(r) = −κ(T (r))∇T (r)

é válida onde κ é a condutividade térmica. Juntando as duas equações obtemos

a chamada equação do calor:

cv(T )
∂

∂t
T (r, t) = −∇ · J = ∇ · [κ∇T ]. (1.2)

Estamos assumindo que não existe transporte de massa nem outra forma de

transporte de energia. Esta equação é resolvida sujeita às condições iniciais

T (r, 0) = T0(r), e como o sistema está isolado, não ha fluxo de calor através

da fronteira do sistema. O estado estacionário atingido quando t → ∞ é o de

temperatura uniforme T determinado pela energia total do sistema.

2. Um sistema em contato com reservatórios térmicos, onde cada reservatório

α fixa a temperatura em alguma parte (∂Λ)α da fronteira ∂Λ. O resto da

fronteira é isolante. Quando o sistema atingir um estado estacionário o seu

perfil de temperatura será dado pela solução da equação (1.2) com o lado

esquerdo igual a zero,

∇ · J(t) = ∇ · (κ∇T (r)) = 0

sujeito às condições T (r) = Tα para r ∈ (∂Λ)α e sem fluxo de calor no resto

da fronteira

Aqui assumimos implicitamente que o sistema é completamente descrito ao

especificarmos a sua temperatura T (x, t) em todos os pontos x. Isto significa que

em um ńıvel microscópico o sistema está em equiĺıbrio térmico local (LTE), isto

é, imaginamos que o sistema está dividido em pequenos cubos, cada um grande o
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suficiente para conter muitas part́ıculas, porém pequenos o suficiente para que em

uma escala macroscópica ele seja precisamente descrito, em um tempo t, como um

sistema em equiĺıbrio na temperatura T (xi, t) onde xi e o centro do i-ésimo cubo.

Para variações lentas no espaço e no tempo podemos usar a descrição cont́ınua

T (x, t).

A lei de Fourier é observada em uma grande variedade de materiais para

uma grande faixa de temperaturas. Muitas vezes devido a maior simplicidade

matemática, considera-se sistemas 1d ou 2d na esperança destes sistemas mais sim-

ples reproduzirem o comportamento termodinâmico esperado dos sistemas 3d. É

claro que a existência de sistemas reais que podem, pelo menos a prinćıpio, ser de-

scritos por modelos 1d ou 2d também justificam o estudo destes modelos. De fato,

recentemente os nanotubos e nanofios de carbono tem atráıdo a atenção por suas

notáveis propriedades eletrônicas, térmicas e mecânicas. Existem na literatura tra-

balhos experimentais e de dinâmica molecular [7, 8] que indicam que este materiais

possuem condutividade anômala.

1.2 Teoria Cinética

As primeiras análises feitas com o objetivo de calcular a condutividade térmica, ou

pelo menos obter o seu comportamento como uma função da temperatura, para

modelos reaĺısticos foram baseadas na teoria cinética e remetem aos trabalhos de

Clausius, Maxwell e Boltzmann. Clausius e Maxwell usaram o conceito de “livre

caminho médio”: i.e. a distância média que uma part́ıcula (átomo ou molécula)

viaja entre as colisões em um gás com uma densidade de part́ıcula ρ . Considerando

um gás com um gradiente de temperatura na direção x e assumindo que o gás está

(aproximadamente) em equiĺıbrio térmico local com densidade ρ e temperatura T (x).

Vamos considerar que as part́ıculas vindas da posição x contribuem com uma energia

u(x) ∝ T (x). Portanto o fluxo de calor será dado pelo o número de part́ıculas por

volume, vezes sua velocidade, vezes a energia que ele carrega. Para estimar essa

quantidade temos de realizar a média deste produto sobre todos os pontos onde a
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ultima colisão pode ter ocorrido. Assumindo que a última colisão ocorreu a uma

distância λ = vτ do ponto x0 em uma direção que faz um ângulo θ com o eixo x

(veja a fig. (1.1)) temos

J = 〈v cos θCv(T (x0 − λ cos θ))〉θ (1.3)

onde Cv é a capacidade térmica por volume. Em primeira ordem do gradiente de

temperatura temos

J = −1

3
vλCv

∂

∂x
(T ) = J = −1

3

√
TλCv

∂

∂x
(T ) (1.4)

onde estamos considerando que v ∝
√

T .

Figura 1.1: Propagação do calor por part́ıculas na presença de um perfil de temper-
atura uniforme na direção x. O fluxo de calor na posição x0 é devido a part́ıculas
que tiveram a sua última colisão no ponto P a uma distância λ cos θ na direção do
gradiente de temperatura.

1.3 Condução de Calor em Cristais (eletricamente

isolantes)

O fluxo de calor em sólidos eletricamente condutores é devido quase que exclusi-

vamente aos elétrons. Neste caso pode-se adaptar a teoria cinética descrita acima

[9]. Porém, para sólidos eletricamente isolantes o calor é transmitido através de vi-

brações da rede cristalina. Para usar os conceitos da teoria cinética é útil imaginar
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o sólido como um gás de fônons capaz de transmitir e armazenar energia. Debye

formulou um tipo de teoria cinética para os fônons para descrever a condutividade

térmica. Assumindo que um pequeno gradiente de temperatura é imposto ao sis-

tema e que a colisão entre os fônons mantém o equiĺıbrio térmico local e repetindo

os mesmos argumentos da seção anterior chegamos a uma condutividade térmica

∝ Cvv
2τ onde Cv é o calor especifico dos fônons, v a velocidade média e τ é o

tempo médio entre colisões. Para calcular a dependência da condutividade térmica

com a temperatura é necessário uma teoria mais refinada, que foi feita por Peierls

[10] através de uma equação de Boltzmann para fônons. A grosso modo podemos

sintetizar a teoria de Peirls da seguinte forma: Em um cristal puramente harmônico

os estados dos fônons são estados estacionários, portanto não existem maneiras de

espalhar estes fônons e a condutividade térmica é infinita. Porém os estados esta-

cionários do cristal harmônico são apenas uma aproximação para os do sistema com

um potencial anarmônico. Esse efeito da não harmonicidade produz transições en-

tre os auto estados do cristal harmônico. Esses processos de criação e destruição

de fônons podem ser divididos em processos Normais (aqueles que o momento dos

fônons são conservados) e processos “Umklapp”(aqueles em que os momentos inici-

ais e finais diferem por um vetor da rede rećıproca). Observa-se que na ausência dos

processos “Umklapp”o livre caminho médio é infinito e portanto a condutividade

térmica é também infinita. A existência ou não do processo “Umklap”depende da

temperatura do sistema. A teoria de Peierls descreve corretamente a dependência

da condutividade térmica com a temperatura.

1.4 Mecânica Estat́ıstica: tratamento rigoroso

Para um tratamento rigoroso deste problema temos de formulá-lo de um ponto de

vista matemático. Uma maneira natural de realizar esse feito é adaptar o formalismo

da mecânica estat́ıstica para este caso. Para isso vamos supor que o sistema é

descrito pela posição Q e o momento P de um número grande de part́ıculas, onde

Q = (q1, . . . , qN) ∈ ΛN , Λ ⊂ R
d e P = (p1, · · · , pN) ∈ R

dN . A dinâmica no
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volume é descrita pelo Hamiltoniano H(Q,P ) e o estado do sistema é uma medida de

probabilidade µ(Q,P ) no espaço de fase. Como na mecânica estat́ıstica de equiĺıbrio

o valor de um observável f(Q,P ) é dado pelo valor esperado de f com respeito a

medida µ.

Se queremos uma descrição matemática para condutividade térmica em cristais

temos de especificar o Hamiltoniano do sistema ou uma versão simplificada capaz

de reproduzir o comportamento esperado. Um cristal é caracterizado pelo fato de

que todos os seus átomos oscilam próximos de uma posição de equiĺıbrio, que pode

ser pensada como pontos de uma rede regular em Z
d. Seja Λ ∈ Z

d um conjunto

finito de cardinalidade N , cada átomo é identificado pela sua posição xi = i + qi

onde i ∈ Λ é a sua posição de equiĺıbrio, e qi ∈ R
d é o deslocamento desta posição

de equiĺıbrio. Vamos chamar de pi o seu momento e m a sua massa. Uma descrição

razoável para as forças interatômicas é assumir que os átomos interagem apenas com

os primeiros vizinhos através de um potencial que depende da distância entre eles.

Ou seja, Hamiltonianos da forma geral dado por

H(P,Q) =
∑

i∈Λ

p2
i

2m
+

∑

|i−j|=1

V (qi − qj) +
∑

i

Ui(qi). (1.5)

A adição do termo Ui(qi) tem justificativas f́ısicas que iremos comentar mais tarde.

Para produzir um fluxo de calor estacionário no sistema, ele deve ser acoplado

a banhos térmicos de diferentes temperaturas. Existem várias maneiras de modelar

a ação destes reservatórios. Obviamente é de se esperar que todas estas formas

produzam o mesmo efeito longe da fronteira do sistema, porém isso não foi provado.

Uma maneira usual de modelar a ação dos reservatórios térmicos é usar reser-

vatórios de Langevin que atuam nos átomos da fronteira do cristal. O modelo que

temos em mente é o de uma barra em contato com banhos térmicos nas suas ex-

tremidades. As part́ıculas da extremidade da esquerda estão a temperatura TE e as

da direita TD. Para estas part́ıculas as equações Hamiltonianas de movimento são

modificadas com a adição de um processo de Ornstein-Uhlenbeck [11]

miṗi = −∇H(p, q) − ξαpα/m +
√

2ξαTαηα(t), (1.6)
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onde α ∈ {E,D} são indices dos reservatórios, ξα é a intensidade de acoplamento

com o reservatório de temperatura Tα e ηα(t) é um rúıdo branco de covariância

〈ηα(t)ηβ(s)〉 = δαβδ(t − s). Os coeficientes do termo de dissipação e do termo de

rúıdo são escolhidos para que a dinâmica obedeça a equação de balanço detalhado.

Essa condição em particular implica que para o sistema acoplado com reservatórios

à mesma temperatura, então a medida de Gibbs Z−1 exp(−H(Q,P )/T ) é um estado

estacionário do sistema.

1.5 Alguns Trabalhos Importantes

Nessa seção vamos descrever rapidamente os resultados dos trabalhos mais relevantes

sobre o tema, para podermos avaliar o atual estado de conhecimento do assunto.

Frisamos que a grande maioria dos resultados são obtidos por meio de simulações.

Uma revisão dos problemas e dos poucos resultados rigorosos conhecidos rela-

cionados à lei de Fourier são apresentados em [12, 13]. No primeiro trabalho é

apresentada uma visão geral do estado atual do nosso conhecimento (ou como pre-

fere o autor, do estado atual da nossa ignorância) sobre a derivação da lei de Fourier.

No segundo trabalho é considerado o transporte estacionário de energia em cristais

tratando modelos matemáticos simples que consistem de osciladores acoplados em

uma rede.

Grande parte dos trabalhos encontrados na literatura relacionados ao trans-

porte de energia em sólidos tratam do estudo de uma cadeia de N átomos acoplados a

banhos térmicos. Estes sistemas podem ser descritos por Hamiltonianos da seguinte

forma geral

H =
N∑

i=1

p2
i

2mi

+ U (1)(xi) +
1

2

N∑

k 6=i

U (2)(xi − xk), (1.7)

o potencial U (2) descreve a interação entre as part́ıculas, e na ausência do potencial

U (1) temos que o momento se conserva.

Na classe de modelos onde U (1) = 0, um exemplo bastante comum na literatura
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é o dado pelo potencial de Lennard-Jones

U (2)(z) = ε

[(a

z

)12

− 2
(a

z

)6
]

.

Esse modelo foi estudado em [14] onde foi calculada a função de autocorrelação

de equiĺıbrio para o fluxo de calor (fórmula de Green-Kubo) para uma cadeia de

200 part́ıculas interagindo com o potencial de Lennard-Jones. Foi observada uma

convergência lenta para zero, o que indica uma divergência da condutividade térmica.

Outro exemplo bastante comum é o potencial de Fermi-Pasta-Ulam (FPU)

U (2)(z) =
g2

2
(z − a)2 +

g3

3
(z − a)3 +

g4

4
(z − a)4.

Este modelo é bastante usado computacionalmente. Dois casos particulares apare-

cem freqüentemente e por razões históricas são conhecidos como FPU-α (quando

g4 = 0), e FPU-β (quando g3 = 0).

Este modelo surgiu na literatura no famoso trabalho de Fermi-Pasta-Ulam

[15] entitulado “Estudos de problemas não lineares I”. Nas referências [16, 17,

18] é apresentada uma revisão sobre esse modelo com seus principais resultados e

caracteŕısticas. A primeira intenção de Fermi, Pasta e Ulam ao propor este modelo

era testar como um conjunto de osciladores não lineares acoplados se aproximavam

do equiĺıbrio (equipartição), e como já havia sido notado por Fermi este problema

possui uma conexão com o problema da transmissão de energia vibracional. De fato,

em 1914 Debye já havia proposto que a não linearidade nas forças interatômicas era

necessária para a validade da lei de Fourier. Apesar das simplificações, o modelo

FPU possui essa não linearidade como ingrediente básico, e poderia ser posśıvel

verificar a lei de Fourier para um caso concreto.

Ao contrário das expectativas, as simulações do modelo FPU revelaram um

fato surpreendente que pelo menos para alguns casos (para alguns conjuntos de

condições iniciais) a evolução do modelo FPU não exibe equipartição de energia entre

os modos normais. Ou seja, apesar deste modelo possuir interação entre todos os

modos, que a prinćıpio deveria ser capaz de distribuir a energia entre eles, apresenta

a localização da energia em apenas alguns modos. Se interpretarmos esse fato usando

a teoria de Debye para a condução iŕıamos obter um condutividade térmica infinita.
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Modelo Referência α (NEMD)
FPU-β [20] 0.37
FPU-α [13] . 0.44

Toda diatômica r = 2 [13] 0.35 − 037
Toda diatômica r = 8 [13] 0.44

Tabela 1.1: Valor estimado do expoente α da divergência da condutividade térmica
com o tamanho N do sistema obtidos por dinâmica molecular de não-equiĺıbrio
(NEMD).

Alguns anos mais tarde apareceram os primeiros estudos sistemáticos da de-

pendência da condutividade térmica com o tamanho do sistema. Uma série de

simulações fora do equiĺıbrio foram realizadas para a cadeia FPU [19, 20]. O resul-

tado destes estudos numéricos é que a condutividade térmica para o modelo FPU

diverge com a seguinte lei

κ(N) ∝ Nα (1.8)

onde o expoente α para o modelo FPU e para outros modelos estão na tabela (1.1)

Nessa classe de modelos também está a chamada rede de Toda onde

U (2)(z) =
a

b
[exp(bz) − bz − 1] .

Este potencial consiste de uma interação exponencial repulsiva entre primeiros vizin-

hos de alcance b−1 e uma atração linear de intensidade a. Uma variação desse modelo

é a sua versão diatômica, quando as massas ml são uma seqüência alternada, com a

razão entre as massas dada pelo parâmetro r. Na tabela (1.1) apresentamos o valor

do expoente α para este modelo.

O modelo do rotor é um dos modelos mais simples com interação de primeiros

vizinhos que pode possuir condutividade térmica normal. Este modelo é descrito

pelo potencial

U (2) = 1 − cos(x). (1.9)

Podemos interpretar esse modelo como uma cadeia de N pêndulos acoplados, onde

pi’s e qi’s representam variáveis angulares. Um sistema f́ısico que pode ser descrito

por este modelo é uma macromolécula linear que pode sofrer torção. Ao contrário das
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expectativas esse modelo exibe uma condutividade térmica normal [13, 21, 22, 23]

para alguns parâmetros do sistema. Na figura (1.2) mostramos o resultado obtido

em [23] onde podemos ver a convergência de k(N) para um valor finito no limite de

N → ∞. Esse é o primeiro sistema sem a presença de um potencial externo local

que exibe uma condutividade térmica finita. Voltaremos a tratar este modelo com

mais detalhes no caṕıtulo (5).

Figura 1.2: Condutividade térmica κ em função do comprimento da cadeia N obtida
por meios de dinâmica molecular

Outra classe de modelos bastante comum na literatura é a representada pelo

Hamiltoniano onde está presente um potencial local U (1) 6= 0, que para sistemas uni-

dimensionais e bidimensisonais podemos interpretar como a ação de um substrato.

A presença deste potencial local quebra a invariância translacional e o momento

deixa de ser uma constante de movimento.

Nesta classe de modelos estão os chamados modelos “ding-a-ling”que foram

introduzidos como “Toy model’s”para o estudo do plasma 1D. Uma versão modi-

ficada deste modelo foi introduzida por [24], onde os osciladores harmônicos eram
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intercalados por part́ıculas livres que tinham a única restrição e ficar entre dois os-

ciladores adjacentes. Estes modelos podem ser representados simbolicamentes pelo

Hamiltoniano

H =
1

2

N∑

l

[p2
l + ω2

l ql] + “potencial de esfera dura”.

A validade da lei de Fourier foi estabelecida para este modelo com uma série de

simulações de não equiĺıbrio, onde as part́ıculas livres das extremidades foram colo-

cadas em contato com banhos térmicos de Maxwell (i.e., Colocar definição ). O

fluxo médio J foi calculado somando a variação de energia trocada com um dos

reservatórios para todas as colisões durante o tempo de simulação.

Uma subclasse bastante comum são aquelas em que o potencial entre as

part́ıculas é harmônico i.e

H =
N∑

l=1

[
p2

l

2m
+ U(ql) +

1

2
C(ql+1 − ql)

2

]
.

Estes modelos são usualmente conhecidos como rede de Klein-Gordon. Para o caso

do potencial

U(x) = −U0 cos

(
2πx

a

)
,

este modelo é conhecido como FK (Frenkel-kontorova) e pode ser interpretado como

uma cadeia de part́ıculas ligadas por molas harmônicas submetidas a campo externo

periódico. Este modelo foi introduzido por Ya Frenkel e T. Kontorova em 1939,

que sugeriam o uso deste modelo para descrever, de uma forma mais simples, a

estrutura e a dinâmica de uma rede cristalina nas proximidades de um centro de

deslocamento. Desde então tem sido amplamente usado para modelar fenômenos

na f́ısica do estado sólido. O artigo [25] traz uma revisão sobre o modelo FK.

A existência de uma condutividade térmica finita para este modelo foi mostrada

em [26, 27]. No artigo [28] foi feito um estudo da dependência da condutividade

térmica com a variação da temperatura e dos demais parâmetros do sistema. Os

autores alegam que dependendo da região de parâmetros o sistema pode exibir tanto

condutividade normal como anômala.
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Ainda na classe de modelos com potencial local está o modelo φ4 dado por

U (2)(x) =
a

2
x2 +

b

4
x4.

Este modelo é estudado nas referências [29, 28] e parece apresentar uma condu-

tividade térmica finita para alguma faixa de parâmetros. Além de vários estudos

numéricos existem alguns estudos anaĺıticos sobre o modelo φ4, que iremos comentar

com mais detalhes no caṕıtulo 4.

Todos estes modelos já foram exaustivamente estudados na literatura por

meios de simulações, mas ainda não se sabe quais são as hipóteses necessárias

que levam a lei de Fourier. Na maioria dos trabalhos numéricos os reservatórios

são modelados através de forças determińısticas não Hamiltonianas. Estes modelos

são chamados de termostatos. Um termostato bastante usado em simulações é o

chamado termostato de Nosé-Hoover. Impondo este termostato a pequenas partes

do sistema, por exemplo em uma cadeia unidimensional à esquerda e à direita ΛL e

ΛR, as equações de movimento das part́ıculas nesta região são dadas por:

mq̈i = −∂H

∂qi

− νLq̇i (1.10)

mq̈i = −∂H

∂qi

− νRq̇i, (1.11)

onde as variáveis νL e νR modelam a ação do termostato e obedecem as seguintes

equações

ν̇α =
1

Θ2

(
1

Tα

∑

i∈Λα

p2
i

2m
− 1

)
, (1.12)

onde α ∈ {L,R}, Θ é interpretado como o tempo de resposta do reservatório e Tα

é a temperatura do α-ésimo reservatório.

Como vimos existem disparidades entre os trabalhos encontrados na literatura.

Alguns trabalhos defendem a hipótese de que a anarmonicidade local é suficiente

para garantir a lei de Fourier [29, 26]. Por outro lado uma análise perturbativa

em [30] mostra, para um sistema anarmônico, que o fluxo de calor não depende do

tamanho do sistema. Outros trabalhos [28, 31] defendem que a não harmonicidade

é insuficiente para garantir a lei de Fourier.
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Existem trabalhos[32, 33] que defendem hipótese de que para quaisquer sis-

temas unidimensionais com conservação de momento a condutividade térmica é

anômala. Por outro lado o modelo do rotor apresenta condutividade térmica nor-

mal.

Alguns trabalhos indicam que o caos é o mecanismo básico para existência de

uma condutividade térmica normal [24, 34], porém alguns trabalhos mais recentes

[35, 36, 37] indicam que o papel do caos (expoente de Lyapunov positivo) ainda não

está claro.

Um dos primeiros trabalhos dedicado ao assunto, e um dos poucos com re-

sultados rigorosos, é o artigo [38], publicado em 1967, onde foram estudadas as

propriedades de um cristal harmônico em contato com banhos térmicos nas extrem-

idades. O Hamiltoniano de um cristal harmônico contendo N part́ıculas pode ser

escrito como

H =
N∑

i=1

p2
i +

1

2

N∑

i,j=1

φijxixj ; N = sN (1.13)

onde xi para i = 1 . . . N são as coordenadas cartesianas das part́ıculas e pi são os

momentos conjugados com xi.

Para descrever a interação com os reservatórios é usado um formalismo geral

desenvolvido nos trabalhos [39, 40] que descreve a evolução temporal de um “en-

senble”de Gibbs representando um sistema em contato com um ou mais banhos

térmicos, onde os reservatórios são constitúıdos de um número infinito de compo-

nentes idênticos e não interagentes, e cada um interage com o sistema no máximo

uma vez. Esta interação é impulsiva e assume-se que antes da interação os com-

ponentes de cada reservatório têm uma distribuição de equiĺıbrio, com temperatura

espećıficas.

Para o caso do cristal harmônico unidimensional (cadeia de pistons) com in-

teração de primeiros vizinhos, onde o contato com o banho acontece para o primeiro

e o último piston, a distribuição estacionária é calculada explicitamente, e as pro-

priedades do estado estacionário, i.e o perfil de temperatura e o fluxo de calor são

estudados, mostrando que o perfil de temperatura do sistema não é linear (veja
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fig.(1.3)), e que o fluxo de calor no sistema é proporcional à diferença de temper-

atura e não ao gradiente de temperatura. No caṕıtulo 2 voltaremos a tratar deste

modelo com mais detalhes.

Figura 1.3: Perfil da temperatura para a cadeia harmônica em contato com reser-
vatórios térmicos de temperatura T1 e TN

O modelo harmônico com massas diferentes foi estudado em [41, 42, 43], nas

seguintes situações: cadeias harmônicas com massas alternadas, com massas escol-

hidas aleatoriamente, e cadeias alternadas de massas diferentes. Em todos os casos

acima as diferentes distribuições de massa são insuficientes para garantir a lei de

Fourier.

O modelo denominado de cristal harmônico com reservatórios auto consis-

tentes foi introduzido na literatura em [44], onde foi postulado que reservatórios

térmicos independentes interagem com os átomos de uma cadeia harmônica como

substitutos para as forças não harmônicas reais. A temperatura de cada reservatório

é determinada com a condição de que o sistema não troque energia com os reser-

vatórios interiores. Através de argumentos não rigorosos a lei de Fourier é verificada

para este sistema.

Recentemente o cristal harmônico auto-consistente foi tratado de forma rigo-



Caṕıtulo 1. Introdução 17

rosa [45] por um dos autores que resolveu o cristal harmônico 40 anos atrás. Neste

trabalho são usados reservatórios de Langevin para modelar o acoplamento com

os banhos térmicos, i.e., as equações Hamiltonianas de movimento das part́ıculas

em contato com os reservatórios são modificadas pela adição de um processo de

Ornstein-Uhlenbeck

miṗi = −∂H

∂qi

− ζipi +
√

2ζiTiηi(t), (1.14)

onde ζi é intensidade do acoplamento com o reservatório, Ti é a temperatura; ηi é

um rúıdo branco.

Estas equações diferenciais estocásticas podem ser escritas na forma matricial

como

ẋ = −Ax + ση, (1.15)

onde x = (q, p) é um vetor no espaço de fase, os ηi são rúıdos brancos independentes,

A e σ são as matrizes 2N × 2N dadas por

A =

(
0 −I
Φ Γ

)
e σ =

(
0 0

0
√

2ΓT

)
. (1.16)

Aqui I é a matriz identidade N ×N , Γij = δijζ, Tij = δijTi, Φ é uma interação entre

primeiros vizinhos.

Esse modelo difere do cristal harmônico pois nele as temperaturas dos banhos

térmicos das extremidades estão fixas em valores espećıficos TL e TR e as demais

temperaturas são escolhidas auto-consistentemente de forma que o fluxo médio de

energia entre os reservatórios internos e o sistema seja nulo no estado estacionário.

Os reservatórios térmicos do interior podem ser interpretados fisicamente como graus

de liberdade do sistema.

Mostra-se que esta escolha determina unicamente as temperaturas do sistema

e que este sistema auto consistente possui um único estado estacionário. O fluxo

de calor obedece à lei de Fourier e o perfil de temperatura é linear. No caṕıtulo 2

trataremos deste modelo com mais detalhes.

Não se conhece uma forma simples de encontrar as propriedades de um sistema

em um estado estacionário. Em particular uma lei fenomenológica simples como a
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lei de Fourier ainda não foi demonstrada rigorosamente a partir de um modelo

microscópico Hamiltoniano [12, 13]. O que torna a análise de sistemas simples

descrevendo processos de não-equiĺıbrio um problema de interesse.

O restante dessa tese esta organizado da seguinte forma. No caṕıtulo 2 trata-

mos o problema do cristal harmônico com reservatórios auto-consistentes. No capit-

ulo 3 apresentamos uma prova rigorosa para a validade dos cálculos perturbativos

realizados no caṕıtulo 2. No caṕıtulo 4 realizamos uma análise perturbativa para

um modelo anarmônico, no caṕıtulo 5 estudamos o chamado modelo do rotor, e

finalmente no caṕıtulo 6 apresentamos as conclusões, perspectivas e algumas con-

siderações. Essa tese ainda tem vários apêndice, que tratam de algumas definições

e técnicas utilizadas.
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Cristal Harmônico

O primeiro modelo que vamos estudar é o cristal harmômico com reservatórios auto-

consistentes. Um caso espećıfico deste modelo foi tratado por [45] de forma rigorosa.

Escolhemos este modelo para iniciar nosso estudo, pois podemos comparar nosso

resultado com os resultados obtidos em [45]. Além disso podemos tomar o limite

dos acoplamentos com os banhos térmicos interiores indo a zero e comparar com os

resultados para o cristal harmônico com reservatórios apenas na extremidades, que

é um dos poucos modelos tratados rigorosamente na literatura [38].

2.1 Descrição do Modelo

Estamos interessados em analisar a dinâmica estocástica de Langevin de um cristal

harmônico, isto é, queremos estudar um modelo de campo escalar na rede, com

variáveis de spin não limitadas, em uma caixa Λ ⊂ Z
d, acoplados a banhos térmicos

estocásticos em cada śıtio (veja figura 2.1). Precisamente estamos considerando um

sistema de N osciladores com o Hamiltoniano

H(q, p) =
N∑

j=1

1

2

[
p2

j + Mq2
j

]
+

1

2

N∑

j 6=l=1

qlJljqj, (2.1)

onde M > 0 e Jlj é a interação entre os śıtios. Cada oscilador i será acoplado

a um banho térmico de Langevin de temperatura Ti ≥ 0 com uma constante de

acoplamento ζ > 0. A evolução temporal do sistema é dada pelas seguintes equações

19
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diferenciais estocásticas:

dqj = pjdt, j = 1, . . . , N, (2.2)

dpj = −∂H

∂qj

dt − ζpjdt + γ
1/2
j dBj, j = 1, . . . , N,

onde Bj são processos de Wiener independentes, isto é, dBj/dt = ηj são rúıdos

branco independentes de média nula, ou seja,

〈ηj(t)〉 = 0,

〈ηj(t)ηi(s)〉 = δijδ(t − s), (2.3)

ζ é a constante de acoplamento com o banho térmico e γj = 2ζTj, onde Tj é a

temperatura do j-ésimo banho térmico.

Figura 2.1: Representação do cristal harmônico com reservatórios auto-consistentes

Observe que as equações (2.2) são as equações de Hamilton para a dinâmica,

adicionadas de um termo de rúıdo e de uma dissipação em cada śıtio. Estes termos

modelam o contato com o banho térmico. Para o modelo auto consistente todos os

śıtios estão acoplados a banhos térmicos, as temperaturas nas extremidades estão

fixas e os banhos térmicos interiores podem ser interpretados como graus de liberdade

extra do sistema.

Vamos reescrever as equações acima usando o vetor φ = (q, p) ∈ R
2N para

designar um vetor no espaço de fase. Dessa maneira podemos reescrever as equações

(2.2) como uma equação matricial da forma

dφ

dt
= −Aφ + ση, (2.4)
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onde A = (A0 + J ) e σ são as matrizes 2N × 2N dadas por

A0 =

(
0 −I
M Γ

)
, J =

(
0 0
J 0

)
, σ =

(
0 0

0
√

2ΓT

)
. (2.5)

I acima é a matriz unitária N × N ; J é uma matriz N × N que nos dá a interação

entre os śıtios, e M é a matriz diagonal N × N das massas Mjl = Mδjl (de fato

M não é a massa de cada part́ıcula, mas sim o coeficiente do termo quadrático

do potencial local, estamos nos apropriando da terminologia usada em teorias de

campos), Γ,T são matrices diagonais N × N : Γjl = ζδjl , Tjl = Tjδjl. η são rúıdos

brancos independentes. Nesse problema tanto M quanto ζ são os mesmos para todos

os śıtios.

A eq. (2.4) define um processo de Ornstein-Uhlenbeck que pode ser resolvido:

multiplicando a direita os dois lados da eq.(2.4) por eAt passamos a ter

eAtdφ = −eAtAφdt + eAtσdB. (2.6)

Usando a fórmula integral de Itô [46] para obtermos uma expressão para d(eAtφ)

temos

d(eAtφ) = AeAtφdt + eAtdφ. (2.7)

usando a eq.(2.6) para substituirmos o termo dφ na equação acima obtemos

d(eAtφ) = eAtσdB.

Integrando temos para a solução do processo de Ornstein-Uhlenbeck a seguinte

equação integral estocástica

φ(t) = e−Atφ(0) +

∫ t

0

e−(t−s)AσdB, (2.8)

onde φ(0) são as condições iniciais. Este é um processo Gaussiano determinado

unicamente por sua média e covariância. Assumindo que φ(0) é distribúıdo de

acordo com uma medida Gaussiana de média φ0 e covariância C0, temos que a

média evolui como

〈φ(t)〉 = e−tAφ0. (2.9)
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Por simplicidade posteriormente faremos φ(0) = 0. Para obtermos a covariância

temos de calcular
〈
φ(t′)φ(t)>

〉
. Usando a eq.(2.8) temos

〈
φ(t′)φ(t)>

〉
=

〈
e−At′φ(0)φ(0)>e−A>t +

∫ t′

0
e−A(t′−s)σdBsφ(0)>e−A>t+

+
∫ t

0
e−At′φ(0)dB>

s e−A>(t−s) +
∫ t

0

∫ t′

0
e−A(t′−s)σdBsdB>

s′σe−A>(t−s′)
〉

. (2.10)

Usando a propriedade (D.5) da integral de Itô e a propriedade (2.3) do rúıdo branco

temos

〈
φ(t′)φ(t)>

〉
= e−At′C0e

−A>t +

∫ t′

0

e−A(t′−s)σ2e−A>(t−s)ds para t′ < t. (2.11)

Colocando e−A(t′−t) em evidência e fazendo uma mudança de variável podemos es-

crever esta covariância na forma

〈φ(t)φ(s)〉 ≡ C(t, s) =

{
e−(t−s)AC(s, s) t ≥ s,

C(t, t)e−(s−t)A>
t ≤ s,

(2.12)

onde

C(t, t) =

∫ t

0

dse−sAσ2e−sA>

. (2.13)

Estamos interessados em estudar as propriedades do estado estacionário, isto é, o

comportamento do sistema no limite t → ∞. Em [47] mostra-se que para matrizes A

onde a parte real dos autovalores é positiva, a única solução da equação AC+CA> =

σ2 é a covariância

C =

∫ ∞

0

dse−Asσ2e−A>s.

Podemos mostrar este fato definindo C ≡ limt→∞ C(t, t); portanto

AC + CA> = lim
t→∞

∫ t

0

(Ae−sAσ2e−sA>

+ e−sAσ2e−sA>

)A>ds

= lim
t→∞

∫ t

0

d

ds

(
−e−Asσ2e−A>s

)
ds = σ2. (2.14)

A solução da equação AC+CA> = σ2 nos dá a covariância da distribuição Gaussiana

no estado estacionário. Com ela podemos calcular as grandezas de interesse do

problema como o fluxo de calor e o perfil de temperatura.
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Outra forma de encontrar a distribuição estacionária é usar a equação de

Fokker-Planck [48, 49]

∂µ(φ, t)

∂t
=

∑

i,j

∂

∂φi

Ai,jφjµ(φ, t) +
1

2

∑

i,j

∂2

∂φi∂φj

σ2
i,jµ(φ, t), (2.15)

onde µ(φ, t) é a densidade de probabilidade do sistema estar na configuração φ no

tempo t. Sabemos que no estado estacionário

∂µs

∂t
= 0, (2.16)

onde o µs é a densidade de probabilidade no estado estacionário. Supondo uma

solução Gaussiana de coavariância C

µs ∝ exp

[
−1

2
(C−1)i,jφiφj

]
, (2.17)

e substituindo esta solução na equação (2.15) vamos obter a novamente a equação

AC + CA> = σ2 (2.18)

Porém esta equação, apesar de parecer simples, é dif́ıcil de ser resolvida. Na re-

ferência [38] esta equação é resolvida para a cadeia unidimensional de osciladores

harmômicos em contato com banhos térmicos nas extremidades. Para este sistema

as matrizes A e σ são dadas por

A =

(
0 −I

ω2G λR

)
, σ =

(
0 0

0
√

2λkbT (R + ηS)

)
, (2.19)

onde T = (T+ + T−)/2, η = (T+ − T−)/T e a diferença de temperatura rescalada,

G, R e S são matrices N × N definidas como

Gij = 2δij − δi+1,j − δi,j+1

Rij = δij(δi1 + δiN)

Sij = δij(δi1 − δiN). (2.20)

A solução deste problema está baseada na solução da equação

AC + CA> = σ2. (2.21)
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Para resolver este problema vamos reescrever a matriz C em blocos N × N

C =

(
Ũ Z̃

Z̃† Ṽ

)
. (2.22)

Quando os banhos térmicos estão a mesma temperatura vemos facilmente que

Ue =
kbT

ω2
φ−1, Ve = kbTI, Ze = 0. (2.23)

Essa solução coincide com a distribuição de equiĺıbrio de Boltzmann.

A solução para o estado estacionário fora do equiĺıbrio pode ser encontrada no

apêndice F e nas referências [38, 13]. O procedimento é relativamente simples mas

bastante trabalhoso. O perfil de temperatura encontrado para este sistema é dado

por

T (i) = T (1 + ηVii) =






T+ − νηTφ(1),
T [1 − ηνφ(2i − 1)]
T [1 + ηνφ(2(N − i) − 1)]
T− + νηTφ(1)

(2.24)

onde φ é dado pela equação (F.11). Este perfil de temperatura, como já foi dito, é

praticamente constante no interior do sistema, onde portanto não existe um gradi-

ente de temperatura . O fluxo de calor médio no estado estacionário é dado por

j =
ω2kbTη

λ
φ(1), (2.25)

e no limite de N → ∞ temos

j =
ω2kbT

2λ

[
1 +

ω2

2λ2
− ω

λ

√
ω2

4λ2
+ 1

]
(T+ − T−) (2.26)

Em [45] essa equação é resolvida para o chamado cristal harmônico auto con-

sistente. Como já foi dito este modelo é descrito por

A =

(
0 −I
Φ Γ

)
e σ =

(
0 0

0
√

2ΓT

)
(2.27)

Aqui I é a matriz identidade N × N , Γij = δijζ, Tij = δijTi, Φ é uma interação

entre primeiros vizinhos. O procedimento para a solução desta equação para este
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sistema auto-consistente é bastante similar ao anterior, porém como agora temos

reservatórios em todos os śıtios não podemos nos aproveitar de algumas propriedades

matriciais que facilitavam a solução anterior. Neste caso a solução está baseada na

diagonalização do Laplaciano discreto. A solução final para cada bloco B da matriz

covariância está apresentada abaixo

Bij =
N∑

r=1

Br
ijTr (2.28)

onde

Br
ij =

N∑

k,l=1

FikFjlf
(B)(ck, cl)FrkFrl, (2.29)

onde ck = cos
(

πk
N+1

)
e as funções f (B) para diferentes escolhas de B são dadas por

f (U)(x, y) =
λ2

ω4

1

G(x, y)
,

f (V )(x, y) = 1 − (x − y)2

G(x, y)
,

f (Z)(x, y) =
λ

ω2

y − x

G(x, y)
, (2.30)

onde G(x, y) = (x−y)2+ λ2

ω2 (ν
2+2−x−y). Como pode ser visto é bastante dif́ıcil exe-

cutar cálculos com essa covariância. De fato, o que é feito na referência [45] é provar

que a condição de auto consistência unicamente determina as temperaturas dos ban-

hos térmicos interiores e que este sistema possui um único estado estacionário. Para

o sistema infinito este estado estacionário é um estado em equiĺıbrio térmico local.

Gostaŕıamos de enfatizar o fato de que em ambos os trabalhos a solução do

problema depende da solução da equação AC + CA> = σ2, que só é posśıvel para

interações simples (primeiros vizinhos, homogênea no espaço). Além disso, este é

um problema linear, portanto não é posśıvel fazer uma extensão direta para um

problema anarmônico.

A nossa abordagem para este problema consiste na construção de uma fórmula

integral que possa ser aplicada para interações mais gerais entre os śıtios e que possa

ser estendido para sistemas com um potencial anarmônico local.
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Para construirmos este formalismo vamos começar estudando o problema mais

simples descrito pela equação

dφ

dt
= −A0φ + ση, (2.31)

onde A0 é dado pela eq.(2.5). O objetivo é incluirmos a interação entre os śıtios

mais tarde em um segundo passo.

A covariância para este problema é dada pela eq. (2.12) portanto precisamos

de uma expressão para e−A0t que está apresentada no apêndice D

exp
(
−tA0

)
= e−t ζ

2 cosh(tρ)

{
I +

tanh(tρ)

ρ

(
ζ
2

I

−M − ζ
2

)}
. (2.32)

Uma expressão similar é obtida para exp(−tA0T

), onde ζ/2, e M são as matrizes

diagonais N × N dadas por (ζ/2)I e MI, sendo I a matriz identidade N × N ;

ρ = ((ζ/2)2 − M)
1/2

, assumindo que (ζ/2)2 > M > 0. Quando (ζ/2)2 < M vamos

passar a ter cos no lugar de cosh e tan no lugar da tanh.

Para obtermos C(t, s) temos que calcular C(s, s), dada por

C(s, s) =

∫ t

0

ds′e−s′A0γe−s′A>
0 . (2.33)

Usando a equação (2.32) temos a seguinte expressão

e−sA0γe−sA>
o = a2

s

{(
0 0
0 γ

)
+ bs

(
0 γ
γ −ζγ

)
+ b2

s

(
γ − ζ

2
γ

− ζ
2
γ ζ2

4
γ

)}
(2.34)

onde

as = exp(−sζ/2) cosh(sρ), (2.35)

bs =
1

ρ
tanh(sρ). (2.36)

Calculando as integrais obtemos a seguinte expressão para a covariância

C(t, t) =

(
T
M

− γe−tζh1(t) γe−tζh3(t)
γe−tζh3(t) T − γe−tζh2(t)

)
, (2.37)
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onde

h1(t) =
1

8ρ2M
{ζ cosh(2tρ) + 2ρsenh(2tρ)}

h2(t) =
1

2ρ
+

ζ

8ρ2
cosh(2tρ) − 1

4ρ
senh(2tρ)

h3(t) =
1

4ρ2
cosh(2tρ) (2.38)

Estamos interessados no estado estacionário do sistema, portanto queremos

estudar o limite de t → ∞.

No modelo mais simples que estamos estudando, J ≡ 0, cada śıtio está isolado

dos demais e em contato com o seu próprio banho térmico. Conseqüentemente no

limite de t → ∞ cada śıtio vai para a temperatura de equiĺıbrio do seu banho

térmico, e o estado é Gaussiano com covariância dada por

C =

∫ ∞

0

ds e−sA0

σ2e−sA0T

. (2.39)

Como foi dito anteriormente esta covariância C é a única solução da equação

A0C + CA0T
= σ2. (2.40)

Resolvendo esta equação temos

C =

(
T
M

0
0 T

)
, (2.41)

onde T é uma matriz diagonal com elementos Tiδij, ou seja, para cada śıtio temos

uma medida de Gibbs na temperatura Ti como o esperado. Observe que essa co-

variância é a mesma que obtemos se tomarmos o limite de t → ∞ na equação

(2.37).

2.2 Fluxo de Calor

A grandeza de interesse neste problema é o fluxo de energia. Vamos obter uma

expressão para o fluxo de energia considerando um Hamiltoniano mais geral da

forma

H(q, p) =
N∑

j=1

(
1

2
p2

j + U (1)(qj) +
∑

k 6=j

U (2)(qj − qk)

)
. (2.42)
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Para o cristal harmônico temos que U (1)(qi) são os termos locais e U (2)(qj − qk) =

1
2
Jlk(qj − qk)

2. As equações da dinâmica que estamos considerando são dadas por

dqj = pjdt, j = 1, . . . , N, (2.43)

dpj = −∂H

∂qj

dt − ζpjdt + γ
1/2
j dBj, j = 1, . . . , N.

Para obtermos uma expressão para o fluxo de energia vamos começar definindo

a energia local de cada oscilador dada por

Hj(q, p) =
1

2
p2

j + U (1)(qj) +
1

2

∑

l 6=j

U (2)(qj − ql) =

=
1

2
p2

j + U (1)(qj) +
1

2

∑

l>j

U (2)(qj − ql) +
1

2

∑

l<j

U (2)(qj − ql). (2.44)

O fator meio aparece pois a interação é entre pares. Os termos de fronteira i = 1, N

são definidos de forma similar, porém sem o fator 1/2 para as interações com q0 = 0

e com qN+1 = 0. Com essa definição para a energia local temos que H =
∑N

j=1 Hj.

Para obtermos uma expressão para o fluxo de calor devemos obter uma expressão

para a variação da energia local

dHj(q, p)

dt
= pj

dpj

dt
+

∂

dqk

∑

k

U (1)(qj)
dqk

dt
+

+
∑

k

1

2

∂

∂qk

(
∑

j<l

(U (2)(qj − ql) +
∑

j>l

U (2)(ql − qj))

)
∂qk

dt
. (2.45)

Usando que dqk/dt = pk e reescrevendo a equação acima em uma forma mais com-

pacta temos

dHi

dt
= pi

dpi

dt
+ ∇U (1)(qi)pi +

+
1

2

∑

l>i

∇U (2)(qi − ql)(pi − pl)

+
1

2

∑

l<i

∇U (2)(ql − qi)(pl − pi). (2.46)

Pela eq. (2.43) temos

dpi

dt
= −ζipi−∇U (1)(qj)−

1

2

∂

∂qi

∑

j

(
∑

k>j

U (2)(qj − qk) +
∑

l<j

U (2)(ql − qj)

)
+γ

1/2
i ηi(t).

(2.47)



Caṕıtulo 2. Cristal Harmônico 29

Calculando as derivadas e reescrevendo de forma mais compacta temos

dpi

dt
= −ζpi −∇U (1)(qi) +

−
(

1

2

∑

k>i

∇U (2)(qi − qk) −
1

2

∑

j<i

∇U (2)(qj − qi)+

−1

2

∑

l<i

∇U (2)(ql − qi) +
1

2

∑

j>i

∇U (2)(qi − qj)

)
+ γ

1/2
i ηi(t). (2.48)

Simplificando a equação acima e substituindo na expressão para dHi/dt temos

〈
dHi

dt

〉
=

〈
−ζip

2
i + piγ

1/2
i ηi

〉
+

−
〈

∑

k>i

∇U (2)(qi − qk)
(pi + pk)

2

〉

+

〈
∑

l<i

∇U (2)(ql − qi)
(pl + pi)

2

〉
. (2.49)

Vamos calcular
〈
piγ

1/2
i ηi

〉
. Sabemos da equação (2.8) que pi é dado por

pi(t) =
[
e−tAφ0

]
i
+

∫ t

0

ds
[
e−(t−s)Aγ1/2ηi

]
i
, (2.50)

de onde obtemos que

〈
γ

1/2
i ηi(t)pi(t)

〉
=

〈
γ

1/2
i ηi(t)

[
e−tAφ0

]
n+i

+

∫ t

0

dsγ
1/2
i ηi(t)

(
e−(t−s)Aση(s)

)
i+n

〉

= 0 + 2ζiTi

∫ t

0

dse−(t−s)An+i,iδt−s, (2.51)

onde usamos a propriedade (2.3). Usando que

∫ t

0

dsδ(t − s) = 1/2,

obtemos a seguinte expressão para o fluxo de energia

〈
dHj(t)

dt

〉
= 〈Rj(t)〉 − 〈Fj< −Fj>〉 , (2.52)
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onde 〈·〉 é a média com respeito a distribuição do rúıdo e Rj(t) é o fluxo de energia

do j-ésimo reservatório para o j-ésimo śıtio dado por

〈Rj(t)〉 = ζ
(
Tj −

〈
p2

j

〉)
. (2.53)

O fluxo de energia dentro do sistema é dado por Fj

Fj< =
∑

l>j

∇U (2) (qj − ql)
pj + pl

2
,

Fj> =
∑

l<j

∇U (2) (ql − qj)
pl + pj

2
. (2.54)

Em particular, se estivermos no estado estacionário, temos 〈dHj(t)/dt〉 = 0.

Estas expressões serão usadas na seção (2.4) para estudarmos o fluxo de calor no

estado estacionário.

2.3 Formalismo integral

Nessa seção vamos obter um formalismo integral para tratar o problema com in-

teração entre os śıtios como uma correção do problema mais simples onde J ≡ 0. A

equação da dinâmica para o processo sem interação entre os śıtios é

dφ = −A0φdt + σdB. (2.55)

Para esse processo já encontramos uma expressão para a covariância C(t, s). O que

queremos fazer é encontrar a distribuição do processo mais complicado descrito por

dφ = −Aφdt + σdB, (2.56)

como uma correção a distribuição do processo mais simples (2.55).

Esse formalismo esta baseado no teorema de Girsanov [46], que nos dá uma

medida ρ para o processo (2.56), como uma correção da medida µC associada ao

processo com J ≡ 0. Mais precisamente: para qualquer conjunto mensurável A,

temos que ρ(A) = E0(1(A)Z(t)), onde E0 é a esperança com respeito a medida µC e

1A é a função caracteŕıstica e

Z(t) = exp

(∫ t

0

u · dB − 1

2

∫ t

0

u2ds

)
, (2.57)
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onde

γ
1/2
i ui = −Jijφj j = 1 · · ·N. (2.58)

O produto interno na expressão acima é em R
2N . Note que da expressão (2.5) e

da expressão acima, ui é diferente de zero apenas para i > N . Daqui para frente

usaremos a seguinte convenção de ı́ndices: i para ı́ndices no conjunto [N +1 · · · 2N ],

j para ı́ndices em [1 · · ·N ] e k para indices [1 · · · 2N ]

Agora vamos obter expressões para Z(t). Primeiro devemos observar que

uidBi = γ−1/2uiγ
1/2dBi = γ−1

i γ
1/2
i uiγ

1/2
i dBi. (2.59)

Substituindo na eq. (2.59) as eq. (2.58) e (2.55) temos

uidBi = −γ−1
i Jijφjdφi − γ−1

i JijφjA
0
ikφkdt, (2.60)

onde estamos assumindo a soma sobre os indices k, j. O próximo passo é reescrever

o termo que contem dφi. Para isso vamos definir

F1 =
∑

γ−1
i φiJijφj. (2.61)

Pela formula de Itô

dF1 =
∂F1

∂t
+

∂F1

∂φk

+
1

2

∂2F1

∂φk∂φl

dφkdφl. (2.62)

Obtemos

dF1 = γ−1
i Jijφjdφi + γ−1

i φiJijdφj + 0. (2.63)

O termo de derivada segunda é zero pois ∂2/∂φl∂φk so possui termo de k 6= l,

portanto dφkdφl = 0. Logo

γ−1
i Jijφjdφi = dF1 − γ−1

i φiJijφj. (2.64)

Da equação (2.55) temos

dφj = −A0
jkφkdt, (2.65)

portanto

γ−1
i Jijφjdφi = dF1 + γ−1

i φiJijA
0
jkφkdt. (2.66)
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Para o termo de 1
2

∫ t

0
u2ds temos

ui = −(γ
1/2
i Jijφj)

u2 =
∑

i

uiui =
∑

i

∑

j,l

φjJ >
ji γ

−1
i Jilφl. (2.67)

Portanto podemos escrever a seguinte expressão para Z(t)

Z(t) = exp(−F1(φ(t)) + F1(φ(0)) − W1 − W2 + W3 − W4) (2.68)

onde

W1 =

∫ t

0

∑

i,j

Mφi−N(s)γ−1
i Jijφj(s)ds, (2.69)

W2 =

∫ t

0

∑

i,j

ζγ−1
i φi(s)Jijφj(s)ds, (2.70)

W3 =

∫ t

0

∑

i,j

φiγ
−1
i Jijφj+Nds, (2.71)

W4 =
1

2

∫ t

0

∑

i,j,j′

φjJ >
j,iγ

−1
i Ji,j′φj′ . (2.72)

Para facilitar a visualização vamos reescrever as equações acima usando novamente

a notação q e p

W1 =

∫ t

0

∑

i,j

Mqi(s)γ
−1
i Jijqj(s)ds (2.73)

W2 =

∫ t

0

∑

i,j

ζγ−1
i pi(s)Jijqj(s)ds (2.74)

W3 =

∫ t

0

∑

i,j

piγ
−1
i Jijpjds (2.75)

W4 =
1

2

∫ t

o

∑

i,j,j′

qjJ
>
j,iγ

−1
i Ji,j′qj′ (2.76)

2.4 A Lei de Fourier

Nesta seção vamos estudar o fluxo de calor no estado estacionário. Para isso temos

de analisar a função de correlação de dois-pontos dada pela eq.(2.54). Para o fluxo
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de calor do sistema para os reservatórios precisamos de calcular 〈p2
i 〉; para o fluxo

de calor no interior do sistema temos de calcular a correlação de momento com a

posição 〈pvqu〉. Vamos começar calculando o fluxo de calor no interior do sistema.

As médias no estado estacionário serão obtidas como o limite

〈puqv〉 = lim
t→∞

〈qu(t)pv(t)〉 = lim
t→∞

∫
qu(t)pv(t)Z(t)dµC/norm. (2.77)

O fator de normalização presente nesta expressão só e necessário no cálculo perturba-

tivo, pois E0(1AZ(t)) é uma medida de probabilidade e não precisa ser normalizada.

Para realizar as contas primeiro temos que notar que C(t, s), dado pelas equações

(2.12)-(2.13)(para t > s), pode ser escrito como

C(t, s) = exp(−(t − s)A0)C + O (exp[−(t + s)ζ/2]) . (2.78)

É fácil verificar este fato se olharmos para a equação (2.37). Os efeitos do segundo

termo do lado direito desta equação desaparecem na fórmula para a correlação no

limite t → ∞.

Vamos realizar uma análise perturbativa assumindo que o acoplamento J entre

os śıtios é pequeno. Expandindo Z(t) no numerador e no denominador na expressão

da covariância até ordem J temos

〈pu(t)qv(t)〉 =
〈φuφv(1 − F (t)) + F (0) − W1 − W2 + W3〉

〈1 − F (t) + F (0) − W1 − W2 + W3〉
, (2.79)

que pode ser reescrita como

〈pu(t)qv(t)〉 = 〈φuφv(1 − F (φ(t)) + F (φ(0)) − W1 − W2 − W3〉 ×
× (1 − 〈F (t) − F (0) + W1 + W2 − W3〉)−1. (2.80)

Os termos F,W1,W2,W3 são da ordem de J , que estamos considerando pequeno.

Usando que (1 − x)−1 = 1 + x + · · · , obtemos até primeira ordem em J

〈qr(t)pm(t)〉 = 〈qr(t)pm(t)〉µ0
− 〈qr(t)pm(t); F (t)〉µ0

+ 〈qr(t)pm(t); F (0)+〉µ0
+

− 〈qr(t)pm(t); W1〉µ0
− 〈qr(t)pm(t); W2〉µ0

+ 〈qr(t)pm(t); W3〉µ0
,
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onde µ0 diz respeito a média com relação ao problema mais simples sem interação;

o śımbolo < ·; · > significa a função truncada, i.e., 〈AB; CDFG〉 = 〈ABCDFG〉 −
〈AB〉 〈CDFG〉. Vamos calcular cada um dos termos da equação acima.

I = 〈qr(t)pm(t); W1〉 =

〈
qr(t)pm(t);

∫ t

0

∑

i,j

Mqi(s)γ
−1
i Jijqj(s)ds

〉
. (2.81)

Para calcularmos estas médias usamos o teorema de Wick que se encontra no

apêndice (B) e obtemos

I = M

∫ t

0

∑

ij

Eri(t, s)Hm,j(t, s)γ
−1
i Jij + Erj(t, s)Hm,iγ

−1
i Jij, (2.82)

onde E e H são os elementos da matriz de covariância

C(t, s) =

[
E F
H G

]
, (2.83)

com

E = e−
ζ

2
(t−s)

(
cosh((t − s)ρ) +

ζ

2ρ
senh((t − s)ρ)

)
T

M
(2.84)

F = e−
ζ

2
(t−s)senh((t − s)ρ)

T

ρ
(2.85)

H = −e−
ζ

2
(t−s)senh((t − s)ρ)

T

ρ
(2.86)

G = e−
ζ

2
(t−s)

(
cosh((t − s)ρ) − ζ

2ρ
senh((t − s)ρ)

)
T (2.87)

Substituindo as expressões para E e H obtemos

I = −
∫ t

0

e−(t−s)ζ

2ζρM
(cosh((t − s)ρ) +

ζ

2ρ
senh((t − s)ρ)senh((t − s)ρ)(JmrTr + JrmTm).

(2.88)

Essa integral é fácil de ser calculada e no limite t → ∞ obtemos

I = −JmrTr + JrmTm

4ζM
. (2.89)

Passamos para o cálculo do segundo termo

II = 〈qr(t)pm(t); W2〉µ0
=

〈
qr(t)pm(t);

∫ t

0

∑

i,j

ζγ−1
i pi(s)Jijqj(s)ds

〉

µ0

. (2.90)
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Repetindo os mesmos passos anteriores obtemos a seguinte integral

II =

∫ t

0

e−(t−s)ζ(−TmJrm

2ρ2
senh2((t−s)ρ)+

TrJmr

2M
(cosh2((t−s)ρ− ζ2

4ρ2
senh((t−s)ρ))))

(2.91)

e o resultado dessa integral no limite de t → ∞ é

II =
TrJmr − TmJrm

4ζM
. (2.92)

Para o terceiro termo temos

III =

〈
qr(t)pm(t);

∫ t

0

∑

i,j

piγ
−1
i Jijpjds

〉
, (2.93)

que é dada pela integral

TmJrm + TrJmr

2ζρ

∫ t

0

e−(t−s)ζ(senh((t−s)ρ) cosh((t−s)ρ)− ζ

2ρ
senh2((t−s)ρ)), (2.94)

que é igual a zero.

Ainda temos de calcular o termo de fronteira que é dado por

F1 =

〈
qr(t)pm(t);

∑

ij

γ−1
i piJijqj

〉
= GriHmj + ErjFmi =

TrJrm

2ζM
. (2.95)

o termo F (0) vai a zero no limite de t → ∞. Somando todos os termos obtemos

〈qr(t)pm(t)〉 =
Jrm

2ζM
(Tm − Tr). (2.96)

Vemos da expressão (2.54) e do resultado acima que ao considerarmos apenas termo

de primeira ordem em J na expansão de Z(t) será obtido um fluxo de calor da ordem

de J2.

Para o cálculo do fluxo de calor entre o reservatórios e os śıtios temos de

considerar os termos OJ2 na expansão de Z(t). A partir de agora vamos voltar a

usar o vetor no espaço de fase φ = (q, p). Sabemos da equação (2.53) que o fluxo de

calor entre os reservatórios e os śıtios é dado pela correlação momento-momento

〈φuφu〉 =

∫
φuφu exp(−F (t) + F (0) − Wa − Wb − Wc)dµc∫

exp(−F (t) + F (0) − Wa − Wb − Wc)dµc

. (2.97)
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Expandindo o numerador e o denominador da expressão acima e considerando ape-

nas termos O(J2) obtemos

〈φuφu〉µ = 〈φuφu〉 − 〈φuφu; F1(t)〉 + 〈φuφu; F1(0)〉 − 〈φuφu; Wa〉 − 〈φuφu; Wb〉
− 〈φuφu; Wc〉 +

〈
φuφu; F

2
1 /2

〉
+

〈
φuφu; F

2
1 /2

〉
− 〈φuφu; F1F1〉

+ 〈φuφu; WaWb〉 +
1

2

〈
φuφu; W

2
a

〉
+

1

2

〈
φuφu; W

2
b

〉
(2.98)

onde estamos usando a seguinte notação:

Wa =

∫ t

0

γ−1
i φi(s)JijA

0
ikφk(s)ds, (2.99)

Wb =

∫ t

0

φk(s)A
0>

ik γ−1
i Jijφj(s)ds, (2.100)

Wc =
1

2

∫ t

0

φj′(s)J >
j′iγ

−1
i Jijφj(s)ds. (2.101)

Calculando cada termo separadamente obtemos

〈φuφu,WaWa〉 =
∑

i,j,i′,j′

JijJi′j′

4ζ2TiTi′

∫ t

0

∫ t

0

dsds′2(〈φu(t)φi(s)〉 〈φu(t)φj+n(s)〉 〈φi′(s
′)φj′+n(s′)〉 +

+ 〈φu(t)φi′(s)〉 〈φu(t)φj′+n(s′)〉 〈φi(s)φj+n(s)〉 +

+ 〈φu(t)φj+n(s)〉 〈φu(t)φi′(s
′)〉 〈φi(s)φj′+n(s′)〉 +

+ 〈φu(t)φi(s)〉 〈φu(t)φj′+n(s)〉 〈φj+n(s)φi′(s
′)〉 +

+ 〈φu(t)φj+n(s)〉 〈φu(t)φj′+n(s′)〉 〈φi(s)φ
′
i(s

′)〉 +

+ 〈φu(t)φi(s)〉 〈φu(t)φi′(s
′)〉 〈φj+n(s)φj′+n(s′)〉). (2.102)

Usando as expressões para a covariância (2.12) e fazendo as integrais obtemos

∑

i

TuJu,u−nJi,i−n

2ζ3
t +

J 2
u,i−nTu

2ζ4
+

J 2
u,i−nT 2

u

4ζ4Ti

+
J 2

u,jTj

4ζ4
. (2.103)

Para facilitar o cálculo do termo 〈φu(t)φu(t); WbWb〉 vamos dividi-lo em quatro
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partes A,B,C,D e usar as expressões para A0 obtendo :

A = γ−1
i γ−1

i′ Ji,jJi′,j′

∫ t

0

∫ t

0

dsds′
〈
φu(t)φu(t); M

2φi−n(s)φj(s)φi′−n(s′)φj′(s
′)
〉

B = γ−1
i γ−1

i′ Ji,jJi′,j′

∫ t

0

∫ t

0

dsds′
〈
φu(t)φu(t); M

2ζφi−n(s)φj(s)φi′(s
′)φj′(s

′)
〉

C = γ−1
i γ−1

i′ Ji,jJi′,j′

∫ t

0

∫ t

0

dsds′
〈
φu(t)φu(t); ζM2φi(s)φj(s)φi′−n(s′)φj′(s

′)
〉

D = γ−1
i γ−1

i′ Ji,jJi′,j′

∫ t

0

∫ t

0

dsds′
〈
φu(t)φu(t); ζ

2φi(s)φj(s)φi′(s
′)φj′(s

′)
〉
. (2.104)

Vamos escrever cada um dos quatro termos explicitamente usando novamente o

teorema de Wick para fazer as contrações

A =
2JijJi′,j′M

2

γiγi′

∫ t

0

∫ t

0

dsds′[〈φu(t)φi−n(s)〉 〈φu(t)φj(s)〉 〈φi−n(t)φj′(s)〉+

+ 〈φu(t)φi′−n(s)〉 〈φu(t)φj′(s)〉 〈φi−n(t)φj(s)〉+

+ 〈φu(t)φi−n(s)〉 〈φu(t)φi′−n(s)〉 〈φj(s)φj′(s
′)〉+

+ 〈φu(t)φi−n(s)〉 〈φu(t)φj′(s)〉 〈φj(s)φi′−n(s′)〉+

+ 〈φu(t)φj(s)〉 〈φu(t)φi′−n(s′)〉 〈φi−n(s)φj′(s
′)〉+

+ 〈φu(t)φj(s)〉 〈φu(t)φj′(s)〉 〈φi−n(s)φi′−n(s′)〉].(2.105)

B =
2JijJi′,j′ζM

γiγi′

∫ t

0

∫ t

0

dsds′[〈φu(t)φi−n(s)〉 〈φu(t)φj(s)〉 〈φi′(t)φj′(s)〉+

+ 〈φu(t)φi′(s)〉 〈φu(t)φj′(s)〉 〈φi−n(t)φj(s)〉+

+ 〈φu(t)φi−n(s)〉 〈φu(t)φi′(s
′)〉 〈φj(s)φj′(s

′)〉+

+ 〈φu(t)φj(s)〉 〈φu(t)φj′(s)〉 〈φi−n(s)φi′(s
′)〉+

+ 〈φu(t)φj(s)〉 〈φu(t)φi′(s
′)〉 〈φi−n(s)φj′(s

′)〉+

+ 〈φu(t)φi−n(s)〉 〈φu(t)φj′(s)〉 〈φj(s)φi′(s
′)〉 ].(2.106)

O termo C é igual ao termo B
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D =
2JijJi′,j′ζ

2

γiγi′

∫ t

0

∫ t

0

dsds′[〈φu(t)φi(s)〉 〈φu(t)φj(s)〉 〈φi′(t)φj′(s)〉+

+ 〈φu(t)φi′(s)〉 〈φu(t)φj′(s
′)〉 〈φi(t)φj(s)〉+

+ 〈φu(t)φi(s)〉 〈φu(t)φi′(s
′)〉 〈φj(s)φj′(s

′)〉+

+ 〈φu(t)φi(s)〉 〈φu(t)φj′(s)〉 〈φj(s)φi′(s
′)〉+

+ 〈φu(t)φj(s)〉 〈φu(t)φi′(s
′)〉 〈φi(s)φj′(s

′)〉+

+ 〈φu(t)φj(s)〉 〈φu(t)φj′(s)〉 〈φi(s)φi′(s
′)〉] .(2.107)

Usando a expressão para covariancia 2.12 e calculando as integrais obtemos

〈
p2

u

〉
=

1

2

[
Ju,u−NJi,i−N

2ζ3
Tut +

(Ju,i−N)2

2ζ4
Tu +

(Ju,i−N)2

4ζ4

T 2
u

Ti

+

+
(Ju,j)

2

4ζ4
Tj +

Ju,u−NJi′,i′−N

2ζ3
Tut +

(Ju,j)
2

4ζ4m2
Tj(ζ

2 + M) +

+
(Ju,u−N)2

4ζ4M
Tu(ζ

2 + M) +
(Ji,u−N)2

4ζ4M
Tu(ζ

2 + M) +

+
(Ji,u−N)2

4ζ4M

T 2
u

Ti

(ζ2 + M) +
(Ju,j)

2

4ζ2M
Tj −

(Ju,j)
2

4ζ2M
Tu +

− (Ji,u−N)2

4ζ2M
Tu +

(Ji,u−N)2

4ζ2M

Tu

Ti

]
+

[
−Ju,u−NJi,i−N

4ζ3
Tut+

− Ju,u−NJi,i−N

4ζ3
Tut −

(Ju,j)
2

4ζ4
Tj −

(Ju,j)
2

4ζ4
Tu −

(Ji,uN
)2

4ζ4
Tu

− (Ji,u−N)2

4ζ4

T 2
u

Ti

− (Ju,j)
2

4ζ2M
Tj

]
. (2.108)

Simplificando a expressão acima obtemos que o termo de ordem J2 de 〈p2
u〉 = 0.

Portanto sobra apenas o termo de primeira ordem que é 〈p2
u〉 = Tu

2.5 O fluxo de calor e o perfil de temperatura

De posse da expressão para a função de dois-pontos podemos calcular o fluxo de

calor entre os śıtios. Para isso usamos a equação (2.54), que para o caso do sistema
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harmônico nos dá a seguinte expressão para o fluxo

Fj< =
∑

r>j

Jjr(qj − qr)
(pj + pr)

2
. (2.109)

Portanto, para calcularmos o valor médio do fluxo de energia entre os śıtios j e o

śıtio r com r > j, que estão conectados pela interação J , temos de calcular

〈Fj<〉 =
∑

r>j

Jjr

2
〈qjpj + qjpr − qrpj − qrpr〉 . (2.110)

Usando a equação (2.96) obtemos

〈Fj<〉 =
∑

r>j

Jj,r

2ζM
(Tr − Tj). (2.111)

Se nos determos ao caso particular de interação entre primeiros vizinhos temos

Fj→j+1 ≡ 〈Fj<〉 =
(Jj,j+1)

2

2ζM
(Tj+1 − Tj). (2.112)

Sabemos que no estado estacionário dH/dt = 0. Esse fato juntamente com a ex-

pressão (2.52) e o fato de 〈Ri〉 = 0 nos leva a

F1→2 = F2→3 = · · · = FN−1→N . (2.113)

Portanto podemos escrever

Jk(Tk − Tk−1) = J2(T2 − T1)

Jk(Tk − Tk−1) = J3(T3 − T2)
...

Jk(Tk − Tk−1) = JN(TN − TN−1)

onde estamos usando a notação Ji ≡ Jj,j+1. Porém, se dividirmos cada equação por

Ji e somarmos temos

Jk

(
1

J1

+
1

J2

+ · · · + 1

JN

)
(Tk − Tk−1) = (TN − T1). (2.114)
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Definindo χ
(N−1)

=
(

1
J1

+ 1
J2

+ · · · + 1
JN

)−1

podemos escrever as seguintes equações

Tk = χ
N−1

(TN−T1)
Jk−1

+ Tk−1

Tk−1 = χ
N−1

(TN−T1)
Jk−2

+ Tk−2

...

T2 = χ
N−1

(TN−T1)
J1

+ T1 ,

de onde obtemos a seguinte expressão para o perfil de temperatura

Tk = T1 +
χ

N − 1
(TN − T1)

(
1

Jk−1

+
1

Jk−2

+ · · · + 1

J1

)
(2.115)

Para o fluxo de calor temos

F = χ
(TN − T1)

N − 1
. (2.116)

Para o caso simples onde temos a mesma interação entre quaisquer śıtios vizinhos

i.e. J1 = J2 = · · · = JN−1, temos a seguinte expressão para a condutividade térmica

χ =
(J1+N,2)

2

2ζM
(2.117)

Para fazer a comparação com os resultados da literatura vamos considerar a

interação dada por

φ = ω2(∆ + ν2) (2.118)

onde ∆ é o Laplaciano discreto na rede com condições de fronteira de Dirichlet dado

por

∆ = (2δi,j − δi,j−1 + δi,j+1). (2.119)

Na nossa notação temos o termo de massa e a interação entre vizinhos próximos

dados por

M = ω2(2 + ν2)

Ji,j = ω2(δi,j+1 + δi,j−1). (2.120)
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Para este sistema obtemos a seguinte condutividade térmica

κ =
ω2

2ζ(2 + ν2)
. (2.121)

Para obtermos este resultado foi realizada uma análise perturbativa que considerava

J pequeno, portanto nossa fórmula só é válida nessa aproximação. Para comparar-

mos nosso resultado com a condutividade obtida em [45]dada por

κ =
ω2

ζ

1

2 + ν2 +
√

ν2(4 + ν2)
(2.122)

temos que considerar ω2, que é o potencial entre as part́ıculas, pequeno como ν2 =

1/ω2, temos que fazer uma expansão para ν grande. Logo podemos escrever

√
ν(4 + ν2) ≈ ν2

(
1 +

4

2ν2

)
= ν2 + 2 (2.123)

Assim obtemos o seguinte valor para a condutividade térmica

κ =
ω2

2ζ(2 + ν2)
, (2.124)

que é o mesmo resultado que obtemos com o cálculo perturbativo.

Uma posśıvel generalização deste modelo é considerar o acoplamento com o

banho térmico variando de śıtio para śıtio. Este problema é bastante similar ao

estudado aqui, e pode ser tratado da mesma forma. Esta e outras generalizações

podem ser encontradas em [50], que usaram o método aqui desenvolvido para tratar

o problema. Neste trabalho a função de dois pontos obtida é

〈φu(t)φv(t)〉 =
1

(ζu−N + ζv)M
(Ju,vTu−N − Ju,vTv). (2.125)

De posse desta equação é posśıvel calcular o fluxo de calor e a condutividade térmica.

Substituindo para J e M os valores (2.120). Obtemos o seguinte valor para a

condutividade térmica

κ̄ =
ω2

ζ̄(4 + 2ν2)
(2.126)

onde

ζ̄ =
1

N − 1

(
∑

j

ζj −
ζ1 + ζN

2

)
. (2.127)
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Esse resultado é igual ao obtido por [45] se considerarmos que estas contas são

válidas para J pequeno.

Se tomarmos o limite dos banhos térmicos interiores indo a zero, i.e., ζj → 0

para i = 2, · · · , N − 1, mantendo ζ1 = ζN = ζ fixo, recuperamos o comportamento

do cristal harmônico onde condutividade térmica diverge e a lei de Fourier não é

válida.

Vimos que os nossos resultados obtidos de forma perturbativa são iguais aos

obtidos por [45]. Vimos também que para o modelo linear é posśıvel inferir o com-

portamento do sistema com reservatórios apenas nas extremidades ao fazermos os

acoplamentos com os banhos térmicos interiores ir a zero.



Caṕıtulo 3

Tratamento Rigoroso

Neste caṕıtulo vamos dar um suporte rigoroso para o resultado obtido na seção

anterior. Os resultados dessa seção foram submetidos a publicação [51]. Queremos

provar o seguinte teorema.

Teorema 1 Para a cadeia harmônica de osciladores com reservatórios estocásticos

em cada śıtio (i.e., o sistema descrito pela eq. (2.2)), para o caso de acoplamento

fraco entre primeiros vizinhos, i.e. Jjl = J (δl,j+1 + δl,j−1), com J < J0 para algum

J0 pequeno, a lei de Fourier é válida

F = lim
t→∞

〈Fj→〉 = − χ

N − 1
(TN − T1) , (3.1)

com a condição de “auto-consistência”〈Rj〉 = 0 para os śıtios interiores, e com a

condutividade térmica dada por

χ =
J2

2ζM
+ O(J3). (3.2)

Repetindo os mesmos passos anteriores temos que calcular a seguinte função de dois

pontos no estado estacionário

〈φu(t)φv(t)〉 = lim
t→∞

∫
φu(t)φv(t)Z(t)dµC/

∫
Z(t)dµC. (3.3)

Como já foi dito o fator de normalização presente nesta expressão só é necessário no

cálculo perturbativo pois
∫

Z(t)dµC = 1.

43
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Para calcularmos esta função de dois pontos vamos expandir Z(t) em séries

de potência exp[λW ] =
∑∞

n=0
(λW )n

n!
obtendo

〈φu(t)φv(t)〉 =
〈
φu(t)φv(t)

(
1 + λW + (λW )2/2 + · · ·

)〉
µ0

. (3.4)

Como a medida µ0 é uma medida Gaussiana com covariância dada pela eq. (2.12)

podemos usar o teorema de Wick (D) para calcular essas médias como o produto de

covariâncias. Vamos escrever explicitamente estes termos até a segunda ordem para

visualizarmos a estrutura destas contrações

〈φu(t)φv(t)〉 = 〈φu(t)φv(t)〉µ0
+

∫ t

0

〈
φu(t)φv(t)(Mφi−N(s)γ−1

i Jijφj(s))
〉
ds +

+

∫ t

0

〈
φu(t)φv(t)ζγ−1

i φi(s)Jijφj(s)
〉
ds +

∫ t

0

〈
φu(t)φv(t)φiγ

−1
i Jijφj+N

〉
ds +

+

∫ t

0

1

2

〈
φu(t)φv(t)φj(s)J >

j,iγ
−1
i Ji,j′φj′(s)

〉
ds +

+

∫ t

0

∫ t

0

〈
φu(t)φv(t)(Mφi−N(s)γ−1

i Jijφj(s))(Mφi′−N(s′)γ−1
i′ Ji′j′φj′(s

′))
〉
dsds′

+

∫ t

0

∫ t

0

〈
φu(t)φv(t)(ζγ−1

i φi(s)Jijφj(s))(ζγ−1
i′ φi′(s

′)Ji′j′φj′(s
′))

〉
dsds′ +

+

∫ t

0

∫ t

0

〈
φu(t)φv(t)(φi(s)γ

−1
i Jijφj+N(s))(φi′(s)γ

−1
i′ Ji′j′φj′+N(s′))

〉
dsds′.(3.5)

Ao usarmos o teorema de Wick vamos obter termos com o produto de duas co-

variâncias, três covariancias e assim por diante, ou seja, vamos obter termos da

seguinte forma

∫ t

0
C(t, s1)C(s1, t)ds1 +

∫ t

0

∫ t

0
C(t, s1)C(s1, s2)C(s2, t)ds1ds2 + · · ·+

+
∫ t

0
· · ·

∫ t

0
C(t, s1) · · · C(sn, t)ds1ds2 · · · dsn + · · · . (3.6)
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Na expressão acima estamos omitindo os ı́ndices da matriz covariância.

t s1 s2 · · · sN−1 sN t

× // • • · · · • • ×
•

::
u

u
u •

77
n

n
n · · ·

55
k

k
k

k •
77

o
o

o
o

o •
99

ttt

t s1 s2 s3 s4 s5 s6 t

× ¼¼• EE•
¼¼• EE•

""•
##

•YY ×

(a) Representação de uma contração (b) Grafo conexo

t s1 s2 s3 s4 s5 s6 t

× ""• 44• ¼¼• ""• 66•
##

•bb ×
t s1 s2 s3 s4 s5 s6 t

× ¼¼• EE•
""• ZZ • EE•

¼¼• DD×

(c) Grafo desconexo (d) Grafo desconexo

Na figura (a) estamos representando diagramaticamente uma posśıvel con-

tração. Vemos que para o termo de ordem N na expansão da exponencial temos 2N

campos φα(sα) representados pelos ćırculos, mais dois campos externos φv(t) e φu(t)

representados pelo ×. Cada seta nesse diagrama representa um termo C(sα, sβ). Na

figura (b) estamos representando a seguinte integral

∫ t

0

C(t, s1)C(s1, s2)C(s2, s3)C(s3, s4)C(s4, s6)C(s6, s5)C(s5, t)ds1 · · · ds6

, que é uma das contrações posśıveis proveniente do termo de terceira ordem na

expansão da exponencial. Vemos que este é um grafo conexo, i.e., todos os pontos

internos estão ligados por algum caminho aos vértices externos deste diagrama.

A figura (c) representada outra posśıvel contração. Vemos que este é um grafo

desconexo: os pontos s1, s4, s6 não estão ligados às pernas externas. Na figura (d)

mostramos outro grafo desconexo: neste caso o ponto s3 não está ligado às pernas

externas.

É fácil notar que as contrações que produzem grafos desconexos explodem no

limite de t → ∞, porém sabemos que os grafos desconexos não entram na teoria

perturbativa porque eles são cancelados pelo fator de normalização [52].

Vemos que o termo de ordem n da exponencial possúı 2n campos. Ao usarmos

o teorema de Wick temos (2n − 1)!! formas de realizar as contrações, portanto não
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vamos ter problemas de contagem com essa série. Grosseiramente falando temos

∣∣∣∣
∫

φ2n

n!

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1

n!

(2n−1)!!∑

k=1

(CC · · · C︸ ︷︷ ︸
n

)

∣∣∣∣∣∣
≤ 2n!!

n!
|C · · · C| = 2n |C · · · C| . (3.7)

Ou seja, para controlarmos esta expansão temos de encontrar uma cota para o

produto das n covariâncias C da forma cnJn. Dessa forma, pelo menos para J

pequeno, essa análise simples garante a convergência da série perturbativa. Portanto

temos de encontrar uma cota para

lim
t→∞

∫ t

0

· · ·
∫ t

0

C(t, s1)C(s1, s2)C(s2, s3) · · · C(sk−1, sk)C(sk, t)ds1ds2 · · · dsk. (3.8)

Observe que pelo fato de considerarmos apenas os grafos conexos temos de nos

preocupar apenas com termos da forma acima, pois todos os grafos conexos podem

ser obtidos do grafo acima, bastando renomear os ı́ndices. A matriz covariância

pode ser cotada por ce−αt, pois

||C|| ≤ c1(1 − e−2αt),

||e−tA0|| ≤ c2e
−αt,

(3.9)

onde α = min{ζ/2,M/ζ} e || · || é uma cota matricial que pode ser obtida pela

desigualdade de Holmgren’s [53] abaixo

Lema 1 Seja aαγ uma matriz que obedece

sup
α

(
∑

γ

|aαγ|
)

= A, sup
γ

(
∑

α

|aαγ|
)

= B

Então a define um operador em `2(Zν) com

||a|| ≤ A1/2B1/2.

Usando esta cota na equação (3.8) temos

∣∣∣∣
∫ t

0

C(t, s1)C(s1, s2) · · · C(sn, t)ds1 · · · dsn

∣∣∣∣ ≤ c3

∫ t

0

e−α|t−s1|e−α|s1−s2| · · · e−α|sn−t|ds1 · · · dsn.
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O lado direito da equação acima pode ser calculado exatamente no limite de t → ∞,

e o resultado é o número de Catalan de ordem n + 1. A prova deste fato esta no

apêndice E. Como não precisamos deste valor exato vamos usar o seguinte lema

para cotar esta integral

Lema 1.1 Seja

It =

∫ t

0

e−α|t−s|e−α|s1−s2| · · · e−α|sn−t|ds1 · · · dsn, α > 0

então, limt→∞ It ≤ (cα)n, onde cα não depende de n

Prova Primeiro vamos observar que a convolução de N + 1 funções pode ser escrita

na forma da equação (3.8). Seja a seguinte convolução

(f ∗ f) (x) =

∫ ∞

−∞

f(y)f(x − y)dy ≡ g(x). (3.10)

Agora vamos olhar para

(f ∗ (f ∗ f))(x) =

∫ ∞

−∞

f(k)g(x − k)dk

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

f(k)f(y)f(x − k − y)dkdy, k + y = w

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

f(k)f(w − k)f(x − w)dydw

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

f(u − v − w)f(w − k)f(k)dydw, w′ = w + v

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

f(u − w′)f(w′ − v − k)f(k)dydw′, k′ = k + v

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

f(u − w′)f(w′ − k′)f(k′ − v)dy′dw′. (3.11)

Na frente de cada equação colocamos a mudança de variável usada. Podemos repetir

esse procedimento para N convoluções. Portanto temos que

It =

∫ t

0

e−α|t−s1|e−α|s1−s2| · · · e−α|t−sN |ds1ds2 · · · dsN ≤

≤
∫ ∞

0

e−α|t−s1|e−α|s1−s2| · · · e−α|t−sN |ds1ds2 · · · dsN . ∀t > 0 (3.12)
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Segue então a seguinte desigualdade

I =≤ 1

2
f ∗ f ∗ · · · ∗ f ∗ f︸ ︷︷ ︸

N+1

(t − t) =
1

2
f ∗ f ∗ · · · ∗ f(0), (3.13)

onde f(x) = e−α|x|

Calculando formalmente a transformada de Fourier de f temos

f̃(p) =
1√
2π

∫ ∞

−∞

e−ipxe−α|x|dx

=
1√
2π

2α

α2 + p2
. (3.14)

Desta forma temos que

2√
2πα

∫ ∞

−∞

(
1

1 + 4p2

)N+1

dp =
4√
2πα

∫ ∞

0

(
1

1 + 4p2

)N+1

dp. (3.15)

Separando esta integral em duas regiões

4√
2πα

∫ c

0

(
1

1 + p2/α

)N+1

dp +
4√
2πα

∫ ∞

c

(
1

1 + p2/α

)N+1

dp, (3.16)

onde c ≥ 1 podemos cotar a primeira integral observando que 1/(1 + p2/α) ≤ 1. Já

a segunda integral pode ser cotada observando que 1/(1+ p2/α) ≤ 1/(p2/α). Assim

temos a seguinte cota

∫ ∞

−∞

(
1

1 + p2/α

)N+1

dp < 2c +
2c3−2N

α−2(N−1)(2N − 3)
< 2c + 1, ∀N ≥ 2. (3.17)

Usando o teorema de Parseval, que nos diz que L−1(f(p)g(p)) = (f ∗ g)(x) temos:
∫ ∞

−∞

f̃ 2(p)eipxdp =

∫ ∞

−∞

f(y)f(x − y)dy. (3.18)

Iterando obtemos

f ∗ f ∗ f ∗ · · · ∗ f(x) = 2π(N−1)/2

∫ ∞

−∞

(f̃(p))N+1eipxdp. (3.19)

Calculando em x = 0 temos

f ∗f ∗f ∗· · ·∗f(0) =
1

2
(
√

2π)(N−1)/2

∫ ∞

−∞

2N+1

2π(N+1)/2αN+1

(
1

1 + p2/α

)N+1

dp ≤ (cα)N ,

(3.20)



Caṕıtulo 3. Tratamento Rigoroso 49

onde usamos a cota uniforme em N da equação (3.17).

Usando o lema acima podemos cotar os termos de ordem J2 e maiores na

função de dois pontos por
∞∑

j=2

(c′J)n ≤ c′′J2 (3.21)

onde c′ e c′′ são constantes que não dependem de n. Usando o resultado do caṕıtulo

2, onde calculamos a função de dois pontos 〈φuφv〉 = limt→∞ 〈φu(t)φv(t)〉, obtemos

〈φuφv〉 =




1
2ζM

[Jv+N,u−NTu−N − Ju,vTv] para u ∈ [N + 1, . . . , 2N ], v ∈ [1, . . . , N ] ,

Tuδu,v para u, v ∈ [N + 1, . . . , 2N ].

(3.22)

E a expressão para o fluxo de calor

F→ =
∑

r>j

Jj+N,r (φj − φr)
(φj+N + φr+N)

2
, r ∈ [1, . . . , N ]. (3.23)

Vemos que ao considerar todas as ordens em J , vamos obter J × cJ2 = cJ3 para a

condutividade térmica χ. Os termos de temperatura Tj+1 − Tj podem ser extráıdos

da análise perturbativa. Portanto o teorema 1 é válido.



Caṕıtulo 4

Cristal anarmônico

Alguns trabalhos defendem a hipótese de que a anarmonicidade local (no śıtio)

é suficiente para garantir a lei de Fourier [29, 26]. Por outro lado uma análise

perturbativa [30] mostra, para um sistema anarmônico, que o fluxo de calor não

depende do tamanho do sistema.

No trabalho [28], conclui-se através do estudo numérico dos modelos FK, φ4

e Sinh-Gordon que apenas a anarmonicidade do potencial local é insuficiente para

assegurar uma condutividade térmica normal nesses sistemas (veja a figura (4.1)).

É feito um estudo detalhado para cada um dos modelos acima concluindo-se que o

caráter da condução de calor é determinado pelo espectro das excitações não lineares.

A razão é que as peculiaridades das excitações não lineares e de suas interações

prescrevem qual vai ser o mecanismo de espalhamento da energia em cada modelo.

Esse trabalho também traz uma discussão sobre qual o tipo de termostato mais

adequado para se utilizar nas simulações.

Para o modelo φ4 foi feita uma análise em [31] que conclui que para a região de

baixa temperatura o sistema se comporta como um sistema integrável e a condutivi-

dade térmica diverge. Para a região de temperatura intermediária a condutividade

térmica tem o mesmo comportamento que o apresentado para o modelo FPU-β, e

na região de alta temperatura a condutividade térmica é normal(veja fig. (4.2)).

Existem na literatura alguns trabalhos rigorosos sobre o papel da anarmoni-

cidade. Em [54] é estudada a mecânica estat́ıstica de não equiĺıbrio de um sistema

50
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Figura 4.1: Região no espaço de parâmetros (g, T̃ ) onde a condutividade térmica
para o potencial de FK converge (a) e diverge (b). Para o potencial φ4 só é detectada
condutividade térmica finita acima da linha (3) (onde g = 1/ε, ε é o coeficiente do
potencial, T̃ = T/ε)

Hamiltoniano não linear de dimensão finita acoplado a dois banhos térmicos infini-

tos que estão a diferentes temperaturas. É demonstrado que sobre certas suposições

nas condições iniciais o sistema evolui para um único estado estacionário de não

equiĺıbrio. A abordagem usada neste trabalho consiste em reduzir, sob suposições

aceitáveis, o estudo da dinâmica do sistema acoplado (um sistema Hamiltoniano de

dimensão infinita) em um sistema dinâmico estocástico de dimensão finita. Cada

banho térmico é um sistema Hamiltoniano linear de dimensão infinita. O sistema

menor é um sistema Hamiltoniano não linear com um número arbitrário, porém

finito, de graus de liberdade; o potencial tem que ser do tipo quártico. Os reser-

vatórios estão acoplados à primeira e à última part́ıcula do sistema.

Em [55] é estudada uma cadeia de part́ıculas fortemente não linear acoplada

a dois banhos térmicos de diferentes temperaturas. Prova-se a existência e a unici-

dade de um estado estacionário para qualquer temperatura. Esse resultado é uma
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Figura 4.2: Razão do fluxo de calor J(400)/J(800) vs temperatura média T =
(T+ − T−)/2

extensão do trabalho [54] para potenciais com crescimento arbitrário no infinito.

Mais recentemente [56] trata o sistema de uma cadeia Hamiltoniana composta

de osciladores anarmônicos fracamente acoplados em uma rede tridimensional Z2N ×
Z

2 sujeitos a forças estocásticas que simulam o papel de reservatórios térmicos,

de temperaturas T1 e T2 nos hiperplanos 0 e N . Neste trabalho é introduzido

um truncamento para as equações de Hopf que descrevem o estado estacionário do

sistema, que leva a uma equação não linear para as funções de correlação de dois

pontos. É mostrado que estas equações têm uma única solução, que para N grande,

é aproximadamente um estado de equiĺıbrio local satisfazendo a lei de Fourier.

Em [57] é estudada uma cadeia de osciladores harmônicos na presença de um

potencial anarmônico local da forma λφ4. Em uma análise perturbativa mostra-se

a validade da lei de Fourier.

Uma extensão dos resultados da seção anterior é tratar o problema harmônico

com a adição de um potencial anarmônico para verificarmos se a anarmonicidade

muda drasticamente o comportamento do sistema, este resultado foi publicado em
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[58]. Acredita-se que pelo menos para alguma região de parâmetros a não harmonici-

dade é capaz de assegurar a lei de Fourier, porém o problema anarmônico é um prob-

lema matematicamente dif́ıcil. Neste caṕıtulo vamos usar a mesma estratégia usada

para o problema harmônico para tratar o problema anarmônico. Nosso tratamento

será ingênuo: não justificaremos a validade da teoria perturbativa nem a fórmula

de Girsanov. Porém acreditamos que um tratamento rigoroso deva ser posśıvel se

usarmos técnicas mais refinadas como uma expansão em “cluster”para justificar a

teoria pertubativa. Existem resultados na literatura para modelos similares como

os modelos tratados em [59, 60].

4.1 Descrição do Modelo

Vamos analisar a dinâmica estocástica de Langevin de um cristal anarmônico, isto

é, queremos estudar um modelo de campo escalar na rede, com variáveis de spin

não limitadas, em uma caixa Λ ⊂ Z
d acoplados a banhos térmicos estocásticos em

cada śıtio. Precisamente estamos considerando um sistema de N osciladores com o

Hamiltoniano

H(q, p) =
N∑

j=1

1

2

[
p2

j + Mq2
j

]
+

1

2

N∑

j 6=l=1

qlJljqj +
N∑

j=1

λP(qj), (4.1)

onde M > 0, P é um potencial anarmônico local. A evolução temporal é dada pelas

seguintes equações diferenciais estocásticas

dqj = pjdt, j = 1, . . . , N, (4.2)

dpj = −∂H

∂qj

dt − ζpjdt + γ
1/2
j dBj, j = 1, . . . , N,

onde Bj são processos de Wiener independentes, isto é, dBj/dt são rúıdos branco

independentes, ζ é a constante de acoplamento com o banho térmico e γj = 2ζTj,

onde Tj é a temperatura do j-ésimo banho térmico.
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4.2 Formalismo Integral

Novamente vamos obter uma fórmula integral para as funções de correlação. Porém,

devido ao potencial anarmônico, a fórmula para Z(t) é um pouco mais complicada.

Como no caso linear, a estratégia é usarmos a solução para o caso mais simples onde

J ≡ 0 e λ ≡ 0. Depois iremos adicionar a interação entre śıtios e o potencial on-site

anarmônico como uma correção usando o teorema de Girsanov, para depois realizar

uma conta perturbativa.

As equações da dinâmica na forma matricial são dadas por

φ̇ = −Aφ − λP ′(φ) + ση, (4.3)

onde A = (A0 + J ) e σ são matrizes 2N × 2N dadas por

A0 =

(
0 −I
M Γ

)
, J =

(
0 0
J 0

)
, σ =

(
0 0

0
√

2ΓT

)
. (4.4)

I é a matriz identidade N ×N ; J é a matriz N ×N para a interação entre os śıtios;

e M, Γ, T são matrizes diagonais N × N dadas por: Mjl = Mδjl, Γjl = ζδjl,

Tjl = Tjδjl. η são rúıdos brancos independentes; P ′(φ) é uma matriz 2N × 1 onde

P ′(φ)j = 0 para j = 1, . . . , N e

P ′(φ)i =
dP(φi−N)

dφi−N

para i = N + 1, . . . , 2N. (4.5)

O teorema de Girsanov nos dá uma medida ρ para o processo (4.3), como uma

correção da medida µC associada ao processo com J ≡ 0 e λ ≡ 0 que já foi resolvido

anteriormente. Mais precisamente: para qualquer conjunto mensurável A, temos

que ρ(A) = E0(1(A)Z(t)), onde E0 é a esperança com respeito a medida µC e 1A é a

função caracteŕıstica e

Z(t) = exp

(∫ t

0

u · dB − 1

2

∫ t

0

u2ds

)
, (4.6)

γ
1/2
i ui = −Jikφk − λP ′(φ)i.

Se compararmos a expressão para γ
1/2
i ui do caso harmônico eq. (2.58) com a ex-

pressão acima, vemos a presença de um termo extra dado por λP ′(φ)i devido ao

potencial anarmônico.
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Repetindo a mesma idéia do caso linear temos de encontrar uma expressão

para Z(t). Note que uidBi pode ser escrito como

uidBi = γ
−1/2
i ui · γ1/2

i dBi = γ
−1/2
i ui ·

(
dφi + A0

ikφkdt
)

(4.7)

=
(
−γ−1

i Jijφj − γ−1
i λP ′(φ)i

) (
dφi + A0

ikφkdt
)
. (4.8)

Na equação acima usamos a expressão (4.3) com J ≡ 0 e λ = 0 para substituirmos

o termo dBi. O próximo passo é substituir os termos com dφi, para isso usaremos a

formula de Itô para as funções

F1(φ(t)) = γ−1
i φi(t)Jijφj(t), e F2(φ(t)) = γ−1

i P ′
i(φ)(t)φi(t).

Dessa forma obtemos as seguinte expressões

γ−1
i Jijφjdφi = dF1 + γ−1

i φiJijA
0
jkφkdt (4.9)

γ−1
i P ′

i(φ(t))dφi = dF2 + λγ−1
i φi(s)P ′′

i (φ)(s)A0
i−N,kφk(s)dt. (4.10)

Na equação acima usamos o fato de dφj = −A0
jkφkdt. Substituindo os termos com

dφi na expressão (4.8) pelas equações (4.10),(4.9) obtemos

∫ t

0

u · dB = −F1(φ(t)) + F1(φ(0)) − λF2(φ(t)) + λF2(φ(0)) +

−
∫ t

0

γ−1
i φi(s)JijA

0
jkφk(s) + φk(s)A

0T

ki γ−1
i Jijφj(s) +

−
∫ t

0

λγ−1
i φi(s)P ′′

i (φ)(s)A0
i−N,kφk(s) + λγ−1

i P ′
i(φ)(s)A0

ikφk(s).

Para 1
2

∫ t

0
u2ds temos a seguinte expressão

1

2

∫ t

0

u2ds =
1

2

∫ t

0

λ2γ−1
i (P ′(φ)i)

2(s)A0
i−N,kφk(s) + λγ−1

i P ′(φ)i(s)Jijφj

Portanto temos a seguinte expressão para Z(t)

Z(t) ≡ exp

(∫ t

0

u · dB − 1

2

∫ t

0

u2ds

)

= exp {−F1(φ(t)) + F1(φ(0)) − λF2(φ(t)) + λF2(φ(0))}

× exp

{
−

∫ t

0

WJ(φ(s))ds −
∫ t

0

λWλ(φ(s))ds −
∫ t

0

λWλJ(φ(s))ds

}
,
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com

F1(φ(t)) = γ−1
i φi(t)Jijφj(t), F2(φ(t)) = γ−1

i P ′(φ)i(t)φi(t), (4.11)

WJ(φ(s)) = γ−1
i φi(s)JijA

0
jkφk(s) + φk(s)A

0T

ki γ−1
i Jijφj(s) +

+
1

2
φj′(s)J T

j′iγ
−1
i Jijφj(s), (4.12)

λWλ(φ(s)) = λγ−1
i φi(s)P ′′

i (φ)(s)A0
i−N,kφk(s) + λγ−1

i P ′
i(φ)(s)A0

ikφk(s) +

+
1

2
λ2γ−1

i (P ′
i(φ))2(s)A0

i−N,kφk(s), (4.13)

λWλJ(φ(s)) = λγ−1
i P ′

i(φ)(s)Jijφj(s). (4.14)

4.3 Fluxo de Calor

Novamente estamos interessados no fluxo de calor. Observando a equação (2.54),

vemos que o fluxo de energia só depende do gradiente de U (2), ou seja, da interação

entre os śıtios. Portanto a formula para fluxo continua a mesma da usada anterior-

mente. Logo temos de calcular a função de correlação de dois-pontos,

〈φu(t)φv(t)〉 = lim
t→∞

∫ t

0

φu(t)φv(t)Z(t)dµC/norm. (4.15)

Expandiremos em primeira ordem em J e λ de forma que termos O(λJ ) serão

desprezados assim como termos O(λ2) e O(J 2).

Vemos que em primeira ordem os termos de ordem J são os mesmos calculados

para o caso linear. Então é suficiente calcular a contribuição dos termos de ordem

λ que é dada por

〈φuφv; Wλ〉 =
〈
φuφv; λγ−1φi(s)P ′′(φ)A0

i−N,kφk(s) + λγ−1
i P ′(φ)iA

0
ikφk(s)

〉
. (4.16)

Por questões de praticidade vamos realizar a conta para um polinômio da

forma P(φ) = a4
4

: φ4 :, onde : : representa o ordenamento de Wick [61] com

respeito à medida Gaussiana µC. Temos de calcular a seguinte função truncada

〈φu(t)φv(t); Wλ〉 =

A︷ ︸︸ ︷〈
φu(t)φv(t); λγ−1φi(s)3a4 : φ2

i−N(s) : A0
i−N,kφk(s)

〉

+
〈
φu(t)φv(t); λγ−1

i a4 : φ3
i−N(s) : A0

ikφk(s)
〉

︸ ︷︷ ︸
B

. (4.17)
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Para calcular esta função truncada usaremos novamente o teorema de Wick, mas

agora temos de lembrar que as contrações dentro do próprio polinômio são zero, pois

estamos considerando o ordenamento de Wick. Usando as expressões para A0 temos

que calcular o termo A dado por

A = −3a4λ

∫
ds

〈
φu(t)φv(t); γ

−1
i φi(s) : φ2

i−N(s) : φi(s)
〉

= −3a4λ

∫
ds

(
4γ−1

i 〈φu(t)φi(s)〉 〈φv(t)φi−N(s)〉 〈φi−N(s)φi(s)〉+

+ 2γ−1
i 〈φu(t)φi(s)〉 〈φv(t)φi(s)〉 〈φi−N(s)φi−N(s)〉 +

+ 4γ−1
i 〈φu(t)φi−N(s)〉 〈φv(t)φi(s)〉 〈φi−N(s)φi(s)〉 +

+ 2γ−1
i 〈φu(t)φi−N(s)〉 〈φv(t)φi−N(s)〉 〈φi(s)φi(s)〉

)
, (4.18)

onde 〈φi−N(s)φi−N(s)〉 = 0, pois estamos considerando o ordenamento de Wick. O

termo B é dado por

B =

∫
ds

〈
φu(t)φv(t); a4λγ−1

i : φ3
i−N(s) : (Mφi−N(s) + ζφi(s))

〉
. (4.19)

Além dos termos Wλ temos que calcular a contribuição do termo de fronteira que é

dado por

〈φu(t)φv(t); F2(t)〉 =
〈
φu(t)φv(t); λγ−1

i : φ3
i−N(t) : φi(t)

〉
. (4.20)

O termo de fronteira F2(0) não contribui devido ao decaimento exponencial da co-

variância. Este termo vai a zero no limite t → ∞.

As integrais que devem ser calculadas são integrais simples, portanto não va-

mos colocar estas contas. Ao somar as contribuições de cada termo obtemos zero.

Logo em primeira ordem de J e λ o fluxo de calor no problema anarmônico é igual

ao do caso harmônico. Essas contas também foram realizadas para um polinômio

a4

4
φ4 sem ordenamento de Wick e o resultado foi o mesmo.

Para o problema anarmônico não é posśıvel justificar a teoria perturbativa

com o mesmo argumento simples que usamos no caṕıtulo 3 para o caso harmônico.

Pois devido ao potencial φ4 o número de grafos é muito grande. Grosseiramente
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falando teŕıamos

∣∣∣∣
∫

φ4n

n!

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1

n!

(4n−1)!!∑

k=1

(CC · · · C︸ ︷︷ ︸
n

)

∣∣∣∣∣∣
≤ 4n!!

n!
|C · · · C| =

2n(2n)!

n!
|C · · · C| , (4.21)

que para n grande nos dá
∣∣∣∣
∫

φ4n

n!

∣∣∣∣ ≤ annn |C · · · C| (4.22)

portanto uma cota do tipo cnjn para o produto das covariâncias não é suficiente

para garantir a convergência.

Mas esperamos desenvolver uma análise perturbativa usando algum tipo de

expansão em “cluster”. Para o caso do modelo não linear com dinâmica estocástica

não conservativa (descrevendo um sistema em contato com banhos térmicos à mesma

temperatura, portanto indo para o equiĺıbrio), um expansão em “cluster”convergente

é apresentada em [59], e o decaimento da função de quatro pontos é estudado em

[62] e [63]: o estudo rigoroso [63] adiciona apenas pequenas correções ao cálculo

perturbativo de primeira ordem [62].



Caṕıtulo 5

O Modelo do Rotor

Existe na literatura um debate sobre o papel da invariância translacional para a

validade da lei de Fourier. Em [32] os autores afirmam que qualquer sistema unidi-

mensional onde o momento é conservado (i.e., o potencial U (1) = 0) possui condu-

tividade térmica anômala. Como vimos, o modelo do rotor surge como um exemplo

de sistema com invariância translacional que obedece à lei de Fourier [13, 21, 22, 23].

As razões para este comportamento ainda não são claras e o papel da conservação

de momento ainda tem de ser esclarecido.

Outro debate recente na literatura [64, 65] é a respeito de uma posśıvel “transição

de fase”no modelo do rotor, onde abaixo de uma certa temperatura cŕıtica Tc este

modelo teria comportamento anômalo e acima de Tc ele passaria à obedecer a lei de

Fourier. Podemos ver na figura (5.1) os resultados obtidos por [22] que mostram o

comportamento da condutividade térmica com o tamanho do sistema para dois va-

lores de temperatura. Já na figura (5.2) mostramos a dependência da condutividade

térmica em relação à temperatura.

Nesse caṕıtulo vamos tratar um modelo bastante similar ao modelo do rotor

na esperança de obtermos algum esclarecimento sobre o assunto. Nossos resultados

foram publicados em [66].

59
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Figura 5.1: Dependência do ln κ com ln N1. Os ćırculos representam os dados para
a temperatura T = 0.2. A reta 2 tem inclinação δ = 0.26. A linha 4 tem inclinação
zero(κ = 318)

Figura 5.2: Dependência da condutividade térmica κ com a temperatura T . O
detalhe apresenta a mesma dependência na escala logaŕıtmica

5.1 Descrição do Modelo

Vamos considerar o modelo dado pelo seguinte Hamiltoniano

H(q, p) =
N∑

j=1

1

2

[
p2

j + Mq2
j

]
+

1

2

N∑

j 6=l=1

λ[1 − cos(ql − qj)], (5.1)
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que exceto pelo termo de massa é igual ao modelo do rotor (lembrando que M não é

a massa real da part́ıcula). O termo de massa é necessário para a nossa abordagem.

As equações da dinâmica são dadas por

dqj = pjdt,

dpj = −∂H

∂qj

dt − ζjpjdt + γ
1/2
j dBj. (5.2)

Observe que agora o termo de acoplamento ζj está variando de śıtio para śıtio.

Reescrevendo estas equações na forma matricial temos

φ̇ = −Aφ − U (2)′ + ση, (5.3)

onde A e σ são matrizes 2N × 2N dadas por

A0 =

(
0 −I
M Γ

)
, σ =

(
0 0

0
√

2ΓT

)
. (5.4)

Como feito para os casos harmônico e anarmônico usaremos a estratégia de

resolver o sistema considerando U (2) = 0, e cada śıtio esta acoplado ao seu banho

térmico. Ou seja, o sistema é descrito por

φ̇ = −A0φ + ση. (5.5)

Como vimos no caṕıtulo (2) a solução desta equação é dada pela equação (2.8). E

sua covariância é dada por (2.12).

Para recuperar a dinâmica completa com a interação U (2) entre os śıtios usa-

remos novamente o teorema de Girsanov. A correção introduzida pelo termo U (2) é

dada por

Z(t) = exp
(∫ t

0
uidBi − 1

2

∫ t

0
u2

i ds
)

, (5.6)

γ1/2ui = −∇i−NU (2), (5.7)

onde ∇k significa a derivada com relação a φk. O próximo passo é encontrar uma

expressão para Z(t) para isso observamos que

ui = −γ
−1/2
i ∇i−NU (2),

uidBi = −γ−1
i ∇i−NU (2)γ

1/2
i dBi. (5.8)
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Usando a equação (5.5) para a dinâmica do sistema obtemos

uidBi = −γ−1
i ∇i−NU (2)

(
dφi + A0

ikφkdt
)
. (5.9)

Daqui para frente consideraremos apenas interações entre primeiros vizinhos. Desta

forma podemos escrever U (2) como

U (2) =
1

2

∑

l

U (2)(φl−1 − φl) + U (2)(φl − φl+1),

portanto

∇i−NU (2) =
(
U (2)′(φj − φj+1) − U (2)′(φj−1 − φj))

)
, (5.10)

onde U (2)′(φj) = dU (2)′/dφj e j = i − N . Como feito anteriormente vamos usar a

fórmula de Itô para eliminar o termo dφi da equação (5.9). Para isso vamos definir

F = γ−1
i (U

(2)′
j,j+1 − U

(2)′
j−1,j)φi, (5.11)

onde usamos a notação U
(2)′

j,j+1 = U (2)′(φj − φj+1). Pela formula de Itô obtemos

dF = γ−1
i (U

(2)′
j,j+1 − U

(2)′
j−1,j)dφi + γ−1

i φi(U
(2)′′
j,j+1(dφj − dφj+1) − U

(2)′′
j−1,j(dφj−1 − dφj)).

(5.12)

Substituindo o termo que contém dφi na eq.(5.9) podemos escrever a seguinte ex-

pressão para
∫ t

0
uidBi

∫ t

0

uidBi = −F (t) + F (0) +

∫ t

0

[
γ−1

i φi(U
(2)′′
j,j+1(dφj − dφj+1) − U

(2)′′
j−1,j(dφj−1 − dφj))+

− γ−1
[
U

(2)′
j,j+1 − U

(2)′
j−1,j

]
A0

ikφk(s)
]
ds. (5.13)

Usando que dφj = φidt obtemos a seguinte expressão

∫ t

0

uidBi = − γ−1
i

[
U

(2)′

j,j+1 − U
(2)′

j−1,j

]
φi(t) + γ−1

i

[
U

(2)′

j,j+1 − U
(2)′

j−1,j

]
φi(0) +

+ γ−1
i

∫ t

0

φi(s)
[
U

(2)′′

j,j+1(φi − φi+1) − U
(2)′′

j−1,j(φi−1 − φi)
]
(s)ds +

− γ−1
i

∫ t

0

[
U

(2)′

j,j+1 − U
(2)′

j−1,j

]
A0

ikφk(s)ds. (5.14)
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O termo −1
2

∫ t

0
u2

i dBi é dado por

−1

2

∫ t

0

u2
i dBi = −γ−1

i

2

∫ t

0

[
U

(2)′

j,j+1 − U
(2)′

j−1,j

]2

ds. (5.15)

Portanto a correção Z(t) é dada por

Z(t) = exp

[∫ t

0

uidBi +
1

2

∫ t

0

u2
i ds

]
= exp(−F (t) + F (0) + W1 + W2 + W3) (5.16)

onde

F = γ−1
[
U

(2)′

j,j+1 − U
(2)′

j−1,j

]
φi(t), (5.17)

W1 = γ−1

∫ t

0

φi(s)
[
U

′′

j,j+1(φi − φi+1) − U
′′

j−1,j(φi−1 − φi)
]
(s)ds, (5.18)

W2 = −γ−1

∫ t

0

[
U

(2)′

j,j+1 − U
(2)′

j−1,j

]
A0

ikφk(s)ds, (5.19)

W3 = −1

2

∫ t

0

[
U

(2)′
j,j+1 − U

(2)′
j−1,j

]2

(s)ds. (5.20)

O termo W3 será desprezado, pois estamos considerando acoplamento fraco entre os

śıtios e este termo nos dá uma correção de segunda ordem.

Usando a equação (2.54) para o fluxo de calor entre os śıtios temos

Fv,v+1 =

〈
U

(2)′

v,v+1

(φu + φu+1)

2

〉
, onde u = v + N, (5.21)

ou seja, queremos calcular o seguinte valor médio no estado estacionário

lim
t→∞

1

2

∫
U

(2)′

v,v+1(φu + φu+1)Z(t)dµC∫
Z(t)dµC

. (5.22)

Reescrevendo Z(t) = e−λW e considerando λ pequeno observamos que em primeira

ordem em λ o fluxo de calor é dado por

Fv,v+1 = 〈Ω〉 − 〈Ω; λW 〉 + O(λ2), (5.23)

onde Ω = U
(2)′

v,v+1(φu + φu+1)/2. O termo 〈Ω〉 = 0, pois o potencial U (2) depende

apenas da posição, isto é, de φv e φv+1. Já o segundo termo de Ω só depende do
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momento, isto é, de φu e φu+1. Porém a medida Gaussiana µC dada por (2.12) não

conecta termo de momento com posição em tempos iguais, isto é, Cu,v(t, t) = 0.

Vamos escrever explicitamente a contribuição de cada termo para o fluxo de

calor. A contribuição do termo de fronteira é dada por

〈Ω; F 〉 = γ−1
〈
U

(2)′
v,v+1(φu + φu+1)(t);

[
U

(2)′
j,j+1 − U

(2)′
j−1,j

]
φi(t)

〉

= γ−1
i

〈
U

(2)′
v,v+1φu(t); U

(2)′
j,j+1φi(t)

〉
+

+ γ−1
i

〈
U

(2)′
v,v+1φu+1(t); U

(2)′
j,j+1φi(t)

〉
+

− γ−1
i

〈
U

(2)′
v,v+1φu+1(t); U

(2)′
j−1,jφi(t)

〉
+

− γ−1
i

〈
U

(2)′
v,v+1φu(t); U

(2)′
j−1,jφi(t)

〉
. (5.24)

A contribuição do termo W1 é dada por

〈Ω; W1〉 =
γ−1

i

2

∫ t

0

ds
〈
U

(2)′
v,v+1(φu + φu+1)(t); φi(s)

[
U

′′

j,j+1(φi − φi+1) − U
′′

j−1,j(φi−1 − φi)
]
(s)

〉

=
γ−1

i

2

∫ t

0

ds
〈
U

(2)′
v,v+1φu(t); φi(s)U

′′

j,j+1φi(s)
〉

+

+
γ−1

i

2

∫ t

0

ds
〈
U

(2)′
v,v+1φu+1(t); φi(s)U

′′

j,j+1φi(s)
〉

+

− γ−1
i

2

∫ t

0

ds
〈
U

(2)′
v,v+1φu(t); φi(s)U

′′

j,j+1φi+1(s)
〉

+

− γ−1
i

2

∫ t

0

ds
〈
U

(2)′
v,v+1φu+1(t); φi(s)U

′′

j,j+1φi+1(s)
〉

+

− γ−1
i

2

∫ t

0

ds
〈
U

(2)′
v,v+1φu(t); φi(s)U

′′

j−1,jφi−1(s)
〉

+

− γ−1
i

2

∫ t

0

ds
〈
U

(2)′
v,v+1φu+1(t); φi(s)U

′′

j−1,jφi−1(s)
〉

+

+
γ−1

i

2

∫ t

0

ds
〈
U

(2)′
v,v+1φu(t); φi(s)U

′′

j−1,jφi(s)
〉

+

+
γ−1

i

2

∫ t

0

ds
〈
U

(2)′
v,v+1φu+1(t); φi(s)U

′′

j−1,jφi(s)
〉

(5.25)
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A contribuição do termo W2 é dada por

〈Ω; W2〉 =
γ−1

i

2

∫ t

0

ds
〈
U

(2)′
v,v+1(φu + φu+1)(t);

[
U

(2)′

j,j+1 − U
(2)′

j−1,j

]
(Mφj(s) + ζiφi(s))

〉

=
γ−1

i M

2

〈
U

(2)′
v,v+1φu(t); U

(2)′

j,j+1φj(s)
〉

+

+
γ−1

i M

2

〈
U

(2)′
v,v+1φu+1(t); U

(2)′

j,j+1φj(s)
〉

+

− γ−1
i M

2

〈
U

(2)′
v,v+1φu(t); U

(2)′

j−1,jφj(s)
〉

+

− γ−1
i M

2

〈
U

(2)′
v,v+1φu+1(t); U

(2)′

j−1,jφj(s)
〉

+

+
γ−1

i ζi

2

〈
U

(2)′
v,v+1φu(t); U

(2)′

j,j+1φi(s)
〉

+

+
γ−1

i ζi

2

〈
U

(2)′
v,v+1φu+1(t); U

(2)′

j,j+1φi(s)
〉

+

− γ−1
i ζi

2

〈
U

(2)′
v,v+1φu(t); U

(2)′

j−1,jφi(s)
〉

+

− γ−1
i ζi

2

〈
U

(2)′
v,v+1φu+1(t); U

(2)′

j−1,jφi(s)
〉

(5.26)

Até este ponto o formalismo que foi usado serve para qualquer potencial de in-

teração U (2) entre vizinhos próximos. Daqui para frente trataremos o caso espećıfico

do modelo do rotor, U (2)(·) = λ(1 − cos(·)). Para este potencial temos

U ′
v,v+1 = λsen(φv+1 − φv) =

λ

2i

[
ei(φv+1−φv) − e−i(φv+1−φv)

]

U ′′
v,v+1 = λcos(φv+1 − φv) =

λ

2

[
ei(φv+1−φv) + e−i(φv+1−φv)

]
(5.27)

Para o cálculo da contribuição do termo W1 para o fluxo de calor temos de

calcular o seguinte termo chave

γ−1

2

∫ t

0

〈
U ′

v,v+1(t)φũ(t); φi(s)U
′′
j,j+1φı̃(s)

〉
. (5.28)

Usando as expressões para U ′ e U ′′ podemos reescrever este termo chave como

γ−1

4i

∫ t

0

〈[
ei(φv+1−φv) − e−i(φv+1−φv)

]
φũ(t); φi(s)

[
ei(φj+1−φj) + e−i(φj+1−φj)

]
φı̃

〉
,

(5.29)
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que vamos reescrever como

γ−1

4i

∫ t

0

ds
(〈

ei(φv+1−φv)φũ(t); φi(s)e
i(φj+1−φj)φı̃

〉
+

+
〈
ei(φv+1−φv)φũ(t); φi(s)e

−i(φj+1−φj)φı̃

〉

−
〈
e−i(φv+1−φv)φũ(t); φi(s)e

i(φj+1−φj)φı̃

〉

−
〈
e−i(φv+1−φv)φũ(t); φi(s)e

−i(φj+1−φj)φı̃

〉)
. (5.30)

Para cada um dos quatro termos acima (a, b, c, d) usaremos a seguinte notação de

indices

a =






h1 = hv+1(t) = +1
h2 = hv(t) = −1
h3 = hu(t)
h4 = hi(s)
h5 = hj+1(s) = +1
h6 = hj(s) = −1
h7 = hı̃(s)

b =






h1 = hv+1(t) = −1
h2 = hv(t) = +1
h3 = hu(t)
h4 = hi(s)
h5 = hj+1(s) = −1
h6 = hj(s) = +1
h7 = hı̃(s)

c =






h1 = hv+1(t) = −1
h2 = hv(t) = +1
h3 = hu(t)
h4 = hi(s)
h5 = hj+1(s) = +1
h6 = hj(s) = −1
h7 = hı̃(s)

d =






h1 = hv+1(t) = −1
h2 = hv(t) = +1
h3 = hu(t)
h4 = hi(s)
h5 = hj+1(s) = −1
h6 = hj(s) = +1
h7 = hı̃(s)

(5.31)

Portanto o termo chave que queremos calcular é dado pela soma dos termos (a, b, c, d),

que com a notação acima podem ser escritos da seguinte forma geral

γ−1

4i

∫ t

0

ds
〈
ei(h1+h2)·φ(h3 · φ); (h4 · φ)ei(h5+h6)·φ(h7 · φ)

〉
(5.32)

onde h · φ = hkφk. Para cada um dos termos (a, b, c, d) temos de usar o conjunto de

ı́ndices apropriados dados acima.

É fácil ver que a equação (5.32) pode ser escrita como a seguinte derivada

1

i3
∂3

∂h7∂h4∂h3

(∫
ei(h1+h2+ ··· h6+h7)·φdµc−

∫
ei(h1+ ··· h3)·φdµc

∫
ei(h4+ ··· +h7)·φdµc

)∣∣∣∣
h3=h4=h7=0

. (5.33)
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Daqui para frente vamos omitir o fator γ−1
i /4.

Sabemos que a medida µC é uma medida Gaussiana de média zero e covariância

C dada por (2.12) portanto

E[eihφ] = exp

[
−1

2

∑

j,k

hjCjkhk

]

onde Cjk é o elemento j, k da matriz covariância. A prova deste fato pode ser

encontrada no apêndice B.

Portanto o termo chave que queremos calcular é o seguinte

∂3

∂h7∂h4∂h3

{
e−

1
2
(h1+···+h7)C(h1+···+h7)

−e
1
2
(h1+···+h3)C(h1+···+h3)e

1
2
(h4+···+h7)C(h4+···+h7)

}
. (5.34)

Efetuando as derivadas da primeira exponencial obtemos

∂

∂h3

→ −1

2
(C3···h124567 + h124567C···3) e

1
2
h124567Ch124567 , (5.35)

∂2

∂h4∂h3

→ −C34e
− 1

2
(h12567Ch12567) + C3···h12567C4···h12567e

− 1
2
h12567Ch12567 . (5.36)

Usando as simetrias da matriz de covariância C3· = C·3 obtemos para a terceira

derivada

∂3

∂h7∂h4∂3

→ {−C34C7···h1256 + C37C4···h1256 + C3···h1256C47 − C3···C4···h1256C7···h1256} e−
1
2
h1256Ch1256 .

(5.37)

Estamos usando a seguinte notação Ck···hlmn = Ckl + Ckm + Ckn. Observamos que

para a segunda exponencial da eq. (5.34) temos as seguintes derivadas

∂

∂h3

→ −C3···h12e
1
2
h12Ch12e−

1
2
h567Ch567 (5.38)

∂2

∂h4∂h3

→ C3···h12C4···h567e
− 1

2
h12Ch12e−

1
2
Ch567 , (5.39)

∂3

∂h7∂h4∂h3

→ [C3···h12C47 − C3···h12C4···h56C7···h56] e
− 1

2
h12Ch12e−

1
2
h56Ch56 . (5.40)
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Nota-se que este termo é zero ao usarmos as simetrias da matriz covariância. Isto

já era esperado pois pois 〈Ω〉 = 0, já que Ω = U ′
v,v+1(φu + φu+1), U ′ depende de φv

e φv+1 e a medida Gaussiana C(t, t) não conecta i > N a j ≤ N .

Esta é a forma geral do termo chave que devemos calcular. Para cada um do

oito termos da equação (5.25) (I a V III) devemos fazer a identificação correta dos

indices 1, 2, · · · , multiplicar pelo sinal apropriado e calcular os termos (a, b, c, d).

Para o termo W2 temos dois termos chave que são

−γ−1
i

2
M

〈
U ′

v,v+1φũ(t); U
′
j,j+1φj(s)

〉
, (5.41)

e

−γ−1
i

2
ζi

〈
U ′

v,v+1φũ(t); U
′
j,j+1φi(s)

〉
. (5.42)

Usando as expressões (5.27) para U ′ temos

= −1

4

〈[
eiφv+1(t)e−iφv(t) − e−iφv+1(t)e+iφv(t)φu(t);

eiφj+1(s)e−iφj(s) − e−iφj+1(s)e+iφj(s)φ̃(s)
]〉

(5.43)

onde substitúımos os ı́ndices i e j por ̃ para valores ̃ > N estamos no segundo

caso para valores ≤ N estamos no primeiro caso. Novamente vamos separar esta

expressão em quatro termos (a, b, c, d) e usaremos as seguinte notação

a =






h1 = hv+1(t) = +1
h2 = hv(t) = −1
h3 = hu(t)
h4 = hj+1(s) = +1
h5 = hj(s) = −1
h6 = hj(s)

b =






h1 = hv+1(t) = −1
h2 = hv(t) = +1
h3 = hu(t)
h4 = hj+1(s) = +1
h5 = hj(s) = −1
h6 = hj(s)

c =






h1 = hv+1(t) = +1
h2 = hv(t) = −1
h3 = hu(t)
h4 = hj+1(s) = −1
h5 = hj(s) = +1
h6 = hj(s)

d =






h1 = hv+1(t) = −1
h2 = hv(t) = +1
h3 = hu(t)
h4 = hj(s) = −1
h5 = hj+1(s) = +1
h6 = hj(s)

Observamos que os termos (a, b, c, d) são dados pela seguinte derivada

1

i2
∂

∂h6∂h3

(∫
ei(h1+ ··· h6)·φdµc−

∫
ei(h1+ ··· h3)·φdµc

∫
ei(h4+ ··· +h6)·φdµc

)∣∣∣∣
h3=h60

.
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Devido às propriedades das medidas Gaussianas temos
∫

eih12···6·φdµC −
∫

eh123·φdµC

∫
eh456·φdµC = e−

1
2
h12···6Ch12···6 − e−

1
2
h123Ch123e−

1
2
h456Ch456 ,

ou seja, o termo chave que queremos calcular é o seguinte

− ∂2

∂h6∂h3

(
e−

1
2
h12···6Ch12···6 − e−

1
2
h123Ch123e−

1
2
h456Ch456

)∣∣∣
h3=h6=0

. (5.44)

Efetuando as derivadas temos

∂2

∂h6h3

∣∣∣∣
h3=h6=0

→ (−C36 + C3···h1245C6···h1245)e
− 1

2
h1245Ch1245 +

−(C3···h12)(C6···h45)e
− 1

2
h12C12e−

1
2
h45Ch45 (5.45)

Agora vamos realizar a conta para os regimes de baixa e de alta temperatura.

5.1.1 Regime de baixa temperatura

Nesse regime vamos considerar T pequeno, podemos ver das expressões (2.12) para a

covariância que C ∝ T , portanto vamos desprezar termos de O(C3). Vamos começar

reescrevendo o termo chaves para termo o W1

∂3

∂h7∂h4∂3

→ {−C34C7···h1256 + C37C4···h1256 + C3···h1256C47 − C3···C4···h1256C7···h1256} e−
1
2
h1256Ch1256 .

Neste termo devemos desprezar os termo O(C3) e considerar exp(Cαβ) ≈ 1. Portanto

temos o seguinte termo chave

1

4

γ−1
i

2

∫ t

0

C34C7···h1256 + C37C4···h1256 + C47C3···h1256 (5.46)

usando a eq. (2.12) para a covariância observamos que C31 = C32 = 0. Usando a

convenção de sinais (5.31) podemos escrever cada um dos termos (a, b, c, d) levando

em consideração o sinal de h

a) C34[C71 − C72 + C75 − C76] b) C34[C71 − C72 − C75 + C76]
C37[C41 − C42 + C45 − C46] C37[C41 − C42 − C45 + C46]
C47[C35 − C36] C47[−C35 + C36]

c) C34[C71 − C72 − C75 + C76] d) C34[C71 − C72 + C75 − C76]
C37[C41 − C42 − C45 + C46] C37[C41 − C42 + C45 − C46]
C47[−C35 + C36] C47[C35 − C36]
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somando a + b + c + d obtemos

γ−1
i

2
(C34(C71 − C72) + C37(C41 − C42)) (5.47)

vemos que isto acontece para cada um dos oito termo (I · · ·V III) da expressão

(5.25), exceto por 4 deles que tem um sinal −1 multiplicando, obviamente com a

identificação correta dos ı́ndices 3, 4, 5, 6, 7. Da equação (5.47) vemos que o termo

t́ıpico que devemos calcular é o seguinte:

limt→∞

∫ t

0
Cui(t, s)Cvı̃(t, s)ds

=
∫ t

0
e−

u
2
(ζi+ζı̃)

[
cosh(uρi) − ζi

2ρi
senh(uρi)

]
senh(uρı̃)

ρı̃
TvTuδu,iδv+1,̃ı (5.48)

onde ı̃ = i ou i+1 ou i−1 dependendo de qual dos oito termos esta sendo considerado.

Calculando cada termo dessa integral obtemos

lim
t→∞

∫ t

0

e−
(t−s)

2
(ζi+ζı̃) cosh((t − s)ρi)senh((t − s)ρı̃)/ρı̃ds

=
1

2ρı̃

(
(ρi + ρı̃)(

ζi+ζı̃

2

)2 − (ρi + ρı̃)2
− (ρi − ρı̃)(

ζi+ζı̃

2

)2 − (ρi − ρı̃)2

)
(5.49)

lim
t→∞

∫ t

0

ζi

2ρiρı̃

e−
(t−s)

2
(ζi+ζı̃)senh((t − s)ρi)senh((t − s)ρı̃)

=
ζ

8ρiρı̃

(
(ζi + ζı̃)(

ζi+ζı̃

2

)2 − (ρi + ρı̃)2
− (ζi + ζı̃)(

ζi+ζı̃

2

)2 − (ρi − ρı̃)2

)
(5.50)

portanto temos

lim
t→∞

∫ t

0

Cui(t, s)Cvı̃(t, s)ds =
ρı̃

M
(ζ2

ı̃ − 4ρ2
ı̃ − ζ2

ı − 4ρ2
ı ). (5.51)

Usando o fato que ζ2
ı −4ρ2

ı = 4M , obtemos que essa integral é zero logo a contribuição

do termo W1 para o fluxo de calor é zero.

Vamos passar para a contribuição do termo W2, neste caso temos de considerar

o seguinte termo chave

∂2

∂h6h3

∣∣∣∣
h3=h6=0

→ (−C36 + C3···h1245C6···h1245)e
− 1

2
h1245Ch1245 . (5.52)
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Observe que na expressão acima temos um termo de ordem C. Neste caso

devemos considerar exp [Cαβ] ≈ 1 + Cαβ, o que nos leva à seguinte expressão

[C34 + C35][C61 + C62 + C64 + C65] − C36

[
1 − 1

2
Cαβ

]
. (5.53)

Vamos escrever explicitamente cada um dos termos (a, b, c, d) usando os ı́ndices

1 · · · 6 dados pelo termo I da eq. (5.26):

Termo I-a

−
γ−1

̃

8
M

[
1

2
Cũ (Cv+1,v+1(t, t) + Cv,v(t, t) + Cj+1,j+1(s, s) + Cjj(s, s)+

2Cv+1,j+1(t, s) − 2Cv+1,̃(t, s) − 2Cv,j+1(t, s) + 2Cv,j(t, s)) +

+ (Cu,j+1(t, s) − Cu,j(t, s)) (C̃,v+1(s, t) − C̃(s, t) + C̃,j+1(s, s) − C̃,j(s, s))] (5.54)

Termo I-b

−
γ−1

̃

8
M

[
−1

2
Cũ (Cv+1,v+1(t, t) + Cv,v(t, t) + Cj+1,j+1(s, s) + Cjj(s, s)+

−2Cv+1,j+1(t, s) + 2Cv+1,̃(t, s) + 2Cv,j+1(t, s) − 2Cv,j(t, s)) +

− (Cu,j+1(t, s) − Cu,j(t, s)) (−C̃,v+1(s, t) + C̃(s, t) + C̃,j+1(s, s) − C̃,j(s, s))] (5.55)

Termo I-c

−
γ−1

̃

8
M

[
−1

2
Cũ (Cv+1,v+1(t, t) + Cv,v(t, t) + Cj+1,j+1(s, s) + Cjj(s, s)+

−2Cv+1,j+1(t, s) + 2Cv+1,̃(t, s) + 2Cv,j+1(t, s) − 2Cv,j(t, s)) +

− (Cu,j+1(t, s) − Cu,j(t, s)) (C̃,v+1(s, t) − C̃(s, t) − C̃,j+1(s, s) + C̃,j(s, s))] (5.56)

Termo I-d

−
γ−1

̃

8
M

[
1

2
Cũ (Cv+1,v+1(t, t) + Cv,v(t, t) + Cj+1,j+1(s, s) + Cjj(s, s)+

+2Cv+1,j+1(t, s) − 2Cv+1,̃(t, s) − 2Cv,j+1(t, s) + 2Cv,j(t, s)) +

(−Cu,j+1(t, s) + Cu,j(t, s)) (−C̃,v+1(s, t) + C̃(s, t) − C̃,j+1(s, s) + C̃,j(s, s))] (5.57)

somando (a + b + c + d) temos

γ̃

2
M {Cũ(t, s)(Cv+1,j+1(t, s) − Cv+1,j(t, s) − Cv,j+1(t, s) + Cv,j(t, s))

+(Cu,j+1(t, s) − Cu,j(t, s))(Cv+1̃ − Cv(t, s))} (5.58)
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portanto temos de calcular os seguintes termos chave

lim
t→∞

∫ t

0

Cu,̃(t, s)Cv,(t, s), (5.59)

e

lim
t→∞

∫ t

0

Cu,j(t, s)Cv,̃(t, s), (5.60)

para os seguintes casos ̃ > N e ̃ ≤ N

Vamos começar calculando a o termo chave da eq. (5.59) para ̃ > N . Nesse

caso a integral que queremos calcular é a seguinte

lim
t→∞

∫ t

0

e−
(t−s)

2
(ζi+ζj)

(
cosh((t − s)ρ) − ζ

2ρ̃

senh((t − s)ρ)

)

×
(

cosh((t − s)ρ) +
ζ

2ρ̃

senh((t − s)ρ)

)
ds

realizando essa conta obtemos

TuTv

M(ζu + ζv)
δũδv,j. (5.61)

Para o caso de ̃ ≤ N temos o seguinte resultado

−TuTvζv

M2(ζu + ζv)
δu,̃δv,j. (5.62)

Para a equação (5.60) no caso de ̃ > N temos o seguinte resultado

TuTv

M(ζu + ζv)
δujδṽ. (5.63)

O resultado para caso no qual ̃ ≤ N é dado por (5.62).

Usando estes resultado para calcular cada um dos 8 termos da equação (5.26)

temos

〈Ω; W2〉 =
λ2Tv+1

4M(ζu + ζv+1)

(
ζv+1

ζv

− 1

)
− λ2Tv

4M(ζu+1 + ζv)

(
ζv

ζu+1

− 1

)
(5.64)

Os termos de fronteira são iguais os termos com ζ do termo W2 se fizermos

ζ = 1 e colocarmos C(t, t) no lugar de C(t, s). Teremos o seguinte resultado para
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cada um dos termos (I, II, III, IV ) da eq.(5.24)

I = − λ2

4Mζu

(Tv+1 + Tv)

II =
λ2

4Mζu+1

Tv+1

III = − λ2

4Mζu

Tv

IV =
λ2

4Mζu+1

(Tv+1 + Tv) (5.65)

somando obtemos a seguinte contribuição para o termo de fronteira

〈Ω; F 〉 =
λ2

4M
Tv

(
− 1

ζu

+
2

ζu+1

)
+

λ2

4M
Tv

(
− 2

ζu

+
1

ζu+1

)
(5.66)

Somando todas as contribuições temos

Fv→v+1 =
λ2

2M(ζv+1 + ζv)

[
ζv

ζv+1

Tv+1 −
ζv+1

ζv

Tv

]
(5.67)

Voltaremos nesta expressão quando formos discutir a lei de Fourier.

5.1.2 Regime de Alta Temperatura

Para o regime de alta temperatura iremos usar o método de Laplace [67] para obter-

mos o comportamento assintótico de integrais da forma
∫ t

0
f(s)e−g(s)ds. Uma pe-

quena descrição do método de laplace pode ser encontrada no apêndice B.

Vamos começar escrevendo explicitamente as contribuições do termo W1. Cada

um dos oito termos (I, · · · , V III) da equação (5.26), se desdobra em quatro termos

(a, b, c, d) como antes.

Os termo do tipo a tem a seguinte forma geral

γ−1
i

8
{ C34[C71 − C72] + C37[C41 − C42] + C47[C35 − C36] + [C35 − C36][C41 − C42][C71 − C72]} ×

× exp

(
−1

2
(C11 + C22 + C55 + C66 + 2C15 − 2C16 − 2C25 + 2C26)

)
, (5.68)

bastando fazer a identificação correta do indices 1, 2 · · · dependendo de qual termo

está sendo considerado.
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Já os termos do tipo b tem a seguinte forma geral

γ−1
i

8
{ C34[C71 − C72] + C37[C41 − C42] + C47[C36 − C35] + [C36 − C35][C41 − C42][C71 − C72]} ×

× exp

(
−1

2
(C11 + C22 + C55 + C66 − 2C15 + 2C16 + 2C25 − 2C26)

)
. (5.69)

Os termos d e c são iguais aos termos a e b, respectivamente.

Antes de calcularmos cada termo vamos fazer algumas observações sobre o

método de Laplace. As integrais a serem calculadas são da forma
∫ t

0
f(s)e−Tg(s),

estamos interessados no comportamento assintótico destas integrais no limite de

T → ∞. E importante observar que g(s) possui em geral vários mı́nimos, portanto

no limite de T → ∞ a maior contribuição para esta integral vem de regiões na

vizinhança destes mı́nimos. Mas como estamos interessado no estado estacionário

do sistema iremos tomar um limite de t → ∞ portanto os mı́nimos de g(s) que não

são em s = t vão produzir termos que decaem exponencialmente no tempo portanto

não contribuem para a integral. Logo apenas os mı́nimos em s = t vão contribuir

para o comportamento assintótico.

Para os termos a e d temos de procurar os mı́nimos em s = t. Estes mı́nimos

ocorrem quando j = v + 1 ou j = v − 1, nessa situação temos que g(s) tem o

comportamento apresentado no gráfico (5.3), observe que em u = t − s = 0, g(u)

é diferente de zero portanto ao usarmos o método de Laplace vamos obter termos

com um decaimento exponencial da forma e−g(0).

Vamos calcular a contribuição de cada um dos 32 termos do termo W1, para

simplificar vamos nomear cada termo da seguinte forma aI que quer dizer a con-

tribuição a do termo I da eq. (5.25). Para facilitar o entendimento vamos começar

calculando apenas a contribuição dos termos O(C2). A contribuição do primeiro

termo do tipo a é dada por

aI =
γ−1

8

∫ t

0

ds {[C34(C71 − C72) + C37(C41 − C42) + C47(C35 − C36)]

e−1/2M(Tv+1+Tv+Tj+1+Tj)+Cv+1,j+1−Cv+1,j−Cv,j+1+Cv,j)
}

. (5.70)

Os termos dominantes serão j = v−1 ou j = v+1 pois desta forma o argumento da

exponencial terá um mı́nimo em s = t. Vemos que para o termo aI apenas j = v−1
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Figura 5.3: Comportamento da função g(s) (argumento da exponencial) para ter-
mos do tipo a

contribui assim ficamos com a integral

γ−1
i

8

∫ t

0

Ci,i(s, s)Cu,j+1(t, s)e
1/2M(Tv+1+Tv+Tj+1+Tj)−Cv+1,v+1 . (5.71)

Usando o método de Laplace até o termo de segunda ordem pois a primeira ordem

é zero temos

− λ2

16ζu−1

exp

[
−1

2

(
Tv+1

M
+

Tv−1

M

)]
. (5.72)

Na figura abaixo plotamos o comportamento do argumento dessa integral para

dois perfis de temperatura linear T2 = 6T1. Nessa figura observamos que a medida

que T fica grande apenas as regiões próximas do zero contribuem para a integral.

Para o termo aII temos

γ−1
i

8

∫ t

0

[Cu+1,i(Ci,v+1 − Ci,v) + Cu+1,i(Ci,v+1 − Ci,v) + Cii(Cu+1,j+1 − Cu+1,j)]

×e( 1
2
(

Tv+1
M

+Tv
M

+
Tj+1

M
+

Tj

M
+2Cv+1,j+1(t,s)−2Cv+1,j(t,s)−Cv,j+1(t,s)+2Cv,j(t,s))ds (5.73)

podemos ver da expressão acima que só nos interessa o caso em j = v +1. Portanto



Caṕıtulo 5. O Modelo do Rotor 76

–0.1

0

0.1

0.2

0.3

2 4 6 8 10

u

Figura 5.4: Argumento da integral (5.71) para dois perfis de temperatura T1 e T2

onde T1 = 6T2 observe que a medida que T cresce apenas as regiões próximas de 0
contribuem para a integral

ficamos com a seguinte integral

aII =
γ−1

i

8

∫ t

0

ds {[2Cu+1,i(t, s)Cv+1,i(t, s) − Ci,i(s, s)Cu+1,j(t, s)] ×

exp

[
−1

2

(
Tv+2

M
+

Tv

M
+ 2Tv+1 − 2Cv+1,v+1(t, s)

))}
(5.74)

usando o método de Laplace para a integral acima obtemos

3λ2

16ζu+1

exp

[
−1

2

(
Tv+2

M
+

Tv

M

)]
. (5.75)
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Para o termo aIII temos

aIII = −γ−1
i

8

∫ t

0

ds {[Cu,i(t, s)(Ci+1,v+1(t, s) − Ci+1,v(s, t))+

+ Cu,i+1(t, s)(Ci,v+1(s, t) − Ci,v(s, t))

+ Ci,i+1(s, s)(Cu,j+1(t, s) − Cu,j(t, s))] exp(A)} , (5.76)

onde exp(A) é a mesma exponencial que aparece na eq. (5.73). Observe que este

termo não contribui pois somente para i = u este termo é diferente de zero. Nesse

caso A não possui um mı́nimo em s = t portanto a contribuição desse termo vai a

zero no limite de t → ∞. Os demais indices são zero usando que a matriz covariância

é diagonal por blocos.

Os termos aIV · · · aV I não contribuem pela mesma razão, a contribuição do

termo aV II é dada por

aV II =
γ−1

i

8

∫ t

0

ds {[2Cu+1,i(t, s)(Cv+1,i(t, s) − Ci,v) + Cu+1,i(Ci,v+1 − Ci,v)

+ Ci,i(s, s)(Cu+1,j+1(t, s) − Cu+1,j)] exp(A)} , (5.77)

e ao aplicar o método de Laplace obtemos

aV II = − 3λ2

16ζu

exp

[
−1

2

(
Tv+1

M
+

Tv−1

M

)]
. (5.78)

O termo aV III é dado por

aV III =
γ−1

i

8

∫ t

0

ds {[2Cu+1,i(t, s)(Cv+1,i(t, s) − Ci,v) + Cu+1,i(Ci,v+1 − Ci,v)

+ Ci,i(s, s)(Cu+1,j+1(t, s) − Cu+1,j)] exp(A)} , (5.79)

e usando o método de Laplace obtemos

aV III =
λ2

16ζu+2

exp

[
− 1

2M
(Tv+2 + Tv)

]
. (5.80)

Somando todos os termos temos obtemos

aW1 =
λ2

16

[
3

ζu+1

+
1

ζu+2

]
exp

[
− 1

2M
(Tv+2 + Tv)

]

= −λ2

16

[
3

ζu

+
1

ζu−1

]
exp

[
− 1

2M
(Tv+1 + Tv−1)

]
(5.81)
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para a contribuição dos temos do tipo a de W1.

Ainda temos de calcular a contribuição dos termos de O(C3) que não levamos

em consideração nas expressões acima. O cálculo deste termo é bastante similar ao

procedimento anterior, portanto não vamos executar as contas passo a passo. Para

estes termos temos de calcular os termos 4a
¯ ordem no método de Laplace pois todos

os outros termos são zero já que f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0.

Para estes termos obtemos

− 2λ2

16ζu+1

exp

[
−1

2

(
Tv+2

M
+

Tv

M

)]
+

2λ2

16ζu

exp

[
−1

2

(
Tv+1

M
+

Tv−1

M

)]
. (5.82)

Vamos passar para a contribuição do tipo a para o termo W2. Lembrando que

W2 pode ser escrito da seguinte forma geral

− γ̃

16

{
±M
±ζ

}
(−C36 + C3···h45C6···h1245) exp

[
−1

2
h1245Ch1245

]
(5.83)

novamente vamos aplicar o método de Laplace para cada um dos 8 termos da eq.

(5.26), o procedimento é o mesmo do anterior e vamos obter a seguinte expressão
(

λ2

16ζu+2

− λ2M

ζu+1Tu+1

)
exp

[
− 1

2M
(Tu+2 + Tu)

]
−

(
λ2

16ζu−1

− λ2M

ζuTu

)
exp

[
− 1

2M
(Tu+1 + Tu−1

]
.

Note que na equação acima temos um termo da ordem 1/T portanto este termo será

desprezado.

Os termos de fronteira são diretos pois neste caso não temos de usar o método

de Laplace este termos são dados por

λ2

16ζu+1

exp

[
−1

2

(
Tv+2

M
+

Tv

M

)]
− λ2

16ζu

exp

[
−1

2

(
Tv+1

M
+

Tv−1

M

)]
. (5.84)

Somando todas estas contribuições obtemos que contribuição total dos termo

do tipo a é dada por

Fa =
λ2

16
exp

[
−1

2

(
Tv+2

M
+

Tv

M

)][
2

ζu+1

+
1

ζu+2

]
+

− λ2

16
exp

[
−1

2

(
Tv+1

M
+

Tv−1

M

)][
2

ζu

+
1

ζu−1

]
. (5.85)

Como vimos para os termos do tipo a nunca é posśıvel cancelar o argumento

da exponencial. Portanto ao usarmos o método de Laplace sempre obtemos termos
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que possuem um decaimento exponencial em T . Como veremos estes termos são

sub dominantes em relação aos termos b porém para ζ constante a contribuição dos

termos b é zero.

Na figura (5.5) mostramos o argumento da integral para a contribuição do

termo W2 do tipo b observe que g(0) = 0, portanto ao usarmos o método de Laplace

para os termo do tipo b não teremos o fator e−g(0).

0
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2.5

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

u

Figura 5.5: Comportamento da função g(s) (argumento da exponencial) para ter-
mos do tipo b

Novamente o procedimento é o mesmo do anterior, primeiro localizamos quais

termos possuem mı́nimos em s = t, no caso dos termos tipo b sempre vamos ter

g(0) = 0, i.e., o argumento da exponencial é zero. Para os termos O(C2) do termo

W1 obtemos:

λ2

16(Tu + Tu+1)

[
Tu+1

(
3ζu + ζu+1

ζu+1ζu

)
− Tu

(
3ζu+1 + ζu

ζu+1ζu

)]
. (5.86)
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Para o termos O(C3) obtemos

λ2

8

(
T 2

u − T 2
u+1

)

(Tu + Tu+1)2ζu+1

+
λ2

8

(
T 2

u − T 2
u+1

)

(Tu + Tu+1)2ζu

. (5.87)

Para o termo W2 obtemos

λ2M

16(Tu + Tu+1)

(
1

ζu+1

− 1

ζu

)
. (5.88)

Observe que este resultado é da ordem O(1/T ) portanto ele é subdominante com-

parado aos outros e será desprezado.

Para o termo de fronteira obtemos

λ2

16

(
1

ζu+1

− 1

ζu

)
. (5.89)

Somando todos os termos obtemos

λ2

8(Tu + Tu+1)

((
Tu+1

ζu+1

− Tu

ζu

)
−

(
Tu+1

ζu

− Tu+1

ζu

))
. (5.90)

Observe que ao fazermos ζi = ζ, ∀ i esse termo é zero.

Se colocarmos os ζ variando lentamente dentro do sistema e indo a zero para

os śıtios interiores como mostrado na figura (5.6). Esperamos que o sistema se

comporte como um sistema com reservatórios apenas na extremidade.

Figura 5.6: Perfil onde ζi varia lentamente e vai a zero no interior do sistema

Neste caso temos que o fluxo de energia é dado pela eq. (5.85) multiplicada

por dois já que os termos d são iguais as termos a. Portanto para o sistema onde o
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ζ varia lentamente indo a zero no interior do sistema o fluxo de energia é dado por

Fv→v+1 =
λ2

8
exp

[
−1

2

(
Tv+2

M
+

Tv

M

)] [
2

ζu+1

+
1

ζu+2

]
+

− λ2

8
exp

[
−1

2

(
Tv+1

M
+

Tv−1

M

)] [
2

ζu

+
1

ζu−1

]
. (5.91)

Com pequenas modificações para os termo v = 1 e v = N .

5.2 A lei de Fourier

Vamos agora analisar o fluxo de energia para os dois regimes. O estado estacionário

do sistema é caracterizado por 〈dHj/dt〉 = 0. Usando esta expressão juntamente

com o fato de 〈φ2
i 〉 = Ti−N , o que nos dá limt→∞ 〈Rj(t)〉 = 0, temos F1→2 = F2→3 =

· · · FN−1→N .

Para o regime de baixa temperatura obtemos a seguinte expressão

Fv→v+1 =
λ2

2M(ζv+1 + ζv)

[
ζv

ζv+1

Tv+1 −
ζv+1

ζv

Tv

]
. (5.92)

considerando ζj+1 − ζj pequeno obtemos

Fv→v+1 =
λ2

2M(ζv+1 + ζv)
[Tv+1 − Tv] . (5.93)

Portanto

F2M (ζ1 + 2ζ2 + · · · 2ζN−1 + ζN) ≈ λ2(T1 − TN) (5.94)

que para o caso de ζ uniforme temos a lei de Fourier F = χ(T1 − TN)/(N − 1), com

χ = λ2/4ζM . Ao fazermos o acoplamento com os banhos térmicos cada vez menor,

a expressão acima indica que perdemos o fator N −1 portanto a lei de Fourier deixa

de ser válida e o fluxo de calor passa ser proporcional a diferença de temperatura e

não ao gradiente.

Para o regime de alta temperatura temos, para ζi+1 − ζi pequenos, e para

TN − T1 pequenos, a seguinte expressão

F(N − 1) ≈ λ2

4

(
eTN/M

ζN

− e−T1/M

ζ1

)
(5.95)
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que não depende dos acoplamentos com os banhos térmicos interiores, portanto, a lei

de Fourier permanece válida ao consideramos estes acoplamentos cada vez menores.

Considerando ζN = ζ1 = ζ, e TN = T1 + δ (δ pequeno) a expressão acima pode

ser escrita como

F ≈ λ2

4Mζ
e−T/M

(
T1 − TN

N − 1

)
(5.96)

onde e−T/M = −
[
e−(T1+δ)/M − e−(T1)/M

]
/ ((T1 + δ)/M − T1/M), portanto a condu-

tividade térmica decai exponencialmente para altas temperaturas, como previsto

por simulações numéricas para o modelo do rotor [22].

Acreditamos que este modelo passa de um regime de contutividade térmica

anômala em baixas temperaturas para um modelo que obedece a lei de Fourier para

altas temperaturas. O modelo do cristal harmônico auto consistente dá suporte a

nossa abordagem, pois neste caso podemos inferir o comportamento do sistema com

o acoplamento dos banhos térmicos interiores indo a zero, e recuperar o resultado

do cristal harmônico com reservatórios apenas nas extremidades.
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Conclusão

A abordagem que apresentamos estabelece uma representação integral para as funções

de correlação (um formalismo estilo Feynman-Kac). No trabalho [62] foi estudada

a relaxação para o equiĺıbrio de alguns sistemas estocástico de Langevin não con-

servativos. Nesse problema foi analizado o decaimento da função de dois pontos e

de quatro pontos em detalhes. Um estudo perturbativo foi executado com o for-

malismo integral nos regimes de baixa e alta temperatura. No regime de baixa

temperatura e para o termo de massa (coeficiente do termo quadrático) grande o

suficiente, foi provado que esta análise perturbativa não é ingênua, i.e., o resultado

rigoroso obtido em [63] mostra que o tratamento completo da função de quatro pon-

tos adiciona apenas pequenas correções ao comportamento obtido através da conta

perturbativa [62].

Enfatizamos que a abordagem que apresentamos serve para tratar proble-

mas gerais. Esta abordagem foi aplicada para um sistema harmônico com massas

variáveis e com o termo do potencial on-site variável em [50]. Esta abordagem

também foi aplicada para um sistema com potencial local do tipo cosseno (modelo

relacionado ao Frenkel-Kontorova) em [68].

Para o caso do sistema linear apresentamos uma prova rigorosa para a vali-

dade da teoria perturbativa. Esperemos que para o caso anarmônico seja posśıvel

desenvolver um teoria perturbativa usando algum tipo de expansão em “cluster”.

Estudamos um problema similar ao modelo do rotor, onde conclúımos que para

83
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o sistema com reservatórios apenas nas extremidades (no limite do acoplamento com

os banhos térmicos interiores indo a zero) no limite de baixa temperatura a lei de

Fourier não é válida e no regime de altas temperaturas a lei de Fourier é válida.



Apêndice A

O Método de Laplace

Nesse apêndice faremos uma breve descrição do método de Laplace, que foi usado

na seção 5.1.2 para a obter o comportamento assintótico do fluxo de calor no regime

de alta temperatura.

Queremos considerar integrais sobre intervalos reais, onde tanto o intervalo

de integração quanto o integrando podem depender de um parâmetro T . Queremos

estudar o comportamento assintótico da integral quando T → ∞. Estamos tratando

de integrais da seguinte forma

C(T ) =

∫ ∞

−∞

φ(s, T )ds. (A.1)

Muitas vezes ocorre que o gráfico de φ(s, T ) como função de s possui um

máximo bastante pronunciado, e que para valores grandes de T a contribuição para

integral da vizinhança deste máximo é quase igual à integral toda. Uma idéia devido

a Laplace é aproximar φ na vizinhança do máximo por funções simples para as quais

a integral pode ser calculada.

Antes de tratarmos deste problema vamos introduzir a notação que será usada

neste apêndice.

Definição I f e g são ditas assintoticamente equivalentes no limite (x → ∞) se

limx→∞
f(x)
g(x)

= 1

Definição II f(x) = O(φ(x)) em s ⊆ R se ∃ A > 0 tal que |f(x)| ≤ A|φ(x)|∀x ∈ S

85
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Definição III f(x) = o(φ(x)) se limx→∞
f(x)
φ(x)

= 0

Nas definições acima estamos considerando o comportamento assintótico para

(x → ∞), mas podemos considerar o comportamento assintótico na vizinhança de

outros pontos, como por exemplo na vizinhança de um ponto cŕıtico

Sejam f ,φn : R+ → R. Então, c0φ0(x) + c1φ1(x) + . . . é uma série assintótica

para f(x), (f(x) ≈ c0φ0(x) + c1φ1(x) + . . . (x → ∞) ), se a seqüência de funções

φ0, φ1, φ2 . . . satisfaz

φk+1(x) = o(φk(x)) (A.2)

e existe uma seqüência de constantes c0, c1, c2, . . ., tal que exista a seguinte seqüência

de formulas para a ordem de f :






f(x) = O(φ0(x))
f(x) = c0φ0(x) + O(φ1(x))
f(x) = c0φ0(x) + c1φ1(x) + O(φ2(x))

...
f(x) = c0φ0 + c1φ1 + . . . cn−1φn−1 + O(φn(x))

...

(A.3)

Podemos ver que a segunda formula contém mais informação que a primeira. É

posśıvel mostrar que os coeficientes c0, c1, . . . são únicos. Também podemos mostrar

que toda série convergente é assintótica. i.e f(x) =
∑∞

k=0 ck(x − x0)
k ⇒ f(x) ≈

∑∞
k=0 ck(x − x0)

k.

Algumas vezes é posśıvel obter uma série assintótica para uma integral usando

integração por partes. Por exemplo seja f(x) =
∫ x

1
et

t
dt vamos obter uma série

assintótica para e−xf(x) usando integração por partes.

∫ x

1

et

t
dt =

et

t

∣∣∣∣
x

1

+
et

t2

∣∣∣∣
x

1

+ . . . + (n − 2)!
et

tn−1

∣∣∣∣
x

1

+ (n − 1)!

∫ x

1

et

tn
dt

Multiplicando por e−x e reordenando os termos da seguinte forma obtemos

e−xf(x) =
1

x
+

1

x2
+ · · ·+ (n − 2)!

xn−1
+e−x

∫ x

1

(n − 1)!et

tn
dt−e−x+1(1+1+ . . .+(n−2)!)
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é fácil verificar que as equações A.3 são válidas para esta série , portanto obtemos

e−xf(x) ≈ 1
x

+ 1
x2 + 2!

x3 + 3!
x4 + . . . .

Observe que esta série não converge em nenhum ponto, mas é uma série

assintótica, ou seja, a análise assintótica forneceu mais informações sobre o com-

portamento desta função do que as informações obtidas usando uma expansão em

séries convergentes.

O seguinte resultado devido a laplace, é bastante útil em problemas de mecânica

estat́ıstica.

C(T ) =

∫

R

e−Tf(s)ds ∼
√

2π
e−Tf(s0)

√
Tf ′′(s0)

(A.4)

A função f(s) deve obedecer os seguintes requisitos:

1. Cont́ınua

2. f(s) ≥ f(s0) ≥ 0

3. f(s) > f(x0) ∀s 6= s0

4. ∃ b e c > 0 tal que f(s) ≥ b para |s| ≥ 0

5. ∃ f ′(s0), f
′′(s0) ,f ′′(s0) > 0

6. Existe integral para todo t ≥ t0

isto é a função f tem ser semelhante a mostrada na figura (A.1).

Sem perda de generalidade iremos fazer as seguintes mudanças, g(s) = f(s)−
f(s0) onde s0 é o ponto de mı́nimo, e s = s − s0 com essas mudanças o ponto de

mı́nimo passa ser a origem. E estamos interessados em estudar a função

H(T ) =
F (T )

e−Tf(s0)
=

∫

R

e−Th(s)ds. (A.5)

Não vamos provar este resultado mas vamos considerar dois casos simples que es-

clarecem o funcionamento do método. Primeiro vamos escolher h(s) = s2

2
nesse caso
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Figura A.1: Esboço da função f(x)

fazendo a mudança de coordenadas y =
√

Ts o problema se reduz a uma integral

Gaussiana

H(T ) =

∫

R

1√
T

e−
y2

2 dy =

√
2π

T
.

Agora vamos considerar o caso h(s) = s2

2
+ s4, fazendo novamente a mudança de

variável y =
√

Ts temos:

H(T ) =
1√
T

∫

R

e−
y2

2
− y4

T dy

Aqui observamos que esta integral é assintoticamente equivalente a

H(T ) ≈
√

2π

T
.

a prova do método de Laplace e algumas generalizações podem ser encontrada em

[67].

Podemos generalizar o método de Laplace para considerar integrais mais gerais

f(T ) =

∫ β

α

g(t)e−Th(t)dt (A.6)

queremos o comportamento assintótico quando T → ∞. A essência do método de

Laplace é considerar que a maior contribuição para esta integral vem da vizinhança

dos pontos de mı́nimos de h, se h(t) possúı mais de um mı́nimo então a aproximação
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assintótica pode ter contribuição de cada um dos mı́nimos. Sem perda de general-

idade vamos considerar a função possuindo apenas um mı́nimo pois caso a função

possua mais de um mı́nimo basta dividir a integral em vários pedaços cada um con-

tendo apenas um mı́nimo. Vamos ter em mente uma função que possui apenas um

mı́nimo. Ainda sem perda de generalidade podemos fazer uma mudança de variável

de forma a considerar este mı́nimo na origem ou seja integrais da forma

f(T ) =

∫ τ

0

g(t)e−Th(t)dt (A.7)

Vamos encontrar a aproximação assintótica para h(0) < h(t) para todo 0 <

t ≤ τ onde h′(0) = 0 e h′′(0) > 0. Como queremos a aproximação assintótica no

limite de T → ∞ vamos ter em mente que a parte dominante da integral vem de

alguma região próxima o suficiente da origem digamos 0 ≤ t ≤ δ ≤ τ . Usando o

teorema do valor médio nesse intervalo, 0 ≤ t ≤ δ temos h(t) − h(0) = 1
2
t2h′′(xi),

onde h′′(ξ) < 0 e 0 < ξ < δ. Isso nos sugere a seguinte mudança de variável

h(t) − h(0) = s2. (A.8)

Com isso a exponencial na eq. (A.7) vira

e−Th(t) = eTh(0)e−Ts2

(A.9)

O próximo passo no procedimento é substituir g(t) na eq. (A.7). Expandindo g(t)

em torno de t = 0 temos

g(t) = g(0) + tg′(0) +
1

2
t2g′′(0) + · · · (A.10)

a expressão acima é válida para algum raio de convergência finito. Como estamos em

alguma vizinhança pequena de t = 0 podemos expandir o lado esquerdo da equação

(A.8)
1

2
t2h′′(0) + · · · = −s2 (A.11)

assim podemos obter um expressão para t em termos de s

t =

{
2

h′′(0)

}1/2

s + O(s2) (A.12)
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portanto

g(t) = g(0) + g′(0)

{
2

h′′(0)

}1/2

s + O(s2) (A.13)

mudando de variável de t para s em (A.7) juntamente com as equações acima obte-

mos

f(T ) ∼ exh(0)

{
2

h′′(0)

}1/2 ∫ ∞

0

e−Ts2

{
g(0) + g′(0)

{
2

h′′(0)
s

}1/2

+ O(s2)

}
ds

(A.14)

portanto para primeira ordem temos

f(T ) ∼ g(0)

{
π

2Th′′(0)

}1/2

eTh(0) + eTh(0)O
(

1

T

)
(A.15)

para calcularmos o termo de O(s) na eq. (A.15) só precisamos da expressão para o

termo de O(s2) em (A.12).

Existem varias generalizações deste método, um caso que vamos precisar e

quando g(0) = 0 neste caso precisamos usar a expansão para g(s) até primeira

ordem em s, quando g′(0) também é igual a zero temos de usar os termos de ordem

superior e assim por diante.



Apêndice B

Integrais Gaussianas

Nesse apêndice estamos interessados em obter expressões para as funções de cor-

relação de N -pontos 〈φ(x1)φ(x2) · · ·φ(xn)〉. Esse resultado é mais conhecido para

os f́ısicos como teorema de Wick. Seja uma distribuição de probabilidade Gaussiana

para N variáveis

P (φ1, · · ·φn) = exp

(
−1

2
φ>A−1φ

)
, onde φ>A−1φ =

∑

i,j

φiA
−1
i,j φj (B.1)

definindo a função geradora Z(j) como

Z(j1, · · · , jn) =

∫
· · ·

∫
exp

(
−1

2
φ>A−1φ + j>φ

)
dφ1 · · · dφn (B.2)

fazendo a seguinte mudança de variáveis

φ = φ′ + Aj (B.3)

obtemos

−1

2
φ>A−1φ + j>φ = −1

2
φ′>A−1φ′ +

1

2
j>Aj (B.4)

portanto a função geradora pode ser escrita como

Z(j) = Z(0) exp

(
1

2
j>Aj

)
(B.5)

se derivarmos a expressão acima com relação a j e calcularmos em j = 0, obtemos

os momentos da distribuição isto é
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〈φi1 · · ·φi2n
〉 =

∂2n

∂ji1 · · · ∂ji2n

1

2nn!
exp

(
1

2
j>Aj

)∣∣∣∣
j=0

. (B.6)

É posśıvel mostrar da equação (B.6), que todos os momentos de uma distribuição

Guassiana podem ser expressos como uma função apenas dos segundos momentos.

A prova é direta, começando pelo segundo momento

〈φi1φi2〉 =
∂2

∂ji1∂ji2

1

2

∑

k,l

jkAkljl = Ai1i2 =
︷ ︸︸ ︷
φi1φi2 . (B.7)

A quantidade
︷ ︸︸ ︷
φi1φi2 é chamada de contração de φi1 e φi2 . As derivadas da equação

(B.6) produzem 2n! termos depois de dividirmos por 2nn! temos o número total de

termos dado por (2n − 1)!!. Observe que essa quantidade é o número de maneiras

de formar pares
︷ ︸︸ ︷
φi1φi2

︷ ︸︸ ︷
φi3φi4 · · ·

︷ ︸︸ ︷
φi2n−1φi2n

já que temos (2n−1) formas de escolher o

primeiro par, para formar o segundo par temos (2n−3) maneiras e assim por diante

de onde obtemos que

〈φi1 · · ·φi2n
〉 =

︷ ︸︸ ︷
φi1φi2

︷ ︸︸ ︷
φi3φi4 · · ·

︷ ︸︸ ︷
φi2n−1φi2n

+ permutações (B.8)

por exemplo se queremos calcular a função de 4 pontos

〈φi1φi2φi3φi4〉 =
︷ ︸︸ ︷
φi1φi2

︷ ︸︸ ︷
φi3φi4 +

︷ ︸︸ ︷
φi1φi3

︷ ︸︸ ︷
φi2φi4 +

︷ ︸︸ ︷
φi1φi4

︷ ︸︸ ︷
φi2φi3 (B.9)



Apêndice C

Cálculo de e−A0t

Queremos obter uma expressão para exp(−A0t) onde

A0 =

(
0 −I

MI ζI

)
(C.1)

e onde I é a matriz identidade N ×N . Para isso vamos calcular os autovalores desta

matriz. Para N = 1 temos

det(At − λI) = det

(
−λ −t
Mt ζt − λ

)
= 0, (C.2)

de onde obtemos o seguintes autovalores

λ± =
ζt

2
± ρt onde ρ =

√
ζ

2
− M (C.3)

para N = 2 temos

det(A1 − λI) = det





−λ 0 −t 0
0 −λ 0 −t

Mt 0 ζt − λ 0
0 Mt 0 ζt − λ



 = 0. (C.4)

Calculando este determinante pelo método dos cofatores temos

det A1 = −(−1)2λ det A1
11 − (−1)4t det A1

13

onde A1
ij e a matriz A1 acima sem a linha i e coluna j calculando o determinate das

matrizes A1
11 e A1

13 temos que

det A0 =
(
−λ(ζt − λ) + Mt2

)2
(C.5)
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prosseguindo por indução vemos que det(A0 − λI) = (−λ(ζt − λ) + Mt2)
N

, por-

tanto os autovalores são λ± = ζt
2
± ρ. Para calcularmos a exponencial desta matriz

usaremos o teorema de Cayley-Hamilton que nos diz que uma matriz A satisfaz

sua propria equação caracteŕıstica. Seja d(λ) = det(A0 − λI) e sua equação carac-

teŕıstica dada por d(λ) = 0. Seja f(A) um polinômio de grau n arbitrário, f(λ) é o

polinômio em λ então f(λ) = d(λ)q(λ) + r(λ) o grau de r(λ) é menor que o grau de

d(λ) usando que d(A) = 0 temos que f(A) = r(A). Seja f(A) = exp(−At) então

f(A) = α2n−1A
2n−1 + α2n − 2A2n−2 + · · · + α0I (C.6)

f(λ) = α2n−1λ
2n−1 + α2n − 2λ2n−2 + · · · + α0I. (C.7)

Para N = 1 temos dois autovalores λ± e sabemos que

e−At = r(−At) = −α1At + α0I (C.8)

Também sabemos que

e−λ+

= −α1λ
+ + α0 (C.9)

e−λ−

= −α1λ
− + α0. (C.10)

Resolvendo este sistema de equações obtemos que

e−At = e−
ζt

2 cosh(ρt)

(
I +

tanh(ρt)

ρ

(
ζ/2 1
−M −ζ/2

))
. (C.11)

Agora se observarmos que A0 = A0 ⊗ I onde I e a identidade N × N obtemos a

seguinte expressão para e−At = e−At ⊗ I de onde segue a espressão

e−At = e−
ζt

2 cosh(ρt)

((
I 0
0 I

)
+

tanh(ρt)

ρ

(
ζ/2I I
−MI −ζ/2I

))
(C.12)

onde I é a identidade N × N



Apêndice D

Equações Diferenciais Estocásticas

Nesse apêndice iremos fazer um compêndio de resultados úteis e definições impor-

tantes sobre equações diferenciais estocásticas. Estas definições serão importantes

para um melhor entendimento deste trabalho.

Em geral ao adicionarmos alguma incerteza nos coeficientes de uma equação

diferencial obtemos modelos matemáticos mais reaĺısticos. Por exemplo, vamos con-

siderar um modelo para crescimento populacional descrito por

dN

dt
= a(t)N(t), N(0) = N0, (D.1)

onde N(t) é o tamanho da população no tempo t e a(t) é a taxa de crescimento no

tempo t. Sabemos que em situações reais a(t) não é completamente conhecida: ela

esta sujeita a efeitos aleatórios do ambiente. Portanto, uma descrição mais realista

é dada por

a(t) = f(t) + “rúıdo”

Neste caso não conhecemos o comportamento do termo de rúıdo, apenas sua dis-

tribuição de probabilidade. O problema é como resolver a equação (D.1) com a

presença deste termo. Equações deste tipo aparecem freqüentemente na f́ısica. Na

maioria dos sistemas o termo de rúıdo é um fator indesejável que deve ser mini-

mizado, como em sistemas de comunicação e de controle.

Porém, sobre certas circunstâncias, a presença do rúıdo pode ajudar a mel-

horar a eficiência de alguns sistemas: esse fenômeno é conhecido como ressonância
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estocástica [69]. Outros efeitos inesperados também podem ser induzidos pelo rúıdo.

O fenômeno conhecido como transição de fase induzida por rúıdo é um exemplo:

neste caso o sistema passa de uma fase desordenada para um estado ordenado [70].

D.1 Construção da integral de Itô

Queremos dar uma interpretação matemática para tratarmos equações da forma

dX

dt
= b(t,Xt) + σ(t,Xt)Wt

Em várias situações da f́ısica ou engenharia é útil assumir que Wt tem as seguintes

propriedades

• t1 6= t2 ⇒ Wt1 eWt2 são independentes

• {Wt} é estacionário i.e., a distribuição conjunta de
{
Wt1+t···Wtk+t

}
não depende

de t

• E[Wt] = 0 para todo t

porém um processo estocástico com estas propriedades não pode possuir trajetórias

cont́ınuas. Para evitarmos problemas técnicos provenientes deste fato vamos reescr-

ever a equação (D.1) da seguinte forma

Xk+1 − Xk = b(tk, Xk)∆tk + σ(tk, Xk)Wk∆tk

onde Xj = X(tj), Wk = Wtk , ∆tk = tk+1 − tk. Vamos usar a seguinte notação

Wk∆tk = ∆Vk. As condições i, ii, iii para Wt sugerem que Vt seja de incrementos

estacionários com média 0. Porém o único processo cont́ınuo com esta propriedade

é o movimento Browniano Bt portanto obtemos a seguinte equação

Xk = X0 +
k−1∑

j=0

b(tj, Xj)∆tj +
k−1∑

j=0

σ(tj, Xj)∆Bj (D.2)

é posśıvel mostrar a que no limite de ∆tj → 0 o limite do lado direito da equação

(D.2) existe em algum sentido. Portanto podemos usar a notação usual para integral
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e escrevermos

Xt = X0 +

∫ t

0

b(s,Xs)ds +

∫ t

0

σ(s,Xs)dBs.

Não vamos provar a existência deste limite nem para qual classe de funções σ esta

integral existe: estes passos podem ser encontrado em [46, 71]. Vamos nos limitar a

apresentar aqui algumas propriedades da integral de Itô que são

(i)

∫ T

s

fdBt =

∫ u

s

fdBt +

∫ T

u

fdBt (D.3)

(ii)

∫ T

s

(cf + g)dBt = c

∫ T

s

fdBt +

∫ T

s

gdBt (D.4)

(iii) E

[∫ T

s

fdBt

]
= 0 (D.5)

(iv)

∫ T

s

fdBt é FT mensurável (D.6)

Como acontece no cálculo, quando estamos lidando com integrais de Riemann a

definição de integral não é muito útil para o cálculo de integrais: o que usamos é o

teorema fundamental do cálculo e a regra da cadeia. Aqui a situação é semelhante e

a fórmula que nos permite achar uma “primitiva”é conhecida como fórmula de Itô.

Theorema D.1.1 Seja Xt um processo de Itô dado por

dXt = udt + vdBt,

e seja g(t, x) ∈ C2([0,∞)) × R. Então

Yt = g(t,Xt)

é novamente um processo de Itô e

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt +

∂g

∂x
(t,Xt)dXt +

1

2

∂2g

∂x2
(t,Xt)(dXt)

2, (D.7)

onde (dXt)
2 é calculado de acordo com as seguintes regras dtdt = dtdBt = dBtdt = 0,

dBtdBt = dt.

A definição de processo de Itô e outros detalhes podem ser encontrados em [46]. A

fórmula de Itô pode ser generalizada para processos de Itô n-dimensional. Neste

caso temos o seguinte teorema:
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Teorema D.1.1 Seja

dX = udt + vdB (D.8)

uma integral estocástica n-dimensional. Seja g(t, x) = (g1(t, x), · · · , gp(t, x)) um

mapeamento C2 de [0,∞) × Rn em R2. Então o processo

Y (t, ω) = g(t,Xt) (D.9)

é novamente uma integral estocástica, e sua componente número k é dada por

dYk =
∂gk

∂t
(t,X)dt +

∑

i

∂gk

∂xi

(t,X)dXi +
1

2

∑

i,j

∂gk

∂xi∂xj

(t,X)dXidXj, (D.10)

onde dBidBj = δijdt, dBidt = dtdBi = 0.

D.2 A Fórmula de Cameron-Girsanov-Martin

O seguinte resultado que nos diz como a medida de uma difusão muda quando

adicionamos um termo de “drift”é bastante útil em várias aplicações. É esse o

resultado que utilizamos para estudar uma dinâmica mais complicada em termos de

um sistema mais simples onde nos conhecemos a solução. Podemos enunciar este

teorema da seguinte forma.

Teorema D.2.1 Seja X(t) = Xx0(t) ∈ R
n e Y (t) = Y x0(t) ∈ R

n uma difusão de

Itô e um processo de Itô, respectivamente, da seguinte forma

dX(t) = b(X(t))dt + σ(X(t))dB(t); t ≤ T, X(0) = x0 (D.11)

dY (t) = [γ(t, ω) + b(Y (t))] dt + σ(Y (t))dB(t); t ≤ T, Y (0) = x0 (D.12)

onde γ(t, ω) ∈ WHn , x0 ∈ R
n e as funções b : R

n → R
n e σ : R

n → R
n×m satisfazem

as condições abaixo

|b(x)| + |σ(x)| ≤ C(1 + |x|); x ∈ Rn;

|b(x) − b(y)| + |σ(x) − σ(y)| ≤ D|x − y| (D.13)
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para constantes C e D. Suponha que existe um processo u(t, ω) ∈ WHn tal que

σ(Y (t))u(t, ω) = γ(t, ω).

Definindo Mt, Q e B̂(t) como

Mt = exp
(
−

∫ t

0
u(s, ω)dBs − 1

2

∫ t

0
u2(s, ω)ds

)
; t ≤ T (D.14)

dQ(ω) = MT (ω)dP (ω) em F (m)
T (D.15)

B̂(t) =
∫ t

0
u(s, ω)ds + B(t); t ≤ T (D.16)

Assuma que Mt é martingale com respeito F (m)
t e P . Então Q é uma medida

de probabilidade em F (m)
T e

dY (t) = b(Y (t))dt + σ(Y (t))dB̂(t). (D.17)

E mais,

A lei Q de Y x0(t) é a mesma da lei P de Xx0(t); t ≤ T .

Todas as definições necessária para entender este teorema podem ser encon-

tradas em [46].



Apêndice E

Números de Catalan

Os números de Catalan são definidos por

cn =
1

n + 1

(
2n

n

)
.

Estes números aparecem em vários problemas de contagem [72], e neste apêndice

queremos mostrar que

cn+1 = lim
t→∞

∫ t

0

e
|t−s1|

2 e
|s1−s2|

2 · · · e |sn−t|
2 ds1 · · · dsn. (E.1)

o primeiro passo é mostrar que

∫
C(s1 · · · sn)sk

1ds1 · · · dsn =

∫
C(s2 · · · sn)

(
k+1∑

j=0

(−1)k+j (k)!

j!
sj
2 +

tk+1

k + 1

)
ds2 · · · dsn+R(t)

(E.2)

essa formula pode ser verificada por indução, o termo R(t) desaparece no limite de

t → ∞, onde estamos usando a notação

C(s1 · · · sn) = e|t−s1|+|s1−s2|···|sn−t|

outra integral que temos de calcular é a integral

∫ t

0

C(sn)sk
ndsn =

k∑

j=0

k!

j!
tj (E.3)
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como antes é fácil mostrar essa igualdade por indução. Para n = 1 a igualdade (E.1)

é verificada facilmente bastando fazer a integral

lim
t→∞

∫ t

0

et−s1ds1 = 1 = c2

supondo que este fato seja verdade para todo k ≤ n vamos provar que isso vale para

n + 1. Seja

Cn+1 =

∫
C(s1 · · · , sn)ds1 · · · dsn (E.4)

usando a formula (E.2) obtemos

Cn+1 =

∫
c(s2, · · · , sn)

(
1∑

j=0

(−1)j

j!
k!sj

2 + t

)
(E.5)

o termo C(s2, · · · , sn) = cn pela hipótese de indução para o outro termo substitúımos

novamente a integral pela equação E.2 obtendo

∫ 1∑

j=0

(−1)j

j!

(
j+1∑

j1=0

(
(−1)J+J1

J !

J1!
C(s3, · · · , sn)sj1

3

)
+

C(s3, · · · , sn)

J + 1
tJ+1

)
(E.6)

iterando este procedimento e fazendo algumas simplificações obtemos

Cn+1 =
1∑

j=0

j+1∑

j1=0

· · ·
jn−1+1∑

jn−1=0

1 + T (t) (E.7)

essa soma é o número de Catalan de ordem n + 1 e os termos T (t) se cancelam

usando algumas propriedades das chamadas pirâmides catalan [73].



Apêndice F

Solução do cristal harmônico

Vamos começar definindo

Ũ ≡ Ue +
kb(T+ − T−)

2ω
U

Ṽ ≡ Ve +
kb(T+ − T−)

2
U

Z̃ ≡ kb(T+ − T−)

2λ
Z (F.1)

Pela equação (2.21) temos

Z = −Z†, (F.2)

V = UG + ZR (F.3)

2S − V R − RV = ν[GZ − ZG] (F.4)

onde ν = ω2/λ2. Além destas equações temos que U e V são simétricas . Devido

a estrutura das matrizes R e S, o lado esquerdo da equação (F.4), é uma matriz

de bordas (i.e. apenas os elementos das colunas e linhas externas são não nulos).

Portanto o lado direito desta equação (GZ−ZG) também tem de ser uma matriz de

bordas. Usando a forma explicita da matriz G juntamente com a com a propriedade

de anti-simetria (F.2), podemos ver que Z é necessariamente uma matriz de Toeplitz
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quando GZ − ZG é uma matriz de bordas, logo Z pode ser escrito na forma

Z =





0 φ1 φ2 φN−2 φN−1

−φ1
. . . . . . . . . φN−2

−φ2
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . φ2

−φN−2
. . . . . . . . . φ1

−φN−1 −φN−2
. . . . . . 0





. (F.5)

As quantidades φ1, · · ·φN são relacionadas com as entradas da matriz de bordas do

lado esquerdo da equação (F.4) e são

νφj = δj1 − V1j = δj1 + VN,N−j+1 (F.6)

onde φN ≡ 0 por definição. A equação (F.3) juntamente com o fato de V ser

simétrica implica que

GU − UG = −(RZ − ZR). (F.7)

Outra vez, o lado direito de (F.7) é uma matriz de bordas, e devido a propriedade

se simetria de U (U é constante sobre a diagonal cruzada). E fácil verificar que

Uij =

{
φ(i − j − 1) para i + j ≤ N
φ(2N + 1 − i − j) parai + j ≤ N

(F.8)

é uma solução da Eq. (F.7). Em prinćıpio esta não é a única solução, já que podemos

adicionar qualquer matriz simétrica que comuta com G, porém pode-se verificar a

posteriori que a adição de qualquer uma destas matrices irá violar as propriedades

de simetria de V .

Substituindo as expressões para U e Z na equação (F.3), obtemos uma ex-

pressão para V em termos dos φ’s. Essa equação combinada com (F.6) produz a

seguinte equação para os φ’s
N−1∑

j=1

Kijφj = δi1 (F.9)

onde K = G + νI, e temos a seguinte expressão para V

V = S − νU. (F.10)
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O problema de encontrar uma solução para o transporte de calor foi reduzido em

solucionar a equação (F.9). Para resolver esta equação usamos a regra de Cramer e

obtemos

φj =
sinh(N − j)α

sinh(Nα)
(F.11)

onde α é definido por

cosh(α) = 1 +
1

2
ν (F.12)

No limite de N grande e j fixo temos a seguinte formula assintótica

φj = ejα (F.13)

onde

φ1 = eα = 1 +
1

2
ν − 1

2
(4ν + ν2)1/2

que completa a solução de encontrar a distribuição de probabilidade no estado esta-

cionário.
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