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Resumo

Neste trabalho estudamos algumas variagoes no modelo de Hopfield para redes
neurais atratoras. Primeiro, com intuito de aproximar o modelo de uma rede de
neuronios reais, fizemos uma diluicao controlada, de forma a gerar redes de topo-
logias complexas. Essa escolha foi embasada em evidéncias experimentais [1, 2].
Estudamos entao a relagao entre a eficiéncia na recuperacao de padroes armaze-
nados e as topologias. Com intuito de melhor averiguar o papel da geometria da
rede no modelo, introduzimos padroes correlacionados e estudamos como cada rede

responde ao aumento da correlagao entre os padroes.



Abstract

In this work we present some modifications in the Hopfield model for attractor
neural networks. First, in order to bring the model closer to a biological network
of neurons, we introduce a controlled dilution generating complex topologies. This
modification is supported by experimental evidences [1, 2]. Then, study the relation
between efficiency and the topologies, in the recovery stored patterns. We study how
the network topology play a role in the model, by introducing correlated patterns
and studing the performance of each topology as the correlation between patterns

is increased.
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Introducao

Alguns dos problemas cientificos enfrentados pela aumanidade nos ultimos 20
anos mostraram-se resistentes a abordagem tradicional. A divisao do conhecimento
cientifico nas tradicionais grandes areas nao foi capaz de trazer esclarecimentos a
problemas como: o funcionamento do sistema imunolégico, as fungoes cerebrais, a
evolucao das espécies, entre outros. Assim, abordagens interdisciplinares fizeram-se
necessarias para trazer luz ao entendimento desses sistemas. Alguns sistemas que
integram esse conjunto de problemas sao chamados de sistemas complexos.

E dificil definir um sistema complexo, mas de forma intuitiva podemos carac-
terizd-lo por suas propriedades. A propriedade que mais chama atencao em um
sistema complexo ¢ a auto-organizacao. Imagine que um conjunto de elementos
(células ou investidores por exemplo) que interagem de forma aleatdria e, a partir
de um certo momento, sem a existéncia de uma unidade central controladora, se or-
ganizam, apresentando fenomenos claramente coletivos (organismos multicelulares
para as células ou crash para os investidores). Ou seja, um comportamento emer-
gente surge, diferente do que poderiamos esperar a partir das interacoes locais do
sistema.

Uma das empreitadas mais ousadas da ciéncia é o entendimento do sistema ner-
voso central. Desde a antiguidade, as propriedades do intelecto humano ja eram alvo
de estudo. Aristételes em “On Memory and Reminiscence” [3] ja fazia observagoes a
respeito da memoéria humana e convencionou leis para suas expressoes. No estudo
das fungbes do sistema nervoso central (SNC), a biologia, quimica, medicina e psi-

cologia fizeram um grande avanco, mas pouco ainda se sabe a respeito de fenomenos



cerebrais, como, por exemplo a inteligéncia, meméria e aprendizado.

Na década de 40, as ciéncias exatas comecaram a dar suas primeiras contri-
bui¢oes no entendimento do cérebro. Com o advento do computador, engenheiros
e matematicos puderam modelar e simular o comportamento neuronal na tentativa
de entender como uma rede de neuronios funciona.

No final da década de 70 a teoria de sistemas desordenados, em principal os
sistemas magnéticos conhecidos como vidros de spin, estava em seu apogeu. Dada
a semelhanca entre um spin e o neurénio matemaético e as sinapses e as interagoes
magnéticas, J. Hopfield [4] propos um modelo de vidro de spins para os neurdnios,
dando inicio a uma nova area de pesquisa em Fisica, a das redes neurais. O mo-
delo de Hopfield é uma simplificacao forte dos processos celulares e cerebrais e tem
como intuito modelar uma das principais propriedades cerebrais, a memoria. A
analogia consiste em afirmar que cada estado memorizado pela rede é um minimo
de energia da hamiltoniana do modelo de vidro de spin, fazendo assim o problema
inverso, isto é, dado um conjunto de minimos quais serao as sinapses (conexoes) que
regem esse processo? Para resolver essa questao, Hopfield introduziu uma regra de
aprendizado, que consiste em uma forma de montar a matriz sindptica (matriz das
conexdes). Para que esse modelo seja solivel analiticamente, Hopfield pagou um
preco caro do ponto de vista bioldgico, pois teve que impor que todos os neurénios
sao conectados entre si. Além disso é necessario que os padroes armazenados na
rede sejam descorrelacionados. Para poder definir uma hamiltoniana sugeriu que
as sinapses fossem simétricas, enquanto em um neuronio real a informacao tem um
sentido bem definido.

O nosso trabalho tem como objetivo estudar duas simplificacoes desse modelo: a
necessidade de padroes nao correlacionados e a conectividade. O modelo de Hopfield
se mostrou capaz de descrever propriedades importantes do cérebro, mas nao aborda
uma das propriedades mais surpreendentes da rede de neuronios reais: a plasticidade
estrutural. Essa é capacidade cerebral de criar novas conexoes, que ocorre com

grande intensidade nos estagios iniciais do desenvolvimento cerebral, mas se mantém



ao longo da vida do individuo [5]. Com a aproximacao de uma rede totalmente
conectada o modelo nao é capaz de prever os efeitos da plasticidade estrutural no
processo de armazenamento-recuperacao de uma memoria.

Trabalhos averiguando o processo de diluicao em redes neurais desse tipo ja
existem na literatura [6, 7, 8|, mas nenhuma leva em conta o papel da correla¢ao
entre os padroes na diluicao. Estamos interessados em entender como a correlacao
interage com a topologia da rede, pois é conhecido que o cérebro apresenta areas
especializadas para tarefas distintas. Trabalhos de andlise de dados experimentais
[1, 2] mostram que o sistema nervoso central, em diferentes escalas, apresenta uma
topologia complexa, este trabalho farda uma andlise dessas arquiteturas perante a
correlacao.

No capitulo 1 vamos rapidamente introduzir as propriedades neurofisiolégicas
para sustentar o modelo de Hopfield. Esse sera descrito e suas principais proprieda-
des serao discutidas.

No capitulo 2 vamos fazer um estudo introdutério de teoria dos grafos, para
caracterizar as principais topologias complexas e discutiremos as propriedades mais
importantes.

No capitulo 3 faremos um estudo do modelo de Hopfield nas arquiteturas com-
plexas, revisando recentes resultados na literatura a fim de validar nossa abordagem,
esclarecer incompatibilidades e complementar resultados. Por fim apresentaremos
nossos resultados no estudo dessas redes na armazenagem de padroes correlaciona-
dos.

Finalmente, apresentamos as conclusoes dos nosso trabalho e as futuras perspec-

tivas.



Capitulo 1

Redes Neurais

Neste capitulo faremos o embasamento tedrico que sustenta nossas simulagoes.
Para abordar o tema de uma forma clara, comegaremos com uma introducao bas-
tante simplificada a Neurofisiologia. Em seguida, para contextualizar o trabalho
de Hopfield e entender o que ele significou na teoria de redes neurais , um resumo
historico é apresentado. Para finalizar construiremos o modelo de Hopfield de uma

forma intuitiva apresentando os resultados classicos, sem demonstra-los.

1.1 Fundamentos de Neurofisiologia

Podemos dizer que a grande area da ciéncia que se encontra a teoria de redes
neurais é a Neurociéncia que é, por construgao, uma area multidisciplinar. Existem
varios enfoques para tratar um problema multidisciplinar e aqui daremos a nossa
colaboracao como fisicos da complexidade, tentando entender o ente real através de
modelos simplificados. O objetivo principal desse tipo de abordagem nao é exaurir
o problema, mas buscar um entendimento global sobre o sistema e seu comporta-
mento. Mas, mesmo assim, é de extrema importancia manter um elo entre o modelo
e o objeto de estudo, para que nossos resultados possam colaborar com areas cor-
relatas que estudam o mesmo sistema em sua distinta perspectiva. Como o sistema

abordado é uma rede de neurdnios, é de fundamental importancia o conhecimento



de conceitos bésicos da neurofisiologia do sistema nervoso.

O sistema nervoso nos vertebrados ¢ dividido em sistema nervoso central (SNC) e
sistema nervoso periférico e, de forma simplificada, podemos reduzir a dois elementos
bésicos, neuronios e as sinapses.

O neuronio pode ser divido em 3 partes, Figura (1.1): os dendritos sao prolon-
gamentos geralmente muito ramificados responsaveis pela recep¢ao de estimulos. O
soma € a unidade central responsavel pelo processamento de sinais recebidos pelos
dendritos e também por manter os processos metabdlicos da célula. A transmissao
do sinal é feita por um extenso prolongamento que atua como condutor: o axéonio.
Os axoOnios tém muitas ramificagbes em suas regioes terminais e cada uma pode

formar uma conexao com um dendrito ou corpos celulares.

Dendrito

Ax6nio

Corpo Celular

Figura 1.1: Neuronio bioldgico tipico

Existem, nos neuronios, conexoes de dois tipos: sinapses elétricas, mais simples e
evolutivamente mais antigas, que permitem a transferéncia direta da corrente ionica
de uma célula para outra. Esse tipo de sinapse é comum em invertebrados. Em
vertebrados aparecem pouco, durante etapas da formagao do sistema nervoso. De

forma geral a transmissao sinaptica no sistema nervoso de um homem adulto é



quimica (Figura (1.2)). As membranas pré e pds-sindpticas sao separadas por uma
fenda com largura de 20 a 50 nm - a fenda sindptica. A passagem do impulso nervoso
nessa regiao é feita, entao, por substancias quimicas: os neuro-hormonios, também
chamados mediadores quimicos ou neurotransmissores, liberados na fenda sinaptica.
O terminal axonal tipico contém duzias de pequenas vesiculas membranosas esféricas

que armazenam neurotransmissores - as vesiculas sindpticas.

Canais de Ca++

Final
Neurotransmissores do
Recuperador Axonio

de
Neurotransmissores

Vesicula Sinaptica

densidade

e, Receptor de
pos-sinaptica ptor d

o Neurotransmissores g_aq .
oo 0 sinaptico

F_ Dendrito

Figura 1.2: Sinapse quimica.

O axoOnio que chega na sinapse transmite a informacao do que foi computado
pelo soma ao dendrito da préoxima célula. O neuronio que contribui com o axonio
para a sinapse é chamado de pré-sindptico, e o outro de pds-sindptico. Um fato neu-
rofisiolégico importante é que o SNC possui cerca de 10! neurdnios e cada neurénio
recebe em média 10® a 10* sinapses e, em sua maioria, de neuronios distintos. Mas
olhando dois pontos do cérebro com uma distancia apreciavel, nota-se que as si-

napses entre esses dois pontos sao escassas. Nosso cortex cerebral é um mosaico de



automatos com grande numero de conexoes locais, que funcionam como modulos
de processamento individuais, conectados esparsamente entre si permitindo assim
processamento em paralelo.

Existem vérios tipos de neuronios no sistema nervoso, variando em tamanho, es-
trutura e funcao. Existe também uma série de classificagoes, uma delas, importante
para nos, é a classificacao funcional:

1. Neuronios receptores ou sensitivos (aferentes): Sao os neurdnios res-
ponsaveis pelo entrada de sinais no sistema nervoso. Eles recebem estimulos senso-
riais das células receptoras e os propagam para o sistema nervoso central.

2. Neuronios motores (eferentes): Esses sdo os responséveis pela saida de sinais
do sistema nervoso para os outros sistemas. Transmitem, por exemplo, os impulsos
motores possibilitando o movimento muscular.

3. Neuronios associativos ou interneuronios: estabelecem ligacoes entre os
neuronios receptores e os neuronios motores. Cerca de 90% dos neuronios sao
neuronios associativos, e estao localizados no sistema nervoso central (SNC).

Nosso interesse serda modelar neuronios associativos com sinapses quimicas com
o intuito de estudar o fenomeno conhecido como meméria associativa.

Antes de continuar no nosso objetivo de estudo, é necessario entender a dinamica
bioquimica que ocorre no cérebro. No seu estado nao excitado, o interior do neuronio
é negativamente carregado proporcionando uma diferenca de potencial em relagao
ao meio externo de, aproximadamente, -70 mV.

De forma simplificada podemos pensar que existem trés ions responsaveis por
essa polarizacao: o potéssio, o sédio e o cloro. O ion Na+ estda em maior concentragao
fora do que dentro da célula e a taxa de entrada de sédio na membrana é baixa,
devido a sua pouca permeabilidade ao sédio. O fon K+ estd em maior concentracao
dentro do que fora da célula. Como a membrana é permeavel ao soédio, ele tende
a se distribuir igualmente tanto no meio extracelular quanto no meio intracelular.
Como a célula é mais negativa dentro do que fora, existe um potencial que atrai os

ions de potéssio para dentro da célula. Mas, mesmo assim, a diferenga ainda seria



menor do que a observada. Essa polarizacao ¢ mantida porque a membrana celular
mantém um mecanismo de controle conhecido como bomba de sodio-potissio. Ela
bombeia ativamente, isto é, com dispéndio de energia, ions de sédio para fora da
célula e ions de potdassio para dentro. Somando esse efeito a impermeabilidade da
membrana ao sédio, ocorre um actimulo de fons positivos no meio extracelular.

Quando o neuronio pré-sinaptico estimula a célula pdés sindptica, uma mudanca
na permeabilidade de sédio ocorre. Se a célula fica mais permeavel com essa ex-
citacao dizemos que a sinapse ¢é excitatoria. Se a sinapse contribui para a polarizagao,
dizemos que ela é inibitoria. A essa alteracdo na polarizagao causada pela envio de
um sinal do neurénio anterior dé-se o nome de Potencial Pés Sindptico (PPS). O
efeito conjunto dos PPS sao integrados espacialmente e temporalmente pelo soma
e caso esses atinjam um limziar, em torno de -30mV, um evento brusco ocorre na
célula (potencial de a¢do). Comega uma despolarizagdo em cadeia, comegando no
soma e se propagando para o axonio, gerando assim um sinal elétrico em direcao
as sinapses na Figura (1.3). Quando a membrana plasmética na regiao sindptica ¢é
excitada por esse sinal, as vesiculas de neurotransmissores sao liberadas na fenda
sindptica e o neurdnio pos sinaptico ira receber um PPS, que pode ser polarizador
ou despolarizador, dependendo da sinapse.

E importante notar que esse efeito que dispara o potencial de acao é do tipo
“tudo ou nada”, se os impulsos nao forem suficientes para que o potencial limiar

seja atingindo, nenhum efeito notavel ocorre no neurdnio.
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Figura 1.3: Esboco do potencial de agao. Despolarizacao da membrana (& esquerda).

Impulso percorrendo o axdnio, em dire¢do as sinapses (a direita)

1.2 Breve evolucao historica do estudo de redes

neurais

1.2.1 O neuronio de McCulloch e Pitts

Em 1943, Warren McCulloch e Walter Pitts publicaram no Bulletin of Mathe-
matical Biophysics [9] o artigo que hoje é considerado o marco zero na teoria de
redes neurais: “A Logical Calculus of Ideas Immanent in Nervous Activity”. A
idéia central do artigo é modelar um neuronio que age como dispositivo binario,
sua saida pode ser um pulso ou um nao pulso. Para isso calcula-se somas pondera-
das das entradas com os pesos pré-estabelecidos, podendo ser negativos no caso de
uma sinapse inibitéria, ou positivos no caso excitatorio. Se essa soma for maior que
um dado limiar, entao o neuronio emite um pulso. Com esse mecanismo simples é
possivel implementar uma rede de neurdnio que realize o calculo de qualquer funcao

booleana.



Figura 1.4: Neuronio formal deMcCulloch e Pitt. Circulo grande, que representa
o soma. Existem N pontos conectados, logicamente, ao soma por meio de setas na
figura. Essas caixas fazem o papel dos axonios pré sindpticos, podendo ativar a

sinapse com um pulso, ou nao. As sinapses sao representadas pelas setas.

A cada sinapse ¢ associado um parametro .J;;,onde o indice ¢ subscrito representa
o neurdnio pos sinaptico, e o indice j refere-se aos canais de entrada desse neurdnio
i. O valor de J;; ¢ a eficiéncia da sinapse, ou peso sindptico, que serao adicionados
ao soma % se o canal j estiver ativo naquele momento 1.4. Cada neuronio opera da

seguinte forma:

e Em um dado instante de tempo, alguns canais de entradas sao ativados;
e O soma recebe esse PPS que ¢ a soma linear das eficiéncias J;; de todos os canais
ativados;

e A soma é comparada com o limiar de ativagao, se for maior o neuronio dispara.

Seja o; o estado do j-ésimo neurdnio, que tem valor 1 se o neurénio dispara, 0
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caso contrario h; o PSP do neurénio ¢, entao:

N
hi == ZJijUj (].].)
=1

onde N é o numero de neurdnios pré-sinapticos. A resposta do neuronio i, entao
pode ser calculada:

ol = W[h; > T (1.2)
sendo ¥ uma fungao verdade, que assume valor 1 caso o argumento seja verdadeiro,
e valor zero, caso contrario.

A esséncia filosofica da proposta de McCulloch e Pitts é colocar a inteligéncia em
equivaléncia ao calculo de predicados, esses por sua vez podem ser implementados via
fungoes booleanas. Visto de uma forma bastante simplificada o cérebro é composto

por uma rede de neurdnios que tem a capacidade basica de resolver essas funcoes.

._-1’.—' 1 1

T=-1/2 T=3/2 T=1/2
(A) (B) ()

Figura 1.5: As operagoes booleanas not (a),and(b) e or(c) representadas através

de neuronios de McCulloch e Pitts.

O diagrama deve ser lido da seguinte maneira. Olhemos o item (a) na Figura
(1.5). O neurdnio a esquerda dispara, o(t) = 1, se uma dada proposi¢ao A é verda-
deira. A sinapse tem peso -1, entao, em ¢+ 1, o neurdnio da direita que possui limiar
T = —0,5 nao disparara. Se o(t) = 0, ou seja, o neurdnio da direita nao disparou
em t, o neuronio da esquerda disparard, pois 0 > T. Entao o disparo do neuronio

da direita é a negacao da proposicao A.
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No diagrama (b), suponha que o neurénio superior dispara se a proposi¢ao A for
verdadeira, e o outro neurénio a esquerda dispare se B for verdadeira. Ambas as

sinapses possuem peso 1, e o neuronio pos sinaptico possui limiar 7' = 1, 5.

1 1

T=1/2 T=1/2

Figura 1.6: A operacao booleana xor mostra-se mais complexa, com o encadeamento

de sete neuronios.

Se no instante ¢ uma for verdadeira e a outra nao, o neurténio a direita nao
disparard em t + 1. Mas, se A e B forem verdadeiras ao mesmo tempo, o neurénio
pds sindptico ird disparar em ¢t + 1. Logo, (b) é a operagao booleana and. Seguindo
0 mesmo raciocinio, em (c) os pesos sao escolhidos de tal maneira que a operacao
booleana resultante seja o or. Para montar a operacdo xor (ou exclusivo) serao

necessarios mais neuronios, como vemos na 1.6.

1.2.2 Perceptrons

No final da década de 50, Rosenblatt deu prosseguimento ao trabalho de McCul-
loch e Pitts, e montou uma rede de neuronios e a batizou de perceptron, Figura 1.7.

Como vimos anteriormente, a implementacao de fungoes booleanas simples ocorrem

12



diretamente através de ajustes dos parametros, peso sindptico e potencial limite,
porém para a implementacao de uma funcao arbitraria, a escolha dos parametros se
torna nao trivial e, dependendo do nimero de varidveis, o trabalho pode se tornar
inviavel. A proposta de Rosenblatt foi desenvolver um método eficaz para deter-

minacao desses parametros.

Figura 1.7: Esquema do perceptron de Rosenblatt.

Para resolver o problema dos pesos sinapticos era necessario ensinar a rede como
responder de forma correta para cada entrada. Uma maneira intuitiva de realizar
essa tarefa é através da apresentacao de exemplos. Apresentam-se exemplos a rede
para o qual conhecemos as saidas e ajustam-se os parametros até que todos os
exemplos sejam corretamente respondidos pela rede. Esse tipo de aprendizado é
conhecido como aprendizado supervisionado. A rede pode, em alternativa, aprender
por um processo nao supervisionado. Ela possui uma dinamica pré estabelecida e

calcula para um dado conjunto de entrada uma funcao, chamada de funcao custo.
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Essa fungao é minimizada no processo e a rede retorna uma saida. Os padroes que
a rede identifica estao diretamente relacionados com a fungao custo atribuida ao
conjunto de dados. Mais a frente, quando definirmos o modelo de Hopfield, veremos
uma rede neural que possui aprendizado nao supervisionado.

O passo subseqiiente foi implementar multiplas saidas, como mostra a Figura
(1.8). Essa rede foi a primeira proposta para um modelo associativo. Dada uma
entrada de N componentes a rede retornaria um vetor binario Q-dimensional. Ou
seja, para um dado vetor de entrada o;(t) a rede associa um vetor de saida o.(t), e

nao apenas uma resposta do tipo funcao verdade.

Figura 1.8: Exemplo de perceptron de vérias saidas.

Da forma apresentada por Rosenblatt o perceptron possui restri¢oes fortes como,
por exemplo, ser incapaz de resolver a funcao xor. Minsky e Papert escreveram
“Perceptrons” [10] um livro importante na histéria das redes neurais, abordando o

perceptron de forma rigorosa. Nesse monografia é demonstrado que o perceptron é
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um separador linear, sendo impossivel resolver func¢oes nao lineares com o mesmo.
Minsky conjecturou que o mesmo seria verdade para redes de mais camadas, mas
ele estava errado. O percetron de varias camadas é capaz de aproximar, qualquer

funcao continua em um intervalo fechado dos reais, com apenas uma camada oculta,

como na Figura (1.9).

Figura 1.9: Exemplo de perceptron de varias camadas.

1.2.3 Do perceptron a rede neural atratora (ANN)

O préximo trabalho significante na histéria das redes neurais acontece por volta
de 10 anos depois do livro Perceptrons. A idéia diferencial, que da um salto evolutivo
na teoria de redes neurais, foi conectar a camada de saida do perceptron a sua
camada de entrada, fazendo assim um sistema retro-alimentado. Deixamos de ter

um sistema do tipo entrada-saida e passamos para um sistema dinamico.
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Seja o vetor o(t) a representacao do estado dos N neurénios na primeira camada
no instante ¢t e o’(t) o estado da segunda camada. Damos uma entrada no instante
t para rede, no instante posterior a rede nos entrega uma resposta o’(t). Entao a
rede é realimentada e a saida da camada dois é colocada como entrada para camada
um.

o(t+1)=0o'(t) (1.3)

Para cada neuronio ¢ temos,

Rt +1) =3 Jyoi(t) (L5)

Deixamos de ter um projetor linear, capaz de responder a estimulos e passamos
para um sistema dinamico que vaga num espaco de 2V possiveis combinacoes, com
uma complexa auto-alimentacao. Um propriedade importante dessas redes é a pos-
sibilidade de existirem atratores em sua dinamica, pontos tais que o;(t + 1) = 04(t)

para todo i.

1.3 Memoria Assoclativa

Antes de prosseguirmos, precisamos elucidar o conceito memoria do ponto de
vista cognitivo e matematico. A palavra memdria é geralmente associada ao ato
de lembrar uma experiéncia vivida ou a imagem mental de algo, ou alguém. Com
um pouco mais de reflexao percebemos que o ato de lembrar ou encontrar pode
ocorrer tanto de forma ativa, quando somos inquiridos em uma prova, ou de forma
passiva, escapando do nosso consciente, quando, por exemplo, estamos dirigindo ou
falando. De uma forma razoavel, podemos definir memoéria como a habilidade de
reter e utilizar informagao ou conhecimento adquirido.

A teoria cognitiva divide a memoria em trés diferentes processos: decodificar,

armazenar e recuperar. Podemos também classificar as memorias quanto aos tipos:
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memoria sensorial, memoria de curto prazo (short term memory STM) e memdria
de longo prazo (long term memory LTM ). Para entender o primeiro tipo de memoria
vamos fazer uma ilustracao através de uma experiéncia cognitiva realizada por Sper-
ling [11]: mostra-se aos participantes 3 vetores de letras, cada um com 4 caracteres, e
pede-se para que eles lembrem o maior ntimero de letras possivel. Em uma segunda
etapa, apresenta-se novos 3 vetores de 4 elementos e pede que cada participante lem-
bre de um dado vetor (dizendo a linha em que ele se encontra). Na primeira etapa os
participantes lembram, em média, de 4 letras. Na segunda etapa, grande parte dos
participantes se lembra da exata sequéncia na linha pedida. Isso mostra que, por
alguns poucos instantes, o participante manteve em sua mente toda a informacao da
grade (consegue localizar em uma dada linha a sequéncia de letras), mas ela decai
rapidamente no tempo (nado consegue se lembrar de todas as letras). Ja& a memdria
de curto prazo é aquela responsavel por guardar as palavras de uma frase lidas num
texto enquanto vocé as digita. Se nao estiver em exercicio essa lembranca decai no
tempo, sendo esquecida. Essa é a memoria que nos permite manipular informacgao
mentalmente. A memoria de longo prazo é a que contém nosso conhecimento a
respeito do mundo e as memoérias do passado. Aqui é importante fazer uma res-
salva, essas defini¢oes estao sendo expostas simplificadamente, pois possuem vérias
subdivisoes e complicacoes que escapam do escopo desse texto.

Do ponto de vista matemético, uma memoria associativa © = {£#} é um conjunto
de P vetores, ou padroes, armazenados numa rede neural. Quando um vetor de
mesma dimensao é apresentado a rede, ela retorna o vetor £* mais prorimo. Veja
que no momento que falamos “mais proximo”, estamos colocando um critério de
distancia, logo uma métrica. Como queremos modelar neuronios, que apresentam
um comportamento do tipo “tudo ou nada”, podemos optar por dois tipos basicos
de representagao: 0 e 1 ou-1e 1. A primeira representacao é intuitiva e foi utilizada
anteriormente, a segunda é necessaria por motivos analiticos. Sao equivalentes e a
transformacao de uma para a outra é trivial. Se optarmos por vetores binarios, a

métrica é a distancia de Hamming definida pelo ntimero de bits diferentes entre um
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vetor e outro. Na representacao -1 e 1, a métrica é a usual, definida pelo produto
escalar.

E importante notar que a modelagem de memoria associativa nao esta neces-
sariamente atrelada a rede neural atratora. Podemos atacar o problema através
uma rede neural atratora desde que exista um método para garantir que os padroes
memorizados sejam atratores na dinamica e que esta dinamica leve o vetor apresen-
tado ao padrao mais proximo. Ou podemos utilizar uma rede em camada do tipo
perceptron aonde dada uma entrada, a saida serd o vetor £* mais proximo. Nao
entraremos no mérito de discutir qual a melhor abordagem, mas algumas ressalvas

devem ser feitas:

e Como dito anteriormente, o processo associativo possui varias etapas e para rea-
lizar cada etapa o sistema nervoso possui estruturas especializadas;

e A anatomia cerebral possui um indiscutivel fluxo, que pode ser determinado por
projecoes de sinais de uma camada para outra camada. Mas é conhecido também
que em 1 mm? de cértex existe a mesma ordem de grandeza de sinapses conectadas
com o exterior, como sinapses conectadas interiormente, ou seja, anatomicamente o
cérebro ¢é distinto de ambas as abordagens tedricas;

e A experiéncia também traz evidéncias de estados de atividade cerebral persis-
tente. Isso ocorre desde primitivos circuitos neuronais como os de invertebrados, até

no altamente sofisticado cérebro humano.

1.4 Aprendizado em Redes Neurais

Nao entramos em detalhe a respeito da matriz J;;, equacao 1.9 e, até o momento,
ela é apenas uma parametro a ser ajustado no modelo. Mas isso nao é verdade, a
matriz das sinapses desempenha um importante papel no aprendizado da rede, em
especial nas memorias associativas. Foi proposta por Donald Hebb [12], uma teoria

para a funcao das sinapses no processo de aprendizado:
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“Quando um axonio de uma célula A estd suficientemente perto
para excitar uma célula B e repetidamente ou de forma persistente
participa no seu disparo, tem lugar algum processo de crescimento
ou cambio metabdlico em alguma ou ambas células, de tal forma
que a eficacia de A, como uma das células que causam o disparo de

B, é aumentada.”

Mediante este processo, as memorias sao armazenadas na rede, distribuidas pelas
suas sinapses. Em nosso trabalho iremos nos deter a regra Hebbiana de aprendizado

proposta por Hopfield, que é expressa matematicamente da seguinte forma:

P

1 o
i = D (1.6)

pn=1
Um fato biologicamente importante é que a regra de Hopfield é local no sen-
tido topoldgico, dependendo unicamente das atividades dos neuronios pds e pré

sinapticos.

1.5 Modelo de Hopfield

O modelo de Hopfield propoe uma dinamica para redes neurais atratoras pos-
suindo varias propriedades interessantes. Mais adiante trataremos com detalhe o
modelo, por enquanto preocupar-nos-emos com as fortes hipoteses neurobioldgicas

tomadas nessa abordagem:
e O neurodnio, individualmente, nao apresenta memoria.

Assumindo que o potencial limite é independente do tempo, e o sinal h;(t + 1) de-
pende unicamente do estado da atividade no tempo anterior. A dinamica neuronal

é markoviana.

¢ axonio do mesmo neuronio pode ter qualquer niimero de sinapses excitatérias e

inibitdrias.
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Ter ambos os tipos de sinapses é vital para que o sistema apresente um compor-

tamento interessante, possuindo uma variedade de atratores distintos.

eTotalmente conectado

Cada neuronio recebe informagao de todos os outros neuronios na rede, e pode
mandar informacao para qualquer outro. Como vimos em 1.2, o cértex cerebral nao

é totalmente conectado. Essa imposicao nao tem fundamento bioldgico.

O trabalho de Hopfield, o qual temos por referéncia fundamental, introduz mais

duas adicionais simplificagoes, que por motivo de coesao iremos apresentéa-las aqui.

eConectividade simétrica

Isso significa que a eficiéncia sinaptica de neuronio j para o neuronio i é idéntica
a eficiéncia inversa, do neuronio ¢ para o j. Essa forte hipotese nao tem nenhuma
motivagao biolégica e surge da necessidade de definir uma funcao energia para o

sistema.

oA dinamica é nao sincronica.

Essa hipdtese nao tem apelo analitico como a anterior e também nao é motivada
biologicamente, mas ¢ tomada em via de ser menos restritiva. Para entender essa
restricao suponha que a atualizagao ocorresse conjunta, todos os neurénios tomas-
sem suas decisoes para uma mesma configuracao. Os neurdnios disparam quando
acumulam suficiente PSP e atingem o potencial limiar, recebendo sinais com inter-
valo de tempos diversos. Dessa forma comecando sincronicamente uma dinamica,
rapidamente ficariam desincronizados. Além disso, outros fatores podem interferir
na diferenca de tempo entre a chegada de informacao entre um neurénio e outro,
como tamanho do axonio e dendritos assim como da liberagao de neurotransmisso-

res na fenda sinaptica. Esse tipo de desordem tao detalhada é dificil de ser levada
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em conta em um modelo. Entao preferimos assumir uma hipotese mais forte, a
de atualizar os neuronios em série, com uma seqiiéncia aleatéria pré-estabelecida.
Dessa forma cada neurdnio terda seu PPS calculado como a combinagao particular
de potenciais ativos.

Vamos definir as grandezas matematicas que compoe o modelo. Como menci-
onado anteriormente, representamos a atividade neuronal por uma forma binaria
(0,1) ou (-1,+1). Vemos que a segunda representagao tem um apelo fisico pois nos
remete ao modelo de Ising para o magnetismo. Entao, podemos nos valer da simples

transformacao:

onde o é atividade neuronal na forma bindria. Seja U;(t + 1) o PPS acumulado no
neuronio ¢ no instante t4-1. Se J;; for a matriz das conexoes sinaptica, o PPS pode

ser escrito como

N
1
J=1;5#

E o estado do neuronio ¢ , na auséncia de ruido, sera dado por

e fungao sign(x) é definida da seguinte forma:

. +1sex >0
sign(x) = (1.10)
—1lsex <0
Reescrevendo 1.9,
S; = sign(h; + k) (1.11)
tal que
N
hi= Y J,S; (1.12)
=L
e
N
he= > J,-T (1.13)
=Lij#i
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com

= %J (1.14)

Escrevendo dessa maneira podemos interpretar os parametros h; e h{ como
analogos de um sistema magnético de spin S; conectado pela matriz de interagoes
Jij. A variavel h; seria o campo que o i-ésimo spin sente devido a interagao com
seus j vizinhos, enquanto a variavel h{ é o campo magnético externo no sitio 7, que
nao depende da orientacao dos outros spins. Para simplificar o modelo podemos

assumir que

he =0 (1.15)

Fazer essa hipotese significa que o limiar de cada neuronio esta balanceado com ati-
vidade média dos neuronios de toda rede. Eliminar o limiar nos permitira apresentar
uma discussao transparente, que enfoque no papel desempenhado pelas eficiéncias
sindpticas no controle do comportamento coletivo da rede neural atratora (ANN).

Em sintese, a dinamica neuronal é dada por:

S; = sign(h;) (1.16)
j=1,57#i

Note que nao regressamos ao peso sinaptico anterior, mas apenas abolimos Ji’j em
favor de uma notacao enxuta.

As relagoes descritas anteriormente sao totalmente deterministicas. Dada uma
condicao inicial o sistema segue por uma trajetoria bem definida no espaco de confi-
guracoes. Na pratica isso implica que o neuronio nao estd sujeito a nenhum tipo de
flutuagao ou imperfeicao em todo o complicado processo biolégico descrito na se¢ao
1.2, o que é bastante irreal. Evidéncias experimentais [13] mostram que devido ao
processo de transmissao nas sinapses, as vesiculas de neurotransmissores variam em
tamanho e quantidade, podendo neurotransmissores serem despejados na sinapses

mesmo sem a existéncia de um sinal poténcial de acao. Entao uma melhor descri¢ao
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para o potencial pds sinaptico é através de uma variavel gaussiana,

P - o [0

Dessa forma a probabilidade do neuronio ¢ disparar,

P(Si=1) = /TOO P(U)dU = % {1 +orf (U(;;;)}

- (57

2 X
erf(x) = E/o e~ dt

)

que pode ser aproximada por

P(S; = 1) =

N | —

onde

Utilizando (1.19) e (1.21)

B exp(h;S;)
P(S:) = exp(fBh;) + exp(—pBh;)

co1m

B = 26v2

= %[1 + tanh(5h;S;)]

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

A equagao (1.23) é exatamente a equagdo que descreve um spin de Ising em

contato com um banho térmico T'= 3~!. Note que no limite 3 — oo retomamos

a equacao (1.16).

1.5.1 Evolucao temporal

Podemos pensar em uma rede de neuronios, conectados entre si, emitindo e

recebendo impulsos de seus vizinhos. Uma vez que cada neuronio pode assumir 2

valores, a evolucao temporal dessa rede se dd num espacgo de configuracoes que é um

hipercubo N-dimensional, onde N é o niimero de neuronios.
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Para analizarmos a evolucao temporal da rede devemos pensar em como é a
sua dinamica. Podemos assumir uma dinamica sincronica, ou paralela, onde todos
disparam juntos em intervalos bem definidos de tempo. Dessa forma, num instante
t = n, o PPS do neurdnio serda dado pela atividade dos seus neuronios vizinhos no
intervalo de tempo (n — 1) <t < n. A cada unidade de tempo todos os neurdnios
repolarizam a sua membrana. Entao a probabilidade de transicao W (p,q) de um
estado ¢ {S{(n — 1)} da rede para um estado p {S¥(n)} é dada por:

exp(f ), hiS7)
ilexp(Bh]) + exp(=ph;)]

W(p,q) = H P(S?) = N (1.25)

co1m

q — QY
hi(n) = E JiSj(n —1) (1.26)
JJFi

Os indices superiores sao para reforcar que em um passo de tempo todos os neurénios

tiveram a chance de mudar de estado.
A outra hipdtese é uma dinamica assincronica, ou serial, onde em um intervalo
0t apenas um neurdnio pode vir a mudar de estado. Contaremos entao uma unidade
de tempo quando todos os N neuronios da rede tiveram oportunidade de trocar

de estado. Essa diferente forma de contar tempos é importante para relacionar

resultados em simulagoes feitas com dinamicas distintas. Dessa forma:

1

Se, no instante de tempo t = n, o i-ésimo neuréonio muda de estado no intervalo
n <t < n+ 0t o préximo neurodnio tera seu PPS baseado na mesma configuragao
do neurdnio i, com excecao da troca de estado ocorrida naquele neurénio.

A respeito da probabilidade de transicao entre dois estados, p e ¢, podemos afir-

mar:

e Se dois estados diferem pela mudancga de atividade de mais de um neuronio,

W(n,m)=0
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Suponha por que a rede esteja numa dinamica serial, e o tempo seja discreto, a

probabilidade de encontrar a rede num instante de tempo ¢t = (n + 1)dt é
pp(n+1) =Y W(p,q)py(n) (1.28)
q

A soma deve ser feita em todos os 2V estados, uma vez que a rede, em t = n,
poderia estar em qualquer um desses estados. Escrever a equagao (1.28) é equivalente
a equacao mestra da rede. Se pensarmos na distribuicao de probabilidades como

um vetor de rede com 2V coordenadas, a equagao (1.26) pode ser escrita como
lp(n+1)) = Wlp(n)) (1.29)

onde W é a matriz estocéstica, |p(n)) é o vetor de estado da rede no tempo ¢t = n.
Note que aqui pegamos emprestada a notagao da mecanica quantica por uma questao

de familiaridade. Seja |p(0)) a condigao inicial da rede, entao

p(n)) = W"|p(0)) (1.30)

Estamos interessados no estado assintético da rede, pois desejamos um sistema tal
que dada uma condicao inicial (um padrao apresentado) o seu estado estacionério
¢ o atrator mais préximo dele (ele retorne o padrao armazenado com maior se-
melhanga). Entao precisamos saber quais propriedades sdo necessarias a W para
que o sistema possua uma diversidade de estados estacionarios, que possuam de-
pendéncia da condicao inicial, em outras palavras, quais caracteristicas de W para
que o sistema nao seja ergodico. Para qualquer matriz estocastica valem as seguintes

propriedades:

1- Como W (p, q) é uma probabilidade condicional, W(p,q) > 0 e Zp Wi(p,q) = 1;
2- Qualquer autovalor A de W satisfaz a condigao |A| < 1, isto no plano complexo;
3- O autovetor associado ao autovalor A = 1 corresponde ao autovetor de compo-

nentes nao negativas;
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Além desses resultados, precisaremos enunciar uma definicao para entendermos o
teorema de Perron-Frobenius.

Defini¢ao: Uma matriz estocdstica é dita irredutivel se para cada par (p, ¢) existe
[ >0 tal que T'(p,q) > 0.

Uma forma intuitiva de enxergar essa definicao é que uma matriz irredutivel é

uma matriz que nao pode ser escrita na forma de uma matriz triangular,

A B
0 D

(1.31)

onde A e D sao matrizes quadradas. Quando uma matriz estocastica pode ser escrita
nessa forma, ela é dita redutivel.

E importante entender que toda matriz irredutivel representa uma rede em que
qualquer estado ¢ é acessivel a partir de um estado arbitrario p. Ou seja, é possivel
transitar entre todos os estados da rede.

Teorema de Perron-Frobenius: O autovalor A = 1 de uma matriz irredutivel é
nao degenerado e seu autovetor correspondente possui todas as componentes estri-
tamente positivas.

Suponha W tal que valha o teorema e sejam |\;) o autovetor a direita, e (\;] o

autovetor a esquerda do autovalor \;. Utilizando o teorema espectral,
W= Z Ai [ (O (1.32)
Substituindo (1.32) em (1.30) temos,
[p(m)) = Walp(0)) = 3 X! 1Ad) (Ail[(0)) (1.33)

reescrevendo

[p(n)) = X A1) (Al 1p(0)) + Y AT IA) (Al 1p(0)) (1.34)
i#1
No limite n — 00, 0 segundo termo desaparece pois todos os autovalores pos-

suem modulo menor que 1. No primeiro termo a direita (A;||p(0)) = 1 pois |p(0))
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estd normalizado e o teorema garante que todas as componentes de (| sdo estrita-

mente positivas. Dessa forma
p(n)) = A1) (1.35)

o que implica que depois de um tempo suficientemente longo a condicao inicial
¢ esquecida e qualquer configuracao é levada ao mesmo atrator. Esse resultado
tao util em Fisica, ironicamente, é o contrario do que desejamos para uma rede
neural atratora. Dessa forma precisamos encontrar uma maneira de evitar o teorema
de Perron-Frobenius. Para invalidar o teorema de maneira simples basta que a
matriz W seja redutivel. Vemos que isso é claramente impossivel para uma dinamica
paralela com temperatura nao nula, pois o sistema tem livre transito entre os estados.
Mesmo para a dinamica seqiiencial com ruido a matriz continua irredutivel. Mas
se a dinamica for a temperatura nula e existir ao menos um atrator, a matriz W
podera ser escrita facilmente na forma triangular, pois existird uma coluna composta
apenas por 1 na diagonal e 0 em todo resto bastando uma permutacao simples para
colocé-la na forma triangular.

Para escapar desse problema, a temperatura finita, é necessario que W seja
tal que a diferenca entre os autovalores subseqiientes diminuam a medida que o
sistema aumenta, entao quanto tomarmos o limite termodinamico existirda uma de-
generescéncia assintotica. Foge do escopo desse texto explicar essa degenerescéncia.
Mas uma coisa € clara, a topologia da rede é crucial para os efeitos emergentes desse
tipo. Como as novas arquiteturas abordadas irao influenciar esse comportamento,
existirda uma superposicao dos novos efeitos emergentes com os efeitos da diluigao
nao aleatéria. Com intuito de isolar o efeito de novas topologias e suas influéncias na
capacidade de armazenamento optamos por realizar apenas simulacoes em 7' = 0, e

daqui iremos nos referir apenas a rede a temperatura nula.
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1.5.2 Energia e a matriz sinaptica

Seja uma rede neural de N variaveis S; = +1, e a funcao

1
E=3 >TSS, (1.36)

1,5,07#]
com J;; qualquer. Suponhamos que em algum instante de tempo um dado neurénio
k muda de estado, ou seja, S — —Sj. Podemos calcular a variacao na funcao E,

dada por:

AE =S, TS+ Sk Y TS (1.37)
JJ#k JJ#k

Analisemos essa equagao. Pelas equagoes (1.14) e (1.15) o primeiro termo é
negativo, uma vez que Sy mudou de sinal. Mas nada podemos afirmar a respeito
do segundo termo, e ndao conseguimos inferir nada sobre AFE. Mas se a matriz for
simétrica o segundo termo é igual ao primeiro e E diminui. Assim E pode ser
escolhida como fungao energia para o problema, que decresce junto com a dinamica,
tendo por pontos minimos os atratores. Note que se Jg. # 0 0 argumento exposto

acima nao seria valido.

Para uma dinamica paralela considere

E==Y 1Y 7Sl (1.38)

(NN P
Usando a identidade
|z| = x.sign(x) (1.39)
temos
E = — Z(Z JUS])SlgH(Z Jiij) (140)
i gl Jj#l

Mas

Si(t+1) = sign(>  J3S;) (1.41)
J#l

logo

E(t)=— Y JySi(t+1)S;(t) (1.42)
i,5,571
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para J;; simétrica podemos escrever

AE=E(t+1)—E(t) ==Y [Si(t+2) = Si(t)] Y _ JizS;(t + 1) (1.43)
i i i
Note que se S;(t + 2) # S;(t), AE é negativo. De fato o estado de S;(t + 2) é dado
por (usando eq (1.41))

Si(t+2) = sign(hi(t + 1)) = sign(d>_ JyS;(t + 1)) (1.44)
J#A

Entao S;(t+2) e o somatério em j possuem o mesmo sinal. Por hipétese, S;(t+2) #
Si(t). Se S;(t + 2) é positivo, assim também serd o somatério em j, S;(t) serd
negativo. Dessa forma, a diferenca de energia entre os dois estados serd negativa. Se
S;(t+2) é negativo, o somatério em j serd negativo. S;(t) serd positivo, e contribuira
negativamente pois esta sendo subtraido. Entao o sinal do termo entre colchetes é
negativo. Levando em conta os dois sinais fora do colchetes, AE < 0. Entao E
define uma funcao de Lyapunov. Analisemos agora caso em que S;(t) = S;(t + 2).
Existe duas possibilidades para esse caso, S;(t) é constante, ou seja, chegamos em

um estado estacionario, ou temos um ciclo duplo.
Em nossas simulagoes, por questao de tradicao e clareza nos resultados, optamos

apenas por dinamica seqiiencial.

1.5.3 Estados espurios e saturacao

Conseguimos escapar da ergodicidade e escrever uma fungao energia para o
problema, mas nada garante ainda que os padroes armazenados segundo a equagao
(1.6) serao os pontos fixos.

Até agora discutimos a respeito da dinamica, da existéncia ou nao de atratores
mas ainda nao temos uma forma eficaz de medir o estado da rede. Para isso va-
mos introduzir uma nova grandeza, a “superposicdo”. A superposicao de um dado

padrao u, é definida como a distancia entre o atual estado da rede e o padrao, e é
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representada por m,(t)
N

my,(t) = % > ¢St (1.45)

i=1

Iremos aqui citar alguns resultados importantes a respeito dos atratores para

rede a T = 0.

En

Figura 1.10: Metafora do vales e colinas. M1 e M2 sao padroes armazenados,

minimos globais. X é um atrator esptrio, minimo local.

Se os P padroes armazenados sao aleatérios, e o nimero de padroes é bem menor

que o numero de sinapses, valem as seguintes propriedades:

e Os P padrdes, assim como seus simétricos, sao atratores [4];

e Os padroes sdo minimos absolutos da fun¢ao de Lyapunov [13];
e A bacia de atracao dos padroes sao largas.

Entendemos por bacia de atracao de um padrao, toda a regiao do espaco de confi-
guracoes que se dado um estimulo dentro dessa, o padrao em questao é recuperado.
Entao, quando dizemos que a bacia ¢ larga, mesmo que o estado inicial tenha poucos

neuronios alinhados com o padrao, ele sera recuperado.

e a rede possui uma grande quantidade de atratores espurios, ou estados espurios;
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e Existe um atrator esptrio para cada combinacao impar simétrica, totalizando 37

atratores espurios devido a essas misturas simétricas;

e Atratores esptrios sao meta estaveis, isto €, sao minimos locais da funcao energia,

como mostra a Figura 1.10;

Até entao as propriedades descritas transformam as redes neurais atratoras em
bons candidatos para aplicacoes em inteligéncia artificial ou em problemas de com-
putacao. Mas quando pensamos em qualquer tipo de aplicacao estamos interessados
na capacidade do sistema, dessa forma uma questao que segue naturalmente, é o
quanto é capaz de armazenar uma rede neural atratora? Antes de respondermos
o quanto ela é capaz, é necessario definir a capacidade. Podemos pensar em bits
armazenados por sinapses ou neuronios, ou em padroes armazenados por sinapses
ou neuronios. Pensando de uma forma aplicada é importante a questao do tamanho
da bacia de atracao dos padroes, pois uma rede com bacias largas pode recuperar
um padrao a custa de uma pequena informacao apresentada. Enunciemos agora
algumas propriedades da redes neurais atratoras relativas a capacidade de armaze-

namento.

e Costuma-se definir a carga da rede por:

P P

«

Note que N — 1 é o ntimero de sinapses por neurénio. Como o modelo de Hopfield
é totalmente conectado, o niimero de neuronios serve como aproximacao para a

nimero médio de sinapses.

e Existe um nimero critico de padroes armazenados, P.. Para qualquer niimero de
padroes armazenados abaixo de P, a rede recupera o padrao com acerto de 99%.
Costuma-se definir:

P.=a.N (1.47)
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e Quando « assume valores maiores que «a, nenhum padrao é recuperado. Para a
rede totalmente conectada, e a regra de aprendizado hebbiana proposta por Hopfield,

a. = 0.14.

1.6 Conclusoes

Neste capitulo apresentamos o conceito de redes neurais. Comecamos por mos-
trar um pouco da sua evolugao histérica, com o intuito de contextualizar o trabalho
de fisicos nessa area. Para isso fizemos uma introducao simplificada de neurofisiolo-
gia, apresentando as principais caracteristicas de uma rede de neuronios reais, com
intuito de trazer entendimento a respeito do ente modelado. Apresentamos um mo-
delo para a memoria associativa, o modelo de Hopfield, e discutimos suas principais

propriedades matematicas e restrigoes.
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Capitulo 2

Redes Complexas

A teoria de redes complexas é uma area multidisciplinar e pode ser vista como
intercessao entre a mecanica estatistica e a teoria dos grafos. Um grande volume de
trabalhos vem sendo publicados na literatura abordando esse tema, pois esse tipo
de modelagem se mostra cada vez mais util para o entendimento de varios sistemas
como a Internet, WWW (World Wide Web), redes sociais entre individuos, rede de
negocios entre companhias, redes de interacoes bioldgicas, como proteina-proteina,
cadeias alimentares, citacoes académicas e redes neurais. Nao temos como objetivos
aqui esgotar o assunto, e deixamos indicados para leitores mais assiduos trés 6timos
artigos de revisao a respeito do tema [14, 15, 16] e dois livros [17, 18].

Na matematica a teoria dos grafos é uma das bases da matematica discreta e
estd solidamente desenvolvida. Nas ciéncias sociais desde os anos 30 existem estudos
das conexdes sociais com objetivo de entender o funcionamento da sociedade, por
exemplo, o estudo de pessoas e relagoes de trabalhos entre elas, ou a amizade entre
criancas em uma escola. Mas ambas as teorias abordaram sempre redes de poucos
elementos.

Recentemente o foco na pesquisa de redes transladou, de poucos néds, para redes
de larga escala com milhoes, até bilhoes, de elementos. Com rapida melhora dos
computadores nos ultimos 20 anos, foi possivel recolher e analisar uma quantidade

de dados muito maior que as analises anteriores. Questoes antes levantadas para
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redes pequenas, como: “qual é o vértice mais importante para a conectividade dessa
rede?”perderam o sentido quando nos deparamos com redes de milhoes de nos.
Dessa forma as questoes foram reformuladas, e, por exemplo, a questao anterior se
transforma em: “qual a percentagem de nds necessaria para que a conectividade
da rede caia significantemente?” Essa é uma pergunta tipicamente estatistica. Com
essa mudanca de escala tivemos uma mudanca na abordagem analitica. Eis entao
que a colaboracao dos fisicos na drea se torna importante trazendo o ferramental da
mecanica estatistica para estudar esses sistemas.

Outro problema é que por tratarmos de redes muito grandes, a representacao
grafica perde sentido, a nao ser em casos particulares. Mesmo com os modernos
programas graficos uma andlise no olho de uma rede dessas proporcoes traz pouca
informagao, quando traz.

Este capitulo sera dividido em 3 secoes. A primeira corresponde ao estudo ex-
perimental de redes. Esse é um problema que requer muito trato, pois se tratando
de redes tao grandes nao podemos em varios casos, como a Internet por exemplo,
contemplar toda rede mas apenas amostras de seu contexto. Entao temos que carac-
terizar a rede por um conjunto de grandezas. Na primeira secao trataremos dessas
grandezas, e de como sao medidas nas redes reais, para que essas sejam caracteri-
zadas. J& na segao dois, partiremos para a modelagem. Mostraremos os modelos
mais comuns, sem suas generalizacoes e calcularemos algumas de suas grandezas.
Na tultima se¢ao iremos ver os trabalhos experimentais a respeito de rede neuronal

da C. Elegans.

2.1 Definicoes Basicas

A primeira barreira a ser vencida para continuar o nosso estudo é a do jargao.
Entre os fisicos e matematicos ja temos uma diferenca considerdavel nos termos uti-

lizados para descrever os sistemas. Essa diferenca comeca quando nos, fisicos cha-
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mamos o sistema de rede, enquanto os matematicos o chamam de grafos. Quando
passamos para outras areas, como ciéncias sociais ou biologia, a barreira da nomen-
clatura cresce. Entao tentaremos aqui fazer o elo entre a nomenclatura da fisica e
da matemadtica, uma vez que as outras nao serao importantes para o nosso trabalho
em questao.

Uma rede, ou grafo, nada mais é que um conjunto de vértices, ou nos, ligados
por conexoes, ou arestas. Uma rede pode ter diferentes tipos de vértices assim como
diferentes tipos de arestas. Pensando no exemplo de redes sociais, um vértice pode
representar mulheres ou homens, pessoas de diferentes etnias, idades, ou varias
outras coisas. As arestas podem representar amizades, relagoes profissionais ou
proximidade geogréfica. Elas podem possuir pesos, representando por exemplo, o
quao duas pessoas se conhecem. Formalizando podemos escrever: um grafo é dado
por um conjunto nao vazio V' de vértices, um conjunto E de arestas, e uma funcao
w: E — P(V) que associa a cada elemento de £ um subconjunto de elemento de
V', interpretado como os pontos terminais da aresta. Se esse subconjunto de V é
maior que um par, temos uma hiperaresta. Um grafo que possui uma hiperaresta

é dito hipergrafo. Hipergrafos nao serao de uso para nosso trabalho, mas possuem

Figura 2.1: Exemplo de um grafo com 6 vértices e 7 arestas.

utilidades para representacoes sociais, como por exemplo vinculos familiares.
Grafos cujas arestas possuem sentido sao chamados de grafos direcionados, ou
apenas digrafos. Um grafo desse tipo pode ser utilizado para representar chamadas

telefonicas ou e-mails, uma vez que a informacao tem uma direcao tnica de fluxo.

35



Y

Figura 2.2: Exemplo de um digrafo

Um digrafo consiste em um conjunto V' de vértices, um conjunto F de arestas
e mapas s,t : E — V, onde s(e) é a fonte e t(e) é o alvo da aresta e. Se um
digrafo apresenta caminhos fechados dizemos que ele é ciclico, caso contrario aciclico.
Cadeias alimentares sao exemplos de digrafos quase perfeitamente aciclicos.

O que os matematicos chamam de vértices, na literatura fisica encontramos
pelo nome de sitio. E o elemento fundamental do sistema, que representa o ente
a ser estudado. E necessario definirmos também o grau do vértice. O grau de um
vértice é o ntimero de arestas que chega no mesmo. Se estivermos tratando de um
digrafo, existira o grau de entrada e o grau de saida. Mas como nao trabalharemos
com digrafos, essas diferenciacoes nao serao importantes. Os fisicos chamam essa
grandeza de conectividade. E importante notar que a conectividade média para um
grafo nao é o nimero de arestas dividido pelo nimero de nés, pois cada aresta liga
dois vértices, contribuindo para o grau de dois nés distintos, entao a conectividade
média, ou o grau médio, é dado pelo dobro de arestas divido pelo niimero de vértices.

Vamos discutir agora algumas propriedades mais praticas dos grafos. A primeira
delas é o caminho geodésico. Antes de definir o caminho geodésico é necessario
definirmos o que é um caminho em um grafo.

Um caminho do vértice v; ao vértice v; ¢ uma seqliencia de vértices tal que
(g, Vk41) com i < k < |j — 1| pertence a E. Ou seja, se existe um caminho entre
dois vértices podemos, andando por cima do grafo, sair de um vértice e chegar ao

outro. Dizemos que os vértices sao conectados quando existe um caminho entre
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eles. Quando existe um caminho para quaisquer dois vértices de um grafo ele é dito
conexo. O caminho geodésico é o caminho com menor nimero de vértices, ou seja, o
caminho mais curto. Note que estamos utilizando uma idéia de medir distancia sem
definirmos bem uma métrica. Podemos pensar, por questoes de simplicidade, que o
nimero de vértices que compoe um caminho nos da o seu tamanho, dessa forma, um
caminho sera maior que outro se possui mais vértices. E sera dito menor se possuir
menos vértices. Representaremos o tamanho do caminho geodésico por d;;. Note
que essas definicoes foram feitas para grafos, e nao digrafos pois para esses teriamos
que pensar em que sentido apontam as arestas. Dessa forma podemos definir para

um grafo o caminho geodésico médio:

1
| = Wz% (2.1)

(2]
por definicao d; = 0. Existem varios algoritmos para medir o caminho em um grafo.
Mas a definicao 2.1 s6 tem validade para um grafo conexo. Quando tratamos de
grafos nao conexos, ou se redefine [ [15], ou se pudermos separa-lo em um conjunto
pequeno de subgrafos conexos, podemos calcular | de acordo com equagao 2.1 para
cada subgrafo. Uma outra grandeza importante a ser definida é o coeficiente de
“clustering”. Dado um né com dois vizinhos o coeficiente de clustering nos diz qual
a probabilidade de que esses estejam conectados. Na literatura encontramos duas
formas distintas de calcular essa grandeza. Uma foi importada da literatura de redes

sociais, conhecida como "fracao de triplas transitivas”, definida por:

c_ 3 X numero total de triangulos
~ ndmero total de vértices triplamente conectados

(2.2)

aonde triplamente conectado é um vértice com duas arestas terminando em vértices
distintos. Essa definicao que facilita calculos tedricos possui sua concorrente. Watts
e Strogatz [2] definiram de uma forma distinta o coeficiente de clustering. Propuse-

ram um valor local dado por

numero de triangulos conectados ao vértice i
C; = J (2.3)

numeros de triplas centradas em 1
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Para vértices de grau 0 ou 1, cujo denominador sera 0, atribuimos o C; = 0. O

coeficiente de clustering da rede toda fica
1

C==-) C 2.4

> (24)

Em 2.2 calculamos o nimero total de triangulos e dividimos pelo total de co-
nexoes, ou seja fazemos a fracao média. Na definicao 2.3 o que fazemos é calcular
em cada né o nimero de triangulos fechados por conexoes triplas, e tiramos a média
desse calculo, ou seja fazemos a média das fracoes. Para entender melhor a diferenca

olhemos a Figura 2.1.

Figura 2.3: A rede possui 8 maneiras de ligar um né a dois vizinhos distintos, ou
seja, 8 conexoes triplas. Apenas 1 triangulo. Entao pela equagao 2.2, C' = 3/8.
Olhando agora a defini¢ao local, temos os coeficientes de clustering C;, eq. (2.3), da

direita para esquerda, valendo: 1/6,1,1,0 e 0. Dessa forma, utilizando a equagao

2.4: C = 13/30.

Essa segunda forma de calcular o coeficiente de clustering é conhecida na lite-
ratura das ciéncias sociais como “densidade da rede”. Independente do coeficiente
de clustering utilizado ele se mostra sempre maior em redes complexas do que em
grafos meramente aleatorios. Existem indicios que o valor de C' tende para um valor
finito quando n — oo.

Vemos que, em ambas as defini¢oes, o coeficiente de clustering mede a quantidade

de caminhos fechados triangulares. Existem generalizacoes para essa grandeza, cir-
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cuitos de 4, 5 ou mais vértices, porém abordar essas grandezas foge do escopo desse
texto.

A dltima importante grandeza a ser definida é a distribuicao de graus. Anterior-
mente definimos que o grau de um dado vértice ¢ é o niimero de arestas conectadas
a ele. A distribuigao de graus P(k) é a probabilidade de um dado né escolhido ao

acaso, com igual probabilidade, tenha grau k.

2.2 Grafo de Erdos-Réyl

O grafo de Erdés-Rényi [19] é importante para nosso trabalho uma vez que
ele remonta as primeiras tentativas de diluicio em uma rede neural. Solomonoff
e Rapoport [20] e, independentemente, Erdés-Rényi propuseram um modelo para
uma rede aleatoria que segue uma idéia bem simples. Suponha um conjunto de n
vértices e cada vértice esta conectado a um outro com uma dada probabilidade p.
Isso define o que Erdds e Rényi chamaram de G, ,. Na linguagem fisica, G, , ¢é
um ensemble em que um grafo com m arestas possui probabilidade p™(1 — p)M—™
onde M é o nimero méaximo de arestas possivel dado por M = %n(n —1). Erdés
e Rényi definiram outro modelo G, ,, que é o ensemble de todos os grafos com n
vértices e exatamente m arestas, e cada grafo aparece com mesma probabilidade.
Notemos que esses ensembles sao analogos ao ensembles canonico e gran-canénico
da mecanica estatistica. Em analogia é comum nos referirmos a essas redes, como
redes em equilibrio, a distribuicao de graus é independente do tempo. Dorogovtsev
e Mendes [17] usam essa abordagem de ensembles para gerar redes complexas com
distribuigoes de graus distintas, inclusive de “cauda grossa” (fat-tail).

Pela construcao do grafo, um dado vértice ¢ possui k arestas com probabilidade

p*, e ndo estd conectado com N —1—k vértices com probabilidade (1—p)N =17, Mas

existem C% _, maneiras de combinar essas conexoes. Dessa forma a probabilidade
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de que o i-ésimo vértice possua k arestas é:

P(ki=k) = Cx_p* (1 —p)V 1" (2.5)
No limite N — oo,
N k
P(k;=k) = Cy_1p"(1 —p)N "1k = e7?V (pk') (2.6)
Mas < k >=pN,
k k
P(ki = k) = e<k>% (2.7)

que ¢é a distribuicao de Poisson. Por esse motivo é comum ver esse tipo de rede

aleatéria ser chamada por grafo aleatério de Poisson.

o ®-

P e
//-{.‘ \\‘ \“‘ \\ o e ]
T/ - — ® e
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Lf s /-;‘ Q = . .
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“-“_‘:\\ A - \\ /
& ¥
P=1.0 p=0.3

Figura 2.4: Grafo aleatério para dois valores de p

O coeficiente de clustering também ¢é facilmente obtido. Pela defini¢ao em 2.3 a
probabilidade de haver um tridngulo conectado ao vértice i é p®, pois a probabilidade
de que cada né esteja conectado a um outro né qualquer é p. Da mesma forma a
probabilidade de existir uma ligacao tripla centrada em ¢ é p®. Entao o coeficiente

de clustering para a rede aleatéria com distribuicao de Poisson é:

C:iZC’i:p:<k> (2.8)

O caminho geodésico médio do grafo de Erdos-Rényi é um pouco mais dificil de

ser obtido, pois, dependendo da probabilidade p escolhida, o grafo pode ou nao ser
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conexo. O estudo do diametro desses grafos tem sido estudado por varios autores
[21]. O que podemos facilmente é garantir que para um grafo conexo, [ escala com
In(N). Para grafos aleatdrios conexos, apresentamos entdo sem demonstrar,

In(N)

- In(< k >) (2:9)

2.3 Redes na fisica

Modelos em grafos tém tradigdo na fisica, sob a alcunha de redes regulares (ou
no inglés, lattices). As redes na fisica apareceram na mecanica estatistica, como o
modelo de Ising. O entendimento do magnetismo tem uma importancia fundamental
na historia da fisica, pois é um dos fenomenos quanticos de resultados macroscopicos
e o primeiro grande sucesso na descricao de um fendémeno fisico por um modelo de
rede.

O problema era descrever os estados magnéticos da matéria, o ferromagnetismo
e o paramagnetismo. Uma substancia ferromagnética apresenta magnetizacao es-
pontanea, na auséncia de campo magnético externo. O ferromagnetismo ocorre
em materiais cristalinos como ferro, o niquel e o cobalto. A matéria quando pa-
ramagnética nao possui magnetizagao espontanea, mas podem apresentar magne-
tizacao quando induzido por um campo magnético externo.

Pela teoria eletromagnética classica a interacao que surge no interior desses mate-
riais seria causada pela forga entre dipolos magnéticos, que é proporcional a 1/r%. O
problema é que uma interacao desse tipo nao poderia ser responsavel pelo fenomeno
do ferromagnetismo, pois decai muito rapidamente com a distancia. Mas o efeito
mais intrigante ¢ que os materiais ferromagnéticos quando expostos a uma alta
temperatura perdiam as suas propriedades ferromagnéticas, e se mostrando como
materiais paramagnéticos. Ou seja, sofriam uma transicao de fase.

A descri¢ao completa desse fenomeno é dada pela mecanica quantica. Imagine

dois elétrons de atomos vizinhos com orbitais ¢1(r1) e ¢2(ry) que se superpoem
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localmente. Se eles possuem o mesmo spin, a fun¢ao de onda sera anti-simétrica

Y(r1,m2) = ¢1(r1)ga(ra) — a(r1)di(r2) (2.10)

Se ry = ry = 1, entao Y(r,r) = 0. Ou seja, a probabilidade de encontra-los
préximos é nula. Essa proibicao de dois elétrons interagentes possuirem o mesmo
estado quantico é conhecida como Principio de exclusao de Pauli. Devido a repulsao
elétrica entre eles, o distanciamento reduz a energia potencial, tornando essa confi-
guracdo mais estavel. O modelo de Ising [22] propde uma interacao local entre os
spins através de uma hamiltoniana baseada na interagao anteriormente descrita

H=-BY o,—J)Y 00 (2.11)

i <ij>

onde a variavel o; representa o estado do i-ésimo spin, assumindo valores +£1. O
primeiro termo representa a interagao externa com o campo magnético externo, e a
segundo termo a interacao entre os spins vizinhos. Quando a constante .J é positiva
a energia diminui com os spins se alinhando, ou seja, ferromagnetismo. Quando
J < 0 a energia é minima quando os spins estao antiparalelos, nesse caso o modelo
descreve o antiferromagnetismo.

O somatorio do segundo termo ¢ feito na vizinhanca, que ¢é definida em fungao da
rede. Na fisica é costume referir a essas redes pela dimensao d, de Z (conjunto dos
inteiros) que contém seus pontos (Figura (2.5)). Dessa forma, uma rede quadrada
plana seria uma rede em 2d e cada sitio pode ser descrito por um ponto em Z2. Se
a célula original fosse um cubo, teriamos uma rede cibica em 3d, com cada ponto
representado por um trio de coordenadas. Para d > 3, ela é dita um hipercubo.
Dessa forma um vizinho é um sitio da rede que possua mesma coordenada do sitio
em questao, com excecao de uma, que pode variar em uma unidade. Assim, na
rede quadrada planar, os vizinhos do sitio (x,y) sdo os pontos da forma (x +1,y) e
(x,y=£1), totalizando quatro vizinhos. Para rede quadrada, é comum nos referirmos
ao tamanho da aresta L, em vez do niimero total de nos.

Em outras areas da fisica modelos de rede também sao comuns, a exemplo no

estado sélido, estruturas cristalinas se organizam nas chamadas redes de Bravais.
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1D 2D
Figura 2.5: Redes 1d e 2d com L=T7.

Essas estruturas sao caracterizadas pela sua periodicidade, como se fossem feitas a
partir da reproducao de uma célula que apresenta formas geométricas bem definidas,

como por exemplo quadrados, triangulos, cubos ou hexagonos.

2.4 Redes no Mundo Real

O primeiro passo € identificar as grandes areas existentes e localizarmos o pro-
blema que queremos tratar, para em seguida definir as entidades que nos trarao
algum tipo de informagao a respeito do sistema estudado. Newman [15] divide as
redes complexas em 4 grandes grupos. Seguiremos a divisao proposta por ele em
nosso texto.

Redes sociais, envolvem pessoas e as interacoes entre elas. Pode ser relagao ma-
trimonial entre familias, interagoes entre empresas no mundo corporativo ou amizade
entre pessoas. Na analise desse tipo de rede nasceu o famoso experimento de ”small-
world”feito por Milgram [23, 24]. O experimento consistiu em enviar uma carta da
Costa Oeste do Estados Unidos e essa deveria chegar a um individuo alvo da Costa
Leste, com a restricao de que a carta s6 poderia viajar passando de mao em mao.
Apenas um quarto das cartas chegaram ao seu destino, mas o impressionante resul-
tado dessa experiéncia foi que cada carta passou, em média, por apenas 6 pessoas.
Esse experimento, apesar de simples e surpreendente, é um dos poucos relatos de

estudo de redes sociais em larga escala, normalmente essas sao estudas em amos-
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tras pequenas, pois os dados sao recolhidos através de questionarios de uma forma
bastante trabalhosa.

O segundo tipo de rede complexa sao as redes de informagao. Um exemplo trivial
desse tipo de rede sao as citagoes académicas, aonde cada artigo é um vértice e as
arestas sao diretas, no sentido do artigo citado. Como um artigo feito nos anos 50
nao pode citar um artigo dos anos 80, essa rede apresenta uma estrutura aciclica.
Outra importante rede de informagao é a World Wide Web, aonde as paginas sao os
vértices e as arestas sao os hyperlinks. Ao contrario da rede de citagoes, a WWW
¢ ciclica, afinal nao hé ordem natural das paginas, e nenhum vinculo impede que
existam caminhos fechados.

O terceiro tipo de redes sao as tecnoldgicas, redes feitas com o intuito de distribuir
algum tipo de servico. A malha rodovidria e ferroviaria sao exemplos desse tipo de
rede. A rede de transporte aéreo, assim como a de distribuicao de energia elétrica,
aonde a malha é representada pela as arestas e os vértices sao as cidades [25]. Outra
rede dessa classe bastante estudada é a Internet, a rede de conexoes fisicas entre
computadores.

A dltima classe é a de redes bioldgicas. Os caminhos das reagoes metabdlicas,
aonde os substratos e produtos sao ligados por arestas direcionadas. Outra rede
bioldgica bastante estudada sao as cadeias alimentares, aonde um vértice representa
uma espécie em um ecossistema e a aresta direcionada representa uma relagao pre-
datéria da espécie A para com a B. O foco de nosso trabalho, as redes neurais, sao

redes bioldgicas e se enquadram nessa classe.

2.5 Novos Modelos

Em 1998, Watts e Strogatz propuseram um modelo que apresenta apenas um
parametro de controle, p, que é a probabilidade de que uma conexao seja rearranjada.

O algoritmo por traz do modelo pode descrito em dois passos:
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e Comeca-se com uma rede unidimensional fechada, como um anel. Cada né esta
conectado com K/2 vértices a esquerda e a direita.

e Cada aresta a direita de todo né na rede tera sua outra extremidade religada com
probabilidade p. Sendo que conexoes duplicadas e auto-ligacoes nao sao permitidas.

Esse processo cria pN K /2 ligagoes de longo alcance na rede.

Entao, varrendo p no intervalo [0,1] podemos contemplar a transi¢ao entre ordem
(p=0) e aleatoriedade (p=1). Esse modelo advém de uma abordagem de lagos
sociais, as suas amizades sao de pessoas préximas a vocé, que moram na mesma rua,
estudam no mesmo colégio, entretanto alguns possuem amigos distantes, pessoas que
se mudaram ou conhecidos de viagem. A localidade é representada no modelo pela

rede regular, e as conexoes de longa distancia seriam esses contatos mais raros.

Regular Small-World Aleatéria

p=0 » p=1.0

Figura 2.6: rede de small-world

Passemos entao para as propriedades da rede de small-world. A solucao exata
para o caminho geodésico médio ainda é um problema em aberto. Barthélémy e
Amaral [26], proporam uma conjectura onde [ possua uma lei de escala. Recente-
mente, varios autores [27, 28, 29] por meio de argumentos analiticos e simulagoes
numéricas chegaram a uma nova lei de escala que hoje é amplamente aceita,

1/d

[ ~

f(pKN) (2.12)

onde f(x) que obedece aos seguintes valores assintdticos
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const se v K 1
flz) = (2.13)
In(u)/u se x> 1

Existe na literatura um esforco para o calculo de [ de forma exata, mas isso
ainda nao foi totalmente realizado. Albert e Barabdsi [14] em seu artigo de revisao
mostram, que dada certas circunstancias, o calculo de [ pode ser feito exatamente.
Além do pequeno caminho geodésico médio, da ordem de log(N), a rede de small
world apresenta alto coeficiente de clustering. Para esse calculo partiremos da rede
regular,com coeficiente de clustering C;(0). Para p > 0 o cluster em torno de i s6

continuard inteiro se as trés conexoes que formam o triangulo nao forem religadas,

dessa forma,

Ci(p) ~ Ci(0)(1 = p)°. (2.14)

Note que essa argumentagcao é heuristica pois certos elementos nao sao levados em
conta como, por exemplo, dependendo de onde a nova aresta for religada, podemos
ter a formacao de um novo cluster. Mas Barrat e Weigt [30] mostraram que a
diferenga entre essa expressao e o valor correto do coeficiente de clustering vai a
zero para uma rede suficientemente grande.

A dltima grandeza que falta ser investigada para esse modelo é a distribuicao de
graus. Para p = 0 a distribuicao é uma funcao delta centrada em K. Para valores de
p diferentes de zero, a desordem comega a surgir na rede. Pelo processo de re-ligacao
das arestas, cada né tem ao menos K /2 arestas no final do processo.Para K > 2 nao
existird vértice isolado e a rede é, normalmente, conexa. Evitando algumas calculos,

a distribuicao de graus é dada por

£ o K/2n
_ n o\, K/2—n (pK/2> —pK/2 21

para k > K/2, onde f(k,K) = min(k — K/2,K/2). A forma dessa distribuigao
¢ similar a de Poisson, com um pico mais pronunciado em torno do valor médio.

Na figura 2.7 plotamos o histograma de conexdes para redes de small-world com
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4 distintos parametros de desordem. Para comparar plotamos a distribuicao de
conexoes de uma rede aleatéria. A rede aleatéria foi montada da seguinte maneira:
sorteia-se um par de nés aleatoriamente, e estes sao ligados entre si. Repetimos
esse processo até que tenhamos K N/2 arestas na rede, dessa forma cada né estd

conectado a um outro né da rede com probabilidade P;; = K/N.
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Figura 2.7: Histograma do numero de vértices pela distribuicao de conexoes para
redes de small world, com p = 0.2(+), p = 0.4(x), p = 0.7(0), p = 1.0(M) e
Erdos-Rényi (x) , K =100 em 10000 realizagoes.

Para terminar essa secao iremos discutir agora a ultima topologia estudada em
nosso trabalho, as redes livres de escala. No final da década passada e inicio da
década corrente, varios trabalhos na literatura mostraram que redes reais, como
a Internet, possuem uma distribuicao de graus em forma de uma lei de poténcia.
Alguns outros trabalhos mostraram redes reais com distribuicoes diferentes, mas
também de cauda longa, distinta do grafo de Erdos-Rényi. Entao, uma pergunta
importante que nao possuia resposta é: “qual o mecanismo que faz com que uma
rede sem escala ocorra?”’. O modelo de Barabasi-Albert traz uma resposta para

pergunta.
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Antes de continuarmos uma nota histérica deve ser feita. O modelo de Barabasi-
Albert nao foi o primeiro modelo a conseguir uma distribuicao de graus em forma
de uma lei de poténcia. Derek de Solla Price [31], em 1965, usou o termo cumula-
tive advantage para designar o que hoje é amplamente aceito como explicagao do
surgimento de uma distribui¢ao de lei de poténcia para os graus [32]. Atualmente
utilizamos o termo prefferential attachment, criado por Barabési e Albert [33]. As
idéias de Price sao fruto do trabalho de Herbert Simon [34] que mostrou que as leis
de poténcia surgem quando “os mais ricos ficam mais ricos”.

O modelo de Barabasi-Albert pode ser resumido no seguinte algoritmo para

determinar o crescimento da rede:

e A rede comeca com m nos, todos conectados entre si.
e A cada passo de tempo t adiciona-se um novo né j a rede, com n arestas tal que
n < m. Essas arestas sao ligadas ao sitio i < m + ¢, com probabilidade p(k;), dada

por:

pj—i(ki) = (2.16)

Onde k; é o grau do i-ésimo né. Depois de t passos a rede possui N =t + m e
e = (m — 1) + nt arestas. Quando ¢t — oo a distribui¢ao de conexoes é dada por

P(k;) o< k;®. Na figura na Figura (2.8).

rede aleatéria livre de escala

Figura 2.8: Rede aleatdria e a rede livre de escala. Os nés marcados em cinza

atentam para a condensacao de arestas.
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Vamos mostrar, por duas abordagens distintas, que o algoritmo de Barabési-
Albert realmente nos leva a uma lei de poténcia. A primeira abordagem a analitica,
tratando o grau dos vértices como uma variavel continua, e em seguida vamos mos-
trar uma abordagem com resultados numéricos de nossas simulacoes.

A abordagem analitica [14, 17] tem como aproximagao tratar o grau como uma
variavel continua. Para redes no limite termodinamico essa abordagem é razoavel e

produz bons resultados. Se k; é uma variavel continua, vale a relacao dinamica

Ok; k;
— =np;_;(k; : 2.17
Mas
> kj=2nt—n (2.18)
J
entao
ok; k;
= = 2.19
ot 2t ( )

Levando em consideracao que cada nd i estd submetido as condicao inicial
ki(t;) = n onde t; é o instante que o né foi adicionado a rede. Dessa forma a

solugao de (2.17) é

B
ki(t) =n <—) com 3=1/2 (2.20)
Assim, a distribuicao de grau evolui para cada n6 como uma lei de poténcia. Entao

podemos calcular a probabilidade acumulada, P(k; < k) que é a probabilidade de

um né possuir grau menor ou igual a k, para entao calcularmos P(k).
t

Supondo que adicionamos os nés em intervalos iguais de tempo, a probabilidade de

termos t = t; é uma constante tal que

Pt) = —— (2.22)
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entao utilizando 2.22 em 2.21 temos,
t n'/Pt
. 1/ —1_
p<t1>n Igl/ﬁ) 1 R0t 1 m) (2.23)

Dessa forma, P (k)

_0P(ki<k) 2n'Pt 1
P(k) = Ok Con+t kYA (224)

no limite assintdtico (t — 00)

P(k) ~ 2Pk com v =1/8+1=3 (2.25)

O resultado interessante desse modelo, é que o expoente critico nao depende de n,
o que esta de acordo com os resultados numéricos.

Note que alguns efeitos de tamanho finito aparecem em redes livre de escala, como
observamos na Figura (2.9). A lei de poténcia é perdida na cauda da distribuigao,
e um pequeno “morro”’se forma. Esse problema ocorre devido a uma memoéria da
rede em relagdo as condigoes iniciais [35]. Conforme aumenta o tamanho da rede o
efeito diminui, como podemos notar na Figura (2.10). Stauffer et al [36], mostraram
que para uma rede de N = 10000 e n = m = 2 o efeito é imperceptivel e o morro

desaparece.
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Figura 2.9: Histograma do numero de vértices pela distribuicao de conexoes para

N = 5000, m =n = 50 em 100000 realizacoes.
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m =n = 10 em 10000 realizacoes.

ol



Para ilustrar que a cauda gaussiana é efeito de memoria do sistema, e conseqiien-
temente do seu tamanho finito, realizamos simulagoes para uma rede com a mesma
conectividade, mas para diferentes tamanhos. O resultado esté disposto na figura
2.10.

O caminho geodésico médio da rede de Barabasi-Albert ainda é um problema
em aberto. Resultados de simulagbes numéricas apontam para uma lei de escala
com uma funcdo logaritmica [14]. Recentemente Bollobds e Riordan mostraram
[37], analiticamente, que uma correcao é necessiria, e a lei de escala seria | ~
In(N)/In(In(N)).

Também nao existe predi¢ao analitica para o coeficiente de clustering da rede
livre de escala. O que temos na literatura sao simulagoes numéricas que mostram
que o coeficiente de clustering da rede de Barabasi-Albert é cerca de 5 vezes maior

que a de um grafo aleatério de mesmo tamanho [14].

2.6 Sistema Nervoso Real

Como mencionamos anteriormente o nimero de neurénios no cérebro é da or-
dem de 10, o que mesmo para a teoria de redes complexas é um ntimero grande.
Se olharmos o cérebro do polvo, o nimero de neurdnios cai para 10%. Se formos
olhar um ser mais primitivo, como o pequeno verme da espécie Caenorhabditis ele-
gans (C. Elegans) temos apenas 302 neurdnios. Por ser um organismo simples, a
rede neural da C Elegans é muito bem estudada. Mas por que estudar uma cria-
tura tao primitiva? Apesar de primitiva ela apresenta etapas biolégicas com carac-
teristicas similares a alguns problemas centrais na biologia humana. A C. Elegans
se reproduz via uma unica célula que passa por estagios complexos, possui divisao
embrionaria em seguida passa para uma fase de diferenciacao celular. Ela apresenta
um “cérebro”’na forma de um anel em torno da faringe que exibe um comporta-

mento de aprendizado rudimentar. Ela também apresenta envelhecimento. Logo,
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essa simples criatura retine varios problemas da biologia moderna: fase embrionaria,
diferenciacao celular, desenvolvimento, sistema nervoso central com aprendizado e
envelhecimento.

Watts e Strogatz [2] construiram um grafo simples da rede neural desse ser,
ignorando alguns detalhes da rede como o tipos de sinapses e eliminando alguns
neuronios nao pertencentes ao nervo central. Eles encontraram uma rede com co-
eficiente de clustering 5 vezes maior do que um grafo aleatério equivalente, e um
caminho geodésico médio de mesma ordem. Cinco vezes maior nao é uma dife-
ren¢a de uma ordem de grandeza, mas devemos lembrar que a propria rede é muito
pequena. O importante desse resultado é que ele da indicios de que para redes mai-
ores, a clusterizacao seja algo importante para o desempenho das func¢oes do sistema
nervoso central. O sistema nervoso da C.Elegans foi modelado por outros autores,
como Satoru Morita et al [38], que propuseram um outra modelagem baseada num

modelo geométrico multidimensional.

2.7 Conclusao

No capitulo anterior descutimos o modelo de Hopfield, e vimos que uma de suas
fortes simplificagoes é a total conectividade da rede. Com o intuito de prover uma
topologia mais préxima do real para o modelo, dedicamos o atual capitulo a uma
discussao de grafos e redes complexas.

Definimos os conceitos bésicos da teoria de grafos, avancamos para os exemplos
classicos em fisica e matematica. Mostramos em contra partida que as redes no
mundo real sao bem diferentes desses exemplos, e novos modelos sao necessario para
essas.

Apresentamos e discutimos as propriedades do modelo de Barabasi-Albert para
redes livre de escala, e o modelo de Small-World de Watts-Strogatz.

Finalizamos com um exemplo do sistema nervoso da C. Elegans, aonde podemos
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conjecturar que essas novas topologias apontam a dire¢ao para a verdadeira topologia

de um sistema nervoso central.
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Capitulo 3

Resultados Numéricos

Neste capitulo iremos apresentar os principais resultados desses dois anos de tra-
balho. Nosso objetivo consiste em estudar o comportamento do modelo de Hopfield
diluido em topologias complexas. Para isso efetuamos uma busca rigorosa, varrendo

uma grande extensao dos parametros de controle.

3.1 Descricao do procedimento

Como dito anteriormente, uma propriedade de grande interesse no estudo de
redes neurais é a sua capacidade de armazenamento. Aqui estaremos interessados
em duas grandezas: o numero total de padroes armazenados P, e o nimero total de

padroes armazenados por conectividade média K, que definimos por carga,
a=— (3.1)

Para calcular a superposicao m,, em funcao da carga utilizamos o seguinte algoritmo:

1- Geramos a rede que servira como topologia para modelo de Hopfield, definimos
os elementos da matriz simétrica das conexoes, ¢;; = cj;. Onde ¢;; = 1 se i e j estao
conectados, e ¢;; = 0 se nao;

2- Gera-se aleatoriamente os padroes que serao aprendidos pela rede, £#* com pu =
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1,..., P, descorrelacionados na média;

3- Montamos a matriz das sinapses, estapa de aprendizado da rede, dada por,
iy =55 D (32)

p=1
4- E dado como estimulo & rede um de seus padroes;

5- Fazemos uma atualizagao seqiiencial segundo as equagoes (1.16) e (1.17) numa
ordem pré-escolhida aleatoriamente. Esse passo € repetido até que a rede atinja um
atrator, isto é, nenhum de seus neuronios mude de estado;

6- Calculamos a superposi¢ao com o padrao inicial, segundo a equagao (1.45);

7- Repetimos 1-6 até termos uma boa estatistica da superposicao;

8- Aumentamos o nimero de padroes em uma unidade.

9- Repetimos 1-7 até atingirmos um dado valor de carga suficientemente alto para

observarmos os efeitos de transigao.

Com o intuito de economizar memoria e otimizar o algoritmo, ndo armazenamos
a matriz sindptica em um array de N x N elementos, como em redes totalmente
conectadas. Ao invés disto utilizamos uma estrura de dados composta por trés
vetores: PesoSin, sitio-i, sitio-j. As variaveis sitio-i e sitio-j sao responsaveis por
guardar os valores dos indices 7 e j da matriz das conexoes, quando essa for igual a
unidade. A variavel PesoSin armazenara o valor da sinapse entre os neuronios sitio-i
e sitio-j. Para entender melhor essa estrutura, imaginemos o seguinte exemplo: O
sitio ¢ = 3 estd conectado aos sitios ¢ = 2,5, 17 com os respectivos pesos sindpticos

J3zo = 1, J35 = —2, J3y = 2. Dessa forma teriamos:
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Tabela 3.1: Estrutura de dados para matriz esparsa

Ligagoes

PesoSin (valor do elemento da matriz) [ 1 [-2| 2 |1 |-2| 2

sitio-i (coordenada i do elemento) 3131312517

sitio-j (coordenada j do elemento) 2517|333

Além da economia em memoria, esse tipo de armazenamento garante mais uma
vantagem. Se os vetores sitio-i e sitio-j estiverem em ordem, durante a dinamica nao
precisaremos realizar N? operacoes, e apenas K N. Para ordenar o vetor utilizamos o
algoritmo quicksort, [39] que possui complexidade Nlog,(N). Dessa forma reduzimos
a complexidade do algoritmo de N? para Nlog,(N). Note que esse procedimento é
necessario durante a fase de aprendizado dos padroes.

Para entender como o modelo de Hopfield se porta perante essas novas topologias
utilizaremos a superposi¢do no equilibrio m,, definida em (1.45). Sera necessario
também definir uma nova grandeza, a eficiéncia ¢,,. A eficiéncia ¢ a fracao de vezes
que o padrao p foi recuperado de forma correta. Para padroes sem correlagao, um

padrao é recuperado corretamente se [13]

o =|m,|+0.03>1 (3.3)

3.2 Padroes sem correlacao

Primeiramente, fizemos uma comparacao entre as redes aleatoérias, Erdos-Rényi
com o a rede small-world (sw) com p = 1, Figura (3.1). Sabemos que ambas as redes
possuem as conexoes distribuidas aletoriamente, mas com distribuicao de graus um
pouco distinta e a rede sw é conexa, enquanto o grafo de Erdos-Rényi pode nao ser.

Na Figura (2.7) observamos uma diferenca apreciavel na distribuicdo de conec-
tividade das redes, mas na Figura (3.1) vemos que essa diferenga nao é relevante
para o modelo, e sim na aleatoriedade das conexoes se mostra o diferencial. A ale-

atoridade nas conexoes estd intimamente ligada com o coeficiente de clustering e a
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Figura 3.1: Superposigao vs .. Para p = 1.0 (x), e grafo aleatério (J) N = 5000 e

K =50 (padroes sem correlagao).

caminho geodésico médio.

No gréfico (3.2) podemos ver o comportamento da rede de small-world para
diferentes valores de desorganizacao. Esse resultado ja foi obtido por McGraw et
al [7]. Percebemos que para p > 0.4 a diferenca de desempenho é muito pequena.
Dessa forma trataremos as redes de small-world em 4 estdgios: Rede com baixa
organizacao p = 0.2, a rede em torno da transicao p = 0.4, rede aleatéria p = 1.0 e
rede regular p = 0. A rede livre de escala foi simulada segundo a algoritmo descrito
na secao 2.5. Nossa primeira preocupacao foi verificar o efeito de tamanho finito da
rede, ou seja analisar o limite N — oo. O resultado é mostrado na Figura (3.3).
Vemos que para N > 5000 o comportamento se torna indiferente do tamanho da
rede. Como o comportamento de uma rede neural é self-averaging, o aumento do
tamanho diminui a intensidade da flutuagao. Dessa forma consideramos que uma
rede de 5000 neuronios é um tamanho bom para prosseguirmos nas investigagoes.
Esse comportamento apresentado para sw com p = 0.4 e K = 50 se repete para todas

as outras redes em distintos valores de conectividade. Com o intuito de nao carregar
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o texto com muitos graficos de pouca informacgao, omitiremos esses resultados no

presente texto.
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Figura 3.3: Superposi¢ao vs « para tamanho finito, p = 0.4. N = 1000 (+),
N = 2000 (x), N =5000 (x), N =10000 (OJ) e N = 20000 (H)

Entao refizemos os resultados apresentados em [7] com o objetivo de validar
nossos algoritimos. O resultado pode ser apreciado na Figura (3.4). Para a < 0.4 o
desempenho da rede livre de escala ¢ inferior a sw com p = 0.4. Mas como a livre
de scala (SF') possui uma atenuacao mais lenta, conforme agregamos mais padroes
o seu desempenho relativo as outras aumenta.

Apesar dessa melhora relativa da rede SF em relagdo as outras, uma questao
importante deve ser respondida. Até que carga armazenada a superposi¢ao corres-
ponde a fracao de padroes recuperados totalmente ou é fruto de uma recuperacao
de estados espurios?

Sabemos que o modelo de Hopfield, no limite termodinamico, seja ele todo conec-
tado ou diluido aleatoriamente, apresenta uma transicao descontinua da recuperacao
total dos padroes para a nao recuperacao. Para apreciar a transicao e entendermos
melhor o resultado anterior verificamos o comportamento da eficiéncia como pode
ser visto na Figura (3.5). Podemos ver que para essas novas geometrias a transigao

continua descontinuas entre as duas fases.
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Figura 3.4: Superposi¢do vs a. Redes de small world p = 0.0 (+), p = 0.2 (x),
p =04 (x) e p=1.0 (B). Rede livre de escala (0) . N = 5000 K = 100 para as
redes sw. Para as redes livre de escala N = 5000, m = n = 100. Média em 100

realizagoes.

Note que nossos valores de transicao nao sao boas estimativas para encontrar
a. mas, do ponto de vista pratico, nos garante uma boa informacao a respeito do
que estd ocorrendo. Em uma rede neural o interesse é na recuperacao completa de
padroes, e nao em um estado esptrio que possui apenas um pedacgo da informacao
original. Podemos ver que a rede aleatéria possui a melhor efetividade, recuperando
100% das vezes no intervalo de 0.0 < a < 0.20, ou seja 10 padroes recuperados
corretamente, e ainda apresentando uma recuperagao parcial na faixa de 0.20 <
a < 0.24. Isso é cerca de 50% em relagao a rede SF. Um fato intrigante é que a rede
sem escala apresentou uma eficiéncia inferior a rede regular. Para mostrar que esses
resultados nao sao frutos de particularidades dos parametros escolhidos, realizamos
simulagoes para outros valores de K e m.

Na Figura (3.6) é mostrado o efeito do aumento da diluigdo na superposigao das

redes. Para uma conectividade de K = 50, Figura (3.6) (a) vemos que o compor-
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Figura 3.5: ¢ vs a. Rede small world com p = 0.0 (), p = 0.2 (x), p = 04 (x)
ep=10 (W) com N = 5000 e K = 100. Rede livre de escala (), N = 5000 e

m =n = 50. Média em 100 realizacoes para todas as redes.

tamento é semelhante ao apresentado na Figura (3.4) e mostra-se em total acordo
com o obtido em [7]. J& para uma diluigdo mais severa, obtemos uma mudanga no
comportamento. A rede SF nao consegue superar a rede sw com p = 0.4.

Assim como previsto na teoria, o aumento da diluicdo aumenta a superposicao,
quando medimos esse em fungao da carga na rede [13]. Mas notemos que quanto
mais diluida a rede, menos padroes ela é capaz de recuperar. Para mostrar com
clareza a diferenga na recuperacao dos padroes, mostramos na Figura (3.7) a super-
posigao versus niumero de padroes armazenados para sw com p = 0.4 com diferentes
conexoes. Note que para a K = 100, a rede recupera por volta de 22 padroes com
m > 0.97. Esse nimero cai para 10 padroes na rede com K = 50, vai a 3 na rede
K =10, e ¢é apenas 2 para K = 6 e na rede de K = 4 a recuperagao ¢ a trivial,
de apenas 1 parametro recuperado totalmente. Esses resultados estao expostos na
Figura (3.8).

Nela podemos perceber que a recuperacao total de padroes, se torna quase indis-
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Figura 3.6: Superposicao vs a para niveis maiores de diluicao. N = 5000 para todas
as simulagoes. (a) K = 50 para as redes sw ¢ m = n = 50 para a rede livre de
escala. (b) K = 10 para sw e m = n = 10 para livre de escala. Para ambos os
graficos small world com p = 0.0 (), p =0.2 (x), p=0.4 (*), p= 1.0 (M) e livre
de escala (0OJ)

tinguivel para uma conectividade muito pequena, K < 10, mostrando uma pequena
vantagem da rede sw com p = 0.4 em relagao as outras topologias. Sabendo que
eficiéncia é uma variavel booleana, com variancia finita, nao podemos afirmar com
clareza que a essa rede possui uma melhora a baixa conectividade. E mais razodvel
entender que com baixa conectividade a transicao acontece com poucos padroes, e
o acréscimo de apenas um padrao na rede ja causa uma grande diferenca em sua
carga. Em outras palavras, olhar uma rede com conectividade K < 10 é ter uma
baixa resolucao a respeito das diferencas das topologias estudadas. Além disso pode-

mos apreciar a variacao da efetividade pela carga para uma conectividade distinta.
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3.3 Bacia de Atracao

Além de medirmos a capacidade de recuperacao de informacao temos inte-
resse em mais uma caracteristica das redes neurais, a tamanho médio das bacias
de atracao. Quanto maior a bacia de atracao, maior é a capacidade da rede de re-
cuperar um padrao, mesmo que o estimulo dado s6 tenha uma fracao da informagao
daquele padrao. Para medir a bacia, o estimulo dado a rede é um padrao p com um
ruido, ou seja com a superposi¢ao inicial menor do que um.

Na Figura 3.9 apresentamos a medida da bacia de atragao para a rede aleatoria
a distintos niveis de armazenamento. Note que a bacia diminui com o aumento de
. Para a = 0.05 e a = 0.1 a recuperacao dos padroes é perfeita até uma distancia
de 95% do padrao original. A essa distancia ocorre uma transigao subita para a
nao recuperacao. Ja para o = 0.15 a recuperacao do padrao inicial se mantém em

99% até por volta de uma superposicao inicial de 0.08 quando cai subitamente. Em
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a = 0.2 vemos que a rede estd proxima ao limite de carga, mas mesmo assim se
mantém constante a superposicao final, em torno de 97%, até uma subita transicao
no valor de 0.08 para a superposicao inicial.

Isso mostra que as bacias para a rede diluida sao muito maiores que para o

modelo totalmente conectado, que é apresentado na Figura (3.10).
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Figura 3.9: Bacia de atracao para sw p = 1.0, N = 5000 e k = 100. P =5 (+),
P=10(x),P=15=5 (x) e P =20 (O)

No modelo nao diluido, para uma carga pequena, sabemos da existéncia do
grande numero de atratores espurios, oriundos da combinacao de padroes armaze-
nados. Dessa forma, quanto mais distante dos padroes ficamos, maior a possibilidade
de que a dinamica comece na bacia de um desses atratores. Ja no modelo diluido, o
numero de atratores espurios é menor, e o afastamento do estimulo inicial dado tem
menor chance de cair na bacia de atracao de um atrator espurio. Assim ou ele ji
estd suficientemente longe para cair na bacia de outro atrator, ou ainda cai na bacia
do mesmo. Vemos que conforme aumentamos a carga, mais a recuperagao fica com-
prometida, e atratores espirios comegcam a aparecer em maior nimero. Nas Figuras

(3.11) e (3.12) podemos contemplar a bacia de atragao para as outras geometrias.
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A Figura (3.11) nao apresenta grandes novidades. Como sabemos a rede alta-
mente organizada apresenta uma recuperagao ruim, como mostrado em [40]. A rede
sw com p = 0.2 ainda possui poucas conexoes de longa distancia, e isso se reflete na
diminuicao consideravel do tamanho da bacia com o aumento da carga na rede.

Para sw com p = 0.4 tem um desempenho pouco inferior a rede sw com p = 1.0,
pois sua superposicao para « = 0.15 se estabiliza por volta de 98%. J4 a rede SF
que mostrou um rendimento inferior as redes sw, em contrapartida apresentou uma
bacia de atragao tao larga quanto a rede sw com p = 1.0.

Para entender melhor essa comportamento da bacia de atracao, uma simulacao
interessante foi proposta por Morelli et al [6] para as redes de sw. Apresenta-se
a rede um estimulo gerado aleatoriamente, deixa-se a rede evoluir até um estado
estacionario, e verifica-se a superposicao da rede com cada um dos padroes arma-
zenados. Defini-se entao a eficiencia total, ®199%, que tem valor igual a unidade se
Im,| =1, p € {P}, e é 0 caso contrario. Refizemos essas simulacoes para duas
redes, com os resultados expostos nas Figuras (3.13) (a) e (3.14) (a) em perfeito
acordo com a literatura, garantindo bom desempenho de nosssos algoritmos.

Alguns fatos chamaram atengao nessa simulacao. Como comentado por Morelli
et al [6],a rede com valores de p em torno de 0.4 apresentam melhor eficiéncia do
que a rede aleatéria. Vemos um estranho fato na Figura (3.13) (a). A rede, para
p < 0.3 ep>0.5com 10 padroes armazenados se mostra superior a para 5 padroes,
na mesma regiao de desordem. Mas o mais curioso é que esse resultado nao se
reproduziu quando diluimos mais a rede, em (3.14) (a).

Fizemos uma modificacao na proposta inicial, diminuimos a rigidez da eficiéncia
total, e a redefinimos para: ®g79, = 1 se |m,| 4+ 0.03 > p € {P} e g7y = 0 caso
contrario. Essa definicdo menos rigida é a extensao da equacao (3.3). Utilizando
essa nova defini¢ao refizemos as simulagoes, apresentadas nas Figuras (b) (3.13) e
(b) (3.14).

Podemos notar, fora a distinta manifestagao para P = 10 em (3.13) que a melhor

eficiéncia em torno de p = 0.4 nao depende da conectividade, quando essa varia em
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curta escala, mas sim da carga na rede.

A diferenga visivel de ambas as figuras quando comparamos ®1ggy € Pgro é 0

ganho de eficiéncia para a = 0.2. Isso mostra que em uma regiao proxima a critica,

os minimos da bacia sao encontrados em uma regiao de superposicao m, > 0.97 e

nao no ponto m, = 1.
Sabemos que numero de elementos no espaco amostral dos estimulos da rede

¢ 2V, Dessa forma, é necessario uma grande estatistica para obtermos ®;g0y e

®y;0, com clareza. A nossa estatistica nos permite perceber o comportamento geral,

mas, infelizmente, estd abaixo dos nossos objetivos. Morelli et al realizaram 10*

simulacoes por ponto e analisaram tamanhos até 5 x 10* | e nés realizamos 103

simulagoes por ponto.
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Figura 3.14: (a)®10% vs p e (b) $gre,. Para ambos os graficos N = 5000, K = 100.
P=1(+),P=2(x),P=5 (), P=10(0) e P =20 (W). Média em 1000

realizacoes.

3.4 Padroes com correlacao

Resolvemos introduzir nos padroes uma leve correlacao e analisar como a regra
Hebbiana proposta por Hopfield se comporta em funcao do aumento da correlacao.
A primeira vista essa abordagem pode parecer ingénua e equivocada, pois ja existem
meios para abordar padroes com correlagdo como proposto em [41] ou pelo método da
pseudoinversa [13]. Primeiramente desejamos manter o apelo bioldgico da proposta
original, o que descarta pseudoinversa devido a sua nao localidade. A regra proposta
por Amit é interessante, mas mesmo assim ainda possui uma nao localidade, ao supor
um bias igual para todos os padroes. Além disso desejamos fazer desse estudo uma
introducao para uma regra de aprendizado baseada no crescimento da rede.

Entao o primeiro problema atacado foi o da variagao da superposicao com a
atividade da rede. Para controlar a correlacao dos padroes utilizamos a atividade

média, que é definida como a quantidade média de neuronios ativos em cada padrao
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armazenado. Nas Figuras (3.15) e (3.16) mostramos, para as 4 redes de interesse, a
superposicao versus carga para diversos valores de atividade.

Podemos observar para todas as geometrias que pequenos valores de carga, ativi-
dade por volta de 45%, o desempenho da rede é pouco afetado. Mas com um pequeno
aumento da atividade ocorre uma deterioracao sibita da superposicao. Para valores

inferiores a 40% a correlacao ja compromete severamente a regra de aprendizado.
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Figura 3.15: Superposicao vs carga. Para ambos os graficos N = 5000 e K = 100.
Média em 100 realizacoes, com atividade de 50%, 45%, 44%, 43%, 42%, 41% e 40%

(a) sw com p = 0.2 (b) sw com p = 0.4
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Figura 3.16: Superposi¢ao vs carga. para ambos os graficos N = 5000, K = 100 e
média em 100 realizagoes. Atividade de 50%, 45%, 44%, 43%, 42%, 41% e 40% (a)

sw com p = 1.0 (b) livre de escala

Analisamos também a eficiéncia mediante o aumento de correlacao e observamos
a mesma questao, para atividade maior que 45% a mudanca no comportamento da
rede é pouca, mas para atividades abaixo desse patamar, o desempenho da rede
piora rapidamente.

Nas Figuras 3.17 e 3.18 podemos ver uma notavel diferenca da eficiéncia nas
redes sw e na rede SF. Para atividade maior que 43% a rede de SF nao apresenta
queda significativa, enquanto as redes de sw perderam 8%. Conforme diminuimos
a atividade, mais significativa a perda se torna para essas redes. Com atividade de
40% a perda nas redes sw ¢ de 25% enquanto a rede SF tem apenas uma perda de
10%.

Aqui comecamos a evidenciar as primeiras pistas que procuravamos: para arqui-

teturas distintas a correlacao possui efeitos diferentes.

73



Eficiencia

Eficiencia

08

o
>

o
~

02

Eficiencia

08

o
>

o
~

02

Figura 3.17: Eficiéncia vs carga. Para ambos os graficos N = 5000, K = 100 e

médias em 100 realizacoes. Atividade de 50%, 45%, 44%, 43%, 42%, 41% e 40%.

Da direita para a esquerda. (a) sw com p = 1.0 (b) livre de escala
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Figura 3.18: Eficiéncia vs carga. Para ambos os graficos N = 5000, K = 100 e

média em 100 realizagoes. Atividade de 50%, 456%, 44%, 43%, 42%, 41% e 40%. Da

direita para a esquerda. (a) sw com p = 0.4 (b) sw com p = 0.2
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Essa melhora da rede de SF frente as outras pode ser evidenciada na Figura ,
onde comparamos o desempenho de todas as redes para uma atividade de 43%.

A topologia livre de escala apresenta, para 0.35 < a < 0.5 um desempenho
melhor que as outras redes. Apesar de ser uma regiao de carga alta, e com isso a
eficiéncia ja é nula, podemos perceber que o comportamento global, de possuir um
superposicao que cai mais lentamente com aumento da carga, se manteve perante a
correlacao, indicando novamente que a rede sem escala possui maior capacidade de
tratar padroes correlacionados. Ja as outras redes, o aumento da correlagao acentua
a transicao de recuperagao para nao recuperag¢ao em um sistema finito. A rede sw

com p = 0.2 mostra uma recuperacgao elevada na regiao 0.5 < a < 1.0 .
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Figura 3.19: Superposi¢ao vs carga. N = 5000, K = 100 Média em 100 realizagoes.
Atividade de 43%. p=10.2 (+), p = 0.4 (x), p= 1.0 (%) e rede livre de escala (O)

3.5 Superposicao e a correlacao

Os efeitos vistos anteriormente ainda nao deixam claro o que o ocorre na rede

neural quando a correlacao é aumentada. Para isso, propomos um novo experi-
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mento. Dada uma carga, arquitetura e conectividade fixa, investigamos o compor-
tamento da superposicao em funcao da atividade. Por simplicidade nos referiremos
a atividade /100 por a.

Nossa primeira preocupacao foi descobrir um tamanho do sistema que possibili-
tasse uma andlise satisfatéria. O resultado é mostrado para a rede sw com p = 1.0
como exemplo na Figura (3.20). As outras redes nao fogem a esse comportamento.
Optamos por N=5000 para seguir nas simulagoes, pois sugere estar suficientemente
préoximo ao estado estaciondrio, e possui um custo computacional aceitavel para
cobrir a quantidade de simulagoes que foram necessarias para varrer o espaco de

parametros.
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Figura 3.20: Superposicao vs a. K = 100, P = 10 para sw com p = 1.0. N = 1000
(4+), N =2000 (x), N = 5000 (%), N = 10000 () e N = 20000 (H). Média em 100

realizagoes

Vemos na Figura (3.20) que uma acentuada transi¢ao ocorre entre as duas fases,
recuperacao e nao recuperacao, por volta de ¢ = 0.35. Além disso, para a >
0.35 o grafico comeca um crescimento, aparentemente, linear. Isso se da devido ao

crescimento da correlagao, e essa passa a ser dominante no processo. O préximo
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passo dado é ver o efeito da diluicao nesse sistema e nos certificarmos que nao

estamos observando nenhum resultado peculiar.

leeeeeeostostettttotostoios—
o oo 6o e T T
286089888800 00080 4 Lo
Beg
3K KK KK KK KK KKK KK 33 = 3
0.9 - Ty ol ® 7
*
* 2
R

08 SR i
g 0.7 &, |\ e "\*~~+\+‘}1 . 4
T TN
o D :\

T i . \ -

VR i
0.5 L \’\"*+—++++f+/;}'-
e I 2
x.® e
KoK, Bk e
B KK e K
04 ERERREREgEE i
’ oo ®
03 1 1 1 1
0.5 0.45 0.4 0.35 0.3 0.25

atv

Figura 3.21: Superposicao vs atividade. P = 10 e N = 5000 para sw com p = 1.0
em diferentes valores de K. K = 10 (+), K =20 (x), K = 30 (x), K = 40 (O),
K =60 (H), K =80 (o), K =100 (e) e K =200 (A). Média em 100 realizagoes

Nas Figuras (3.22) e (3.23) vemos o efeito para as 4 geometrias para 4 valores
de a. Em (3.22) (a) temos a rede armazenando poucos padroes, observamos que
a transicao das redes ocorrem em dois pares. As geometrias sw com p = 0.2 e
p = 0.4 mostram-se cerca de 1% inferior as redes com p = 1.0 e livre de escala. Essa
diferenca nao é suficiente para nenhuma afirmacao definitiva. O mesmo ocorre na
Figura (3.22) (b), com a distingao que a transi¢cdo nao é mais por volta de a = 0.3
mas a = 0.35. Isso nos mostra que o aumento da carga na rede influéncia essa
transigdo. Na Figura (3.23) (a) vemos que a transi¢do recua no eixo x, para o valor
de a = 37. J4 a uma carga maior, em (b) da mesma figura vemos que a SF leva
vantagem perante as outras redes. Mas, vale lembrar, que a esse nivel de carga,
todas as redes de small-world ainda possuem eficiéncia maior do que zero, o que

nao é verdade para a rede livre de escala. Dessa forma o que apreciamos em (3.23)

7



Overlap

(b) é fruto daquele mesmo efeito de superposicao lentamente atenuado, apreciado

anteriormente. Esse efeito de atenuagao da superposigao ja foi mostrado em [42],

mas utilizando um distinto algoritmo para conseguir uma rede com distribui¢ao de

conectividade dada por uma lei de poténcia. Além disso os resultados obtidos nao

sao para redes com distintos v, expoente da distribuicao de graus da rede livre de

escala, e distintas conectividades, dificultando uma comparacao direta com os nossos

resultados.
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Figura 3.22: Superposi¢ao vs a para as geometrias de small world com com p = 0.2

(+) ,p =04 (x), p=1.0 (x) e rede livre de escala (). Para o = 0.05 em (a) e

a = 0.10 em (b). Médias em 100 realizagoes.

78



[

09

08

0.7 |

Overlap

0.6

05

0.4

0.3

Ge08EEE0E080B8EE

T
B OO,

0%
\ig
\ i3
A
|1e
Y

I
05 0.45

I
0.3 0.25

Overlap

09

08

0.7 |

06

05

0.4

03

:
PEEEEOE O

DDDDDDDDDDDﬁ‘ﬁm\;{ "%
.

Ve

0.2

05

I I I
0.45 0.35 0.3 0.25
atv

Figura 3.23: Superposicao vs a para as geometrias de small world com p = 0.2 (+)

,p =04 (x), p=1.0 (x) e a rede livre de escala (O).

a =0.20 em (b). Médias em 100 realizagoes.

Para o« = 0.15 em (a) e

3.6 Bacia de atracao e padroes com correlacao

Realizamos o estudo da bacia de atracao quando a rede armazena padroes cor-

relacionados. O resultado comparativo é o mesmo que sem atividade, a bacia cresce

conforme a rede aumenta a aleatoriedade nas redes de sw, e a rede livre de escala

apresenta uma bacia tao boa quanto a sw com p = 1.0.

Nas Figuras (3.24) e (3.25) olhamos, para como se comporta a bacia de atrac¢do

frente a uma carga de o = 0.15. Vemos que ela cai com a aumento da correlagao,

mesmo que a correlagao esteja menor que a correlagao de transicao, Figura 3.23.

Se aumentarmos a carga para « = 0.20, vemos que a bacia caiu bruscamente

para a = 0.41 como apreciamos na Figura (3.26). Para esse mesmo valor de carga

a rede passa a nao recuperar corretamente padroes para atividade em torno de 41

%.

Ou seja, quando passamos da atividade critica a rede perde a capacidade de

recuperar os padroes e a bacia diminui rapidamente.
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Figura 3.24: Bacia de atragdo para as geometrias de small world com p = 0.2 (a)
ep =04 (b). 45% (+), 44% (x), 43% (%), 42% (O) e 41% (M). Média em 1000
realizacoes.

Realizamos também a simulagao proposta por Morelli [6], variando a atividade

e percebemos que para um estimulo dado aleatériamente para rede, a eficiéncia

cal mas as curvas mantem o mesmo estilo de formato, com a distin¢ao que o pico

translada de p = 0.4, em a = 0.5, e vai para p = 0.3 em a = 0.4.

80



Superposicao Final

LF Srw A = 7 = IF T T
//?‘ //;(/Xﬁ utal
E: Zallc
¥ I d
[fo i
08 /‘;‘ 08 ’f‘;“D
i f
’3 o i
06 fK g osf [P
{? L I
: 8 N
i g f
: g P&
; : |
04 f s oot /D
K £
,nz }'
{
02} 0.2 ;
0 . . . . . . . . . 0 . . . . . . . . .
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Superposicao Inicial

Superposicao Inicial

(b)

(a)

Figura 3.25: Bacia de atragao para as geometrias de small world com p = 1.0 (a) e

a rede livre de escala (b). 45% (+4), 44% (x), 43% (%), 42% (O) e 41% (MW). Média

em 1000 realizagoes.
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3.7 Conclusao

Nesse capitulo fizemos uma estudo dos principais trabalhos que discutem re-
des neurais em redes complexas. Refizemos os principais resultados [7, 6, 36] e
contribuimos com o calculo das bacias de atracao para as novas topologias. E
mostramos que a grandeza efetividade, se levemente redefinida, pode trazer mais
informacoes a respeito das topologias. Mostramos também que para uma rede de
poucas conexoes (K < 10), as diferencas topoldgicas nao ficam evidenciadas.

Analisamos a superposicao e a efetividade quando os padroes sao correlacionados.
Mostramos que a rede livre de escala apresenta, percentualmente, a menor perda
com o aumento da correlacao. Mostramos que o aumento da atividade nao deteriora
lentamente a regra de aprendizado, mas temos uma transicao aguda para uma dada
atividade, entre dois estados da rede: recuperando os padroes e nao recuperando. O
valor dessa “atividade critica” depende da topologia e da carga armazenada, sendo o
efeito da carga mais forte. Analisamos a bacia de atracao em funcao da atividade e
vimos que essa decresce lentamente com o aumento da atividade, se a estiver antes

da transicao.
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Capitulo 4

Conclusoes

Em nosso trabalho investigamos o comportamento de redes neurais atratoras, via
modelo de Hopfield [4]. A modelagem de redes neurais possui vérias simplificagoes
sem nenhum apelo biolégico. Nesse trabalho atacamos duas delas, a conectividade
do modelo e a necessidade de armazenar padroes descorrelacionados. Primeira-
mente fizemos uma abordagem diferente das tradicionais [13] para diluigao, e nos
guiamos por uma recente corrente que surgiu nos ultimos anos na fisica, o estudo
de redes complexas. Por redes complexas entendemos uma area multidisciplinar
que uniu a mecanica estatistica e a teoria dos grafos com intuito de estudar redes
reais de milhdes de componentes, fazendo uso de ferramentas matematicas ja pre
estabelecidas pela teoria dos grafos mas efetuando uma abordagem estatistica com
o ferramental oriundo da fisica. O sucesso dessa abordagem em diversas areas do co-
nhecimento rapidamente se voltou para o maior e mais importante sistema que pode
ser modelado por uma rede, o cérebro. Estudos numéricos foram feitos [2] em cima
de redes neurais reais e deram indicios de que essas redes possuem caracteristicas de
modelos de redes complexas. Entao tivemos na literatura vérios artigos [6, 7, 36, 42]
com o objetivo de estudar modelos de redes neurais em redes complexas.

Nossa contribuicao para a literatura foi investigar o desempenho e a bacia de
atracao em funcao da correlagao dos padroes armazenados. Podemos concluir com

o nosso estudo que:
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e Para a < a., rede com diluicao aleatéria possui melhor desempenho na recu-

peracao de padroes armazenados, fato ja conhecido na literatura;

e A bacia de atracao mostrou-se proporcional a aleatoridade da rede, e provavel-

mente estd associada com o caminho geodésico médio;

e Analisamos a recuperacao de padroes das geometrias estudadas a um dado «
em funcao do aumento da correlacao entre os padroes, e notamos uma acentuada

transicao entre duas fases, uma de recuperagao e uma de nao recuperacao;

e Estudamos para as redes small world a recuperacao de um estado inicial aleatério
em fungao da desorganizacao da rede, e como Morelli et al [6] encontramos um pico
de recuperacao em torno de p = 0.4. Mostramos que quando armazena padroes
correlatos o pico se translada continuamente para algo em torno de p = 0.3, e cai

rapidamente com o aumento da correlagao;

Como perspectivas temos a intencao de investigar o papel do "morro”’na dis-
tribuicao de graus para as redes livre de escala utilizando medidas propostas por
Dorogovtsev et al [35] para contornar o problema de tamanho finito. Além disso
uma analise do comportamento em fungao de vy, uma vez que o unico trabalho feito
nessa dire¢ao [42] nao deixa totalmente claro o papel do expoente no desempenho
do modelo de Hopfield diluido em uma rede complexa.

A importante continuidade desse trabalho é a possibilidade de criarmos uma nova
regra de aprendizado baseada na dilui¢ao da rede. Kiirten [8] efetuou um estudo
desse tipo e mostrou que é possivel armazenar padroes correlatos e apresenta capa-
cidade de carga superior ao modelo de Hopfield tradicional. Essa abordagem tem
um grande apelo biolégico, pois existem evidéncias experimentais que o desenvolvi-
mento cerebral é feito com o rearranjar das sinapses [43]. Ent@o, em continuidade
a esse trabalho direcionaremos nossos esforgos no intuito de desenvolver uma regra

para rearranjar as sinapses e investigar a topologia resultante.
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