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Resumo

SOARES-SANTOS, M. Ondas gravitacionais primordiais. Sao Paulo, 2006. 107f. Dis-
sertagdo (Mestrado em Ciéncias: Astronomia) — Instituto de Astronomia, Geofisica e
Ciencias Atmosféricas, Universidade de Sao Paulo.

As ondas gravitacionais primordiais sao as mais antigas reliquias ja concebidas no ambito
cientifico para o Universo primordial. Tais reliquias devem — como conseqiiéncia direta
da teoria da relatividade geral no contexto do modelo cosmolégico padrao — constituir
um fundo cosmoldgico de radiacao gravitacional, resultante de perturbacoes quanticas
ocorridas no espaco-tempo em escalas de energia da ordem de 10'°GeV. A cosmologia
é um dos campos tedricos particularmente tocados por essa previsao e o presente tra-
balho é parte integrante dela. A partir de primeiros principios, a origem e evolucao do
fundo cosmoldgico de ondas gravitacionais é computada consistentemente, empregando
as teorias da relatividade geral e de perturbacoes cosmoldgicas. A evolugao temporal das
perturbacgoes tensoriais é regida, classicamente, por uma equacao diferencial que pode
ser interpretada como a de um oscilador excitado, de modo que o espectro de poténcias
depende da evolucao do fator de escala do Universo. As condigoes iniciais do problema
sao determinadas durante a era inflaciondria (modelo de Sitter), em z 2 10%, quando o
regime quiantico se estabelece. Ambos os regimes, classico e quantico, sao tratados e, por
meio de um método semi-analitico, o sistema é evoluido até o presente, sem a necessidade
de invocar aproximagoes simplificadoras como a de horizonte fino (ou super-adiabatica)
e a de transicoes instantaneas entre as sucessivas fases de dominio dos distintos fluidos
césmicos. A acurdcia de tais aproximacoes, largamente empregadas na literatura, é posta
em xeque. A forma do espectro depende das condigoes iniciais e do fator de escala nos
instantes em que os modos estao no limiar do horizonte; a amplitude depende também da
escala de energia da inflacao. Como a natureza fisica do fluido que promove a expansao
acelerada observada no Universo recente (conhecido como energia escura) ainda nao esté
determinada, foram analisadas quatro categorias de modelos, nomeadas segundo o tipo
de energia escura: constante cosmoldgica, fluido X (fantomico ou néo), gas de Chaplygin
generalizado e (uma forma parametrizada de) quintesséncia. Os resultados sao conclu-
sivos quanto a insensibilidade das ondas gravitacionais a energia escura, devido ao fato
de que sua fase de dominio é recente (z ~ 1). A contrapartida empirica dessas previsoes
tedricas ainda inexiste, pois a sensibilidade e as freqiiéncias de operacao dos experimentos
ja construidos sao inadequadas. Os prospectos mais promissores sao os de detectores es-
paciais, que devem entrar em operacao em 2015 e ser sensiveis a amplitudes da ordem de
~ 1072 em freqiiéncias de ~ 1072 — 1Hz. Por outro lado, a radiacio césmica de fundo em
microondas fornece uma alternativa concreta de se obter essas informacoes indiretamente.
Ambas as perspectivas observacionais sao discutidas neste trabalho, mediante uma revisao
dos empreendimentos observacionais mais importantes.

Palavras-chave: Universo primordial, modelos cosmoldgicos, perturbagoes tensoriais, on-
das gravitacionais: teoria, ondas gravitacionais: detectores, modelos de energia escura.



Abstract

SOARES-SANTOS, M. Ondas gravitacionais primordiais. Sao Paulo, 2006. 107f. Dis-
sertagdo (Mestrado em Ciéncias: Astronomia) — Instituto de Astronomia, Geofisica e
Ciencias Atmosféricas, Universidade de Sao Paulo.

Primordial gravitational waves are the oldest relics ever conceived in the scientific ambit
for the early Universe. Such relics must — as a straightforward consequence of the ge-
neral relativity theory in the context of the standard cosmological model — constitute a
cosmological background of gravitational radiation resulting from quantum perturbations
occurred in the space-time at energy scales of the order of 10*GeV. Cosmology is one of
the theoretical fields particularly touched by this prediction and the present work is part
of it. From the very first principles, the origin and evolution of the cosmological back-
ground of gravitational waves is computed in a consistent way, using the general relativity
and the theory of cosmological perturbations. The temporal evolution of tensor pertur-
bations is classically governed by a differential equation that can be interpreted as the
one of an excited oscillator, so that the power spectrum depends on the evolution of the
scale factor of the Universe. The initial conditions of the problem are determined during
the inflationary era (de Sitter model), at z 2> 10?°, when the quantum regime is esta-
blished. Both classical and quantum regimes are treated and, by means of a semi-analytic
method, the system is evolved up to the present with no need of invoking simplifying ap-
proximations as the thin-horizon (or super-adiabatic) and the instantaneous transitions
between the successive phases of domain of the different cosmic fluids. The accuracy of
such approximations, broadly employded in the literature, is put in check. The shape of
the spectrum depends on the initial conditions and on the scale factor at the moments
that the modes are in the threshold of the horizon; the amplitude depends also on the
energy scale of inflation. Since the physical nature of the fluid that leads the accelerated
expansion observed in the recent Universe (known as dark energy) is still uncertain, four
categories of models were analyzed, according to the type of dark energy: cosmological
constant, X-fluid (phantom or not), generalized Chaplygin gas and (a parametrical form
of) quintessence. The results are conclusive with respect to the insensitivity of the gra-
vitational waves to the dark energy, due to the fact that its phase of domain is recent
(z ~ 1). The empirical counterpart of those theoretical forecasts still inexists, for the noise
levels and the frequencies of operation of the experiments already built are inadequate to
detect this primordial gravitational radiation. The perspectives are more promising for
the space detectors, which are planned to be sensitive to amplitudes of the order of 10~%
in frequencies of 1073 — 1Hz, but those should not enter in operation before 2015. On the
other hand, the cosmic microwave background radiation provides a concrete alternative
of obtaining those information indirectly. Both observational perspectives are discussed
in this work, by reviewing the most important projects.

Key-words: primordial Universe, cosmological models, tensor perturbations, gravitational
waves: theory, gravitational waves: detection, dark energy models.
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1 Introducao

No principio o mundo nao existia. As trevas cobriam
tudo. Quando nao havia nada, brotou uma mulher de si
mesma (aconteceram coisas misteriosas para que ela
pudesse criar-se a si prépria; havia seis elementos
invisiveis os quais ela usou para criar-se, por isso ela se
chama ’a nao-criada’). Surgiu sobre seus bancos mégicos
e cobriu-se de enfeites que se transformaram em sua
morada. E ela se chama Yebd bél6 (terra, tataravd), ou
seja a avé do universo. Depois, ela pensou como deveria
ser o futuro mundo. Enquanto pensava, mascou ipadu e
fumou cigarro magico e seu pensamento tomou a forma
de uma esfera que encobriu toda a escuridao. Dessa
maneira, a escuridao ficou dentro daquela esfera que era

0 universo.
(Mito dos desanos, adaptado de Antes o mundo ndo

existia, de Umusin Panlon Kumu e Tolaman Kenhiri.)

A ansia de entender a origem, evolucao e propriedades do tempo, do espaco e de tudo
quanto possa preenché-lo é o combustivel que move intimeros pensadores, das mais diversas
épocas e etnias. Apresentadas sob as mais diversas roupagens — indigenas, folcldricas ou
académicas — as cosmologias expressam o entendimento que cada comunidade desenvolve
sobre esse tema e, no que diz respeito a comunidade cientifica em particular, o nivel de
sofisticagao atingido na elaboracao das teorias cosmoldgicas é tal que ja se ousa nomear

um “modelo cosmoldgico padrao”.

A origem de tamanho entusiasmo esta no sucesso da teoria da relatividade de Einstein,
elaborada em sua forma restrita em 1905 — o ano miraculoso — e estendida para sua forma
geral dez anos mais tarde. Na histéria da ciéncia moderna, a expressao “ano miraculoso”
foi empregada duas vezes: a primeira em referéncia ao ano de 1666, quando Newton lancou

as bases fisicas e matematicas da revolucao cientifica do século XVII; a segunda em alusao
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ao ano em que Einstein publicou os cinco importantes trabalhos que revolucionariam a

fisica no século XX,

A profundidade da revolugao newtoniana foi tal que atingiu as raizes da arvore da
ciéncia cartesiana?: a metafisica. No século XVII, depois de Descartes e seus criticos,
a metafisica assumira o status de uma disciplina racional, rigorosa e geometrizante, que
pretendia demonstrar a priori as leis do movimento e todos os outros fendmenos naturais.
Neste sentido, Descartes nao foi o primeiro dos modernos e sim o ultimo dos antigos e
Newton, com sua postura céptico-fenomenista extraida em parte da tradicao baconiana,
ao limitar o campo da filosofia natural a percepcao dos fenomenos, rejeita radicalmente a
metafisica entendida como ciéncia primeira. Ao contrario, a arvore da ciéncia é colocada
de ponta-cabeca e o que outrora lhe servia de raizes torna-se, no maximo, sua “flor
inodora” (CASINI, 1995). No entanto, elementos metafisicos continuam presentes na
teoria newtoniana. Cunningham (1921) chama a atengao para a distingao existente entre
definigbes reais (quid rei) e nominais (quid nominis). Estas sdo simplesmente um conjunto
de palavras e relagoes que podem ou nao corresponder a realidade, enquanto aquelas sao
demonstradas por um experimento ou uma deducao légica impecavel. Os conceitos de
espaco e tempo absolutos de Newton figuram entre as defini¢coes quid nominis e, na falta
de uma dedugao puramente logica capaz de torné-las reais (pois fiar-se nas dedugdes
légicas seria um retorno as bases metafisicas cartesianas), é a experiéncia (mediante um
criterioso método) que serve de prova. E neste ponto que residem os elementos metafisicos
mencionados acima, pois nao é possivel obter uma prova tltima de que a realidade seja de
fato representavel através de um resultado experimental. Neste sentido, a questao persiste:
o método experimental continua como pilar da ciéncia contemporanea. Depois do triunfo
dos positivistas, no final do século XIX, o aspecto metafisico do método experimental caiu
no esquecimento (ou melhor, ficou implicito) e a metafisica foi tomada como um obstéculo
para o progresso da ciéncia. Temas como a cosmologia, até entao intratavel pelo método
experimental, foram considerados temas nao cientificos, pertencentes ao “reino metafisico”

do icognoscivel (CARR, 1921).

Ao elaborar a teoria da relatividade restrita (TRR), Einstein baseou-se nas intimeras
experiéncias negativas quanto a existéncia do éter absoluto para propor uma outra con-
cepcao de espaco e tempo. Ou seja, assumiu integralmente a validade do método expe-

rimental e propos uma nova definicao, essa sim compativel com os resultados empiricos

LA propésito das comemoracgoes do centenario do ano miraculoso de Einstein, uma coletanea desses
artigos, organizada por Stachel (2005), foi publicada no Brasil.

2Para Descartes (CASINI, 1995, p. 50), “a ciéncia é uma 4rvore cujas rafzes sio a metafisica, o tronco
a fisica e os ramos que saem do tronco todas as outras ciéncias”.
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(veja o Capitulo 2, a seguir). O sucesso da TRR e de sua posterior formulacao geral, que
incluiu a gravitacao, contribuiu de modo definitivo para que a cosmologia fosse elevada
ao status de tema digno de estudos cientificos, dentre os quais inclui-se o trabalho ora

apresentado.

Os avancos realizados nos campos experimental e observacional ao longo do século
permitiram estabelecer um modelo cosmolédgico em razodvel acordo com a realidade (ou
pelo menos com o pélido espectro que dela obtemos por meio dos experimentos). Capaz
de explicar com relativa precisao a histéria térmica do Universo, a génese das estruturas
em larga escala e as abundancias de elementos quimicos primordialmente sintetizados, o
“modelo padrao” da cosmologia possui bases empiricas sélidas - tao solidas que alguns
entusiastas chegam a afirmar que o século XX inaugurou a era da cosmologia de pre-
cisao, mas nao tanto quanto as bases do modelo padrao da fisica de particulas, onde os

parametros de uma teoria firmemente estabelecida tém sido medidos.

Neste contexto, uma das previsoes mais fascinantes é a existéncia de ondas gravita-
cionais decorrentes de perturbacoes do campo gravitacional, andlogas em certo sentido
aquelas produzidas pelas oscilagoes do campo eletromagnético. Esse resultado, quase tao
antigo quanto a prépria relatividade geral®, sé foi comprovado indiretamente nos anos 70

e até hoje nao hé observagoes diretas bem sucedidas (cf. Capitulo 4).

A relatividade geral garante que as perturbagoes de primeira ordem do campo gravi-
tacional constituem um campo tensorial transverso de trago-nulo, cuja propagacgao se da
a velocidade da luz. Como as fontes de ondas gravitacionais estao em geral distantes do
observador, a aproximacao de ondas planas é aplicavel e, tomando um sistema coordenado
x,y, z tal que a direcao de propagacao da onda esteja alinhada com o eixo z, a transver-
salidade das ondas implica que apenas as componentes zx, yy, yx e xy sao diferentes de
zero, sendo que yx e xy sao idénticas; a propriedade de traco nulo, por sua vez, significa
que as componentes yy e xx tém o mesmo modulo e sinais opostos. Por causa dessas
propriedades, as ondas gravitacionais produzem um campo de forgas quadrupolar com
duas componentes que representam duas polarizacoes distintas do campo. Este campo
de forgas é mostrado na Figura 1, com as duas componentes, + (esquerda) e x (direita),
explicitadas. A polarizacao + é devida as componentes zz e yy do campo, a outra é
produzida pelas componentes cruzadas. Ao ser atravessado por uma onda gravitacional,
um corpo de prova sofrera deformacoes devidas a esse campo de forcas e o resultado final,

se o corpo for inicialmente circular, por exemplo, é mostrado na Figura 2. Monitorar essas

3Einstein publicou em 1916 um célculo de ondas fracas (linearizadas), emitidas por corpos com auto-
gravitacao nula, propagando-se através de um espago-tempo plano. Cf. THORNE, 1987.
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deformagoes é o principio basico dos detectores de ondas gravitacionais em construgao e

a importancia de se buscar detecta-las é esclarecida nas préximas linhas.

-
v A

Figura 1: Campo de forgas produzido por ondas gravitacionais com diregao de
propagacao perpendicular ao papel. A esquerda, polarizacao +, produzida pelas
componentes zz e yy; a direita, polarizacao x, devida as componentes cruzadas, zy
e yx.

Figura 2: Deformagoes de um corpo de prova inicialmente circular quando subme-

tido ao campo de forcas da Figura 1. A esquerda, o resultado para polarizagdo +,
onde o circulo é alongado nas direcoes horizontal e vertical sucessivamente; a direita,
o resultado para polarizacao x é semelhante, apenas rotacionado de 45°.

A despeito das possiveis analogias quase imediatas, ha importantes diferencas entre
as ondas gravitacionais e suas primas eletromagnéticas: em primeiro lugar, as ondas gra-
vitacionais sao provocadas por movimentos de grandes objetos massivos ou por vibragoes
coerentes da curvatura do espago tempo, ao passo que a radiacao eletromagnética resulta
da incoerente superposicao de contribuicoes individuais de atomos, elétrons e particulas

carregadas; além disso, quando se trata de regides com campos gravitacionais extremos
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(como a vizinhanga de buracos negros) as ondas eletromagnéticas tendem a se obscurecer,
enquanto a radiacao gravitacional tende a ser emitida mais intensamente; ao contrario
dos fotons, que interagem facilmente com a matéria, os gravitons (os quanta da radiagao
gravitacional) interagem muito fracamente e podem atravessar mesmo regides tao densas
quanto o nucleo de uma supernova ou o Universo primordial. Essas diferencas fazem com
que as ondas gravitacionais, se (ou melhor, quando) detectadas e estudadas, fornecam
informagoes as quais o acesso seria impossivel apenas com as ondas eletromagnéticas,

revolucinando nosso entendimento do Universo.

Embora o modelo padrao da cosmologia seja apresentado no Capitulo 2, por ora é
interessante antecipar alguns fatos. Desde a singularidade inicial — o Big Bang — o Universo
se expande e sua temperatura diminui. No inicio, todas as particulas estao em equilibrio
térmico, mas quanto mais fraca é a interacao de uma particula, mais alta é a escala
de energia em que ela se desacopla do fluido césmico. A condicao de desacoplamento
é que a taxa do processo que mantém o equilibrio (I' = nol|v|, onde n é a densidade
de particulas, o é a secao de choque da interacdo e v é a velocidade das particulas)
seja maior que a taxa de expansao do Universo H. No sistema natural de unidades
(h = ¢ = kg = 1), os parametros que definem a taxa de interacdo dos gravitons sao:
n="T3 oc~G?E? ~G?T? e v =1, onde G é a constante gravitacional newtoniana, E é
a escala de energia e T' é a temperatura; a taxa de expansao do universo primordial pode
ser aproximada por H ~ T?/mp;. Assim, a escala de energia do desacoplamento pode ser
estimada como I'/H ~ (T /mp;)®. Dessa forma, as informacoes potencialmente acessiveis
via ondas gravitacionais remetem ao universo primordial em escalas de temperatura de
~ 10¥GeV, ou seja, 10746 segundos apés o Big Bang. A titulo de comparacio, toma-
se 0 mesmo raciocinio para os fétons e os neutrinos, considerando a seccao de choque
do espalhamento Thomson (o7 = 6,65 x 10725 cm?) para os primeiros e substituindo
a constante gravitacional pela constante de Fermi (Grp = 292,8 GeV) para os tltimos.
Desse célculo resulta que os neutrinos desacoplam em escalas de MeV (poucos segundos
apds o Big Bang) e os fétons s6 o fazem 300 mil anos mais tarde. Ou seja, na linguagem
dos desanos, dir-se-ia que os gravitons foram testemunhas das “coisas misteriosas” que

aconteceram no inicio do universo.

Embora o tema deste trabalho seja precisamente as ondas gravitacionais primordiais,
é interessante expor o rol completo das possiveis fontes nao cosmoldgicas e isso é feito na
Tabela 1 a seguir, compilada da revisao de Thorne (1987). Esta lista contém as fontes
mais firmemente estabelecidas, mas ainda é possivel adicionar outras mais especulativas,

como as estrelas pré-galacticas de populacao III. A amplitude h. serd definida de modo
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Tabela 1: Freqiiéncia e amplitude caracteristica da radiacao gravitacional emitida por diversas fontes
nao cosmoldgicas.

fontes log,, v (Hz) logy, he
surtos
colapso de supernovas 2,5 — 4 =22 — —18
formacao de buracos negros 2,5 — 4 =22 — =20
coalescéncia de binarias compactas -4 — 3 —23 — —16
acres¢ao por buracos negros supermassivos —5 — —2 —21 — —20
periodicas
estrelas de néutrons em rotacao 1 -3 < =20
sistemas bindrios de objetos compactos < —=3,5 < =24
estocasticas
sistemas binarios nao resolvidos -4 — =3 < —19

apropriado adiante, mas vale destacar que a variagdo AL/L observada em um circulo de
raio L atravessado pela radiagao gravitacional, como o da Figura 2, é aproximadamente
igual a esta amplitude. E por essse motivo que as ondas gravitacionais sao tao dificeis de se
detectar. As fontes listadas na Tabela 1 se dividem em trés categorias: as periddicas, com
freqiiéncia e direcao bem definidas; os surtos, que correspondem a emissoes instantaneas e
localizadas, em uma faixa de freqiiéncias estreita; e as fontes estocasticas, que sao emissoes

isotrépicas e estacionarias.

O tema especifico do presente trabalho é a geracao e evolugao de ondas gravitacionais
primordiais, que devem constituir um fundo cosmolégico de gravitons. As perturbacoes
quanticas do espago-tempo em seus primeiros instantes sao computadas e servem de
condicoes iniciais para a subseqiiente evolucao, regida por uma equacao de movimento
que pode ser interpretada como a de um oscilador excitado. Todo o formalismo é deta-
lhadamente descrito, em sua forma mais geral, no Capitulo 2, onde o modelo cosmolégico
padrao é apresentado. A evolugao das ondas gravitacionais até o Universo recente, discu-
tida no Capitulo 3, é feita através de um método semi-analitico. Como o fundo de ondas
gravitacionais € estocastico, isto é, isotropico e estacionario, sua principal propriedade é o
espectro de frequiéncias e é esse o espectro analisado. As perspectivas de deteccao direta,
cujos principios bdsicos foram brevemente introduzidos acima, e indireta? sao abordadas
no Capitulo 4, onde é feita uma revisao acerca dos empreendimentos observacionais mais

importantes, comparando a sensibilidade dos detectores com a amplitude do espectro

4A via de deteccao indireta é através do fundo de radiacao eletromagnética, que desacoplou do fluido
c6ésmico cerca de 300 mil anos depois das ondas gravitacionais, mas é sensivel ao espectro inicial das
perturbacoes tensoriais.
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calculado teoricamente.

Até o presente nao ha dados observacionais disponiveis e, portanto, este trabalho
consiste em um estudo tedrico, capaz de estabelecer previsoes para futuros experimen-
tos. Outros autores realizaram calculos nessa mesma linha, empregando aproximacoes
analiticas cuja acuracia é discutida perante os resultados obtidos com o método semi-

analitico desenvolvido, mais geral (veja a segao 3.5).

Além disso, é importante destacar que nao ha consenso quanto a natureza do fluido
que contribui com cerca de 70% da densidade de energia total do Universo recente — é
o problema da energia escura, discutido na secao 2.5. Ha uma vasta gama de modelos
concorrentes e os principais dentre eles foram investigados, a fim de identificar possiveis
assinaturas que permitissem estabelecer vinculos, mediante futuros experimentos, sobre

os diversos modelos em debate. Os resultados dessa andlise encontram-se na secao 3.4.3.

A titulo de esclarecimento, vale destacar ainda que, exceto por algumas poucas pas-
sagens onde se afirma o contrario, o sistema natural de unidades é utilizado ao longo
de todo o texto, como se nota nos paragrafos acima. Em tal sistema, a constante de
Planck reduzida, a constante de Boltzmann e a velocidade da luz sao iguais a uni-
dade (h = kp = ¢ = 1); conseqlientemente, [energia] = [massa] = [temperatura] =

[comprimento] ! = [tempo] L.

Concluidas as observacoes preliminares, o leitor é convidado ao Capitulo 2, onde sao
apresentadas as bases formais para uma descricao cientifica do que para os desanos seria

a materializacao do pensamento de Yeba bélo.
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2 Bases formazis

As equacoes de campo da gravitacao, amplamente conhecidas como equagoes de Eins-
tein, constituem a pedra de Roseta da teoria da Relatividade Geral, permitindo traduzir
a geometria do espago-tempo em campo gravitacional (e vice-versa), de tal modo que sua
deducao inequivocamente precisa equivale ao valioso dominio de um novo idioma. Uma
vez decifrada a pedra de Roseta, antigos textos amarelados podem ser lidos e respostas
para problemas até entao insoltiveis — como o avanco do perihélio de Mercirio, s6 para
mencionar um exemplo concreto — sao prontamente obtidas. Por outro lado, o domino
desse novo idioma conduz a novos e inéditos problemas, tanto de natureza conceitual
quanto operacional, e motiva uma vasta gama de estudos, dentre os quais figura um

precioso exemplo: o estudo de ondas gravitacionais.

Fazer uso do principio de minima acao para obter as equacoes de Einstein é uma opcao
que faz juz a importancia da teoria nelas engendrada, pois essa formulagao contém uma
elegancia intrinseca, manifesta através da conexao direta entre os principios de simetria
e as leis de conservacao. Porém, a fim de manter a coeréncia com o paralelo pictérico
sugerido acima, essa deducao sera postergada, dando lugar — neste primeiro momento —
as equagoes propriamente ditas. Exposta de modo tao prematuro, a representacao ma-
temética da teoria equipara-se ao achado das tropas de Napoleao, em 1799: uma pedra de
Roseta algébrica, cujo significado fisico torna-se claro mediante a aplicagao dos principios
variacional e de equivaléncia, do mesmo modo que os hierdglifos e os caracteres deméticos
egipcios foram decifrados, em 1822, a partir da lingua grega. Quanto as conseqiiéncias
cosmoldgicas, estas estao para além do simples decifrar e exigem o uso de um principio

adicional: o principio cosmoldgico, também contemplado neste capitulo.

O equacionamento da teoria da relatividade é amplamente padronizado e encontra-se
portanto em diversas referéncias, mas Islam (1992) é particularmente objetivo neste ponto
e, por isso, a abordagem ora apresentada segue seu estilo. A deducgao subseqiiente, por
sua vez, baseia-se naquela discutida por Landau e Lifchitz (1969b) no segundo volume

de sua colegdo de Fisica tedrica (volume dedicado a teoria de campos), bem como na
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completa demonstragdo de Weinberg (1972).

2.1 Preludio algébrico

A relatividade geral é formulada em um espaco riemanniano quadri-dimensional (trés
dimensoes espaciais e uma temporal), no qual cada ponto é denotado por um conjunto
de coordenadas z# = (2%, 2!, 2%, 2%). A notacdo convencional relaciona os indices gregos
as quatro coordenadas 0,1,2,3 e os latinos as trés espaciais 1,2,3. Além disso, indices
latinos ou gregos repetidos indicam um somatorio sobre as respectivas coordenadas. A
geometria diferencial em espagos curvos é descrita em termos de tensores, grandezas que
generalizam os vetores. Os elementos da algebra tensorial podem ser encontrados por

exemplo em Burke (1985), Weinberg (1972, Cap. 4) e Sigurdur (1978); aqui, apenas as

defini¢oes e férmulas essenciais sao explicitadas.

Um tensor genérico Aj 3> é definido por seu comportamento

~ oTM OxH2 oxPr 92
H1H2 P P ajQp-
Al = Ox Jgoz orvL 0xv2 Aﬁlﬁ?“" (2.1)

sob uma tranformagao de coordenadas z* — Z*. Em particular, o tensor métrico g,,
contém toda informacao geométrica do espaco de Riemann, pois define o intervalo espago-

temporal ds? entre dois eventos (ou pontos) z* e z# + dz* infinitesimalmente separados:
ds* = g, dz"dz”. (2.2)

Trata-se de um tensor simétrico (g, = g.,) cuja forma contravariante g*” é definida por
Guwg” = 5;), onde 5;) é o delta de Kronecker (igual a unidade se A\ = u e zero no caso
contrario). O cardter covariante ou contravariante de um tensor ¢ modificado pelo tensor

métrico (p. ex., A" = g"A, ou 4, = g, A”).

A generalizacao da derivada parcial ordinaria para o espago de Riemann é a derivada

covariante!
ajag _ foroges [ Ze T v
S, = AR, (Dol AR +TorAGE +-) (2.3)
15 oo 1% Qo
B (FﬁlaAMbQ?" + FﬁQJAﬁllu'Q" +- ) )

onde I'', =T% ¢ o pseudo-tensor conhecido como simbolo de Christoffel ou conexao afim,

Vale destacar aqui a notacio utilizada para as derivadas parciais ordindrias — a virgula: 9/9z* =

)

— em comparagao com aquela utilizada para as derivads covariantes — o ponto-e-virgula: equagéo (2.3).



18

cuja lei de transformacao é dada por

B A lb o T _ 2 .0 Slb
p o 080270, | 07 0T (2.4)
v OxP Oxv 03 °7  0r1v0T 0x°
e cuja expressao em termos do tensor métrico é
1 1w
Pz/)\ =39 (gau,A + Gorv — gu)\,a)' (25)

2

Uma conseqiiéncia da equagao (2.5) é o anulamento da derivada covariante do tensor

métrico, g, = g, = 0.

Para qualquer vetor covariante, é possivel demonstrar a relacao A,.,.\ — Aux, =

Ao R, onde R7, , é o tensor de Riemann (ou tensor de curvatura), definido pela relagao

Zu)\ = FZ)\,I/ - FZJ/,)\ + Fgurfj)\ - F;Argu (26)
e suas trés propriedades de simetria,

Rauu)\ = _Ruau)\ = _RO'H)\V
Ro;w)\ = Ru)\ou (27)
RUMV)\ + RO’)\MV + Rau)\u = 0.

O tensor de curvatura obtedece ainda a identidade de Bianchi:

+ R+ Ry =0 (2.8)

ag
pvA;p pAp;V

que, multiplicando por g"” e g, assume a forma

1
LT [ 20

v

onde R é o escalar de curvatura, definido adiante por meio da equagao (2.12), e G =

R — % g" R é o tensor de Einstein. A forma contraida do tensor de Riemann

R;u/ = QAJRAMJV =Ry, (210)

nov

é conhecida como tensor de Ricci que, usando a defini¢ao (2.6), pode ser escrito em termos

dos simbolos de Christoffel:

RHV = Ffl\/V,)\ - Fi‘b}\,V + F;),\Ll/ ioz - Fg)\rl)/\oz' (211>
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Uma terceira grandeza derivada do tensor de curvatura é o escalar de curvatura:
R=g¢g"R,,. (2.12)

As equacoes de Einstein sao dadas por

B G

ct

G ™, (2.13)

onde T* ¢é o tensor momento-energia da fonte de campo gravitacional, G é a constante

de Newton e ¢ é a velocidade da luz no vacuo.

As equagdes (2.1-2.13) constituem a base algébrica da teoria da relatividade geral e

seu significado fisico é discutido a seguir, partindo dos principios fundamentais.

2.2 Do principio variacional as equacoes de campo da
gravitacao

De modo geral, o principio variacional, ou principio de minima acao, estabelece que
a acao, S, caracterizada pela integral de um funcional das varidveis dinamicas do sistema

com relacao ao elemento de linha, é estacionaria frente a pequenas variacoes das mesmas,

5525/£d:c:0.

Para que essa afirmativa tenha alguma aplicabilidade pratica, é preciso ter em mente
que a agao deve ser um invariante de Lorentz (pois, de outro modo, nao seria possivel
garantir a validade do principio para todos os referenciais), estar univocamente definida
(para evitar ambigiiidades) e ser constituida exclusivamente pelas varidveis dinamicas e
suas derivadas de primeira ordem (uma vez que o estado de um sistema fisico qualquer
deve estar inteiramente definido a partir de sua Lagrangeana, £). Da primeira exigéncia
conclui-se que a acao ¢ uma grandeza escalar, resultante obviamente da integral sobre
outro escalar; da segunda, que nao depende dos potenciais do campo, mas apenas dele
mesmo; da terceira, que estao excluidas as suas derivadas. Resta, portanto, a alternativa

de construir a acgao a partir de uma funcao escalar do campo.

O elemento de integracao dz, véalido no caso de um sistema unidimensional, é subs-
tituido por d*zx = da’dx'dz?dz?, quando se quer trabalhar no dominio quadri-dimensional
cartesiano. Nao obstante, em coordenads curvilineas gerais, d*z deixa de ser um escalar

e, neste caso, a grandeza a se comportar como um invariante é d4x\/§, onde g = |gu]| €
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9w € o tensor métrico.

Num referencial nao-inercial qualquer, o quadrado de um intervalo infinitesimal as-

sume uma forma quadratica geral
ds® = g, datdx”,

onde cada componente depende das quatro coordenadas z*. Todas as propriedades
geométrias do espaco tempo estao contidas nesse tensor métrico e o espacgo cartesiano
(descrito por goo = 1, gii = —1, gap = 0, a # [, o que implica imediatamente em
|g,w| = 0) representa apenas um caso particular, dito galileano, no qual o referencial é

inercial. O tensor métrico é a variavel dinamica em questao.

2.2.1 Uma acao para o campo gravitacional

Feitas as devidas consideragoes, é possivel propor para o campo gravitacional uma

acao sob a forma

Sy o< / d4x\/§£ ,
onde £ deve ser um escalar composto exclusivamente por g,, e suas primeiras derivadas.
O escalar R, dito escalar de curvatura do espago-tempo, seria perfeitamente aplicavel ao

caso em questao, se nao fosse sua dependéncia (linear) em relacao a derivadas de segunda

ordem de g,,. No entanto, gracas ao carater linear dessa dependéncia, pode-se escrever

/d4x\/§R: /d4x\/§£+/d4x (W'/9) s

onde L tem a dependéncia correta (mas deixou de ser um escalar) e o dltimo termo, repre-
sentando a integral do divergente de uma certa grandeza w*, é transformado, mediante o
teorema de Gauss, numa integral de superficie. Por principio, a variacao do campo sobre

a fronteira de integragao ¢é nula, logo, é valido escrever

§ / d'z\/gR =0 / d*z\/gL.

’

Embora £ nao seja um escalar, o termo a direita na expressao acima certamente o é, ja

que o lado esquerdo ¢ inteiramente composto por escalares. Isso permite admitir que

c3

_ 4
So =T /d 2GR (2.14)

¢ a acao do campo gravitacional, cuja variacao, por principio, deve ser nula. O fator

—c3 /167G estabelece a devida relagao entre as unidades fisicas envolvidas.
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2.2.2 A acgao da matéria e o tensor momento-energia

Seja um sistema material hipotético cuja acao, submetida ao principio variacional,

resulta em
1
0S, = % /d4x\/§T“”5gW.
1

Para demonstrar que a equacao acima constitui uma definicao consistente para o tensor
momento-energia, T serd suficiente provar (i) sua conservagao covariante e (ii) seu

carater tensorial simétrico.

A fim de estabelecer a propriedade (i) é conveniente tomar uma transformagao infi-

nitesimal de varidveis, t.q., z# — z* + ¢, donde segue imediatamente que

= Qe (2.15)

)

5g;w = _g)\,uEA,y — g€

Se S, ¢ uma grandeza escalar, entao 65, deve se anular. Por meio de uma integracao

por partes vé-se claramente que isso implica em
1 4 % A A A
_% d x\/gT [gAME v + g€ o + Guv € } -

1 1
—/d4xe’\ {(\/ET/’\’),V— §gﬂy7,\\/§T“” = 0

C

A

e, dado que € é arbitrario, implica também em

14
(TM);V =0. (2.16)
Deste modo, fica demonstrado que T"” é uma grandeza conservada, em termos covariantes,
se e somente se a acao do sistema é um escalar.

A prova que resta obter, para a propriedade (i), é imediata pois, uma vez que dg,,
é um tensor simétrico, fica claro que 7" também serd um tensor simétrico (de segunda

ordem) se 65, for um escalar.

A identificacao de T com o tensor momento-energia estd, portanto, assegurada e a

acao da matéria pode ser escrita na forma

1
S = % /d4x\/§T“”gW. (2.17)
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2.2.3 A acgao total e (finalmente) as equagoes de Einstein

A titulo de completeza, cabe deduzir agora as equacoes de campo da gravitacao. A
acao total do sistema em questao constituir-se-4 de um termo puramente gravitacional e

outro devido ao seu conteido material,
S =5+ 5,

Para computar as conseqiiéncias da aplicacao do principio variacional sobre o segundo

termo basta ter em mente a definicao R = g R,,,,, donde se conclui que

nz
5(R\/G) = Ru/369" + R6\/G + 9" /GO Ry

e, por meio de um exercicio de édlgebra sobre as equagoes (2.11) e (2.5) — lembrando que

a variacao 0g,, ¢ infinitesimal (i.e., de primeira ordem) — obtém-se

ORy, = (017))) s — (65 ) x + 0T, T, + 602, T — 617, Ty, — 613, T

KU u ANT pK?

1 K
5F;Aw - §g>\ [(6Gssp)s + (0Gi )i — (01 ) i »

5Ruy == (5P2A);V - (5P;>;V)§>\

onde a tultima expressao advém do uso da defini¢do de derivada covariante (2.3). Logo, o

termo

9" \JGOR,, = /g [(g‘“’5F:\U\);V - (g‘“’5F:\w);>\} = (\/EQW5F2,\),V - (ﬂg““éfﬁy),)\

nao contribuira para a agao, pois sua integral sobre todo espaco é nula. Resta agora tomar

1 59 ]' v v VR
5\/§ = 5\/5; = 5\/59“ 5guu dgh” = —QMQ 0Gxk

para computar os termos restantes e obter

3 1
— 17N 177 4
0S, 167rG/\/§ [R 59 R] 0gd .

A variacao de S, ja foi discutida na segao 2.2.2, de modo que basta somar 65, + 65,

para obter, imediatamente, a equacao de campo da gravitagao:

1 811G
R — —g"" R+ —T" = 0. 2.18
59" R+ (2.18)
Uma conseqiiéncia adicional da variagao da agao do campo gravitacional é a identidade

de Bianchi (2.9). Se S, também é um escalar, entdo o argumento empregado em 2.2.2
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de que sua variacao deve ser nula frente a variacao (2.15) da métrica continua vélido e a
aplicagao do mesmo algoritmo que levou a conservagao do tensor momento-energia sobre

o tensor R* — Lgi R levard diretamente & identidade de Bianchi:[RY — 16¥R] = 0.

v

2.3 Do principio de equivaléncia a teoria da relativi-
dade geral

A equagao de Eintein (2.18) e, de certo modo, todo o arranjo matematico formalmente
estabelecido acima sao o esteio da teoria da relatividade geral (doravante TRG), mas a
discussao sobre a teoria propriamente dita — ou, em outras palavras, sobre o sentido
fisico inerente a tais cédlculos — coube a presente secao. Como a TRG representa uma
generalizacao sobre a TRR, é pertinente retomar a discussao iniciada no Capitulo 1 sobre

essa teoria.

O principio de relatividade especial afirma que (Cf. STACHEL, 2005) todas as equagoes
da fisica devem manter sua forma inalterada mediante a aplicagao de uma transformacao
de Lorentz entre dois sistemas em movimento retilineo unifome entre si (sistemas inerci-
ais) ou, refrazeando, que a representa¢ao matemdtica das leis fisicas deve ser invariante
com rela¢ao a transformacoes de Lorentz. Dois processos simultaneos estao atados a tal
principio: a alteracao da métrica do espaco-tempo no sentido de contemplar a eletro-
dinamica maxwelliana e a adaptacao de toda a fisica restante a essa métrica modificada
(EINSTEIN, 1921). Como conseqiiéncias do primeiro tem-se a completa reformulagao
da cinematica, além dos novos conceitos de simultaneidade e de espaco-tempo enquanto
uma entidade tnica. O segundo processo, por sua vez, levou a modificagoes nas leis de
Newton e lancou uma luz totalmente nova ao conceito de massa inercial. Este fato é
expresso através da equacao F = mc?® (que provavelmente ¢ a mais famosa das equagoes
matemadticas depois do teorema de Pitdgoras e da segunda lei de Newton), na qual esta
explicita a idéia de que um corpo pode ser visto como um reservatério de energia igual a

sua massa inercial vezes a velocidade da luz ao quadrado.

Nao obstante esses notaveis sucessos, a TRR mostrou-se incapaz de incorporar a
gravitacao naturalmente a sua estrutura, pois seu principio nao contempla os referenciais
acelerados. Além disso, do ponto de vista filoséfico (CUNNINGHAM, 1921), nao superou

totalmente o problema da teoria newtoniana, pois a definicio quid nominis® de movimento

2Como foi dito no Capitulo 1, as definices nominais sdo conjuntos de palavras e relacdes que,
mesmo sem uma prova objetiva, constituem hipéteses de trabalho. A verificabilidade experimental dessas
hip6teses é o que torna reais as definigdes nominais. Cf. CUNNINGHAM, 1921.
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retilineo uniforme faz parte de sua base, embora seu sentido real nao esteja rigorosamente

estabelecido.

A chave para obter a forma mais geral do principio de relatividade (e solucionar ambos
os problemas de uma s6 vez) é o fato de que todos os corpos caem com a mesma aceleragao
quando submetidos a um mesmo campo gravitacional, o que equivale a dizer que as massas
inercial e gravitacional sao numericamente idénticas para todos os corpos. Esta idéia
estd enraizada nos primérdios da histéria da filosofia natural, tempo em que Aristoteles
afirmava exatamente o contrario daquilo que ficou posteriormente cristalizado com os
experimentos de Galileu, Newton, Eotvos e outros (MISNER et al., 1970; WEINBERG,
1972). Assumir que esta identidade numérica é resultado de uma identificacao conceitual

mais profunda é o cerne do principio de equivaléncia.

Para uma abordagem intuitiva dessa equivaléncia, é 1til considerar a famosa ima-
gem alegérica do elevador em queda livre. Dentro dele, um campo gravitacional externo
estatico e homogéneo jamais seria detectavel, pois tanto os observadores quanto suas mas-
sas de prova, bem como o elevador em si, cairiam com a mesma aceleracao. Embora esta
cena pictérica possua uma forte restricao quanto a campos estaticos e homogeéneos, é de
se supor que, mesmo quando o exato cancelamento entre as forgas inerciais e gravitacio-
nais nao for possivel — i.e., mesmo no caso mais geral em que os campos sao dinamicos
e inomogéneos —, um cancelamento aproximado serd sempre possivel se a regiao conside-
rada for pequena o bastante para que a aproximacao estatica e homogénea seja aplicavel.
Deste modo, o principio de equivaléncia fica estabelecido ao afirmar que em todo ponto
do espago-tempo submetido a um campo gravitacional arbitrario é possivel escolher um
sistema inercial local tal que, numa regiao suficientemente pequena em torno do ponto em
questao, as leis da natureza assumem a mesma forma que num sistema cartesiano nao-
acelerado e desprovido de gravitacao, ou seja, a forma descrita pela relatividade especial ®
A analogia com o axioma da geometria nao-euclidiana de Gauss, segundo o qual é sempre
possivel erguer um sistema cartesiano local sobre qualquer superficie globalmente curva, é
imediata e o uso de férmulas semelhantes as da geometria de Riemann no equacionamento
da TRG néao é de surpreender (cf. Weinberg (1972), Cap. 1), assim como a presenga das
componentes do tensor métrico g,,, como as tnicas fungoes relevantes para tais equagoes.
Se para Gauss, todas as propriedades de uma dada superficie curva sao determinadas

por derivadas do tipo £”,,, onde a fungao §* (x) define a transformagao do sistema global

3Este enunciado é também conhecido como forma forte do principio de equivaléncia, em contraposicio
a sua forma fraca, que nao versa sobre as “leis da natureza”, mas apenas sobre as “leis do movimento de
particulas em queda livre”.
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de coordenadas x* para o sistema cartesiano local £%, para os relativistas a situacao ¢ a
mesma, salvo que z# e £“ possuem agora um significado fisico claro: sao os referenciais

de “laboratoério” e “inercial”, respectivamente.

O leitor atento a essa altura ja percebeu que o primerio dos dois problemas da TRR
foi elucidado, mas o segundo — o problema filoséfico — pode ter permanecido na penumbra
e merece umas poucas linhas de esclarecimento. Uma definicao nominal torna-se real
mediante uma prova légica ou experimental irrefutavel. Ao assumir o principio da relati-
vidade restrita, Einstein assume que as experiéncias negativas quanto a existéncia de um
tempo e um meio material (o éter) absolutos sao um reflexo de seu caréter quid nominis,
mas a formulagao do principio de relatividade restrita em termos de um “movimento re-
tilineo uniforme” indefinido é tao desprovido de sentido real quanto a idéia de “repouso
absoluto com relacao ao éter”. A velocidade de um observador nao afeta sua percepcao
da gravidade, mas a experiéncia imaginaria do elevador em queda livre demonstra que
a aceleracao é capaz disso. Desse modo, conciliar a gravitacao a teoria da relatividade
implica em promover os conceitos de tempo e espaco, ou melhor, de espago-tempo en-
quanto uma entidade quadri-dimensional una, ao status de definicao quid rei, isto é, uma

definicao rigorosamente testavel por meio da experiéncia.

Uma forma alternativa do principio de equivaléncia — que em tltima instancia é uma
simetria dinamica, no sentido de se apresentar como um principio de invariancia cujo
teor impoe uma restricao sobre as interacoes de um campo em particular — consiste em
dizer que uma equagao fisica é vélida num campo gravitacional geral se (i) a equagao é
vélida na auséncia de gravitacao e (i7) preserva sua forma mediante a uma transformacao
de coordenadas — ou seja, é covariante. Como essa idéia é aplicavel somente em escalas
pequenas comparadas com a escala do campo gravitacional, entao é razoavel esperar que

somente g, e suas primeiras derivadas aparecem nas equacoes covariantes estudadas.

Para obter as equagoes de campo a partir do principio de equivaléncia (e dar o devido
encerramento ao presente subcapitulo), é pertinente comecar por escrever os tensores que
podem ser construidos exclusivamente pelo tensor métrico e suas derivadas. As com-
binacoes de g, e suas derivadas de primeira ordem sao impossiveis pois, em qualquer
ponto € possivel encontrar um sistema de coordenadas no qual essas derivadas se anulam,
o que reduz o novo tensor a um tensor construido apenas do tensor métrico. Consi-
derando também as segundas derivadas (somente em dependéncia linear), o tinico novo

tensor resultante ¢ o tensor de Riemann (eq. 2.6).

A demonstracao (WEINBERG, 1972, p. 132-135) pode ser feita partindo da regra de
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transformacao da conexao afim (eq. 2.4). Isolando o segundo termo do lado direito e
derivando-o em relagao a x", resulta
Pir 0z (T,

— = + 17 T2
oxkOxHOxv oz \ Oxt pr=

0@ 9i° 9" orr,
ox* Oxv Ox* 0:6’7

4 7P 7P 7P
. 0% (F)‘ oz L oz - 690)7

- FT)\F - ~§Jf7>7\p

P OxA \ * Oz Y O FH Qv

onde houve um rearranjo, de modo a juntar os termos similares. Subtraindo a equacgao
resultante dela mesma com os indices v e k invertidos, observa-se que o ultimo termo

desaparece e o que resta é a expressao

oz (ory, _or T

0 = +Ir7, 0y —T0.T)
8l‘)‘ 8l‘“ &x uv= Kn ukt vn
oir 0z 0z" (Or,,  OT),

_ n A A

Oxt Jxv dx* \ Oz~ ax Ly = Ll ]
que ¢ justamente a regra de transformacao de um tensor. Este tensor corresponde ao
termo entre parénteses e, como o leitor bem pode verificar comparando-o com (eq. 2.1),

¢ precisamente o tensor de Riemann, ou tensor de curvatura (eq. 2.6)

3F/\ 8F)‘
A T A A
Ruwf = Oxr 690 + szrnn B FZHFW

O compromisso com a completeza exige que se demonstre ainda a unicidade de Rf;l,. Para
tanto, seja um sistema de coordenadas inercial, fixo sobre um ponto particular X, no qual
a conexao afim Ff;y se anula e, além disso, seja uma classe de transformacoes coordenadas

sob as quais Ff;y se mantenha igual a zero, i.e.; as tranformacoes * — T que obedecem a

0?z™ 0
oxrdzv ) _

de modo que uma quantidade que se comporta como um tensor mediante a uma trans-

condicao

formagao geral de coordenadas terd o mesmo comportamento frente a essa classe mais
restrita de transformacoes. Se Ff;u = 0, entao todas as derivadas de primeira ordem do
tensor métrico sao nulas no ponto X — isso é visto imediatamente de (eq. 2.5) — e o novo
tensor a ser construido deve conter combinagoes lineares de suas segundas derivadas, o
que equivale a conter combinacoes lineares das primeiras derivadas da conexao afim. As

derivadas de Ff‘w, de acordo com a classe de transformacoes considerada, deve obedecer a
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relacao .
oIy,  Out Ox¥ 0z 0F" OL)),  Oxt Ox” 0x*  PF"
0 0xr 0%° 0" Ox> dxr  OFP 0T° 0N OrrOxHOTY

em z = X. Para formar uma combinacao linear de OI'/0z que seja um tensor, é preciso

eliminar o ultimo termo da equacao acima, o que s6 é possivel fazer buscando uma anti-
simetria em k e v. Desse modo, a equacao acima torna-se uma transformacao de um

tensor se e somente se este tensor estiver definido como

A A
ory,  ory,

A
B = Ox* ox”
em r = X. Retomando a expressao para o tensor R;\WH deduzida anteriormente, tem-se
. s . s A . A
que, no sistema local em que I' € igual a zero, ¢ correto afirmar que Tp,,, = R;,,.. Como

esta é uma igualdade entre tensores, sua validade dentro da classe de sistemas coordenados

considerada assegura que, para todos os sistemas de coordenadas, o tinico tensor T com

A

a forma exigida ¢ o tensor de Riemann Rj,, .

Outros tensores possiveis sao combinacoes
lineares deste, dentre as quais as mais relevantes sdo, o tensor de Ricci R, (eq. 2.10) e

o escalar (um tensor de ordem zero, a rigor) de curvatura R (eq. 2.12).

Em resumo, a “lei do campo gravitacional” (EINSTEIN, 1921) é determinada pelas
seguintes condigoes: primeiro, ser valida para qualquer sistema de coordenadas arbitra-
riamente escolhido; sequndo, ser determinada pelo tensor momento-energia da matéria;
terceiro, nao conter, em suas equagoes diferenciais, derivadas de ordem superior a segunda
em g,,; quarto, manter uma dependéncia linear com relacao a seus constituintes. A prova
apresentada nesta secao torna explicita a estreita correlacao entre gravitacao e geometria
e permite justificar tanto o uso do escalar de curvatura na dedugao da agao gravitacional
quanto o fato de que as equagoes de campo, obtidas a partir do principio variacional,
contenham apenas o tensor de Ricci, o tensor métrico e o escalar de curvatura de forma
linear. Na verdade, a dedugao desenvolvida ao longo da secao 2.2 seria puro formalismo
matematico, desprovido de qualquer sentido fisico, se nao fosse a base conceitual embu-
tida na discussao sobre o principio de equivaléncia. A prova, portanto, de que a expressao

(2.18) é de fato a equacao de campo da gravitagao pode ser considerada completa agora.

2.4 Do principio cosmolégico ao modelo padrao sub-
jacente a teoria

A afirmacao de que o o Universo é homogéneo (simétrico quanto a translagao) e

isotrdpico (simétrico quanto a rota¢ao), quando tomado em larga escala expressa a hipétese
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de que todos os pontos do Universo sao equivalentes entre si: é o chamado principio cos-
molégico. Este enunciado baseia-se em importantes evidéncias observacionais, a saber
(MISNER et al., 1970, Cap. 27), a distribuicdo isotrépica de radio-fontes no céu, a dis-
tribuigdo de galdxias quanto a posi¢do, magnitude aparente e redshift, a isotropia (de
uma parte em 10°) na radiacdo césmica de fundo em microondas; mas nao se restringem
somente a elas. H4 também uma motivacao metafisica® que reside na idéia de que as leis
fisicas mais gerais, aquelas ditas universais, devem ser validas para todo e qualquer ob-
servador, independente de sua posicao, e nao privilegiar uma dada classe de observadores
(por exemplo a classe formada pelos observadores que elaboram as referidas leis). Trata-se
de uma heranca da revolucao copernicana, onde nao apenas a Terra perde o status de
centro do Universo, mas também o Sol e qualquer outro objeto celeste torna-se indigno

desse posto, visto que, por principio, os observadores privilegiados inexistem.

Para avaliar as conseqiiéncias do principio cosmoldgico, é 1til lembrar que a relati-
vidade geral nao distingue, a priori, uma coordenada temporal dentre as quatro coorde-
nadas espaco-temporais. O esquema convenientemente adotado, que considera o proprio
universo em evolucao como um “relégio”, s6 é consistentemente possivel gragas a essa
hipdtese, que permite escolher uma fungao monétona do tempo — densidade material ou
temperatura, p. ex. — como observavel para todos os referenciais. Fica estabelecido,

portanto, o sistema (x,¢) como o “sistema de coordenadas césmico”.

Uma vez determinadas as componentes do tensor métrico, do tensor momento-energia
(ou de qualquer outra grandeza) em fungao das coordendas césmicas x*, o principio de
equivaléncia entre os sistemas exige que essas funcoes sejam as mesmas se tomadas em
termos de um outro conjunto de coordenadas z*. Ou seja, os tensores sao mantidos
invariantes frente a transformacoes do tipo x — . Obviamente isso se aplica também
para o escalar S usado como “relégio”, de modo que S(f) = S(z) = S(z) = S(t), o
que implica em t = {. Em linguagem verbal, isso quer dizer que todos os referenciais

equivalentes ao sistema cdésmico usam a mesma coordenada temporal: o tempo cdsmico.

2.4.1 A métrica de Robertson-Walker

A relacao formal entre a geometria euclidiana e o continuo espaco-temporal foi es-
tabelecida por Minkowski em 1908 e o desenvolvimento deste formalismo — inicialmente

rejeitado, mas logo adotado por Einstein — foi fundamental para a formulagao da teoria

4Aqui, é importante aludir ao pressuposto metafisico implicito de que os resultados verificados através
do método experimental correspondem a pelo menos uma parcela da realidade (cf. Capitulo 1). A
extensao natural desse argumento é a hipdtese da equivaléncia dos observadores.
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da relatividade geral (CORRY, 1997). Minkowski propds que o espago-tempo da relati-
vidade especial deveria ser encarado como uma generalizacao do espaco euclidiano tri-
dimensional, de modo que o elemento de linha (a distancia ds), tradicionalmente definido
como

ds* = da} + daj + dx;

seria prontamente substituido pela chamada métrica de Minkowsky:
ds® = da} + dxi + dal + da = 6" dz,dz,,

onde zy = v/—1ct representaria a coordenada temporal.

No entanto, no caso em que o espago-tempo ¢é curvado devido a gravitacao, o elemento

de linha mais geral assume a forma
ds?® = Guvdxtdx”.

Operacionalmente, essa métrica é caracterizada mediante o uso do principio cosmolégico,
pois, uma métrica compativel com este principio, de acordo com o argumento previmente
exposto, deve manter a mesma geometria em cada ponto do subespaco maximamente
simétrico, onde o termo “subespaco” refere-se a uma hipersuperficie espacial de tempo
constante. As coordenadas do subespaco maximamente simétrico sao as tradicionais co-
ordenadas esféricas (r, 0, ¢) e a métrica que atende a essas condigoes é (WEINBERG, 1972,

Cap. 13)

dr?

ds* = g, datds” = Adt* — a*(t) 72

+ 72d6? 4 r? sin? Odp? (2.19)

ou, em coordenadas cartesianas (ISLAM, 1992, Cap. 2),
ds* = g datds” = d* — a®(t)yda'ds’ = a®(7) [dr* — yda'da’] (2.20)

Yij = 5z‘j [1 + 1/4]{31‘21‘,] - .

As equagdes (2.19 e 2.20) sao conhecidas como métrica de Friedmann-Robertson-Walker
(FRW) e contemplam os casos de universos com geometria plana, esférica (fechada) ou
hiperbdlica (aberta), quando k& = 0,1, —1, respectivamente. A varidvel T corresponde ao
tempo conforme, que relaciona-se com o tempo césmico por dr = dt/a(t), onde a(t) é o
fator de escala que representa a expansao (ou contragao) do universo. A expressao (2.20)
— na qual foi empregado o sistema de unidades em que ¢ = 1 — serd usada ao longo de

todo o texto assumindo a hipdtese de universo plano, de modo que k£ = 0 e v;; = ;5.
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Em resumo, o principio cosmolégico conduz a um tensor métrico extremamente sim-
ples, um tensor diagonal cujas componentes (num universo plano) sdo proporcionais ao

quadrado do fator de escala a(7):

0
0
G = _QQ(T) |
0

o O = O
_ o O O

Isso implica que o tensor de curvatura e, conseqiientemente, os tensores G, e T}, também

serao diagonais.

Outra conseqiiéncia derivavel da métrica FRW é o avermelhamento de fétons — o
redshift cosmologico. Considerando que as coordenadas de um ponto no espago-tempo
devem ser constantes ao longo da geodésica, tem-se que a(t)dr/ds = constante. Reescre-
vendo a equacdo (2.20) na forma ds? = dt*(1 — v?), onde v = dr/dt e dr = [6;;2°27]"/2, &
facil identificar o termo (1 — v?) como o quadrado do denominador na expressao do mo-
mento linear ¢ de uma particula de massa m e velocidade v: ¢ = mv/(1 — v?)"/2. Assim,
uma algebra elementar permite concluir que ga(t) = constante ao longo da geodésica.
Para um f6ton, a freqiiéncia v e 0 momento ¢ estao relacionados por hv = ¢, logo, va(t)
também é constante ao longo da geodésica. Com base neste argumento, o redshift z é
definido como a variagao fracional no comprimento de onda A = 1/v do féton
Ao — A alto)

N e -

z =

Como o fator de escala é uma funcao monotonica do tempo, o redshift também o é. Logo,
ambos podem ser utilizados como “relégio” para a cosmologia. Convencionalmente adota-
se ap = a(ty) =1 (ou seja, zp = 0) como condigao de normaliza¢do no instante de tempo

atual.

2.4.2 Um tripé de equagoes fundamentais

De posse da métrica FRW, as equacoes da relatividade geral assumem, conforme
se vé nas linhas seguintes, um aspecto mais tratavel. Para computar essas equacoes é
conveniente lancar mao do conceito de fluido perfeito. Um fluido é dito perfeito quando
possui, em cada ponto, uma velocidade v, tal que um observador em movimento com
essa mesma velocidade veja o fluido a sua volta como isotrépico. Esta definicao, aliada

ao fato (anteriormente mencionado) de que o tensor momento-energia, para um universo
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homogéneo e isotrépico, é necessariamente um tensor diagonal, leva a conclusao de que o
tensor momento-energia, no referencial particular em que o fluido estd em repouso (5),

obedece as equagoes

T — p(;ij
T° = T% =0 (2.21)
jﬂOO = p

onde p e p sao, respectivamente, pressao e densidade de energia do fluido. A transfomacgao,

TH — TH para o referencial em que o fluido é visto com velocidade nao-nula v resulta

™ =pg" + (p+ p)UU”, (2.22)
U = d—)fzv(l—VQ)’l/z
di
v0 = Ly
di
Uru, = —1,

onde U* é o quadri-vetor velocidade e df = (dt? — dx?)'/? ¢ o intervalo de tempo préprio.

De posse das equagoes do tensor momento-energia (2.21 ou 2.22), o terceiro termo
da equagado de Einstein (2.18) estd determindado. Resta explicitar agora o tensor de
Ricci e o escalar de curvatura; para tanto, basta calcular as componentes dos simbolos de
Christoffel (eq. 2.5) usando a métrica FRW e substituir os resultados nas equagoes (2.11
e 2.12). Este procedimento, aqui omitido, estd detalhadamente descrito em Islam (1992)

e Weinberg (1972) e conduz a

a’ &G
.. .2
2% + % — —87Gp (2.24)
a ArG
~ = —T(P + 3p) (2.25)

PR (—) (0+1). (2.26)

No sistema de equacoes acima, as duas primeiras correspondem as componentes 00 e 11
da equagao de Einstein (2.18) e sdo conhecidas como equagoes de Friedmann; a terceira é
freqiilentemente denominada equacao de Raychaudhuri; a ultima é obtida imediatamente
da equagdo (2.16) e expressa simplesmente a conservacdo do tensor momento-energia.

Lembrando que a proposta deste subcapitulo é apresentar um “tripé” fundamental de
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equacoes, o leitor pode ser levado a crer que héd uma equacao excedente nesse sistema,
mas esta falsa impressao desaparece de imediato pois a identidade de Bianchi impoe que,
das trés primeiras equagoes, somente duas sejam independentes. Apenas por uma questao
de conveniéncia, ¢ licito escolher, por exemplo, as (egs. 2.23 e 2.25) e, considerando ainda
a (eq. 2.26), fixar as equagoes de base para a cosmologia. E 1til também considerar essas

equagoes em funciao do tempo conforme 7. Se dr = dt/a(t), as equagoes bdsicas ficam®

B G G

H2 = Tp <~ H2 = Tan (227)

H=—41G(p+p) <= H —H>=—47Ga*(p +p) (2.28)

p+3H (p+p)=0 <= p+3H(p+p) =0 (2.29)

onde H(t) = d'/a e H(t) = a/a sdo duas representagdes do parametro de Hubble, a

primeria em funcao do tempo conforme e a tltima em funcdo do tempo césmico®.

No entanto, esta base ainda nao é suficiente para resolver o problema. Nenhuma
informacao a respeito das propriedades do fluido constituinte do universo a ser estudado
é fornecida pelas equacoes de Einstein ou pela teoria da relatividade. E preciso introduzir
ad hoc uma equacao de estado proveniente da microfisica. No modelo cosmoldgico padrao,
o “fluido cosmico” a ser considerado possui dois regimes claramente distiguiveis: um ultra-
relativistico (radiagao) e outro nao-relativistico (matéria ou poeira), caracterizados pelas
equagoes de estado p = 1/3p e p = 0, respectivamente. A natureza fisica da radiagao
e da fracao barionica da matéria sao bem conhecidas, mas as evidéncias observacionais
indicam que, além da fracao desconhecida de poeira, ha ainda outros fluidos césmicos de
grande importancia dinamica sobre os quais a microfisica pouco pode afirmar: a matéria
escura e a energia escura. A discussao sobre essas componentes escuras do Universo é

feita no bojo da segao 2.5.

2.4.3 Inflagao: uma emenda paradigmatica

Incluir uma fase de expansao dita inflacionaria nos instantes iniciais do Universo foi a
solucdo encontrada para resolver, ao mesmo tempo, os problemas da planura (o Universo
observado hoje tem curvatura muito proxima de zero, o que exigiria um ajuste fino das

equagoes de Einstein) e do horizonte (a extrema homogeneidade observada em largas es-

5Para evitar ambigiiidades, as derivadas com relacdo ao tempo césmico e conforme sao representadas
por df(t)/dt = f e df (r)/dr = f', respectivamente.

60 parametro de Hubble, H (ou H), fornece uma medida da taxa de espansio do Universo em cada
instante ¢ (ou 7). Para o instante atual, é costume escrever Hy = 100k km s~™*Mpc~!, onde h é um valor
adimensional.
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calas no Universo em altos redshifs nao poderia ocorrer no cenario padrao, a nao ser com
condigbes iniciais muito particulares). Ambos os problemas sao detalhadamente apresen-
tados adiante, mas ¢ iteressante descrever antecipadamente o paradigma’ da inflacdo, ja

que o mesmo foi incorporado de modo quase unanime ao modelo cosmologico padrao.

A inflacdo caracteriza-se por uma fase de expansao acelerada super-luminar, impulsi-
onada por um campo escalar (o inflaton, ) e capaz de diluir qualquer curvatura inicial
do Universo e expandir drasticamente o horizonte, permitindo o contato causal de regioes

distantes.

A idéia incialmente proposta por Guth (1981) era a de uma transigao de fase de pri-
meira ordem, na escala das teorias de grande unificagao (GUT), de um falso vicuo com
energia nao-nula para um vacuo real, levando a um crescimento exponencial do fator de
escala e a um rapido resfriamento do Universo. No entanto, esse modelo conhecido como
velha inflagao levava a sérios problemas. O primeiro deles diz respeito a temperatura
da transicao de fase, que deveria ser igual a temperatura critica para o fim da inflagao.
Como a temperatura é inversamente proporcional ao fator de escala, que cresce expo-
nencialmente, a temperatura resultante seria extremamente baixa. O segundo é geragao
de inomogeneidades e anisotropias incompativeis com o principio cosmologico. Este pro-
blema advém do fato de que a transicao do estado de vacuo simétrico para o falso vacuo
assimétrico realiza-se instantaneamente, gerando bolhas que concentram a energia em
suas paredes. O reaquecimento do Universo ocorre quando as bolhas colidem e dai o
surgimento das anisotropias e inomogeneidades. O terceiro problema é o surgimento de
monopdlos magnéticos, gerados durante o reaquecimento. Como os campos no interior
das bolhas nao estao correlacionados, eles nao podem alinhar-se uniformemente ao colidir,

o que leva ao surgimento de nds topologicos que sao os proprios monopolos magnéticos.

Uma formulagao livre desse problemas surgiu pouco tempo depois (LINDE, 1982) e
ficou conhecida como nova inflacdo. Sua principal caracteristica é a inclusao de correcoes
térmicas ao potencial efetivo, levando a um crescimento gradual do campo dentro das
bolhas. Neste novo cenério, apés a inflacao todo o universo observavel fica contido dentro

de uma unica bolha.

A terceira geracao de modelos, também formulada por Linde (1983) e denominada
inflacao caotica, incorporou a hipotese de que o campo nao precisa ser inicialmente ho-

mogeéneo e isotropico em todo o espago, mas apenas em pequenos dominios. A partir

7O termo “paradigma” é mais adequado para referir-se a inflacio do que “modelo”, pois ha um
grande ntimero de possiveis modelos compativeis com a idéia geral da inflagdo. Cf. Dodelson et al. (1997)
e Langlois (2004), para revisoes.
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dessa terceira geragdo o numero (e a complexidade) dos modelos cresceu rapidamente,
mas nenhum deles estabeleceu-se como modelo padrao inflacionario. Duas extensas re-
visoes sobre este tema, foram publicadas no volume editado por Hawking e Israel (1987):
a primeira foi escrita por Blau e Guth (1987) e, além de descrever o paradigma, contem-
pla também a evolugao histérica da idéia de inflacao; a segunda é de autoria de Linde
(1987) e trata mais especificamente da geracao de flutuagoes quanticas no Universo infla-
ciondrio (tema que serd abordado ainda neste Capitulo). Além dessas, uma outra revisao

importante foi recentemente publicada por Lyth e Riotto (1999).

Em termos genéricos, o paradigma da inflacao baseia-se na dinamica de um campo
escalar ¢ regido por um potencial V(). Cf. KOLB; TUNER, 1990, Cap. 8. Um campo ¢
minimamente acoplado tem sua (densidade de) lagrangeana e seu tensor momento-energia

dados, respectivamente, por

Lo, = 1/2¢"¢ 0, —V(e) =1/2¢> = V(p), (2.30)
T;w = PuPrv— ‘Clpgﬂl/u (2'31>

se desconsideramos as interacoes de ¢ com outros campos da teoria. Supondo que ¢ é
espacialmente homogéneo, o tensor (2.31) assume a forma equivalente aquela dos fluidos

perfeitos, com pressao e densidade dadas por

pp = P24V (p) (2.32)
e = B/2-V(p). (2.33)

A equacao de estado efetiva deste “fluido” é w, = p,/p, e a conservagao do momento-
energia (eq. 2.16) resulta na seguinte equacao de movimento:
av av
¢+ 3Hp+ i "+ 2H + %aQ =0. (2.34)

A equagao de Friedmann (2.23), nesse contexto, fica
H? =8rG/3[1/2¢* + V(p)] (2.35)

e a combinacio de (2.34) e (2.35) resulta em H = —4wG¢?. O caso particular em que
P*)2 < V(p) e p < dV/dp, leva a um parametro de Hubble aproximadamente constante

e a um crescimento exponencial do fator de escala, isto é,

G

1/2
a(t) o< exp(Ht), H =~ <TV(¢)) : (2.36)
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Este regime é conhecido como slow-roll porque o potencial é quase constante e a equacao
de estado correspondente é w, ~ —1. Se ao invés de aproximagoes, o caso exato, V(p) =
constante, for considerado, entao w, ¢ exatamente igual a —1 e diz-se que o modelo ¢ do

tipo de Sitter. Os parametros

1 <1dv>2 1 1d2V

S =_- -&r 2.
167G \V dy 1= 8rGV dp? (2:37)

sao uteis para determinar as condigoes de validade do regime slow-roll: ¢ < 1 e n < 1.

O modelo de Sitter caracteriza-se por € =71 = 0.

Apés a fase slow-roll o campo oscila em torno de um minimo do potencial e ocorre
entao o reaquecimento do Universo. A fisica do reaquecimento depende da forma do poco
de potencial, que determina a taxa e a eficiencia do mesmo. O modelo mais simplificado
considera o reaquecimento instantaneo e cem por cento eficiente, ou seja, a inflagao acaba

de modo abrupto e a era da radiagao comeca imediatamente.

2.5 Interlidio empirico

E chegado o momento de confrontar o cenario cosmoldgico teoricamente previsto com
os claroes de realidade fornecidos pelas observacoes. Uma boa revisao acerca do status
quo da cosmologia contemporanea foi recentemente publicada por Coles (2005) e serviu

de inspiracao para este subcapitulo.

Até a segunda década do século XX a cosmologia era tida como um tema metafisico
— no sentido depreciativo correntemente difundido depois dos positivistas — situado além
do horizonte tangivel pelo pensamento objetivo. Somente nos anos 20 e 30, quando a
teoria da gravitacao desenvolvida por Einstein e as evidéncias observacionais da expansao
cosmica obtidas por Hubble vieram a tona, a cosmologia foi promovida ao status de tema
de estudos cientificos e desde entao, avangos importantes foram realizados, permitindo de-
linear — com tracos rudimentares, é verdade — toda a historia do universo. Sem aprofundar
nos detalhes histéricos, a presente secao promove uma visao panoramica desse quadro e
estabelece um didlogo com as secoes formais, um didlogo necessario para fazer as pazes

com a metafisica®.

A descoberta, nos anos 60, da radiagao césmica de fundo em microondas (i.e., de que o

Universo atual estd banhado por uma radiagao de corpo negro a 2,73 K), aliada as desco-

8Entenda-se por “fazer as pazes”’, nao uma tentativa de retorno a metafisica cartesiana, mas simples-
mente o reconhecimento dos aspectos metafisicos implicitos na abordagem cientifica moderna.
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bertas de Hubble e interpretadas sob a luz dos modelos de Friedmann, levou a formulacao
do modelo do Big Bang, segundo o qual o Universo primordial seria extremamente denso
e quente e, devido a expansao, teria resfriado até a temperatura observada atualmente.
O primeiro problema desse raciocinio é que assumir uma singularidade espago-temporal
— o Big Bang — implica em uma total indeterminacao das condicoes iniciais e impede
que uma solugao Unica para as equacoes de Friedmann seja encontrada. Este problema
¢ insoluvel, mas nao oferece graves transtornos. Para temperaturas préximas da escala
de Planck, 10?GeV, a teoria da relatividade geral nao ¢ mais aplicavel e efeitos de gra-
vitagao quantica deveriam ser considerados. Assim, dentro do escopo da relatividade
geral, as condigoes iniciais nao podem ser tomadas em ¢t = 0, mas em ¢ > 0 tal que
T < 10YGeV.

Antes de discutir o segundo problema, é valido apresentar o modelo mais precisamente.
Expandindo a equagao de Friedmann (2.23) para explicitar a contribui¢cdo dinamica de

cada constituinte do Universo, resulta
0=> 9 =1, Qi = pi/pe, p. = 871G /3H?

onde §2; é o parametro de densidade da i-ésima componente e p. é a densidade critica do
Universo (a densidade para a qual o Universo tem curvatura nula). E possivel generalizar
e incluir na equacao acima dois outros termos €, = —k/a*H? e Qy = A/3H?, relativos a
curvatura do espaco tempo e a energia do vacuo, respectivamente. Se apenas a radiacao
(pr = 1/3p,) e a matéria nao-relativistica (p,, = 0) sdo computadas, a unica soluc¢ao

possivel é um universo em expansao desacelerada.

Ao contrério do que ocorreu no Universo primordial, a contribui¢ao da radiacao (e de
todas as particulas relativisticas, como os neutrinos) para a dindmica do Universo recente
¢ muito pequena: o parametro de densidade da radiacdo §2,, observado hoje é ~ 107°

(computando os neutrinos em trés sabores, esse valor sobe uma ordem de grandeza).

Quanto a matéria nao-relativistica (ou poeira), hd um importante argumento tedrico
— a nucleossintese primordial — a favor de um parametro de densidade de béarions muito
pequeno, €, ~ 0,04. Este argumento — extensamente revisado por Steigman (2002) —
parte da idéia de que, no Universo primordial, a elevada temperatura favorece a sintese
de Hélio e de outros elementos leves como o Deutério e o Litio. A nucleossintese estelar
produz, além do He*, uma quantidade aprecidvel de elementos pesados, de modo que as
geracgooes mais recentes de estrelas apresentam metalicidade maior que as antigas. Assim,

as observacoes de estrelas de distintas metalicidades permitem estimar a abundancia em
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massa Y ~ 0,24 de He? relativamente ao H! primordial e, conseqiientemente, a razao entre
a densidade numérica de néutrons e prétons r ~ 1/7 naquela época, cuja relagdo com €,
considerando trés familias de neutrinos, ¢ dada por 7 ~ 0, 16(,h?)>%. Isso indica que
a maior parte da matéria nao-relativistica é também nao barionica. Esta matéria escura
também esta associada a problemas dinamicos, como a curva de rotacao de galaxias, que
nao pode ser explicada se apenas a massa barionica for considerada. Através de estudos
da dinamica de galaxias e aglomerados e de lentes gravitacionais — com base nos quais, em
um artigo de revisao, Coles e Ellis (1994) apontam para a possibilidade de o Universo ser
aberto — estima-se que o parametro de densidade da matéria, somando as componentes

barionica e nao-barionica, é €2,,, ~ 0, 3.

Estes fatos isolados implicam que faltam elementos a computar e naturalmente os
efeitos da curvatura e da energia do vacuo devem ser investigados, mas é preciso levar em
conta um outro fato. Medidas de distancia, feitas através da luminosidade e do redshift de
objetos astrofisicos, sdo sensiveis a curvatura do espago tempo (HOGG, 1999) e, portanto,
a “cosmografia classica” permitiu estabelecer ja nos anos 70, limites para o parametro de
densidade total (Guth (1981) refere-se a valores da ordem de 0,01 < €y < 10), indicando
que o Universo é aproximadamente plano. Isto levou muitos teéricos a crer na hipdtese
de que ,,, ~ 1, mesmo nos anos 90, quando as melhores estimativas apontavam para um
valor mais proximo de 0,3. A explicacao para essa planura nao é fornecida pelo modelo

do Big Bang e pode-se dizer que este é o seu segundo problema.

As medidas precisas do espectro das anisotropias da RCF, iniciadas com o satélite
COBE (SMOOT et al., 1991; WRIGHT et al., 1992; MATHER et al., 1994) e efetivamente
realizadas pelo WMAP (BENNETT et al., 2003; SPERGEL et al., 2006), foram decisivas
ao estabelecer fortes vinculos nao somente para a planura, mas também para diversos

parametros cosmoldgicos, a saber (COLES, 2005),
Qk, = —0,02+£0,02 O, h* = 0,024 40,001 Qoh® = 0,14 40,02

sao os valores de melhor ajuste para os parametros de densidade e, para a constante de
Hubble, tem-se
h=10,7240,05.

Em paralelo aos avancos relativos a RCF, o uso de supernovas de tipo Ia nas medi-
das de distancias cosmoldgicas até z ~ 1 revelou, no final da década de 90, um segundo
fato adicional: a expansao acelerada do Universo. As SNe de tipo Ia correspondem a

explosoes ocorridas nos estagios finais de estrelas cujas massas sao proximas a massa de
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Chandrasekhar e a correlagao empirica encontrada entre sua luminosidade maxima e sua
subseqiiente curva de luz faz com que estes eventos sejam usados como velas-padrao para
medidas de distancia. A expansao acelerada é inferida a partir da sisteméatica diminuicao
de brilho observada a medida que o redshift aumenta. Dois grupos independentes (RIESS
et al.; 1998; PERMULTTER et al., 1999) obtiveram basicamente os mesmos resultados e,
mais recentemente, chegaram a conclusao de que a fase de expansao acelerada é relativa-
mente recente, tendo comegado aproximadamente em redshifts da ordem de ~ 1 (RIESS

et al., 2001; TONRY et al., 2003).

Estes dois fatos — a planura e a expansao acelerada — combinados com os fatos anteri-
ormente discutidos — a quantidade insuficiente de matéria nao-relativistica para manter o
universo plano e a existéncia de uma componente de matéria nao-barionica — motivaram
a hipdtese de que a energia do vacuo, ou em termos mais abrangentes, uma energia escura

deve dominar o universo recente.

No contexto dos modelos de Friedmann, a expansao acelerada exige que a equagao
de estado efetiva seja p < —2/3p. A constante cosmoldgica, incluida no lado esquerdo
das equagoes de Einstein como um termo extra devido a energia do vacuo ou no lado
direito como um fluido de natureza desconhecida, tem a equacao de estado p = —p e
seria a solucao natural do problema, pois introduzir um termo constante nas equacoes —
A em (eq. 2.23) e A/3 em (eq. 2.25) — é o mesmo que adicionar um termo Ag,, a acdo
gravitacional e nao altera o sentido da teoria. A interpretacdo de A como a energia do
vacuo vem da teoria quantica e é andloga ao efeito Casimir, pois as flutuagoes quanticas do
espaco “vazio” comportam-se como A. O problema é que a energia do vacuo é divergente e
uma energia de corte faz-se necessaria para que o Universo nao seja totalmente dominado
pela constante cosmoldgica desde o inicio e, se a energia de corte for da ordem da energia
de Planck, a densidade de energia do vacuo assume um valor 123 ordens de grandeza maior
que o observado (WEINBERG, 1989). Para estar de acordo com os dados mais recentes,
o corte deveria estar na escala de meV, mas uma teoria compativel com esse valor ainda
nao existe e, por esta razao, uma vasta gama de modelos alternativos de energia escura
estao em debate atualmente (para revisoes, cf. Peebles e Ratra (2003) e Copeland et
al. (2006)). Os dados observacionais combinados do WMAP e supernovas indicam que o

parametro de densidade da energia escura é
Qee, = 0,72 1+0,03

e embora nao seja um problema do modelo do Big Bang em si, esta é uma interessante

questao em aberto na cosmologia contemporanea.
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O terceiro problema do modelo do Big Bang propriamente dito (o problema do ho-
rizonte) é a extrema isotropia e homogeneidade observadas na RCF (as anisotropias sao
menores que uma parte em 10%), indicando que todo o Universo atual esteve causalmente
conectado no momento em que se tornou transparente aos fétons, ou seja, quando o fator
de escala era cerca de mil vezes menor que o atual, ou quando z ~ 1000. Dois pontos em
regioes opostas do Universo s6 podem estar causalmente conectados se os seus respectivos
cones de luz se interceptam em algum instante no passado, ou seja, se desde eras tao
remotas o Universo inteiro ja estava em conexao causal, é preciso forjar um mecanismo
que expanda estes cones de luz muito rapidamente logo nos instantes iniciais: tal me-
canismo, proposto por Guth (1981), é a inflagdo (veja a secao 2.4.3), que corresponde
a um estagio durante o qual a evolugao do Universo é dominada nao pela radiacao ou
matéria, mas por um campo escalar ¢, cuja equacao de estado depende de um potencial
de interacao V' (¢). Nos modelos mais comuns, a equacao de estado é semelhante a da
constante cosmoldgica. A inflacao potencialmente resolve, ao mesmo tempo, o problema
do horizonte e da planura, pois essa expansao inflacionaria também eliminaria a curvatura

do espago-tempo.

A descricao feita acima, de um universo idealizado homogéneo e isotrépico nao condiz
com o que se observa. Em escalas menores observam-se aglomearacgoes de massa — estrelas,
galaxias, aglomerados — que demonstram a vasta complexidade estrutural do Universo.
A idéia basica de formacao de estruturas é a de que uma regiao do espaco homogéneo,
isotrépico e estatico cuja densidade seja ligeiramente maior que a da vizinhanca, deve
atrair toda a massa ao seu redor e colapsar exponencialmente. Esta instabilidade gra-
vitacional continua vélida em um universo em expansao, mas nesse caso o colapso fica
prejudicado e seu crescimento é em lei de poténcia. Como a maior parte da matéria é
nao-barionica, os barions apenas seguem os pocos de potencial da matéria escura. A dis-
tribuigdo de matéria observada (PERCIVAL et al., 2001; ZEHAVI et al., 2002; ABAZAJIAN
et al., 2003) corrobora este cenério e o modelo de matéria escura fria com constante cos-
moldgica, também conhecido como modelo de concordancia césmica ou modelo ACDM,

vem adquirindo forca nos tltimos tempos.

Em resumo, a cosmologia contemporanea é capaz de explicar, em linhas gerais, a
evolucao do Universo desde uma escala de energia pouco inferior a escala de Planck até
a época presente. Uma gama de teorias e observacoes combinadas oferecem informacoes
sobre seus constituintes, o que, dentro do contexto dos modelos de Friedmann da relati-
vidade geral, é suficiente para determinar a dinamica. O modelo do Big Bang, explica

o banho térmico de 2, 73K observado e, acrescido da idéia de inflagao, resolve simulta-
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neamente os problemas da planura e do horizonte. Para explicar a historia da formacao
de estruturas no Universo, fez-se necessario desenvolver uma teoria adicional: a teoria de
perturbagoes cosmologicas, tema da proximas sub-secoes. Quanto ao problema da cons-
tante cosmoldgica, este ainda esta em franca discussao e espera-se que sua solucao exija o
desenvolvimento de teorias mais fundamentais, ligando a microfisica a fisica de fenomenos
em larga escala. Em seu “inventédrio” das formas de energia presentes no cosmos, Fukugita
e Peebles (2004) classificam e organizam todas as formas de energia conhecidas (ou inferi-
das): o setor escuro, contém cerca de 95% do total, ~ 72% em energia, ~ 23% em matéria
escura e uma pequena fracao, ~ 1078%, em ondas gravitacionais primordiais; em seguida
estao os barions, que contribuem com ~ 4,5%; depois as reliquias térmicas (radiagdo
eletromagnética e neutrinos), somando ~ 0,1%; e outros termos de menor contribuicao
energética, como radiacao proveniente de estrelas, raios cosmicos e campos magnéticos. E
interessante notar que as componentes cosmologicamente mais relevantes sao justamente
aquelas sobre as quais menos se sabe atualmente. Isso significa que os avancos realizados,
embora sejam notaveis, estao longe de fornecer uma explicagao satisfatoria e que a cos-
mologia, recém promovida ao status de tema de estudos cientificos, ainda carece de bases

tedricas mais firmemente estabelecidas.

2.6 Da realidade observavel a teoria de perturbacoes
cosmoldégicas

As evidéncias observacionais indicam que o Universo evoluiu de um estado inicial ca-
racterizado por um fluido extremamente homogéneo e isotropico de altissima temperatura,
para o estado atual em que a temperatura é baixa e complexas estruturas gravitacional-
mente ligadas foram formadas. Uma explicacao coerente desse processo é fornecida pela
teoria linear de perturbacoes gravitacionais. Matematicamente, essa teoria se reduz a
resolver as equagoes de Einstein perturbadas, linearizando-as sobre um fundo homogéneo
em expansao. A unica complicagao é a liberdade de calibre (gauge), ou seja, a escolha
das coordenadas de fundo: nem todas as métricas perturbadas correspondem a espacos-
tempo perturbados; mas, as variaveis fisicas nao podem depender dessa escolha, logo, é
conveniente adotar uma abordagem dita invariante de gauge, recentemente revisada por
Mukhanov et al. (1992) e por Giovannini (2005), que também aborda o problema a partir

de gauges especificos.
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2.6.1 Abordagem classica

Os conceitos da teoria linear de perturbagoes gravitacionais sao restritos ao caso de
pequenas perturbacoes da métrica FRW e, em particular, as variaveis W e ¢ empregadas
no formalismo ora apresentado sé sao invariantes até a primeira ordem. Diante da hipdtese
assumida, de que o espago-tempo real difere apenas sutilmente da idealizacao homogénea
e isotrépica, € 1til separar a métrica em duas componentes, isolando a perturbacao, g,

da métrica de fundo, g,(ﬁ) — esta tltima, dada por (2.20):

v = g;(f) + 59;111-

Trés categorias distintas sdo possiveis: perturbagdes escalares (e), vetoriais (v) e ten-
soriais (f). As duas ultimas nao apresentam instabilidades. As tensoriais geram ondas
gravitacionais desacopladas das inomogeneidades de pressao e densidade, ao passo que as
vetoriais decaem em universos em expansao. Somente as perturbagoes escalares levam
a modos crescentes e podem afetar a dinamica da matéria, mas as ondas gravitacionais
também sao de particular interesse, pois trazem informacoes especificas sobre as carac-
teristicas (e a evolugao) da métrica do espago-tempo. A rigor, a perturbacao da métrica
contém os trés constituintes, mas, na aproximacao linear, cada uma delas evolui indepen-

dentemente, o que permite considera-las em separado:

g = 695 + 0g%) + 69

Para definir as perturbacoes escalares do modo mais geral, quatro fungoes escalares
sdo necessarias. Duas atuam sobre a parte espacial do tensor métrico (¢ e E ;) e duas
atuam sobre as componentes 00 e 0i (¢ e B;), de modo a constituir, para um universo

plano?,

2 B,
8g\s) = —a*(r) ¢ ’ , (2.38)

)

que conduz imediatamente a métrica perturbada

—1-2 B,
¢ ’ . (2.39)

)

9%) = g\ + 6g%) = —a*(7)

As perturbagoes vetoriais sao definidas com dois vetores, S; e F;, cuja divergéncia

9Lembrando que, para um universo plano, as derivadas covariantes sdo idénticas as derivadas parciais
comuns.
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deve ser nula,

St =0, F'. =0, (2.40)

para garantir que nao possam ser desdobrados em uma soma de um vetor de divergéncia
nula com o gradiente de um escalar (pois isso eliminaria o cardter puramente vetorial da

perturbagao). Assim, resultam

0 —S;
g%y = —a’(7) , (2.41)
=S; Fij+ Fji

-1 —S.
(v) = (v) — o
9 = g +8gy) = —a*(7) : (2.42)
e —S; Fij+ Fj;+ 6
O caso de perturbacoes tensoriais ¢ bem mais simples e é construido apenas com um

tensor h;; que atua sobre a parte espacial da métrica e satisfaz aos vinculos
h; =0, h;; =0, (2.43)

o que leva a

0 0
) (Q = —a?(1 , 2.44
9, ( )(0 h ) (2.44)

-1 0
(t) 2
i = gl + 09y = —a’(7) : (2.45)
O tensor dg,, estd portanto definido, em termos do chamado formalismo de Bardeen
(BARDEEN, 1980 apud MUKHANOV et al., 1992), como a soma das equagoes (2.38), (2.41)
e (2.44). Resta estabelecer, no contexto desse mesmo formalismo, as varidveis invariantes

de gauge.

Neste ponto é relevante fazer uma observacao quanto a notacao. Em um universo
plano, homogéneo e isotrdpico, descrito pela métrica de FRW (eq. 2.20), as perturbagoes
tensoriais de primeira ordem podem ser representadas em termos do tempo césmico ou

conforme — h;;(¢,x) ou h;;(7,x), respectivamente — de modo que a métrica resultante seja:
d82 = dt2 - [a2(t)5ij + h”]dl‘ldi‘] = QQ(T)[dTQ - (5U + h”)d{L'ZdZL‘j],
onde fica clara a relacao

hij(t) = a®(7)hij(7),

entre h;; e h;;, que serao usados ao longo do texto.

5
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Matematicamente, uma transformagao de gauge caracteriza-se por uma transformagcao
Q(p) — 5@(}9) associada a uma mudanca de varidveis 2% — I® sobre o espaco-tempo
coordenado M, onde 6Q(p) = Q(2%(p)) — QP (2%(p)) é uma funcio arbitraria definida
em M e avaliada no ponto p € M. Considerando uma transformacao infinitesimal que
obedeca

% — % = 2% + &%, £ = (€%, §&i=¢&i+ G ;=0

)

a mudanca resultante em 6Q) é AQ = 5@ —0Q = LQ, onde L¢Q ¢ a derivada de Lie
(SIGURDUR, 1978) da grandeza Q na diregao do vetor £'. Para o caso de g, tem-se que
(GIOVANNINTI, 2005)

Le G = Q(GZSM),V-

As transformacoes que envolvem apenas & e £ preservam o cardter escalar das per-

turbacoes e levam a transformacoes do tipo

/

6—0¢ = ¢—(d/a)’—¢°

b= = P+ (d/a)e (2.46)
BB = B—|—§O—£I

E—E = E—¢

para as varidveis ¢,, B, E' usadas na (eq. 2.38). Por outro lado, para perturbagoes
exclusivamente vetorias, ¢ preciso considerar transformacoes do tipo z° — ¢ 4 (%, o que

resulta em

F,—F = F+(.

As perturbacoes tensoriais, por sua vez, sao invariantes:

hi;i — h

v

= hi. (2.48)

ij

As variaveis fundamentais empregadas na descrigao de perturbacoes escalares no for-

malismo de Bardeen sao invariantes de gauge construidos a partir de uma combinacao

linear de ¢, ¥, B e E, a saber:

®=¢+ (B—FE) +H(B—-E), U=1y—H(B—-E). (2.49)
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Para calcular a forma perturbada, em primeira ordem, das equacoes de campo,
1
5G/J,l/ = 5Rﬂy - 55#1/5R = SWG(;T!W,

¢ preciso calcular, além de dg,,, as perturbagoes 5Ffw, O0R,, e 0T),. Este calculo ¢ aqui
omitido, mas encontra-se detalhadamente demonstrado em Weinberg (1972, Cap. 15.10)
— para ondas gravitacionais — e Giovannini (2005, Apéndice A). O resultado para per-

turbacoes escalares é

V20U — 3H(V + H®) = 4xGa®6T "

(U +HP),;, = 4rGd*6T"Y (2.50)
[H2U' 4+ &' + HP) + 20H' + V" + 1/2V*(® — ¥)] 0
~1/20M(® — )y = —4nGa?ST) 7,

onde 6T 9 & o invariante de gauge da perturbacao sobre o tensor momento-energia:

0Ty = OTY +(I3) (B - E)
ST = §TO + (TO —1/3TF)(B — E').; (2.51)
ST = 6T+ (T)(B - E).

Para perturbagdes tensoriais, na auséncia de termo fonte (ou seja, T# = 0), resulta sim-

plesmente
!
J

; 1 . .
SR =~ (" + 2mn = v23) = o0. (2.52)

Dentre os aspectos mais gerais da teoria de perturbagoes cosmoldgicas, os pontos
destacados acima foram selecionados a fim de que o conceito de ondas gravitacionais
coésmicas e seu tratamento matematico sejam estabelecidos. Essas ondas gravitacionais
de origem cosmoldgica tém sua origem postulada durante o periodo de inflacao e, portanto,
faz-se necessario investigar com certo detalhe, o comportamento das perturbagoes naquele

periodo.

No regime inflacionario, o fundo comporta-se de acordo com a descricao apresentada
na secao 2.4.3, onde o espago-tempo ¢ dominado por um campo escalar ¢ e seu potencial
V(y). Usando as equagoes (2.31) em (2.51), obtém-se as componentes perturbadas do

tensor momento-energia e substituindo-as em (2.50), resulta:

,d
V20 — 3H®' — (H' +2H*))® = 4nG (go'&p(g) + %a%gp@) (2.53)

O+ HD = 4rG'5p9 (2.54)
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;o d
" + 3HY + (H+2H*)d = 4nG (gp’&p(g) — d—Va25<p(g)) , (2.55)
v

onde a equagao (2.35) foi utilizada. Subtraindo (2.53) de (2.54), é possivel escrever a
equacao

D" +2(H — ")) — V2O + 2(H — Hy" /)P = 0, (2.56)

com o auxilio de (2.35), (2.34) e (2.54), onde esta tltima é usada para eliminar dp9).
Devido as propriedades de simetria do tensor-momento energia, tem-se ainda que ® = W.
E importante notar que, quando o modelo de inflagao tende para o caso de Sitter, ou seja,
quando H' — 0 e ¢"” — 0, a equagao (2.56) é andloga a (2.52), o que permite concluir
que, embora as ondas gravitacionais sejam perturbacoes tensoriais, sua amplitude evolui
como se fossem perturbacoes de um campo escalar invariante e minimamente acoplado.
Deste modo, espera-se que os espectros de perturbacgoes escalares e tensoriais tenham a

mesma forma.

As perturbacoes discutidas nesta secao tém carater cldssico, mas as condigoes iniciais
— sem as quais o problema nao estd completamente determindado — estao atreladas a

mecanismos quanticos de geragao; tais mecanismos sao tratados a seguir.

2.6.2 Teoria quantica

A base do processo de quantizacao consiste nas relagbes de comutacao definidas a
partir de momenta canonicos, de modo que as variaveis classicas sao associadas a opera-
dores de Heisenberg e as médias sao calculadas por meio do valor esperado dos operadores
em um dado estado quantico do sistema. No caso particular de perturbacgoes gaussianas,
basta calcular o espectro de poténcia, tomando a fungao de correlacao de dois pontos
para os operadores correspondentes aos observaveis fisicos classicos. Para tanto, dentro
do mesmo formalismo discutido na abordagem classica, o primeiro passo é estabelecer
uma acao para as perturbagoes cosmoldgicas em funcao de uma variavel invariante de
gauge, v; em seguida, os observaveis fisicos sao expressos em termos de v e, por ultimo,
a quantizacao canonica é realizada tomando a expansao do operador © em operadores
de criacao e aniquilacao; os coeficientes dessa expansao sao governados pelas mesmas
equagoes que regem seus correspondentes classicos. O calculo das funcgoes de correlagao
se reduz ao célculo do valor esperado de produtos dos operadores de criacao e destruicao

no estado quantico do sistema.

Para obter a quantizacao de perturbacoes de primeira ordem sobre um fundo ho-

mogeéneo e isotrépico, é preciso expandir até segunda ordem a agao total S = S, + S,
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na qual S, é a acao de Einstein (2.14) e S, é a contribui¢do do conteido material. Esta

contribuigao é dada por (2.17) no caso de uma descrigao hidrodinamica da matéria ou por

Sy = /Ega\/—gd‘lx,

onde L, é a lagrangeana (2.30), no caso de uma descri¢do via campo escalar. O célculo

completo, aqui omitido, pode ser encontrado em Mukhanov et al. (1992) e resulta em

1 0"
S(ordem 2) — 5/ <UI2 — VU, + ?'UQ) d4.§U, (257)

onde v é o potencial invariante de gauge que, para perturbacoes realizadas sobre um

campo escalar ¢, é definido como
v=aldp+ (¢ /R = a [0 + (¢'/H)V], 6 =bp+¢/(B-E) (2.58)

e 0 = ay'/H (também no caso de um campo escalar). O momentum canénico conjugado

de v é m(1,x) = OL/0V" = V'(7,%) e a hamiltoniana é simplesmente

/ (o' — Lo/Gdx)

Na teoria quantica, as variaveis v e m tornam-se operadores v e m mediante o uso das

relagoes de comutacao
[0(7,%x),0(7,X')] = [7(7, %), 7(1,x")] = 0, [0(7,x), 71(1,x)] =id(x —x')  (2.59)
e da condicao de normalizacao

/ 5(x — X') /gl = 1.

Variando (2.57), obtém-se a equacdo de movimento de v, que também rege a evolugao de

v,

" — V20— (0"/0)0 = 0.

Esta equagao é equivalente aquelas obtidas na representacao de Heisenberg (na qual toda

a dependéncia temporal estd contida nos operadores):
it = [’UH] R [w H} .

O operador v pode ser expandido sobre uma base completa de solucoes da equacao de

movimento, ¥ (x)v;(7), onde v} (7) é o complexo conjugado de vg(7), por meio de uma
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separacao de variaveis, tal que, para um fundo plano,

(V2 + EHp(x) =0 = Ur(x) = (27) 732 exp(ik - x),
vp(7) + (K = 0"/0)u(7) = 0,
b = L [ @k [Bx)p(rag + G xun(r)e]] (2.60)

onde os operadores de criacdo e destruigio, a; e a; satisfazem a relagdes de comutagao

padrao (para bésons),
[a;,aﬂ = [a;:,az,] =0, [a;,a,ﬂ = Ok,
o que implica na condicao

Vi (T)vi(T) — v (T)up(7) = 2i.

Para completar a quantizacao, é preciso estabelecer o espago de Hilbert composto pelos
estados sobre os quais os operadores v e 7 atuam. Através de um estado de vacuo |0)
unico, o espago de Hilbert fica completamente determinado mediante sucessivas aplicacoes
do operador de criagdo. No entanto, se tomamos as solugoes oscilantes (de freqiiéncia

positiva) em um instante 7y arbitrario para construir o estado de véacuo tal que
0f10,) =0 Vk,

este nao coincidird com o vacuo
bi107) =0 Vk

definido em um instante 7; posterior, pois modos que possuiam freqiiéncia positiva em
7o podem ter freqiiencia negativa em 7y, exceto quando z”/z = constante. Isso implica
que a determinagao do estado de vécuo (e conseqiientemente do espago de Hilbert) nao
é constante no tempo. As transformagoes que conectam os diferentes estados |0) sdo

conhecidas como transformagoes de Bogoliubov:
Gy = onby +B0F, af = Biby + agbf (2.61)

Um observador em 77 define o ntimero de particulas observado em cada modo k a partir

do operador ]\Af,i = ZA);(A),; e ao aplicé-lo sobre o estado |0),,, ele deve obter

<O7'0‘Nli‘07'0> = ‘ﬁk‘27
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ou seja, o estado de vacuo previamente definido pelo observador em 7y contém um ntmero
nao nulo de particulas quando observado em 7. Em outras palavras, devido a dependéncia
temporal da métrica de fundo, flutuacoes quanticas serao naturalmente produzidas a partir
de um estado de “vacuo” inicial, levando, por exemplo, ao surgimento de perturbagoes

¢

em modelos de universos inflaciondrios. A escolha do “vacuo”, portanto, nao é unica e

deve ser criteriosamente realizada.

No caso particular do universo inflacionério, quando 6”/0 ~ a”/a > 0, é possivel
definir o vacuo de Sitter, dado pelas condi¢oes

!/

' H
vr(70) = (Hyy + ik)%, v (10) = ik*/? (Hm + ik — zf) exp(ikTy), (2.62)

vélidas no regime assintético, k — oo e k > H,, = d'(10)/a(70).

Esta formulagao geral da teoria quantica de perturbagcoes é diretamente aplicdvel tanto

ao caso de perturbagoes de um campo escalar, como no caso de perturbacoes tensoriais.

2.6.2.1 Perturbacoes escalares

Especificamente para o campo escalar, o operador ® é expandido na forma

(f(x, T) = af/lﬁ/ (231)12/2 [exp(k -x)uy(1)a, +exp(—k- x)uk(T)aﬂ ,

onde u, = —47Gk™20(v;,/0)’. Essa expansio é possivel gragas a relagao
V20 = 471G /H)(v/0)

existente entre ® e v. Esta, por sua vez, decorre diretamente da definicao (2.58) e da

equacdo (2.56), mediante o uso da equacdo (2.54), para eliminar §p9).

A funcao de correlacao de dois pontos, relaciona-se diretamente com o espectro de

poténcia A?(k):

. . * dksin k
(018 (7, x)B (. x + 1)[0) = / ARSINET N2, 7).
o k kr

Usando a expansao (2.60) e as relagbes de comutagao canonicas, resulta:

/

A2(k,7) = (Qia)Q g (7) 2, (2.63)

onde A?(k,T) caracteriza a amplitude da perturbagao em uma escala comével k.
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Deste modo, o problema da geracao e evolucao de perturbacoes cosmolégicas fica
completamente estabelecido. A dinamica evolutiva classica apresentada na secao 2.6.1 é
complementada pela determinacao do espectro inicial de perturbacoes —i.e. do espectro
gerado na fase inflaciondria do Universo — que estd bem definido no contexto da teoria

quantica aqui apresentada.

2.6.2.2 Perturbacgoes tensoriais

O formalismo apresentado é facilmente aplicado a perturbacoes tensoriais, caso em

que a agao de segunda ordem (2.57) fica (MALDACENA, 2003):

1
S(ordem 2) = d*z+/gP) {—9(3)“ “hig iy + Sihis | (2.64)

1
647G
onde o tensor de stress anisotrépico, Il;; = T;; — pdij, estd sujeito aos vinculos II; =

II;;; = 0 e age como termo fonte. O resultado da variacdo de (2.64) é a equagdo de

movimento (2.52) acrescida dessa fonte:
al
h;/] + 23}1,;] — Vthj = 167TGCL2HZ']', (265)
ou ainda, em func¢ao do tempo césmico (WEINBERG, 1972),

a: a

. 1
hij — ahij - 2ahij — ¥v2hij = 167GIl;;. (2.66)

Sabendo que h;; deve ser um tensor transverso e de trago nulo (i.e, obedece aos vinculos
hoo = ho; = 0, h;; = hg; . = 0) e sabendo ainda que o mesmo possui duas polarizagoes (x

e +), é possivel fazer a decomposigao
XNU,A:+x (2.67)

e escrever a transformada de Fourier de h;; como

A) .
hV(x,t) = er/ 3DW¢Q<%)wmﬂkﬂ, (2.68)
onde a base {el(-jx), eg;r)} ¢ dada por
el =8, ®é,+¢,®é, e =6, @é,+é,®¢, (2.69)

tem carater simétrico [e%\)(k) = e(%‘)(k) e transverso k:"ez(;\)(k) = 0], possui trago nulo
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Ny s o
[eii (k) = 0} e estd sujeita a normalizagao
et (k)e™) U (k) = 263, eM(k) = eV (—k). (2.70)

Deste modo a equagao (2.68) fica

) = VI | 55 00 0k, @)

(N _ ™ .
Qi (k-x) = e;7’ (k) exp{—ik-x}, (2.72)
ou seja, Q§j’(k - x) é uma auto-fungao do operador laplaciano:

(V2 +E)QY (k- x) = 0. (2.73)

A transformada de Fourier de (2.66), sem o termo fonte, resulta em

. 4. k2 ;
h—Zh+ <—2 - 29) h=0, (2.74)
a a a
onde foi empregada a notagao
h=hW(k,t). (2.75)

O célculo andlogo, no tempo conforme, leva a equacao
CLI
R +2—h' + k*h =0 (2.76)
a
e, tomando p = h a, o resultado é um oscilador excitado por um potencial effetivo a”/a:

" 2 a/l

As equagoes (2.74), (2.76) e (2.77) sdo equivalentes e, substituindo, a segunda em

(2.64), a expressao resultante é a a¢ao
2
Sfordem 2 = Y / % [hm’h(”*’ — KRR | drdk, (2.78)
A

prontamente quantizavel.

. 7 I
O momento conjugado neste caso serd 7™ = a2h™M*" os operadores correspondentes

~ T A . - ~ .
serao hi) e m, ), que satisfazem a relagoes de comutacao analogas a (2.59):

] = A0 E =0 WA =ik —K). (279)

SN " o L i
Como h1(< )¢ hermitiano, sua decomposi¢ao em termos dos operadores criacao e destruicao
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fica
P () = bk, 7))+ e () a B, (2.80)

mediante as relagdes de comutagao (2.79). A equagdo de movimento que rege a evolucao

de h(k,T) é a (2.76).

O espectro de poténcia de perturbacoes tensoriais, AZ(k,7), é calculado usando o

formalismo acima:

. b VvV 167Gh
(Ol hig (7, x)h" (7, x)[0) = S / 2|hV|2dk
A

OV 167Gh [, adk
= @y @ /4|h| Ak ’

167GH K
—/ T S |Pdink, (2.81)

3
onde, na tltima passagem o volume do sistema foi feito igual a um. O espectro de poténcia

é, portanto,

d(0|hi;h"710) K

Nas passagens (2.81) acima, a velocidade da luz e a constante de Planck foram explicita-

A (k, 7)

das, mas na equacao (2.82) que caracteriza o espectro de poténcias, o sistema natural de

unidades foi retomado.

Comparando (2.63) e (2.82) nota-se que o espectro de poténcia tensorial e escalar sao
iguais, a menos de uma constante numérica. Isso corrobora a idéia de que h;; pode ser
interpretado como a perturbacao de um campo minimamente acoplado sobre uma métrica
FRW de fundo. Dessa interpretagao é razodvel esperar que o escalar h tenha o mesmo
espectro de poténcia de um campo escalar (proporcional a k% vezes o quadrado do médulo

da perturbagao).
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3 O espectro téorico de
perturbacoes tensoriais

O formalismo descrito no Capitulo 2 estabelece que as ondas gravitacionais correspon-
dem a perturbacoes tensoriais de primeira ordem das equagoes de Einstein. A evolucao
temporal de tais perturbagoes, no espago de Fourier, é regida pela equagdo (2.74) ou
(2.76) — ambas obtidas na segdo 2.6.2 — e depende exclusivamente do fator de escala e
suas derivadas primeira e segunda. Tendo em vista os modelos de Friedmann, sustenta-
dos pelo tripé de equagdes (2.27, 2.28 e 2.29), é facil ver que um mesmo espectro inicial
de perturbacoes tensoriais terd diferentes historias evolutivas dependendo da equacao de
estado dos constituintes dominantes do Universo. Ou seja, distintas cosmologias levarao
a espectros finais também distintos, onde entende-se por “final” o instante particular em
que a medida serd realizada. Neste sentido, é pertinente introduzir as propriedades dos

modelos cosmolégicos a serem investigados.

A base comum dos modelos corresponde ao modelo “padrao” do Big Bang infla-
ciondrio, segundo o qual, (1) nos instantes iniciais, o Universo passa por um periodo de
inflagao de Sitter!, quando as perturbagoes sdao originadas; em seguida, (2) o campo es-
calar inflacionario decai rapidamente e o Universo passa a ser dominado pela radiagao,
cuja equagao de estado é p, = 1/3p,; & medida que o Universo se expande, a densidade de
energia cai rapidamente e, por volta de z ~ 1000 (3) tem inicio a era da matéria, domi-
nada por um fluido nao-relativistico de pressao nula; esta fase persiste até z ~ 1, quando

(4) a expansao torna-se acelerada e o fluido dominante passa a ser a energia escura.

As especificidades de cada modelo estao contidas na fase recente. Em virtude das
evidéncias observacionais, anteriormente mencionadas, de que a expansao do Universo

recente ¢é acelerada e em virtude ainda da dificuldade em explicar essa aceleracao como

10 modelo de inflacdo de Sitter é apenas um dentre vérios e os espectros iniciais podem diferir de
um modelo para outro, mas até o presente momento nenhuma das alternativas estd bem estabelecida
e tampouco hé observacoes capazes de favorecer ou excluir qualquer uma delas. Além disso, o enfoque
deste trabalho esta na evolucao de um dado espectro inicial, mais especificamente no que tange a eras
recentes, por isso nao foram explorados modelos alternativos.
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um efeito da energia do vicuo (o problema da constante cosmolégica), varios modelos
alternativos foram propostos. Uma extensa revisao sobre as diversas propostas foi recen-
temente feita por Copeland et al. (2006); aqui, é suficiente caracterizar em linhas gerais

essas princiapais classes de modelos.

Os modelos de (1) quintesséncia (WETTERICH, 1988; RATRA; PEEBLES, 1988; CAR-
ROLL, 1998) sado aqueles em que um campo escalar, semelhante ao que foi discutido para o
inflaton, cuja evolugao é determinada por um potencial, é invocado. O parametro w, nes-
ses modelos, varia lentamente com o redshift e pode ser parametrizado por meio de uma
expansao do tipo w = wy+ w2z +we2? + - - - (hd também outras parametrizagoes possiveis,
cf., por exemplo, Guo et al. (2005)). Outra classe de modelos em que também se utiliza
campos escalares é conhecida como (2) K-esséncia (CHIBA et al., 2000; ARMENDARIZ-
PICON et al., 2000, 2001), mas nesse caso, considera-se um termo cinético nao-canénico
na lagrangeana. Da tercceira classe, chamada (3) quartesséncia, fazem parte os modelos
que unificam matéria e energia escura sob uma unica equacao de estado que interpola
os comportamentos dessas duas componentes (KAMENSHCHIK et al., 2001; BENTO et
al., 2002). Além desses hd modelos em que uma acao mais geral que a tradicional agao
Einstein-Hilbert (eq. 2.14) é considerada: sdo modelos de (4) gravitagao modificada, onde
efeitos de grandes escalas de comprimento, isto é, que atuam em escalas pequenas de
energia, sao introduzidos para alterar a evolu¢ao do Universo recente (CAPOZZIELLO et
al., 2003; CARROLL et al., 2004; NOJIRI; ODINTSOV, 2006). Nessa classe de modelos é
possivel introduzir também — ainda que mediante um certo abuso de linguagem — as pro-
postas de (ELLIS; SOTOEGER, 1987) de que o efeito das nao-linearidades, desprezadas no
contexto da teoria de perturbacoes cosmoldgicas, podem levar a uma expansao acelerada

sem introduzir a necessidade de um fluido extra.

Estas quatro categorias definitivamente nao esgotam o tema. A criatividade dos
tedricos é extremamente prolifica e, além dessas classes hd alternativas como: taquions
(PADMANABHAN; CHOUDHURY, 2002) e outros efeitos das teorias de cordas (DVALI et
al., 2000); defeitos topoldgicos (BATTYE et al., 1999); teorias de universo ciclico (STEI-
NHARDT; TUROK, 2002); e argumentos antrépicos (WEINBERG, 1989; GARRIGA; VI-
LENKIN, 2000). Entretanto, estender-se sobre todos essas alternativas foge ao escopo do
presente trabalho. Ao leitor interessado recomenda-se fortemente as revisoes de Copeland

et al. (2006), Padmanabhan (2003, 2005) e Carroll (2001),

Como o presente trabalho tenciona também investigar possiveis assinaturas da energia

escura no espectro de ondas gravitacionais, alguns dos modelos mais importantes foram
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selecionados para uma analise comparativa, a saber: a constante cosmologica — o mo-
delo paradigmético, com equacao de estado p = —p, que parte de tentativas de associar
a energia do vacuo e a energia escura; o fluido-X — uma generalizacao sobre equacao
de estado da constante comoldgica para p = wp, w < 0, que é conhecida como fluido
fantomico (CALDWELL, 2002) quando w < —1 e, em tltima instancia, é um modelo
de quintesséncia com apenas o termo de ordem zero da série; uma parametrizacao de
quintesséncia até a primeira ordem: w(z) = wp + wiz; o gas de Chaplygin generalizado
— representante mais estudado da classe (3) de modelos apresentada acima, cuja equagao
de estado é p = —A/p* = —Apy(po/p)®, onde A, a € [0, 1] e que se comporta como poeira

em altos z e como constante cosmoldgica em eras recentes.

Usando o tripé de equagoes basicas apresentado em 2.4.2 em conjunto com as respec-
tivas equagoes de estado, é imediato obter a evolugao da densidade de energia, p(z), e da
pressdo, p(x), onde x = 1+ z = 1/a. Essa algebra relativamente simples, que envolve

uma integracao sobre (2.27, 2.28 e 2.29), resulta em
plz) = Zpiowi(l‘)? p(z) = Zpioq)i(x)v (3.1)

onde o somatorio terd trés termos: radiacdo (r), matéria (m) e energia escura (ee),
esta ultima correspondera a um dos modelos apresentados acima. A parametrizacao
da equagao de estado em termos das fungoes ®;(x) e W,;(x) é conveniente para simplificar

a notacao. Tais funcoes tém a forma?:

U, (z) = 2, P, (z) = x/3,

U, (z) = 23, P,,(z) =0,

\I/A(l‘) = 1, (I)A(l‘) = —1,

Uy (z) = 23t Oy (z) = wrdWtD, (3:2)
Wycy(z) = [A +(1 - A) 3(a+1)] a1 ) Pyoy(x) = —A [Wycq(z)]

W, (x) = exp [Bwi (z — 1)] a3 Fwomwn) Dy () = [wo + wi(z — 1)] y(x)

Na Figura 3 estao representadas as densidades de energia (normalizadas sobre a den-
sidade critica atual, p.g) para um conjunto de parametros em razodvel concordancia com
os fracos limites observacionais disponiveis. Vé-se claramente que a energia escura do-
mina somente em eras recentes e que os modelos em questao apresentam comportamentos

muito semelhantes na regiao de baixos redshifts. Outro aspecto de especial importancia é

2Nas definicoes de ®;(x) e ¥;(z), os sub-indices referem-se a cada uma das equacdes de estado: radiacio
(r), matéria (m), constante cosmoldgica (A), fluido-X (X), gds de Chaplygin (¢9Cyg) e quintesséncia (q).
Esta convencao é usada ao longo de todo o trabalho.
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Log o (X) /pco

Figura 3: Comportamento da densidade de energia obtida para as equagOes de
estado de interesse, em uma extensa faixa de redshifts (painel superior) e para baixos
redshifts (painel inferior). As curvas (r) e (m) correspondem aos fluidos relativistico
e nao-relativistico, respectivamente, e as demais referem-se aos modelos de energia
escura, a saber: (A) constante cosmolégica; (9Cyg) gas de Chaplygin (A = 0,8, a =
1); (Xy) fluido-X fantémico (w = —1,8); (X) fluido-X (w = —0, 8); (¢) quintesséncia
(wo = =1, wy = —0,2). O pardmetro de densidade atual de cada componente é
Dy = 551074 Qpy = 0,28 € Doy = 1 —Qyy — iy, €Xceto para o gas de Chaplygin
que atua como matéria e energia escura unificadas e, portanto, tem o parametro de

densidade dado por Qgcg, =1 — £1y:y.

o fato de que os modelos de energia escura com equagao de estado dinamica tendem para
a constante cosmoldgica em eras recentes. Particularmente, a quintesséncia representa
um fluido cuja equagao de estado é de lenta variacao e que, na ordem zero, se reduz ao

fluido-X; este, por sua vez, se reduz a constante cosmoldgia quando w — —1. O gés
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de Chaplygin, por outro lado, interpola as equagoes de estado da matéria e constante
cosmoldgica, onde os parametros A e o determinam o peso desses dois componentes, de
modo que o gis de Chaplygin comporta-se exclusivamente como poeira se A = 0 e como
constante cosmolégica se A = 1, Va; além disso, para o = 1, a transicdo entre os dois
extremos é linear, isto é, se @ = 1, entdo A representa exatamente a fracio de constante

cosmoldgica na mistura.

O espaco de parametros dos modelos de energia escura é restrito principalmente pelas
observagoes (brevemente discutidas na segao 2.5) de supernovas e RCF, que indicam um
crescimento da taxa de expansao do Universo recente. O modelo de concordancia césmica,
que melhor se ajusta aos dados mais recentes, é o ACDM, caracterizado por Qy, ~ 0,72
e Qm, ~ 0,28 e por isso estes sdo os parametros de densidade adotados (exceto para o
gCyg, que unifica os dois fluidos). Quanto aos parametros especificos de cada modelo, estes
sao escolhidos dentro dos limites estabelecidos por diversos autores (cf. Copeland et al.
(2006), onde uma extensa revisao ¢é feita sobre esse tema) de modo que o comportamento
global seja semelhante ao do modelo ACDM. Os parametros utilizados sao apresentados

na Figura 3.

De posse de (3.2), as equagoes de Friedmann (2.27) e Raychaudhuri (2.28) ficam,

a
- = H, '_Z Qi Wi(2), (3.3)
a H}

s T 2 QW) 30 (34

Assim, a dinamica do Universo, desde a era da radiagdo até os dias de hoje, pode ser
computada. Conforme se vé na Figura 3, no Universo primordial, o termo dominante é a
radiagao, mas a medida que o redshift diminui, a matéria nao-relativistica torna-se cada
vez mais importante e apenas recentemente é que a energia escura passa a dominar. Todo
este processo estd imbutido nas equacoes acima, sem a necessidade de truncar a equacao

de estado em redshifts particulares entre uma era e outra.

Para verificar a importancia desta ultima consideragao, é interessante analizar a
equagao de estado efetiva do Universo, definida como p = we(x)p, onde wer é a média
dos parametros w; de cada componente, ponderada sobre suas respectivas densidades de

energia:

p6< B Zz QiO\I]Z(x)

A evolugao temporal de weg(x) é mostrada na Figura 4, para o mesmo conjunto de modelos

wet () = 1x> > pilwwr = L itk D) (3.5)
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da Figura 3. No painel superior, observa-se claramente uma transicao de fase entre as eras
de dominio da radiacao e da poeira, mas quanto a era dominada pela energia escura, nao é
possivel afirmar categoricamente se a variacao observada em wef implica em uma transicao
de fase, mas se este for o caso, entao trata-se de uma transi¢ao ainda em andamento.

Isso significa que o tratamento mais adequado para o problema da evolucao de ondas

y4
0 10 102 103 104 10°

1 1.5 2 2.5 3
X

Figura 4: Equagao de estado efetiva do Universo em diferentes cosmologias, todas
caracterizadas por trés fluidos: radiagao, matéria e energia escura. O painel superior
mostra claramente a transicao entre as eras da radiacao e da matéria e esboca o
comportamento geral dos diversos modelos de energia escura no Universo recente. A
linha tracejada mostra um modelo em que as transigoes de fase sao instantaneas. Ja
o painel inferior mostra em detalhe a equacao de estado efetiva do Universo recente,
considerando os diferentes modelos de energia escura (vide legenda da Figura 3).

gravitacionais cosmicas consiste em integrar as equacoes de Friedmann e Raychaudhuri
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considerando todas as suas componentes. Escritas na forma (3.3 e 3.4), tais equagoes
podem ser prontamente utilizadas para obter a amplitude das ondas gravitacionais como
fungao dos parametros observacionais Hy, =, 2., 1, € Qee,, bem como dos parametros
dos modelos: w; A e a; ou wy e wy. No entanto, a apresentacio desse procedimento e de
suas consequiéncias é postergada para a secao 3.2, a fim de que duas solugoes aproximadas,

obtidas por outros autores, sejam discutidas.

3.1 Duas solucoes analiticas aproximadas

A interpretagao da equagao (2.77), que rege a evolugdo das perturbagdes tensoriais
h, como um oscilador harmonico excitado deve-se a Grishchuk (1975), que obteve suas
solugoes no regime assintético e deduziu o chamado mecanismo de amplificacao super-

adiabdtica de ondas gravitacionais, que esta resumidamente expresso nas linhas a seguir.

Quando k? > |a”/a|, (2.77) torna-se uma equagao de onda ordindria e a amplitude

1

h das ondas gravitacionais cai com a~!; por outro lado, quando k* < |a”/al, as solugoes

sao do tipo

w1 o< a(t), pe o< a(r) /a_Q(T)dT, (3.6)
sendo p; a solugdo dominante (no caso de um universo em expansao), o que leva a uma
amplitude constante. Em outras palavras, quando um dado modo k (que inicialmente
tinha um comportamento adiabdtico, caracterizado por h o a~!) passa sob a barreira
de potencial, sua amplitude h permanece constante, mas quando esse modo atravessa a
barreira e volta a satisfazer a condi¢ao k? > |a”/a|, entao, sua amplitude serd maior do
que a que ele teria se tivesse mantido o comportamento (o< a™1) em todos os instantes. E

a chamada amplificacao super-adiabdtica ou paramétrica.

Explicitamente, a solugao para h(k,7) é a seguinte:

hk,7) = exp(=ik7) [a(r)V2R| K> d"/a] & 7> 7 (3.7)
h(k,7) = Ay, B <|dfal &< (3.8)

onde A é uma constante representando a amplitude da oscilacao e 7, é o instante inicial,
quando o modo k entra no horizonte (i.e., obedece & relagao k* = |a”/al). Estes dois
regimes assintéticos estao separados por um periodo intermedidrio, quando k ~ |a”/al,
mas a abordagem super-adiabatica ignora esse periodo, sendo por isso conhecida por

aproximacao de horizonte fino®. Na pratica, isso implica em substituir os simbolos “<” e

3Esta aproximacdo é razodvel durante a fase inflacionéria, quando H’ — 0, mas nio se pode dizer o
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“>" por “<” e “>” nas equagoes (3.7 e 3.8) acima, conectando-as mediante a condigao

A = [a(n) V2] ! exp(—ikmy).

O célculo de ondas gravitacionais césmicas, usando a aproximacao de horizonte fino
é bem simples — pois basta computar o fator de escala, integrando as equagoes (2.27, 2.28
e 2.29) — e torna-se ainda mais simples se for feita a hipétese de fases sucessivas, cada
uma com equagao de estado p o p constante, para o Universo. Grishchuk (2001, 2003)
realizou este cédlculo considerando apenas as fases de radiacao e matéria e Zhang et al.

(2005) o extenderam para considerar uma fase de Sitter posterior.

Um tratamento completo, para um nimero arbitrario de fases sucessivas (todas com
o fator de escala obedecendo a uma lei de poténcia e considerando transicoes instantaneas
de uma fase para a outra) foi desenvolvido por Maia (1993), que obteve solugoes formais
através das transformagoes de Bogolubov, a saber (BOYLE; STEINHARDT, 2005):

2

h(k,7) = h(k, )T (m + 1/2) [k /2] Ty ja(k7), M 3w

(3.9)

onde k1; < 1 e h'(k,7;) = 0 foram considerados (assumindo que, no instante inicial,
os modos relevantes estavam muito longe de entrar no horizonte e, portanto, tinham
amplitude constante); I'(m + 1/2) e J,—1/2(k7) sdo as funcoes Gama e de Bessel (do
primeiro tipo). A soluc¢do acima é vélida apenas quando a equagao de estado é p = wp
e nao contempla o caso de equagoes de estado exdticas como a do gas de Chaplygin.
Recentemente, Zhang et al. (2006) utilizaram este formalismo para recalcular o espectro

de ondas gravitacionais considerando a fase de expansao acelerada.

Desde os anos 70 até o presente, os calculos tornaram-se mais precisos que a apro-
ximacao de horizonte fino, no entanto, a evolucao do Universo sempre foi considerada
como uma série de estagios sucessivos, com uma equagao de estado efetiva na forma de
degrau (vide Figura 4, painel superior). No caso da transi¢do radiacao-matéria, essa
aproximacao parece razoavel a primeira vista, mas o mesmo nao ocorre na “transi¢ao”
matéria-energia escura. O método semi-analitico apresentado na secao subseqiiente, além
de dispensar a aproximagao super-adiabatica, é capaz de computar essa variacao suave de
Wef, Uma vez que a equacao (2.74) é solucionada diretamente, injetando as equagoes que
regem a evolugao temporal do fator de escala (3.3 e 3.4) sem fixar transi¢oes instantaneas
de uma fase para outra. O resultado obtido, ao ser confrontado com estes ja publicados,

fornece uma medida de quao precisas sao essas duas aproximacoes.

mesmo para O caso geral.
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3.2 Meétodo semi-analitico para uma abordagem mais
geral

O primeiro passo para a aplicacao do método semi-analitico de solucao do problema
¢ a manipulacao algébrica da equacao de movimento das perturbagoes tensoriais, visando

incorporar as peculiaridades dos modelos a serem estudados. Para tanto, é conveniente

. .‘ 2 .
h—9h+<k——29)h:0
a

tomar a forma (2.74),

a a?

e encontrar h em funcao de x, usando a conhecida relagao x =1+ 2z = %, qp = 1 e duas

mudancas de varidveis: primeiro de ¢ para a e de a para x, esta tltima, apds substituir as

equacoes referentes aos modelos. Disso resulta:

. 2 322 A\ . k2 2 A
h+(=+=—=)h+|(—=-= —)h= 1
+(x+ 5 B) +(B x2—|—3:cB) 0, (3.10)
A= ) W) + Oi(x)] Qi (3.11)
B = > U(x)Q, (3.12)

onde k é o nimero de onda (adimensional) redefinido para absorver a constante de Hubble,
ie., k=Fk/H,.

Devido ao cardter ndo-harménico de (3.10), nao é possivel aplicar métodos de inte-
gracao padrao como o Runge-Kutta?*, pois, & medida que cresce o ntimero de onda k, o
tempo necessario para convergir a um resultado razoavelvente preciso cresce rapidamente,
tornando o método invidvel®>. A alternativa encontrada para contornar esse problema —
sem langar mao das aproximagoes discutidas anteriormente — fica explicita se (3.10) for

melhor trabalhada algebricamente. Introduzindo a nova varidvel F' = hz?, é possivel

. 3224 2\ .- k2
F+ (TE—E)F-FEF—O, (3.13)

reescreve-la na forma

4Em termos gerais, o método de Runge-Kutta consiste em tomar a expansido em série de Taylor da
fungdo que se pretende obter, f(z) = f(xo) + ef’(x) + €2f"(x3) + - - -, truncando em uma determinada
ordem (quando a expansdo é truncada na primeira ordem, o método é conhecido como método de Euler;
mas utiliza-se mais freqiientemente a expansao até a ordem 4). Aproximando os intervalos infinitesimais
por intervalos finitos, a solugao é expressa em termos de uma relacao de recorréncia. Cf. RUGGIERO;
LOPES, 1997.

5De fato, essa abordagem foi empregada em trabalhos anteriores (FABRIS et al., 2004), precursores
deste. A principal limitacdo decorrente do método utilizado foi a impossibilidade de obter o espectro
completo. Somente a regido de baixas freqiiéncias, de v = 10718 até 107'% Hz, foi analisada naquela
ocasiao.
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em seguida, tomando

1 2A
F=ha?=p exp [/ (E - %E) dz} (3.14)

como definicao de p, resulta:
k2
i+ (E+A>M=0, (3.15)

onde

= % + f2at + fa?, B =B, f=A/B. (3.16)

Deste modo, resolver a equagao (3.10) é em tudo equivalente a integrar (3.15) empregando

a defini¢ao (3.16) e, por fim, retomar (3.14) para recuperar a solucdo para h.

Formalmente as equagoes (3.15) e (2.77) sao semelhantes e a primeira vista nao ha
vantagem alguma desta nova formulacao frente aquela apresentada anteriormente, pois
que ainda resta um oscilador nao-harmonico a resolver. Nao obstante esse fato, uma se-
gunda andlise da equacao acima mostra uma clara possibilidade de solucionar o problema
para qualquer valor de k. Para uma equacao de estado efetiva p = wep, 0 termo k/B + A
fica

k/B+ A=Kz + (n+2)(n+3)z2, n = —We — 2. (3.17)

Se m nao varia com z, entao a solu¢ao de (3.15) assume uma forma analitica andloga a

(3.9):

EoO\7 o, 2ka"s" 2ka”"
= L(1—0Jo | T |+ el + 1) | 2
() <5+3n) r [01 ( )i ( 5130 +el'(1+10)J; 5130 ||

2
| = i\/Q?’giOg“m. (3.18)
'

A aproximacao wes = constante é valida para intervalos de x suficientemente pequenos
e através de um processo de retroalimentacgao, é possivel considerar as variagoes de wes.
Esse processo consiste em estabelecer um conjunto de solugoes tal que cada elemento p;(x)
corresponde a um intervalo Az. As solugoes sao todas idénticas, exceto pelas constantes
(c1,¢2)i, de modo que haverd um conjunto de constantes associado elemento a elemento
com o conjunto de solugoes. Tomando o espectro inicial calculado a partir do modelo in-
flaciondrio em questao, calculam-se as constantes (cy, ¢2)o de po(z), que comegam a valer
no instante xrog = x, em que o modo k atravessa o horizonte pela primeira vez. As cons-

tantes posteriores sao dadas por uma relacao de recorréncia que pode ser esquematizada
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na forma:
pi(i) = pi1(x;)
(i) = pi_y(v:) ¢ = (1, c2)i (3.19)
T; = Tj—1 + Az

A precisao do método esta diretamente relacionada ao tamanho do intervalo Az, que pode

ser feito tao pequeno quanto necessario.

3.2.1 Condicoes iniciais

As condigoes iniciais necessarias para obter o primeiro par de constantes (c1, ¢a)p sao
definidas na era da inflacao, quando a aproximacao super-adiabatica é aplicavel. Durante
a fase slow-roll, tem-se que H ~ 0 e particularmente no caso exato de uma fase de Sitter,
tem-se H = 0. Isso significa que os regimes assint6ticos k2 < |a”/a| e k% > |a”/a| séo

equivalentes a k < aH e k> aH, respectivamente.

Supondo que as perturbacoes comecam todas dentro do horizonte, ou seja, com com-
primento de onda fisico menor que o raio de Hubble (k > aH), é possivel tomar a solugao
(3.7), hi(1) = [a(ﬂx/ﬂ}_ , para T > T3, desprezando-se a parte oscilatéria. 7, é o
instante em que o modo k atravessa o horizonte® (k = a(r;)H). E interessante fixar o
“instante inicial” no momento da transicao, 73, de cada modo. Assim, a condicao inicial

sera

1 H
CL(Tk)m \/§k3/2’

onde a(7) e conseqilentemente H = a/a dependem do modelo inflaciondrio adotado.

hk(Tk) =

k= a(n)H, (3.20)

Conforme a discussao feita no Capitulo 2, no regime slow-roll, H é proporcional ao

potencial quase constante do campo escalar e, no caso particular do modelo de Sitter,

quando o potencial é exatamente constante, tem-se’

8 8 9 V(p)

H? Vip) = ?MmPla M

(3.21)

= 2 4
3mp, Mpy

onde M é uma medida da escala de energia da inflacao®. Isso conduz imediatamente ao

6 A rigor, o correto seria tomar essa solucio como um regime assintético valido somente para compri-
mentos de onda muito menores que 1/H, mas a aproximagao super-adiabdtica implica em considerar o
horizonte infinitamente fino e permite essa aparente imprecisao.

"No sistema natural de unidades, G = m;?.

8A escala de energia E, da inflagao é o tinico parametro livre do modelo de Sitter, no qual V (¢) = Ef},.
A relacao de M com E,, em unidades de massa de Planck, é dada por E, = MY*mp;. O parametro M
é preferivel como medida da escala de energia por ser um ntmero adimensional.
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resultado
AT M
hi(7e) =\ =5 — mer K7 (3.22)
que também pode ser expresso na forma
AT M
h(m) =/ —5— m k=3/2 22, (3.23)

A segunda condicao inicial é simplesmente

167 M

3 mpy k73/2 x;3. (324)

() = 0, hy(z) = —

Para concluir a determinagao das condicoes iniciais, € preciso estabelecer ainda uma ex-
pressao para xy, pois cada modo k atravessa o horizonte em um redshift diferente. Para

tanto, basta empregar a condicao k = a(xx) H/Hy, que implica em

8t M
ne=\—3— me (Hok) ™. (3.25)

O sistema de condigbes iniciais composto por (3.23, 3.24 e 3.25) é suficiente para solucionar

o problema. No restante deste capitulo, cabe analisar os espectros resultantes.

3.3 'Trés definicoes equivalentes para o espectro de
poténcias

O espectro de poténcias, definido por (2.82), é calculado diretamente das solugoes hy

de (2.74): o
7r

Al(k,z) = 2—7T2(H0k)3xﬂ:p2hk(x)|2. (3.26)

O limite inferior de freqiiéncias fisicamente interessantes é obtido considerando que o
maior comprimento de onda possivel corresponde ao tamanho do horizonte atual, 1/Hy,
o que significa que o intervalo de freqiiéncias comeca em k = 1 ou v = Hy ~ 2 X
107®Hz. Este modo foi o primeiro a sair do horizonte e permaneceu fora até z = 0.
Na aproximagao super-adiabatica, sua amplitude é exatamente igual ao valor inicial e,
mesmo no calculo (mais preciso) apresentado neste trabalho, espera-se que a informagao
das condicoes iniciais seja melhor preservada para k ~ 1. O limite superior, por sua vez,
corresponde ao ultimo modo a sair do horizonte, no fim da era inflacionaria. Considerando
que a era da radiacao comeca imediatamente apds a inflagao e sabendo ainda que p, =
pro?t, é facil calcular o instante da transigao: zg = (87M/3)m%,/(HZ,,). Usando entao

a relagao (3.25), o nimero de onda maximo ¢ imediatamente obtido. Para M = 107'¢
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por exemplo, a freqiiéncia méaxima é k ~ 10% e, para M = 1072*, 0 méximo é k ~ 10%.

Duas outras grandezas observaveis, pelo menos em principio, sao a amplitude ca-
racterisitica e a densidade de energia das ondas gravitacionais. A primeira relaciona-se

diretamente com AZ?(k, z),
Af(k, x)
2 Y

e é de grande interesse quando se quer avaliar a detectabilidade do sinal calculado. Isso

he(k,x) = (3.27)

porque h. é aproximadamente igual a variacao observada na distancia L existente entre
duas massas de prova submetidas a um fluxo de radiagao gravitacional: h.(k,z) ~ AL/L.
Essa grandeza serd de particular interesse no Capitulo 4, quando a detectabilidade das
ondas gravitacionais césmicas é avaliada. O segundo observavel é a densidade espectral
de energia, Q4,(k, 7), definida como

1 d(0]pgw|0)
pe(T) dlnk

Qgo(k,7) = (3.28)

Para calcular €, (k, 7) é preciso retomar a agao (2.64) e obter o tensor momento energia

0L
__ (B)
Ty = =25 g + 9jur £

de modo que a densidade de energia classica associada as ondas gravitacionais seja

oo~ L ()" (Vi)
g O 64nG a? '

O mesmo procedimento que levou ao espectro de poténcias pode ser aplicado aqui para

obter o valor esperado de pg,, (Cf. BOYLE; STEINHARDT, 2005),

A = K (hiy)? + KhE, dk
(0],]0) = / K W)+ By
2w a k

e o espectro de energia,

3 (W2 + k2h2 1 k2A2
Qg (k,7) = ) y_ LRAET) (3.29)

C3H22m @ 12 a?H?
onde o tltimo termo do lado direito é obtido considerando que, |W'(k,T)|* = k*|h(k, T)|*.

Como funcao de k e z, a densidade de energia espectral fica

a? (Hok)*A3(k, o)

Qow(k,7) = 335 H2(x)

(3.30)

Os trés espectros (3.26, 3.27 e 3.30) definidos acima s@o interessantes pois contém

informacoes diretas sobre a amplitude das perturbagoes tensoriais da métrica (3.26), a
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detectabilidade do sinal (3.27) e a densidade de energia contida em cada modo (3.30).

3.4 A evolugao dos espectros

A histéria do Universo é impressa nos espectros a medida que cada modo evolui, mas
o efeito é maior quando o comprimento de onda é comparavel ao horizonte ou menor,
pois a amplitude permanece quase constante quando a\ > 1/H (essa condic¢ao é valida
sempre que H for menor ou da mesma ordem que H ). Isso significa que os modos de
baixa freqiiéncia comecam a ser afetados em eras mais recentes que os de alta freqiiéncia,

conforme se vé a seguir.

3.4.1 Durante a inflacao

Durante a inflagao, os modos saem do horizonte na ordem inversa de seus comprimen-
tos de onda: os ultimos a sair sao aqueles cujo comprimento de onda é da ordem do raio
de Hubble H;, da inflagdo (que permanece constante no modelo de Sitter). Assim, no
redshift x5 em que a inflacao termina, os modos de interesse sao aqueles que conseguiram
sair do horizonte. A faixa de comprimentos de onda fisicamente relevantes se estende
desde os tlimos modos que conseguiram sair até os modos cujo A é do tamanho do raio
de Hubble atual, pois os modos maiores que esse limite nao sao observaveis. No instante
em que a inflagao termina xyg, o espectro tem a forma plana representada na Figura 5,
onde a amplitude caracteristica das perturbacoes tensoriais, para quatro escalas de ener-
gia do inflaton, é mostrada: M = 1072 (Eyy = 107 %mp;); M = 1072° (Eipyr = 10 5mp));
M =107 (Eyr = 1074mpy); M = 1071 (B = 10735mp;). Os espectros sao calculados
em z5(M) ~ 10%° — 10%. A forma plana do espectro estd de acordo com a configuracao
inicial, como se observa das equagoes (3.26 e 3.25), bem como seu comportamento cres-
cente com a escala de energia. Definindo é, = Alogh./logh. e dyy = Alog M/log M,
nota-se a relagado d, ~ 3/49);. Para x < xg, a evolugao do espectro é tal que a amplitude
dos modos dentro do horizonte sempre diminui (cf. segoes 3.4.2 e 3.4.3 a seguir) enquanto
os modos exteriores permanecem constantes. Este fato permite estabelecer um limite
superior para M, pois como as perturbacoes da métrica se imprimem diretamente sobre
o espectro de anisotropias da RCF, a amplitude méxima das perturbacoes tensoriais nao
pode ser maior que AT /T ~ 1075 em x ~ 103 — 10*, quando o espectro da RCF se forma.
Este vinculo observacional conduz ao resultado M < 107'4. Esta estimativa mostra-se

conservadora frente aos resultados obtidos de uma analise mais precisa dos efeitos das
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Figura 5: Espectro de ondas gravitacionais (amplitude caracteristica) tomado ime-
diatamente apés a inflacdo, para quatro escalas de energia distintas: M = 1074,
1071610720 ¢ 1072* (de cima para baixo).

ondas gravitacionais sobre a radiagao césmica de fundo, feita na segao 4.2.

Uma caracteristica que salta aos olhos, tanto na Figura 5 quanto nas préximas, é
o carater oscilatorio do espectro. Longe de ser um efeito puramente numérico, essas
oscilagoes sao proprias da solucao matematica da equagao de movimento das perturbagoes
tensoriais, onde a forma analitica da solucao é explicitada), que oscilam nao apenas no
tempo, mas também no espago de Fourier (cf., por exemplo, a equagao (3.18), onde a

forma analitica da solugao para u(x) é explicitada).

3.4.2 No periodo de expansao desacelerada

Considerando o modelo mais simples, em que a era da radiacao tem inicio imediata-
mente apds a inflagdo, é possivel usar o espectro da Figura 5 como condicao inicial para
a fase seguinte. O resultado deste procedimento é mostrado na Figura 6. Os modos de
menor comprimento de onda entram no horizonte em redshifts maiores. Isso significa que
as alteracoes no espectro de poténcia comecam no extremo de alta freqiiéncia e seguem
para a regiao de baixa freqiiéncia, de modo que as informacoes sobre as condic¢oes iniciais
sao melhor preservadas para baixas freqiiéncias. Na regiao correspondente aos modos que

ja entraram no horizonte, a inclinacao é o ~ —1, 2.

A transicao para a era da radiacdo comeca por volta de x =~ 10* e termina em z ~ 102

(cf. Figura 4), de modo que nesse redshift, pode-se dizer que a dinamica do Universo é do-
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Figura 6: Espectro de amplitude de perturbacdes tensoriais para M = 1074, em
diferentes redshifts dentro da fase de dominio da radiacao. A inclinacao do espectro
éo~—1,2.

minada pala matéria nao barionica. A Figura 7 mostra o espectro de ondas gravitacionais

tomado em x = 100. Observa-se que a inclinacao do espectro é menor (¢ = —0,75) para
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Figura 7: Espectro de amplitude de perturbacoes tensoriais para M = 1074,

tomado em x = 100, isto é, ja na fase de dominio da matéria.

102 < k < 10* do que para k > 10*. Isso ocorre porque a equacao de estado efetiva estd
variando significativamente durante o perfodo (precisamente entre x = 10% e x = 10*) em
que estes modos entraram no horizonte. A descontinuidade na inclinacao (hé dois “saltos”

perceptiveis no grafico) deve-se ao tamanho dos intervalos Az definidos na implementagao
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do processo semi-analitico de calculo e é atenuada quando Az — 0.

E importante destacar que a forma do espectro carrega informagcoes principalmente
sobre: (1) as condigoes iniciais determinadas no Universo primordial e (2) a evolugao da
equacao de estado efetiva, ou equivalentemente, do fator de escala. Enquanto esta fora
do horizonte, cada modo k mantém seu valor inicial quase inalterado; ao retornar ao ho-
rizonte, comega a evoluir de acordo com a equagao (3.9), que depende do fator de escala
naquela faixa de redshifts; no entanto, quando 1/H fica muito maior que k, a equagao
(3.9) tende para o regime assintético (3.8), quando todos os modos caem proporcional-

mente a a~ L.

Por esta razao, observa-se que a regiao de altas freqiiéncias na Figura 7
mantém a mesma inclinacao da Figura 6, e somente sua amplitude varia durante as fases

subseqiientes.

Para concluir esta secao, a Figura 8 mostra em detalhe a regiao de baixas freqiiéncias

do espectro de poténcias calculado em x = 5, no final da era da matéria. Nesse redshift,
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Figura 8: Regiao de baixas freqiiéncias do espectro de amplitude de perturbagoes

tensoriais tomado em x = 5, para M = 107'4. A linha tracejada corresponde
ao resultado esperado quando se considera uma equacao de estado efetiva do tipo
escada.

quase todo o espectro foi modificado de sua condicao inicial. O espectro tem uma in-
clinacio quase nula na regiao 10! < k < 10?4 e, na regiao 10>* < k < 104, sua inclinacao
se modifica por causa da variacao de wes. Essa caracteristica, que ja era fracamente per-
ceptivel na Figura anterior, é completamente distinta do que se obtém quando se considera
uma transicao instantanea de fase. Aproximando a equacao de estado efetiva por uma

fungao escada (linha tracejada na Figura 4), outros autores (GRISHCHUK, 2001; ZHANG
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et al., 2005; BOYLE; STEINHARDT, 2005; ZHANG et al., 2006), obtém um espectro com
inclinagdo mais acentuada na regiao k < 10® do que na regiao de altas freqiiéncias (Zhang
et al. (2006), por exemplo, encontram o ~ —1,5), enquanto que aqui, o espectro diminui
sua inclinacao drasticamente. Para comparacao inclui-se uma linha tracejada na Figura
8, correspondente a inclinagao aproximada do espectro calculado mediante a aproximacao

de transicao instantanea.

Um tltimo comentério diz respeito a regiao 1 < k < 10 da Figura 8. Como a figura foi
tomada em x = 5, esses modos estao justamente no limiar da transicao entre “dentro” e
“fora” do horizonte (k ~ aH). Como a aproximagao de horizonte fino foi dispensada, essa
regido apresenta uma inclinagao transitéria (o &~ —1,6), que desaparece para x menores
que 5, a medida que os modos entram no horizonte. Essa caracteristica nao é perceptivel

em figuras anteriores por conta da escala.

3.4.3 Na fase de expansao acelerada

Praticamente todos os modos ja estao dentro do horizonte quando a era de expansao
acelerada tem inicio e, por isso, a forma do espectro permanece constante e somente a
amplitude é alterada nessa fase. A Figura 9 mostra uma estreita fatia do espectro atual,

para que o efeito dos diferentes modelos de energia escura seja melhor observado.
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Figura 9: Espectro atual (em x = 1) de ondas gravitacionais para M = 10714, Os
modelos de energia escura considerados sdo: constante cosmoldgica (linha continua),
gas de Chaplygin (azul), fluido-X (verde), fluido-X fantémico (linha tracejada) e
quintesséncia (cinza). Os parametros usados em cada modelo sdo os mesmos das
Figuras 3 e 4.
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A primeira caracteristica a destacar nessa figura é a completa degenerescéncia entre a
constante cosmoldgica e a quintesséncia (wy = —1 ew; = —0.2), cujas curvas se sobrepdem
completamente. Além disso, o gas de Chaplygin (A = 0,8 e & = 1) também é quase dege-
nerado com essas duas curvas. Observando o comportamento de wes na Figura 4, ¢ ficil
compreender que esses trés casos tém comportamento muito semelhante e esta degene-
rescéncia é previsivel. Quanto ao fluido-X (w = —0, 8), este leva a uma amplitude menor
que a constante cosmoldgica enquanto que o fluido-X fantémico (w = —1,8) leva a uma
amplitude maior, sendo que a diferenca é mais acentuada para o fluido fantomico, pois os
parametros escolhidos sdo tais que |wx, —wx| > |wx —wa|. Como a energia escura comega
a atuar em eras muito recentes x ~ 2, a assinatura dos diferentes modelos é muito fraca:
para produzir uma diferenca de ~ 2 em logh,., é preciso variar w de aproximadamente
uma unidade (quanto mais negativa é a equagao de estado, maior é a amplitude). Em-
bora apenas um conjunto muito particular de parametros esteja representado na Figura

9, outras possiveis combinacoes foram testadas.

Os resultados permitem concluir que: (1) para o gCg (FABRIS et al., 2004; SOARES-
SANTOS et al., 2005b), o parametro « nao possui nenhum efeito visivel, enquanto o
parametro A eleva a amplitude, & medida que varia de 0 até 1, desde o minimo estipulado
pelo espectro sem energia escura até o maximo dado pelo espectro do modelo ACDM;
(2) o fluido-X (SOARES-SANTOS et al., 2005a) tem apenas um parametro, w, que faz o
mesmo papel de A, mas assume valores mais negativos que —1, e neste caso o espectro
gerado fica acima de ACDM; (3) a quintesséncia, em geral, é completamente degenerada
com o fluido-X, a menos que se assuma valores da ordem de 1 (ou maiores) para wy,
mas isso nao tem sentido fisico algum, pois neste caso a quintesséncia afetaria a dinamica
do Universo em eras remotas, gerando uma contradicao com o modelo cosmologico mais

aceito atualmente.

3.5 Superando as aproximacoes analiticas

E natural que se compare os resultados obtidos neste trabalho — em que a equagao
de movimento das perturbacgoes tensoriais foi resolvida por meio de um método semi-
analitico, sem lancar mao das aproximagoes de horizonte fino e transicoes intantaneas
de fase — com trabalhos recém publicados por outros autores. Ao fazer isso, percebe-
se que, no regime de altas freqiiéncias, a aproximacao de horizonte fino com transigoes
instantaneas entre as fases pds-inflaciondrias, utilizada por Zhang et al. (2005) estd em

razoavel acordo com os resultados apresentados neste Capitulo. Calculos mais precisos,
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que dispensaram a aproximacao de horizonte fino, mas nao a de transicoes instantaneas
foram formalmente desenvolvidos por Maia (1993) e realizados por Zhang et al. (2006)
e Baskaran et al. (2006), por exemplo, e todos os resultados sdo compativeis, na regiao
k > 10*. H4 apenas uma sutil diferenca quanto & inclinacdo do espectro: como se vé na
Figura 10, o espectro de densidade de energia’ apresenta uma leve inclinacao negativa
(com indice espectral ~ —0, 3) na faixa de k > 10, quando o que se esperaria dos cdlculos
aproximados para o modelo inflacionario de Sitter é um espectro plano. Se a equagao
de estado efetiva permanece constante e igual a 1/3, durante toda a era da radiagao,
uma curvatura no espectro significa obrigatoriamente que o modelo inflacionario nao é
exatamente de Sitter (ZHANG et al., 2006), mas o mesmo nao pode ser afirmado aqui.
Como a equacao de estado varia lentamente nesta faixa, o espectro deve sofrer uma

pequena distorcao, explicando o comportamento que se observa na Figura 10.
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Figura 10: Densidade espectral de energia em ondas gravitacionais primordiais,
em x = 1, para o modelo ACDM.

A aproximacao de transicoes instantaneas de fase tem efeito mais dramatico na regiao
de freqiiéncias menores que 10*. Os calculos analiticos, seja com horizonte fino ou nao,
levam a uma inclinacao negativa desta faixa do espectro, o que nao se observa em 10,
onde nota-se uma inclinacao positiva com indice espectral o ~ 2,5. Isso significa que
aproximar a variagdo suave de wer(z), por transi¢oes abruptas de fase conduz a previsoes
radicalmente distintas quanto a forma do espectro de poténcias nessa regiao e pode-se

dizer que o tratamento semi-analitico empregado aqui, por dispensar as aproximagoes

9A relacdo entre a amplitude h, e a densidade de energia espectral é visivel diretamente das equacoes
(3.26, 3.27 e 3.28), apresentadas na segao 3.3.
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discutidas acima, conduz a resultados mais precisos. Vale reiterar que, a precisao do
método semi-analitico depende apenas do tamanho dos intervalos Az, que podem ser

feitos tao pequenos quanto necessario.

O efeito sobre a transicao matéria-energia escura, nao é visivel na Figura 10 por conta
da escala e estd melhor representado na Figura 9. A energia escura atua fracamente sobre
a forma do espectro e isso implica que as caracteristicas gerais discutidas para o modelo

ACDM devem permanecer.

E pertinente ainda, ressaltar os avancos realizados, gragas ao desenvolvimento dessa
abordagem semi-analitica, desde o trabalho precursor deste estudo (FABRIS et al., 2004).
Além de computar o espectro completo, desde o limite inferior até a maxima freqiiéncia
fisicamente admissivel (SOARES-SANTOS; DE GOUVEIA DAL PINO, 2006), foi possivel
comparar os modelos fluido-X com o gés de Chaplygin (Cf. SOARES-SANTOS et al., 2005a,
2005b) e com uma parametrizagao de primeira ordem dos modelos de quintesséncia. Os
resultados obtidos sao conclusivos, tanto no que diz respeito a influéncia da energia escura
sobre as ondas gravitacionais, quanto a relevancia de se modelar adequadamente o perfil

da equacao de estado efetiva wes.

Concluida a andlise dos espectros, resta investigar a detectabilidade dessas ondas

gravitacionais primordiais e este é o objetivo do préximo Capitulo.
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4 Contrapartidas experimentais

Uma vez obtido o espectro tedrico de ondas gravitacionais césmicas, surge de ime-
diato o questionamento quanto a sua contrapartida empirica, pois o problema proposto
reside no campo cientifico (em contraposi¢ao ao metafisico) e depende da existéncia dessa
contrapartida para nele permanecer. De fato, como as ondas gravitacionais decorrem
diretamente da teoria da relatividade geral, que tem sido testada de inimeras maneiras
desde o inicio do século XX (veja, por exemplo os capitulos 38 — 40 de Misner et al.
(1970) e a revisao de Will (1987)), seu lugar no universo de estudos cientificos ja estd
assegurado e as medidas da desaceleracao do pulsar binario PSR 1913+16, em 1975, re-
afirmaram esta posicao!. No entanto, quando se trata de ondas gravitacionais de origem
primordial, o cendrio se complexifica, pois sua origem estd atrelada a um paradigma (a
inflagdo) cuja solidez estd longe de ser comparavel a da TRG e sua evolucao depende

2. Isso significa que os

do modelo cosmoldgico assumido para eras posteriores a inflagao
esforcos para detectar essas reliquias do Universo primordial estao para além do com-
promisso filoséfico subentendido entre teoria e experimento, pois potencialmente existe
a possibilidade (tnica, talvez) de obter informagoes sobre o Universo desde escalas de

energia da ordem de 10°GeV.

Infelizmente os esforcos realizados até o momento ainda nao foram suficientes para
levar a termo essa tarefa, mas os prognésticos sao favoraveis e duas abordagens tém sido
investigadas: a deteccao direta, que objetiva medir a deformacao de um corpo de prova

ou do proprio espago-tempo quando as ondas gravitacionais o atravessam; e a deteccao

'Esta foi a primeira evidéncia observacional (indireta) da existéncia de ondas gravitacionais. O PSR
1913+16 — um pulsar de 1,42My e periodo 59ms, orbitando uma componente secundéria de mesma
massa — tem sido monitorado desde sua descoberta, na década de 70, e observa-se uma redugao de
—2,4 x 107 !2s/s em seu perfodo orbital, que é de 7,75h. Esta desaceleragio é compativel com a perda
de energia cinética devido a radiacao gravitacional emitida pelo sistema e valeu o prémio Nobel de 1993
a Hulse e Taylor, seus descobridores. Cf. KENYON, 1995.

2Retomando a discussao do Capitulo 3, a forma do espectro no presente depende, na regido de altas
freqiiéncias, da lenta evolucio de wer durante a era da radiacio; para 102 < k < 10%, do ritmo da
transicdo entre as eras da matéria e radiacio; e para k < 102, da evolucdo de wer nas eras de dominio das
componentes escuras.
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indireta, que visa procurar assinaturas especificas das ondas gravitacionais no espectro
das anisotropias da RCF. A segunda abordagem sé faz sentido para ondas gravitacionais
primordiais, enquanto que a primeira é, em principio, aplicavel tanto ao fundo primordial
quanto a outras fontes estocasticas (que formam um fundo nao primordial) e surtos de
origem astrofisica. Ambas as abordagens sao tratadas a seguir, com énfase na possibilidade
de deteccao do espectro calculado no Capitulo 3. Uma importante revisao sobre esse tema

foi publicada por Thorne (1987) e, mais recentemente, por Maggiore (2000).

4.1 Duas vias de deteccao direta

Rigorosamente, o termo “deteccao direta” de ondas gravitacionais, deveria ser usado
apenas para experimentos cujo principio é medir a deformacao do espaco-tempo subme-
tido a tais perturbagoes. Nesta classe de experimentos encontram-se os interferometros,
discutidos adiante na secao 4.1.2. No entanto, ¢ comum incluir sob esse rotulo detectores
que medem a deformacao de uma massa de prova em ressonancia, e isso é feito neste

Capitulo.

Outra consideracao necessaria quanto a terminologia diz respeito a sensibilidade dos
detectores, e visa permitir o didlogo entre as previsoes tedricas e as perspectivas observa-

cionais.

As grandezas A?, Q,,, e h,, usadas na segao 3.3 para definir o espectro de poténcias,
caracterizam de forma equivalente o fundo de ondas gravitacionais e nao dependem em
nada do detector. No entanto, a saida S(t) de um detector hipotético qualquer terd uma
componente $(t), que representa o observéavel propriamente dito, e outra, o ruido r(t), que
depende das caracteristicas do detector: S(t) = s(t) + r(t). Para um fundo estocéstico, a

média de s(t) é nula e a média de s*(t) é dada por

(s*(t)) = g/ooo v 'hidy, (4.1)

onde F' é um fator de eficiencia que depende da geometria do detector, fornecendo uma
medida da perda de sensibilidade devida ao fato de que as ondas gravitacionais véem de
todas as direcoes, enquanto que o detector s6 ¢ maximamente sensivel em algumas diregoes

preferenciais. O ruido, por sua vez, contribuira com

(r2(t)) = /0 " h2dy (4.2)
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e a radiagao gravitacional sera efetivamente detectavel se

2u
h —h,. 4.
c>\/Fr (4.3)

A sensibilidade dos detectores é frequentemente expressa em termos da grandeza h,, de

dimensao Hz1/2.

4.1.1 Massas ressonantes

Esquematicamente, um detector de massa ressonante é constiuido por um corpo de
prova (cilindrico ou esférico) sélido e massivo, cujas oscilagbes mecanicas sao excitadas
pela radiagao gravitacional e convertidas em sinal elétrico por um sensor (composto por

um transdutor e um amplificador).

No caso de um detector em forma de barra cilindrica, a variacao AL do comprimento
é composta por uma soma sobre todos os seus modos de vibragao, mas o sensor possui
um filtro centrado na freqiiéncia vy do modo fundamental e com largura Ar menor que
a diferenca entre o modo fundamental e o primeiro harmoénico. Assim, o detector torna-
se um detector de banda estreita centrado em 1y e o comprimento da barra serda uma
fungao da freqiiéncia que se pretende detectar e da velocidade do som (c¢s) no material:
L~ %cs /vo. A direcao 6tima para incidéncia de ondas gravitacionais sobre um detector
cilindrico com eixo orientado na direcao z e sensor posicionado em uma das extremidades,
é qualquer diregao perpendicular a z (veja a Figura 2, no Capitulo 1). Este fato faz com
que a eficiéncia deste tipo de detector seja F' = 8/15. A sensibilidade desses detectores é

dada por (THORNE, 1987):
e 4T

r:mfaody’

onde Ty, @ e 0y s@o: a temperatura da barra, o fator de qualidade do material (0 nimero

(4.4)

de radianos de oscilagao necessirio para que que a energia caia de um fator e) e a secgao
de choque, respectivamente. A equagao (4.4) considera apenas os parametros relativos
ao ruido térmico da barra. Além desses parametros seria necessario computar o ruido
do sensor, i.e., a temperatura do amplificador, a freqiiéncia de operacao do amplificador,
a constante 3 de acoplamento entre o transdutor e a barra (aproximadamente igual ao
numero de ciclos necessarios para que a energia do modo fundamental seja completamente
transmitida para o transdutor) e a largura de banda do filtro; mas para uma estimativa

de detectabilidade, a (4.4) é suficiente. A seccao de choque integrada é proporcional a
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Tabela 2: Caracteristicas dos principais projetos de barras ressonantes, desde a primeira geracao até as
antenas atualmente em operacao.

material M (ton) T, (K) Q 16 vo (Hz)  h, (Hz71/?)
até 1977 Al 1,5 300 10° 10~ 1,6 k ~ 10716
anos 80°  AI5056 2—5 1.5—4 10 0,1 1k ~ 10717

ALLEGRO*® Al5056 2,30 4.2 2 x 106 897e¢920 1,5x 1072
AURIGA® Al5056 2,23 0,25 3 x 108 912 e 930 2 x 10?2
EXPLORER® Al5056 2,27 2,6 5 x 108 905 e 921 3 x 1072
NAUTILUS!  Al5056 2,35 0,1 5 x 10° 907 € 923 4 x 10722
NIOBE? Nb 1,5 5 2 x 107 694 e 713 8 x 1022

“Um historico bastante preciso dos primeiros detectores, até os anos 80, é apresentada na revisao de
Thorne (1987) e, em (CERDONIO, 2003), foi feita uma comparagao entre as sensibilidades desses detectores
com os modernos.

®Note o aumento com relacdo & primeira geracio, nao tanto da sensibilidade, mas do fator de acopla-
mento 3. Em publicagoes mais recentes, esse fator nao aparece explicitamente.

¢Cf. MAUCELI et al., 1996.

4Cf. coccia, 2000.

°Em operagao desde 1984 (observagoes de longa duracao desde 1990). Cf. ASTONE et al., 2002, 1993.

fResultados do segundo perfodo de operacdo, de 1998 a 2002 (ASTONE et al., 2002).

9Projeto iniciado na primeira metade da década de 90 (BLAIR et al., 1995). Cf. COCCIA, 2000.

massa da barra,

M ¢\’
—21 2 s
/Uody =1,6 x 10" " cm“Hz <1O3kg) (5km S_l) ) (4.5)

mas a constante de proporcionalidade ¢ muito pequena, da ordem de 1072, para valores
tipicos de massa e ¢;. Na verdade, essa seccao de choque tao diminuta é responsavel
pela propagacao livre da radiacao gravitacional, desde os instantes iniciais até o Universo
recente, interagindo fracamente ao longo do percurso (ao contrario do que ocorre com
a radiacao eletromagnética); mas, por outro lado, essa mesma vantagem oferece sérias

dificuldades para a deteccao via massas ressonantes.

De acordo com as equagoes (4.4 e 4.5), as alternativas para aumentar a sensibilidade
desses detectores sao: maximizar a massa e a velocidade do som — para aumentar a
secgao de choque — maximizar o fator de qualidade @ (isolando o sistema) e resfriar a
barra. Desde os anos 60, quando Weber (WEBER, 1960 apud THORNE, 1987) deu inicio a
primeira geracao de detectores, até os dias de hoje, avancos significativos foram realizados
no sentido de otimizar todos esses parametros. A Tabela 2 resume a configuracao dos

principais detectores ja construidos.

A sensibilidade dos detectores modernos chega a h, ~ 10~22Hz /2, em freqiiéncias
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Tabela 3: Caracteristicas dos principais projetos de detectores esféricos.

material M (ton) T, (K) vy (Hz) Q h, (Hz=1/?)
Mario Shcenberg® CuAl6% 1,15 20m 3,2k 2, 7x105 2x107%
Mini-GRAIL? CuAl6% 1,3 80m 2,9k 1,5x10% 3x1072

2Cf. AGUIAR et al., 2005.
®Cf. DE WAARD, A., 2005.

de aproximadamente 900Hz, com largura de banda de 10Hz. Usando a condic¢ao (4.3),

obtém-se imediatamente a amplitude minima detectavel via barras ressonantes:
he > 5,8 x 1072, k~ 4 x10%, (4.6)

Nas freqiiéncias as quais esses detectores sao sensiveis, as ondas gravitacionais primordiais
tém amplitude 10'® vezes menor que a minima detectdvel. Ou seja, esses detectores sao
otimizados para fontes astrofisicas que emitem radiacao gravitacional em surtos de alta
freqiiéncia e tém pouca aplicabilidade na investigacao de ondas gravitacionais de origem

cosmoldgica.

Uma evolucao natural dos detectores cilindricos sao os detectores esféricos. Estes pos-
suem uma massa maior para a mesma freqiiéncia de ressonancia, o que implica numa secao
de choque maior. Além disso, como os transdutores sao distribuidos sobre a superficie
da esfera, formando um icosaedro, esse aparato é sensivel a diferentes direcoes e pola-
rizagoes da radiagdo gravitacional incidente. A Tabela 3 contém as informacoes basicas

dos principais detectores esféricos cuja construgao estd projetada ou em andamento.

As perspectivas sao de que a sensibilidade desses detectores serd h, ~ 10723Hz /2,

para freqiiéncias de ressonancia entre 200Hz e 2kHz, e largura de banda de aproximada-
mente 20Hz (AGUIAR et al., 2005). Empregando novamente a equagao (4.3), estima-se

que as esferas ressonantes sejam capazes de detectar ondas gravitacionais de até
he > 2,7 x 10722, k~1x10%, (4.7)

Comparando as sensibilidades de barras (4.6) e esferas (4.7), nota-se uma melhoria de
uma ordem de magnitude, mas ainda assim, nao é suficiente para que se espere detectar

ondas de origem cosmolégica com esses aparelhos.
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4.1.2 Interferometros

Outro género de detectores cuja sensibilidade deve ser avaliada emprega a interfero-
metria laser para medir o deslocamento de massas em queda livre submetidas a radiagao
gravitacional. A concepgao dessa idéia remonta a década de 60 (GERTSENSHTEIN; PUS-
TOVOIT, 1962 apud THORNE, 1987) e o primeiro protétipo foi construido em 1972 no
Hughes Research Laboratories, California (THORNE, 1987, p. 414).

Os componentes bésicos de um detector interferométrico sao dois bracos de compri-
mento L conectados em uma das extremidades e trés massas (uma no ponto de jungao,
duas nos extremos livres) suspensas por fios (constituindo trés péndulos). A dire¢ao étima
de incidéncia da onda gravitacional é perpendicular ao plano dos bragos e, nesta situacao,
as massas situadas em um dos bracos serao afastadas de uma distancia AL = %LhC en-
quanto que as massas do outro brago sao aproximadas do mesmo fator (para polarizagdo
+ e bragos perpendiculares entre si). O aparato é construido de tal forma que a freqiiéncia
das ondas gravitacionais detectadas é muito maior que a freqiiéncia dos péndulos e por
esta razao as massas podem ser consideradas massas livres. O fator de eficiéncia que
considera a incidéncia a partir de qualquer direcao, as duas polarizacoes, + e X, e um

angulo arbitrario 6 entre os bragos é (MAGGIORE, 2000): F = 2/5sin? 6.

A variacao do comprimento dos bragos é monitorada por interferometria laser. No
caso de um interferometro de Michelson, por exemplo, um semi-espelho (beam splitter) e
dois espelhos sao posicionados na massa de jungao e mais dois espelhos sao afixados na
extremidade de cada um dos bragos, anexos as respectivas massas; um feixe laser passa
através do semi-espelho e meio-feixe segue na direcao de cada extremo, onde ocorre uma
reflexao; outra reflexao ocorre no espelho da juncao e uma terceira reflexao ocorre no
espelho final; os feixes resultantes dos dois bracos sao entao recombinados e recolhidos
por um sensor. Na verdade, o feixe pode percorrer os bragos um niimero arbitrario B de

vezes e nao apenas duas, como nesse exemplo.

O interferometro de Fabry-Perot, por outro lado, a massa central é dividida em trés
partes, uma carregando o semi-espelho e duas com os espelhos (para reduzir o efeito
de forcas exprrias sobre os espelhos); cada brago atua como uma cavidade ressonante,
com comprimento igual a um multiplo semi-inteiro do comprimento de onda A, do laser;
aumentando sua intensidade a cada reflexao. Os detectores modernos usam um inter-

ferometro de Michelson com a cavidade ressonante de Fabry-Perot.

Ao contrario das massas ressonantes, os interferometros sao detectores de banda larga,
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cujo comprimento de onda maximo é limitado pelo tamanho dos bragos. A sensibili-
dade dos detectores interferométricos é aproximadamente calculada por meio da expressao

(THORNE, 1987):

(4.8)

T

B2 _ 2). y { 1/(2BL)? + (7v)? Fabry — Perot

e (7v)?/ sin?(2r BLv) Michelson

onde Iye é a poténcia® do laser vezes a eficiéncia do sensor, considerando que as perdas
apos B voltas é desprezivel. Sabendo que o comprimento de onda maximo da radiacao
gravitacional a ser detectada deve ser da mesma ordem de grandeza do comprimento L dos
bragos, conclui-se da equacao (4.8) que h, oc L™! e justifica-se a nessecidade de maximizar

a escala fisica desses experimentos.

Embora a idéia desses detectores tenha mais de trinta anos, a primeira geracao de
empreendimentos de grande porte s6 comegou a materializar-se no final dos anos 90. A
exemplo do que foi feito para os detectores de massa ressonante, um compéndio dos detec-
tores ja construidos, em construcao ou em projeto é apresentada na Tabela 4. O LIGO,
Gustafson et al. (1999)), projeto em desenvolvimento por uma colaboragao MIT-Caltech,
é constituido por dois interferometros de 4km de comprimento; a contrapartida européia
é o projeto VIRGO (ACERNESE et al., 2005a, 2005b), com bragos de 3km, realizado por
uma colaboragao franco-italiana (CNRS-INFN); outros projetos de menor porte, reali-
zados com o intuito de desenvolver a tecnologia necessaria a empreendimentos maiores,
sao o GEO600 (GROTE et al., 2005) e TAMA300 (ANDO et al., 2000), com 600 e 300
metros, respectivamente: o primeiro, resultado de uma colaboracao entre o Max-Planck-
Institut fiir Quantenoptik e a University of Glasgow, o tltimo, um projeto japonés de
cinco anos de duragao (1995-2000); no hemisfério sul, o inico detector (em planejamento)
é o AIGO, proposto pelo Australian Consortium for Interferometric Gravitational Astro-
nomy (ACIGA, McClelland et al. (2000)); finalmente, os projetos mais ambiciosos, BBO
(CORBIN; CORNISH, 2006) e LISA (DANZMANN; RUDIGER, 2003), sdo empreendimen-
tos a serem realizados pela NASA e por uma colaboracao NASA-ESA, respectivamente, e
consistem em interferometros espaciais, onde trés bragos (de 5 x 10% km em LISA e 5 x 10°
km no BBO) sao arranjados num triangulo eqiiildtero (6 = 60°). O BBO, embora possua
bragos menores, é composto por um par de interferometros coplanares e a proposta é fazer

a correlacao dos dois detectores?.

3E 1til ter em mente o fator de conversao da unidade de poténcia no sistema natural de unidades
(sistema usado neste trabalho) para o SI (normalmente empregado na literatura especializada dos expe-
rimentos): [Poténcia] = 1GeV? = 2,43 x 10?! erg s7! = 2,43 x 1014W.

4A correlacao de dois ou mais detectores sicronizados é uma opcao para melhorar ainda mais os limites
de sensibilidade. Maggiore (2000) discute detalhadamente essa alternativa, mas neste trabalho apenas



Tabela 4: Sintese das caracteristicas dos principais projetos de detectores interferométricos.

L (k) iin (H2) © Vs (02) * B, (H2 72 ¢

TAMA300 0.3 100 50k 1072
GEO600 0,6 50 60k 3x 1072
VIRGO 3 10 10k 5 x 10722
LIGO I 4 30 3k 3x 1072
LIGO II 4 7 3k 5x 102
AIGO* 4 7 3k 5x107%

LISA¢ 5 x 108 104 1
BBO 5 x 10° 103 100 10~

“Valor aproximado, apenas para situar a zona de minima freqiiéncia de sensibilidade.

’Idem ao anterior, mas para a maxima freqiiéncia.
“Sensibilidade méxima de cada detector.
ALIGO II e AIGO serdo detectores interferométricos avancados.
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¢A referéncia Danzmann e Riidiger (2003) fornece a sensibilidade de LISA em termos de h.: 10723,

Para estimar a detectabilidade do fundo de ondas gravitacionais primordiais por esses

detectores, é conveniente usar novamente e equagao (4.3) para converter a sensibilidade

espectral h, na amplitude h, calculada no Capitulo 3. O resultado obtido é mostrado na

Figura 11. Observa-se na regiao de altas freqiiéncias, os detectores de massa ressonante

-17.5¢
-20+
-22.5¢

-25¢

Log hc

M=10710

-27.5:
M=10712
-30¢ Me10-14 §
-32.5. \
-4 -2 0 4

Log v [Hz]

Figura 11: O espectro de ondas gravitacionais césmicas para trés distintas escalas
de energia da inflagio (M = 107, 10712 e 10719, de baixo para cima, respecti-
vamente), mostrado em linhas grossas, é confrontado com a estimativa de sensibili-
dade dos principais detectores. Somente os detectores espaciais LISA e BBO seriam

sensiveis a este sinal.

detectores isolados foram tratados.
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e interferometros terrestres, todos com sensibilidade insuficiente para detectar o fundo
cosmoldgico de ondas gravitacionais. As curvas de sensibilidade dos detectores de massa
ressonante sao praticamente reduzidas a um ponto nessa escala, pois esses sao, por cons-
trucgao, detectores de banda estreita; mas isso nao interfere nas conclusoes. Os detectores
interferométricos, por sua vez, podem ser prontamente identificados na Figura. De cima
para baixo, da direita para a esquerda tem-se TAMA, GEO, VIRGO, LIGO I, LIGO II,
BBO e LISA. Somente os dois tlitmos seriam capazes de detectar um fundo cosmoldgico,
mas como ambos estdo ainda em projeto, pode-se dizer que (infelizmente) as perspectivas

de deteccao, ao menos pela via direta, nao sao imediatas.

4.2 Radiagao césmica de fundo: uma trilha alterna-
tiva

Outra frente de trabalho promissora é a busca por assinaturas de perturbacoes tenso-
riais no espectro da radiagao césmica de fundo em microondas. Com o intuito de avaliar
as perspectivas dessa via indireta de deteccao, é conveniente introduzir os conceitos fun-

damentais empregados nesse campo.

Em uma revisao recente, Hu et al. (1997) descrevem qualitativamente os processos
fisicos de geracao dessas anisotropias, ditas primarias ou secundarias, segundo a época em
que se imprimem sobre o espectro. Em sintese, o argumento baseia-se no fato de que, até o
redshift z, ~ 103, a temperatura do Universo é alta o suficiente para ionizar o hidrogénio.
O espalhamento Compton é responsavel pelo acoplamento entre fétons e elétrons; estes,
por sua vez, estao acoplados aos barions via interagao eletromagnética. A pressao de
radiacao oferece resisténcia a forca gravitacional e oscilacoes acusticas se estabelecem no
plasma. Em z,, ocorre a recombinagao do hidrogénio (e o ultimo espalhamento dos fétons,
portanto); o Universo torna-se entao transparente aos fétons e regides de compressao e
rarefacao do plasma nesse redshift representam regioes quentes e frias, respectivamente;
além disso, os fotons sofrem redshift gravitacional ao sair dos pocos de potencial da
superficie de tltimo espalhamento®. As flutuacoes resultantes aparecem como anisotropias
(primdrias) no céu®. Ha um comprimento de onda critico, Ay = f csdT, acima do qual as

oscilagoes nao conseguem se estabelecer e as anisotropias nao evoluem de suas condigoes

SEste é o conhecido efeito Sachs-Wolfe, deduzido por Sachs e Wolfe (1967) e dominante nas flutuacoes
de larga escala, correspondentes a 6 ~ 1° (veja discussao adiante). Cf. GIOVANNINI, 2005, para revisdo.

6 As anisotropias secundérias resultam de processos posteriores a z,, e estdo conectados & histéria da
formacao de estruturas em larga escala. Como nao tém nenhuma correlagao com as ondas gravitacionais
primordiais, sua descri¢do é omitida no presente trabalho e o leitor é remetido as referéncias Hu et al.
(1997) e Refregier (1999) para revisoes sobre o tema.
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iniciais, exceto pelo redshift gravitacional. O comprimento \.;; corresponde a uma escala
angular 0, = /20(1100/2,) ~ 1° (KOLB; TUNER, 1990, Cap. 9) e como a recombinagio
nao é instantanea (ou seja, a superficie de tltimo espalhamento tem espessura nao-nula),
ao tomar uma dada linha de visada, observa-se uma média temporal sobre o processo de

recombinagao, que leva a supressdo dos modos de alta freqiiéncia (6 > 1°).

O célculo tedrico das anisotropias da RCF baseia-se na teoria linear de perturbagoes
cosmoldgicas, discutida no Capitulo 2. Os primeiros estudos (PEEBLES; YU, 1970) con-
sideravam apenas perturbacoes escalares sobre um fluido de barions e fotons, mas a so-
fisticacao atingida desde entao é tal que atualmente é possivel computar matéria escura
(BOND; EFSTATHIOU, 1984, 1987; VITTORIO; SILK, 1984), curvatura (WILSON; SILK,
1981), neutrinos massivos (BOND; A., 1983; DODELSON et al., 1995) e modos tensori-
ais (STAROBINSKI, 1985; LINDER, 1988; CRITTENDEN et al., 1993)" e, para realizar o
calculo incluindo todos esses elementos, foi desenvolvida uma ferramenta computacional, o
CMBfast (SELJAK; ZALDARRIAGA, 1996). O formalismo cuja compilagao é apresentada
nos préximos paragrafos baseia-se na equagao de Boltzmann (além das equagoes hidro-
dindmicas e de Einstein, que estdo nos fundamentos primeiros da teoria), resolvendo-as
mediante o uso de expansoes em polinomios de Legendre da funcao de distribuicao dos

fotons.

4.2.1 O equacionamento do espectro de poténcias

A anisotropia de temperatura na posi¢ao x e na diregao n, representada por Ar(x, n),
depende, em principio, tanto da direcao quanto da freqiiéncia, mas as distorcoes em
freqiiéncia sao de segunda ordem, e em primeira ordem resta apenas a dependéncia com
a diregao. Efetuando uma expansao de Fourier sobre Ap(x,n), resultam modos que
evoluem, no contexto da teoria linear de perturbacoes, independentemente uns dos outros:

Ar(x,n) = / %Aﬂk, n) exp{—ik - x}. (4.9)

Supondo a simetria axial das perturbacoes em torno de k, uma segunda expansao, em

polinomios de Legendre, pode ser feita:

Ar(kon) = S @+ 1)(=) AnB(n),  p=k-n/k, (4.10)

7Os modos vetoriais s6 nio sdo incluidos nessa lista porque seu efeito sobre a RCF é desprezivel.
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onde P,(4) é o polinomio de Legendre de ordem I, A, é o momento de multipdlo associado,
i € o cosseno do angulo entre a direcao de propagacao do modo k e a linha de visada e,
para simplificar, foi empregada a notacio Ar(k,n) = Ar(k,n). Uma expressio andloga
a (4.10) pode ser escrita para as anisotropias de polarizagao Ap(k,n). Além disso, no
regime linear, os modos gerados por perturbacgoes tensoriais, Agf)(k, n) e Ag) (k,n), e
escalares, Agf) (k,n) e Agﬁ)(k, n), evoluem independentemente, de forma que o compto

total é feito somando as suas contribuigoes.

A evolucao das anisotropias é regida pela equacao de Boltzmann que descreve a
evolucao temporal dos parametros de Stokes de um campo de radiacao ao atravessar
um meio material (uma atmosfera estelar ou o plasma na era pré-recombinacao), sendo
constituida por um termo colisional (referindo-se ao espalhamento Thompson) e outro
acolisional. Este ultimo, também afetado pelas inomogeneidades do espaco-tempo, pro-
move o acoplamento intrinseco entre as equacoes perturbadas de Eintein e Boltzmann. O
célculo de ambos os termos consta da revisao de Giovannini (2005, Cap. 8) e as equagdes
bésicas resultantes encontram-se também em Seljak e Zaldarriaga (1996). Aqui, apenas

os pontos centrais serao apresentados.

A parte acolisional da equacao de Boltzmann pode ser escrita na forma

of 0x'df Ofoq Of on'
87‘+ or 8xi+8q87'+8ni or

0, (4.11)

onde f(z%,q,n;,7) = folq) [l + fi1(2", ¢, nj,7)] é a fungdo de distribuiao de Bose-Einstein,
ou Fermi-Dirac, (LANDAU; LIFCHITZ, 1969a, p. 176-177) expandida até a primeira or-
dem, ¢; ¢ o (tri)momentum comével de médulo g e direcao n; (n;n' = 1). Até este ponto a
natureza da perturbacao (escalar ou tensorial) nao foi considerada e (4.11) é uma equagao
bastante geral. Para perturbagoes escalares, no gauge longitudinal (onde sao vélidas as
equagoes da secao 2.6.1, com E = B = 0), a relagao entre ¢ e as variaveis da perturbagao
é

¢ =q' — qni0'o. (4.12)
Substituindo (4.12) em (4.11), eliminam-se os termos de ordem superior, divide-se o re-

sultado por fy e finalmente, aplicando uma transformada de Fourier, obtém-se

afl . ’ . 61nf0 i
§+2k3,uf1+[1/1 — tkud) g =0 (4.13)

véalida para particulas sem massa (fétons e neutrinos, por exemplo).

O termo colisional, por sua vez, refere-se ao espalhamento Thompson e dependera
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tanto da velocidade do fluido barionico quanto do angulo pu, resultando em expressoes
distintas para cada um dos quatro parametros (I,Q,U,V) de Stokes. Como os quatro
parametros nao sao independentes entre si (I = Q + U + V) e, além disso, como a inten-
sidade I (que corresponde as anisotropias de temperatura T') e o grau de polarizagao
P = \/W sao invariantes quanto & rotacao®, é conveniente escrever apenas as
equacoes para os dois parametros: T e P. A deducao, aqui omitida, foi realizada por
(BOND; EFSTATHIOU, 1984, 1987) e o resultado final, somando os termos coilisional e

acolisional pode ser expresso na forma:
AN pikpAY = ¢ — ik 2 ENCIENCI S YA
T TkpAr ¢ —ikp + kK T T Ag +Zl“’bJrz >(1)
A9 4 kA — W |—a 4 I 4.14
p tiEpAp K P 5l > ()] (4.14)

2
I = AY +AE +AY,

7

onde ¢ e ¥ sdo os potenciais escalares definidos na segao 2.6.1, P»(u) é o polinomio de
Legendre para [ = 2, v, é a velocidade dos bérions e k' = an.z.0r é a profundidade
Optica diferencial para o espalhamento Thomson, enquanto que n. e x. sao a densidade
eletronica e a fragao de ionizacao, respectivamente. Duas outras grandezas relevantes —

usadas a diante para escrever a forma integral dessas equacoes — sao a profundidade 6ptica

70
= / Kdr (4.15)

e a funcao visibilidade

K = k' exp(—k). (4.16)

As equagdes (4.14) sao validas para o fluido composto de béarions mais radiagdo. Os
neutrinos sem massa sao regidos pelas mesmas equagoes sem os termos de espalhamento
Thompson e polarizacao® e a matéria escura, acolisional por hipdtese, atua sobre os po-
tenciais ¢ e 1 através de seu campo de velocidades v, e seu contraste de densidade ..

Efetivamente, para fechar o sistema de equagdes (considerando que a evolugao dos po-

8Uma alternativa para contornar o problema da nio invaridncia de rotacio dos pardmetros de Stokes @
e U é introduzir duas novas variaveis I e B, essas sim, invariantes. A relacdo entre esses novos parametros
e os tradicionais é definida em termos da expansdo em harménicos esféricos (SPERGEL; ZALDARRIACA,
1997): E = Y agimYim ¢ B = ZaB_,lelm, onde os coeficientes ag im € ap,m sdo definidos como
A Im = 7%((1271»"1 +a_21m) € aBm = 5(a2,1m — a_2,1m) isto é, sdo combinagdes lineares dos coeficientes
da expansao em harmonicos esféricos de spin 2 dos coeficientes @ e U:

(Aq £iAy) = Z a42.im +2Yim, 42 1m = /(AQ +iAy) +2Yim.

Veja a discussao adiante, em que as expansoes em harmoénicos esféricos sao definidas de modo apropriado.
90 caso de neutrinos massivos é bem mais complexo, mas é irrelevante para o presente estudo. Veja
Giovannini (2005) para detalhes.
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tenciais ¢ e 1 ja foi discutida na se¢do 2.6.1), resta computar a evolugao dos campos de

velocidades vy, € v., bem como dos contrastes de densidade 6. = dp./p. € I = dpp/ po:

8 = —kv.+ 3¢ (4.17)
/

v, = —gvc+k@/) (4.18)
a

5 = —kuvy+ 3¢ (4.19)

F_ TR . RINC

vo= + kv + c kdy + 3 K (BAR —vp). (4.20)

b

Em (4.20) acima, p, e p, sao os valores médios das densidades de fétons e barions, res-

pectivamente.

As equagdes anédlogas a (4.14) para o caso de perturbagoes tensoriais foram calculadas
por Crittenden et al. (1993), por meio de um procedimento semelhante ao descrito acima.

O resultado obtido é a equacao

AP kAl = = (A - Y)
A kAl = =k (AP +Y) (4.21)

1 1 1 3 6 1
Y — _A(t) _A(t) _A(t) . _A(t) _A(t) N —A(t)
{10 o T 350n T optn T 55 T 3ptn T optn

e o sistema de equacoes neste caso esta completo, considerando que h evolui de acordo

com a equagao (2.76).
As equagoes (4.14 e 4.21) sao formalmente do tipo
F' + (ikp+ F =S, (4.22)

onde F é a anisotropia (de temperatura ou polarizagao, escalar ou tensorial) e S é o termo

fonte correspondente. A solugao de (4.22) pode ser parametrizada na forma
70
F(k,m0) = exp[—g(k:,To)]/ explG(k, 7)|S(k, 7)dT, (4.23)
0

onde o termo da fronteira 7 — 0 é desprezivel (SELJAK; ZALDARRIAGA, 1996) e a fungao

G é a solucao da equagao homogénea:
T T0
G(k,7) = / (ikp + k' )dr = ikut + / K'dT — Kk = ikut — K, (4.24)
0 0

onde, mais uma vez, o termo de fronteira foram desprezados. Substituindo (4.24) em
(4.23), resulta

Flk, 1) = / ekHT=0) =R S (k7 dT. (4.25)
0
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Na equagao (4.25) acima, é conveninete incorporar a exponencial de k no termo fonte,

erS =8 , € expandir a exponencial restante em polinomios de Legendre,
=) = (i) (21 + DNGTk(ro — 7)]Pi(w).
!
onde N;[k(7o — 7)] é a parte radial das autofungoes harmonicas esféricas. O resultado fica
F(k, ) = Z(—i)l(% +1) {/OTOJ\/}[k(TO — 7Sk, 7)dr | B(u) (4.26)
!

e, comparando (4.26) e (4.10) conclui-se que os multipélos das anisotropias podem ser
expressos na forma

Filk, 7o) = /OTOM[k(TO — Sk, 7)dr | (4.27)

Ji(y) escalar

Mily) = : 4.28
w 2((1;22))1' y~? jily) tensorial (4.28)

Portanto, para computar os multipélos A%) e Aﬁi} das anisotropias geradas pelo es-

pectro primordial de ondas gravitacionais obtido no Capitulo 3, é preciso integrar (4.27)

usando a parte tensorial de (4.28) e as expressoes
SW—_e"n+KY  SY=-KY, (4.29)

como termos fonte!®. Contudo, é costume escrever o espectro da RCF em termos dos
coeficientes (. Por esta razao, antes de realizar esse procedimento, é interessante definir

claramente o espectro de poténcias angular.

Assumindo que a observacao se realiza no ponto x = 0, a exponencial é eliminada na

equagao (4.9) e sua expansao em harmonicos esféricos fica

F= 303 anbinlb.0) = s [ kA (4.30)

=0 m=—1

onde Y}, é a parte angular das autofuncoes harmonicas esféricas, relacionadas diretamente

com os polinomios de Legendre por

47 !

P) = 57 D Yinl0:0)Yin(0,0), i =cosf (4.31)

m=—

100s termos fonte correspondentes para o caso escalar estao expicitados em Seljak e Zaldarriaga (1996).
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Substituindo (4.31) em (4.26) e considerando (4.27), resulta

) (—i)!
am =i [ A F 0.0 (1.32)

e os coeficientes (), definidos como
(W@ ) = CrowSpmm: (4.33)

estao determinados. Além disso, a funcao de correlagao de dois pontos para as per-

turbagoes de temperatura é facilmente obtida de (4.30), usando (4.31), (4.32) e (4.33):

C(0) = (F(n)F*(n')) = ﬁ Z(Ql + 1)C, P (), p=cosf =cos(n-n’). (4.34)

As fungoes F; (eq. 4.27) sao varidveis aleatdrias com amplitudes e fases dependendo das
condicoes iniciais. Como a evolucao das equacoes de Boltzmann independe de k, é licito
tomar, no caso de perturbagoes escalares (MA; BERTSCHINGER, 1995), F; — ®;,,F;, onde
®,,; € a condigao inicial da perturbagao invariante de gauge (veja segao 2.6.2). No caso de
perturbacoes tensoriais, ®;,; é substituido por h;,;. A funcao de correlacao de dois pontos

é simplesmente (®;,;(k)®7;(kK)) = A2(k)d(k + k'), ou (hini(k)hi;(K)) = AZ(k)d(k + k'),

ini

e os coeficientes () sao prontamente expressos'!:

47 2 . . *
C = || GG [ AR
2
= = /Ag|fl|2k2dk (4.35)
onde () = (e) ou (t) e, na ultima passagem, foi empregada a relagdo de ortogonalidade

(BUTKOV, 1988)

ds? 1
Y* Y/m/ - * Y/m/_ - _5 /5mm/ 436

e a expressao dk = 4wk?dk, decorrente da simetria esférica do problema.

Em resumo, para calcular o espectro de anisotropias de temperatura (ou polarizagao)
geradas por pertubagoes tensoriais é preciso, em primeiro lugar, computar os multipolos
A%) (ou Agﬁl)), usando a parte tensorial de (4.28) e o termo fonte Sg) (ou Sl(f)), dado
por (4.29), em (4.27); o resultado é aplicado diretamente na equagao (4.35), junto com o
espectro de poténcias inicial A?. Uma observagao importante: o espectro A? que se insere

na equagao (4.35) é o espectro inicial inflacionério, dado pela equacao (2.82) e mostrado

"De modo consistente, a transformada de Fourier ¢ definida com o fator (27)3/2 ao longo de todo o
texto, mas muitos autores — como Ma e Bertschinger (1995) e Seljak e Zaldarriaga (1996), por exemplo
— omitem esse termo e isso leva a um fator numérico diferente na expressao dos coeficientes C;.
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na Figura 5. Ou seja, toda informacao sobre o aspecto evolutivo das ondas gravitacionais
’ . N ~ , . t t . .
no periodo posterior a inflagao, esta contida em A(Tl) (ou Ag) e, mais precisamente, nos

termos fonte.

Analisando as equagoes (4.29), nota-se que o termo fonte de polarizagao é suprimido
se 0 meio é opticamente fino. Isso significa que, depois da reionizacao, a polarizagao
devida a ondas gravitacionais é desprezivel. Extrair a contribuicao das perturbagoes
tensoriais do espectro de polarizacao é, portanto, fundamental para verificar as condigoes
iniciais empregadas no calculo do Capitulo 3 e as perspectivas de se realizar esta tarefa,
pelo menos em principio, sao particularmente interessantes. Se considerarmos os modos
E e B (definidos em fungao dos coeficientes da expansao em harmonicos esféricos de
spin 2 da combinagdo Ay £ Ay dos parametros de Stokes), observa-se que, embora
ambas as perturbacoes, tensoriais e escalares, afetem o modo F, somente as tensoriais
sao capazes de se imprimir sobre o modo B. Quanto ao termo de temperatura, este é
simplificado para Sg) ~ —h' ap6s a recombinagao e, portanto, registra informagoes sobre
o espectro de poténcias em eras mais recentes do Universo. Além disso, é interessante
notar que a amplitude h cai rapidamente depois que um dado modo k entra no horizonte
(k < aH = h ~ constante/a). Isso permite concluir que apenas os modos k < k., (onde
k., = H,.a corresponde ao comprimento de onda da ordem do raio de Hubble H, na época

da recombinagao) contribuem para o termo fonte Séf).

O comportamento das funcoes k e I, necessarias ao célculo dos coeficientes C; desde
antes da recombinagao, é mostrado na Figura 12. Para obté-la, é suficiente tomar a

equagao de Saha para a fracao de ionizagao x. no equilibrio (KOLB; TUNER, 1990, Cap. 3):

-z _ 4\@{(3)77 (%)3/2 o (g) | (4.37)

Te ™ e

onde ((3) &~ 1.202 é a funcao zeta de Riemann, n = (,h%)2,68 x 1078 é a razao barion-
foton, B = 13,6eV ¢é a energia de ligacao do hidrogénio, m, = 0,511Mev é a massa
do elétron e a temperatura 7' relaciona-se com o redshift por T' = 2, 75x. Sabendo que
a densidade eletronica é n, = zcny = Tenn, ~ T(Qph?*)2?1,13 x 10%cm™3 e o =
6,65 x 1072°cm?, a profundidade dptica diferencial £’ = opx.n.z/z é facilmente calculada
e k resulta da integral (4.15), mediante uma transformacao de varidveis apropriada (de 7
para x) e a fungao visibilidade K é imediatamente obtida de (4.16). Os resultados, para
k e K estao representados na Figura 12, no painel superior e inferior, respectivamente.

Desses graficos é possivel perceber que, do ponto de vista termodinamico, a transicao

de fase matéria-radiacdo é quase instantanea. A forma da funcao visibilidade reforca o
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Figura 12: Perfil da profundidade éptica e fungao visibilidade em funcao do
redshift.

argumento discutido acima de que o espectro de polarizacao sé contém informacoes sobre

as ondas gravitacionais primordiais em x ~ 1300.

O espectro de poténcias das anisotropias de temperatura foi calculado segundo a
prescricao acima, usando os perfis de x e K apresentados na Figura 12 e apenas a envoltéria
do espectro de ondas gravitacionais primordiais gerado no contexto do modelo ACDM,
com M = 107!, Os limites de integragao no espago dos k (kyin = 1 € kpax = 1500 =~ k,) e
dos = (Tmin = 1 € Tpax = 1500) foram escolhidos de modo a reduzir o custo computacional
sem perder informacgoes relevantes e o uso da envoltéria do espectro de perturbagoes

tensoriais tem o mesmo objetivo. Somente os multipolos [ < 10 foram calculados e o
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resultado nessa regiao é um espectro plano, com amplitude Cyl(I + 1)/27 = 41, 1(uK)?,

conforme se vé na Figura 132,
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Figura 13: Espectro de anisotropias de temperatura (T), modos de polarizacao
(E e B) e correlagao (TE) induzidas por ondas gravitacionais primordiais; contri-
bui¢ao das perturbagoes escalares para o modo B, via lentes gravitacionais (B len-
sing); ruido esperado para medidas de polarizacdo com o futuro detector Planck
(linha tracejada). As curvas correspondem ao cdlculo feito por Efstathiou e Chong-
chitnan (2006) e as séries inferior e superiror de pontos correspondem ao cédlculo
realizado neste trabalho dos coeficientes C; < 10 das perturbagoes de temperatura,
para M = 1074 e M = 10719, respectivamente. Figura adaptada de Efstathiou e
Chongchitnan (2006).

A forma plana do espectro é compativel com as previsoes de Crittenden et al. (1993)
e com trabalhos mais recentes, tanto tedéricos (EFSTATHIOU; CHONGCHITNAN, 2006)
quanto observacionais (SPERGEL et al., 2006), mas o valor encontrado é cerca de 25 vezes

menor (seqiiéncia inferior de pontos na Figura 13). Isso significa que a escala de energia M

12Essa figura foi adaptada de Efstathiou e Chongchitnan (2006), que obtiveram os espectros de tem-
peratura e polarizacao usando um modelo ACDM com fase inflacionaria slow-roll muito semelhante ao
tratado aqui, mas considerando também transigoes de fase instantaneas entre as sucessivas eras de dominio
dos fluidos césmicos.
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da inflacao poderia ser maior do que o limite conservador adotado ao longo deste trabalho.
Com M = 10719 essa diferenca é suprimida: Cyl(I+1)/2m = 1,01 x 103(uK)? (seqiiéncia
superior de pontos na Figura 13). Em outras palavras, o espectro de ondas gravitacionais
atual pode ter no maximo a amplitude dada pela curva superior da Figura 11 e, neste caso

mais otimista, estaria dentro dos limites de detectabilidade dos interfeometros espaciais
LISA e BBO.

O limite superior M = 10~ (E,,; = 1073®mp;), utilizado ao longo de todo o traba-
lho, advém diretamente da condicao de que a amplitude das perturbacoes tensoriais da
métrica nao podem ser maiores que as anisotropias observadas e, a primeira vista, pode
parecer contraditério o resultado apresentado acima, onde esse limite sobe para 10710
(Bt = 1072°mp;). Sob um olhar mais criterioso, no entanto, nota-se que esse tltimo
resultado é obtido ao considerar os processos fisicos envolvidos na geracao de anisotropias
induzidas por ondas gravitacionais. Trata-se de uma sofisticacao do argumento apresen-
tado na segao 3.4.1, feito as expensas de ingredientes fisicos adicionais (especificamente as
consideragoes a respeito do processo de recombinaciao), que determinam com que eficiéncia
as perturbacoes tensoriais se imprimem sobre o espectro de anisotropias da RCF. Incer-
tezas adicionais sao introduzidas por esses novos ingredientes e, para evita-las, foi feita a
opcao pelo limite mais conservador, M = 1074, ao efetuar as andlises do Capitulo 3. Em
geral, encontra-se na literatura valores limite estimados entre M ~ 10~ (KOLB; TUNER,
1990) e M ~ 107! (EFSTATHIOU; CHONGCHITNAN, 2006), ou seja, em razoavel acordo

com os resultados ora apresentados.

4.2.2 O cenario observacional

A era das medidas de alta-precisao da RCF comecou em 1992, com o satélite COBE
(BENNETT et al., 1996; TEGMARK, 1996), mais precisamente com o DMR (Differential
Microwave Radiometer), um instrumento que era capaz de medir o espectro angular até
[ ~ 25 ou seja, com uma resolucao angular'® de ~ 7°. Depois do COBE, vérios expe-
rimentos foram desenvolvidos com melhor resolucao para atingir multipélos maiores. A
existéncia do primeiro pico actstico, em [ ~ 220, ficou definitivamente comprovada com
os experimentos em baldes — Boomerang (DE BERNARDIS et al., 2002) e Maxima (LEE
et al.,, 2001). O WMAP (BENNETT et al., 2003; SPERGEL et al., 2006), uma missao
iniciada em 2001 e com duracao prevista de quatro anos, constitui um experimento da

terceira geracao, com resolugao angular de ~ 15 minutos de arco. Depois de um ano de

130 angulo # de abertura angular relaciona-se com o multipélo por 6 ~ 7 /I, com 6 dado em radianos.
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operacao, foi capaz de determinar a posicao do primeiro pico acustico com precisao, em
[ =220,1+0,8 (PAGE et al., 2003), e uma clara evidéncia de um segundo pico foi ob-
servada. Os resultados do terceiro ano determinaram a posicao dos dois primeiros picos,
[ =220,7+0,7el=>531,3+3,5 (HINSHAW et al., 2006), indicando ainda um terceiro
pico. Quanto ao espectro de polarizacao, este era medido em funcao da correlacao T'F,
mas devido a importancia do espectro de polarizacao para separar as contribuicoes ten-
sorial e escalar, os tultimos resultados do WMAP incluem uma anélise dos modos F e B
em separado. A préxima geragao consiste no projeto Planck (EFSTATHIOU et al., 2006),
um satélite que deve ser lancado em 2007, planejado para atingir resolucao angular de 5

minutos de arco, atingindo [ ~ 2500.

A detecgao de ondas gravitacionais usando dados da RCF é uma tarefa bastante com-
plexa pois, a despeito da qualidade dos dados (que, de acordo com esse quadro apresentado
acima, tende a melhorar significativamente na préxima década), a assinatura do fundo de
ondas gravitacionais césmicas nao ¢ imediatamente reconhecivel. E preciso ter em conta
o fato de que, além das contribuicoes secundérias, ha a contribuicao das perturbagoes

escalares.

A razao entre a amplitude das perturbagdes tensoriais e escalares (r = A?/A?) é nor-
malmente estimada em ~ 0,3 (este valor é obtido através da férmula r = 16¢). Spergel
et al. (2006) obtiveram o limite » < 0,28, combinando o tultimos dados do WMAP e
surveys de galdxias; Zhao e Zhang (2006), utilizaram r = 0, 36, com base nos resultados
do WMAP de 2001. Isso significaria que a contribuicao das perturbagoes tensoriais é sub-
dominante, mas hd uma séria controvérsia a esse respeito. Grishchuk (2003, 2005) chama
atencao para o fato de que nao ha razao fisica para que r seja significativamente diferente
da unidade, pois os mecanismos invocados para gerar as perturbacoes sao os mesmos.
Essa consideracao torna-se particularmente interessante no limite da inflagao de Sitter,
caso em que a razao r deveria ser nula (pois € — 0). As duas interpretagoes possiveis para
esse resultado — a amplitude das perturbacoes escalares tendendo ao infinito ou os modos
tensoriais tendendo a zero — sao incompativeis com os resultados teodricos discutidos neste
trabalho e a primeira delas, em particular, é absolutamente incompativel com o cenario
cosmoldgico mais aceito atualmente, tanto do ponto de vista tedrico quanto observacio-
nal. Segundo Grishchuk (2005), o problema estd na interpretagao da das perturbagoes
escalares que, quando quantizadas corretamente, levam ao resultado: r — 1, quando
e — 0 en — 0. Para evitar essas possiveis ambigiiidades, uma perspectiva particular-
mente interessante é a andlise do espectro de polarizacao, pois, se através do espectro de

temperatura é possivel obter a contribuicao conjunta das perturbacgoes tensorial e escalar,
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é através do espectro de polarizagdo que, por outro lado, é possivel separar um modo (o
do B) cuyj taminaca turbago lares é prati te nula'®. Assi

modo cuja contaminagao por perturbacoes escalares é praticamente nula'*. Assim as

condigoes iniciais do espectro (imediatamente apds a inflagdo) podem, em principio, ser

univocamente determinadas.

Em sintese, é facil perceber, tomando como exemplo a discussao acima, que, embora
os esforgos realizados no campo observacional indiquem promissoras perspectivas de de-
tectar o espectro primordial de ondas gravitacionais dentro dos proximos 10 anos, essa
via indireta de investigacao ainda nao estd pavimentada. Ao contrario, muito trabalho
tedrico ainda precisa ser feito para que se possa trilhar com seguranca esses caminhos. E
neste sentido, é interessante destacar que tais trabalhos ja estao em andamento. Durante
a preparagao deste texto, Baskaran et al. (2006) publicaram um extenso trabalho, no qual
a contribuicao dos modos tensoriais sobre a RCF é computada de primeiros principios.
Eles concluem que a anti-correlacao entre temperatura e polarizacao, observada em [ ~ 30
pelo WMAP, é uma clara assinatura de que ondas gravitacionais estao induzindo essa cor-
relagdo negativa (em contraposigdo a correlagdo positiva, que seria esperada no caso de
perturbagdes escalares) e propoem que medidas precisas sejam feitas em [s ainda menores.

Ou seja, a via indireta de deteccao de ondas gravitacionais ja comega a ser trilhada.

4 Espera-se uma pequena contribuicio dos modos escalares devida ao fenémeno de lentes gravitacionais,
que pode converter modos E em B; mas essa contaminacao pode ser extraida dos dados através de
simulagbes numéricas (SELJAK; HIRATA, 2003).
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5 FEpilogo

A partir de primeiros principios, a origem e evolugao do fundo cosmolégico de ondas
gravitacionais foi computada consistentemente, empregando as teorias da relatividade ge-
ral e de perturbacgoes cosmoldgicas, no contexto de distintas cosmologias. A evolugao
temporal das perturbacoes tensoriais é regida, no regime classico, por uma equacao di-
ferencial que pode ser interpretada como a de um oscilador excitado por um potencial
efetivo a” /a, ou seja, o espectro de poténcias A? depende da evolucao do fator de escala do
universo. As condigoes iniciais do problema sao determinadas durante a era inflacionaria,
em z 2> 10%°, quando o regime qiidntico se estabelece. Ambos os regimes, cldssico e
quantico, foram tratados no bojo do Capitulo 2, dedicado a apresentacao das bases for-
mais do problema. A aplicagao de um método semi-analitico permitiu evoluir o sistema,
sem langar mao da aproximagcao super-adiabética (que leva em conta apenas os compor-
tamentos assintéticos a”/a < k* e a”’/a > k?) e sem tampouco considerar transi¢oes
instantaneas entre as sucessivas fases de dominio da radiacao, matéria e energia escura

no fluido césmico.

De fato, enquanto um dado modo k permanece fora do horizonte, i.e., atende a
“condicao de congelamento” a”/a > k?, ele mantém suas condigoes iniciais praticamente
inalteradas e, quando seu comprimento de onda fisico fica muito menor que o raio de
Hubble, a”/a < k?, entao sua amplitude cai proporcionalmente a 1/a, para todo e qual-
quer valor de k. Isso significa que a forma do espectro depende fundamentalmente (7) das
condigbes iniciais e (i) do fator de escala a(7) nos instantes em que os modos estao no

limiar do horizonte, a”/a ~ k?.

Para um modelo inflacionario do tipo de Sitter, com parametros € = = 0, o espectro
inicial é plano. A medida que os modos entram no horizonte, logo apds a inflacao até
redshifts da ordem de 10%, o espectro assume uma inclinacao, na regiao de altas freqiiéncias
(k > 10%), que se mantém fixa nas eras subseqiientes (indice espectral ~ —1,4). Os modos
com numero de onda k entre ~ 10* e ~ 10? entram no horizonte durante o perfodo de

transicao entre as eras da radiacao e da matéria e, portanto, aproximar a curva suave
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da equacdo de estado efetiva por uma fungao escada (cf. Figura 4) implica em alte-
rar significativamente a forma do espectro nessa regiao. A regiao de baixa freqiiéncia
(10 < k < 10?%), por sua vez, é afetada pela fase de dominio da matéria nao-relativistica
e, especialmente para 1 < k < 10, o espectro reflete a transicao matéria-energia escura.
Novamente, considerar uma mudanca abrupta da equacao de estado efetiva do Universo
recente é pouco razoavel. Por esse motivo, a forma do espectro final de ondas gravita-
cionais (tal como seria visto por um detector em z = 0), obtido por meio do método
semi-analitico descrito na secao 3.2, difere qualitativamente dos cdlculos realizados por
outros autores, que usam essa hipétese simplificadora, apenas na regiao de k < 10*. Por
exemplo, o espectro calculado por Zhang et al. (2006) apresenta uma inclinagdo negativa
mais acentuada nessa regiao do que na de alta freqiiéncia, ao passo que o espectro apre-
sentado em 3.4.2 tem inclinagao préxima de zero nessa regiao (veja as Figuras 7 e 8). Por
outro lado, a amplitude do espectro final depende da escala de energia da inflacao e de
quanto o universo expandiu desde que a condicao de congelamento deixou de ser atendida
para todos os k. Fixando o modelo cosmoldgico, a amplitude depende apenas da escala

de energia M da inflacao.

Quanto a energia escura, a andlise feita em 3.4.3 demonstra que, por ser um fluido
que domina em eras recentes, as ondas gravitacionais nao sao fortemente afetadas por sua
presenca e os diversos modelos em estudo — constante cosmoldgica, fluido X (fantémico
ou nao), gas de Chaplygin generalizado e quintesséncia — sao praticamente degenerados
entre si. Na Figura 9, por exemplo, nota-se que o caso extremo w., = —1, 8 leva a uma di-
ferenca diog,,n. = Alogghc/log ohe ~ 2, com relacao ao modelo de constante cosmoldgica,
wee = 1. Refraseando, tem-se que 6iog,,n. =~ 0,46, onde 6, = Aw/w = 0,8. Portanto,
estabelecer vinculos para os modelos de energia escura com observacoes do espectro de
ondas gravitacionais primordiais nao é uma tarefa viavel, embora a primeira vista essa
idéia pareca promissora, considerando que tanto as ondas gravitacionais quanto a energia
escura interagem apenas gravitacionalmente. Para obter uma medida grosseria de quao
va seria essa esperanca, pelo menos diante do presente cendrio observacional, basta notar
que para determinar w com ¢, < 1%, seria preciso medir o espectro de ondas gravitacio-
nais com precisao g, h. S 0,4%, considerando que a escala de energia M seja fixada de
modo independente e que uma equagao de estado do tipo fluido X (p = wp, w < 0) seja

assumida a priori.

Neste ponto, é importante reiterar que, embora a sensibilidade dos experimentos de
barras ressonantes tenha melhorado em cerca de 6 ordens de magnitude desde a década

de 60 (cf. Tabela 2) e, além disso, os prospectos apontem para uma diminui¢ao de
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mais uma ordem nos niveis de ruido das esferas ressonantes (Tabela 3) e de até duas
nos de interferometros (Tabela 4), estes notdveis avangos nao sao suficientes para que se
espere detectar o fundo cosmolégico de ondas gravitacionais. A razao disso é a faixa de
freqiiéncias na qual esses detectores operam: entre 10 e 10* Hz, aproximadamente, onde
o espectro primordial tem amplitude baixa demais para ser observavel. As perspectivas
sao mais promissoras para os detectores espaciais LISA e BBO, que deverao operar nas
faixas de 107% — 1 Hz e 10~® — 100 Hz, respectivamente. No entanto, estes sdo projetos

em fase de elaboracgao, e nao devem entrar em operacao antes de 2015.

Entretanto, se por um lado é preciso ter paciéncia e esperar cerca de uma década
pela deteccao direta das ondas gravitacionais césmicas tratadas neste trabalho, a RCF
fornece, por outro lado, uma possibilidade concreta e, quicd imediata, de se obter essas
informagcoes. O espectro de temperatura das anisotropias da RCF é influenciado, por meio
do efeito Sachs-Wolfe, tanto pelas perturbacoes escalares quanto tensoriais e separar efeti-
vamente as duas contribuigoes nao é uma tarefa trivial; ja o espectro de polarizacao reflete
os dois tipos de perturbacao em dois modos distintos, £ e B, este gerado exclusivamente
pelos modos tensoriais, aquele produzido por ambos. Além disso, o efeito das ondas gra-
vitacionais se imprime sobre o espectro de polarizacao da RCF durante um curto periodo
de tempo, quando a funcao visibilidade é nao nula (veja o grafico inferior na Figura 12),
sendo sensivel principalmente aos modos que estao prestes a entrar no horizonte naquele
redshift. Ou seja, o modo de polarizagao B carrega informacoes sobre as perturbacoes
tensoriais praticamente inalteradas desde o fim da inflacao e medi-lo significa, pelo menos

em principio, medir o espectro inicial de ondas gravitacionais cosmolégicas.

A escala de energia M influencia a amplitude desse espectro inicial, onde entende-
se por “inicial” o espectro imediatamente posterior a inflacao (Figura 5). E possivel,
portanto, extrair a relagao dlog,ohc|ini = 2, 10log,;,M e concluir que, se as medidas de
polarizacao da RCF permitirem estabelecer a amplitude caracteristica do espectro ini-
cial de perturbacoes tensoriais com erro da ordem de 20%, entdo, o valor de M estaria

estabelecido com dlogyy M ~ 10%.

Uma vez extraida a informacao sobre o espectro inicial no modo B, a separacao entre
as contribuigdes tensorial e escalar no modo E (e também no espectro de temperatura
T) pode ser realizada. Para tanto, é preciso conhecer a evolu¢ao das ondas gravitacio-
nais, pois o efeito sobre o espectro de temperatura tem uma componente integrada. Em
principio esse calculo é perfeitamente factivel e, em um estudo recente (BASKARAN et al.,

2006), essa tarefa ja comeca a se concretizar, através da busca por assinaturas de ondas
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gravitacionais no espectro de correlacao T'E. Dados das anisotropias da RCF tem sido
tomados, com resolucao de 15 minutos de arco, pelo satélite WMAP e, embora a precisao
atual dos dados nao seja suficiente para mais que um vislumbre da presenca das ondas
gravitacionais, esta previsto para 2007 o lancamento do satélite Planck, que devera tomar

dados com resolucao trés vezes melhor.

Essas perspectivas promovem grande efervescéncia entre tedricos e observacionais e
duas frentes complementares de trabalho estao em franca atividade: a primeira obje-
tiva superar os desafios observacionais, seja pela via direta (investindo na elaboracao e
construgao de interferometros espaciais), ou indireta (buscando, além da RCF, formas
alternativas de observar ondas gravitacionais de baixa freqiiéncia); a sequnda parte na
diregao do entendimento tedrico preciso tanto dos efeitos das ondas gravitacionais sobre a
RCF (indispensével para que os dados do WMAP ou Planck sejam de fato tteis), quanto
dos diversos elementos que influenciam o espectro de ondas gravitacionais, modificando-o

em sua forma ou amplitude.

Para os que atuam na primeira frente, é motivo de preocupacao o efeito de fontes
estocédsticas nao cosmoldgicas sobre o espectro a ser observado. Exceto pelo modo de
polarizacao B da RCF, este é um problema tanto para os detectores diretos quanto indi-
retos. Na RCF isso se reflete nas anisotropias secundarias; nos interferometros espaciais,
havera uma superposicao de sinais, pois ha um grande nimero fontes astrofisicas na faixa
de 107* — 100 Hz, mas espera-se que essas fontes estejam concentradas principalmente
no plano galactico e que fora dessa regiao, o espectro isotrépico de radiagao gravitacional
primordial seja dominante. Outra possibilidade para contornar esse problema é observar
ondas gravitacionais em freqiiéncias ainda mais baixas e isso é possivel, pelo menos em
principio, através do monitoramento de pulsares, especialmente os binarios. Esse retorno
aos primordios da era observacional das ondas gravitacionais ¢ interessante porque tanto
o pulsar em si, como seu movimento orbital em torno de um objeto secundario funcionam
como relogios altamente estaveis, cuja freqiiéncia de pulsos é modulada pela presenca de
ondas gravitacionais. Um array de radio-telescopios em escala mundial, o SKA, esta em
planejamento e deve entrar em operacgao em 2020 (KRAMER et al., 2004), tornando vidvel

essa alternativa.

A sequnda frente de trabalho, a tedrica, embora esteja décadas a frente da tao espe-
rada contrapartida observacional, ainda tem um longo e arduo caminho pela frente. Além
de computar detalhadamente os efeitos do fundo gravitacional sobre os observaveis em

potencial — RCF, ou pulsares — a fim de extrair dos dados a informagao desejada, é perti-
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nente estudar os efeitos dos fenomenos fisicos conhecidos sobre o espectro, estabelecendo
previsoes para os futuros experimentos. Neste sentido, o estudo ora apresentado enfoca
a evolucao do espectro primordial em diferentes cosmologias, tratando precisamente a
evolucao da equacgao de estado efetiva do Universo; mas falta ainda tratar modelos mais
sofisticados de inflagdo (modelos quasi-de Sitter, com parametros ¢ e 7 nao-nulos, por
exemplo) e considerar a fisica do processo de reaquecimento — o processo que marca o fim
da inflacao e o inicio da era da radiacao — que foi assumido instantaneo e 100% eficiente.
Outros autores, como Zhang et al. (2006) introduzem esses efeitos em seus célculos, mas
sempre considerando variacoes instantaneas da equacao de estado efetiva. Uma sofis-
ticacao adicional do presente calculo seria incluir os fendomenos que ocorrem durante a era
da radiacao, alterando a evolugao do fator de escala do Universo. Watanabe e Komatsu
(2006) fizeram essa consideracao e, partindo do modelo padrao da fisica de particulas,
concluem que pequenas variacoes instantaneas da equacao de estado efetiva devem ocor-
rer devido a mudanca nos graus de liberdade relativisticos dos neutrinos durante a era
da radiacao, levando ao surgimento de estruturas no espectro de ondas gravitacionais
primordiais na regiao de alta freqiiéncia. No entanto, o fato é que o espectro cai rapi-
damente com a freqiiéncia e tanto os efeitos calculados por Watanabe e Komatsu (2006)
quanto os do reaquecimento tém pouca chance de ser observados pela primeira geracao

bem sucedida de experimentos.

Feita a sintese do trabalho, é licito retomar a imagem pictérica empregada no principio
para dizer que a traducao da geometria do espago-tempo em gravitagao, possivel gracas a
pedra de Roseta algébrica que ficou conhecida como teoria da relatividade geral, possibili-
tou a comunidade cientifica o acesso a um volume de informagoes antes inimaginavel sobre
o Universo primordial. Tais informacoes foram impressas na forma oscilante e intrincada
do espectro de ondas gravitacionais, os hieréglifos primeiros por exceléncia. O avanco
no dominio desse novo idioma depende de intensos estudos tedricos que desvendem sua
ortografia (as regras de formagao do espectro) e sintaxe (seu sentido fisico em conexao
com outros observaveis); mas sobretudo, depende de aplicar esses conhecimentos tedricos
sobre ao menos uma ou duas linhas de texto empiricamente recolhido e, para tanto, im-
portantes missdes arqueolégicas (ou melhor, cosmolégicas) devem ser empreendidas no
futuro préximo. Ambas as frentes de trabalho, empirica e tedrica, avancam dia a dia e o

trabalho que se conclui nestas paginas representa uma contribuicao para esse avanco.
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