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Resumo

O problema de otimizacao topoldgica consiste na definicao do leiaute estrutural
pela da distribuicao 6tima de material no espaco de projeto. Em outras palavras, apds
serem definidas as condi¢oes de contorno num dominio de projeto pré-estabelecido, o
problema é como distribuir o material de modo a solucionar o problema de
minimizacao.

O objetivo deste trabalho é propor uma formulacao para a determinagao de
topologias estruturais 6timas, que seja competitiva para utilizagao em problemas 3D e

capaz de proporcionar leiautes de alta definicao.

O procedimento combina o Método de Elementos Finitos de Galerkin com o
método de otimizacao, buscando a melhor distribuicao de material ao longo do
dominio fixo de projeto. O método de otimizacao de leiaute empregado é baseado na
abordagem material, proposta por Bendsoe & Kikuchi (1988), que considera uma
equagao constitutiva homogeneizada dependente apenas da densidade relativa do
material.

O elemento finito utilizado para a aproximacao é o tetraédrico de quatro nds,
com um esquema de integragao seletiva, que interpola nao sé as componentes do
campo de deslocamento como também o campo de densidade relativa.

O processo proposto consiste na solugao de uma seqiiéncia de problemas de
otimizagao e é aplicado a problemas de minimizacao da flexibilidade (atendendo a um
limite de volume material) e da massa (satisfazendo um critério de tensdo) em
estruturas tridimensionais. A microestrutura utilizada para a descricao das
propriedades materiais é do tipo SIMP (Solid Isotropic Material with Penalty).

A abordagem reduz consideravelmente o custo computacional, mostrando ser
efetiva e promissora. Os resultados proporcionaram um leiaute estrutural definido,
com nitida distribuicao do material e definicao do contorno, com qualidade
proporcional ao tamanho médio do elemento da malha em questao, assim como uma
consideravel reducao no total de varidveis de projeto, devido a utilizacao do elemento

finito empregado.
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Abstract

The topology optimization problem characterize and determine the optimum
distribution of material into the domain. In other words, after the definition of the
boundary conditions in a pre-established domain, the problem is how to distribute

the material to solve the minimization problem.

The objective of this work is to propose a competitive formulation for
optimum structural topologies determination in 3D problems and able to provide
high-resolution layouts.

The procedure combines the Galerkin Finite Elements Method with the
optimization method, looking for the best material distribution along the fixed
domain of project. The layout topology optimization method is based on the material
approach, proposed by Bendsoe & Kikuchi (1988), and considers a homogenized
constitutive equation that depends only on the relative density of the material.

The finite element used for the approach is a four nodes tetrahedron with a
selective integration scheme, which interpolate not only the components of the
displacement field but also the relative density field.

The proposed procedure consists in the solution of a sequence of layout
optimization problems applied to compliance minimization problems and mass
minimization problems under local stress constraint. The microstructure used in this
procedure was the SIMP (Solid Isotropic Material with Penalty).

The approach reduces considerably the computational cost, showing to be
efficient and robust. The results provided a well defined structural layout, with a
sharpness distribution of the material and a boundary condition definition. The
layout quality was proporcional to the medium size of the element and a considerable

reduction of the project variables was observed due to the tetrahedrycal element.



Capitulo 1
Revisao Bibliografica

1.1 Introducao

Os projetos de engenharia, até meados do século passado, eram idealizados
como um tipo de “arte” no qual exigiam grande capacidade e experiéncia do

projetista para a solucao de um problema.

Atualmente, a forte competicao tecnolégica vem requerendo a reducao do
tempo de projeto, produtos com cada vez maior funcionalidade, qualidade, entre
outros requisitos. Sendo assim, o sucesso de um projeto de engenharia depende muito
da validade e da adequacao dos modelos de engenharia utilizados para prever e
analisar seu comportamento antes da manufatura do produto. A criacao de um
modelo 1til para projetos de engenharia é provavelmente a parte mais dificil e

desafiadora de todo o processo.

O projeto de engenharia, muitas vezes, envolve a criacao de novos e
sofisticados produtos. O desenvolvimento de tais produtos deve ser naturalmente
assistido com a aplicacao de ferramentas computacionais baseadas em métodos
cientificos bem estabelecidos, visando & andlise da estrutura, a otimizacao e a

sensibilidade de parametros.

A pesquisa cientifica na drea de andlise estrutural tem aumentado, de forma
considerdvel, nestas iltimas décadas. O crescimento do interesse nesta drea tem sido
fortemente impulsionado pelo advento da computacao de alta performance e pelo
desenvolvimento de métodos computacionais confidveis, tais como: o Método dos
Elementos Finitos; os métodos de andlise de sensibilidade da estrutura, com relacao
as varidveis de projeto; os métodos de programacao matemaética; dentre outros. Isto
se deve, sobretudo, ao aumento da velocidade e da capacidade de armazenamento dos

computadores digitais.

Nesta era de grande concorréncia, ja nao basta apenas projetar um sistema que
desempenhe sua fungao corretamente; é essencial que se projete o melhor sistema. O

significado de melhor é um sistema eficiente, versdtil, distinto e com uma boa relagao
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custo-beneficio. Para que esta tarefa seja possivel, o engenheiro deve empregar
ferramentas experimentais, analfticas e numéricas. Entre as ferramentas numéricas,
destacam-se os conceitos e métodos de minimizacdo, que permitem uma maneira

sistemaética de busca de solucoes 6timas.

A otimizacao estrutural é uma ferramenta de projeto que permite nao apenas
diminuir custos de fabricacao, mas também diminuir custos de operagao, ao melhorar
a performance dos componentes e sistemas criados. A otimizacdo em geral é uma
ferramenta bastante flexivel, pois é possivel melhorar o projeto em varios sentidos,
dependendo do que se escolhe como objetivo, restricoes, varidveis de projeto, entre

outros.

O rédpido desenvolvimento dos métodos de otimizacao estrutural também
reflete uma mudanca natural na &drea de andlise e sintese do projeto. Conforme
Vanderplats (1994), denota-se que: projeto é usado para especificar o processo atual
utilizado na definicao do sistema, por exemplo, o projeto da estrutura requer a
definicao das dimensoes e do leiaute' 6timo dos membros necessdrios para suportar
um determinado conjunto de cargas prescritas; andlise é o processo de solucao da
resposta de um dado sistema, quando submetido a um conjunto de cargas, por
exemplo, a determinacao do campo de tensoes e deformagoes atuando em uma
estrutura como resultado de um conjunto de cargas aplicadas. Logo, a andlise é um

subproblema no processo de projeto que ajuda a avaliar a performance do projeto.

Para elevar a eficicia de um projeto pode ser utilizado algum método de
otimizacao, o qual pode ser definido como o processo de determinagao do minimo ou
do méaximo de alguma funcao, denominada funcao objetivo. A adequacao de um
projeto requer também a satisfacao de um conjunto de requisitos especificados, os
quais sao chamados de restricoes de projeto. Tanto a funcao objetivo, quanto as

restricoes de projeto podem ter caracteristicas de andlise ou de sintese de projeto.

O desenvolvimento do método para a andlise e a determinacao da sensibilidade
da resposta da estrutura, associado as técnicas de programacao matematica,
possibilitam a otimizacao de componentes estruturais. Com o intuito de melhorar a

compreensao da evolucao historica nesta drea, sao apresentadas nas proximas secoes

! Apesar de pouco utilizado na literatura, o termo leiaute é mais adequado para definir a disposicao
dos membros estruturais, do que o termo topologia. No contexto utilizam-se os dois termos como

sindénimos.
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uma revisao bibliogrédfica do desenvolvimento da teoria de otimizacao aplicada em

estruturas e uma descricao dos objetivos propostos para este trabalho.

1.2 Otimizagao Estrutural

Assim como o cdlculo estrutural, os primeiros passos da otimizacao estrutural
também consistiram de métodos analiticos para solugao. Esses métodos, entretanto,
nao eram muito eficientes, pois apenas uma classe bastante limitada de problemas

podia ser resolvida.

Esses primeiros métodos foram introduzidos ja no final do século XIX, com o
pioneiro trabalho de Maxwell (1872), no qual buscava o menor volume para
estruturas uniaxiais submetidas a carregamentos. Em 1904, Michell deu continuidade
ao trabalho de Maxwell, suas famosas estruturas ainda hoje sao referéncia na teoria
moderna de Otimizacao Topolégica. Michell projetou estruturas trelicadas nas quais
buscava o menor peso observando as tensoes nas barras para cada caso de carga.
Inicialmente, o trabalho de Michell foi pouco apreciado por seus contemporaneos,
sendo referenciado apenas no final dos anos 50, como no trabalho de Cox (1958).
Sendo assim, a utilizacao das técnicas de otimizagao numérica, para projetos de
engenharia, foi popularizada inicialmente com Schmit (1960) e posteriormente com
Fox (1965). Eles aplicaram técnicas de otimizagdo nao linear para projetos de
estruturas, mas na pratica os projetos ainda utilizavam muita intuicao e tinham

pouca solidez matemadtica.

O objetivo da otimizagao estrutural consiste na busca dos melhores valores de
certas varidveis que levem a projetos 6timos, ao mesmo tempo que todas as restricoes
impostas sejam satisfeitas, Cheng (1992). A determinagdo desses projetos 6timos é
feita de acordo com os mais diversos critérios, utilizando leis matemdticas e
mecénicas originando estruturas completas ou elementos estruturais. Dessa forma, a
otimizacao estrutural se torna uma ferramenta poderosa durante a fase de projeto de

um produto.

Problemas de otimizacao estrutural podem ser classificados de acordo com as
seguintes categorias tradicionais, baseado nas varidveis de projeto, e que diferem em
grau de complexidade: otimizacao dimensional, otimizagao de forma e otimizacao
topoldgica, Fig. 1.1. Nos problemas de otimizacao dimensional, Fig. 1.1(a), a forma

da estrutura nao muda, e as varidveis de projeto sao propriedades da rigidez do
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elemento, como a drea da secao transversal de barras, espessura de placas, momento
de inércia ou propriedades do material. Nao ha modificagao na topologia da estrutura
ou na sua forma. Nos problemas de otimizacao de forma, Fig. 1.1(b), a forma do
contorno dos segmentos e a posi¢ao de furos é modificada para extremar uma funcao
objetivo. Este tipo de otimizacao exige maior sofisticagao na implementacao numérica
do que a otimizacao dimensional, pois requer técnicas sofisticadas para geragao de
malha automatizada e derivadas bastante precisas para a determinacao da
sensibilidade. A otimizagao topolégica, Fig. 1.1(c), introduz uma estrutura base de
elementos estruturais possiveis, e escolhe a melhor distribuicao possivel dentro desse

universo.

= (b

Figura 1.1: Formas cléssicas de otimizacao estrutural

O progresso recente da otimizacao estrutural coincidiu com o surgimento dos
computadores digitais, que também trouxe consigo técnicas emergentes para solucao
das complexas equacoes que regem os fendmenos da engenharia estrutural. No final
dos anos 50 computadores mais velozes comegaram a surgir. Isto teve profundos
efeitos nos procedimentos de andlise estrutural. Técnicas como o Método dos
Elementos Finitos (MEF), o Método das Diferencas Finitas, o Método dos Elementos
de Contorno, o Método dos Volumes Finitos, Método dos Minimos Quadrados, entre

outros, passaram a fazer parte do cotidiano do engenheiro estrutural.

Antes de existirem computadores ripidos o suficiente para se efetuarem
cédlculos complexos, a maioria das solucoes de problemas de andlise estrutural era
baseada, unicamente, em solugoes provenientes de equacoes diferenciais. Essas

equacoes eram resolvidas analiticamente. As incégnitas do problema eram fungoes
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(representando deslocamentos, deformagoes ou tensoes) definidas sobre um dominio

continuo.

O MEF ¢é sem divida o mais popular entre os métodos citados, existindo
inimeros programas ja consolidados no mercado. Dessa forma, muitas de suas
vantagens e limitacoes ja sao bem conhecidas. Basicamente, o método particiona a
estrutura em subdominios geometricamente mais simples. Sendo assim, as equagoes
diferenciais, outrora resolvidas analiticamente, sao substituidas por sistemas de

equagoes lineares que descrevem o comportamento estrutural do sistema discretizado.

A otimizagao estrutural dos anos 60 era restrita a otimizagao dimensional de
estruturas de trelicas. S6 nos anos 70, alguns problemas de leiaute foram também
resolvidos, como os de Hemp (1973) e o de Prager (1974), ambos para uma classe
muito restrita de estruturas, vistos como uma extensao do conceito de otimizacao de

estruturas de treligas, desenvolvido por Michell (1904).

Em seguida, Prager & Rozvany (1977), Rozvany (1981), Rozvany & Wang
(1983) e Zhou & Rozvany (1991) apresentaram um desenvolvimento mais geral da
teoria de Michell (1904). Maiores detalhes sobre otimizagdo do leiaute de estruturas
de treligas podem ser encontrados nos trabalhos de revisao feitos por Kirsch (1989),
Rozvany (1992) e, com uma abordagem mais recente, em Rozvany et al. (1994), nos

quais muitas outras referéncias podem ser encontradas.

Entretanto, tanto a otimizacao do leiaute das estruturas de trelicas como
também as otimizagoes dimensionais e de forma em geral, nao atrairam muito a
atencao dos projetistas. Isto se deve as técnicas existentes que nao eram
suficientemente robustas para lidar com problemas complexos de projeto e, mais
importante, a constatacao de que algumas das classes de problemas de otimizacao nao
eram bem postas, como indicado por Kohn & Strang (1986). Para tornar o problema
bem posto, eles sugeriram a relaxacao do problema de projeto original, através da
introducdo de wum material composto ficticio, contendo wuma microestrutura
caracterizada pela presenca de wvazios (porosidade). Este procedimento deu origem a
formulacao de problemas de otimizacao de leiaute como problemas de distribuicao
6tima de materiais. Uma observacao similar, referente a necessidade da abordagem
por meio de materiais compostos, foi feita por Murat & Tartar (1985), quando da
abordagem de problemas de otimizacao de forma em conducao de calor. Porém, é

justo salientar que a necessidade da utilizacao de microestruturas nervuradas, com
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escalas muito finas, como forma de regularizacao do problema, ja tinha sido apontada
por Cheng & Olhoff (1981), em seus estudos de otimizagao da espessura de placas, o

que acarretou em varios trabalhos de investigacao nesta linha de problemas.

O primeiro grande trabalho de matemédticos da drea aplicada, em resposta as
observagbes de Cheng & Olhoff (1981), foi o de Lurie & Cherkaev (1984), os quais
foram seguidos por muitos outros pesquisadores nas escolas francesas e americanas.
Outros avancos na teoria matemadtica de materiais compostos foram reportados por
Cherkaev & Kohn (1997), o qual relacionava-se diretamente com a drea de otimizagao
topoldgica. Nos anos 80, Bendsoe & Kikuchi (1988) estenderam esses conceitos
através do uso das chamadas microestruturas artificiais e desde entao a otimizacao

topolégica comegou a tornar-se um problema mais acessivel.

Até esse momento, a maioria dos trabalhos consistia na minimizagao do
volume ou na maximizagao da rigidez de estrutura linear eldstica. A partir dai, vérios
outros problemas puderam ser resolvidos, tais como projeto de reforgos em placas,
maximizacao ou minimizacao de freqiiéncias naturais e carga critica de flambagem,
criacdo de materiais avangados (com coeficiente de Poisson negativo, por exemplo),

entre outros.
1.2.1 Otimizagao Topolégica

1.2.1.1 Caracterizagao

O principal objetivo da otimizacao de leiaute, em geral, consiste em encontrar
a melhor distribuicdo de material dentro de um especificado dominio de projeto. A
distribuicao do material é modificada levando em consideracao alteragoes em algum
comportamento mecanico da estrutura, tal como flexibilidade, freqiiéncias naturais ou
tensao, entre outros. Em outras palavras, o problema ¢ como distribuir o material no
interior de um pré-definido espaco de projeto sob determinada condicao de contorno,
de modo a minimizar a funcao objetivo e atendendo as restrigoes. De acordo com
Bendsoe (1995), essa distribuicdo 6tima de material consiste em se verificar quais
pontos do dominio conterao material isotrépico e quais pontos estarao vazios
(problema bindrio, do tipo 0-1). Sendo assim, o problema de otimizagao de leiaute
pode ser considerado como um problema pontual material/vazio. Entretanto, a
implementacao desta abordagem para um problema de otimizacao 0-1, requer o uso

de algoritmos de otimizacao discreta, tornando a abordagem instdvel. Para contornar
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o problema de instabilidade adota-se em geral, como forma de relaxacao, a
abordagem de material composto, como proposto por Kohn & Strang (1986). Além
disso, conforme Bendsoe (1989), pode-se mostrar a existéncia de solugdes para
problemas formulados como sendo de distribuicao 6tima de materiais, usando uma

abordagem de material composto.

O método de otimizagao topolégica tem possibilitado diversos tipos de
aplicagoes industriais, no entanto, hd dificuldades relacionadas & aplicacao do método
relativas & instabilidade numérica. De uma forma geral, pode-se dividir estes
problemas numéricos em trés categorias: dependéncia da malha, instabilidade de

tabuleiro e minimos locais, Bendsoe & Sigmund (2003) e Peterson & Sigmund (1998).

O problema de dependéncia da malha surge justamente do fato de se
discretizar o dominio, resultando assim diferentes solucoes finais para diferentes
discretizacoes. Intuitivamente, espera-se que quanto mais refinada a malha de
elementos finitos, maior serd a nitidez da topologia 6tima da estrutura. Entretanto,
em alguns problemas, malhas mais refinadas podem resultar em estruturas complexas,
com topologias mais detalhadas e qualitativamente diferentes de um modelo

resultante de uma malha mais grosseira, ver Fig.1.2(a,b) .
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Figura 1.2: Exemplos de topologias com malhas diferentes e mesmo dominio

(a) Vista lateral de uma malha 3D contendo 890 elementos e (b) Vista lateral de uma

malha 3D contendo 2.064 elementos

Nos problemas relacionados a instabilidade de tabuleiro, checkerboard, hd uma
formagao de alternéncia de elementos vazios e elementos cheios, similar a um
tabuleiro de xadrez. A instabilidade de tabuleiro é indesejavel na solucao de

problemas, pois nao se configura numa étima distribuicdo de material e sim num
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fendmeno que aparece devido a formulagao do elemento finito utilizado no processo

de otimizacao.

Nos problemas de minimos locais, a maioria dos problemas de projeto
topolégico sao nao convexos, no que acarreta a existéncia de muitos minimos locais. A
nao convexidade do problema leva a possibilidade de encontrarmos muitos minimos
locais e diferentes solugoes para o mesmo problema discretizado quando sao utilizadas
diferentes estimativas iniciais para as varidveis e diferentes pardmetros de algoritmos
de otimizacao. Isto ocorre porque as provas de convergéncia dos algoritmos funcionam
para programacao convexa, enquanto que para programacao nao convexa apenas
garante-se a convergéncia para pontos estaciondrios, que nao sao necessariamente

minimos globais.

A abordagem material consiste em considerar o material como sendo um
material composto constituido por uma microestrutura periédica, a qual ¢é
caracterizada por um conjunto de pardmetros. Mediante esta abordagem, a natureza
complexa do problema de otimizagao de leiaute pode ser convertida em um problema
de otimizagao de parametros. De fato, a idéia de se utilizar um corpo constituido por
microestruturas periodicamente distribuidas, remove a natureza 0-1 do problema de
escala macroscépica para a escala microscépica, ver Bendsoe (1989). Em termos
matemadticos, a introdugao de microestruturas corresponde a relaxacao do problema
variacional que pode ser estabelecida para o problema de otimizacao, ver Kohn &

Strang (1986).

Existem na literatura muitos modelos de microestruturas, esses modelos podem
ser classificados basicamente em trés grupos, Costa Jr. (2003): modelos de compdésitos
laminados tipo rank, modelos de microcélulas com vazios internos e modelos
artificiais.

Nos modelos de compdsitos laminados tipo rank, a microestrutura é composta
por camadas de material, onde as camadas de material sao alternadas por material

sélido e “vazios”. O pardmetro de otimizacao é a medida ¢, conforme ilustrado na

Fig. 1.3, ver trabalhos de Thomsen (1992) e Olhoff et al. (1993).

—i

Figura 1.3: Célula tipo rank
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Os modelos de microcélulas com vazios internos sao constituidos de células
com furos retangulares. Os parametros de otimizacao sao as medidas a e b das
laterais do retdngulo e a orientacao angular @, segundo mostra a Fig. 1.4. O trabalho
de Bendsoe & Kikuchi (1988) inicia a utilizagdo desta categoria de microestrutura na

otimizacao topoldgica.

Figura 1.4: Célula com vazio interno

A determinagao das propriedades mecéinicas macroscépicas destes materiais é
feita pela teoria da homogeneizacao. No caso de materiais do tipo rank a equacao
constitutiva homogeneizada pode ser determinada analiticamente; ja no caso de
modelos com microcélulas complexas as propriedades sao determinadas por

procedimentos numéricos.

A teoria da homogeneizacao é utilizada para descrever as propriedades efetivas
do material composto, o qual é formado de um material isotrépico de base, sendo
representado pelo tensor constitutivo do material. Esta parametrizacao relaxa o
dominio da solucao, garantindo um espaco de solucao mais abrangente e fechado,
além de tornar o problema mais tratdvel computacionalmente. Portanto, cada ponto
do dominio discretizado por elementos finitos, é constituido por um material
composto gerado pela repeticao periddica de uma microestrutura. A variacao dos
parametros durante o processo de otimizacao permite a representacao final de pontos

com material sélido, pontos com vazios e pontos com materiais intermedidarios.

A utilizagao da teoria da homogeneizagao insere novas varidveis de projeto ao
problema de otimizacao topolégica, tornando a implementacao numérica mais
complexa e aumentando o custo computacional. Por este motivo, diversos

pesquisadores tém optado por utilizar modelos artificiais, cuja tunica varidvel de
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projeto é a densidade relativa® do material. A aplicagdo deste modelo pode ser
verificada em Bendsoe & Kikuchi (1988), ainda que a sua descri¢gdo nao seja fiel ao

comportamento micromecanico.

1.2.1.2 Desenvolvimento Histérico

O processo de relaxacao tem contribuido para o desenvolvimento de técnicas
modernas para a otimizagao do leiaute estrutural. Uma das mais importantes e
inovadoras técnicas de otimizacao de leiaute foi proposta por Bendsoe & Kikuchi
(1988). O trabalho faz uso da abordagem material e objetiva a determinagao do
leiaute 6timo de estruturas, sujeitas a um conjunto de restricoes de projeto. Para a
regularizacao do problema, foram introduzidos infinitos furos retangulares de escala
infinitamente pequena, e periodicamente distribuidos, em todo o dominio de projeto.
De fato, a microestrutura obtida mostrou ter, de maneira intrinseca, as caracteristicas

bésicas necessarias para a relaxagao do problema.

A derivacao do modelo mecénico equivalente homogeneizado da estrutura
porosa, i.e., da determinacao das propriedades ortotrépicas equivalentes do material,
foi obtida pela aplicagdo da teoria da homogeneizagao, ver Sanchez-Palencia (1980)
para a teoria geral e Guedes & Kikuchi (1990) para a implementagdo computacional.
No trabalho de Bendsoe & Kikuchi (1988), o critério de otimizagao visava maximizar
a rigidez global estdtica de estruturas bidimensionais, de material eldstico linear,
sendo a estrutura submetida a aplicacao de carregamentos mecanicos prescritos. Os
resultados obtidos por Bendsoe & Kikuchi (1988) nao eram muito nitidos, i.e., nem a
forma e nem a topologia da estrutura eram adequadamente definidas. Isso se deve,
provavelmente, & inadequacao do algoritmo utilizado no recédlculo do angulo étimo

(rotagao) dos furos.

No ano de 1989, Pedersen com um trabalho direcionado a classe de problemas
de otimizacao de microestruturas, representando materiais compostos reforcados por
fibras, conseguiu derivar as condicoes corretas para a determinacao do angulo étimo.
Suzuki (1991) e Suzuki & Kikuchi (1991) estenderam o trabalho de Bendsoe &
Kikuchi (1988), onde foram aplicadas as consideragoes propostas por Pedersen (1989)

2 A denominacao “densidade relativa” quantifica a nao porosidade da amostra material, ou seja, fracao

de material denso contida na amostra.
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e Gibiansky & Cherkaev (1987). Neste trabalho, o angulo de rotagao foi identificado

pela direcao das tensoes principais, mas nao foram obtidas solugoes estdveis.

Cheng (1994) discutiu os resultados obtidos por Pedersen em relagdo ao uso
das direcoes de deformagao principal para atualizar a orientacao, e comparou com
métodos apresentados por Suzuki & Kikuchi (1991) e por Diaz & Bendsoe (1992),
onde se utilizam as diregoes principais de tensao. Apresentando, entdo, um método
melhorado baseado na tensao, utilizando uma formulagao com a tensao generalizada,

€ nao apenas com as tensoes principais.

Em 1995, Mota Soares et al. e Conceicao Anténio et al. apresentaram um
modelo para a otimizacao de estruturas do tipo casca fina de material composto
laminado. No trabalho de Mota Soares et al. utiliza-se uma estratégia de dois niveis.
No primeiro nivel, procura-se minimizar o deslocamento mdaximo ou maximizar a
freqiiéncia natural de determinado modo de vibragao, tendo como varidveis de projeto
os angulos de orientacao de cada camada, sujeita a restrigoes laterais. E no segundo
nivel, o volume de material é minimizado sendo ainda sujeito a restrigoes de
deslocamento, tensoes e/ou critério de falha de Tsai-Hill, freqiiéncias naturais de
determinados modos de vibracao e constantes laterais. Neste tltimo caso, as varidveis
de projeto eram as espessuras de cada camada. No trabalho de Conceigao Anténio et
al. também ¢é utilizada uma estratégia de dois niveis, mas com objetivo de obter uma
estrutura com peso minimo e que seja capaz de suportar um determinado conjunto de
forcas estdticas externas sem falha. Para isso, o dominio é separado em macro-
elementos, dentro de cada um dos quais havia uma determinada seqiiéncia de
laminacao, orientacao, espessura das laminas e propriedades dos materiais. No
primeiro nivel, se maximiza a eficiéncia da estrutura, utilizando como varidvel de
projeto a orientacao de cada ladmina No segundo nivel, se minimiza o peso da
estrutura, tendo como varidvel de projeto as espessuras das laminas dentro de cada
elemento e critério de 6timo como método de otimizagao.

Em 1997, Maute & Ramm apresentaram um trabalho sobre otimizagao
topolégica adaptativa de estruturas de cascas, fazendo o uso da otimizacao de forma
com modelos estruturais do tipo casca, aplicando otimizagao topolégica para
determinar a configuracao bésica. Ainda no trabalho de Maute & Ramm, problemas
de otimizacao de cascas 3D sao modelados como uma estrutura no espaco
paramétrico 2D. Os problemas de mdéxima rigidez com restricoes de massa sao

discutidos, utilizando critérios de 6timo. No cédlculo da energia de deformacao, as
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contribuicoes de flexao, forcas de membranas e forcas de cisalhamento transversais
sao consideradas separadamente. Verifica-se que no caso de cascas finas, quando
ocorre travamento por cisalhamento, a energia de deformagao por cisalhamento
transversal ocasiona a formacao de checkerboards.

Kere & Koski (1999) resolveram um problema de otimiza¢do multicritério da
seqiiéncia de laminacao para méaxima margem de seguranca em relacao a falha. Em
2000, Ramm et al. compararam dois métodos de otimizagao de forma desenvolvidos
para modelos de casca, um deles baseado em métodos experimentais e o outro
utilizando conceitos de otimizacao estrutural, permitindo o uso de vérios critérios de
6timo. Ainda em 2000, Borrvall & Petersson desenvolveram um método de
otimizacao topolégica baseado em uma penalidade regularizada, o método

implementado foi utilizado para problemas 3D de grande escala.

A importancia da técnica de relaxagado, caracterizada pela utilizacdo de uma
microestrutura porosa, possibilita a determinacao de leiautes 6timos que possui uma
“erande quantidade” de material composto, i.e., distribuicao de material cuja
microestrutura apresenta uma densidade intermedidria. A presenca de material
composto é indesejavel, ja que dificulta a definicao da forma e do leiaute 6timo da
estrutura. Adicionando-se a isso, a dificuldade de se obter o produto e a elevacao dos
custos, ambos inviabilizados pelo aumento da tecnologia e etapas de fabricacao a
serem empregados no processo produtivo deste material. Visando contornar esta
dificuldade, introduziu-se um tipo de penalidade obtida pela introducao de uma
microestrutura artificial, modificando o tensor elasticidade homogeneizado ou
acrescentando um funcional tendente (funcional penalidade) para uma célula vazia
(por¢do de microestrutura com densidade nula) ou célula sélida (porgao de

microestrutura sem porosidade), ver Rozvany et al. (1992) e Haber et al. (1994).

A partir dos estudos iniciais de Bendsoe & Kikuchi (1988) e Susuki & Kikuchi
(1991), o método de otimizacao topolégica adquiriu um certo nivel de maturidade o
qual vem possibilitando diversas aplicacoes industriais. No entanto, apesar desta
maturidade, hé dificuldades na aplicacao do método relacionadas a instabilidades
numéricas, que ainda sao alvo de pesquisas. O aparecimento de instabilidades na
solucao é caracterizado pela formacao de uma configuracao xadrez no leiaute 6timo,
assemelhando-se a um tabuleiro de damas, do original em inglés checkerboard solution
problems, isto é, a formacao de regioes com presenca de material e auséncia de

material. A solucao para evitar a formagao da “instabilidade xadrez”, nos resultados
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da Otimizacao Topoldgica, é aumentar a ordem do elemento ou utilizar um filtro que
controle a variacao das densidades. Segundo Bendsoe (1995), a origem da formagao
de xadrez estd relacionada as caracteristicas de aproximacao do elemento finito e é de
mesma natureza que os padroes observados em algumas andlises de elementos finitos,
na distribuicao espacial de pressao de escoamento de fluidos de Stokes. Essa hipétese
é sustentada no fato de que as solugoes encontradas para controlar os problemas de
escoamento de fluidos de Stokes também funcionam nos problemas de

homogeneizagao.

Em 1991, Bendsoe & Rodrigues e Olhoff, Bendsoe & Rasmussen estudaram a
possibilidade de integragao do Método de Otimizacao Topolégica aos sistemas CAD,
do inglés, Computer Aided Design. No ano seguinte, Diaz & Bendsoe (1992)
apresentaram uma formulagao para o problema de maximizacao de rigidez de
estruturas eldsticas submetidas a vérias cargas nao simultdneas. Thomsen (1992) e
Olhoff, Kog & Thomsen (1993) trataram numericamente uma extensdo do método
aplicada a otimizacao de estruturas compostas por mais de um material. Uma outra
extensao do método de otimizagao foi na aplicacao em projetos de reforco de chapas
de carrocerias de automéveis, em 1993 por Fukushima, Suzuki & Kikushi. Além das
aplicagoes na drea estrutural cldssica, pode-se citar a aplicacao de Ananthasuresh,
Kota & Gianchandani (1994) em projetos de mecanismos flexiveis e problemas de

maximizacao da condutividade térmica na transferéncia de calor, Park (1995).

No final da década de 90, Frecker et al. (1997) e Nishiwaki et al. (1998)
apresentaram uma formulacao multi-objetivo, no qual se maximizava a energia mitua
e se minimizava a flexibilidade média (energia de deformacdo), obtendo-se
mecanismos flexiveis com flexibilidade distribuida e mecanismos do tipo trelica. A
mesma formulacdo foi utilizada no trabalho de Lima (2002) para o projeto de
mecanismos flexiveis bidimensionais. Silva, Nishiwaki & Kikuchi (1999, 2000)
expandiram os conceitos de energia miutua e flexibilidade média aplicada a
mecanismos flexiveis para atuadores piezelétricos flextensionais, desenvolvendo um
método que permite projetar varios tipos de atuadores piezelétricos nao

convencionais.

Em 2000, Canfield & Frecker estudaram a formulacdo do problema de
otimizagao topoldgica e o método de solugdo (Programagdo Linear Seqiiencial e
Critério de Otimalidade) num dominio discretizado com elementos de trelica. Na

seqiiéncia, Frecker & Canfield (2000) projetaram atuadores piezelétricos com
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elementos de trelica e sélidos, verificando o desempenho destes atuadores piezelétricos
através do MEF e experimentalmente. Em 2004, Li, Saitou & Kikuchi fizeram o uso
da otimizacao topoldgica juntamente com projetos de mecanismos flexiveis, atuando
termicamente; eles consideraram os efeitos transientes de transferéncia de calor para
produzir uma carga térmica localizada, baseada na expansao térmica natural do
material. Cho & Choi utilizam, no ano de 2005, otimizagao topolégica combinado a
termo-elasticidade, o método de otimizagao topolégica foi formulado aplicando o
método DSA, Design Sensitivity Analysis, os campos de temperatura e de

deslocamentos encontravam-se em dominios idénticos.

A técnica mais utilizada nos Métodos de Otimizagao Topoldgica faz uso de
uma discretizagao do tipo pizel, que ocasiona, apds a discretizacao do problema, na
introducao de um grande nimero de varidveis de projeto, necessdrias para a definicao

do leiaute 6timo com uma resolucao aceitéavel.

Dentre os métodos de otimizagao de leiaute que consideram malhas varidveis
durante o processo estao os métodos de otimizagao estrutural evolutiva, conhecidos
na literatura como (ESO), do original em inglés Fuvolutionary Structural
Optimization. A idéia principal destes métodos consiste: na proposi¢ao de um critério
eficiente, capaz de estimar a contribuicao de cada elemento na resposta do sistema; e
na estratégia de remocgao dos elementos que possuem a menor sensibilidade, ver
Christie et al. (1998), Chu et al. (1997), Hinton & Sienz (1995), Li et al. (1999),
Querin et al. (2000a,b), Rong et al. (2000), Reynolds et al. (1999) e Xie & Steven
(1996). O método ¢é influenciado pela taxa de remocao de elementos e isto tem como
desvantagens: a ocorréncia de extremidades dentadas e de interconexoes estruturais,
dando origem a mecanismos e & concentracao de tensao. Uma melhoria do método foi
proposta, na qual a estrutura evolui de uma estrutura bédsica, que representa o leiaute
estrutural minimo necessdrio para resistir as cargas aplicadas, desconsiderando a
magnitude da tensao efetiva. O material é entao acrescentado nas regioes de alta
concentracao de tensao de modo a amenizar o seu efeito. Este procedimento conduz a
um leiaute 6timo final e é conhecido como o ESO aditivo, i.e., AESO do original em
inglés Additive Evolutionary Structural Optimization, ver Querin et al. (2000a). Uma
variacao do método, que combina o basico método ESO com o AESO, denominado
por bidirecional ESO ou BESO, do original em inglés Bi-directional Evolutionary
Structural Optimization, foi proposto por Querin et al. (2000b). Neste método o

material pode ser acrescentado ou removido. A utilizacao de uma taxa evoluciondria



Capitulo 1 - Revisao Bibliogréfica 15

de adicao e outra de remocao de material, de maneira sucessiva, mostrou nao ser
simples, pois as selecoes destas taxas influenciam na determinagao do leiaute 6timo e
nao possuem uma forma efetiva, respaldada por modelos matemédticos, de serem

determinadas.

Nos trabalhos de Christie et al. (1998) e Reynolds et al. (1999) é utilizado um
método adaptativo reverso. O método considera, para cada iteracao evoluciondria, o
seguinte processo: um contorno de tensao é obtido na estrutura atual. Esta curva de
nivel é entao utilizada como um molde para a estrutura modificada. Uma nova malha
é obtida no dominio definido pela curva de nivel a qual é utilizada no novo processo
iterativo. A dificuldade desta abordagem é na determinacao de um modo automaético
para a identificacao do contorno adequado, para gerar a nova malha no interior da
regiao selecionada. Outra desvantagem do método é a sua nao fundamentacao

matemaédtica como sendo a solucao de um problema de otimizacao.

Existem ainda alguns métodos que combinam as técnicas de refino de malha
com processos de otimizagdo de leiaute, ver Ramm et al. (1998), Alves & Alves
(1999), Costa Jr. & Alves (2003). No trabalho de Ramm et al. (1998) ¢ realizada uma
seqiiéncia de otimizacao de leiaute seguido por um processo de remalhamento. O
remalhamento é realizado a cada vez que as regioes vazias sao determinadas e seus
contornos sao aproximados por splines. Dai, na regiao do dominio que contém

material, uma malha mais refinada é gerada.

1.3 Objetivos e Contetido do Trabalho

Este trabalho tem por objetivo, desenvolver formulagoes para o Método de
Otimizagao Topoldgica (MOT), que sejam eficientes e competitivas na definicao de
estruturas tridimensionais. No capitulo 2 é proposta uma formulagao com critério de
minimizacao da flexibilidade atendendo a um pré-definido volume de material. No
capitulo 3, propoe-se uma formulacao para minimizagao da massa satisfazendo a um
critério de tensao. A topologia é obtida determinando-se a distribuicao 6tima de

material num espago prescrito de projeto, satisfazendo os requisitos de projeto.

O espago de projeto é aproximado por modelo de elementos finitos, o problema
de otimizacao estrutural é resolvido utilizando um algoritmo de programacao
matemaédtica aplicado as técnicas da otimizagao topoldégica em estruturas

tridimensionais. Para tal, foram desenvolvidas rotinas que calculam as sensibilidades
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das restrigoes tanto para o problema da flexibilidade quanto para o problema sob
restricao de tensao, ver Apéndice A. Resultados sao apresentados para comprovar a

validade da formulagao utilizada.

O presente trabalho ¢é organizado de modo a apresentar capitulos
independentes, isto é, cada capitulo apresenta uma introducao, desenvolvimento
tedrico, a formulacao generalizada do problema e sua aproximacao, a descricao dos
algoritmos implementados, os resultados de algumas aplicagoes e as conclusoes do

processo proposto.

No capitulo 2 é proposto um método de otimizagao topoldgica sob formulagao
de flexibilidade minima em estruturas tridimensionais. O método de otimizagao de
leiaute empregado é baseado na abordagem material, que considera uma equacao
constitutiva homogeneizada dependente apenas da densidade relativa do material.
Para a descricao das propriedades do material, utiliza-se uma formulacao de
microestruturas porosas, caracterizada pelo modelo material do tipo SIMP (Solid
Isotropic Material with Penalty). As equagoes de estado s@o aproximadas pelo Método
dos Elementos Finitos de Galerkin, com a utilizacao de elementos tetraédricos de
quatro nés que interpola o campo de densidades relativas além das componentes do
campo de deslocamentos. Para contornar os problemas de instabilidade de solucao
(problemas de tabuleiro ou xadrez), adiciona-se um conjunto de restrigdes laterais do
tipo “caixa”, as derivadas parciais do campo de densidade relativa. O procedimento
proposto apresenta-se como uma ferramenta bastante promissora, quanto & intencao
de se obter leiautes estruturais 6timos, bem definidos e com um ntmero reduzido de

membros estruturais.

O capitulo 3 também ¢é aplicado a estruturas tridimensionais, mas sua
formulagao é voltada para a minimizacao da massa e sob restricao de tensao. O
processo, do mesmo modo que o do capitulo antecedente, utiliza-se de elementos
tetraédricos de quatro nés interpolando os campos de deslocamento e de densidade
relativa. Para contornar os problemas de instabilidade de solucao, considera-se a
introducao das restricoes laterais. Nesta formulacdao é proposta uma restricao de
tensao efetiva, que utiliza um critério integral (critério médio global), relaxando a
condi¢do pontual (critério local) e assim possibilitando trabalhar com restrigdes
paramétricas de modo eficiente. Esta formulacao gera leiautes 6timos com qualidade

na definicao diretamente proporcional ao tamanho médio do elemento utilizado.



Capitulo 2

Minimizacao da Flexibilidade em Estruturas 3D

Utilizando Elementos Tetra4

2.1 Introducao

Neste capitulo é proposto um processo de otimizacao que tem por objetivo
proporcionar leiautes competitivos e com definigao proporcional ao tamanho médio do
elemento utilizado, de modo a minimizar a flexibilidade e atender a um pré-definido
limite de volume material.

O processo consiste em uma seqiiéncia de problemas de otimizagao. O método
de otimizacao de leiaute faz uso de uma microestrutura intermedidria artificial do
tipo SIMP (Solid Isotropic Material with Penalty), ver Bendsoe (1995) e Bendsoe &
Sigmund (1999), onde a equacdo constitutiva homogeneizada é fungdo somente da
densidade relativa do material, definida por p. Para estabilizar a solugao e assim
evitar problemas de tabuleiro, impoem-se restricoes de estabilidade, de modo a
controlar as variagoes de densidade em cada direcao. As equagoes de estado sao
aproximadas pelo Método dos Elementos Finitos de Galerkin, com a utilizagao de um
cldssico elemento finito tetraédrico de quatro nds, designado neste trabalho por
Tetra4, o qual interpola linearmente o campo de densidades relativas além das

componentes do campo de deslocamentos.

(a) dominio inicial (b) dominio final

Figura 2.1: Caracterizagao do problema de otimizagao de leiaute
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Um problema tipico, que caracteriza um processo de otimizagao topolégica, é
ilustrado nas figuras Figs. 2.1(a,b). Aqui, 2 é o dominio do corpo a ser considerado,
o contorno é denotado por 9N =TI UL, e I'' NI', =@, onde I', é a parte do
contorno com deslocamento prescrito, ¢.e., u=1u e I' é a parte do contorno com

tracdo prescrita, i.e., on =t. Denota-se b como a forca de corpo prescrita definida
em 2. H (Q) = {v‘v € [Hl (Q)]Q, v=0em x€ I‘u} e H={u+ H,} sao os conjuntos

das variagoes e deslocamentos admissiveis respectivamente.

Na solucao do problema discreto de otimizagao, foi aplicado o Método do
Lagrangiano Aumentado. Como conseqiiéncia, o problema de otimizagao reduz-se a
solucao de uma seqiiéncia de problemas de limites laterais do tipo caixa, o qual é
resolvido por um método de projecao de segunda ordem que usa um método de quasi-

Newton sem memoria, ver Apéndice D.

2.2 Formulacao do Problema

2.2.1 Definicao do Problema

O problema de otimizacao de leiaute pode ser formulado da seguinte forma:
Determinar a distribuicao de densidade relativa p do material, tal que seja solucao
de:

min/(u), (2.1)

P

sujeito as seguintes restrigoes:

(i) Restrigdo de Volume:

fde =afl, (2.2)

Q

sendo 2 o volume do espago de projeto, p a densidade relativa e a fracao de

volume prescrita, a € (0,1);

(ii) Restrigoes Laterais

pinf_lo(x)go S IO(X)_psup SO? VXGQ (23)
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(iii) Restrigoes de Estabilidade

Estas restrigoes sao aplicadas visando assegurar a existéncia de solucao para o
problema de otimizacao de leiaute, evitar a instabilidade de tabuleiro e reduzir a
dependéncia da malha inicial utilizada, ver Bendsoe (1995) e Sigmund & Petersson
(1998). Para se obter um alto desempenho computacional, utiliza-se um elemento
finito com baixa ordem de interpolacao. Contudo, a utilizacao destes elementos pode
ocasionar o aparecimento de instabilidade numeérica, no caso da omissao da restricao
de estabilidade.

2
[8/8)5;)] _(Cd>2 <0, parad=wyez Vel (2.4)

As constantes c¢,, ¢, e c¢, impoem um limite superior ao mdédulo das
componentes do gradiente da densidade relativa, Petersson & Sigmund (1998) e
Sigmund & Petersson (1998). A determinagao destas constantes sdo explicadas na

subsegao 2.3.1.

O campo de deslocamento u(p(x),x) é obtido da solugéo do problema de valor

de contorno: Determinar u(p) em x € I, qual que:
dive (u(p))+b=0, x€Q; (2.5)
sendo
s(u(p))=D"(p)e(u(p)) (2.6)
c
o(u(p))n=t =xeT,. (2.7)

g ¢ o tensor deformacdo infinitesimal e D" (p) ¢ a equagdo constitutiva

homogeneizada do material com uma microestrutura porosa.
A formulagao fraca, definida na equacao (2.5), pode ser expressa como:

Encontrar u € H (), tal que:

a(u,v)=Iv), VveH, (2.8)
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com:

a(u,v)= fDH (p)g(n) - g(v)dQ (2.9)

Q

Sendo a integral definida na equagao (2.9) aproximada por uma integragao

seletiva, explanada na subsecao 2.3.3, de modo que:
a (uav) = Gy (ll, V) + g (u,v) (2'10)

no qual, a,, (u,v) sdo os termos volumétricos e a,, (u,v) sao os termos de distorcao.

E

Y

Z(v):fb-de+ft~vdF. (2.11)
Q T,

2.2.2 Condicao Necessiaria de Otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker

Na maior parte dos casos, os problemas de engenharia apresentam algum tipo
de restricao. Sendo assim, a idéia chave para aplicar as condigoes necessdrias e
suficientes, ver Apéndice B, para um problema de otimizagdo com restricbes é
transformd-lo em um problema de otimizagao sem restrigoes e aplicar as condigoes
para este caso. Uma forma de fazer esta transformagao é através do funcional

Lagrangiano, o qual pode ser definido como:
L(p,u,v,x, 2, A, p,) = l(u) + K‘f(p —a)dQ+

Q
Q Q

+f/1d
)

parad=zyez, VxeQ;ueH; veH ; peW"™; (4,4 yd)E(L2)5 e keER.

79 7%

[%]2 - cd?]d@ — a(u,v) + U(v)

O problema associado de ponto de sela pode ser formulado como: Determinar

(p,u,v,l(,li,/ls,,ud), com A4, >0, 4 >0 e u, >0, tal que

L(pw, %,k A Ay ) < L(pow,v, i, A A, ) < L(Py0,v, i, A A i) (213)
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para todo (b,ﬁ, \Af,l%,li,/is,[td) com A4, >0, 4, >0 e 4, >0. Dai, as condigoes
necessdarias de 6timo podem ser determinadas como:

Da restrigao de desigualdade a esquerda na eq.(2.13), é derivado que:

fde —aQ ; (2.14)

Q
420, A(p—p)=0 e p,;—p<0; (2.15)
ﬂ’s 2 07 /15 (p - psup) = 0 € p - psup S 07 (216)

8,0]2 2 [aPT 2
>0, ——| —c;|=0 —| —¢, <0, 2.17
Hy = Hy [ad Ca e 9d Ci > ( )
para d =z,y e 2;

a(w,v)=1(v), V ve H, (Q). (2.18)

a(v,a)=1(a), V ae H, (Q), (2.19)
H
K—A+ A — 3])8—(,0) g(u)-g(v) —div([H|]Vp) =0, em x €, (2.20)
0
e
[HIVp-n=0, em x €09, (2.21)
onde, [H] é definido como:
2, 00
(H]=| 0 24 0 (2.22)
0 0 24,

2.2.3 Definicao do Modelo Material

Um modelo de material que defina a microestrutura do dominio fixo de projeto
¢ caracterizado pela presenga, auséncia de material (sélido/vazio) ou ainda por
estdgios intermedidrios entre as condicoes sélido e porosidade, propiciando

consisténcia fisica ao problema.
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Para formular o problema de otimizagao de leiaute, aplica-se uma técnica de
relaxacao do problema que consiste na utilizagago de um material composto
caracterizado pela presenca de microestruturas porosas, parametrizadas por sua
densidade relativa. O modelo microestrutural utilizado é denominado SIMP, Solid
Isotropic Material with Penalty, ver Bendsoe (1995) e Bendsoe & Sigmund (1999),
que caracteriza o comportamento constitutivo de um material artificial, e é definido
por uma fungao paramétrica associada com a densidade do material. Neste modelo, o

modulo de Young efetivo é definido em termos da densidade relativa p, de modo que
E(p)=p'E, (2.23)

onde, E, representa o médulo de Young do material sélido e 1 denota o parametro

de penalizacgao.

Esta aproximacao significa que se um projeto final tem densidade zero ou um
em todos os pontos, este projeto é um projeto sélido/vazio, coerente com o modelo
fisico correto. Neste modelo, sugere-se 7 > 1, de forma a penalizar o aparecimento de
densidades intermedidrias no dominio de projeto. Sob o ponto de vista matematico, o
aparecimento de densidades intermedidrias é importante para a relaxacao do
problema, mas nao ¢ conveniente para o projetista, que deverd interpretar os

resultados para definir o leiaute da estrutura.

2.3 Processo de Aproximacao do Problema

O problema ¢é generalizado para estruturas tridimensionais e solucionado com a
aplicagao do Método dos Elementos Finitos de Galerkin. O elemento finito utilizado
na aproximagao do problema é o tetraédrico de quatro nds (Tetrad), que interpola
tanto as varidveis do campo de deslocamentos (uz,uy,uz) , como o campo de densidade
relativa p , segundo mostra a ilustracao da Fig. 2.2.

Zz
4 e - U, Uy, W, p

X

Figura 2.2: Elemento finito tetraédrico de quatro nés
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Como resultado da discretizagdo de p(x), as varidveis de projeto sao definidas
como sendo os valores da densidade relativa nos nds da malha. Devido a

0
od

sendo

particularidade da interpolacao adotada, a derivada parcial ‘

d==xzyezVxeQ eo tensor deformagao infinitesimal g(u) é constante para cada

direcao no interior de cada elemento finito.

Neste ponto é importante enfatizar que, para obter um alto desempenho
computacional, é imprescindivel a utilizacao de um elemento finito com baixa ordem
de interpolacao. Porém, a utilizacao de elementos de ordem inferior pode ocasionar,
no caso da omissao da restricao de estabilidade, o aparecimento de instabilidade
numérica. Sendo assim, com o objetivo de contornar estas instabilidades, sao
impostas restricoes laterais as componentes do gradiente da densidade relativa, como
proposto por Petersson & Sigmund (1998). Agora, ja que Vp é constante no interior

de cada elemento, impoe-se apenas que:

22 < ey (224

no qual e é o nimero do elemento e d as direcoes em z,y e z. A constante ¢, define
os limites laterais para as componentes do gradiente da densidade relativa.
2.3.1 Definigao dos Limites c,, c, e c,

Considere um elemento genérico como mostrado na Fig. 2.3, sendo
x, = (2,9,,2), p/ i=1..,4 as coordenadas dos vértices e x, =(z,,y,.2,) as

coordenadas do baricentro do elemento finito tetraédrico de quatro nés.

di=%Xi-Xn com i=123¢e¢4.

d

“min

o

Figura 2.3: Coordenadas do baricentro do elemento finito Tetrad
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Agora, denotando:

d., =min|d| p/ i=1..4 (2.25)
é definido que
¢=c =c =c =—. (2.26)

min

Uma modificagao dos limites c;, ¢, e ¢, deve ser realizada se no minimo uma das
faces do elemento coincide com algum plano de simetria. Aqui, sao considerados trés

casos possiveis:
(i) Plano de simetria - zy

Aqui, considera-se que a face abc do elemento coincide com o plano —zy de
simetria. Neste caso, como ilustrado na Fig. 2.4, deve-se ter: w =20 e (8,0/82) =0.

Sendo assim, a imposicao da ultima condicao é alcancada denotando ¢, = 0.

'

Y, v

bl

Z,U

Figura 2.4: Condicao de simetria no plano — zy
(ii) Plano de simetria - zz

Agora, considera-se que a face cbd do elemento coincidente com o plano — xz
de simetria. Assim, de acordo com a ilustracao na Fig. 2.5, deve-se ter: v =10 e

(0p/dy)=0. A imposi¢ao da ultima condicdo ¢ alcangada denotando ¢, =0.
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'

y,v

Figura 2.5: Condigao de simetria no plano — zz
(iii) Plano de simetria - yz

Considerando que a face acd do elemento coincidente com o plano —yz de
simetria, de acordo com a ilustracao na Fig. 2.6, deve-se ter: u =0 e ((9,0/ 83}) =0.

A imposigao da tultima condic¢ao ¢ alcangada denotando ¢, = 0.

'

Y, v

Figura 2.6: Condicao de simetria no plano — yz

2.3.2 Formulacao Discreta do Problema de Otimizacao

O problema discretizado pode ser formulado como: Determinar p € R" tal que

seja solucao de:

min f (u(p)) (2.27)
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sujeito a restricao de volume
1o~
e=1

de modo que a densidade média do elemento seja:

4
Z Pi
_ it

4

D, , para p, €e. (2.29)

E as restricoes de estabilidade:

1

9.4 (P) = E

<0, (2.30)

inf sup -
ot <p < pi= 1,...,n}.

Aqui, n representa o niimero total de nés na malha de elementos finitos e é denotado

para e=1..,n; d=z,yez e p€ X, com X:{pER”’

que p=1/d,., sendo que d . ¢ definido como d , = max,_,, ||d2|| A funcao
1
B,

algum vetor de densidade relativa nodal p, adequado.

f,(u()). com B, = 1,(u(p). para

objetivo adimensional ¢ dada por: f (u(p)) =

Para resolver o problema de otimizagao é aplicado o Método do Lagrangiano
Aumentado de maneira a obter um problema de 6timo apenas com restrigoes laterais,
ver Apéndice D. O processo de otimizagao agora consiste na solu¢do de uma
seqiiéncia de problemas de minimo com restricoes do tipo caixa, o qual pode ser

resumido como:
1. Definir valores iniciais: k=0, A* =0, p*=0, erro =1,0, £*, o e tol.
2. Enquanto erro > tol , efetuar lago:

(i) Solugao do problema de minimizacao com restrigoes laterais
minII(p,A*,u";¢%,0), VpeX (2.31)

no qual,

3

(p, ', 15" o) = f<p>+§h<p>[h<p> 145 S (0,0), 0 44| (2:32)

j=1 a)j e=1
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Sendo definido que: f(p) ¢ a fungdo objetivo, h(p) é a restrigio de volume e

k k ~ .~ o1
V. (9,(p),®;, 1;;) sdo as restrigoes de estabilidade.

com

;1
9.,(p)[9.,(p) + @l 11l], se g,,(p) > —
v, (9,(p), @, 1) = R . (2.33)
jﬂej a)j/uej
2 ) s€ ge](p) < 2

para e=1....,n ej=1..,3.

e

Por conveniéncia, o indice d = z,y e z é também denotado por j=12¢ 3.

Desta forma,

i df 2]
= 2
dp, ~ dp, {[ ¢ ] 2

1 Z ov,,

k
a)j e=1 ap’nn

l (2.34)

j=1
com

df _ Of  N~Of o,

_— = (2.35)
dpn,n apnn r=1 aur 81072,"
sendo m o grau de liberdade e n o niimero de nés.
Reescrevendo a equagao (2.35)
A O | gy O (2.36)
dp,  Op, p,,
Tem-se que:
Ku="P, (2.37)
derivando a equagdo (2.37) em relacio a p, :
9K |,  gOu _O° (2.38)
Ip,, op,  9p,
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Como a carga P nao depende da densidade, denota-se que:
k| 9K R (2.39)
p,, p,, ”
Ou gl | 9K (2.40)
p,, ap,,
Substituindo a equagao (2.40) na equagao (2.36), tem-se:
df of 4
—— =——+(Vuf,K {R, 2.41
dp, ~ 9p, < FE }> 240
df of T
—— =——+ (K Vuf iR, 2.42
dp n, 8p n, < f { ’ }> ( )
desde que K' = K":
df _ Of o
H = Wn” + <K Vllf, {Rn,, }> . (2.43)
(ii) Atualizacao dos multiplicadores de Lagrange
k+1 k 2 k
A = maX{O,i +Zh<x )} (2.44)
e
2 '
et = max{(),/z;’. +—9, (X")} p/e=1L..,n; j=1,..,3. (2.45)
.
J
(iii) Atualizacao dos parametros de penalidade
6t se gt > sendo y, €(0,1)
S = ) (2.46)
é/mzt
e
B, sefof >o sendo B €(0,1)
o = - p/j=1..,3 (2.47)

w;
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(iv) Determinacao do erro

k+1 k+1 k

|4kt k _ & o :
a—‘/i —i‘,b-rn?x,ug1 — Ha|s €= max |ty — fhy

) (2.48)
o d—max|u — i

entdo, k =k +1 e erro = max{a,b,c,d}.
3. Fim do laco.

Desta forma, o problema pode ser formulado como: Dado 4, p,, p,, b, € R™ e

¢, w,m,,0, € R. O problema consiste em encontrar um p* € R", tal que:
p =argminll(p,A,u;{,0), ¥V pcX. (2.49)

Para a aproximacao do problema é aplicado o Método dos Elementos Finitos

de Galerkin, que utiliza elementos tetraédricos de quatro nds.

A interpolagao do campo de densidade relativa é:

4
p(x7y7z):ZNn (x7y7z)pm (250)
n=1
no qual N, sao as fungoes de interpolacao do elemento:
1 x
N, = W(C AdjA) (2.51)

n

com n = 1,...,4 (nimero de nés do elemento), V o volume,

C:[l Ty z] (2.52)
(§]
1z oy 2z
ol (2.53)
o Ty Y3 Z3 '
Loz, y 2
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O campo de deslocamento dentro de cada elemento é dado por:

= Nu, (2.54)

com o vetor de deslocamentos nodais ue a matriz de interpolacao N igual a:

u, —{uz,uy,uz,uz,uy,uz,uz,uy, ul,u y, Z} (2.55)
N O 0O N, 0O 0 N, 0 0 N, 0 0
N=lo0 N, 0 0 N, 0 0 N, 0 0 N, 0 (2.56)
O 0N, 0 0N 0 0 N, 0 0 N,

A construcao das matrizes de rigidez dos elementos envolve a definicao das
funcoes de interpolacao, cuja expressao depende das caracteristicas polinomiais das
mesmas e das coordenadas que definem o elemento. A identificacao da equacgao, que
define a funcao de interpolacao de um elemento qualquer da malha, é uma tarefa
custosa. Para superar esta dificuldade costuma-se utilizar uma operagao de

mapeamento das fungoes de interpolacao definidas num dominio elementar padrao,
ver Fig. 2.7.

L o - Ux, Uy, U, P

4

Y
>

Figura 2.7: Coordenadas do elemento finito tetraédrico de quatro nés

Funcgoes de interpolagao para um tetraedro de quatro nds:

N, (&
Nz(s”
Ny (&7,
Ny (&

4

(2.57)
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No sistema de coordenadas locais, a densidade relativa sera:

p(z(Enm ) w(En ). 2(Em ) =D N, (End)p, (2.58)

Neste caso, as mesmas fungoes de interpolacao para mapear o elemento foram
utilizadas para interpolar as varidveis de interesse. Os elementos que possuem esta
propriedade sao chamados elementos isoparamétricos.

O objetivo deste tipo de mapeamento é estabelecer um tnico conjunto de
funcoes de interpolacao para cada tipo de elemento, efetuar a integragao das matrizes
de rigidez e termo de carga na configuracao padrao do elemento através de uma

simples mudanca de varidveis de integragao.
A interpolagao da geometria é a derivada das fungoes de forma:

r=> N(&n.)z,

n=1

y= iN (&:1,4)y, (2.59)

n=1

=Y N,(&n.¢)z,

ON, ON,
81:" 857?,
19N, | _ (37 on, | (2.60)
9y, on,
ON, ON,
L 82% L aé”ll
onde a Jacobiana do elemento é:
o oy 0:
0 0 0
Ty =Ly Yo — Y 2 — % d d d
=20 =T Yo =Y 20— 24| = % @ % (2.61)
13 13 13 (3 (2 13 877 877 877
Lis =Xy Yis — Y iz — Zu dr Ay 0z
ac s o
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E as expressoes integrais sao:

f Fay, 2V = 6V j; 1 fo H f1 S acdnde (2.62)

No caso de um tetraedro de quatro nés, det J = constante.

I plg ploéog
V = detd f f f d¢ dndé (2.63)
0 0 1

Resolvendo a parte integral, tem-se:

fflgflmd’;d”d? ffl (1— & —n)ndé (2.64)

1-¢
SR ]dcf [la-9- 5(1—5)—M}d§

2
1
[——§+ ]dg = (2.65)

2

S
f.

entao:

det[J] =6V (2.66)
det [J] = (le - J%‘4)(3/2'2 - yi4)<zi3 - 27:4) + (%2 - xi4)(yi3 - yi4)(zi1 - 214)
+(xi3 - xi4>(yi1 - ’!12'4)(42 - Zi4> - (zn - Zi4> Yio — yz’4)<$i3 - -Tz'4) (2.67)

(
- (ZiZ - Zi4>(y7i3 - yi4>(xi1 - Ii4) - (Zi3 - Zi4)<yi1 - yi4>(Ii2 - x14>

V é o volume do elemento.

Para o processo de cédlculo da matriz de rigidez, aplica-se um esquema de
integracao seletiva, ver subsecao 2.3.3, visando contornar o efeito do travamento
volumétrico. Denomina-se travamento volumétrico a ocorréncia de uma rigidez
excessiva em elementos finitos tridimensionais de baixo grau de aproximagao em
situagoes de quase incompressibilidade. Este travamento ocorre devido & combinacao
de uma restricao cinemdtica imposta pelo modelo constitutivo com a pouca
capacidade de deformacao dos elementos de baixa ordem. A situagao mais freqiiente
de travamento volumétrico é, como por exemplo, em andlises eldsticas, quando o

coeficiente de Poisson se aproxima de 0,5.
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Considere a matriz de rigidez do elemento linear:

K= f B'DBAQ, (2.68)
Q
a qual pode ser reescrita na forma:

B’uol] ! [Dvol] 0 [Bwl]
ds) 2.69
| (2.69)

[
K:[ [Bdist 0 [Ddist] [Bdist]

No qual [B] é a matriz de derivacao levando em consideracdo a parte volumétrica
[B,,,] e a parte referente a distor¢ao [B,,], que opera sobre o vetor de deslocamento

nodal fornecendo as componentes de deformacao.

2.3.3 Equacgao Constitutiva e Integragao Seletiva

A descricao das propriedades materiais em elementos com densidades
intermedidrias é baseada no modelo SIMP, ver Bendsoe (1995) e Bendsoe & Sigmund
(1999). Nesta abordagem, o médulo de Young efetivo para um dado elemento com

densidade p ¢é fornecido por:
E(p)=p'E, (2.70)
onde, E  representa o médulo de Young do material sob densidade plena e 7 denota

o parametro de penalidade.

Esta relacdo da equagao (2.70) permite-nos escrever a equagao constitutiva

homogeneizada associada ao modelo microestrutural, como:

D" (p)] = p"[D,]. (2.71)

sendo [DO] a matriz que contém os parametros de elasticidade do elemento denso.

Para contornar o efeito do travamento volumétrico, aplica-se um esquema de
integracao seletiva no qual calcula-se, separadamente, os termos volumétricos e os

termos referentes a parte de distorcao. Desta forma, obtém-se:

[D"(p)] = Dy, ] +[Dii] - (2.72)
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Sendo definido que

D(p) 0 0 0
D= D= (2.73)
0 0 0 D, (p)
e ainda
] 1% 1%
1—v 1—v
E(1-v) v 14
D” = 1 2.74
[ 11('0)] 1+v)(1—-2v)[1—v 1—v (2.74)
v v
1
1—v 1-—v
e
1 00
D = E 01 0 2.7
[ 22(,0)]—m (2.75)
0 0 1

Separando os termos de rigidez volumétrica e de distor¢ao da eq.(2.69), obtém-

Se:
K = K’uol + Kdist : (276)

Fazendo uso da equacgao constitutiva homogeneizada, define-se:

vol

szzjﬁfDHBdQ (2.77)
Q

mm:fﬁm@3ﬂ2 (2.78)
Q

Para o esquema de integracao seletiva, subintegra-se os termos volumétricos da
eq.(2.77), e integra-se de maneira completa os termos de distor¢do definidos na
eq.(2.78). Existem variadas técnicas mais aprimoradas e desenvolvidas do que o
cldssico método de subintegragao, ver Bonet, Marriott & Hassan (2001) e Taylor

(2000), que poderiam ser futuramente implementados.
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2.4 Resultados

Com o objetivo de avaliar o procedimento proposto, serao apresentadas nesta
secao algumas aplicacoes do MOT para minimizagao da flexibilidade em problemas
3D. Por simplicidade, ¢ utilizado o mesmo médulo de Young para todos os casos,
E. =215x10"ut, exceto quando citado no texto.

Para melhor visualizacao tridimensional da topologia resultante foram
descartados os elementos com densidade abaixo de 0,8. Na regiao em detalhe, Fig.
2.8, pode ser verificado que o contorno da topologia é formado por um gradiente de
distribuigao de densidade, devido ao campo de interpolagao utilizado. Considerando a
espessura do gradiente de densidade (camada de definigdo do contorno), definida
apenas por um elemento, tem-se a condicao o6tima de nitidez do contorno da
topologia. Conclui-se entao que o tamanho médio dos elementos que formam a
camada define a qualidade da topologia. Agora, analisando o elemento com maior
densidade possivel na camada de definicao do contorno, tem-se p, = 0,7505
considerando p,, = 0,002. Sendo assim, basta que o valor limite da densidade a ser

desconsiderado seja p,, = p, + Ap,.

1+ 141+ 0,002
P, = 1

= 0,7505 (2.79)

Densidade

1

08002
0.8004
0.7006

m 06008
0.501
0.4012

0.3014
0.2016
na0e
0.002

Figura 2.8: Gradiente de distribuigao de densidade (resultado do problema 2.4)

Problema 2.1:

Aqui é considerado o problema ilustrado na Fig. 2.9(a), cujas dimensoes sao

a=1wuc, b=1wuc ec=1uc. Para diminuir o tempo de processamento do problema,
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¢ analisado % de simetria da estrutura com 16.205 elementos e 3.218 nés, Fig. 2.9(b).
A estrutura analisada estd sujeita a uma carga prescrita de P =5x10°uf e a uma
fracdo de volume de 0,20. O bloco estd fixo em Q nas trés direcbes z, y e z, ou seja,
O = =03 = QU com deslocamento prescrito [0,0,0].

A Fig. 2.9(c) representa o resultado da topologia apds o descarte de elementos
com densidade inferior a 0,8 e a Fig. 2.9(d), com o descarte de elementos com

densidade inferior a 0,5.

i o ! i Planos de Simetria

[ i
b ! w2 ! i
(a) a : : i i

| b p

! | a” i i iy L

o) e e ) P Q. e =
b c
Andlise de 1/4 da estrutura
Estrutura Completa Estrutura Completa

Topologia Resultante

Topologia Resultante ':l' """""""""""""

Figura 2.9: Resultado do problema 2.1

Problema 2.2:

Considere o problema ilustrado na Fig. 2.10(a), o qual consiste em um bloco
fixado na face esquerda, cujas dimensoes sao a =4 uc, b=7uc ec=>5uc. Para
diminuir o tamanho do problema, é analisada metade simétrica da estrutura, onde
aplica-se uma carga vertical prescrita na mesma de P =5x10°uf, Fig. 2.10(b).

Coeficiente de Poisson v = 0,3.
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O problema de leiaute 6timo é submetido a uma restricao de volume, sendo
avaliada para dois casos: & = 0,20, Fig. 2.10(c) e ¢ = 0,55 Fig. 2.10(d).

A estrutura analisada apresenta 13.389 elementos e 3.130 nés.

Plano de Simetria

Andlise da metade da estrutura

Topologia Resultante Estrutura Completa

Figura 2.10: Resultado do problema 2.2
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Problema 2.3:

Aqui é considerado o problema ilustrado na Fig. 2.11(a), o bloco estd fixo em
toda a face esquerda e suas dimensoes sao a =4 uc, b=7uc ec=>5uc. Para
diminuir o tempo de processamento, ¢ analisada a metade simétrica da estrutura com
5.603 elementos e 1.523 nés e é aplicada uma carga na mesma de P = 5x10°uf, Fig.
2.11(b). O valor da fragao de volume é de 20%.

Para verificar o efeito do travamento volumétrico, é analisada uma seqiiéncia
de casos com valores diferentes de coeficiente de Poisson: v =0,3, Fig. 2.11(c);
v =0,45, Fig. 2.11(d); v = 0,46, Fig. 2.11(e); v = 0,47, Fig. 2.11(f); v = 0,48, Fig.
2.11(g) e v = 0,49, Fig. 2.11(h).

A Fig. 2.11(i) mostra o resultado final na topologia utilizando médulo de

Young E, =101 x10°ut e coeficiente de Poisson: v = 0,35 .

Plano de Simetria

—~
&

Anilise da metade da estrutura Topologia Resultante

Estrutura Completa
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Estrutura Completa Estrutura Completa

Topologia Resultante = i
Estrutura Completa = Estrutura Completa

Figura 2.11: Resultado do problema 2.3

Problema 2.4:

Neste caso, considera-se o exemplo ilustrado na Fig. 2.12(a) com dimensoes
a=2uc, b=10uc e c =1 uc. Para diminuir o esforco computacional, é analisado %
de simetria da estrutura com uma carga prescrita aplicada na mesma de
P =5x10°uf e restrita a uma fracio de volume de 0,25, Figs. 2.12(b,d). Coeficiente
de Poisson v =0,3.

Aqui, foram analisados dois casos: no primeiro, a malha apresenta 4.740
elementos com 1.176 nés, Fig. 2.12(b); no segundo, Fig. 2.12(d), 35.555 elementos

com 7.289 ndés.
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Anilise de 1/4 da estrutura

Topologia Resultante

m Estrutura Completa
+

Analise de 1/4 da estrutura Topologia Resultante

Estrutura Completa

Figura 2.12: Resultado do problema 2.4

Problema 2.5:

Considere o problema ilustrado na Fig. 2.13(a), o qual consiste em um toréide
fixado em seu didmetro interno, ou seja, 0 apresenta deslocamento prescrito [0,0,0].
Suas dimensoes sao: didmetro externo de 2uc, didmetro interno de 0,4uc e espessura
de 0,2uc. Para diminuir o esforco computacional, é analisada a metade da simetria,
Fig. 2.13(b), com uma carga prescrita aplicada na mesma, a cada 90°, de
P = 5x10°uf e coeficiente de Poisson v = 0,3.

Neste caso, sao analisadas dois tipos de malhas para trés casos distintos. No
primeiro caso, a malha contém 1.432 elementos com 524 nds e é restrita a uma fragao
de volume de 0,40, Fig. 2.13(c). No segundo, a malha também contém a mesma
quantidade de elementos do caso anterior, porém utiliza-se uma fracao de volume de
0,55, Fig. 2.13(d). E no ultimo caso, o problema ¢é restrito a uma fracdo de volume
de 0,40 com uma malha de 23.288 elementos e 5.678 nds, Figs. 2.13(e,f).

2P P

Plano de Simetria

(a) 2 (b) ¢

2p I
l'!
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Anilise da metade da estrutura Anilise da metade da estrutura

Anilise da metade da estrutura Topologia Resultante Estrutura Completa

Figura 2.13: Resultado do problema 2.5

Problema 2.6:

Aqui, considera-se o problema representado na Fig. 2.14(a), o qual consiste em
um bloco com um furo circular fixo, ou seja, € apresenta deslocamento prescrito
[0,0,0]. Suas dimensoes sao: diametro do furo 1,0 uc, a =4 uc, b=1,5 ue, ¢ =4 uc,

ed=1uc.

Para diminuir o tempo de processamento do problema, analisa-se metade da
estrutura no qual é aplicado um carregamento de P =5x10°uf, de acordo com a

Fig. 2.14(b). Para uma fracao de volume de 0,15 e coeficiente de Poisson v = 0,3

O problema ¢é analisado em malhas com refinos diferentes. No primeiro caso, a
malha contém 8.712 elementos com 2.151 nés, Fig. 2.14(c); e no segundo, 19.954
elementos e 4.436 nés, Fig. 2.14(e).

R e R

/
Y
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Topologia Resultante

Estrutura Completa

Andlise da metade da estrutura

Topologia Resultante

Andlise da metade da estrutura

Figura 2.14: Resultado do problema 2.6

2.5 Conclusoes

A formulacao proposta neste capitulo, de acordo com os resultados obtidos
pelo algoritmo proposto, mostra ser efetiva na geracao de topologias estruturais
6timas para problemas 3D. A consideragao de elementos com densidade superior a 0,8
possibilita uma melhor visualizacao da topologia étima 3D, tendo em vista que tais
elementos de baixa densidade nao influenciam na determinacao e até mesmo na

modificacao da topologia.
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A resolucao final do contorno material é diretamente dependente do tamanho
médio do elemento finito empregado, representando a relacao direta com o custo
computacional, como pode ser verificado, o mesmo apresenta 6tima nitidez com clara
disposicao de material.

A utilizacao de uma malha mais refinada pode modificar a topologia final da
estrutura, tornando-a mais complexa e detalhada em relagao a topologia resultante de
uma malha mais grosseira.

A utilizagao de um elemento de interpolacao de baixa ordem, Tetrad, em
conjunto com a aplicacao das restricoes laterais nas componentes do gradiente da
densidade relativa, possibilita o desenvolvimento de wum algoritmo com alta
performance computacional, robusto e estdvel, i.e, sem problemas de instabilidade de
tabuleiro e podendo ser aplicado a problemas com condigoes de contorno complexas,
possibilitando uma proposta inicial de topologia estrutural.

A implementacao de um esquema de integracao seletiva, aplicada para o
cdlculo da matriz de rigidez, contornou o efeito de travamento volumétrico
ocasionado pela utilizacao do elemento Tetrad. Para os casos avaliados, analisou-se a
resposta da topologia da estrutura com diferentes valores do coeficiente de Poisson.

Em relagao a uma formulacao por pizel, este método tem a desvantagem do
custo computacional para o cdlculo da rigidez em cada elemento, mas esta
desvantagem pode desaparecer com a implementacao de um processo de
adaptatividade. O processo de refino adaptativo é uma técnica inteligente de
refinamento da malha com informagoes da topologia obtida na malha original. Entre
outras melhorias da solugao, serve para tornar mais nitida a definicao do contorno da
topologia, com menor custo computacional, maiores informagoes nos trabalhos de

Costa Jr. (2003), Costa Jr. & Alves (2003).



Capitulo 3

Otimizacao Topoldgica 3D sob Restricao de Tensao

Utilizando Elementos Tetra4

3.1 Introducao

Neste capitulo é proposto um processo de otimizagao de leiaute para
minimizacao da massa sob critério de tensao, aplicados em dominios de projetos 3D.
O processo metodoldgico visa produzir leiautes competitivos e de alta definigao.

Desde a introducao das técnicas de distribuicao material, por Bendsoe &
Kikuchi (1988), a maioria dos trabalhos relativos a determinagao de um leiaute 6timo
tém sido relacionados a formulacoes de minimizacao de flexibilidade. Porém, para a
obtencao de um leiaute 6timo para a manufatura, é imperativa a consideracao de
restricoes locais de tensao nas perspectivas da engenharia. Mas, a consideragao destas
restricoes locais de tensao envolve intmeras dificuldades, conforme Yang & Chen

(1996):

= A tensao é uma quantidade local, portanto, um grande nimero de restrigoes
deve ser considerado para assegurar uma aproximacao adequada. Estas
restricoes devem ser avaliadas em uma série de pontos discretos, cuja
distribuicao precisa ser densa o suficiente, de forma a minimizar a possibilidade

de violacao da restricao entre quaisquer dois pontos avaliados;

= A tensao é altamente nao-linear com respeito as varidveis de projeto. Isto
significa que devem ser utilizados algoritmos de programacao matemadtica

muito robustos.

Com o aumento da complexidade do algoritmo de otimizagao e da andlise de
sensibilidade, o custo computacional para a aplicacao do método de otimizacao
topoldgica, que ja envolve um nimero elevado de varidveis de projeto, é aumentado
significativamente.

A transformacao de um critério de tensao local para um critério de medida

global ¢ um modo de evitar a utilizacao de um grande nimero de restricoes. A
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medida de tensao global ¢ implementada como uma tnica restri¢cao, visando reduzir o
custo computacional necessdrio para resolver o problema de otimizacao.

O problema de otimizacao topoldgica sob restricoes de tensao local estd sujeito
a problemas de singularidade, devido & degeneracao do espaco de projeto. A regiao
factivel do espaco de projeto contém apéndices degenerados onde o algoritmo de
otimizacao tem grande dificuldade de atingir o 6timo sem violar a restricao de tensao.
Regioes de baixa densidade permanecem as vezes altamente deformadas, ou seja,
quando a densidade tende para o limite inferior nestas regioes, o estado de tensao na
microestrutura tende para um valor nao nulo superior ao limite de tensao. Portanto,
o procedimento de otimizacao nao consegue remover o material nesta regiao sem
violar a restricao de tensao. O paradoxo é que se o material fosse totalmente
removido, a restricao de tensao obviamente nao estaria ativa.

Para contornar o problema de singularidade considera-se uma relaxacao € na
restricdo de tens@o, como proposto por Cheng & Guo (1997). Esta técnica de
perturbacao das restrigoes resulta em uma relaxacao dos limites de tensao em regioes
de baixa densidade.

Neste trabalho, a otimizagao de leiaute é resolvida como um problema de
distribuicao do material, no qual faz-se o uso de um modelo microestrutural do tipo
SIMP. Como esta abordagem ¢é passivel a problemas de instabilidade de tabuleiro, ver
Bendsoe (1995), Sigmund & Petersson (1998) e Bendsoe & Sigmund (1999), para
contornar o problema de instabilidade de solugao, impoe-se uma restricao as
componentes do gradiente da densidade relativa, como proposto por Peterson &
Sigmund (1998).

Para a aproximacao do problema ¢é utilizado o Método de Elementos Finitos de
Galerkin, que faz uso de elementos tetraédricos de quatro nés (Tetrad), interpolando
linearmente o campo de densidades relativas além das componentes do campo de
deslocamentos. Visando a reducao do custo computacional para a determinacao da
topologia 6tima, é considerada uma relaxacao da restricao local de tensao, pela sua

transformacgao em um critério de medida global.

3.2 Formulacao do Problema

O objetivo deste trabalho ¢ minimizar a massa de estruturas tridimensionais,

submetidas a:
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(i) Restri¢oes de tensao

<0; (3.1)

(ii) Restrigoes de limites laterais
pinf_p(x)go € p<x)_psup§07 VXEQ, (32)

(iii) Restrigoes laterais impostas as componentes do gradiente da densidade relativa,

em cada ponto do dominio

[8/55;)] <(), p/ d=wyex vxeq (3:3)

O campo de deslocamento é obtido através da solugao do problema de valor de

contorno:
a(w,v)=1Uv), VveH, (3.4)
no qual:
a(u,v) = f D’ (p)e(u) - £(v)dQ (3.5)
l(v):fb-de—i—ft-vdF. (3.6)
Sendo,

» () é o dominio do corpo a ser considerado;

= 00 é o contorno do dominio, tal que, Q=T UL, e I', NI, = ;
= X ¢ o0 vetor posicao;

* p ¢é a densidade relativa;

" o,¢a tensao de escoamento;

= o0, ¢atensao efetiva de von Mises;



Capitulo 3 — Otimizagao Topoldgica 3D sob Restrigdo de Tensao Utilizando Elementos Tetrad 47

* ¢, sao os limites das derivadas parciais da densidade relativa;
= I', éa parte do contorno com deslocamento prescrito, i.e., u =u;
» I, é a parte do contorno com tracao prescrita, i.e., t =t ;

» b é a forca de corpo;

o

H (Q):{V‘VG[HI (Q>]27V:0 em XEFH} e H={u+ H,} sao os conjuntos

das variagoes e deslocamentos admissiveis respectivamente.

3.2.1 Definicao do Modelo Material

Para a descricao das propriedades do material no problema de otimizagao
topoldgica, utiliza-se uma formulagao de microestruturas porosas, caracterizado pelo
modelo material do tipo SIMP, Bendsoe (1995) e Bendsoe & Sigmund (1999),

parametrizadas por sua densidade relativa.

Neste modelo microestrutural, o médulo de Young efetivo é definido em termos

da densidade relativa p:

E(p)= p'E,. (3.7)

E, representa o médulo de Young do material sélido e 7 denota o parametro de

penalidade.

Como resultado do modelo apresentado na equagdo (3.7), a equagao

constitutiva poderd ser escrita como:

D" (p)] = p"D,]. (38)

sendo [D,] a matriz que contém os parametros de elasticidade do elemento sélido

(porosidade nula).

Para contornar o efeito do travamento volumétrico, aplica-se um esquema de
integracao seletiva no qual calcula-se, separadamente, os termos volumétricos e os

termos referentes a parte de distor¢ao. Desta forma, tem-se que:

[D"(p)| = Dy | +[Di (3.9)
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Sendo definido que

H
n(p) 0 0 0
D] = e [Diy|=| (3.10)
0 0 0 Dy,(p)
e ainda
1 1% 1%
1—v 1—v
[D{ (p)] = Bl-y) | v 1 Y (3.11)
1+v)1-2v)|1—v 1—vy
1% v
1
1—v 1-—v
e
1 00
E
H
D, (p)] =20+ 01 0 (3.12)
0 0 1

Separando os termos de rigidez volumétrica e de distor¢ao da eq.(2.69), obtém-

Se:
K = K’uol + Kdist . (313)

Fazendo uso da equagao constitutiva homogeneizada, define-se:

vol

K, = f B’D” B d0 (3.14)
Q

K, — f B'D" B dQ (3.15)
Q

No esquema de integracao seletiva, os termos referentes a parte volumétrica
eq.(3.14) sdo subintegrados, e os referentes a parte de distor¢ao eq.(3.15) sao
integrados de modo completo. Existem técnicas mais aprimoradas e desenvolvidas do
que o cldssico método de subintegragdo, ver Bonet, Marriott & Hassan (2001) e

Taylor (2000), que poderiam ser futuramente implementados.
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3.2.2 Critério de Tensao de Falha

Como o objeto deste capitulo é minimizar a massa de um dado dominio de
projeto 3D atendendo um critério de tensao, definiu-se uma medida para a tensao
efetiva o (p), de acordo com os trabalhos de Duysinx & Sigmund (1998) e Duysinx
& Bendsoe (1998):

o (p) =12 (3.16)

Com a tensdo efetiva definida pela eq.(3.16), introduz-se uma restrigao de
tensao local, que define um critério de falha do material em termos da tensao efetiva

de von Mises, dada como:

o (p)=— <o, (3.17)

onde o, ¢ a tensao admissivel.

3.2.3 Critério de Tensao de Falha com Relaxacao

Problemas de otimizacao topoldgica com restricao de tensao estao sujeitos ao
fendmeno de singularidade, devido a degeneracao do espaco de projeto. Uma
abordagem para contornar esta dificuldade é reformular o problema como uma
seqiiéncia de problemas com caracteristicas mais atraentes, cujas solugoes Otimas

possam ser alcangadas com menor esforco computacional.

A reformulacgao da restricao de tensao estabelece que esta serd imposta de

acordo com a densidade do material.

*

% 4

9y

Yo, <0 (3.18)

Nao sendo suficiente esta modificagao, uma outra possibilidade é utilizar uma
técnica de perturbacdo das restri¢oes, denominada relaxagao €, Cheng & Guo (1997),
que resulta em uma relaxacao dos limites de tensao nas regioes de baixa densidade.

*

Oy 4

o,

p < pe(1 - p) (3.19)
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Esta relaxacao possibilita a criagao e a remocao de furos sem violar a restrigao
de tensao, atuando sobre a parte degenerada do espago de projeto. Isto é, para cada
€ >0, o problema relaxado com as restricoes é caracterizado por um espacgo de
projeto nao tao degenerado, e o fator (1 — p) em e garante que a restrigdo de tensdo
real serd imposta para p =1. Desta forma, torna-se mais acessivel atingir um 6timo
local com algoritmos de otimizagao baseados nas condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker.
Se for possivel encontrar o 6timo global p;, entao para € — 0, a seqiiéncia de
dominios vidveis e suas solugoes 6timas { p; } converge continuamente em diregdo ao

problema degenerado original e sua solugao 6tima associada.

O procedimento de solucao consiste agora em resolver uma seqiiéncia de
problemas de otimizacao, com valores decrescentes do parametro e, de forma similar

ao que ¢ feito com as funcoes penalidade e barreira, ver Apéndice C.

3.3 Formulacao do Problema com Relaxagao

A formulacao do problema com relaxacao € de um corpo tridimensional,

consiste na determinacao do campo de densidade relativa p € R", solugao de:
. 1
min f (p) = mlnafpdﬂ , (3.20)
Q

sujeito as restricoes:

(i) Restrigao de tensao com relaxagao

*

% 4

Y

P —pe(l—p)<0 , VxeQ (3.21)

(ii) Restrigoes Laterais

O campo de densidade relativa p(x) é restrito ao intervalo [pinf, psup], com o

limite superior p, =1.

pinf - p(X) S O € p(X) - psup S 0 ) v Xc Q (322)



Capitulo 3 — Otimizagao Topoldgica 3D sob Restrigdo de Tensao Utilizando Elementos Tetrad 51

(iii) Restrigoes de Estabilidade

8 2
[gilX)] —(cd)QSO, parad=z,yez ; Vxe. (3.23)

As constantes ¢,,¢, € ¢, Impoem um limite superior as componentes do
gradiente da densidade relativa, Petersson & Sigmund (1998) e Sigmund & Petersson

(1998). A determinagao destas constantes serd definida na segao 3.4.

3.3.1 Restricao de Tensao com Relaxacao Integrada

Com o intuito de reduzir o custo computacional para a determinagao da
topologia 6tima, considera-se uma relaxacao da restricao local de tensao, pela sua
transformagao em um critério de medida global, sendo esta, tratada como uma tnica
restrigao no processo de otimizacao.

No problema de otimizagao descrito anteriormente, a restricao de tensao
efetiva com relaxagao, definida pela eq.(3.21), deve ser satisfeita para todo x € 2, o
que representa uma restrigao paramétrica. Um método efetivo de trabalhar com
restrigoes paramétricas consiste na relaxagdo da condi¢do pontual (critério local)
através da consideracao de uma restricao integrada, i.e. da utilizacao de um critério

global. A proposta de Costa Jr. & Alves (2003) para o critério global é:

o

%, (P) — pe(l— p)> aQr <0, (3.24)

-1

Y

o qual ¢ definido que < f(x)> = max {0, f(x)}, representando a parte positiva de f(x).

A medida global definida na eq.(3.24) ¢ denominada média-p integral. No caso

de p — o0, a restricao média-p aproxima, no limite, a restricao pontual

*

o,
max|{ p|— —1
xeQ o

Y

— pe(l— p)> <0. (3.25)

No entanto, quando p — oo o problema torna-se mal condicionado, fazendo com que
o critério de falha integral tenda a ser influenciado por apenas um valor de pico do
campo de tensao, enquanto em outros pontos a tensao é ignorada. Isto pode ocasionar

um comportamento oscilatério do algoritmo de otimizacao, possibilitando a falha da
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convergéncia do processo de otimizagao. Dai, a escolha de p deve resultar de um

compromisso de resultados numéricos.

3.4 Definicao dos Limites c,, c, e c,

Considere um elemento genérico como mostrado na Fig. 2.3, sendo
1

x, = (2,,9,,2,), p/ i=1..,4 as coordenadas dos vértices e x, =(z,,y,.2,) as

coordenadas do baricentro do elemento tetraédrico de quatro nés. Agora, denotando:

d

min

=min|d| p/ i=1..4 (3.26)
pode-se definir

¢ =c =c =c=—. (3.27)

Uma modificacao dos limites c;, ¢

, € ¢, deve ser realizada se no minimo uma das

faces do elemento coincide com algum plano de simetria. Aqui, s@o considerados trés

casos possiveis, que sao:
(i) Plano de simetria - xy

Aqui, considera-se que a face abc do elemento coincide com o plano —zy de
simetria. Neste caso, como ilustrado na Fig. 2.4, deve-se ter: w =0 e ((‘9,0/82) =0.

Sendo assim, a imposigao da tltima condigao é alcangada denotando ¢, = 0.
(ii) Plano de simetria - zz

Agora, considera-se que a face cbd do elemento coincidente com o plano — xz
de simetria. Assim, de acordo com a ilustracao na Fig. 2.5, deve-se ter: v =10 e

((9,0 / 8y) = 0. A imposigao da tltima condigao ¢ alcangada denotando ¢, = 0.
(iii) Plano de simetria - yz

Considerando que a face acd do elemento coincidente com o plano —yz de
simetria, de acordo com a ilustracao na Fig. 2.6, deve-se ter: v =0 e (Op/ax) =0.

A imposigao da tltima condic¢ao é alcangada denotando ¢, = 0.
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3.5 Modelo de Aproximacao

O problema ¢é particularizado para estruturas tridimensionais e o método
numérico utilizado para aproximar o modelo estrutural é o Método dos Elementos
Finitos de Galerkin. O elemento finito utilizado na aproximagao é o tetraédrico de
quatro nés, que interpola o campo de densidades relativas p além das componentes

do campo de deslocamentos, como ilustrado na Fig. (2.2).

As varidveis de projeto sao definidas pela densidade relativa dos nés da malha.
E importante notar que vdrios problemas de instabilidade de tabuleiro tém sido
observados com a utilizagao de elementos de baixa ordem de interpolacao.
Entretanto, a imposicao de uma restricao de limite sobre as componentes de Vp tem
mostrado ser muito eficiente, evitando o aparecimento destas instabilidades,

Petersson & Sigmund (1998) e Sigmund & Petersson (1998).

A funcao objetivo é dada por:
1e)=>" [ pde (3.28)
& Q(

Interpolagao do campo de densidade relativa:

4
p(x,y,Z):ZNn(x,y,Z)pm (329)

n=1

no qual N, sao as fungoes de interpolacao do elemento:

n

1 ~
N, = W(C AdjA) (3.30)
com n = 1,...,4 (nimero de nés do elemento), V o volume,

C:[l Ty z] (3.31)
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Iz y 2
e (3.32)
N om oy 2 '
1 z, vy, 2z
O campo de deslocamento dentro de cada elemento é dado por
uZ
u, + = Nu, (3.33)
uZ
com o vetor de deslocamentos nodais u e a matriz de interpolacao [N] igual a:
{u Uy, UL, U U UL U U U uy,uz} (3.34)
N O O N, 0O 0 N, O 0O N, 0 ©
N=/0 ~ O O N, O O N, O O N, O (3.35)
o 0o N O O N, 0O 0 N, 0 0 N,

Transferindo para o sistema de coordenadas locais, cujas funcoes de

interpolagao para um tetraedro de quatro nés sao:

Ni(¢&nd)=¢
s (5 ) 7 (3.36)
N4( )— 1—

§—n—¢

o campo de densidade relativa sera:

pe(Eng)y(EnS).2(EmE) =Y N, (EnS)p, (3.37)
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A interpolacao da geometria é a derivada das fungoes de forma:
4
T = Z N’L' (57 77’ é/) 'rn
n=1
4
y=>Y_N(&End)y, (3.38)
n=1
4
z = ZNL (é:?n’é/)zn
n=1
ON, ON,
81:" 857}
N 1 |ON,
|ON, :[J]%8 2 (3.39)
ayn, 877”
ON, ON,
azn J L 8é,n J
onde a Jacobiana do elemento é:
o 0y 0:
0 o& 0
Tyg =Ty Y —Yiu 2 — 2y d d d
T =2y =2y Y — Y 2 — 2 _|9z 9y 0z (3.40)
i2 i4 i2 i4 i2 i4 877 877 877
Tis =Ly Yz = Yis 2z — 2 % @ %
o¢ 9¢ 9
E as expressoes integrais sao:
1 1-¢ 1-¢&—n
f Fay, 2V = 6V f f f d¢dndé (3.41)
v 0 0 1
No caso de um tetraedro de quatro nés, det J = constante.
1 pl-¢ pl-ég
V = detJ f f f d¢dndé (3.42)
0 0 1
Resolvendo a parte integral, tem-se:
(3.43)

fol féfé dednds = f fg (1—& —n)ndg
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2

— &l e

g

0

[— y ]d§ _ % (3.44)

(1—5)—5(1—5)—M}d§

S|
X

entao:

det[J] =6V (3.45)
det[J] = (le - mm)(%z - yi4)<zi3 - Zm) + (xn - %4)(%3 - ym)(zﬂ - zz4)
+(xi3 - Ii4)(yil - yz’4>(27'2 - ZA) - (Zu - ZA) Yo — yi4)(xi3 - @4) (3.46)

(
_(ZiQ - Zi4>(yi3 - yi4)($il - xz’4) - (Zz'g - zi4)<yi1 - yi4>(xi2 - x14)
V é o volume do elemento.

Para o cédlculo da matriz de rigidez, utiliza-se um esquema de integragao

seletiva, explicado na subsecao 3.2.1.

T

D] o
0 [Dyy]

[B...]
By

[B..

K =
[Bdist]

dQ) (3.47)

Q

No qual [B] é a matriz de derivagao levando em consideragao a parte volumétrica e a
parte referente & distorcao, que opera sobre o vetor de deslocamento nodal fornecendo

as componentes de deformacao.

3.5.1 Formulacao Discreta do Problema de Otimizacao

O problema de otimizacao topolégica pode ser aproximado, de forma discreta,

do seguinte modo:
.1
mlnﬁfp(x)dQ (3.48)
)

sujeito as restricoes:

P %
— 1|+ ,oe(psup — p)> dQ} <0 (3.49)
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9.4 (P) = : (3.50)

B

p““f < p < p"i 1,...,n} e
n denotado o numero de nés da malha de elementos finitos. Aqui, define-se

p=1/d

max ?

para e=1...,n; d=zyez; pcX, com X:{pER"

sendo que d_, € definido como d_, = max,_

X

Para resolver o problema de otimizacao é aplicado Método do Lagrangiano
Aumentado, ver Apéndice D, que consiste na solugao de uma seqiiéncia de problemas

de minimo com restricoes de caixa, podendo ser resumido como:
1. Definir valores iniciais: k=0, A" =0, p*=0, erro =1,0, &, @" e tol.
2. Enquanto erro > tol , efetuar laco:

(i) Solugao do problema de minimizac¢ao com restrigoes laterais

minII(p, A", p'; e, 0"), VpeX (3.51)

no qual,

(p,A" p'se",0f) Zﬂp 9.(p), " A) +Z Z‘If 9.(p), @, p1l;)| (3.52)

791

Onde define-se que: f(p) ¢ a fungio objetivo, ®,(g,(p),&",4") & a restrigio de tensao

com relaxacao integrada e \I’q(gej(p),a).f ,ﬂe];) sao as restrigoes de estabilidade.

com

®,(9.(p), 6" A1) = (3.53)
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kook
.k a)/,le
9,(0)|9.,(p) + @ 5], se g,(p) = ==
k k
U,(9,(p), @}, ;) = oY .- ol (3.54)
5 9.,(p 5

parae=1...,n, ej=1..3.
Por conveniéncia, o indice d = z,y e z é também denotado por j=12¢ 3.
Desta forma,

dTl d 1 dd 3
_:_f+(__€+z

dpnn dpnn gk dpnn j=1

1 z": o,

k
a)j e=1 ap’nn

I ) (3.55)
Como

o) =302 (3.56)

4
. Doe,

fo) = |*=—5 (3.57)

A sensibilidade de cada né para cada elemento é definida por:

o _ % (3.58)
op, 4

E para cada né da malha sera:

dp Ny, e=1 8p Ny,

(ii) Atualizagdo dos multiplicadores de Lagrange

A = maX{O, ¥+ %h(xk)} (3.60)
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2 .
ﬂfjﬂ — max{(],,u;ﬁ +—9, (X")} p/e=L..,n; j=1..,3. (3.61)
.

J

(iii) Atualizacao dos parametros de penalidade

. re' , se ye" >&™ sendo y, €(0,1)
i (3.62)

crit

&

@, se ol >’ sendo B €(0,1)
ot =1"" e ! p/ji=1..,3 (3.63)

J crit
@;

(iv) Determinacao do erro

k+1 k+1

|k k _ k — k
UJ—V« _ﬂ“‘?b_m?Xﬂel = Hal» C_m?X:ue? — Hep

(3.64)

k+1

Hes — ﬂek3

e d=max
e

entdo, k =k +1 e erro = max{a,b,c,d}.
3. Fim do lago.

Desta forma, o problema pode ser formulado como: Dado A, u,, w,, u, € R™ e

&g, o,0,,0, € R. O problema consiste em encontrar um p" € R", tal que:

p =argminll(p, 4, u6,0), VpeX. (3.65)

3.6 Resultados

A seguir, sao apresentadas algumas aplicacoes com a finalidade de avaliar o
desempenho do procedimento proposto. Por simplicidade, é utilizado para todos os
casos 0 mesmo médulo de Young, E, =215 x10°ut e a mesma tensdo de escoamento,
o, = 260 x 10°ut .

Os elementos cuja densidade é inferior a 0,8 foram descartados para que haja
uma melhor visualizagao da topologia estrutural o6tima. Devido ao campo de

interpolagao utilizado, pode ser verificado que o contorno da topologia é formado por
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um gradiente de distribuicao de densidade, ver Fig. 2.8. Considerando a espessura do
gradiente de densidade definida apenas por um elemento, tem-se a condicao 6tima de
nitidez do contorno da topologia. Conclui-se entao que o tamanho médio dos
elementos que formam a camada define a qualidade da topologia. Agora, analisando o
elemento com maior densidade possivel na camada de definicao do contorno, tem-se
p. = 0,7505 considerando p,, = 0,002. Sendo assim, bastaria que o valor limite da

densidade a ser desconsiderado seja p,, = p, + Ap,.

Problema 3.1

Neste caso, o problema consiste em um bloco com um furo circular centrado e
fixado em Q nas trés direces, portanto com deslocamento prescrito [0,0,0]. Ao bloco

sao aplicadas duas cargas de W=259x10°ucd, de acordo com a Fig. 3.1(a). As

dimensoes do bloco sao: diametro do furo de 6 ue, a =10 uc, b =10 uc, ¢ =10 uc,
ed = 0,5 uc. O coeficiente de Poisson utilizado é de v =0,3.

O caso é avaliado em duas malhas com refinamentos diferentes, onde a
primeira contém 9.664 elementos e 2.526 nds, Fig. 3.1(b) e a segunda, Fig. 3.1(d),
16.076 elementos e 3.854 nos.

As Figs. 3.1(b,d) representam os resultados das topologias apés o descarte de
elementos com densidade inferior a 0,8 e a Fig. 3.1(e), com o descarte de elementos
com densidade inferior a 0,5. A Fig. 3.1(c) mostra o grafico da funcao de falha para a
malha que contém 9.664 elementos e a Fig. 3.1(f), o grafico da funcao de falha para a

que contém 16.076 elementos.
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Funcao de Falha

1.0476
093125
081486

- 069846
058206
0. 46566

- 034927

0.23287
011647
8.2367e-05

Fungao de Falha

1.0837
098997
089624

- 08025
0.70877
061503

052129

Figura 3.1: Resultado do Problema 3.1

Problema 3.2:

Aqui é considerado o problema ilustrado na Fig. 3.2(a), cujas dimensoes sao:
a=>5uc, b=20uc ec=4uc. Para diminuir o custo computacional do problema,
analisa-se %1 de simetria da estrutura contendo 11.133 elementos e 2.337 nds. Dois
carregamentos verticais sdo aplicados na estrutura analisada, Fig. 3.2(b), no valor de

W =150 x 10°ucd . O valor do coeficiente de Poisson utilizado é de v =0, 3.
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Planos de Simetria

p R ey

Anélise de 1/4 da estrutura

Fungao de Falha

117
l 1.04
0.91004
- 0.76006
0.65008
0.5201
0.39013
0.26015
01307

0.00019951

Figura 3.2: Resultado do Problema 3.2
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Problema 3.3

Considere o problema ilustrado na Fig. 3.3(a), o qual consiste em um bloco de
dimensoes a=0,5uc, b=10uc ec=2wuc. A estrutura com 2.294 nés e 9.400
elementos é submetida a trés carregamentos no valor W = 259 x 10°ucd . Coeficiente

de Poisson v =0,3.

Funcao de Falha

1.0835
l 0.96322
0.84291

- 0.72259
060228
0.48196

- 036164

IDE4133
012101
0.00070726
Figura 3.3: Resultado do Problema 3.3

Problema 3.4

Neste caso, considera-se o exemplo ilustrado na Fig. 3.4(a) com dimensoes
a=1uc, b=7uc ec=4uc. Para diminuir o esforco computacional do problema,
analisa-se metade da estrutura na qual sao submetidas duas cargas, em cada
extremidade, de W =259 x10°ucd, Fig. 3.4(b). A estrutura analisada apresenta

2.376 nés e 10.016 elementos. O coeficiente de Poisson utilizado é v = 0,3.
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Plano de Simetria

—~
S

~—

o

Topologia Resultante Estrutura Completa

'

Funcao de Falha
11585
1.0263
0.8981

- 0.7699
064171
051351
038532
025712
012893
0.00074536

Figura 3.4: Resultado do Problema 3.4
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Problema 3.5

O problema consiste em um bloco totalmente fixado em suas faces laterais,
cujas dimensoes sao a=2uc, b=Tuc e ¢=0,5uc. A estrutura com 2.026 nés e
8.428 elementos ¢ submetida a um carregamento distribuido de W = 259 x 10°ucd ,

segundo mostrado na Fig. 3.5(a).

Para verificar o efeito do travamento volumétrico, analisa-se uma seqiiéncia de
casos com valores diferentes de coeficiente de Poisson: v = 0,3, Fig. 3.5(b); v = 0,45,
Fig. 2.10(d); v =0,46, Fig. 3.5(f); v = 0,47, Fig. 2.10(h); v = 0,48, Fig. 2.10(j) e
v = 0,49, Fig. 2.10(1).

VAYAVA|

g
%
y
I
S
]

FAVATAT

Funcao de Falha
- 13738
lnrss

1.0296

088268
0.73572
05&878

& 044184
02948
014798
00010309

Funcao de Falha
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Figura 3.5: Resultado do Problema 3.5

Problema 3.6

Aqui, o problema consiste em um bloco cujas dimensbes sdao a =4 uc,
b =6 uc e c =2 uc, conforme mostrado na Fig. 3.6(a).

Para simplificar o problema, analisa-se % de simetria da estrutura modelada
com 10.651 elementos e 2.261 nés. O bloco estd fixo em Q nas trés direcoes z, y e 2,

ou seja, com deslocamento prescrito [0,0,0], no qual é submetido um carregamento de
W=150 x 10° ucd , Fig. 3.6(b). Coeficiente de Poisson v = 0,3.

:
m

\:
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Figura 3.6: Resultado do Problema 3.6

Problema 3.7

Aqui o problema consiste em uma viga em L fixada na face superior,
submetida a um carregamento distribuido na face lateral direita de W=150 x 10° ucd .
As dimensoes sao: a=9 uc, b=3 uc, c=6 uc,d=0,5 uc,e =3 uc e ¢ =2 uc, como
mostra a Fig. 3.7(a). O coeficiente de Poisson utilizado ¢ de v = 0,3.

O problema é analisado em malhas com refinos diferentes, a primeira contendo

2.862 elementos com 842 nés, Fig. 3.7(b), e a segunda com 9.849 elementos e 2.567
nés, Fig. 3.7(d).
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Figura 3.7: Resultado do Problema 3.7

3.7 Conclusoes

O processo proposto, minimizar a massa atendendo a um critério de tensao,
possibilitou a geragao de leiautes estruturais 6timos consistentes para problemas
tridimensionais. A resposta final do contorno material e a qualidade da definicao da
topologia, apresenta relacao direta com o custo computacional, ou seja, estd
diretamente relacionada ao tamanho médio do elemento finito empregado.

A consideracao de um critério de falha global é uma estratégia mais eficiente e
robusta do que os critérios locais comumente descritos na literatura, para se trabalhar
com restricoes paramétricas de tensao. Para contornar o problema de singularidade,
considera-se uma relaxagao € na restricao de tensao, como proposto por Cheng &
Guo (1997). Esta técnica de perturbagao das restrigoes resulta em uma relaxagao dos
limites de tensao em regioes de baixa densidade. A imposicao das restrigoes de caixa
as componentes do gradiente da densidade relativa evitou problemas de instabilidade

de tabuleiro.
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A aplicacao de um esquema de integracao seletiva contornou o efeito do
travamento volumétrico. Alguns casos foram analisados com diferentes valores de
coeficientes de Poisson, os resultados obtidos até o valor v = 0,49 sao compativeis
com a condicao de contorno do problema, proporcionando topologias nitidas e
definidas.

O descarte de elementos com densidade inferior a 0,8 possibilita uma melhor
visualizagao da topologia 6tima 3D, tendo em vista que tais elementos de densidade
inferior nao influenciam na determinacao e até mesmo na modificacao da topologia.

A violagao das funcoes de falha ocorre em apenas alguns elementos da malha,
o que indica a necessidade de refind-la nestas regioes para melhor caracterizar o
estado de tensoes. Vale salientar que o problema utiliza o Método do Lagrangiano
Aumentado e este contém o Método de Penalidade Exterior como parte de sua
formulacao. Sendo assim, a solucao 6tima serd aproximada violando o espacgo de
solucao original.

A formulacdo mostra-se promissora para a implementacao de recursos de
adaptatividade, ou seja, a implementacao de um processo inteligente de refinamento
da malha com informacoes da topologia obtida na malha original, para que seja
melhorada a definicado do contorno da topologia com menor custo computacional e
reduzir a violagao das restricoes locais de tensao, mediante a utilizacao da estratégia
de refino, Costa Jr. (2003), Costa Jr. & Alves (2003).

Para solucionar o problema de otimizacao nao linear, ja formulado como um
Funcional Lagrangiano Aumentado com restricoes de caixa, utiliza-se o cédigo
computacional da plataforma TANGO, Andreani et al. (2004), Andreani et al. (2005)
e Birgin & Martinez (2002).



Capitulo 4

Consideracoes Finais e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, o Método de Otimizacao Topoldgica é aplicado a estruturas
tridimensionais submetidas & restrigoes de volume, minimizando a flexibilidade; e a
restricoes de tensao, minimizando a massa.

Apesar das limitagoes computacionais, devido a utilizacdo de problemas
tridimensionais e ao emprego de algoritmos de programacao matemédtica robustos, as
formulagoes propostas mostraram-se eficazes e competitivas na definicao de estruturas
3D e os exemplos analisados apresentaram-se similares aos encontrados na literatura,
o que pode validar as formulagoes.

Em ambos os capitulos, os resultados mostraram-se promissores, com boa
nitidez e clara disposi¢ao de material. A resolugao final do contorno do material e a
melhor caracterizagdo do estado de tensdo (capitulo 3), estdo diretamente ligadas ao
tamanho médio do elemento finito empregado.

A implementagao de um esquema de integracao seletiva serviu para verificar a
proposta do processo de otimizagao, aplicados em problemas tridimensionais, fazendo
o uso de elementos lineares.

A microestrutura artificial do tipo SIMP, na qual a tnica varidvel do projeto é
a densidade relativa do material, permite penalizar a formacao de regidoes com
densidades intermedidrias, o que ¢é desejdvel para uma melhor interpretacao do
projeto.

A consideracao da tensao ¢ um fator fundamental para o projeto de otimizacgao
estrutural. No entanto, a implementacao das restrigoes de tensao é um tema delicado
devido aos fenémenos de singularidade causados nas tensoes e ao grande nimero de
restricoes que sao adicionadas ao problema, aumentando de forma considerdvel o
custo computacional. A utilizacgdo de uma técnica de relaxacao sobre a tensao,
juntamente com consideracao de um critério de falha global, possibilitou a redugao de
tais problemas, contornando os fendémenos de singularidade e diminuindo o nimero de
restrigoes de projeto.

A opcao da utilizacao de dois diferentes algoritmos de otimizacao, um para a

formulacao de flexibilidade e outro para a minimizacao de massa sob critério de
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tensao, deu-se ao fato da maior performance da heuristica de cada algoritmo se
adequar ao perfil da formulacao do problema.

Algumas possibilidades para trabalhos futuros incluem:

* A implementacdo de recursos de adaptatividade para tornar mais nitida a
qualidade do contorno da topologia tridimensional e consequentemente, melhor

caracterizar o estado de tensao quando aplicado;

» Incorporar efeitos de temperatura (termo-elasticidade), o que é importante
quando se lida com materiais cujo comportamento depende da variacao deste

fator;

» Estender o trabalho adaptando o Método de Otimizacao de Forma apds a

defini¢ao da estrutura pelo Método de Otimizagao Topoldgica;

» A utilizacdo de elementos lineares com consideracoes de formulacoes mais
estdaveis ao efeito de travamento para aplicacao em problemas nao lineares, ver

Taylor (2000) e Bonet, Marriott & Hassan (2001).

» Estudo aplicado as estruturas laminares com ou sem curvatura.
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Apéndice A

A.1 Descricao do Procedimento

O desenvolvimento de um projeto de otimizacao estrutural, de modo
generalizado, pode ser dividido em trés etapas: pré-processamento, processamento e
pOs-processamento.

Analisando o fluxograma da Fig. a.1, a fase de pré-processamento envolve duas
etapas. Na etapa nimero 1 sao definidas: o espaco de projeto, as condigoes de
contorno, informagoes sobre as propriedades do material e a aproximagao do dominio
por uma malha de elementos finitos. Todas estas informagoes podem ser geradas
através da interface grifica de um pré-processador padrao. Na etapa nimero 2, o pré-
processador utilizado gera um arquivo de entrada de dados (input.dat) para a
préxima fase de projeto, o processamento. O arquivo de entrada de dados (input.dat)
contém todas as informacoes referente as propriedades do material e a malha de
elementos finitos, tais como: nimero de elementos, nimero de nds, coordenadas dos
nés, conectividades, graus de liberdade dos nés e as condicoes de contorno.

Um c6digo computacional foi desenvolvido e programado para a realizagao das
etapas de nimero 3, 4, 5, 6, 7 e 9, ver Fig. a.1. O cédigo programado em linguagem
Fortran 90/95 teve como ponto de partida uma estrutura de programagao para casos
bidimensionais, desenvolvida de forma a emular uma linguagem orientada & objetos
que permite a utilizacao de muitas classes de funcoes ja implementadas e amplamente
testadas em trabalhos anteriores, ver Costa Jr. & Alves (2003).

Para a etapa de numero 8 da fase de processamento, foram utilizados dois
algoritmos de programagao matemaética de otimizacao, desenvolvidos por outros
grupos de pesquisa, selecionados de acordo com a performance.

Na fase de pds-processamento, nimero 11, assim como na fase de pré-
processamento, também pode ser utilizado um pés-processador padrao para visualizar
e analisar os resultados do arquivo de saida de dados (result.dat) gerado pelo

processador.
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N°1: Definigdo do Dominio de
Projeto, Condigoes de Contorno e

Propriedades do Problema

v

N°2: Arquivo de entrada de dados

(input.dat)

v

N°3: Leitura da Entrada de Dados

A 4

N°4: Montagem da Estrutura de
Dados

v

N°5: Estimativa Inicial das

Varidveis de Projeto

A 4

A 4

N°6: Anédlise de Elementos Finitos

A 4

N°7: Andlise de Sensibilidade

A 4

N°8: Otimizagao

N°9: Convergiu?

N°10: Arquivo de saida de dados
(result.dat)

y

>

-

N°11: Visualizar /Analisar
Resultados

Pré-processamento

Processamento

Pés-processamento

Figura a.l: Fluxograma bésico do processo de otimizacao
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Apéndice B

B.1 Condicoes Necessiarias e Suficientes de Karush-Kuhn-

Tucker

Em 1951, Kuhn e Tucker propuseram as condigoes mateméticas para um dado
ponto no espago ser considerado um ponto 6timo. Como esses critérios matemédticos
haviam sido anteriormente e independentemente propostos por Karush, essas
proposicoes passaram a ser conhecidas como condicoes de otimalidade de Karush-

Kuhn-Tucker.

As condigoes necessdrias e suficientes de Karush-Kuhn-Tucker, se satisfeitas,
garantem que um ponto x° é realmente um ponto extremo. Em seguida, as condigoes
que determinam um ponto como sendo de minimo (ou maximo) sdo definidas para

um problema de otimizagao sem restricoes.

Para o caso que f(x) é um funcional tal que f: X CR" — R, o qual define a
funcao objetivo, x € X um vetor que define as varidveis de projeto e considerando
que x° é um ponto extremo do funcional f(x). A expressdo para f(x) pode ser

aproximada no ponto x° pela expansao em série de Taylor na forma

multidimensional:
f(x) = f(x) + VAx)d + %dTH(x*)d +R, (b.1)
sendo d =x—x".
Reescrevendo:
Vf— Vf(x*)Td+%dTH(x*)d+R. (b.2)

Sendo assim, Vf deve ser nao negativo, i.e., Vf >0 para que x° seja um

ponto de minimo local. Dessa forma, tém-se as seguintes condig¢oes de otimalidade:

» (Condicao necesséria de primeira ordem:
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Para que x" seja um minimo (ou méximo) local da funcdo f(x), diferencidvel

em X, é necessdrio que:
Vix)=0 (b.3)

* (Condicao necessdria de segunda ordem:
Para que x" seja um minimo (ou m&aximo) local da fungdo f(x), duas vezes
diferencidvel em x", é necessédrio que a equagao (b.3) seja satisfeita e que:

Vif(x')=H(x") (b.4)

seja positiva (ou negativa) semi-definida, sendo H a matriz Hessiana.
Observa-se que estas condigoes sao apenas necessdrias porque os termos de
primeira e segunda ordem podem ser nulos, deixando ainda divida sobre a natureza

*

de x".
= (Condicao suficiente:

Seja  f(x) duas vezes diferencidvel em x° tal que a equagao (b.3) esteja

satisfeita e que H(x") seja positiva ou negativa definida.

Dessa forma, x* é minimo (ou mdximo) local de f(x).
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Apéndice C

Os métodos de penalidade sao procedimentos que visam aproximar problemas
de otimizacao com restricoes, por problemas com formulacao alternativa, tal que a
solucao numérica é encontrada por resolver uma seqiiéncia de problemas de
minimizacao sem restricoes. Essa aproximacao é obtida, adicionando-se & funcao
objetivo uma parcela que estabelece uma penalidade pela violagao das restricoes. Esta

parcela estd associada a um parametro 77, que determina a severidade da penalidade.

Para descrever o processo, considera-se o seguinte problema de otimizacao com

as seguintes restricoes:

min f(x) (c.1)

sujeito a

IN

9,(x)<0 j=1....m

h(x)=0 i=1...,n

K3

Transformando o problema, teremos:

min g(x,7,) = f(x) +7,P(x) (c:3)

onde ¢ é a funcao construida pelo aumento da penalidade; f(x) é a funcao objetivo
original; 7, é o parametro de penalidade, sendo %k o indicador de iteragao e P(x) a

funcao de penalidade definida conforme o método empregado.

C.1 Método da Funcao de Penalidade Exterior

No Método da Funcao de Penalidade Exterior a funcao objetivo é penalizada

fora da regiao factivel. Tipicamente, a funcao P (x) é definida por:

m

P(x) = Z{max[(), gj(x)]}2 + i[hf(x)f (c.4)

i1

Se todas as restrigdes sdo satisfeitas P(x) = 0. A fungao construida, neste caso,

pelo aumento da penalidade equivale a funcao objetivo original. Se uma ou mais
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restrigoes sao violadas, o quadrado dessas funcoes é adicionado a funcao ¢. As
restrigdes sdo elevadas ao quadrado para assegurar que a tangente (inclinagao) a
funcao de penalidade seja nula sobre a fronteira da regiao factivel. Com isso pode-se

assegurar a continuidade da derivada da funcao ¢.

Nesta formulacao da fungao penalidade, a derivada segunda da fungao ¢ nao é
continua sobre a fronteira que limita a regiao factivel. Isto é uma possivel causa de
mal-condicionamento numérico para o método de minimizagao de segunda ordem.
¢ f
I 3

N« < N+

$(ns)

AN NN

$(n:)

f(x) = axi

v

¢2 Otimo x°

ANN NN

G )

o

L . Y

Y
F

0 xi=B

Figura b.1: Método da funcao de Penalidade Exterior
e Algoritmo do Método da Fung¢ao de Penalidade Exterior

1. Entrar com o valor inicial de x, e 7, .Fazer k =1.
2. Determinar o vetor x; que minimiza a funcao: ¢(x,7,)

3. Testar o ponto x, se satisfaz todas as restri¢oes. Se x, é factivel, ele é o

ponto 6timo. Senao, seguir para o passo 4.

4. Encontrar o préximo valor do pardmetro de penalidade que satisfaz a
relagao: 7,,, > 77,. Incrementar o valor de %k, com uma unidade, e seguir
para o passo 2. Geralmente o valor de 7,,, é determinado de acordo com a

relagao 7,,, = cn,, onde ¢ é uma constante maior que 1.

C.2 Método da Funcao de Penalidade Interior

No Método da Fungao de Penalidade Interior a funcao objetivo é penalizada

na regiao factivel quando o ponto x se aproxima da fronteira que limita esta regiao.
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Tipicamente, a fungdo P(x) ¢é definida por:

P(x) = i = (c.5)

mas, para se obter um melhor condicionamento matemético, a funcao P (x) pode ser

determinada por:
P(x) = )" log[ -g,(x) ] (c-6)
j=1

A funcao de penalidade interior é utilizada apenas para as restrigoes de
desigualdade. Desta forma, a funcao construida pelo aumento da penalidade é

definida por:
Hx.n) = F0) + 7Y~ ()

a funcao de penalidade interior tende ao infinito quando x tende a zero.

o, f
A dlx.m1)
$(x.n:)

f(x,11)

Nk = Nk+1

Otimo x™

| AR AN NN AN AN NN NRANN NN NN NN NS

0 X1

o]
|
=

Figura b.2: Método da funcao de Penalidade Interior
e Algoritmo do Método da Fungao de Penalidade Interior

1. Entrar com o valor inicial factivel de x, satisfazendo todas as restrigoes, tal
que, g].(xl) <0 para j=12,...,m, e um valor inicial para 7, > 0. Fazer

E=1.

2. Minimizar ¢(x,7,) utilizando qualquer método de minimizacdo sem

restrigdo e obter a solucao de x; .
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3. Testar se x, é a solucao 6timo do problema. Se x, for a solucao étima
k k 9

terminar o processo, Senao, seguir para o passo 4.

4. Determinar o valor do préximo parametro de penalidade, 7,,, =cr,, com

c<l1.

5. Incrementar um novo valor de i =i+ 1, determinar o novo ponto x, = x,,

e seguir para o passo 2.
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Apéndice D

Com a aplicagao do Método do Lagrangiano Aumentado, o problema de
otimizacao de leiaute reduz-se a solucao de uma seqiiéncia de problemas de
otimizacao com restricoes de caixa, a qual é resolvida por um método de projecao de
segunda ordem que usa um método de quase-Newton sem memoria. Sendo assim, aqui

se faz uma descri¢ao da direcao de descida adotada no algoritmo de minimizacao.

D.1 Método do Gradiente Projetado

O método de projegao a ser considerado é caracterizado por iteragoes cujos
movimentos sao nas direcoes de descida, os quais sao restringidos a residirem em
dominios poliédricos. Conseqiientemente os pontos obtidos ao longo do processo

iterativo sao factiveis e o valor da funcgao objetivo decresce constantemente.

Para descrever o processo, considera-se o seguinte problema de otimizagao com

restrigoes do tipo caixa:
min f(x) (d.1)
sujeito a

x;nf S Z; S " ’ 1= 17'”>m . (d2)

(3

Seja x* um ponto factivel, da k-ésima iteracdo do problema de otimizacdo, o
qual tem associado ¢ restricoes de desigualdade ativas. Definem-se por restrigoes

ativas, as restricoes de desigualdade lateral que satisfazem:

z, — 1| < tolg
ou (d.3)
|xj -z <tolg, i=1,....m.

As restricoes laterais podem ser expressas como:

inf

9 (x) =12 — 2, <0;

(d.4)
gZi<X) =T, — zjup <0
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dai
09,;
(:;722 "= —0; . Vg, =€ (d.5)
L
995, :
8_3}2- =06, .. Vg, =e,. (d.6)

J

Define-se também a matriz [Nq] composta pelos gradientes das restrigoes ativas, i.e.,
N,| = [J_reﬂs S e,;q} = [ngﬂf . 1+vg, |, (d.7)

O método do gradiente projetado consiste basicamente em partir de x* e

: c+1 , . ~ . . ~ .
determinar x""' através de uma iteracio do tipo direcdo de descida:

k41

X" =x" + a's" (d.8)

onde " é o comprimento do passo ao longo da direcdo de descida s”, associada a k-
ésima iteracao. Desta forma, o problema consiste principalmente na determinacao de
uma direcao de descida s que produz a méxima diminuicao em f(x) para um passo
unitério, (lslly = (s, [M]s> =1 - dependente da métrica utilizada), no subespago das

restricoes ativas, i.e.
min {(s, ViY+u ((s, [M]s) — 1)} (d.9)

sendo que [M] é simétrica e positiva definida. Em adi¢do, como o problema contém
.~ . ~ k N ~ . . N
restrigbes, impoe-se que s° pertenga a intersegao dos hiperplanos associados as

restricoes ativas. Logo,
T
IN,|'s=0. (d.10)

. .~ . . k41 . ~
Como resultado, o conjunto de restricoes ativas permanece ativo em x" . A direcao

de descida a que faremos uso serd dada por

st = —i[Pq][M]l VF(x") (d.11)

onde [Pq] é o operador projecao obliquo.
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e Determinacao do operador proje¢ao obliquo - [Pq]

A funcao Lagrangiana associada ao problema de minimizacao com restrigao,

definido em (d.9) e (d.10), é dada por:
(s, i0) = (s, Vf) + ({5, [M]s) — 1) + <x,[Nq]T s> . (d.12)

Aplicando as condigoes necessdrias de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker

associadas ao problema obtém-se:

oL 1 e
=0 o s= M {vr-[N]a}; (d.13)
oL ‘ ..
Fie 0 . (s[M]s)=1; (d.14)
=0 - INJs=o (d.15)

Agora, de acordo com as eqs. (d.15) e (d.13) deriva-se:

A= {[Nq]T M) [Nq]}l {[Nq]T [M]’l} vf. (d.16)

Além disso, [M]s-s =1, substituindo o valor de s dado pela eq. (d.13), tem-se que:

1

o= %<[M]1 {(vr-[NJap{vr =[N0} (d.17)
ou ainda,
U= %Hw - [Nq]XHMfl , (d.18)
onde
el = (o € (VW) = [M]fl V-w. (d.19)

Substituindo as eqgs. (d.16) e (d.18) na definicdo do vetor s dado na eq. (d.13),

obtém-se:

N P M VY, (d.20)

2

onde o operador projecao obliquo [Pq], ponderado por [M]fl, ¢é dado por:
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[P,]= (1) [M]"|N,] {[Nq]T M'[N, } N, (d.21)

sendo [I] a matriz identidade.

D.2 Aproximacao quase - Newton

Aqui é considerado que a aproximagao da matriz Hessiana é denotada por [M].

A sua respectiva inversa [S] =[M] " pode ser aproximada por:

(vi:[8"]y.)
<dk7 Yk>

4,04 [d ]S STy ed] o,

(d.y,) (d. ;) (d.y,)

[SEC] =[Sy +|1+

se <dk,ka> <= —(epsilon)” dkH2 HkaHQ, caso contrario [Sfi(l’s] =[I]. Aqui, define-se
Vi =V — Vi ed =%, —x,.
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