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“Passa diante do povo, € toma contigo
alguns ancidos de Israel, leva contigo
em mao a vara, com que feriste o rio,
e vai. Eis que estarei ali diante de ti
sobre a rocha de Horebe; feriras a
rocha, e dela saird 4gua, e o povo
beberd”.

Exodo 17.5,6

“Toma a vara, ajunta o povo, tu e
Ardo, teu irméio, e, diante dele, falai a
rocha, e dard a sua agua; asssim lhe
tirareis dgua da rocha, e dareis a beber
a congregagao € aos seus animais”.

Numeros 20. 8



Resumo

Batista, J. A. N. (2006) Modelagem de Escoamento em Agqiiiferos Longos Baseada no
Método de Elementos Analiticos. Tese de Doutorado. Universidade de Sdo Paulo. Sdo Carlos-

SP.

O M¢étodo de Elementos Analiticos tem se mostrado uma alternativa conveniente para a
construcdo de modelos regionais de escoamento subterraneo. O Método utiliza solugdes
elementares analiticas e, portanto, ndo necessitam de contornos artificiais. Entretanto, a
caracterizagdo de fronteiras externas de aqiiiferos considerados longos (Aqiiiferos Longos)
acarreta duvidas quanto a presenga do efeito de borda na simulag¢do. Assim, neste trabalho, o
Método de Elementos Analiticos € estendido para a modelagem de escoamentos em Agqiiiferos
Longos eliminando-se a possibilidade da presenca de efeitos de borda. O dominio desses
aqiiferos ¢ mapeado em um semi-plano utilizando-se a transformagdo de Schwarz-
Christoffel. Dessa forma, elementos de regime estacionario sdo mapeados juntamente com o
dominio para o semi-plano e, portanto, sua formula¢ao ¢ modificada. Os contornos do semi-
plano, por sua vez, sdo representados pelo Método de Imagens. Elementos de escoamento
transiente sao abordados utilizando-se a formulagdo de Zaadnoordijk. S3o realizadas
corregOes algébricas e computacionais na formulagdo desses elementos. No entanto, o
mapeamento de dominio ndo ¢ extensivo aos elementos transientes. Sua aplicacdo em
Aqiiiferos Longos ¢ feita de maneira aproximada utilizando-se apenas o0 Método de Imagens
diretamente sobre o aqiiifero. Em seguida, a extensdo proposta para o Método de Elementos
Analiticos ¢ analisada em um problema hipotético. Finalmente, ¢ feita uma modelagem para a
avaliacdo de impactos ambientais devidos a um sistema de captagao de adgua localizado em
uma por¢do do Agqiiifero Barreiras no Estado do Rio Grande do Norte sobre a Lagoa do
Bonfim. O modelo ¢ calibrado em regime permanente fornecendo uma estimativa de recarga
de 24mm/més e, entdo, estima os impactos permanentes do sistema sobre a Lagoa do Bonfim,
onde ¢ feita a captagdo. O impacto do bombeamento reduz aproximadamente 5,36m do nivel
de dgua natural da Lagoa. Um cenario de seca €, também, simulado em regime transiente. A
partir dos resultados obtidos avalia-se que dois meses de auséncia de recarga direta aumentam

aproximadamente 0,5m a reduc¢do do nivel de 4gua da Lagoa do Bonfim.

Palavras-chaves: Hidraulica Ambiental, Método de Elementos Analiticos, Agqiiiferos

Longos.



Abstract

Batista, J. A. N. (2006) Elonged Aquifer Flow Modeling Based on Analytic Element
Method. Doctoral Thesis. Universidade de Sdo Paulo. Sao Carlos-SP.

The Analytic Element Method has shown itself an elegant alternative to regional
groundwater flow modeling. The Method applies elementary analytic solutions and, therefore,
artificial boundaries are not a necessity. However, frontiers of such considered Elonged
Aquifers carries out some questions about “edging effects” in the model results. In this work,
the Analytic Element Method is extended to Elonged Aquifer flow completely eliminating
any “edging effect”. To do this, such aquifers are mapped into a semi-plan by means of the
Schwarz-Christoffel transform. Next, steady flow elements are mapped accordingly to the
domain transformation and consequently its formulas are modified suitably. Then, Method of
Image gives boundary conditions in semi-plan. Transient flow elements due to Zaadnoordijk
are considered. Mistakes in algebraic and computational aspects were corrected. Nevertheless,
domain mappings are not performed to transient elements. Appliance of such elements to
Elonged Aquifers is performed in an approximated manner with the Method of Image just
upon the aquifer. After that, a hypothetic example is performed in order to analyze the new
elements, given successful results. Then, a case study is developed in order to assess the
impact due to a water supply system in the Barreiras Aquifer, Rio Grande do Norte State, on
Bonfim Lake. The model is calibrated, obtaining the recharge rate parameter equal to
24mm/month, and then is used to evaluate water level depletion in Bonfim Lake. Water level
changing in Bonfim Lake is given by the steady state flow 5.36m down. Finally, a transient
flow model is built in order to obtain water level changes due to recharge absence. According
to results, recharge absence during two month long enlarges 0.5m, approximately, water

depletion in Bonfim Lake.

Key-words: Environmental Flow, Analytic Element Method, Elonged Aqiiifers
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A matriz de coeficientes

A, B  constantes determinadas por condi¢des de contorno
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condutividade hidraulica em posi¢des onde a parte imaginaria da coordenada
complexa adimensional encontra-se no limite positivo

elementos do tensor de condutividades do meio poroso

condutividade hidraulica do aqiiifero m

tensor de condutividades do meio poroso

comprimento do tubo utilizado no Experimento de Darcy
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positivo

componente horizontal da velocidade aparente bidimensional em posi¢cdes onde

a parte imagindria da coordenada complexa adimensional encontra-se no limite

positivo
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componente vertical da velocidade aparente bidimensional em relagdo a um

segmento de reta em posi¢des onde a parte imaginaria da coordenada complexa

adimensional encontra-se no limite positivo

componente vertical da velocidade aparente bidimensional em relagdo a um

segmento de reta em posigdes onde a parte imaginaria da coordenada complexa
adimensional encontra-se no limite negativo

velocidade aparente do escoamento na direcao X

velocidade aparente do escoamento na diregdo Yy

velocidade aparente do escoamento na dire¢ao z

posi¢do relativa a um ponto

reflexo obtido pelo Método de Imagens diante de uma determinada fronteira
coeficiente de armazenamento bidimensional do aqiiifero

conjunto de pontos obtidos de um dominio refletido mediante o Método de
Imagens

deslocamento do escoamento

intensidade de um dipolo plano

coeficiente de armazenamento especifico para solos verticalmente consolidantes
instante de tempo onde o fenomeno ocorre

transmissividade do aqliifero

variaveis auxiliares

indice para identificacdo de vértices de uma poligonal

volume de controle

variavel complexa que representa a velocidade aparente totalizada na vertical
parte real da coordenada complexa adimensional

coordenadas do sistema cartesiano de localizagdo no espaco

limite negativo da parte imagindria da coordenada complexa adimensional

parte imaginaria da coordenada complexa adimensional

limite positivo da parte imaginéria da coordenada complexa adimensional
coordenada complexa adimensional de um ponto em relagdo a um segmento de
reta

coordenada do plano complexo

coordenada complexa do centro geométrico de uma poligonal

coordenada do plano complexo no extremo original de um segmento de reta
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coordenada do plano complexo no extremo terminal de um segmento de reta
plano adimensional de mapeamento de elementos utilizados em Agiiiferos

Longos

variavel adimensional de integracao sobre um segmento de reta

carga piezométrica média

carga piezométrica na extremidade de maior abscissa do tubo utilizado no
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operacdao do Método de Imagens sobre um elementos
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potencial complexo de descarga

potencial complexo de descarga em posi¢des onde a parte imagindria da
coordenada complexa adimensional encontra-se no limite positivo

potencial complexo de descarga em posi¢des onde a parte imaginaria da
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parte real de um ponto do plano Zeta
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instante de tempo inicial de integracao
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parte real de um numero (variavel) complexa
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Introducio

A modelagem de escoamento tem sido amplamente utilizada para o planejamento e a
gestdo de recursos hidricos. A necessidade da utilizacdo de modelos para esses fins tem
crescido a medida que cresce a demanda desses recursos. As formagdes geoldgicas onde ¢
possivel a exploragdo de 4guas subterraneas, geralmente, estendem-se muito além das regides
para as quais sdo construidos os modelos. Sob essas circunstancias, langa-se mao do uso de
fronteiras artificiais para limitar o dominio do modelo. Alternativamente a “pratica” de
utilizacdo de fronteiras artificiais, o Método de Elementos Analiticos (na literatura
internacional, Analytic Element Method ou AEM) ¢ formulado em termos de fungdes
analiticas, e portanto, ¢ adequado para a modelagem de regides abertas (Strack, 1989).

Essas formagdes geologicas comumente apresentam-se, ainda, em formas alongadas, ou
seja, estreitas em relacdo a sua direcdo de maior comprimento. Entretanto, a representacao de
fronteiras de dominios semi-infinitos por meio do AEM comumente acarreta dividas quanto
aos critérios a serem adotados para se evitar eventuais efeitos de borda. Aqiiiferos com essa
conformagdo sao chamados neste trabalho de Aqiiiferos Longos e podem ser caracterizados
por meio de uma faixa de dominio infinita, sobre a qual componentes bi ou tridimensionais do
escoamento podem ser modeladas. No Brasil, o Aqiiifero Barreiras compreende uma largura
muito pequena em relacdo a sua extensdo e, portanto, constitui-se em um exemplo de
Aqtiifero Longo.

No Estado do Rio Grande do Norte, o Aqiiifero Barreiras fornece dgua para diversos
sistemas de abastecimento publico de dgua. O Sistema Adutor Agreste/Trairi/Potengi possui o
maior sistema de captagdo instalado na por¢cdo do Aqiiifero gerenciada pelo Estado. A
captacdo do Sistema encontra-se instalada na regdo do Sistema Lacustre Bonfim, onde
encontram-se, ainda, diversos corregos e lagoas utilizados para atividades recreativas. Os
impactos ambientais do sistema tém sido amplamente discutidos na sociedade, bem como na
comunidade técnico-cientifica, desde sua fase de concepcao, em 1996, até¢ hoje. No entanto,
embora relatorios de consultoria apontem pocos de captacao alternativos (e.g. Manuel Filho e
Castro, 2002), a modelagem da hidrodinamica do sistema realizada em estudos anteriores nao
tem reproduzido o comportamento observado em campo (Pereira et al., 2003).

Este trabalho tem o objetivo de, em primeiro lugar, estender o Método de Elementos
Analiticos para a modelagem de escoamentos em Aqiiiferos Longos, uma configuracido de

dominio ainda nao abordada na literatura do método. Em segundo lugar, este trabalho visa
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descrever o escoamento subterraneo da regido do Sistema Lacustre Bonfim, fazendo
simulacdes baseadas em Elementos Analiticos e, assim, introduzir novos subsidios a
discussdo sobre a hidrodindmica da area de estudo. A modelagem baseada em Elementos
Analiticos permite o enriquecimento da analise do escoamento & medida que sdo utilizadas
fungdes explicitas para cada efeito introduzido ao modelo. Portanto, esse trabalho contribui
tanto para a extensdo do Método de Elementos Analiticos, ampliando-se o seu alcance de
aplicagdo, como para o conhecimento da hidrodindmica do Sistema Lacustre Bonfim.

No primeiro capitulo, apresenta-se os conceitos e equacdes fundamentais no estudo de
escoamentos em meios porosos no ambito da Engenharia de Recursos Hidricos. No segundo
capitulo, apresenta-se uma visdao geral sobre ferramentas analiticas comumente utilizadas no
estudo do escoamento de aguas subterraneas. No terceiro capitulo, o Método de Elementos
Analiticos ¢ apresentado. Como contribuicdo ao estado-da-arte do método sdo revistas
algumas equagoes utilizadas na literatura e introduzidos aperfeigoamentos de modo a corrigir
expressoes que descrevem de forma insatisfatoria o comportamento de alguns elementos. No
quarto capitulo, ¢ desenvolvida uma nova formulagdo para a simulacdo de escoamento em
Aquiferos Longos baseada no Método de Elementos Analiticos. Observa-se que essa técnica
dispensa o uso de elementos em fronteiras (externas) permitindo, também, que a definicao de
elementos nos contornos internos do Aquiferos Longos seja feita de maneira apropriada. Por
fim, no quinto capitulo, a metodologia desenvolvida ¢ testada em um problema real
construindo-se um modelo de Elementos Analiticos para o estudo do escoamento subterraneo
no Sistema Lacustre Bonfim. Embora a implantacdo da capta¢dao tenha motivado diversos
estudos, o presente trabalho contribui para a questdo, fornecendo uma calibracdo dos

parametros hidraulicos e simulando cenarios de seca na regido.



Capitulo 1

FUNDAMENTOS DO ESCOAMENTO DE AGUA EM AQUIFEROS

Neste capitulo sdo apresentados conceitos € equacdes fundamentais para o estudo de

escoamentos em meios POrosos.

1.1 Conceitos Hidrogeologicos

A agua existe em uma quantidade finita e ¢ encontrada nos seus trés estados fisicos na
atmosfera, sobre a superficie terrestre e no interior de nosso subsolo. O estudo de sua
ocorréncia, movimentagdo e reacdes com o meio ambiente, define, em poucas palavras, o
objeto da Hidrologia (Villela e Mattos, 1975). De maneira geral, as rochas encontradas no
subsolo s3o constituidas de materiais porosos, capazes de absorver dgua. Penetrando-se a
superficie terrestre ap6s uma certa profundidade, os poros do material perfurado serdo
encontrados completamente preenchidos com agua. A agua encontrada nos poros saturados do
subsolo ¢ denominada Agua Subterranea (Fetter, 1994).

Hidrogeologicamente, rochas e solos sdo classificados de acordo com sua capacidade de
transmitir 4gua. Formagdes impermedveis recebem a denominagdo de Aqiiicludes. Formagdes
geologicas com baixa permeabilidade sdo denominadas Aqiiitardes. Finalmente, os Aqiiiferos
constituem-se formagdes capazes de armazenar e transmitir agua suficiente para fornecer
quantidades razoaveis para pogos (Fetter, 1994).

A ocorréncia de dguas subterraneas pode ser observada com baixa concentracio de sais
(doce) ou com uma concentragdo elevada de sais dissolvidos das rochas (salobra). Na Tabela
1.1.1 apresenta-se a distribuicdo da agua na Terra destacando a ocorréncia de aguas
subterraneas. Os valores entre parénteses referem-se a subtotais da linha superior. Reservas
permanentes de gelo, vapor de dgua na atmosfera e 4gua nos seres vivos nao estdo disponiveis
para o abastecimento humano. Pode-se inferir da Tabela 1.1.1 que as 4guas subterrdneas
doces constituem 96,3% de toda dgua doce disponivel no planeta. Somente 3,7% de toda dgua

disponivel (rios, lagos e pantanos) encontram-se sobre os continentes.
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Tabela 1.1.1 — Distribui¢do da agua no ciclo hidrolégico.

. volume Percentual | Percentual
Fonte Hidrica 3, | do Volume | do Volume
(1.000 km?)
Total Doce
Oceanos, Mares e
Baias. 1.338.000 96,5 -
Capas e Montanhas
de Gelo e Neve | 24.064 1,74 68,7
Permanentes
Agua Subterranea 23.400 1,7 -
Doce (10.530) (0,76) 30,1
Salobra (12.870) (0,94) -
Umidade do Solo 16,5 0,001 0,05
“permafrost” 300 0,022 0,86
Lagos 176,4 0,013 -
Doce (91,0) (0,007) 0,26
Salobra (85,4) (0,006) -
Atmosfera 12,9 0,001 0,04
Pantanos 11,47 0,0008 0,03
Rios 2,12 0,0002 0,006
Seres Vivos 1,12 0,0001 0,003
Total 1.385.984 100,0 100,0

Fonte: Gleick, P. H., 1996: Water resources. In. Schneider, S. H
ed. Encyclopedia of Climate and Weather, Oxford University Press,
New York, vol. 2, pp.817-823.

Em toda Terra, a 4gua ¢ submetida a uma renovacao dindmica e perene com diferentes
intensidades e escalas de tempo de acordo com o ambiente onde se encontra. De uma forma
geral, ambientes onde a dgua ¢ encontrada com maior abundincia detém a 4gua durante
maiores intervalos de tempo, como ¢ o caso das dguas subterraneas. O inverso acontece em
meios como a atmosfera, onde a 4gua permanece menos tempo. Portanto, em nenhum meio
que contém agua no ambiente o armazenamento ¢ estatico. Ou seja, as aguas de qualquer
meio estdo em movimento € trocam massas continuamente entre as diversas componentes
encontradas no ciclo hidrologico.

Em ambientes hidrogeoldgicos (aqiiiferos), a d4gua escoa de forma muito lenta (cm/dia
ou m/dia) se comparada ao escoamento superficial ou ao atmosférico, fungdo da resisténcia
imposta pelos poros das rochas. Hidrologicamente, a resisténcia das rochas ao escoamento ¢
necessaria para que as cargas piezométricas dos aqliiferos sejam mantidas em niveis elevados.
Dessa forma, a 4gua subterranea interage com rios, lagos e nascentes tornando-os perenes. A
gestao de recursos hidricos subterraneos, portanto, deve ser responsavel pela manutencao das
cargas piezométricas proximas as condi¢gdes naturais, a fim de promover o manejo sustentavel

dos recursos hidricos.
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1.2 Leis Fundamentais

Henry Darcy, em 1856, quantificou a perda de carga piezométrica necessaria para a
produ¢do de determinados valores de descarga de dgua em um cilindro de areia de
comprimento fixo. A descarga mostrou-se diretamente proporcional a perda de energia e
inversamente proporcional ao comprimento do cilindro. As varidveis estudadas estariam
relacionadas por intermédio de uma constante de proporcionalidade K, representativa das

propriedades do fluido e do meio.

Eq. 1.2.1

1 2
A expressio traz ¢ [LT"'] como a descarga por unidade de 4rea transversal, ¢ ¢ ¢ [L]

como as cargas piezométricas nas extremidades do tubo, L [L], o comprimento do percurso e
K [LT"], a condutividade hidraulica. Reescrevendo-se a Eq. 1.2.1 na forma diferencial, a
expressao resultante ¢ fisicamente interpretada como a aplicacdo da lei de conservagdo da

energia piezométrica (@) do fluido em meios porosos sobre um eixo X.

q=-K-2 Eq.1.2.2

Esse ponto de vista permite interpretar a condutividade hidraulica K como o produto de

k, a permeabilidade intrinseca [L*] do meio pelo fator hidrodindmico pg/u do fluido,
K=k. pg/u Eq.1.2.3

onde pg é o peso especifico do fluido [MT?L?] e u a viscosidade dindmica [MT'L™"].
Aplicando-se as equagdes de conservagdo de quantidade de movimento do fluido (Equagdes
de Navier-Stokes) a escala dos poros, Hubbert (1956) obteve a seguinte expressdo para a

permeabilidade intrinseca do meio:

d?n°
- 54(1_n)2 Eq. 1.24
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onde N, ¢ a porosidade efetiva do meio ¢ d o didmetro médio dos graos.
A equacdo do movimento do fluido no meio poroso orientada em um sistema de eixos

(X,y,Z) cartesiano ¢ chamada lei de Darcy generalizada, e ¢ dada pela seguinte expressao:

Kxx ny sz
q=-K, K, K, |Vé,ouq=-KVyg Eq. 1.2.5
K, K K

onde a matriz [Kj] (i=X, Y, Z e j= X, Y, z) ¢ o tensor de condutividades do meio. Mesmo em
casos onde os eixos de coordenadas ndo coincidem com as diregdes principais de
condutividade, observa-se (Bear, 1972 pag. 136) que o tensor de condutividades do meio ¢

sempre simétrico em relagdo a diagonal principal (K;; = K, ). Caso haja coincidéncia entre os

eixos de coordenadas e os eixos principais de condutividade, o tensor ¢ dado por uma matriz
diagonal. Em ambos os casos, cada ponto do meio oferece diferentes componentes de
condutividade para cada componente do escoamento. Formagdes geoldgicas assim
constituidas sdo denominadas aqiiiferos anisotropicos. Essa ¢ uma situagdo comumente
encontrada em formacgdes geoldgicas estratificadas e em formagdes fraturadas.

Reescrevendo a equacao Eq. 1.2.5 para cada eixo de coordenadas, tem-se:

9 g 9 g 9

x Yoy oz
-k, Yk, P, Eq. 1.2.6

OX oy 0z

q, =_sz a¢ sz%_Kzz%

OX oy 0z

q, =K

Quando sdo observados valores iguais de condutividade em todas as direcdes de cada
ponto do meio, o tensor da equagdo Eq. 1.2.5 torna a ser expresso novamente por um escalar.
As formacgdes assim caracterizadas sdo denominadas hidrogeologicamente de agqiiiferos
isotropicos. Meios isotropicos sdo comumente encontrados em formagdes geologicas

sedimentares recentes.
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q=-KV¢ Eq. 1.2.7

A condutividade de uma formagao isotrdpica é, portanto, expressa por um Unico valor
em todas as diregdes de um unico ponto. A condutividade hidraulica pode, por outro lado,
variar entre dois pontos em duas situagdes: 1) em uma formacao que apresenta uma variagao
suave de sua condutividade; 2) considerando-se dois pontos localizados sobre formagdes
diferentes. No primeiro caso, a caracteriza¢do da condutividade ¢ feita, por exemplo, por meio
de métodos geoestatisticos. No segundo, sdo identificadas regides diferentes de mesma
condutividade. Em ambos os casos, as formagdes constituem-se meios denominados aqjiiiferos
heterogéneos e sua condutividade K ¢ considerada uma func¢ao do espaco.

Para o fechamento do equacionamento das incdgnitas q € ¢ ¢ necessario ainda,
observar-se a continuidade da massa de fluido, especificando-se entdo o campo de
escoamento e de alturas piezométricas ¢ (o campo piezométrico). A expressdao da conservacao
de uma massa fluida de densidade constante ¢ dada pela Equacdo da Continuidade escrita da

seguinte forma:
€q+%%§=o Eq.1.2.8

onde So [L'] é o coeficiente de armazenamento especifico para solos verticalmente
consolidantes. O coeficiente Sy ¢ definido como o volume de 4gua liberado/recebido dos
poros do aqiiifero por uniade de volume do material poroso para cada unidade de variagdo de

carga piezométrica no aqiiifero, dado por S = pg[a(l—n)+ nﬂ] com « ¢ f sendo os

coeficientes de compressibilidade do solo e da dgua, respectivamente (Bear, 1972).
1.3 Equacdes Governantes
O acoplamento das equacgdes Eq. 1.2.7 e Eq. 1.2.8 fornece a equagdo governante que

descreve de forma geral, para o caso onde os eixos de coordenadas encontram-se alinhados

aos eixos principais de condutividade, o escoamento de 4guas subterraneas.

E(Kxﬁj+£(Kyﬂj+£(Ku%j=SO% Fq. 13
OX ox ) oy oy ) oz 0z ot
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A aplicacdo da Eq. 1.3.1 exige mais conhecimento sobre as propriedades fisicas do
aqiiifero e suas condi¢des de contorno do que geralmente se dispde. No entanto, determinados
casos particulares permitem que sejam introduzidas simplificacdes que conduzem o
equacionamento a algumas equagdes diferenciais amplamente estudadas.

Em aqiiiferos confinados, a se¢do transversal ao escoamento ¢ considerada constante no
tempo e a distribui¢do de pressao hidrostatica, ou seja, as linhas equipotenciais na se¢ao sao
independentes da posi¢do z. Dessa forma, o termo referente a variagao de ¢ na dire¢ao do eixo
Z torna-se nulo na equacdo geral (Eq. 1.3.1). Reescrevendo-se, entdo, a Eq. 1.3.1 nas duas
dimensdes restantes e adicionado um termo de fonte N que expressa a passagem de agua

através das superficies de topo e de base do aqiiifero, tem-se:

%(Kbg—fj+%(Kbgy—¢j+N =S% Eq. 1.3.2
onde K ¢ a condutividade hidraulica; H é a espessura do aqiiifero; S, o coeficiente de
armazenamento definido como S=Sgb e N [LT™'], a funcio de distribuicdo espacial e temporal
da recarga.

Por sua vez, fazendo o termo a direita do sinal de igualdade na Eq. 1.3.2 igual a zero, o

escoamento permantente confinado torna-se expresso por:

Q(KH %j+g(KH %j+ N =0 Eq. 1323
OX ox ) oy oy

Em agqiiiferos livres, ao observar-se que de modo geral as propriedades do escoamento
subterraneo variam suavemente, Dupuit (1863 apud Bear, 1972)" afirmou que (1) a perda de
carga na dire¢do do escoamento ¢ igual a queda de altura de dgua; (2) a direcdo dos vetores de
descarga ¢ quase horizontal; e (3) as linhas equipotenciais na secdo independem da posi¢ao z
(¢ = plpg + z, onde p € aproximada pela pressdo hidrostatica, p = (¢ - z)0Q). Assim, em
aqiiiferos livres onde sdo satisfeitas as suposi¢des de Dupuit, a equagdo Eq. 1.3.1 torna-se

também bidimensional, porém ndo-linear, uma vez que b torna-se igual a ¢. A principio, as

' Dupuit, J. (1863) Etudes Théoriques et Pratiques sur le Mouvment des Eaux dans les Canaux

Découverts et a Travers les Terrains Permeables, 2% ed. , Dunod, Paris
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suposicoes de Dupuit foram introduzidas para problemas de escoamentos estacionarios

o¢p : . . ~
i 0). Assim, o escoamento permanente livre torna-se governado pela seguinte equagao:

2(55¢2J+i(5 8¢2j+ N =0 Eq. 13.4
ox\ 2 ox oy\ 2 oy

Boussinesq (1903, 1904 apud Bear, 1972)* * aplica as suposi¢des de Dupuit a
o¢

problemas de escoamento em regime transiente (E # 0) admitindo o meio homogéneo. A

partir das simplificacdes de Dupuit obtém-se a Equacdo da Continuidade da seguinte forma

(Bear, 1972 pag. 374):

o
_&_&JFN:ne% Eq. 1.3.5
ox oy ot

Utilizando-se a lei de Darcy (Eq. 1.2.7) e definindo-se Q como a soma das componentes
de descarga qx e qy totalizada ao longo da espessura H, com base na segunda hipotese de

Dupuit, e fazendo ¢ = H com base na hipdtese trés, tem-se em meios homogéneos:

2 12 2 42
5[6% +a¢2}tN= ea—¢ Eq. 1.3.6
2| ox oy

onde o coeficiente de armazenamento ¢ dado pela porosidade efetiva do aqiiifero (ne). A
equacdo (Eq. 1.3.6) é conhecida como Equagdo de Boussinesq e também pelo nome do

pesquisador Forchheimer (1930 apud Bear, 1972)* devido aos trabalhos de ambos na solugéo

* Boussinesq, J. (1903) Recherches thedriques sur I’écoulement des nappes d’eau infiltrées dans le sol et
sur debit de sources, J. Math. Pures Appl., CRH Acad. Sci., v10, pp5-78;

3 Boussinesg, J. (1904) Recherches theériques sur I’écoulement des nappes d’eau infiltrées dans le sol et
sur debit de sources, J. Math. Pures Appl., CRH Acad. Sci., v10, pp363-394

* Forchheimer, P. (1930) Hydraulik, 3* ed. Teubner, Leipzig, Berlin
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da equagdao. De modo semelhante, admitindo-se a homogeneidade da condutividade e da

espessura de aqiiiferos confinados, a equagao Eq. 1.3.2 ¢ reduzida a forma seguinte:

2
T KA NS Eq.1.3.7
ox* 6y ot
ou ainda,
a¢ a¢ N a¢_ Eq. 1.3.8
S ax2

KH , : . < .
onde o termo Y ¢ conhecido como difusividade do aqiiifero e a equagdo ¢ referida como

Equagao do Calor.
Reduzindo-se, ainda as equacdes Eq. 1.3.6 e Eq. 1.3.8 ao regime estaciondrio, produz-se

a Equacao de Poisson, expressa para o escoamento livre e confinado, respectivamente, por :

2 42 2 42
K
aXZ ayZ

= —2N/K Eq. 1.3.9

@(15 5¢ N
s ViH Eq. 1.3.10

Na auséncia do termo de fonte, as equagdes Eq. 1.3.9 e Eq. 1.3.10 sdo reduzidas a
forma da Equacdo de Laplace, respectivamente equagdes Eq. 1.3.11 e Eq. 1.3.12. Na equagdo
geral Eq. 1.3.1, a suposi¢do de meio homogéneo, isotrdpico e inelastico produz igualmente a

forma da Equagdo de Laplace .
V2¢2:0 Eq.1.311

V=0 Eq. 1.3.12
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Em aqiiferos estratificados, por outro lado, comumente sdo encontradas formagoes
pouco permeaveis interpostas a formagdes de maior condutividade. Nesse caso, as formagdes
de maior condutividade sdo chamadas de aqiiiferos semiconfinados e a camada pouco
condutiva, semiconfinante, constituindo-se uma camada que transmite 4gua apenas em sua
diregdo transversal. A ocorréncia alternada dessas camadas configura os sistemas
multicamada, onde a perda ou recarga (N;) do aqiiifero semiconfinado para o(s) aqiiifero(s)
adjacente(s) ¢ obtida em fun¢dao da piezometria dos aqiiiferos relacionados. A relagdo de
recarga ou perda entre os aqiiiferos, por sua vez, ¢ obtida aplicando-se a expressdo de Darcy
(Eq. 1.2.1) para as camadas pouco condutoras adjacentes ao aqiiifero semiconfinado.
Portanto, pode-se escrever o termo de fonte da expressdo Eq. 1.3.10, considerando-se a

presenga de duas camadas semiconfinantes, da seguinte maneira:

Nm :(¢m_¢m—lj+(¢m_¢m+lJ Eq1313

Cm—l Cm

H

onde m ¢ o indice que numera cada camada de aqiiifero, ¢, =—""

[T] ¢ a resisténcia

m-1
transversal da camada semiconfinante inferior do aqiiifero definida em fungdo de sua
espessura Hp1 € sua condutividade hidraulica Ky.1. Assim, a equagdo governante torna-se

expressa da seguinte maneira:

_ _Np 24
e K H_ouVig=Ag Eq. 1.3.14

onde A ¢ a matriz de coeficientes formada pelos termos que multiplicam ¢n.1, @n € Fn
definidos na expressao Eq. 1.3.13. Dessa forma, a Equa¢do de Helmholtz ¢ introduzida como
a equagdo governante de sistemas aqiiiferos homogéneos e isotrépicos em multicamadas
(Hemker, 1984).

De uma forma geral, as equagdes governantes do escoamento subterraneo (Laplace,
Poisson, Calor e Helmholtz) sdo utilizadas apenas em meios homogéneos e isotropicos. No
entanto, embora as imposi¢des de homogeneidade e isotropia sejam simplificacdes bastante

difundidas e bem aceitas, a Equacdo de Helmholtz ¢ aplicada ainda em casos onde a

25
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condutividade do meio ¢ dada por uma distribuicdo obtida da seguinte equacdo, onde y ¢ uma

constante real:

VK2 4+ y?KY? =0 Eq. 1.3.15

Georghitza (1969) demonstra que a equagdo governante do escoamento através de

meios cuja condutividade seja assim caracterizada ¢ escrita na seguinte forma:
Vip+ y’p=0 Eq. 1.3.16
onde a varidvel ¢ ¢ definida como ¢ = ¢K1/2. Em aqiiiferos confinados (N = 0), a

demonstragdo de Georghitza ¢ aplicada a aproximagdes bidimensionais Eq. 1.3.3 utilizando-

se distribui¢des de transmissividade (T = Kb) obtidas da Eq. 1.3.15.



27

Capitulo 2

FERRAMENTAS ANALITICAS EM AGUAS SUBTERRANEAS

Neste capitulo, ¢ apresentada uma revisdo de ferramentas matematicas comumente
utilizadas na analise de problemas de escoamento em meios porosos e em disciplinas voltadas
a problemas matematicamente analogos. Na primeira se¢ao, alguns conceitos uteis a analise
de campos vetoriais sdo apresentados em termos de varidveis comumente utilizadas para
descrever o escoamento de 4guas subterrdneas. Na segunda secdo, sdo introduzidos os
conceitos de varidveis complexas e fungdes analiticas culminando na apresentagao de algumas
fun¢des harmdnicas importantes na formulagcdo do Método de Elementos Analiticos. Por fim,
sao apresentadas duas técnicas auxiliares bastante utilizadas na obtencdo de solugdes

analiticas de problemas em aqiiiferos alongados.
2.1 Aguas Subterrineas e Campos Vetoriais

A lei de Darcy ¢ discutida por Hubbert (1956, 1969) em termos de uma relagdo entre o
campo gravitacional ou campo de for¢as (E) e o campo de escoamento (q). Para um fluido
cuja massa especifica é invariavel, a forga que atua no fluido por unidade de massa E ¢

determinada fazendo:

E=-gV¢ Eq.2.1.1

onde ¢ = P +7, 0 ¢éa aceleracio da gravidade [LT™], z [L] ¢ a posi¢do do ponto na dire¢io
~9

vertical, p [MT?L"], a presséo do fluido no ponto e p [ML™] a massa especifica do fluido.

O campo de escoamento, por sua vez, independentemente do campo de forcas, deve
satisfazer a conservagdo de massa, produzindo a Equacdo da Continuidade em termos do
vetor de descarga de volume por unidade de 4rea da secdo transversal q [LT'] para o fluido

incompressivel na forma de:

v

Vq=y. Eq.2.1.2
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onde y [T™] ¢ a produgio de massa fluida por unidade de volume.

Ambos, escoamento e forga gravitacional, estdo relacionados pela lei de Darcy da

seguinte forma (Hubbert, 1956):

q=DE, Eq.2.1.3

encontrando analogia em diversas aplicacdes da fisica, como eletrostatica e conducdo de
calor. Definindo o fator D (Eq. 2.1.3) a partir de K (condutividade hidraulica) como

D = K/garelagdo é expressa ainda como:
(= -KYVg Eq.2.1.4

onde K ¢ a condutividade hidraulica do meio, podendo ser generalizada pelo tensor K

definido na equagao Eq. 1.2.5.
2.1.1 Campos Irrotacionais

Em casos onde o meio € isotropico e homogéneo, o tensor K torna-se de ordem zero e,

portanto um escalar K. Dessa forma, a Eq. 2.1.4 pode ser reescrita definindo um potencial de
descarga @ = K¢, mais comumente chamado apenas de “potencial” (Bear, 1972 pag. 129) da

seguinte forma:

q=-VO Eq.2.1.5

Assumindo esta forma, o campo de escoamento ¢ chamado de campo conservativo ou
escoamento potencial e matematicamente, @, ¢ tratado sob a otica da teoria do potencial (e.g.
Bear, 1972; Kellogg, 1959). A denominacao de um potencial de descarga @ em suas diversas
aplicagoes, incluindo escoamentos em meios porosos, ¢ feita de maneira a obter funcdes F

que satisfagam a expressdes escritas na forma:

F=-VO Eq.2.1.6
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Considerando um fluido incompressivel, a equacdo Eq. 2.1.5 acoplada a Equagdo da

Continuidade (Eq. 2.1.2) produz:

v

VD =—y Eq.2.1.7
O campo caracterizado pela equacdo Eq. 2.1.7 ¢ também chamado de irrotacional.

Campos irrotacionais onde V . q = 0 sdo também chamados solendides e sdo determinados

pela Equacdo de Laplace:
VD=0 Eq.2.1.8

A condi¢do de irrotacionalidade, por sua vez, ¢ definida pelo teorema de Stokes (e.g.

Bear, 1972; Kellogg, 1959):

iﬁq.ds = J-J.J.rotq.dV =0 Eq.2.1.9
©) W)

Portanto, o campo nao trivial (q# 0) que satisfaz a equacdo Eq. 2.1.9 ¢ encontrado

fazendo rotq =0, ou seja,

o a n

I J k
q. ). . (0 .
Vq=|ojox ofoy ojor = eyl [0 Oy )5 [Ny Oyl o g oy g
oy oz 0z OX ox oy
a, 4q, 4,

oq, o4, oq, oq, 0q, oq .
z = — =2z =—>= ¢ necessario que Kw=Ky=K; e que
0z 0z  OX OX 1 TR

2

Para que

V K =0, o que produz igualmente a equagdo Eq. 2.1.5. Assim, estas propriedades sdo validas

somente para aqliiferos homogéneos e isotropicos.

2.1.2 Campos Rotacionais
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Embora a defini¢do do potencial de descarga @ forneca uma formulagdo bastante
simplificada para a solu¢do de problemas de escoamento em meios porosos, sua aplicagdao
esta fortemente atrelada a irrotacionalidade do escoamento. No entanto, a obten¢ao de fungdes
chamadas linhas de corrente torna possivel descrever o campo de escoamento, de maneira
independente do gravitacional, em duas e trés dimensdes. Linhas de corrente sdo curvas em
cada instante de tempo que sdo tangentes a dire¢do da velocidade, matematicamente definidas

por (Bear, 1972, pag. 224):
qxds=0. Eq. 2.1.11

onde o vetor s indica o deslocamento ao longo da linha de corrente.
Em duas dimensdes horizontais, q passa a ser totalizado (integrado) na espessura do

aquifero (b) e a ser referido como o vetor Q da seguinte forma (Bear, 1972, pag. 225):
b
Q=[(@,+q,+q,)dz=q,b+q,b=Q,+Q, Eq.2.1.12
0

e as linhas de corrente podem ser expressas como:

dx/Q, =dy/Q,, ouainda, Q dx—-Q,dy=0. Eq.2.1.13

A funcao que satisfaz a equacao Eq. 2.1.13 sera dada por uma %= ¥ (X,y) = cte ao longo

de uma linha de corrente s, onde d¥ /ds = 8_‘1’% +6—lpﬂ =0, se:
ox ds oy ds
oY oY
- -2 Eq.2.1.14
Q, o e Q, x q

ou ainda,

Q =rot¥ Eq. 2.1.15
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A Equagdao da Continuidade (Eq. 2.1.2), por sua vez, pode ser reescrita no plano

horizontal como:

h

VQ=-y Eq. 2.1.16

h
onde y ¢ a producao de fluido sobre o plano horizontal. A partir da redugdo da equacdo Eq.

2.1.2 sobre o plano horizontal, @ ¢ redefinido como @=bK¢ge y em Eq. 2.1.8 é substituido

h
por y. Observando as equacdes Eq. 2.1.14 e Eq. 2.1.5, pode ser extraida a seguinte relagao

entre o potencial @ e a funcdo de linhas de corrente % conhecidas como equagdes (ou

condi¢des) de Cauchy-Riemann (Strack, 1989).

o _o
oy oX

Eq. 2.1.17
o __ov
OX oy

A definicdo de linhas de corrente (Eq. 2.1.13) pode ser reescrita ainda como
Q,dx/ds—Q,dy/ds =0, donde vem Q, —Q., =0, que representa a conservagdo de um
fluido em escoamento solendide. Fazendo o divergente na Equagdo da Continuidade (Eq.
2.1.2) igual a zero, escreve-se div Q = 0 ou ainda, dQ, /0x+0Q, /dy =0 (Bear, 1972). Isso
implica que as propriedades do escoamento rotacional, embora validas para aqiiiferos
anisotropicos e heterogéneos, ndo abrangem fendmenos transientes nem ocorréncias de

recarga.

Assim, a representacdo de campos rotacionais ¢ descrita expressando-se o rotacional de

Q diferente de zero e igual a £, ou seja:

VxQ= Eq.2.1.18
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O campo de escoamento sera determinado por linhas de corrente ¥ que satisfazem a seguinte

Equagdo de Poisson:

V¥ =8 Eq.2.1.19
onde f, é o rotacional de Q. Em campos solenoides, tem-se:

V¥ =0 Eq.2.1.20

Em trés dimensdes, as linhas de corrente y sdo obtidas pela intersecdo de duas

superficies caracteristicas encontradas para a equagao Eq. 2.1.11 (Bear, 1972, pag. 227):

A=A(X,Y,2) =cte
Eq. 2.1.21
x=x(X,y,2) =cte
A geometria das linhas de corrente, por sua vez, ¢ descrita por uma fun¢do ¥ dada por
WYIA(X,Y,2), ¥(X,¥,2)]=0. Sendo o vetor q (ndo-divergente) perpendicular & normal de

ambas as superficies no ponto de intersecao,

Q=VAxVy Eq. 2.1.22

Aplicacdes de trés dimensdes da formulacio de um campo de escoamento ndo-
divergente a partir de linhas de corrente sdo feitas somente em casos particulares conforme

discutido por Bear (1972, pag. 230).
2.1.3 Principio da Sobreposicao

As equacdes Eq. 2.1.7 e Eq. 2.1.19 sdo suficientes para a determinagdo do campo
piezométrico e de escoamento de diversos problemas em meios porosos. As equagdes
possuem coeficientes constantes e, portanto sdo lineares, possibilitando-se o uso da

sobreposicdo de efeitos. O principio da sobreposicdo esta baseado na propriedade que afirma

1 1 2 2
que se p=¢(X,y,2,t) e g=g(x,y,2,t) sio duas solugdes particulares de uma equagio
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1 2 1 2
diferencial homogénea linear, entdo qualquer combinagdo linearde ¢ ¢ ¢, ¢ =C,9+C, ¢4, ¢
solugdo da equagdo diferencial linear homogénea. Quando se trata de uma equagao

diferencial linear ndo-homogénea, como sao Eq. 2.1.7 ¢ Eq. 2.1.19, a solugdo pode ser escrita

0 1 2 0
na forma ¢=¢+C, ¢+C, ¢ onde ¢ ¢ uma solucdo e é denominada integral particular,

1 2
enquantoC, ¢+ C, ¢ ¢ a solucdo da equacdo homogénea, denominada solugdo complementar
(Bear, 1972, pag. 298).
A aplicacdo do principio da sobreposicdo pode também ser feita no tempo. Considere,

por exemplo, a seguinte equagdo governante:

jitm§£j+£i@%§£j+fi@%§ﬁj:ahéﬁ Eq. 2.1.23
OX ox ) oy oy ) oz 0z ot

onde w; (i=1, 2, 3, 4) sdo coeficientes independentes de ¢. A condigdo inicial no dominio (D)

¢ ¢="1(x,y,2) e no contorno (C) é L(#)=g(x.,y,2), sendo L um operador diferencial.

1 1
Seja ¢ = ¢(X, Y, Z,t), a solugdo para o seguinte escoamento dado por

2 2 2
0’9 09 09 _
ox* oy* oz’

0, Eq. 2.1.24

2 2
satisfazendo as mesmas condi¢des de contorno. Seja também ¢=¢(X, y,z,t) a solucdo da

equacdo Eq. 2.1.23 agora com condicao inicial
2
¢: f(X, Y, Z) - g(xa Y, Z) Eq 2.1.25

1
e no contorno L(¢) = 0, de forma que #= g(X.y,2).

1 2
Verifica-se que ¢ = ¢+ ¢ satisfaz a equagdo Eq. 2.1.23 e as condigdes iniciais no

dominio D e de contorno em C. Dessa forma, o problema ¢ analisado por intermédio de um
problema de escoamento permanente especificado por suas condi¢des de contorno € um

problema transiente prescrito por sua condi¢do inicial e condi¢ao de contorno homogénea.
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Segundo Bear (1972, pag. 300) o Teorema de Duhamel permite ainda que diversas
solugodes ¢ = f(X, Y, z, 7, t) de problemas com condi¢ao inicial ¢= 0 e de contorno ¢ =7(X, Y, Z,
7) sejam sobrepostas ao longo do tempo. Por exemplo, a solugdo do problema onde sdo
especificadas com condi¢do inicial ¢ =0 e de contorno ¢ =7(X, Y, Z, tp) para a equacao Eq.

2.1.23 ¢, entdo, obtida utilizando-se a integral:

t
j§¢(x, y,2,7,t—7)dz Eq.2.1.26
) ot

onde 7 ¢ o tempo inicial tomado igual a zero e t — 7 ¢ o tempo final igual a t.

Decompondo-se, entdo, um problema de condicao inicial ¢= #X, Y, z, 7) e de contorno

1
@ =11X, Y, z, 1) em dois problemas, o primeiro, especificado pela condicdo onde ¢ em t =0

2
vale f(X, Y, z) e zero no contorno (C), e o segundo, especificado pela condi¢do onde ¢ ¢ zero

1 2
inicialmente (t = 0) e vale 7(X, Y, z, t) no contorno, sua sobreposi¢do, ¢ = @+ ¢, resolve o

problema. Em outras palavras, o teorema, ou principio de Duhamel expressa o fato de que
diversas ocorréncias atuando simultaneamente produzem efeitos independentes. Assim, o

efeito resultante pode ser obtido pela soma dos efeitos individuais.
2.1.4 Decomposicio de Helmholtz

O teorema de decomposicao de Helmholtz permite que campos vetoriais que se anulam
no infinito (como o de escoamento subterraneo) sejam completamente determinados se
conhecidos seu divergente e seu rotacional em todo o dominio. Kobe (1985) estendeu esse
conceito de maneira que um campo vetorial qualquer pode ser decomposto em um campo
irrotacional, porém divergente, um campo divergente-nulo, porém rotacional e um campo
harmoénico (solendide).

Considerando um campo de escoamento representado por Q, se os valores de
divergéncia (») e de rotacionalidade (/) sao conhecidos, entdo o campo vetorial divergente-

nulo pode ser representado pelo rotacional do campo escalar ¥

B
Q="—-"" Eq.2.1.27
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A parte irrotacional, por sua vez € representada em termos do gradiente do escalar @:

0=, 0@ Eq.2.1.28
oXx oy

/4
Dessa forma, o divergente de Q ¢ o Laplaciano de @ e ¢ igual a y (Eq. 2.1.7) e o

B
rotacional de Q ¢ dado, semelhantemente, por Eq. 2.1.19. A terceira componente do campo

de escoamento ¢ harmonica (div Q = rot Q = 0) e pode ser representada por (Strack, 2003):

h h h h
o0 0D 0¥ Y

=" "y T oy

Eq.2.1.29

B v h
Assim, o campo Q ¢ determinado pela soma Q = Q+Q+Q.

2.2 Funcdes Analiticas em Aguas Subterrineas
2.2.1 Variaveis Complexas

Geometricamente, um nimero complexo ¢ a representacdo de um par de coordenadas

(X,y) em um plano cartesiano ou polar. O plano de coordenadas complexas definidas por:
Z=X+iy Eq.2.2.1

¢ chamado plano complexo z e os valores de X e y sdo denominados respectivamente de

coordenada real e imagindria, individualmente referidas respectivamente como:
X=R(z) e y=3(2) Eq.2.2.2

Em termos de coordenadas polares (r,6), um numero complexo pode ser representado

da seguinte forma:
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Z=X+1y =r(cos@+isinf) Eq.2.2.3

Um numero complexo ¢ representado, ainda, de uma terceira maneira, conhecida como
formula de Euler. Expandindo-se as fungdes seno e cosseno com a série de Taylor, encontra-

SE:
z=re" =|zfe'? Eq.2.2.4

Dessas defini¢cdes, sdo advindas diversas propriedades algébricas cuja discussdo ¢

encontrada, por exemplo, em Strack (1989).
2.2.2 Funcoes Analiticas

Fungdes complexas diferenciaveis sdo definidas pela verificagdo das condigdes de
Cauchy-Riemann. Os campos escalares @ ¢ ¥ sdo exemplos de fungdes que satisfazem tais

condigdes, e portanto expressam a parte real e a imaginaria de uma fungdo complexa:
Q=Q(2)=D+i¥ Eq.2.2.5

A fungdo €2 ¢ conhecida como o potencial complexo, onde a decomposigdo z =X + iy e
todas demais propriedades algébricas observadas em z sdo validas também para 2. O vetor de
descarga Q, por sua vez, pode ser representado por uma variavel complexa (W), obtida de
maneira semelhante a equacao Eq. 2.1.5, diferenciando-se o potencial em relagdo a variavel

de espaco (2):

W=-—oo 290 Eq.2.2.6

O potencial (@) pode ser escrito em duas dimensdes considerando a espessura do
aquifero (b) constante a partir da lei de Darcy para meios homogéneos isotropicos (Eq. 1.2.7),

tem-se:

Q=qb=-bKVg Eq.2.2.7
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Se b ndo varia no plano xy, @ pode ser escrito agora como @ = Kb¢ e assim

Q=-Vb Eq.2.2.8

Utilizando as equagdes Eq. 2.1.14 e Eq. 2.1.5 para relacionar as coordenadas de W

(@e P) as componentes de Q, tem-se:

W =Q, —iQ, Eq.2.2.9

2.2.3 Funcoées Harmonicas

A Equacdo de Laplace ¢ uma das formas de equagdo governante mais freqiientes em
problemas de escoamento subterrdneo. As fungdes que satisfazem a Equagdo de Laplace sdo
chamadas func¢des harmonicas e sdo bastante uteis na analise matematica de campos vetoriais.
Além disso, o principio da sobreposi¢do possibilita a aplicacdo dessas funcdes a resolucdo de
outras formas de equagdes diferenciais lineares. Por exemplo, escoamentos governados pela
Equacao de Poisson podem ser determinados pela sobreposicao de fungdes harmonicas e de

uma solugdo particular de Poisson.

2.2.3.1 O potencial complexo

Demonstra-se que a expressdo utilizada para a defini¢do de potencial complexo Eq.
2.2.5 satisfaz a Equagao de Laplace da seguinte maneira. Sabendo que @ e ¥ 'sao harmonicas
(ver Eq. 2.1.8 e Eq. 2.1.20) e seguindo o principio da sobreposi¢ao, a combinagao linear de @

e ¥produz também uma fun¢ao harmonica:

VO +iV¥Y =VQ=0 Eq.2.2.10

2.2.3.2 Escoamento Uniforme

A funcdo complexa de descarga para o escoamento uniforme com componentes Qxo €

Qyo € obtida escrevendo a fungdo de descarga (Eq. 2.2.9) para uma dada coordenada Xo, Yo.
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W, =Q,, —iQy, Eq.2.2.11
Por sua vez, o potencial complexo ¢ expresso a partir da expressdo Eq. 2.2.6 por:
Qu = _I(on - iQyO )jz - _(on - iQyO )Z + Q0 Eq.2.2.12

onde (2 ¢ um potencial de referéncia localizado em um ponto do plano também escolhido
como referéncia.
A distribui¢@o de potenciais de descargas devido a um escoamento uniforme ¢ obtida da

parte real de (2
O, =R[-Q,o (X+1y) +1Qy, (X +1y) + Q] = —Q,y X = Q¥ + D, Eq.2.2.13

As linhas de corrente do campo, por sua vez, sao obtidas da componente imaginaria de

W, = J[-Q, (X +iy) +iQ (X +iy) +Q;]=Q X =Q,,y + ¥, Eq.2.2.14
2.2.3.3 Potencial Logaritmico

O escoamento horizontal gerado por uma descarga uniformemente distribuida ao longo
da parede de um cilindro (considere-se um pogo de penetracdo completa) pode ser
caracterizado simetricamente em relagdo ao eixo vertical desse cilindro. O campo assim

descrito ¢ determinado em coordenadas polares por:

Q_

0 Eq. 2.2.15
or q

Em termos de variaveis complexas,

W _

0 Eq. 2.2.16
0z 4
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Considerando a origem das coordenadas z localizada no centro do pogo, ¢ dado que em

r=ro, Q, =-2arQ,, sendo Qr a descarga em qualquer ponto posicionado com distancia r a
partir do pogo, onde a descarga ¢ Q. Ou seja, escrevendo-se a vazdo complexa W, = |Qr|e“9

e a coordenada complexa z=re'’, tem-se:

W, = -27W, Eq.2.2.17

Assim, a partir da expressao Eq. 2.2.6, tem-se:

W
W, = _de == Eq. 2.2.18
dz -2m
Integrando-se 2em z, tem-se:
Q, =r\2/—7';‘ln(z—zr)+Cp Eq.2.2.19

O médulo de W, ¢ igual a vazdo bombeada no pogo (Q). Dessa forma, a componente
real e a componente imagindria do potencial logaritmico complexo sdo expressas pelas

seguintes funcdes:

Q
o, :Zln|z—zr |+Cp Eq. 2.2.20
v, :gﬁ Eq.2.2.21
27

Observe-se que a funcdo ¥, ¢ descontinua em toda linha entre 8= re 6= - = (Figura
2.2.1). O intervalo da funcao nessa linha ¢ chamado ramo e fornece o bombeamento do pogo

(Q) substituindo-se os valores de #na Eq. 2.2.21 e fazendo a subtragio ¥ - ¥.
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s
ramo / 0

Figura 2.2.1 — Ramo no potencial logaritmico

2.2.3.4 Dipolo Plano

A funcdo dipolo ¢ utilizada em diversos problemas de valor de contorno. Denomina-se
“dipolo plano” a funcdo definida pelo caso limite onde dois pogos com valores de vazao
opostos sdo posicionadas em uma distdncia uma da outra que tende a zero. Strack (1989, pag.
245) faz uma interessante apresentacdo de utilizagdo da fungdo dipolo, deduzindo sua
expressdo a partir de um problema de escoamento, onde um lago circular é submetido a um

campo de escoamento uniforme. O potencial devido ao “dipolo plano” (®q) ¢ entdo dado por:

1 S +S,1,

b, =— Eqg. 2.2.22
“ T |r|2 +Cy q
ou ainda:
D, :ﬂwmd Eq.2.2.23
27 |r|

onde Cy ¢ a constante de integracdo; S € o complexo que contém intensidade e direcdo do

y_yo
X=X,

dipolo e sy e Sy suas componentes real e complexa; @ = arctan ¢ a orientagdo do vetor

de posigado representado por r e S = arg(s).

Utilizando-se as condi¢des de Cauchy-Riemann (Eq. 2.1.17), obtém-se:

40
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Wy, = —%w Eq.2.2.24
7
ou ainda
¥, = _ o sen@-p) Eq.2.2.25
2 |r|

Das equacdes Eq. 2.2.24 e Eq. 2.2.25 obtém-se o potencial complexo devido ao dipolo

eXpresso por:

sl e” s
27| € 27(z-1,)

_ I By isen(6— 5=
Q, [cos(6 — B) —isen(6 - )]

Eq.2.2.2
27| % 2220

2.2.3.5 Vortice Plano

Um vortice plano é o escoamento rotacional gerado em torno de um tunico ponto.
Embora a determina¢do do escoamento em aqiiiferos sob condicionantes que o tornam
rotacional em todo dominio venha sendo crescentemente abordada na literatura cientifica, a
funcdo vortice apresentada a seguir pode ser aplicada somente em determinados pontos do
contorno onde o potencial ¢ descontinuo.

Parte-se do principio de que as linhas de corrente sdo circulares — o escoamento ¢
rotacional no vortice, semelhantemente as linhas equipotenciais devido a um poco de
bombeamento sob as condi¢des de Cauchy-Riemann. Conseqiientemente, as linhas

equipotenciais sao radiais. Assim, podemos escrever que:
Q, =iAln(z-2,)+Q,, Eq.2.2.27

onde A ¢ uma constante a ser determinada. A parte real e a imaginaria de (2, sdo escritas

fazendo

Q,=iAln(z-2, |e)+Q,,=A-0+iln|z-z, )+ D, +i¥, Eq.2.2.28
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entao,

D, =-A0+D,, Eq.2.2.29
€
¥ =Aln|z-z, |+¥,, Eq. 2.2.30

A constante A pode ser determinada considerando a seguinte aplicagdo particular.
Considere o escoamento produzido pela diferenga de potencial devido a construgdo de uma
barragem em um rio (Strack 1989, pag. 255). A carga piezométrica ¢ considerada constante ao
longo do rio, sendo que o potencial a montante da barragem vale @; e a jusante, @.

Considerando-se ainda que a jusante da barragem € vale zero e a montante vale 7, tem-se

Eq. 2.2.31

O ramo da fungio vortice (@) ¢ dado entre = e = -re o valor de @ — @ éigual a
2(@; — @;). A fungdo de vortice tem sido bastante utilizada, por exemplo, em estudos de
escoamentos multifasicos, onde ocorrem descontinuidades no potencial @ na interface entre
os fluidos (Haitjema, 1991; De Josselin De Jong, 1960; etc).

As quatro fungdes harmonicas apresentadas até aqui sdo desenvolvidas para o potencial
na sua forma complexa £2 no plano complexo X + iy e, portanto, a derivada do potencial @ ¢
da funcdo de corrente ¥ existe em qualquer ponto do plano. As fun¢des harmodnicas também
podem ser encontradas no espaco (X, Y, z). No entanto, com o laplaciano de (2 restrito ao

plano, sdo consideradas a seguir somente algumas fung¢des obtidas do laplaciano de @.

2.2.3.6 Potencial de Newton

Duas fungdes utilizadas como solugdes fundamentais para a descricdo de efeitos

produzidos sobre campos conservativos tridimensionais sdo o potencial de Newton e o



FERRAMENTAS ANALITICAS EM AGUAS SUBTERRANEAS 43

“dipolo elétrico” (em analogia ao eletromagnetismo). O potencial de Newton descreve a

distribui¢@o de potencial devido a presenga de uma fonte/sumidouro pontual e ¢ dado por:

o-- Eq.2.2.32

onde r ¢ a distancia da posi¢do da fonte ao ponto analisado e @ ¢ definido no espago por
O =Kg.

O “dipolo elétrico” apresentado a seguir, como definido na fungdo “dipolo plano”
descreve a distribuicdo do potencial devido ao posicionamento de duas cargas pontuais de
valores opostos. No espaco tridimensional, o potencial devido a presenca de um “dipolo

elétrico” ¢ apresentado em Luther (1998) como:

Eq.2.2.33

onde ¢ ¢ o vetor de orientacdo do dipolo; r ¢ o vetor que une a posi¢cdo do dipolo ao ponto

analisado e r ¢ o comprimento do vetor r.
2.2.3.7 Potencial de Zhukovski

Dada a Equagao de Laplace no plano vertical (Y, z), a fun¢ao de Zhukovski (Eq. 2.2.34)
¢ também harmonica (Bear, 1972, pag. 403) e pode ser estendida para o espago tridimensional

(Luther, 1998).

y=0—Kz =" Eq. 2.2.34
e

onde p ¢ a pressdo relativa e pg € o peso especifico do fluido. A funcdo de Zhukovski ¢
também conhecida como mapeamento de Zhukovski, uma vez que a superficie fredtica e
superficie de afloramento (“seepage face”) sdo transformadas no eixo y = 0 do plano- ;(;_(

(Bear, 1972).
Luther (1998) utiliza a fun¢do na especificacdo da condi¢do de contorno em termos de

escoamento potencial na superficie freatica e de afloramento produzida por um pogo de
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penetragdo parcial. Dessa forma, a fungdo y é ainda chamada potencial de Zhukovski.

Considerando o caso de ndo haver recarga sobre o lengol de agua, ou seja q, =0 e y =0, tem-

se (Luther, 1998 pag. 31):

oYX Eq.2.2.35
Vx|

Em casos onde considera-se recarga do lengol, Luther (1998, pag. 32) fornece:

VOVy =-NVy Eq. 2.2.36

2.3 Integrais de Linha em Aguas Subterraneas

As funcdes discutidas nesta secdo sdo obtidas integrando-se fungdes de varidveis
complexas sobre uma linha. As integrais de linha complexas sdo conhecidas pelo nome de
integrais de Cauchy. Em se tratando de fungdes como aquelas discutidas na se¢@o anterior
(funcdes singulares), a integral de linha comumente recebe o nome de integrais singulares

devido as aplicagoes propostas por Muskhelishvili, (1958).
2.3.1 Linha Po¢o

A integracdo da fung¢do Eq. 2.2.19 em uma linha tem importantes aplicagdes na
representacdo de drenos ndo s para escoamentos subterrdneos (e.g. Carslaw e Jaeger, 1959;
Strack, 1989). Por exemplo, considerando-se pocos igualmente espagados de A& ao longo de
um segmento de linha reta no plano, como ilustrado na Figura 2.3.1, e a descarga de cada
poco dada por Q = o4&, o sera uma taxa de descarga uniformemente distribuida ao longo do

linha.

44
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N

(a) (b)

Figura 2.3.1 — Esbogo para uma linha pogo

Fazendo A& — 0, o potencial complexo devido a soma dos pogos ao longo da linha ¢

dado por:
L/2 o
Q= [ —In(z-5)dé Eq.2.3.1
—L/22

onde d'indica a coordenada complexa de cada poco e pode ser reescrita como:

) 1 2
o==5&" +%(z+ Zj Eq.2.3.2

1 2 2 1
onde E(ZJr Zj corresponde ao centro do segmento e « € o angulo que o segmento z—Z

forma com o eixo X (ver Figura 2.3.2a). Adimensionalizando-se ¢ e Z em relagdo a metade do

2 1
comprimento E(Z_ Zj ,em A e Z, respectivamente, tem-se

1 1 2 1 1 2
z—(z+zj 5—(5+5)
2 2
l=—"~ L e A=—-"T"> 2 Eq.2.3.3

1/2 1 cAa= 1/2 1
(z— zj (5—5)
2 2



Modelagem em Aqiiiferos Longos Baseada em Elementos Analiticos 46

A definicdo (Eq. 2.3.3) ¢ utilizada na constru¢do de diversas fun¢des empregadas no

Método de Elementos Analiticos. Escrevendo-se d& = e'“dS com base na definigdo Eq.232e

e’“ds =LdA/2 com base na transformagio Eq. 2.3.3, o potencial da linha de pogos pode ser

reescrito como
! 2 1
Q={ZIn l(z— zj(Z—A) 1 da Eq.2.3.4
Y2 |2 2
A integral produz a seguinte func¢ao (Strack, 1989 pag. 285):

oL

ar

0 {(z +DIn(Z +1)—(Z - DIn(Z - 1) +21nB(§— lzﬂ —2}. Eq.2.3.5

O potencial @ e a descarga Q, podem ser expressos a partir do potencial complexo Eq.
2.3.5 utilizando-se as defini¢des apresentadas na se¢do 2.2.2. O ramo da funcao Eq. 2.3.5 na
parte imaginaria % ocorre sobre o eixo Y = 0 (ver Figura 2.3.2b) e ¢ analisado a partir da

expressao (Strack, 1989):

w =L (X +1)0, — (X ~1)0, +2a]
4r Eq.2.3.6

[-X(6, -6,)+ 6, +0, +2a]

oL
4

Para todas as regides onde se observa ramo, a descontinuidade na fungdo ¥ ¢ igual a

vazdo (Q, —Q, )L = oL extraida na linha pogo (Figura 2.3.2¢c):

Co<X<-1 Y =0 ¥ =t 0ri2a)
4r

—o<X<=-1 Y =0 lP‘:i(—27z+205)

‘(‘;Lf Eq.2.3.7

—1<X<1l Y'=0 ¥Y'=—(-Xzr+7+2a)
4
. _ oL

-1<X<1 Y =0 V¥ =4—(X72—7z+2a)
Vs
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y
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Z t
1
N 7
X

(@ (b) ()

Figura 2.3.2 — Defini¢des de angulos e componentes de descarga para a func¢ao linha

pogo.

A vazdo Q, ¢ definida a partir da expresséo Eq. 2.2.6 como:

dQ

W=-—""=
dg

Q. -iQ, Eq.2.3.8

12

onde { =&+in=2-3(2+17).
2.3.2 Linha Dipolo

A linha dipolo ¢ uma distribui¢do continua de dipolos alinhados sobre um segmento de
reta. Integracdes da fun¢do dipolo ao longo de linhas tém sido amplamente utilizadas em
campos irrotacionais como ocorre em aqiliiferos homogéneos isotropicos. Grande parte dos
elementos utilizados no Método de Elementos Analiticos utiliza integragdes da funcao dipolo
(Strack, 1989). De maneira semelhante a linha poco, a expressdo para a distribuigdo de
dipolos sobre uma linha ¢ obtida integrando-se a fun¢do Eq. 2.2.26 ao longo do segmento de

reta, produzindo:
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ia

_ ‘%I Eq.2.3.9

onde o esfor¢o S € representado por -u. Utilizando-se a definicdo (Eq. 2.3.2) a integral do

dipolo torna-se:

:_%j Eq.2.3.10

A expressao pode ser adimensionalizada pela definicao Eq. 2.3.3, encontrando-se:

H(A)
= zﬂj -da Eq.2.3.11

De maneira a expressar ¢ como uma fun¢do da posi¢do Z, a expressao € reescrita como:

1
o L [HD) 4,1 jﬂ(z)—ﬂ(A)dA Eq.2.3.12
2z - AT A

onde Z e 4 sdo independentes. Entdo, resolvendo a primeira integral, tem-se:

-2, 2-1 jMdA. Eq. 2.3.13
27 Z+1 27z Z—A

Strack (1989, pag. 292) demonstra que a integral restante na expressdo ¢ uma fungao

analitica e que, representando-se a distribui¢do de (Z) por um polinémio,
wz)=> az! Eq.2.3.14
=0

onde aj ¢ um coeficiente real, sua solugdo também pode ser dada por meio de um polindmio

escrito na forma:
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n-1

p(Z)=> b,Z". Eq.2.3.15
m=0

Assim, a linha dipolo pode ser expressa por:

=D 271 w2 Eq. 2.3.16
27 Z+1

Da integral adimensional do dipolo (Eq. 2.3.11) pode-se observar que a fun¢do

aproxima-se do valor 1/Z para Z — o. Portanto, expressando-se x por um polindmio de

ordem n que multiplica In " — —2/Z quando Z — o, p(Z) sera dado sempre por um

polindmio de ordem n — 1.

. Z-1 ) o
Definindo arg(ﬁj =6 com —7 <0< (Figura 2.3.2c), 2 ¢ distribuido ao longo
+

de ambos os lados da linha dipolo como:

2z
-1<X<1 Y =0 Q° :—ﬂ(x)[lnx_l—iﬂ}- p(X)
X +1

—1<X<1 Y'=0 QF :—”(X)[lnx _1+i7r}+ pP(X)
X +1 Eq. 2.3.17

27

Assim, o potencial @ e a funcdo de corrente ¥ sdo continuos ao longo de =0, mas ¥

tem um intervalo de ¥ — ¥~ = u(X) entre os dois lados da linha (-1< X <l eY =0).

2.3.3 Integracio do Potencial de Newton sobre uma Linha

O Potencial de Newton expressa o campo devido a uma descarga em um ponto
posicionado no espago. Sua integracdo sobre uma linha tem sido utilizada na formulagao do
escoamento devido ao bombeamento de pogos de penetragdo parcial (e.g. Haitjema, 1985). Na
Figura 2.3.3 ¢ ilustrado um segmento de reta definido por dois vetores, p; + h; e pi — h;. Pontos

definidos ao longo da linha sdo definidos por Ah;, onde A assume valores entre — 1 ¢ +1. O
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vetor I aponta de um ponto qualquer sobre a linha para um ponto qualquer do espago em

relagdo ao centro da linha (tj = X; - pi).

Figura 2.3.3 — Esboco para integralizagdo de fungdes em uma linha no espaco.

O potencial devido a uma linha com uma distribui¢do de descarga polinomial (1) €

dado por (Duschek e Hochrainer, 1954)

o= L[ ehdl
4 % [(t = Ah)(; - Ahp)]

-1

Eq.2.3.18

Haitjema (1985) apresenta uma solucdo para a integral expressa por Duschek e
Hochrainer (1954) onde a(A) ¢ definido como um polindmio do terceiro grau (Eq. 2.3.19) e
apos desenvolvimentos adicionais utiliza a expressao obtida na representagao do efeito devido

ao bombeamento de pogos de penetragdo parcial em aqiiiferos confinados.

al)=a, +a,A+a, +a Eq.2.3.19

2.3.4 Integral do Dipolo Elétrico sobre uma Linha

Duas linhas de dipolos ortogonais (linedoublets) sdo posicionadas paralelamente ao eixo

do poco a fim de representar a passagem do escoamento através do poco (Haitjema, 1985). O
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potencial devido a uma linha de dipolos (Eq. 2.2.33) agrupados transversalmente ¢ dado em
Haitjema (1982 apud Haitjema, 1985)° com distribuicdo de esfor¢os (o) constante ao longo da

linha.

= ! Eq. 2.3.20

2.3.5 Integracao do Potencial de Newton sobre um Anel

Fungdes obtidas da integracdo do potencial de Newton sobre uma circunferéncia (Figura
2.3.4) tém sido utilizadas na especificagdo de condi¢des de contorno tridimensionais em
escoamentos subterraneos, como a determinagdo da altura da superficie freatica devido ao

bombeamento de pogos de penetracio parcial (e.g. Haitjema, 1991 e Luther, 1998).

Figura 2.3.4 — Esboco de integralizacao de fung¢des sobre um anel

O potencial devido a uma circunferéncia de descarga constante pode ser escrito por

> Haitjema, H.M. (1982) Modeling Three-Dimensional Flow in Confined Aquifers Using Distributed
Singularities, tese (PhD), University of Minnesota



Modelagem em Aqiiiferos Longos Baseada em Elementos Analiticos

o—_ §9 Eq.2.3.21

A r

Duschek e Hochrainer (1954) obtém a seguinte solucao para a integral:

® = —i\/EkK(k) Eq.2.3.22
2\t

onde K(k) ¢ a integral eliptica na sua forma completa de primeiro tipo com modulo k dado

por:

K= 4R Eq.2.3.23

t’ +R” +2R
2.3.6 Vortice sobre um Anel

O potencial devido a distribui¢des de vortices tem sido igualmente util na determinagao
de escoamentos subterraneos. A aplicagdo foi inicialmente proposta na determina¢do do
escoamento de interface entre fluidos imisciveis por De Josselin De Jong (1960). O potencial

devido a distribuicao de vortices ao longo de uma circunferéncia ¢ dado por:

o=2p Eq. 2.3.24

47

onde w ¢ o angulo solido que compreende a circunferéncia a partir do ponto onde o potencial

¢ avaliado. Haitjema (1987) apresenta a seguinte expressao para a avaliacao de w:

2n.e, |:T—R ) ~
@ = i (a ,R)—K(k)}+a) (r #R) Eq.2.3.25
Vi +R? + 2R T+RH

onde @ ¢ zero quando a projeg¢do do ponto em questdo sobre o plano da circunferéncia cai do

lado de fora da mesma e 27 quando cai dentro com o vetor € apontando para fora.
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Finalmente, o valor —27 é encontrado quando o vetor aponta para dentro. A funcdo

[T(a?.R) ¢aintegral eliptica completa do terceiro tipo com ¢/ definido como

2 47R

Q" =— Eq. 2.3.26
72 +R?* + 2R q
Para 7 =R,
;€
w=—""[2k'K(k) -] Eq.2.3.27
n

2.4 Representacio de Fronteiras Externas em Aguas Subterrineas
2.4.1 Método de Imagens

O M¢étodo de Imagens ¢ uma técnica para a especificagao de condi¢des de contorno em
fronteiras externas infinitas. O método ¢ uma aplicagdo do principio da sobreposi¢do de
efeitos capaz de produzir fungdes pares e impares e ¢ discutido na se¢do 4.1 de forma mais
abrangente. Uma fungdo f definida em um dominio semi-infinito, por exemplo, y <0 é par em
relagdo ao seu dominio complementar, y > 0, quando f(X,y,z)= f(X,—Y,Z) e sua derivada
parcial em relacdo a direcdo de simetria, nesse caso, o eixo Y € igual a zero ao longo do plano

de simetria (y = 0) (Bear, 1972). Essa definicdo pode ser expressa como:

af (Xa ya Z) _ af(xa_ya Z) af(xa ya Z) _ af (Xa_ya Z) e
OX ox o oz

Eq.2.4.1
af (Xa ya Z) _ af (Xa_ya Z)
oy oy

Substituindo y =0 nas expressdes acima, tem-se que num mesmo ponto,
of /oy=—-of /oy, se of /oy=0. Em problemas de valor de contorno, o enunciado feito
acima pode ser empregado na especificagio da condicdo de Neuman (onde of /On ¢é

conhecido no contorno) para a determinagdo de fungdes que satisfazem equagdes lineares.



Modelagem em Aqiiiferos Longos Baseada em Elementos Analiticos

Essa técnica ¢ baseada no principio da sobreposicdo de efeitos e ¢ conhecida em diversas
aplicagdes como Metodo de Imagens para o problema da barreira nao-condutora (ou
impermeavel) infinita.

Se uma fungdo f é agora definida em y <0 como f(X,y,z)=-f(X,—Y,2), temos uma

imagem impar de fem y > 0, logo,

af (X’ y’ Z) __af (X’_ya Z) af(xa y> Z) __af(xa_y’ Z) e
X ox o oz

Eq.2.4.2
of (x,y,2) _of (x,~y,2)
oy oy

Observando-se as condi¢des de simetria expressas acima, o valor de f no plano de
simetria sera o valor médio entre f e —f e, portanto, f(x,0,z) = 0. Portanto, tem-se um valor
conhecido para a funcdo ao longo de seu contorno, especificando-se condi¢des do tipo
Dirichlet por meio de sobreposi¢des. A aplicagdo do Método de Imagens por meio de fungdes
inversas ¢ bastante difundida na determinacdo de campos sujeitos a uma fronteira infinita
onde seu potencial ¢ conhecido.

Os conceitos e expressdes apresentadas acima permitem que o Método de Imagens seja
aplicado com a mesma abrangéncia que o principio da sobreposi¢do, portanto a qualquer
equacgao linear. Outras formas simétricas e especificagdes de valor de contorno obtidas por

meio do método sao discutidas na se¢ao 4.1.

2.4.2 Transformacoes de Schwarz-Christoffel

Em contornos cuja geometria pode ser representada por poligonos (simples ou multi-
conectados) a especificagdo do escoamento pode ser feita nos contornos mediante o
mapeamento de Schwarz-Christoffel. O mapeamento de Schwarz-Christoffel transforma um

semi-plano ¢ >0 ({=¢+1in) em um dominio contornado por um poligono no plano-z de

modo que os pontos &, &, ..., &.1 do eixo real no plano-£ correspondem aos vértices z;, 2o, ...,

Z,.1 do poligono (Figura 2.4.1).

54
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SRS S S S

Figura 2.4.1 — Esboco do mapeamento de Schwarz-Christoffel

O vértice z, corresponde ao infinito no plano-¢. Um poligono pode ser representado no

plano-z como:
arg(dz), —arg(dz), , =7k, (v=2,...,n) Eq.2.4.3

onde o termo (dz), representa o incremento de z ao longo do lado v do poligono. A equagdo
significa que dz deve ser constante ao longo de cada lado do poligono, mas aumenta
abruptamente de 7k, se z passar do vértice z,, percorrendo-se o contorno na direcdo dos
maiores indices, ou seja, com o dominio a esquerda. A expressdo acima pode ser escrita
também para o plano ¢ fazendo que ¢ percorra o contorno do semi-plano, o eixo real, a
medida que z percorre os vértices do poligono dado. Observando-se que o argumento de dJ
se mantém nulo, o argumento de dz/d{ que ¢é igual a arg(dz) — arg(d{) torna-se

arg(dz/d¢) = arg(dz), assim:

arg(;j—;j _ arg(:_zj —ak, (V=2,..,n) Eq. 2.4.4
v v-1

Introduzindo-se uma fung¢do complexa (y) cuja parte imagindria seja dada por

arg(dz/do):

=7+ Iiw=In(dz/d?), Eq.2.4.5
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pode-se escrever:
o — o =7k (V=2,..,N) Eq.2.4.6

Strack (1989, pag. 372), faz analogia da condi¢do de contorno @ com a fungdo de
corrente de pogos posicionados nos vértices de um poligono cuja soma das descargas é — 2 7k,

para chegar a expressao de y como:

1

7= -k In(¢-&)+C Eq.2.4.7

e
v=l
onde C é uma constante complexa. Escrevendo-se a constante C como InA, onde A é o

namero complexo |Alexp(iargA), representa-se sua parte real ¢ imaginaria da seguinte forma:
C=InA=|arg(A) |+ 3C. Eq.2.4.8
Observando-se que o argumento de {'— &, ¢ anulado ao longo do eixo real (&, , <& <o

e 177=0) a expressao Eq. 2.4.7 ¢ escrita neste eixo como y = argA e a partir de da defini¢do Eq.

2.4.5 tem-se:

argA= arg[j—;j (&, <E<oen=0) Eq.2.4.9

Fazendo ¢ = arg(A), a funcdo y pode ser reescrita como:
~on-l
;(:In|:| A|e"”H(§—§V)kV} Eq.2.4.10
v=1
ou, ainda, escrevendo y= In(dz/dJ):

dz L _
E=|A|e‘*’]‘[(§—.§v) % Eq.2.4.11
v=l
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Assim, z ¢ obtida da seguinte integral, chamada mapeamento de Schwarz-Christoffel:

z:|A|e“/’jﬁ(g—§v)-kvdg+B Eq.2.4.12

Em casos onde o n-ésimo ponto z, mapeia um valor finito de &, o produtdrio estende-se

até o indice n.
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Capitulo 3

METODO DE ELEMENTOS ANALITICOS

Neste capitulo, o Método de Elementos Analiticos (da literatura inglesa, Analytic
Element Method) ¢ apresentado formalmente. Apenas problemas de escoamentos em
aqiiiferos de uma tunica camada sdo abordados por intermédio da formulagdo de elementos
estaciondrios (Strack, 1989) e transientes (Zaadnoordijk, 1988). Embora outras formulacdes
tenham sido desenvolvidas mais recentemente (e.g. Jancovi¢, 1997; Furman e Neuman, 2003,
2004), a formulacdo de Strack (1989) e de Zaadnoordijk (1988) encontra-se disponivel no
programa Tim®" 0.3 (Bakker et al., 2002) sob os termos da licenga LGPL versdo 2.1 (FSF,
1999).

O fundamento da formulagdo do Método esta no principio da sobreposicdo de efeitos
(secdo 2.1.3). Isso implica que o equacionamento governante no problema abordado deve ser
linear. Com esse ponto de partida, o objetivo do método é sobrepor solugdes, denominadas
“clementos”, para a constru¢do de modelos realistas. Entenda-se por modelo a representagdo
matematica de processos fisicos, e.g. Mecanica dos Fluidos, Eletromagnetismo, Eletrostatica,
Resisténcia dos Materiais etc. Modelos realistas sdao, por sua vez, aplicagdes de modelos
matematicos em casos concretos produzindo respostas em formatos compreensiveis para a
area de aplicagdo.

Em diversos campos de aplicagdo, problemas concretos (ndo hipotéticos) tornam-se
complexos geometricamente e fisicamente e, por conseguinte, em sua representacao
matematica. A representa¢do matematica tornando-se cada vez mais especializada, sua anélise
passa a ser assistida por métodos computacionais, sejam numéricos, em sua grande maioria,
sejam simbolicos (computacdo simbolica). Embora a computacdo simbolica auxilie a
obten¢do de expressdes analiticas, a complexidade geométrica de problemas concretos nao
permite o simples uso desses métodos como técnica de modelagem. Métodos numéricos, por
sua vez, permitem uma ampla capacidade de representagdes espaciais, no entanto exigem a
definicdo do dominio dentro de regides fechadas sendo, por vezes, necessario introduzir-se
contornos artificiais.

O Meétodo de Elementos Analiticos oferece realismo ao modelo a medida que a
necessidade de se introduzir contornos artificiais ao dominio ¢ eliminada. O Método consiste

da especificacdo de condigdes de contorno de campos vetoriais pelo principio da sobreposi¢ao
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(Strack, 2003). Para tanto, solugdes algébricas de problemas elementares descritos em termos
de @, ¥ ou Q sao utilizadas como elementos do somatorio (sobreposi¢ao), que expressa a
condi¢do de contorno desejada. Qualquer funcdo obtida de uma equagdo governante linear
pode ser empregada pelo método. Os elementos analiticos, a que se refere 0 nome do método,
sdo definidos por essas fungdes. Embora os fundamentos e a formulacdo do método tenham
aplicabilidade em diversas engenharias, sua programagdo computacional ¢ sua aplicagdo tem
estado voltada exclusivamente para a determinacao de campos de escoamento subterraneos.

A seguir sdo apresentadas algumas fung¢des, bem como suas aplicagdes. Primeiramente,
¢ definida a relacdo entre o potencial de descarga @ e a altura de dgua ¢. Em seguida, sdao
discutidos os principais elementos, estaciondrios e transientes, utilizados no método.
Adicionalmente, sdo introduzidos aspectos computacionais, observados neste trabalho, para a
correcao de comportamentos indesejados na formulacdo utilizada. S3o apresentadas, ainda, as
expressoes mais comumente utilizadas em condi¢des de contorno sdao apresentadas e, por fim,

a implementa¢do computacional do método.
3.1 Potencial Unificado

Em escoamentos subterrdneos, as equagdes governantes (se¢do 1.3) sdo comumente
escritas em termos da carga piezométrica ¢ por expressoes distintas para aqiiiferos confinados
e livres. Como discutido na se¢do 2.1 a lei de Darcy relaciona vazdo especifica (q) e carga ¢
por uma expressao semelhante a definigdo Eq. 2.1.6. Strack (e.g. 1981, 1989) reescreve
equacdes governantes de escoamentos subterraneos utilizando a defini¢do Eq. 2.1.6 em
termos de um potencial @ em duas dimensdes. A expressao para o potencial, valida tanto para
aqiiiferos livres como para aqiiiferos confinados, ¢ obtida a partir da regra de identidade de

Leibnitz, expressa com a notacdo de Einstein, da seguinte maneira:

h

ot 0 oh
o I¢(X1,X2,X3)dx3 :Iax (X, X, , X5 )dX, +¢(X1>X2ah)6x Eq.3.1.1
i 0 i i

0 i

onde a variavel X de indice i=1, 2, 3 refere-se aos eixos trés eixos cartesianos (notagao de
Einstein). Isolando-se o primeiro termo do segundo membro e fazendo ¢(X,,X,,h)=h, sendo

h a espessura, tem-se:
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n h
0 0 oh
.([a_xi¢(X1:X29X3)dX3 :a—Xi_([¢(X1,X2,X3)dX3 _ha_xl Eq312

Assim, a partir da lei de Darcy, o vetor de vazdo pode ser totalizado na se¢do do

escoamento em um aqiiifero homogéneo como:

h ha¢ a h h2
Q, :I.).qu3:K'([6_Xi:K8_Xi £¢(xl,x2,x3)dx3—7 Eq.3.1.3

O potencial de descarga, por sua vez, torna-se definido por:

h Kh2
® =K [g(x;,%,, %), — : Eq.3.1.4
0

Substituindo-se ~ @(X,,X,,X;) por sua média, @#(X,X,), obtém-se que
h p—
I¢(X1,X2,X3)dx3 = ¢(X,,X,)h. Assim, a definicdo acima (Eq. 3.1.4) ndo utiliza as hipdteses
0

de Dupuit (se¢do 1.3) para a formulacdo do escoamento em duas dimensdes e, portanto, ndo

foram feitas simplificagdes até o resultado apresentado. Utilizando-se agora as hipoteses de

Dupuit, onde ¢ = h, tem-se:

2

@ = KHh - K

, aquiferos confinados com espessura H Eq. 3.1.5a

2
o =K h—, aquiferos livres com espessura h Eq. 3.1.5b

O potencial assim definido ¢ chamado potencial unificado assumindo a expressao Eq.
3.1.5a para valores de h > H e a expressdo Eq. 3.1.5b para valores de h < H. Substituindo-se

as relagdes acima nas equagdes Eq. 1.3.9 e Eq. 1.3.10, por exemplo, o escoamento ¢

governado por uma unica equagao:

2 2
8g)jtéc?:—N. Eq. 3.1.6
OX oy
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A defini¢do pode ser estendida para um nuimero arbitrario de camadas, separadas por
camadas impermeaveis (ver Strack, 1989 pag. 115 e 492, Strack 1981a e Strack e Haitjema,
1981).

3.2 Elementos Estacionarios

A formulacdo aqui discutida refere-se a metodologia apresentada em Strack (1989). Os
elementos estaciondrios sdo escritos a partir de integrais singulares de Cauchy com
polindmios de densidade de esforgos de segunda ordem ao longo do elemento e invaridveis no
tempo. Sao apresentados a seguir solugdes elementares para o potencial devido a: um lago
circular; um linesink de ordem dois; um lago poligonal; um linedipole/linedoublet de ordem
dois, onde aspectos indesejados sdo tratados; e um areasink poligonal. Trabalhos recentes
desenvolvem elementos baseados em polinomios de Chebyshev para ordens maiores que dois
chamados high order elements (elementos de ordem elevada) a partir da metodologia
desenvolvida em Jankovi¢ (1997).

3.2.1 Potencial de Descarga Devido a um Lago Circular

Em uma situagdo hipotética, onde os gradientes encontrados no aqiiifero sdo produzidos
apenas por um lago circular, o modelo do escoamento poderia ser obtido utilizando-se a
funcdo que representa um poco de raio igual ao do lago em questdo. No entanto, se o
escoamento tem a influéncia de elementos vizinhos, a utilizacdo da funcdo de pogo faz com
que a borda do mesmo se torne diferente da equipotencial esperada para o contorno do lago.
Strack (1981b) mostra que em um escoamento dado por um campo de gradientes uniformes
em uma direcdo, a func¢ao dipolo (Eq. 2.2.26) pode ser utilizada para produzir uma
equipotencial circular de centro no dipolo. Dessa forma, a combina¢do do bombeamento de
um poco concéntrico ao lago a afixacdo de uma linha equipotencial sobre a borda do lago por
meio da fungdo dipolo, pode ser utilizada na modelagem de um lago circular sujeito a um
escoamento regional.

Em um problema onde os gradientes piezométricos sdo desconhecidos, a intensidade e a
direcdo do dipolo utilizado deverdo ser obtidas de acordo com as condi¢cdes de contorno
especificadas para o modelo. No problema aqui idealizado, a primeira condi¢ao de contorno ¢

obtida considerando-se que os gradientes uniformes sdo obtidos de medidas em qualquer

61
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regido do aquifero onde sua dire¢do se mantém constante. Portanto, Qx e Qy da expressdo Eq.

2.2.13 sdo conhecidos:
D, :—onx—Qy0y+Cu Eq.3.2.1

A segunda condi¢ao de contorno impde que uma linha equipotencial seja mantida sobre

a borda do lago e pode ser expressa utilizando-se a funcao dipolo Eq. 2.2.22:

o - L3FSL o Fq.3.2.2
d ™ 2 d q. 3.2.
27 |r|

A terceira condi¢dao de contorno ¢ obtida pelo balanco hidrico do lago. O efeito de

bombeamento, ou de recarga do lago ¢ obtido pela fun¢do de poco (Eq. 2.2.20):

Q
®, =" In|z-27|+C, Eq.3.2.3

Observe que qualquer fungdo harmoénica apresentada na se¢do 2.2.3, incluindo aquelas
utilizadas neste modelo, pode ser escrita como o produto do(s) parametro(s) da distribui¢ao de
esforgos, A, por sua(s) funcdo(des) de influéncia, A(r). Referindo-se a uma funcdo

harmonica qualquer como Ha, pode-se escrever:
Ha =24 .A () Eq.3.24

Tome-se como exemplo o caso da fun¢ao dipolo Eq. 3.2.2:

r r

D, =LA, +,A, =53 ! Eq.3.2.5

X _—+3
" 27z|r|2 ’ 27z|r|2

Assim a expressdao Eq. 3.2.2 ¢ escrita na forma da equacdo Eq. 3.2.4 separando-se os
termos de acordo com os parametros presentes na funcdo. A representagdo do escoamento
proposto no problema ¢, entdo, obtida pela sobreposi¢cdo dos trés efeitos acima (Eq. 3.2.1, Eq.

3.2.2 e Eq. 3.2.3) da seguinte forma:
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S.Ir, +S,r
O = [_QXOX_QyOy]+ LXX—Zyy +[gln |z-1z, |}+CT Eq.3.2.6
2 |r| 2

Adotando o procedimento descrito para a obtencdo da fun¢do Eq. 3.2.5 tem-se para a

solugdo do problema (Eq. 3.2.6):
u u u u d d d d pp
@2[/11A1+ﬂzA2}+|:11A1+22A2}+|:1Aj|+CT Eq.3.2.7

A constante Ct ¢ a soma das constantes de integracao presentes em cada fungao (C). Os
sobrescritos presentes na expressdao acima (U, d e p) fazem correspondéncia as expressoes Eq.
3.2.1, Eq. 3.2.2 e Eq. 3.2.3. As fung¢des de influéncia A e os pardmetros A sdo ordenadas
pelo indice j de acordo com a posi¢do de cada parametro (j = 1, 2, ..., n) presente em cada
expressao.

Dados os valores de vazdo no lago (Q), componentes do escoamento regional
preferencial (Qx e Qy) e o valor do potencial no ponto de referéncia (@), resta determinar as
componentes do esforco na fungdo dipolo e o potencial na borda do lago (Dag). A
determinag¢do das incognitas do problema ¢ feita indicando-se no dominio (no aqiiifero)
pontos onde o potencial pode ser especificado. Considere-se que o nivel de agua seja
conhecido no lago e igual a @ago € deseja-se determinar seu balango hidrico (Qlago). O nivel de

agua no lago corresponde a equipotencial @, que por sua vez, ¢ obtido da expressio Eq.

3.1.5a. Tomando-se trés pontos da borda do lago e um quarto ponto, afastado do lago, como o

ponto de referéncia, tem-se:

d d d d p
C+ A1 A(zZy)+ A2 A2(Z)) + Qo A(Zy) =D, =0
d d d d p u u
C+AiAi(z)+ 22 A2(2)) + Qo A(Z) = @, +Q, Ai(z))+Q, A2(z))  Eq.3.2.8
d d d d p u u
C+ﬂ“1Al(zz)"'ﬂ'zA2(22)+QlagoA(zz):chago+QxA1(Zz)+QyA2(Zz)

d d d d p u u
C+ A1 Ai(zZ5) + A2 A2(Z3) + Qpago A(Z3) = D, +Q, Ai(25) +Q, A2(25)

Observe que na primeira linha do sistema, o potencial (@) € especificado em um ponto

de referéncia z e por isso ¢ chamado potencial de referéncia. Nas linhas seguintes, o potencial
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¢ especificado com valores iguais a @, para os trés pontos da borda do lago: z;, 2, € z3. Do

d d
conjunto de equagdes Eq. 3.2.8, as incognitas A1, A2, Qlago € C1 podem ser determinadas.

3.2.2 Linesinks de Ordem Dois

O potencial devido a uma linha reta de descarga uniforme ¢ dado pela equacao Eq.
2.3.5. A ordem do elemento ¢ definida pelo maior expoente do polindmio utilizado na
representacdo da descontinuidade encontrada no potencial complexo (Eq. 2.2.5) (Strack,

1989). Na fun¢do Eq. 2.3.5, o ¢ dado por uma constante que representa a diferenca das

componentes normais de descarga entre os dois lados da linesink, da seguinte forma:

c=—(Q' -Q). Eq.3.2.9

Aplicando-se a defini¢do Eq. 2.2.6 a o, onde Q,, ¢ a parte imaginaria de W, tem-se:

e}
+ 30—
e

e verifica-se a defini¢cdo expressa em Eq. 3.2.9. Aplicando-se a regra da cadeia em relagdo a Z,

4

definido como Z = m na derivada acima, obtém-se:

,{2dQ} ~{2d§2}
-3 tHN——
Ldz Jj,. Ldz

O pardmetro o ¢é, portanto, definido pela diferenca da derivada do potencial complexo

oc=-Q; ~Q,)- —S{d—Q}

Eq.3.2.10
ac a

7" n

=0 Eq. 3.2.11

n

(£2) entre pontos logo a esquerda e pontos logo a direita do elemento. Assim, a ordem da
distribuicao de esfor¢os encontrada em o ¢ dada pela ordem dos esfor¢os da descontinuidade
do potencial (A1) menos 1 (um). Por exemplo, no caso de o constante, a distribui¢ao de (2 ao
longo do elemento sera 1 (um), o que determina a ordem da linesink.

A distribuicdo de descargas que descreve a descontinuidade da corrente através de um

linesink ordem dois é dada por Strack (1989, pag. 450) pelo seguinte polindomio:
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2 1 2 1

o=+(c-0)A+1(oc+0) Eq. 3.2.12

Observe-se que a distribuicdo dada contém um termo constante igual a média dos

valores de o nos extremos do elemento (ol' e oz'). A expressdo Eq. 3.2.12 define a soma de
uma distribui¢do linear com uma distribui¢do constante. Assim, o elemento linesink de ordem
dois é dado pela sobreposi¢do do elemento de ordem um a um potencial complementar
encontrado para o termo linear da distribuicdo descrita na equagao Eq. 3.2.12. Substituindo-se

a expressao Eq. 3.2.12 em Eq. 2.3.4:
L L2 1
Q= 8—j(a— o)AIn(Z — A)dA +Q, Eq. 3.2.13
T

2 1
onde £2; ¢ dado por Eq. 2.3.5 para 0 =3 (o+0). A integragdo expressa na Eq. 3.2.13 fornece:

*

2 1 —
QI—L(O'—O')[(Zz—l)an !
167

Z+1

+2z} Eq.3.2.14

E, finalmente, o potencial para uma linesink de ordem dois é escrito como:

L 2l Z-1
Q, _E{—(a—a)[(z 1)1nz+1+2z}+
£ 2o+ fy)[(z +DIZ +1)=(Z -DIn(Z - 1) + Eq. 3.2.15

+ 2111[%(;— E)]—z}}

3.2.3 Lago Poligonal de Ordem Dois

Um lago poligonal pode ser representado utilizando-se elementos linesink. Dada a
distribuicdo de esfor¢os da Eq. 3.2.12, o balango hidrico de um lago ¢ obtido integrando-se o

sobre os n linesinks da seguinte forma:
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Q =ZM Eq.3.2.16

Dessa forma, os esfor¢os presentes em cada elemento devem ser calculados levando-se
em conta o balang¢o hidrico no lago. A solucao dos parametros (o) utilizados no lago ¢ obtida,

minimizando-se o potencial no lago (informagdo verbal de Strack, 2003b)°® da seguinte forma:

: ) .
Observando-se a defini¢do da equacdo Eq. 3.2.4, o termo 9 ¢ substituido por cada

60'j

fun¢do de influéncia ;. Substituindo-se ainda os operadores de derivada total (d) por

intervalos discretos (A4), tem-se:

AD =" AAc, Eq.3.2.18

i=l

O operador A refere-se a variagdo de potencial @ devido a 4o em cada o durante o

0
processo de minimizacao. Assim, da-se inicio ao processo arbitrando-se um potencial ® =0

como aproximagao inicial do valor minimo. Como o potencial no lago ¢ dado pela

sobreposicao de n linesinks, pode-se escrever o potencial devido a um lago na forma da
0
equagdo Eq. 3.2.4 como © = ZaiAi e entdo Zai A, =0. Por conseguinte, definindo-se

1 0

1 0
AD=O-D e Ao=0-0

1
d=YA, o Eq.3.2.19

¢ Informagio fornecida por Otto D.L. Strack durante mini-curso em Sdo Carlos em dezembro de 2003
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1
A variavel @ serd o potencial minimizado no lago e constitui-se em uma incognita no
sistema. O problema torna-se completamente resolvido, entdo, incluindo-se a equagdo do

balanco hidrico (Eq. 3.2.16) no sistema. Uma vez que a solugdo do problema nao depende de

0
@, o indice sobrescrito ¢ desnecessario.

3.2.4 Linedipole e Linedoublet de Ordem Dois

Na se¢do 2.3.2, foi apresentada a formulagdo de linhas dipolos de primeira ordem.
Neste capitulo, essas fungdes passam a serem designadas como linedipole de primeira ordem.
A partir da definigdo de linedipole (Eq. 2.3.16) uma linedoublet ¢ expressa fazendo A = iuna
Eq. 2.3.16, obtendo-se:

Q= —Lz_)lnﬂ+ ip(2) Eq. 3.2.20
27 Z+1

O comportamento da Eq. 3.2.20 ¢ semelhante ao da Eq. 2.3.16, ambas fungdes
apresentam descontinuidades ao longo do elemento. Elementos linedipole e linedoublet sio
constituidos de infinitos dipolos dispostos ao longo do préprio elemento. Elementos
linedipole possui dipolos alinhados com o eixo do proprio elemento enquanto os linedoublet

sdo alinhados transversalmente ao eixo (Figura 3.2.1).

X X

Figura 3.2.1 — Arranjos de dipolos encontrados nos elementos linedipole (a esquerda) e

linedoublet (a direita)
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Foi visto que a funcdo linedipole apresenta um intervalo na fungdo de corrente de

W' —W" = u(X) ao longo do proprio elemento (Eq. 2.3.17), portanto um intervalo na

componente imaginaria da funcdo Q. A partir da defini¢do arg(%} =6 (Figura 3.2.2) e
+

decompondo-se os termos reais e imaginarios da funcdo Eq. 3.2.20 tem-se o seguinte

comportamento ao longo do elemento.

~1<X <1, Y =0: Q*:—M)(_)[lnx_lﬂyz}ﬂp(X)
27 X +1 Ea 3291
A0 x-1 . 7 . q- 2.
—1<X<I, Y =0: Q" =——-|In —iz |+1p(X)
2 X +1

Figura 3.2.2 — Esbocgo da relagdo entre distancias de um ponto ao elemento e seus

argumentos

Assim, a Eq. 3.2.20 produz uma descontinuidade no potencial (@) ao longo do elemento

(-1<X <1 eY =0)igual ao valor do esfor¢o 4. Matematicamente, tem-se:

O - =ROQ -Q7)=A(X) Eq. 3.2.22
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O elemento linedoublet de segunda ordem ¢ dado a partir da sobreposigdo de termos
adicionais ao linedoublet de primeira ordem que expressam igualmente termos empregados
em elementos linedipole. Strack (1989, pag. 415) define o polindmio A para o elemento de
primeira ordem de maneira que A; e A, representem os esforcos sobre as extremidades do

elemento j, & e &, respectivamente. Dessa forma, tem-se:

MZ)=1,T(2)+1,9(2) Eq. 3.2.23
onde:

f(Z)=—3(Z-1) e g(Z)=1(Z+1) Eq. 3.2.24

A definicdo ¢ agora reescrita como a soma de duas fungdes F e G de maneira a

determinar os coeficientes do polinomio p(Z) na Eq. 3.2.20.
1
Q:T[AIF(ZH&ZG(Z)] Eq. 3.2.25
m

Conforme discutido na secdo 2.3.2, determina-se p impondo-se que o potencial
complexo seja nulo quando Z — o. No caso do linedoublet de primeira ordem, p ¢ reduzido
a uma constante e, conforme definido na expressao Eq. 3.2.25, o polindmio p ¢ determinado

como—1lemFe+1emG. Assim,

F(Z)= f(Z)an L Eq. 3.2.26
Z+1
Z-1

G(Z)=9(Z)In +1 Eq. 3.2.27
Z+1

O linedoublet de ordem dois ¢ obtido, segundo Strack (1989, pag. 452), definindo um

termo complementar a ser somado a Eq. 3.2.25 como:

R
27

+1

,*1[(22 —1)1n§ + E)(Z)} Eq. 3.2.28
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*

Determinado p(Z) tem-se:

. L

0-_L Z -1
27

/*1 Z° -In=—
{( )nZ+1

+ 22} Eq. 3.2.29

C
Definindo-se uma varidvel A dada pelo valor de A(Z) no centro do elemento escrito da

seguinte forma:
A=2+1(4 +4,) Eq. 3.2.30

pode-se substituir A da Eq. 3.2.30 em Eq. 3.2.29, ¢ definir uma fungéo F~ como:

Z -1
Z+1

F'(Z)=(Z*-1)In=—+2Z Eq. 3.2.31

onde o termo polinomial pode ser designado como f~ da seguinte forma:
f(2Z)=—(Z2" -1 Eq.3.2.32
Assim, o potencial de descarga ¢ definido como:

Q =ﬁ{%[F(Z)+%F*(z)]—3 F*(Z)+/12[G(Z)+%F*(Z)]} Eq.3.2.33

Strack (1989) examina o comportamento do potencial devido ao elemento linedoublet
levando a coordenada complexa z ao limite das extremidades do elemento e obtém as

seguintes expressoes para pontos proximos aos nos:

Q(Zl):L_/lz‘FL_/llln(Zl_zz) Eq. 3.2.34
21 27
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Q(22)=—L_ﬂ1—i,ﬂz In(z2-21) Eq. 3.2.35
2 27

As expressdes acima evitam que o potencial seja singular nas extremidades do
elemento. Embora as expressoes evitem as singularidades, ndo asseguram a suavidade da
superficie potenciométrica ao longo dos elementos (Figura 3.2.3, linhas pontilhadas). Neste
trabalho, as condigdes de continuidade e suavidade do escoamento sobre o elemento sdo
asseguradas também sobre as extremidades do elemento por intermédio da distribuicao de

esforcos A (informagéo verbal de Schulz, 2004)’.
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Figura 3.2.3 — Potenciometria obtida sem a suavizac¢ao dos esfor¢os nos extremos dos

elementos (linhas pontilhadas) e com a suavizagdo dos esforcos (linhas continuas)

c
Somando-se as expressoes de Eq. 3.2.24 e Eq. 3.2.32 e utilizando-se o termo A definido
em Eq. 3.2.30, tem-se uma unica expressao que representa o polindmio A em Eq. 3.2.20 da

seguinte forma:

ﬂ(X):(%TM—/C%]X2+%X ) Eq. 3.2.36

" Informagdo fornecida por Harry E. Schulz durante discussdes cotidianas
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Utilizando-se o indice el para a identificagdo do elemento e o indice j da forma j=1,

J+1=c e J+2=2 a aplicacdo da Eq. 3.2.36 sobre os nds dos elementos produz:

el el+1

Az = 4 j Eq. 3.2.37

Diferenciando-se Eq. 3.2.36 em relagdo a coordenada X tem-se:

dA(X) :(/11 —2,1+12jx A Eq. 3.2.38
dX 2

Aplicagdo da Eq. 3.2.38 sobre os n6s dos elementos produz:
el el el el+1 el+1 el+1

TAi=22m+3 A =—32i+2 1 ju—3 1 jn Eq. 3.2.39

Na Figura 3.2.3 ¢ ilustrada a melhoria da representagdo do campo potencial obtida da
utilizagdo da expressdo nos extremos dos elementos utilizados. Os desenvolvimentos
apresentados sdo validos da mesma forma para elementos linedipole. O Apéndice A segdo

(A.2.2), apresenta a utilizagdo de linedipoles para rios e lagos.
3.2.5 Areasink de Esfor¢o Uniformemente Distribuido

O potencial devido a uma regido finita de recarga ¢ definido em Strack (1989) pela
fung@o areasink. A fungdo ¢é definida em todo o espaco plano infinito sobrepondo-se dois
problemas: o primeiro regido pela Equagdo de Poisson no interior da regido de recarga e o
segundo regido pela Equagdo de Laplace. Para cada problema define-se um potencial cuja

soma produz a expressao desejada:

a b
O=Pp+D Eq.3.2.40

O objetivo da decomposicdo do problema em duas partes ¢ utilizar as solugdes ja

conhecidas (harmdnicas) na resolucao do problema.
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Vb =y, dentro
Eq.3.2.41

Vid=0 para todo dominio

a
O potencial @, que satisfaz a equag@o no interior da regido, ¢ definido como uma

a b
solugdo particular para a Equacdo de Poisson e no exterior da regido @ =0. O potencial @,

a
por sua vez, ¢ determinado de maneira a eliminar as descontinuidades ocasionadas por @ .

[13RE]

Adotando o sobrescrito “+” para a localizacdo de variaveis internas a regido e para
varidveis localizadas no exterior:

b+t b~ b at a-~ at

D -0 =A=—(D -0 )=-O Eq.3.2.42

a
Observe que ocorre descontinuidade no gradiente de @ através da fronteira:

a
) 2 ) b . .

aa— =-Q, =0. Assim, ® também deve ser especificada para que a descontinuidade em Q,
n

b
seja eliminada. Note-se que @ serd, entdo, dado pela soma de duas fungdes harmdnicas cuja

sobreposicao satisfaz as especificagdes Eq. 3.2.42 e Eq. 3.2.43, a saber, as fun¢des linedoublet

e linesink.

+

<b?n—6n =<bf=—(Qn—5n)=—5n Eq. 3.2.43

b

Considerando uma regido na forma de um poligono qualquer de vérticeszj,j=1, 2, ...,

n, Strack (1989, pag. 429) sugere que os vértices da poligonal sejam numerados em sentido
anti-horério e de modo que o lado entre os vértices z; € z; seja o maior da poligonal (Figura

3.2.4).
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Figura 3.2.4 — Esboco geométrico de uma areasink

As propriedades geométricas da poligonal sdo definidas da seguinte forma: sejam dois

b b b
vértices consecutivos Zj € Zj+1, 0 comprimento do lado L;j do lado j sera dado por:

o

b b

Li=|zjn—2j Eq. 3.2.44

b b
como o modulo do nimero complexo zj:.1—Z;. Escrevendo-se as coordenadas dos vértices

b
agora na forma de vetores zj, a drea do poligono, por sua vez, serd a metade do somatorio do

produto vetorial:
n b
A=1>zixzjn Eq.3.2.45

O sistema de coordenadas complexas €, por sua vez, definido tomando-se posi¢cdes em

b
relacdo a Zo e a direg@o do maior lado por intermédio da seguinte expressao:
b _ b _
C=&+in=(2-20)e™™ Eq. 3.2.46

b
onde Zo ¢ definido como o centro geométrico dos vértices da poligonal:
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Zo =lsz Eq.3.2.47

Na Equac¢ao de Poisson, a taxa de recarga y é explicita e aparece independente de @
sendo portanto, considerada conhecida. Na pratica, y independe de @ apenas onde os
escoamentos ocorrem em condi¢des livres (ndo-confinado) e sua distribui¢do, para efeito de
modelagem, ¢ aproximada delimitando-se regides onde a infiltracdo pode ser considerada
constante. A taxa de recarga, nesses casos, ¢ um parametro que estd fortemente ligado, dentre
outros aspectos, a hidrologia de superficie (precipitacdo atmosférica e infiltragdo no solo) que
tornam sua distribui¢ao ndo-uniforme. Dessa forma, y € considerada constante na Eq. 3.2.41 e

o potencial que satisfaz essa equacdo ¢ arbitrado como (Strack, 1989):

O =%}/§2, Eq. 3.2.48

donde se obtém:

Q,=-%,Q,=0. Eq. 3.2.49

De acordo com as equagdes Eq. 3.2.42 ¢ Eq. 3.2.43:

b at
A=—0 =—%7§2 Eq. 3.2.50
J
e
b a
g = Q_n+ = y&sen(a; —a,) Eq. 3.2.51
J

Determinou-se até aqui a distribuicdo da recarga () e as descontinuidades no potencial

a b b b
@ a serem eliminadas pelo potencial @ . Obtidos 4 e o, a aplicagdo das fungdes sobre as
J J
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bordas da poligonal ¢ feita mediante a defini¢do de um sistema de coordenadas adimensional

Z para cada lado j da poligonal.

1 1

Z_E(Zj+1+2j) é’_E(ng_'_é/j)

Zy=X;+iY; =— =— Eq.3.2.52
E(Zjﬂ_zj) 5(§j+1_§j)

As distribui¢des dadas pelas equacgdes Eq. 3.2.50 e Eq. 3.2.51 sdo expressas em cada
fungdo de borda em termos de suas proprias coordenadas Z; que expressa &, isolando £ da

expressio anterior:
1 1
§:§(§j+l_§j)zj+5(§j+1+§j) Eq. 3.2.53

A expressdo contém & enquanto componente de ¢. Sabendo que as distribuigdes de
esforcos dadas nas expressdes Eq. 3.2.50 e Eq. 3.2.51 sdo validas apenas ao longo de cada
lado da poligonal, a componente 7 de ¢ ¢ nula e, portanto, £ ¢ reescrita em termos de £ como

segue:
1 1
gzg(gjﬂ_gj)zj+E(§j+1+§j) Eq.3.2.54
Assim, as distribui¢des Eq. 3.2.50 e Eq. 3.2.51 sdo reescritas como:

b
fm G =M — 6@, D+ 26 +E)E, + D137 Eg. 3255

b
OJ.- = 7[%(5141 _é:j)zj +%(§j+1 +§j)]sen(a'j -a,) Eq. 3.2.56

b b
As distribui¢des 4 e o podem ser agora utilizadas nas expressdes que definem os
J J

b
potenciais cuja sobreposi¢ao expressara @ . A forma geral a partir das fungdes linedoublet e
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b
linesink que definem o potencial ® ¢ dada na equagdo Eq. 3.2.57 na forma complexa. O

procedimento para a obtencdo da forma geral do areasink ¢ descrito na secdo A.2.3 do

Apéndice A.

b

5:——2{[/1(5)+|y(5)]1n i+ P(Z)}+gln(z—z ) Eq. 3.2.57

b b
O parametro x4 em Eq. 3.2.57 pode ser obtido a partir de o utilizando-se (ver Eq.
A.10)

b b
o=—"—pu Eq. 3.2.58
j i

b
donde y € obtido como:

/u 7/(77]+1 77 )[(é:]ﬂ é: )(Z [ - 1) + 2(§]+1 + 5 )(Z + 1)] + IUJ Eq 3259

b b
onde p; = [ ,u} define o valor da fun¢do no no .
g_gj

b b b
A equagdo Eq. 3.2.59 define uma expressdo recursiva para x; onde x;,, ¢ igual a u

no no ¢j+1, onde Zj =1, e adota-se ,u1 =0. Assim, a fun¢do complexa /1+ i ,u ¢ obtida da soma
i j

da equagdo Eq. 3.2.55 com Eq. 3.2.59 como:

Frin- _%7@? _%y(;H “EDIE ~ 6] D+ 2E, + )+ DI +ip g 3260

b
b n b
Q:ZQ+231n(z—zl) Eq. 3.2.61
J T

j=0
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b
onde Q = A ¢ o total descarregado da ou para a poligonal.

Procedendo-se conforme apresentado na se¢do A.2.3 do Apéndice A, ¢ obtido o termo
de correg@o do escoamento regional (Pj) em Eq. 3.2.57 e o elemento areasink para y constante

¢ finalmente expresso por:

é/ é/ﬁl ﬁ _ _%
® = ER{ZmZ(cg +C§+C)ln§ ; 2ﬂln(z Z,) 4ﬁ} Eq. 3.2.62

j=l j-1

a b
Como definido na equagdao Eq. 3.2.48, @ deve ser adicionada a parte real de @ no

interior do poligono. Strack (1989) define a seguinte funcdo complexa, cuja parte real vale

2 . . ’ .
1 7&7 no interior do poligono e desaparece no exterior:

Z EiL ) Eq. 3.2.63
j=1 é/j

3.3 Elementos Transientes

Os elementos apresentados nestas se¢ao seguem a formulagao de Zaadnoordijk (1988).
Essa formulag¢do consiste de trés passos: (1) definicdo de uma solucdo fundamental da
Equacdo do Calor (Eq. 3.3.1) adequada ao elemento desejado; (2) um polindmio para a
distribuicdo de esfor¢os no elemento; e (3) um polindmio para a evolugdo dos coeficientes da
distribuicao de esforcos no elemento. Convenciona-se chamar ordem do elemento o maior
expoente do polindmio sobre o eixo do elemento. Convenciona-se, ainda, chamar grau o

maior expoente da evolucdo dos coeficientes do polindmio do elemento no tempo.

2 2
a?+a? iN=L1P Eq.3.3.1
OX oy ot

. . KH
Para aqiiiferos confinados, o coeficiente de difusdo (&) ¢ dado por « :T' Para

aqiiiferos livres, a Equacdo de Boussinesq ¢ linearizada utilizando-se a defini¢do da Eq. 3.1.5a

78
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para o potencial e a introducdo de uma espessura média do aqiiifero & (Strack 1989, pag.

. S , Kg o
195). O coeficiente de difusdo, neste caso, ¢ dado por o = K¢ . A condi¢do inicial das
ne
solugdes ¢ dada pela solucao trivial. Assim, o potencial que expressa a condigao inicial de um
modelo realista pode ser dado por uma solug¢do do modelo para um tempo qualquer ou mesmo
para o regime estacionario. A condi¢ao final das solucdes da Eq. 3.3.1 utilizadas como
elementos ¢ especificada pela estacionaridade da fungdo em t — 0.

Dessa forma, o potencial @(t) ¢ dado com base na sobreposi¢ao histérica de efeitos e

expresso da seguinte forma:
Kk
d)(tk):ZCDm, parak >0 Eq.3.3.2
m=0

Assim, para t = 0, tem-se:
D, =d(t,), parak =0 Eq.3.3.3

Sao apresentadas a seguir solucdes de problemas elementares de potenciais devidos a:
um lago circular, um linesink ordem um e grau zero, onde, neste trabalho ¢ feita a extensao
para ordem dois; um lago poligonal; um linedoublet (também estendido para ordem dois grau
zero neste trabalho) e uma areasink poligonal. Em formulagdes mais recentes, o problema da
sobreposi¢do de efeitos em escoamentos transientes tem sido abordado também a partir da
Equagao de Helmholtz no dominio dado pela transformada de Laplace. A técnica consiste em
sobrepor solucdes obtidas para a Equacdo de Helmholtz e transporta-las para o dominio real

via transformada de Laplace inversa (Furman e Neuman 2003, 2004).
3.3.1 Potencial de Descarga Devido a um Lago Circular

O problema do lago circular ¢ analisado de forma idéntica a apresentada na sec¢ao 3.2.1.
O lago ¢ sujeito a um escoamento regional e a variagdes de sua condicdo de equilibrio
estaciondrio. A sobreposicao de um dipolo com orientagao e intensidade especificas sobre o
escoamento regional produz uma equipotencial circular coincidente com a borda do lago. Por

sua vez, as tensdes hidrologicas sobre a superficie do lago s@o representadas por uma vazao
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totalizada em um poco concéntrico ao lago. A fungdo utilizada para a representagdo de
transitorios em um poco ¢ dada pela solucdo de Theis escrita em Strack (1989, pag. 196)

como.:

O = 4QE1(W2)+CI)0 Eq.3.3.4

POk T

.. . rexp(-v , : N .
onde E1 ¢ a integral exponencial '[Ldv , também conhecida como fungio pogo e W é o
, Vv

w

2

adimensional . Diversas aproximacdes sdo encontradas para a fun¢do El (e.g.

r
4a(t-t,)
Strack, 1989, pag. 198).

A funcdo dipolo a ser utilizada na obten¢do da equipotencial desejada para a borda do lago ¢
obtida a partir da expressdo dada por Carslaw e Jaeger (1959 apud Zaadnoordijk (1988) para

o dipolo instantaneo da seguinte forma:

2

d_):;z[sxrcosﬁ+syrsen9]exp __r Eq.3.3.5
d  Bra(t-t,) 4a(t-t,)

O dipolo responsavel pela geracdo da equipotencial do lago sujeito a um esforgo

constante ao longo do tempo sera encontrado fazendo ® =

dd7, donde obtém-se:
dok di

S

| —exp| — d Eq. 3.3.6
dok 8ra (t—17) 4a(t—1)

0

[s,rcos@+s,rsend]t 1| ( r2 )

Efetuando-se agora a seguinte mudancga de varidveis conforme a definicdo de w na Eq.

3.3.4:
2 2 2

w= |—— t—r=L_dr=—T _aw Eq.3.3.7
4a(t—1) 4o 4o

obtém-se:
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[s,rcos@+s, rsend] % ,
dok I J-ZWexp(—W )jW Eq. 3.3.8
4ot

cuja solucdo ¢ dada por:

[S,rcos@+s,rsend] r?
— 5 exp| ———— Eq 3.3.9
dok 4 4a(t-t,)

Da forma semelhante a que ocorre com as fungdes harmonicas, as fungdes obtidas da

Equagdo do Calor podem ser referidas como He e escritas na forma:
k k
dk): He=A1 Aa). Eq.3.3.10

Cada termo das fung¢des He, porém, ¢ definido com base na sobreposi¢do de efeitos ao
longo do tempo (Zaadnoordijk, 1988 e Zaadnoordijk e Strack, 1993). Tomando como

exemplo a funcao Eq. 3.3.4, tem-se:

k
Al =—LE1(W) (k>0)
47
Eq. 3.3.11

Ai=0 (k = 0)
k k k

k
Fazendo 41 =Q ou ainda 4; =S (j =X, y) em Eq. 3.3.9, conforme as equagdes Eq.

3.3.3 ¢ Eq. 3.3.2, tem-se os parametros definidos no instante k como:

k k=1'm

Ai=2;t)-D 4, parak>0
m=0

Eq.3.3.12

k
Ai=0, parak =0
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onde o tempo inicial ¢ identificado como tx=9. Assim, tanto a fun¢do de influéncia (A) quanto
o parametro de esforgo (A1) terdo valores diferentes de zero somente para instantes de tempo

superiores a ty = 0.
3.3.2 Linesink de Ordem Dois e Grau Zero

O clemento linesink ¢ definido segundo Zaadnoordijk (1988) como o efeito obtido da
sobreposi¢do de infinitos pogos ao longo de uma linha finita. A partir da funcao Eq. 3.3.4,
Zaadnoordijk (1988) obtém expressdes que definem elementos de primeira ordem e grau
arbitrario, ou seja, esfor¢os uniformemente distribuidos no elemento e evolugdo temporal de
grau tdo alto quanto se queira. Embora o elemento obtido por Zaadnoordijk (1988) seja de
grau arbitrario (relativamente a distribui¢do temporal de esforcos), a distribui¢do espacial por
ele descrita (primeira ordem), ndo favorece a sobreposi¢cao das extremidades dos elementos.
As condi¢des para a utilizagdo de linesinks encadeadas sdo discutidas nesta se¢do. Para isso, é
obtida uma solug¢ao que expressa o elemento linesink com distribuig@o linear ¢ constante no
tempo (ordem dois e grau zero) e sdo discutidas as condigdes que devem ser atendidas pelo
elemento quando utilizado em cadeia.

A notagdo segue a convengdo definida por Zaadnoordijk (1988). A numeragdo no
sobrescrito de @ refere-se a ordem do polindmio utilizado na distribui¢do de esforgos sobre o
elemento. As letras utilizadas nos subscritos estdo designadas como: Is referindo-se a lineSink,
I ou o nimero O (zero) referindo-se respectivamente a instantdneo e grau zero ¢ | ou Q
referindo-se a linear e quadratico, respectivamente. Matematicamente, os elementos linesink
escritos em Zaadnoordijk (1988) sdo obtidos por integracdo da solucdo fundamental de

Carslaw e Jaeger (1959) para um pulso pontual instantdneo no plano horizontal:

P SO (O W )
psi 4r(t-t,) 4a(t-t,)

Eq.3.3.13

onde os subscritos estdo designados da seguinte forma: ps para pointsink e i para instantaneo.
A integracdo da solucdo fundamental ¢ feita definindo-se uma densidade de esforcos

constante sobre o elemento (Zaadnoordijk, 1988 Eq. 4.38). O procedimento para a constru¢ao

da integral que representa a sobreposi¢do dos pointsinks constituintes de uma linesink ¢

apresentado na secao 2.3.1.
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ol TR
d):J.—a;exp Gl it/ du Eq. 3.3.14
¢ 4r(t-t,) 4a(t-t,)

O potencial devido a uma linesink de ordem um (uniforme ao longo do elemento, ver

Eq. 3.2.11) com densidade de esforcos constante no tempo ¢ dado por Zaadnoordijk (1988,

1
Eq. 4.56) pela integral de Id) no tempo da seguinte forma:

&):—tiexp{—n—z} erfc 5—_925 —erfc ﬁ dz. Eq.3.3.15
oS4 x(t-1) da(t-1) Jda(t—1) Jda(t—1)

Efetuando-se a mudanga de variaveis como apresentado na Eq. 3.3.7:

2 2 2
w= |—1— t-r=-T_ dr=—"_dw Eq.3.3.16
4a(t-1) 4ow 4ow

a solugdo da integral, por sua vez, ¢ expressa por:

<i) =—0 §|ﬂ| I0

Is0 04\/; 1

Eq.3.3.17

0
onde |: ¢ dada em Zaadnoordijk (1988, Eq. 4.43). Barnes e Strack (2003) apresentam

correcdes a se fazer em alguns passos algébricos adotados no trabalho de Zaadnoordijk (1988)

0
devidos a mudanga de variaveis (Eq. 3.3.16). Assim, a fun¢do | corrigida é:
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4“‘ erfcg 95 — —erceg 5
V U U

Ly - 7’ _f—éEl -0 +n’ ||, F 3518
|77| 4ot |77| 4ot T
-2 ]3 exp(—w?)| erfc Wﬂ —erfc Wﬁ dw
: 7 7

/.
4ot

Dessa forma, o elemento linesink de primeira ordem € expresso por:

1
1 o —
O=-2 ﬂexp ——— | erfc °— f —erfe $—o +
4 40£t Vot 4ot

- 5)EI w _(£-H)EI M ; Eq.3.3.19
200;|/77;| 'I[zexp( w?)| erfc W% —erfc W% dw

A integral no ultimo termo da expressao Eq. 3.3.19 ¢ referida neste trabalho como Integral de

Rosser:

2 1

I exp(-w?)| erfc Wﬂ —erfc Wﬁ dw Eq. 3.3.20

- U 7]

4ot
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devido ao pioneirismo de Rosser (1948 apud Zaadnoordijk, 1988)* no problema. Litkouhi e
Becker (1982 apud Zaadnoordijk, 1988)° utilizaram a integral em um problema de condugio
de calor e muito contribuiram para a analise do problema.

Embora o elemento linesink de ordem um mantenha o esforgo invariavel ao longo de

seu comprimento, os esfor¢os (o) dos elementos podem ser especificados individualmente
C

constituindo-se segmentos de polilinhas (e.g. especificagdes de condi¢des de contorno sobre
rios e riachos). Entretanto, sua aplicacdo em casos de condi¢des ndo constantes introduz
efeitos indesejados nas extremidades dos elementos. A aplicagdo de elementos linesink (e.g.,
especificagdo de contornos) ao longo de polilinhas requer que a distribuicao dos esforgos seja
continua. Considere-se para tanto que a distribui¢do seja linear, de maneira que os valores dos
esfor¢os coincidam nas extremidades de cada elemento. A distribui¢do de esforcos ao longo

do elemento linesink podera ser definida como

0'(§)=O'+ol'§, Eq. 3.3.21

onde o subscrito | refere-se a palavra linear.
Em uma cadeia de elementos, a continuidade entre os valores de esfor¢os em cada no i

sera assegurada fazendo:
CoL o :
o(—-——)=o0o(—-)=0-c—=0+0— Eq.3.3.22

onde L ¢ o comprimento do elemento i.
Neste trabalho observa-se que a distribui¢ao de potencial ao longo do elemento, @&, 0),

nao depende da distribuicdo de esfor¢os o. Sabendo que o ¢ definido apenas em funcao da

z
¥  Rosser, JB. (1948) Theory and  Application  of jo exp(-x*)dx  and

IOZ exp(—p’y’ )dyJ.Oy exp(—x?)dx , Mapleton House, Brooklyn

? Litkouhi e Becker (1982) Temperatures in Semi-Infinite Body Heated by Constant Heat Flux Over Half
Space. In: Proceedings of the Seventh International Heat Transfer Conference Muenchen, v2, pp21-27,
Washington DC
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dire¢do transversal do elemento (Eq. 3.2.9) e aplicando-se a defini¢ao de linhas de corrente ¥

Eq. 2.1.14, tem-se:

G a;‘l") --Q;-Q; =—2Q,. Eq. 3.3.23

A partir da defini¢ao de potencial de descarga no plano(Eq. 2.1.5), por sua vez, tem-se:

oD oo

Q=55 Q=5

Eq.3.3.24

Integrando-se o potencial na direcdo do eixo do elemento, tem-se uma func¢ao apenas da

direcdo & da seguinte forma:
£
D(£,0) =—IQ§d§ Eq.3.3.25
0

Assim, conclui-se que para se ter a continuidade de o assegurada, ¢ necessario incluir a
expressao Eq. 3.3.22 na formulagdo do elemento e, portanto, obter-se a expressdo de segunda
ordem do elemento.

Neste trabalho, o potencial devido a um linesink de segunda ordem ¢é obtido escrevendo-
se o polindomio de esforcos conforme a Eq. 3.3.21. Observa-se que a expressdo do elemento
podera ser obtida como a soma do potencial de ordem um com o potencial obtido de uma

distribui¢ao linear ( o &)

2 : 2 2
® =—[(o+ou) LN i il /R 1Y Eq. 3.3.26
T -y dat—t,)

g

Observe-se que operando-se a integracdo do primeiro termo, obtém-se a expressdo do

1
potencial ldb (Eq. 3.3.14). Assim, ¢ necessario apenas obter-se a integracdo do segundo termo
N

da equagdo Eq. 3.3.26:



METODO DE ELEMENTOS ANALITICOS 87

P =-

— e

2 2
aLeXp Gl it/ du Eq. 3.3.27
L 4z(t—-t,) 4a(t-t,)

1
4

onde |CD| ¢ o potencial devido a distribuicdo complementar (I)'f .
N

O potencial devido a uma linesink com densidade de esforcos linear (Eq. 3.3.21)

2 2
mantida constante no tempo (Id)) poderd ser obtido integrando-se agora Id) em relacdo ao
s0O i

2
tempo. Escrevendo-se % a partir da definicao expressa em Eq. 3.3.26, tem-se:
S

t t

2 2 1
O=|ddr=|D+ddr Eq. 3.3.28

IsO Isi Isi Isil
0 0

O potencial de densidade constante Eq. 3.3.19, como ¢ definido por Zaadnoordijk

2

(1988, Eq. 4.40) ¢ obtido do primeiro termo da integral na equagdo Eq. 3.3.28, portanto, ICI?)
podera ser obtido novamente integrando-se apenas o potencial complementar (ICR) da seguinte

forma:

¢ z7(t—71) e 4an(t—71) Jadar(t—1)

2a exp[_ -0 | e-d |l
T 4a(t—1) 4a(t—1)

{ Ja erf c=o g 2 ¢ + Eq. 3.3.29

Efetuando-se a mudanga de variaveis como apresentado na Eq. 3.3.7:

2 2 2
w= |—1  t-r=T _ dr=—T_dw Eq. 3.3.30
4a(t—1) 4ow 4ow
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produz-se:
t 0 2
@dr——aﬂll—an—lz, Eq.3.3.31
OI3|I I 4\/; | 47

0 1
onde |: ¢ dada na Eq. 3.3.18 ¢ |, apds as corre¢des propostas por Barnes e Strack (2003)

para Zaadnoordijk (1988, Eq. 4.46), deve ser escrita como:

B PO O GG 5 PO O - e

I, +
4ot 4ot

2 2 | | Eq.3.3.32
1 (§—§)2+772E1 -9 +n’ _(§—§)2+772E1 -9 +n’
2 n’ 4ot n’ 4ot

t
Por fim, a integral J‘ICDId 7 produz:
0

Code 05 ) oed S8 | 28
Ogﬁdf— N \/4_Ottexp( 4atj erfc\/4_0(t erfc\/4_at +
L|g-2 (@& ent| e [E-02+n* |,
Jr |77| 4ot |77| 4ot
2 T exp(—-w?)| erfc Wﬂ —erfc Wﬂ dw ; +
. 7 7
IR [ R e ol I G S S s e
' 24rx n’ 4ot n’ 4ot
LI O G e W I SR
2n 4ot 4ot

Eq. 3.3.33
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2

&9

A expressdo para o elemento de linesink ordem dois e grau zero (I<I>) podera, entdo, ser
sO

escrita a partir das equacdes Eq. 3.3.28 e Eq. 3.3.33 como:

[O-QZF—H;\/E]GXP( erfc 5 'f _erfcﬂ +
46¥t 4ot 4ot

o'f | _1 2 2
7¢ }(5 b € e:) 7| ey €= e ||

+

s

T o } J. exp(—w?)| erfc Wﬁ —erfc Wﬁ dw +
T 2

aln|
NJar |77| |77|
iz

g E-& +p? _[ BN } E-& +rp?
L [(é £y +n }El e R I R 1 e e

at

1 2
g2 2 Ay 2
et expl AN | (€=
4ot dat

3.3.3 Lago Poligonal de Ordem Dois e Grau Zero

Eq. 3.3.34

Os efeitos transientes produzidos por lago poligonal podem ser representados

utilizando-se elementos linesink. Semelhantemente a formulagdo apresentada para os efeitos

estacionarios de um lago poligonal (segdo 3.2.3), a sobreposi¢do de n linesinks produzira n+1

incognitas. Assim, a expressao do balango hidrico obtida para uma linesink transiente pode ser

empregada na formulagcdo do potencial de descarga devido a um lago poligonal a fim de

assegurar a integridade do balango hidrico no lago em cada instante de tempo. O balango

hidrico em um eclemento linesink de ordem dois, com esforgos distribuidos conforme Eq.

3.3.21 torna-se expresso por:

(c+ag)ds=ol

|
Le—u|-

o]

Eq. 3.3.35



Modelagem em Aqiiiferos Longos Baseada em Elementos Analiticos 90

O procedimento de solugdo ¢ obtido conforme apresentado na secao 3.2.3, substituindo-
se a func@o de influéncia do elemento linesink de regime estacionario Eq. 3.2.15 pela fungéo
de influéncia da equacdo Eq. 3.3.34. O balang¢o hidrico em cada instante, por sua vez, ¢ feito

de modo acumulativo pela seguinte expressao:

k-1 m

k k
Q=Y 0iL;+>.Q, parak>0
c m=0
Eq.3.3.36

k
Q=Q(,), parak =0
3.3.4 Linedoublet de Ordem Dois e Grau Zero

Zaadnoordijk (1988) desenvolve expressdes para elementos linedoublets de ordem um
utilizando-os apenas para obter expressdes para a representacdo de areasinks. Os elementos
linedoublets transientes de ordem dois podem ser aplicados diretamente em fronteiras onde
podem ser especificadas diversas condi¢des de escoamento como discutido na secdo 3.4.
Nesta secao, as expressdes obtidas para linedoublets de ordem dois sao obtidas.

O elemento linedoublet definido por Zaadnoordijk (1988) € obtido a partir da solugdo de
Carslaw e Jaeger (1959) para o potencial devido a um pulso dipolar instantaneo. A notagao
segue a convencao definida por Zaadnoordijk (1988). A numerag¢do no sobrescrito de @
refere-se a ordem do polindmio utilizado na distribuicdo de esfor¢os sobre o elemento. As
letras utilizadas nos subscritos estdo designadas como: |d referindo-se a linedoublet, i ou o
namero 0 (zero) referindo-se respectivamente a instantaneo e grau zero e | ou q referindo-se a
linear e quadratico, respectivamente.

Diferentemente dos elementos linesink, onde as cargas piezométricas sdo conhecidas
nos extremos do elemento, em um linedoublet as cargas piezométricas sdo desconhecidas em
qualquer ponto do elemento. Dessa forma, a distribuicdo de esforcos deve assegurar que a
distribuicdo de cargas piezométricas seja, além de continua, suave (diferencidvel) também nas
extremidades do elemento (informagio verbal de Schulz, 2004)"°.

Considere-se que a distribuicdo de esforcos sobre o elemento seja dada por um

polindmio quadratico.

' Informagdo fornecida por Harry E. Schulz durante discussdes cotidianas.
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A& = I+ Ag+A¢E, Eq. 3.3.37
c q

onde o subscrito ( refere-se ao parametro na forma quadratica. Os valores de Eq. 3.3.37

devem ser continuos (coincidentes) nos nds de uma cadeia de elementos, observando-se que:

i-1 L i I A T

/1(——)_1( =4 /I1L+i% _ +%L
c q

0N
_QNI

L’
— Eq. 3.3.38
1 q

As inclinacdes de Eq. 3.3.37, da mesma forma, devem ser iguais nas extremidades de
cada elemento a fim de representar a diferenciabilidade das cargas piezométricas ¢ em todas

as direg¢oes. Diferenciando-se Eq. 3.3.37 em cada extremidade & =L/2,

1

— (——)_ d oy —aealb ol
I q?2 I

g G Eq.3.3.39

o
l\)||_

Definida a aproximacdo da distribuicdo de esfor¢os no elemento de acordo com a Eq.
3.3.37, o elemento linedoublet de segunda ordem, por sua vez, pode ser encontrado partindo-
se dos resultados obtidos por Zaadnoordijk (1988). Conforme o autor, a expressao de dipolos
instantaneos Eq. 3.3.5 com distribui¢do linear, orientados perpendicularmente a linha onde

sdao somados, ¢ obtida integrando a fungao:

EO /N B S )
di Sra(t-t,)’ da(t-t,)

Eq. 3.3.40

Efetuando-se a integral que define o potencial de um elemento de ordem um e grau zero

tem-se:

dudrz, Eq. 3.3.41

56~
Il
S ——
i oy 10
BO-
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Apos as correcdes de Barnes e Strack (2003) aplicadas sobre Zaadnoordijk (1988, Eq. 4.80),

1
S)O deve ser dado por:

2 1

1 2 — —
) :(/1§+/1); j exp(—w?)| erfc Wg —erfc Wﬂ dw +
1do I c 14”\/7 |77| |77|
4ot i Eq. 3.3.42
| o C-orent| o[ @-&en’
RUCH] | R T T/ A 5 (E S Y /A

A expressdo Eq. 3.3.42 fornece a solu¢do para uma linedoublet de ordem um e grau

zero. A integracdo da fungdo de dipolo instantdneo Eq. 3.3.40 com a distribui¢do quadratica

2
(Eq. 3.3.37) define o potencial de ordem dois e grau zero (EjI)0 ) conforme a expressao:

,  ti(A+Au+Au’) N2 2
ICdI%=“. e 1 9 pexp _lemwrEn” dudr Eq.3.3.43
17 da(t—1,)

1
Observe-se que a expressao contém o potencial .ﬁ% Eq. 3.3.42 como parte de sua

1
expressao, uma vez que gb pode ser escrito como:
0

O =ﬁ'ﬂnexp G ) Eq. 3.3.44
Ido OéSE(t—tO)z da(t-t,)

2
Assim, para obter-se gb , € necessario apenas resolver a integral de uma distribui¢do de
0

12
esforos AU’ ao longo de um segmento de reta £&. Separando-se as parcelas da soma
q

presente no integrando e representando-se a integracdo da segunda parcela da integral por

t
jlgl?d 7, o potencial devido a distribui¢io complementar Au’ (|<dI_> ) serd dado por:
7 iq q 1q
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2
O = Aexp| — 7 ! P
Idig g da(t-t)) )8ra(t-t,)

(c-9) _(Sg_gi)exp _(6-9)

2a(t—-t) (£ —S)exp Taali-t) da(t—t)

Eq. 3.3.45

Jart-t)at-t,)+ ¢ | erfo —/45—(?% Y| 1%&—1)

2
O potencial ICdI% devido a uma linha de dipolos com densidade de esfor¢os (Eq. 3.3.37)
mantida constante no tempo, por sua vez, podera ser obtido integrando-se agora d) em
Idiq

2
relacdo ao tempo. A partir de sua definicdo expressa em Eq. 3.3.43, gbo pode ser reescrito

COmo.:

t
® =0+ [0dr Eq. 3.3.46
0

e o termo complementar J‘g) dz sera dado por:
iq

[odre 1 [ L E-9+n’ 2 -9 +n’
!g;dr— - !t (E-E)exp ppvamal ILCRT Il vl | L
2ay i PO B SR N B S
qu_I Jt-¢ (4a(t—r)] e 4a(t-r1) e 4a(t-7) o
o 1 o . £-¢ - £-¢
8@! Jt-oy eXp( 4a(t—r)] M aat-0 | frat-o)
Eq.3.3.47

Mediante a mudanca de variaveis:
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2 2 2
u=|—1— t-r=-"_ dr=-"_du Eq. 3.3.48
4a(t—1) 4au 4o

tem-se:

t ) ) J ) /152 w ) _2 _l
Jodr=2-"T—1+2¢-5)Llari— [ e Jerfe 08 | erfd ue=% |lau,
e a4 27 N4z g 7 n
4ot
Eq.3.3.49

k k
paraj=1,2¢e¢ k=0, onde |: é dada por Eq. 3.3.18 ¢ 1. é dada em Zaadnoordijk (1988 Eq.
4.45) por:

i 2
C e [5—5] +17°
2

As fungdes Eq. 3.3.18 e Eq. 3.3.50 sdo obtidas por Zaadnoordijk (1988, Apéndice E)
conforme apresentado no Apéndice B deste estudo. Utilizando-se Eq. 3.3.18 e Eq. 3.3.50, a

t
integral I Ig_)dr fornecera:
1q
0
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. ~ 2 5 _1 2
<I>dr—/1 n 4a° 2| erfc £-¢ - —erfc ] 981/ +
Idlq q 4\/_ n 4ot 4at

n
1| g-g [@-orent] e [ é) L ]

\/; n 4ot n

o0

-2 J. e'| erfe ué 65 —erfc u§ § du;+
\/z n n
-9 LEn —(5 T ot B e

1
erfc| u2—= |—erfc uﬂ du

2_Oo —u? § §
QZWJ%G 7 7

Eq. 3.3.51

2
Assim, a expressao para o elemento de linedoublet ordem dois e grau zero (g%) pode,

entdo, ser escrita a partir das equagdes Eq. 3.3.46 e Eq. 3.3.51 como:

1
2 _ 2
CI)=/1771/ e i erfc 5 5 § 51/77—
ido  q n V4ot

ﬂ
G HE & 13- §)E1W N
/‘11(52_772)4_}'“5—'—/} © r ) f é‘ ) éf_é: ) Eq3352
m \/J;Te erfc| u——=- ” ercuT u+

1 2
_ \2 2 52 2
A g €= 40" | g (e=9) +n
U d 4ot 4ot

3.3.5 Areasink Ordem Zero e Grau Zero

Zaadnoordijk (1988) obtém uma expressdo para o potencial devido a uma areasink com

as mesmas propriedades geométricas que uma areasink estacionaria definidas na sec¢do 3.2.5.
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A expressdo que define a solugdo para uma areasink (Eq. 3.2.40) pode ser reescrita da

seguinte forma:

b
D=0+ O Eq. 3.3.53

a b
onde o subscrito as refere-se a areasink, ® ¢ igual a zero fora da arca e ® ¢ igual ao

potencial devido a uma determinada fonte fora da area.
A expressdo que define a fonte pode ser arbitrada por uma distribuicdo de ordem um e

grau um da seguinte forma:

a 0, fora
Eq. 3.3.54

—yat, dentro

onde y ¢ o esfor¢o no elemento. Como condi¢des de contorno, a descontinuidade do potencial
a . .
® e da componente normal de seu gradiente sdo equacionadas através do contorno da area.

b
Assim, um potencial @ ¢ definido pela sobreposigdo de linedoublets e linesinks ao longo dos

lados da poligonal que cerca a area. Os esforcos dos linedoublets sao definidos de forma a se

a
igualarem as diferencas do potencial @ através de cada lado da poligonal. Da mesma forma,

os esforgos dos linesinks sdao definidos de maneira a eliminar as diferengas de gradiente do

b
potencial através de cada lado. Assim, o potencial @ pode ser expresso por Zaadnoordijk

(1988) como:

Eq. 3.3.55

onde Q ¢ a descarga normal devida ao potencial @ no lado i da poligonal, definida como

in
positiva no sentido para fora da poligonal.
Entretanto, para uma fonte definida por um valor constante sobre toda a area na equagao Eq.

a at a-~
3.3.54, ® se torna constante, logo, Q ,—Q, =0. Portanto, utilizando-se a defini¢do do
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+ —

a a a
potencial @, ® —® =-—yat, constante no espaco e linearmente variado no tempo, o

a
potencial @ sera dado apenas por linedoublets com esforgos conhecidos e iguais a —yat.

Zaadnoordijk (1988, Eq. 4.89) apresenta a expressdo para uma linedoublet de primeira ordem

€ grau um Comao:

@ = (ﬂ+/1§)81(§ g)Elw (- é‘)El (¢ - 5) +77

Id1 +

—{—+t} I e | erfo u5 5 —erfc ué é du +
\F n n

—47Z/£e 4at) erfe ¢ 51/ —erfc °= 51/
I A (G Nt Sl It S N s

| 4z 2n° 4ot 2n° 4ot
B PO O O B O

4 4ot 4ot

Eq.3.3.56

b
Fazendo /|1:0 em Eq. 3.3.56, o potencial de descarga devida a ® ¢ dada em

Zaadnoordijk (1988, Eq. 4.97) por:

SN RS [CENEL M 13 [ f) i

2 1
! {77' +t} j e | erfe ué’gi o —erfc uﬁ du +
27 ) n n

2 2 2
e it erfc d i —erfc Size 1/77#
4at n 4ot
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Eq. 3.3.57

onde & e 7 sdo as coordenadas locais definidas sobre cada lado i da poligonal. A expressdo
final do potencial devido a uma areasink ordem um e grau um ¢ dada por (Zaadnoordijk,
1988, Eq. 4.98):

b

1
O = (OR fora

asl

b Eq. 3.3.58
—yat+®,  dentro

3.4 Condigoes de Contorno

Uma expressdo de uma condi¢do de contorno € especificada apenas em pontos contidos
nos contornos de forma que as distribui¢des de densidade de esforcos presentes nos elementos
sejam ajustadas. Assim, as condi¢gdes de contorno sdo impostas em dois passos: no primeiro,
uma func¢ao ¢ escolhida para especificar o contorno e, no segundo, sdao escolhidos os pontos
do contorno (pontos de controle) onde as distribuigdes de esforgos utilizadas nos elementos

serdo ajustadas a fim de representar a condi¢do ao longo de todo elemento (Figura 3.4.1).

y A A=Zog
X
c 2
z d z
X | -1 1 |
plano corte A-A'

Figura 3.4.1 — Esbogo da distribui¢do de esforcos (A1) sobre um elemento (pontos de

controle indicados pelo simbolo pc¢)

Os parametros de distribuicdo de esforgos utilizados nas fungdes que representam @, ¥

ou Q de um elemento sdo os mesmos. Isso significa que, especificando-se uma condi¢do de
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contorno, por exemplo, em termos de @, a solugdo podera ser expressa também em % ou Q.
Ou seja, a especificagdo de condi¢des de contorno em termos de uma variavel de campo
qualquer ¢ valida como especificagdo para qualquer outra variavel de campo. Isso permite que
um modelo possua simultaneamente especificagdes de condi¢des de contorno de diferentes
naturezas.

Duas denominagdes podem ser distintas a principio. Elementos cujos pardmetros sdo
conhecidos sdo denominados “elementos especificados” (referidos pelo indice €) e os
elementos cujos pardmetros sdo desconhecidos sdo denominados ‘“‘elementos calculados”
(referidos pelo indice C). Apos a especificacdo da expressdo de contorno em cada ponto
desejado, os parametros desconhecidos de cada elemento s3o obtidos de maneira a satisfazer

cada expressao especificada mediante a equagao matricial:

AL=B. Eq. 3.4.1

onde A ¢ a matriz de coeficientes, 4 ¢ o vetor de incdgnitas (A;) € B, o vetor de termos
independentes. A seguir, sdo discutidas diversas expressdes utilizadas em contornos
comumente encontrados em escoamentos subterraneos. As condi¢cdes impostas em cada
espécie de contorno sdo expressas em termos da sobreposicao de efeitos elementares
(elementos analiticos). Dessa forma, cada linha da matriz de coeficientes reunird as fungdes
de influéncia daqueles elementos cujos pardmetros ainda ndo foram determinados
constituindo-se uma matriz denominada “matriz cheia”.

Deve-se notar que a constante de integracdo da solu¢do do modelo (Crodelo = 2Cel) deve
ser determinada como uma incognita do sistema. Assim, ¢ especificado um ponto de
referéncia no dominio onde um potencial de referéncia ¢ arbitrado, longe o suficiente para que
o comportamento do campo préximo aos contornos nao seja influenciado pela escolha (ver

secao 3.2.1).

3.4.1 Potencial Conhecido

As expressodes especificadas nos contornos de um modelo de elementos analiticos sdo
escritas aplicando-se o principio da sobreposicao de efeitos. Dado um ponto do dominio (pc)
onde o valor do potencial @(pc) é conhecido, seu valor sera expresso sobrepondo-se os efeitos

de elementos especificados e elementos calculados. Os parametros dos elementos calculados

99
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serdo obtidos de forma que o somatdrio dos potenciais produzidos por todos os elementos

utilizados no modelo no ponto pe seja igual a d(pc). Assim,

D=0 Eq. 3.4.2

pe?

ou ainda, expressando-se a sobreposi¢ao de efeitos:
dYo=0, > Eq.3.43

A especificacdo de potenciais é feita comumente em elementos linesink (ver secdo
3.2.2). Assim, embora esteja especificando-se carga, o contorno analisado nio caracteriza o
primeiro tipo (Dirichlet), mas sim, um contorno do tipo Neumann (segundo tipo). Como
discutido na equagdo Eq. 3.3.25, a distribui¢@o de potenciais sobre uma linesink nao depende
da distribui¢do de esfor¢os utilizada ao longo desses elementos e somente sdo asseguradas nos

pontos de controle (simbolo pc na Figura 3.4.1).
3.4.2 Estruturas Drenantes

Fraturas, falhas ou outras estruturas drenantes que ocorrem em aqiiiferos podem ser
especificados pela descontinuidade da fungdo de corrente entre os extremos do objeto. Pela
defini¢ao da fungdo de corrente (Eq. 2.1.14), a diferenga entre as linhas de corrente nos
extremos fornece a vazdo que atravessa a direcdo longitudinal do objeto (Figura 3.4.2) da

seguinte forma:

*

P oy =-Q Eq.3.4.4

S

Considerando uma espessura H* ¢ uma condutividade K" para o objeto, a partir da

expressao do experimento de Darcy (Eq. 1.2.1), Strack (1989) obtém:

K'H' 30

Q=G

Eq.3.4.5
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Objeto Drenante

Figura 3.4.2 — Componentes de Vazao nas diregdes tangente e normal a estrutura.

O termo O®/0s refere-se & componente tangencial do gradiente do potencial

imediatamente fora da estrutura. Dessa forma, pode-se definir uma componente de descarga

2dQ
tangencial e fora da estrutura Q, =—0®/0s de maneira que Q :_ml_((j:I_Z (ver Figura

3.4.2). Assim, tem-se:

K
Q=—7F—5W"" -¥), Eq.3.4.6
) KH ( ) 1

ou ainda,

K Z(‘P - )- ZQ = Z(\P ~ )+2Q Eq.3.47

A condigdo de contorno torna-se completamente especificada distribuindo-se

linedipoles, definidos pela expressao Eq. 3.2.5 multiplicada pelo nimero imaginario i.

3.4.3 Vazao Especifica Conhecida
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Sao discutidas duas aplica¢des da condi¢do de contorno do segundo tipo (Neumann).

Em casos de dreno ideal, a diferenga de carga entre as extremidades do dreno ¢ nula e

conseqiientemente Qs=0¢e¢ W =¥~ Strack (1989) sugere:

O - Dp=0 Eq.3.4.8
ou ainda,
DD=0,-> @ Eq.3.4.9

A expressdo exige a imposicdo de um potencial @4 em um dos extremos do dreno.

Alternativamente, pode-se utilizar:

Qs=0 Eq. 3.4.10
ou seja,
> Q,=->.Q, Eq.3.4.11

onde Qs ¢ definida como na subse¢do anterior (3.4.2). A distribui¢do de esfor¢os ao longo do
contorno pode ser feita utilizando-se elementos linedipoles.

A segunda aplicacdo ¢ a modelagem de paredes impermeédveis Q, = 0 (ver Figura
3.4.2), assim:

Y-¥,=0 Eq. 3.4.12
A expressao ¢ sugerida em Strack (1989), embora haja adverténcias quanto a
inconveniéncias e assim, o autor sugere ainda que expressao melhor utilizada no contorno

entao é:

Qn=0 Eq.3.4.13
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ou

Z 26 Eq.3.4.14

c

Semelhantemente a definicdo sugerida para Qs na subse¢do anterior, Q, pode ser

definida, por sua vez como Q, =— 2d—Q

Ldz
3.4.4 Condi¢oes de Contorno Combinadas
A especificagdo de condigdes de contorno em regides que definem porgdes do aqiiifero
com diferentes transmissividades ¢ feita utilizando-se as condi¢des do primeiro e do segundo
tipo de forma combinada. As diferengas de propriedades podem ser exibidas na condutividade

hidraulica, na espessura do aqiiifero e na elevagdo da base do aqiiifero. Para assegurar a

continuidade do escoamento Q e da carga piezométrica ¢, ¢ necessario impor que:
¢ =¢"eQ, =Q, Eq.3.4.15
Considerando a relagdo entre o potencial @ e a carga ¢ na expressdo Eq. 3.1.5a, uma
fronteira entre diferentes condutividades pode ser escrita a partir da equagdao Eq. 3.4.15 em
termos de potencial como:

DK =0 K* Eq.3.4.16

ou
KYd -KTd =KTd +KTd Eq. 3.4.17

A segunda imposicao redunda em que:

A | Eq. 3.4.18
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A diferenca de potencial exibida através do contorno pode ser representada
empregando-se elementos linedoublets de segunda ordem impondo-se a condig¢ao Eq. 3.4.17 ¢
que a distribuicao de esforgos tenha valores iguais (Eq. 3.3.38) ¢ com a mesma inclinagao
(Eq. 3.3.39) nas extremidades do elemento. Observando que um elemento linedoublet nio
apresenta descontinuidade na componente ¥ por defini¢do, a segunda condig¢ao especificada
serd sempre satisfeita e os valores de seus esforcos serdo suficientemente especificados pela
primeira condi¢do.

Em aqiiiferos confinados, a expressdo Eq. 3.4.17 pode ser estendida para os casos de

heterogeneidade na espessura H e na cota da base B da seguinte forma:

O +1KHY O +IKHY .
+B* = 2 +B 7, (¢">H eg >H Eq. 3.4.19
KR S'E (¢ ¢ ) q
ou
) ) 0
D —Z :_Z +> +B —-B*4+1H —1H* Eq.3.4.20
K*H* K H- K* H* ~ K "H"- 2 2 d

Em aqiiiferos livres, a condicdo Eq. 3.4.15 redunda nas seguintes expressdes nao-

lineares:

2}? +B*:1/2|;i_+8‘, (" <H' e g <H)

207 O +1KH?

Bf = +B7, ('<Heg >H Eq. 3.4.21
T K-H- (¢ ¢ ) q
O+ 1K HY 200 o
+B "=, [—+B7, (§'>H eg <H
KA T (¢ ¢ )

Pode-se escrever a descontinuidade do potencial através da fronteira em cada ponto pe

como:
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O - =4, =A D Eq.3.4.22

onde A;j ¢ uma expressdo obtida da equagdo Eq. 3.4.15, conforme cada um dos casos de
heterogeneidade na espessura do aqiiifero. Strack (1989, pag. 413) apresenta um processo
iterativo para a determinacdo de A para os casos onde a equagdo Eq. 3.4.22 acarreta em

expressoes que dependem de @. Fazendo
A= e Eq. 3.4.23

A equagdo Eq. 3.4.22 torna-se:
Tb T ATD =Fd +Td +A TS Eq. 3.4.24

O processo inicia-se com uma estimativa para @ e @, por exemplo, negligenciando-se
A . \ o~ + ~ . ~ J
os parametros internos a regido (). A solugdo do sistema de equagdes fornece a proxima

estimativa de A, e conseqiientemente A;, até que um critério de parada ¢ seja atendido.
— + -
Ape =@, — D te& Eq. 3.4.25

3.4.5 Estruturas Semi-permeaveis

Uma condi¢do de contorno ¢ classificada como do terceiro tipo (Cauchy) quando seu
valor ¢ dado em termos da varidvel dependente (e.g. ¢ - a carga piezométrica). Barragens
subterraneas e outros obstadculos semi-impermeaveis sao exemplos de contornos do terceiro
tipo. Escrevendo a expressdo do experimento de Darcy (Eq. 1.2.1) através de uma parede

delgada, obtém-se Q, (ver Figura 3.4.2) da seguinte forma:

K K™ i
A ; = (D - Eq. 3.4.26
Q, K 0 Kb( ) q
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Em agqiiiferos confinados, escreve-se a mesma expressao da seguinte forma:

s

K'Hp -] K

O —D). Eq.3.4.27
0 Kb*( ) q

K
NS
Reescrevendo a expressao agora utilizando-se da sobreposicao de efeitos, tem-se:

K* ct ¢~ c K* et e~ e
O -0 )- =— O -0 )+ Eq. 3.4.28
Kb*zc:( )—-Q, Kb*ze:( )+Q, q

onde Q, pode ser definida mais uma vez como Q, =—-39Q/Z .

Outra aplicagdo ¢ encontrada em corpos de agua cujos leitos sofreram colmatagdo. O
coeficiente de drenanca (j4) relaciona as cargas piezométricas em torno da fronteira da

seguinte maneira:

Ve = (M] Eq. 3.4.29

c

*

onde C= Pk -0 € o nivel de adgua superficial do corpo de dgua e¢ ¢ a carga piezométrica

no aqiifero. O potencial em aqiiiferos livres ¢ uma fun¢do quadratica de ¢ (Eq. 3.4.26) e,
portanto, o sistema de equagdes deixa de ser linear. Strack (1989) apresenta uma linearizagao
da expressdao do potencial, onde a matriz € resolvida em um processo iterativo (Strack, 1989

pag. 498, Mitchell-Bruker e Haitjema, 1996 e De Lange 1999).
3.4.6 Condicoes Transientes

Condi¢des de contorno em escoamentos transientes podem ser impostas utilizando-se as
convengdes para as fun¢des de influéncia e parametros de esfor¢o definidas na se¢do 3.3.1 e a
sobreposi¢do de efeitos no tempo. As condi¢des de contorno previamente discutidas podem
ser estendidas para condi¢des transientes escrevendo-se o potencial em cada intervalo de
tempo. Assim, tomando-se, por exemplo, a imposicdo de um valor conhecido para o

potencial, tem-se:
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k
d(pe,t) = D+ D Eq. 3.4.30

onde o indice k refere-se ao k-ésimo instante de tempo (ou intervalo de tempo) no qual
d(pc,t) ¢ obtido e @ refere-se a um modelo estacionario sobre o qual ocorrem os eventos

transitorios. Valendo-se da sobreposicao de efeitos, pode-se escrever:

k=1 tt

23>=cp(pc,t)—q>ss—2qk>—22cb Eq.3.431
c © e ° t °

e

k
Observe-se que o potencial no k-ésimo instante (®) ¢ desmembrado em elementos

calculados e elementos especificados e, em seguida, os elementos especificados sdo
desmembrados novamente em elementos especificados no instante k e elementos de intervalos
anteriores a K (tt <k — 1). Deve-se observar, finalmente, que os parametros dos elementos sdo
calculados apenas em um tnico instante de tempo (K) e que apenas os elementos especificados

em instantes anteriores ou iguais a K estdo “ativos”, ou seja terdo a fungdo de influéncia nao

O<tt<k

nula( A j#0).
3.5 Implementacio Computacional

O Método de Elementos Analiticos tem sido implementado em diversos programas
computacionais. Nesta secio é feita uma discussdo acerca do programa GNU Tim®"
apresentado por Bakker et al. (2002) e distribuido sob os termos da licenga LGPL (FSF,
1999), modificado para as necessidades deste trabalho. O codigo fonte do programa encontra-
se disponivel no CD em anexo. O programa define trés classes fundamentais de objetos que
representam as expressoes e varidveis definidas no método: classes de objetos geométricos,
classes de objetos analiticos e classes de objetos aqiiiferos. Cada objeto descreve propriedades
e procedimentos caracteristicos de seu respectivo tema.

O programa ¢ escrito em Python (linguagem de programacao interpretada e orientada
com objetos), porém inclui rotinas escritas em Fortran (linguagem de grande difusao no meio
cientifico). A comunicagdo entre as linguagens ¢ feita por intermédio da compilacdo do

codigo Fortran em um arquivo de vinculo dindmico (.PYD). Python tem sido bastante utilizada

107
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em trabalhos cientificos por fornecer uma sintaxe de alto nivel e ainda ser interpretada com
grande desempenho (e.g. Bakker e Strack, 2003).

Python ¢ freqiientemente comparada a outras linguagens interpretadas como NewLisp e
Perl. A terminologia utilizada em linguagens orientadas com objetos visa a associacdo com
propriedades e processos observados na maioria dos objetos ao nosso redor. O projeto de cada
tipo de objeto ¢ referido como classe. A construcdo de cada exemplar ¢ referida como
instanciacdo. O comportamento de um determinado tipo de objeto ¢ descrito em cada
procedimento e propriedade definidos no contexto de sua classe. E, por fim, a extingdo de um
exemplar ¢é referida como destrui¢do. O ciclo compreendido entre a construgdo e a destruicao
de um objeto é chamado ciclo de vida. Linguagens orientadas com objetos oferecem poucas
regras de sintaxe e grande modularidade, conseqiientemente, grande legibilidade e redugdo do

codigo.

3.5.1 Classes de Objetos Geométricos

A primeira classe fundamental € a classe de objetos geométricos: Geometry2d. A classe
Geometry2d ¢ especificada de modo a representar os conceitos que definem uma geometria
plana no programa. Nesta classe estdo definidos apenas os nomes dos procedimentos € 0s
critérios de verificagdo da integridade de suas entradas. Cada forma geométrica é derivada a
partir da definicdo de geometria feita na classe Geometry2d. A extensdo ou derivacdo de
conceitos ou espécies (classes) nas linguagens orientadas com objetos ¢ feita por intermédio
de herangas. A principal vantagem da passagem de herangas para uma classe ¢ evitar a
necessidade de redundancias no programa. Assim, as instrugdes peculiares a cada forma
geométrica sdo “sobre-escritas” as defini¢des feitas na classe. Se ocorrerem propriedades ou
procedimentos idénticos aos da classe primitiva, estes podem ser recuperados diretamente a
partir da classe derivada. Em cada geometria sdo definidas, por exemplo, as transformagdes
de coordenadas, calculos como comprimento e area, formatagdo de saida para arquivos (-BLN)
etc. Na Figura 3.5.1 ¢ apresentado o diagrama de heranca das classes especificadas no
programa. A figura ¢ constituida de trés listas de blocos que contém o nome da classe
especificada. No topo de cada lista encontra-se o nome da respectiva classe fundamental de
onde partem setas que apontam na direcao das classes que recebem sua heranga. As classes de

objetos geométricos sdo encontradas na primeira coluna apresentada na Figura 3.5.1.
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Geometry2

Element
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»| Aquifer foeo-ceceoeooooooo-

» geometry.two_d.Point -] aem.two_d.single.Well <
» geometry.two_d.Circle -t\—-:p aem.two_d.single.Dipolo <
a
o
—p geometry.two_d.Line beo-1™ aem.two d.single.Pond <
RSN geometry.two_d.Polyline il @em.two d.single.LineSink |«
N aem.two d.single.LineDoublet [«
¥ geometry.two_d.Quadrangle .- 9
! Mg aem.two_d.single.AreaSink <
o geometry.two_d.Polygon bes-
RN aem.two d.single.Lake <
aem.two_d.single.Polygonal Inhom <-"] 1
aem.two_d.transient.Polygonalnhom o
- -p] aem.two_d.transient._Well
- > aem.two_d.transient.Dipolo
- -p aem.two_d.transient.LineSink
-»] aem.two_d.transient._LineDoublet
E_; aem.two_d.transient.AreaSink
- aem.two_d.transient.Lake

aem.two_d.transient.Evaporation

Figura 3.5.1 — Estrutura de herancas entre as classes do programa. Blocos no topo de

cada lista designam classes fundamentais. Setas indicam a dire¢ao da heranca. Linhas

continuas e tracejadas indicam respectivamente primeiro e segundo grau das herancas.
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3.5.2 Classes de Objetos Analiticos

Elementos estaciondrios e transientes sdo representados no programa por objetos
analiticos. Para isso, sdo necessarias representacdes geométricas e fisicas do comportamento
dos elementos. As propriedades geométricas observadas em cada tipo de elemento sdo
encontradas nas classes derivadas de Geometry2d. Assim, uma classe de objetos analiticos
poderd ser especificada no programa derivando-se definicdes feitas em duas classes
fundamentais: Geometry2d e Element. A classe Element, portanto, serd responsavel pela
definicdo apenas de propriedades e procedimentos que descrevem o comportamento fisico do
elemento. Na segunda lista de blocos da Figura 3.5.1 apresenta-se a estrutura de herancas
utilizada nas classes de objetos analiticos do programa.

As propriedades do meio, assim como condutividade hidraulica, porosidade etc., e
efeitos regionais, como campo preferencial, potencial de referéncia etc., sdo representados no
programa por intermédio de classes de objetos aqiiiferos (Aquifer). Os objetos aqiiiferos nao
possuem propriedades geométricas, porém desempenham influéncia fisica sobre os demais
elementos, portanto, sdo representados no programa por classes derivadas apenas a partir de
Element (ver terceira lista de blocos na Figura 3.5.1). S0 os objetos Aquifer que definem

parametros e descrevem procedimentos que gerenciam elementos e variaveis no modelo.

3.5.3 Classificacao dos Procedimentos

Tanto classes de objetos analiticos (representativos dos elementos) como as classes de
objetos agqiiiferos sdo especificadas de forma a incluir procedimentos do tipo: a)
procedimentos de constru¢do, b) procedimentos de influéncia, c) procedimentos de
contribui¢cdo, d) procedimentos de acumulagdo e e) procedimentos de solugdo. A seguir €

discutido cada tipo de procedimento.

a) Procedimentos de Construg¢ao

Os procedimentos construtores sdo responsaveis pela definicdo das propriedades de um
objeto. Algumas propriedades sdo comuns a qualquer objeto analitico. A primeira propriedade
comum ¢ a lista de elementos presentes no modelo, chamada elementList. Essa lista contém
pelo menos o proprio objeto. Cada objeto derivado de Element possui ainda um parent, uma

propriedade que armazena qual o objeto que ocupa a primeira posi¢do na elementList. A
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propriedade elementList ¢ melhor explicada na discussdo dos procedimentos de solugdo. A
ultima propriedade de qualquer objeto Element ¢ chamada parameters. A propriedade
parameters ¢ definida como um vetor que contém os pardmetros da distribuicdo de
densidade de esforgos utilizados na expressao do elemento representado. Assim, qualquer
expressao definida para um elemento (seja ela uma expressdo para @, ¥ ou Q) ¢ computada
como o produto escalar do vetor parameters pelo vetor de termos de influéncia (ver Eq.
3.2.4).

Os argumentos utilizados nos procedimentos de construgdo dos elementos, a menos dos
aquiiferos, estdo padronizados de forma a receber: um objeto geométrico, uma lista de
parametros e o objeto aqiiifero. A lista de pardmetros, no entanto, ¢ atribuida a propriedade
parameters somente para objetos onde ¢ conhecido o parametro a priori. Por exemplo, pogos
cuja operagdo ¢ conhecida, ou elementos areasink representativos de areas cujas taxas de
recargas sao conhecidas, e assim por diante. Elementos cujos parametros sdo incognitas sao
derivados dos elementos de parametros pré-determinados, de forma que a lista de parametros
passada como argumento para a construg¢do recebe valores de campo a serem especificados
como condi¢des de contorno. Por exemplo, pogos onde a operagdo nao € conhecida, mas seus
potenciais sim, devem ser construidos (instanciados) para seu determinado valor de potencial.
Assim, os parametros de cada poco sdo determinados a partir da solu¢do do modelo de modo
a satisfazer o valor de potencial atribuido ao pogo. Portanto, um objeto analitico ¢ definido no
programa nao apenas pelos seus procedimentos de influéncia, mas também pelas suas
condicdes de contorno.

O M¢étodo de Elementos Analiticos € concebido de modo que € necessario especificar
um potencial de referéncia. Como ja discutido, o potencial de referéncia ¢ imposto ao modelo
em um ponto de referéncia para que a soma das constantes de integragdo de cada elemento
(ver secdo 3.2.1) seja determinada. Uma vez que o objeto aqiiifero é concebido para gerenciar
elementos no modelo, o potencial de referéncia ¢ um dos pardmetros (parameters) deste

objeto.
b) Procedimentos de Influéncia
Os procedimentos de influéncia especificam o tipo de efeito a ser analisado. Trés tipos

de procedimentos de influéncia podem ser encontrados: potentiallnfluence,

streamInfluence ¢ dischargelnfluence. Cada tipo de procedimento representa,
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respectivamente: as fungdes de influéncia do potencial, as fungdes de influéncia das linhas de
corrente, as fun¢des de influéncia do vetor de descarga. A saida de cada funcdo ¢ especificada
de forma a retornar um vetor contendo os n termos da fun¢ao que devem ser multiplicados por

cada um dos n parametros de esforgos previstos na expressao do elemento (ver Eq. 3.2.4).

¢) Procedimentos de Contribui¢do

Os procedimentos de contribuicdo sdo responsaveis pelo computo individual do efeito
desejado. Ou seja, ¢ o procedimento responsavel pela multiplicagdo do vetor parameters
pelo vetor obtido de um procedimento de influéncia. Assim, os procedimentos de contribuigdo
tétm seu nome baseado na varidvel de campo estudada: potentialContribution,

streamContribution e dischargeContribution.

d) Procedimentos de Acumulagao

Os procedimentos de acumulacdo totalizam as contribui¢cdes individuais dos efeitos
desejados. Os procedimentos de acumulacao sdo especificados para cada variavel de campo
que se deseja analisar. Esses métodos sdo responsaveis pela sobreposi¢ao dos efeitos de cada
elemento no modelo. Assim, os procedimentos de acumulagdo ndo dependem do elemento e
sao especificados no contexto da classe que gerencia o modelo: Aquifer. Os procedimentos
de acumulagdo, por sua vez, também sdo baseados no nome das varidveis de campo:
potential, discharge, stream, waterBalance e trace, que acumula o deslocamento de
uma particula imaginaria langada no aqiiifero a partir de uma determinada posigao.

Originalmente, o programa Tim®“ (versdo 0.3) nio prevé o procedimento de
acumulacdo waterBalance. A necessidade de implementar esse procedimento surge quando
da implementacao do elemento lago poligonal (ver se¢do 3.2.3 e 3.3.3). Ambos, lago
poligonal e funcdes de balanco hidrico, estdo inseridos no programa Tim®" em decorréncia
das particularidades apresentadas ao longo do presente trabalho. Assim, neste trabalho, o
balanco hidrico ¢ implementado no programa computacional por intermédio dos seguintes
procedimentos: waterBalance, waterBalanceContribution e waterBalancelnfluence,
classificados respectivamente como procedimento de acumulagdo, procedimento de

contribuicdo e procedimento de influéncia.

e) Procedimentos de Solucao
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Este grupo de procedimentos implementa a constru¢do do sistema de equagdes, sua
solucdo e a obtencdo dos parametros de cada elemento (parameters) a partir da solucao do
sistema. Os processos de forma geral sdo versateis, incluindo a possibilidade de manipulagao
de quantidades arbitrarias de pontos de controle e permitindo a sobre-especificagdo dos
elementos. S3o especificados quatro tipos de procedimentos de solugdo no programa: o
gerenciador do sistema (solver), a obten¢do dos termos da matriz de coeficientes
(getMatrixCoefficients), a obtengdo de linhas para a matriz e para o vetor de termos
independentes (getMatrixContribution) e a atribui¢do dos resultados para os devidos
parametros dos elementos (getParameters), discutidas respectivamente a seguir.

A matriz de coeficientes produzida em um modelo tem o niimero de colunas igual ao
nimero de parametros desconhecidos nos elementos contidos na elementList do elemento
eleito como parent do modelo. O processo de constru¢do da matriz utiliza o procedimento
getMatrixContribution de cada elemento. O processo ¢ invocado do interior do
procedimento solve. Assim, o procedimento getMatrixContribution ¢ sobre-escrito
apenas para as classes daqueles objetos que ndo possuem parametros conhecidos a priori. O
procedimento getMatrixContribution dos elementos pré-determinados ndo retorna
qualquer valor. A saida dos procedimentos contém uma linha de ambos, da matriz de
coeficientes e do vetor de termos independentes, para cada ponto de controle definido para o
elemento.

Como visto na se¢do 3.4, cada linha da matriz de coeficientes deve ser escrita de forma
a especificar uma condicdo de contorno. Assim, os termos da matriz expressam o somatdrio
das fung¢des de influéncia dos elementos nao predeterminados. Por outro lado, diferentemente
das expressoes da se¢do 3.4, os termos do vetor independente expressam o valor especificado
no contorno menos o somatorio dos efeitos de todos os elementos, incluindo aquele do qual ¢
requisitado o procedimento getMatrixContribution. Portanto, a solu¢do obtida fornece a
diferenca dos parametros antes e depois da solugdo do sistema.

Como o numero de linhas na matriz de coeficientes ¢ igual a quantidade de pontos de
controle utilizada em todos os elementos, adotando-se o nimero de pontos de controle igual
ao numero de parametros desconhecidos obtém-se uma matriz quadrada. Se o numero de
pontos de controle ¢ maior que o nimero de incdgnitas, a matriz passa a ter mais linhas que
colunas, o que consiste na sobre-especificagdo do problema. No entanto, a solu¢do da matriz,

neste caso, ndo pode ser obtida de forma exata. Assim, o objetivo do procedimento solve ¢



Modelagem em Aqiiiferos Longos Baseada em Elementos Analiticos 114

percorrer toda lista de elementos, incluindo os de parametros pré-determinados, resultando no
preenchimento da matriz de coeficientes e no vetor de termos independentes. Montado o
sistema, ¢ utilizado um pacote numérico de algebra linear para a obtenc¢ao da solugao.

O procedimento getMatrixCoefficient, da mesma forma que os demais tipos de
procedimentos discutidos até aqui, ¢ Unico para cada elemento. A necessidade de um
procedimento exclusivo para a obtencdo de valores de coeficientes torna-se evidente em
objetos onde ¢ necessario incluir como incégnita do sistema algum termo além daqueles
presentes no procedimento de influéncia. Por exemplo, o caso estudado na se¢do 3.2.1, onde ¢
estudado um lago sujeito a um escoamento uniforme. Identifica-se no exemplo trés objetos
analiticos: o aqiiifero, o poco e o dipolo. Somente o pogo possui o pardmetro pré-determinado.
Embora sejam conhecidos a descarga preferencial (uniforme) do aqiiifero e seu potencial de
referéncia, ¢ necessario definir uma incognita para obter o valor da soma das constantes de
integracao de todos os efeitos. Assim, a fungdo de influéncia do aqiiifero possui dois termos
conhecidos e um desconhecido. Da mesma forma, a fun¢do de influéncia do dipolo possui
dois parametros, porém seu potencial ¢ desconhecido. Assim, observa-se que cada elemento,
além de possuir um procedimento de influéncia, deve também possuir um procedimento de
representacdo de suas incognitas no sistema.

Essa representacdo ¢ implementada, entdo, utilizando-se a estrutura lambda (recurso
disponivel em Python e em outras linguagens de alto nivel). A estrutura lambda permite a
definicdo temporaria de procedimentos, que pode ser passada para um outro procedimento
como se fosse um argumento. Assim, o procedimento getMatrixCoefficient recebe como
argumento o procedimento de influéncia desejado e retorna os termos que estdo sendo
requisitados como incégnitas do sistema.

O procedimento getParameters ¢ especificado de modo semelhante a
getMatrixCoefficient. A necessidade de especificacdo do procedimento para cada objeto
torna-se da mesma forma evidente diante de situa¢des onde os termos da funcdo de influéncia
ndo expressam necessariamente as incognitas do elemento. Assim, fazendo o processo inverso
de getMatrixCoefficient, o procedimento tem o objetivo de identificar, dentre as

incognitas resolvidas, quais devem ser atribuidas a propriedade parameters do objeto.
3.5.4 Objetos Analiticos Transientes

. - . . SL . , o,
O pacote de simulagdes transientes no Tim”" realiza o calculo do campo de transitdrios

em aguas subterrdneas a partir de uma solucdo estaciondria inicial. A constru¢do dos
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elementos transientes ¢ feita, da mesma forma que os elementos estacionarios, a partir de uma
geometria, uma lista de parametros e um parent. Entretanto, os parametros dos elementos
transientes devem permitir variacao temporal e, portanto, sua lista contém pares de valores, o
primeiro assinalando o instante de tempo e o segundo, o valor do pardmetro. Alguns
elementos, a semelhanga dos elementos estacionarios, também podem ter seus valores pré-
definidos, e.g. pogos e areasinks. Os instantes onde sdo assinalados os valores indicam apenas
0o momento em que ocorre a mudanca do valor do parametro. Os valores, por sua vez, sao
mantidos constantes até o instante do proximo evento. Outros elementos devem receber
especificagdes de valores de campo, e.g. carga, para que sejam especificadas as condigdes de
contorno no processo de solu¢do. Os instantes de tempo devem ser ordenados de forma
crescente e iniciar no instante zero, para o qual ¢ obtido o modelo estacionério.

Uma outra propriedade importante é o initialSteadyState. Essa propriedade
caracteriza o objeto correspondente a condicdo inicial de um elemento transiente. Durante o
processo de construcdo dos elementos transientes, os respectivos objetos estacionarios sao
também invocados e atribuidos a variavel initialSteadyState. Nao obstante essa relacao
entre elementos transientes e estacionarios, estes ultimos ndo participam da lista de elementos
(elementList) do primeiro. A lista de elementos de um elemento transiente ¢ especificada de
modo a conter um objeto da classe UnitStep para cada mudanca obtida para os parametros
dos elementos durante a simulagdo. Assim, para cada instante de tempo em que o processo de
solugdo ¢ acionado, um elemento UnitStep ¢ construido a partir da heranca do elemento que
o requisitou. A varidvel elementList dos elementos transientes, diferentemente dos
elementos estacionarios, ndo contém o proprio elemento.

Os objetos aqiiiferos do pacote de simulagdes transientes sdo especificados de modo a
incluirem propriedades como coeficiente de armazenamento, espessura média (para aqiiiferos
livres) e difusividade, além dos métodos ja considerados no aqiiifero estacionario. Sua lista de
elementos (elementList), ao contrario dos demais elementos transientes, contém o proprio
objeto. Os parametros contidos em parameters ndo armazenam os valores da lista de
parametros passada para o processo de constru¢do do elemento. Em modelos transientes, a
semelhanca das classes de elementos estacionarios, elementos transientes pré-determinados
tém sua lista de parametros (parameters) especificada de forma a conter as diferengas entre
os resultados ao longo do intervalo de tempo entre cada evento.

Devido a formulacdo dos elementos ser em termos de distribuicao de esforgos, uma

evolucdo do campo de escoamento onde utiliza-se elementos pré-determinados é exata
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quando o contorno representado exibir valores de esfor¢os constantes ao longo de
determinados intervalos de tempo. Considere-se a situacdo onde os esfor¢os de apenas uma
linesink sofrem um acréscimo instantaneo no instante inicial da simulagdo. A variagdo do
esfor¢o ¢ ilustrada na Figura 3.5.2 e a variag@o da carga piezométrica sobre um dos pontos de
controle (pc) da linesink e em um ponto qualquer fora do elemento, por sua vez, ¢ ilustrada na
Figura 3.5.3. Devido a formulagdo do elemento, tem-se que a variagcdo da carga piezométrica
sobre o elemento ¢ exata para as condi¢des apresentadas. Isso ocorre por que os elementos sao
concebidos matematicamente para expressar variacdes de pardmetros que se mantém

constantes ao longo do tempo.
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Figura 3.5.2 — ParAmetros pré-determinados constantes ao longo do tempo
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Figura 3.5.3 — Evolucao da carga piezométrica em um ponto posicionado sobre o
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elemento determinadas a partir de esforgos pré-determinados

Por outro lado, os elementos nao pré-determinados, que especificam condi¢des de
contorno ao longo do tempo, devem ter os valores de seus esfor¢os obtidos em pequenos
intervalos de tempo de modo a descrever a evolugdo desses parametros utilizando-se valores
constantes em cada intervalo. Uma vez que ¢ atribuida uma variacdo, ndo mais do esforgo
para o qual o elemento foi concebido, mas uma variagdo de uma variavel do campo, a
evolucdo do esforgo ¢ aproximada a partir das solucdes obtidas para os esfor¢os nos
elementos em cada intervalo de tempo subseqiientemente. Considere o caso onde a carga
piezométrica no inicio da simulagdo ¢ unitaria e no instante seguinte vale 1,5 L (ver Figura

3.5.4). A evolugao dos esforgos obtidos para que sejam atendidas as condi¢cdes impostas sobre

o elemento ¢ ilustrada na Figura 3.5.5.
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Figura 3.5.4 — Variagdo pré-determinada da carga piezométrica sobre o elemento e

variag¢do da carga em um ponto posicionado fora do elemento
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pré-determinadas sobre o elemento
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3.5.5 Avaliacio da integral de Rosser

Embora a formulagdo proposta por Zaadnoordijk (1988) seja elegante, a avaliagdo da
integral da Eq. 3.3.20 (chamada de integral de Rosser) por intermédio das expansdes de séries

propostas por Litkouhi e Becker (1982 apud de Barnes e Strack, 2003)'' converge lentamente

i

quando ~ 1. Recentemente, Barnes e Strack (2003) discutiram a utilizagdo de fungdes

7]

que produzem uma convergéncia mais rapida na avaliacdo da integral da Eq. 3.3.20 quando

5‘5]
7]

~ 1. Barnes e Strack (2003) sugerem arbitrariamente os limites 0,6 ¢ 1,3 como limites

2Pl A avaliagdo proposta por

inferior e superior para a definicdo de o que significa |
7

Barnes e Strack (2003) ¢ vantajosa em grande parte do dominio do plano

n $-¢ Il
4ot |77| f—fj

(ver Figura 3.5.6, grafico a esquerda). No entanto, observa-se neste

2 — .
trabalho, que quando 1[%? |§J <1 a avaliagdo de Barnes e Strack (2003) exibe
at |1

u
E-¢,

descontinuidades nos limites de ~ 1, qualquer que tenha sido a defini¢do adotada para

7]
é:_fj

os limites superior e inferior dos valores de proximos a 1,0 (ver Figura 3.5.6 , grafico

a direita).

! Litkouhi e Becker (1982) Temperatures in Semi-Infinite Body Heated by Constant Heat Flux Over Half
Space. In: Proceedings of the Seventh International Heat Transfer Conference Muenchen, v2, pp21-27,
Washington DC
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Figura 3.5.6 — Curvas de isovalores obtidas da avaliagdo de Barnes e Strack (2003) da
integral de Rosser. A direita, detalhe da descontinuidade observada na transi¢do em torno da

ordenada igual a um.

Observa-se, ainda, que uma vez que a avaliagdo de Barnes e Strack (2003) ndo seja
7
¢—¢
Becker (1982, apud Barnes e Strack, 2003) permanece valida em todo o dominio ¢ pode
7
c—¢;

Por outro lado, embora seja necessaria uma elevada quantidade de termos para a convergéncia

n' $—¢
4ot |77|

valida para <1 na faixa de ordenadas ~1, a avaliacao de Litkouhi e

£
4ot |77|

permanecer sendo utilizada em ~1 quando a abscissa for menor que 1,0.

das séries utilizadas neste caso, introduz oscilagdes na avaliagao, consideradas toleraveis no

u
§_§j

escopo deste trabalho, a medida que o valor da ordenada se aproxima de 1,0 (ver

Figura 3.5.7).
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Figura 3.5.7 — Curvas de isovalores para a integral de Rosser. Avaliagao obtida em

torno de y=1 sem descontinuidade
3.6 Exemplo de Aplicacio

A necessidade do uso de sobreposicao de efeitos no tempo e os problemas encontrados
na avaliacdo da integral de Rosser tém restringido o emprego da formulacdo de Zaadnoordijk
(1988) em problemas praticos. Por outro lado, a formulagdo apresenta-se bastante util para o
estudo de pequenos problemas de escoamento em planos infinitos fornecendo excelentes
resultados teoricos.

Zaadnoordijk e Strack (1993) apresentam um estudo de valida¢do e um de aplicagdo da
formulagdo proposta em Zaadnoordijk (1988). No estudo de validagdo, Zaadnoordijk e Strack
(1993) obtiveram boa concordancia com a solu¢dao analitica unidimensional da elevagao
stbita do potencial na fronteira do semi-plano x > 0 utilizando-se elementos linesink de grau
zero. O estudo apresenta, também, um sistema hipotético de irrigacdo intermitente modelado
com elementos analiticos transientes. Os exemplos apresentados em Zaadnoordijk e Strack
(1993) sao novamente utilizados neste trabalho com o objetivo de avaliar os resultados
obtidos da modelagem com elementos de segunda ordem e grau zero (se¢dao 3.3). Os
exemplos sdo simulados com o programa Tim®" modificado, conforme apresentado
anteriormente nesta secdo. Os arquivos de entrada das simula¢des de ambos exemplos
encontram-se disponiveis no CD em anexo.

O primeiro exemplo trata de um escoamento unidimensional gerado a partir de uma
mudanca subita de potencial na fronteira. O dominio ¢ semi-infinito e fronteira ¢ definida no

eixo X = 0. Até o instante t = 0 o potencial vale @, =0. Nesse instante, o potencial ¢

subitamente elevado para @, =1. O escoamento devido a tal variagdo de potencial ¢ descrito
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pela Equacao do Calor (Eq. 3.3.1) e resolvida pela fungao Eq. 3.6.1, encontrada, por exemplo,
em Carslaw e Jaeger (1959).

D=0, + (D, —dDO)erfc[

X
Eq. 3.6.1
«/40&}

onde a ¢ o coeficiente de difusividade do meio.
Zaadnoordijk e Strack (1993) constroem o modelo de elementos analiticos utilizando-se
elementos linesink ao longo do eixo X =0 desde y = - 20 até y = 20. Para manter a condi¢do de

=D emx=0¢ preciso calcular os parametros de esforg¢os sobre cada linesink necessarios

para fornecer o potencial desejado. Os parametros sdao calculados utilizando-se intervalos de
el 2 el 2

L : o
tempo 2— e +— (Le representa o comprimento dos elementos utilizados) conforme
a a

definidos arbitrariamente em Zaadnoordijk e Strack (1993). Na Figura 3.6.1 os resultados
obtidos por Zaadnoordijk e Strack (1993) e obtidos com os elementos linesink deduzidos na
secdo 3.3.2 sdo confrontados com a solucdo exata no ponto de coordenadas X =0,y =0.

Em decorréncia da escolha do ponto (y = 0), a ordem da distribuicdo espacial dos
esforcos sobre o elemento ndo faz diferenca. Observe-se que ambas aproximagdes de carga
piezométrica na fronteira, primeira ordem (Zaadnoordijk e Strack,1993) e segunda ordem
(secdo 3.3.2), sdo quase coincidentes (Figura 3.6.1, grafico a esquerda). As diferencas
encontradas sdo, provavelmente, devido ao diferente numero de elementos utilizados em cada
trabalho. As caracteristicas da aproximac¢do temporal de grau zero dos esfor¢os tornam-se
mais evidentes na resposta dada para a vazao na fronteira (Figura 3.6.1, grafico a direita). A
curva de recessdo ¢ aproximada por degraus, da mesma forma que em Zaadnoordijk e Strack
(1993). Os valores obtidos de elementos analiticos ndo coincidem com a solu¢do exata, mas
0s erros sao menores para menores intervalos de tempo com que sdo calculados os

parametros.
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Figura 3.6.1 — Evolugdes da carga piezométrica e da vazao obtidas de elementos analiticos em comparagdo com solucao exata
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No segundo exemplo, ¢ definido um sistema de irrigagdo e seus dados hidrogeologicos.
Trés areas de cultivo irrigado sdo implantadas em uma regido compreendida por dois bragos
de rio com cota de elevagdo do nivel de 4gua em 10m. O aqiiifero sobre o qual encontra-se a
area de plantio ¢ confinado e possui uma cota média de elevagdo do fundo igual a 0,0m,
condutividade hidraulica de 40m/dia, espessura de 7,5m e coeficiente de armazenamento de
30%, de maneira que a difusividade do aqiiifero tem o valor de 1000 m?%dia. Os valores de
recarga sdo descritos semestralmente e alternam entre 0,0mm/dia ¢ 1,0mm/dia. O sistema ¢
abastecido por meio de cinco pogos localizados na mesma regido e tem o inicio da operagao
no quarto semestre considerado na simulagdo, correspondente ao segundo semestre seco. As
condigdes de operagdo (canto superior esquerdo da Figura 3.6.2a) e o esboco do sistema
foram retirados de Zaadnoordijk e Strack (1993) e sdo apresentados na Figura 3.6.2a.

A condicdo inicial da simulacdo ¢ definida pelo modelo estacionario do escoamento
anterior a implantagdo do sistema utilizando-se o valor médio das recargas semestrais. Essa
parte da modelagem ¢ feita com elementos estacionarios. Sao utilizados, um areasink com
quatrocentos e oitenta nds, representado pelo retdngulo maior na Figura 3.6.2b e quinze
linesinks. Semelhantemente, o escoamento nao-permanente devido as variagdes de recarga até
o inicio da operagdo do sistema ¢ modelado utilizando a mesma quantidade de elementos,
porém, agora, transientes. A partir do inicio da operacao, sdo adicionados elementos analiticos
ao modelo para a representagdo do bombeamento dos pogos (circulos pequenos na Figura
3.6.2b) ¢ da infiltracdo devido a irrigacdo das areas de plantio representados por areasinks
construidos com nos a cada vinte e dois metros (quadrilateros pequenos na Figura 3.6.2b).
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Figura 3.6.2 — Esbogos para a simulagdo do sistema hipotético. (a) Mapa hipotético e

operacdo do sistema. (b) Disposi¢do de elementos analiticos para simulacdo do sistema

(Retirado de Zaadnoordijk e Strack, 1993)
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Elementos areasink e pocos representam fendmenos (efeitos) caracterizados por

parametros previamente conhecidos. Elementos areasink devidos a precipitagdo possuem

p p
7155 = -0,00lmm/dia, y,, = +0,00lmm/dia. Elementos areasink devidos a irrigag¢do

ir

possuem y, =-0,00lmm/dia, y, = +0,00lmm/dia. A partir da vazdo necessaria para irrigar

as trés areas, os elementos pogos devem possuir, cada, Q, = +30,89m*/dia, Q, =-30,89m%/dia.

Os indices sobrescritos nos pardmetros acima indicam a ordem com que eles serdo utilizados
no modelo. Assim, os valores opostos de cada parametro significam que estdo sendo
introduzidos efeitos contrarios, via-de-regra, para eliminar um efeito anterior.

Os elementos linesink, entretanto, ndo possuem os esforgos pré-determinados. Assim, o
valor do potencial equivalente a carga piezométrica observada nos rios € especificado em
pontos de controle ao longo das linhas. Semelhantemente ao primeiro exemplo, ¢ estabelecida
uma marcha de calculo dos parametros, de modo, mais uma vez, a impor o potencial ao
contorno (os rios) a cada intervalo de 25dias, o mesmo definido no trabalho anterior (ver Eq.
3.4.31). Nao foram fornecidas a posi¢do do ponto de referéncia nem a carga piezométrica de
referéncia. Assim, o modelo construido para este exemplo, considera o ponto de referéncia
situado 1000m a esquerda e 400m abaixo do vértice inferior esquerdo do grande areasink
representado na Figura 3.6.2b). O valor da carga piezométrica naquele ponto foi considerado
igual a 10m.

Os resultados obtidos do modelo construido para este exemplo sdo apresentados a
seguir. Muito embora os resultados de Zaadnoordijk e Strack (1993) ndo tenham podido ser
reproduzidos quantitativamente por falta de dados disponiveis, sdo evidenciadas melhorias na
forma das curvas potenciométricas em relacdo ao trabalho anterior. Essas melhorias sdo
atribuidas a elevagdo da ordem dos elementos (3.3.2) e da implementagdo conjunta das
avaliag¢des disponiveis para a integral de Rosser (3.5.5). Na Figura 3.6.3 apresenta-se as linhas
equipotenciais obtidas do modelo acima para o tempo t = 730dias em uma janela que abrange
todos os elementos utilizados. Embora ndo tenham sido disponibilizados resultados dessa
abrangéncia em Zaadnoordijk e Strack (1993), para que se pudesse produzir comparagoes,

observa-se suavidade na superficie potenciométrica aqui obtida.
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Figura 3.6.3 — Distribuicdo de cargas piezométricas sobre todos os elementos do

modelo no instante t=730dias

Os resultados podem ser comparados com o trabalho anterior na Figura 3.6.4. Sao
apresentadas oito janelas assinaladas com o instante de tempo com os quais se relacionam.
Novamente observa-se (linhas pontilhadas na Figura 3.6.4) a suavidade da superficie aqui
obtida em cada instante representado. Problemas relacionados a avaliagdo da integral de
Rosser sdo evidenciados nos resultados apresentados por Zaadnoordijk e Strack (1993) em
locais proximos aos bragos de rio e em tempos finais de periodos secos, t = 273dias e t =

637dias (ver linhas continuas na Figura 3.6.4)
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637 dias 730 dias

Figura 3.6.4 — Distribuicdes de cargas piezométricas obtidas em diversos instantes da
simulacdo (linhas pontilhadas) em comparag¢do com aquelas obtidas de Zaadnoordijk e Strack

(1993) (linhas continuas)



Capitulo 4

ALTERNATIVAS AO USO DE ELEMENTOS EM MODELOS DE AQUIFEROS
LONGOS

As configuragdes geométricas dos elementos apresentados no capitulo 3 sdo
convenientes para a representacdo das estruturas comumente encontradas em aqiiiferos. No
entanto a disposi¢do de elementos analiticos ao longo de fronteiras externas de muito extensos
pode acarretar algumas duvidas: 1) quanto a extensdo a ser considerada na borda e 2) quanto
ao dimensionamento dos elementos ali posicionados. Neste capitulo, serdo discutidas e
utilizadas técnicas alternativas ao emprego de elementos analiticos em representacdes de
contornos externos. Observa-se no decorrer da discussdo que técnicas como o Método de
Imagens e as transformagdes de Schwarz-Christoffel permitem dispensar o uso de elementos
em determinadas configura¢des geométricas dessas fronteiras e portanto, as possiveis dividas
mencionadas.

Como visto na secdo 2.4.2, o M¢étodo de Imagens ¢ baseado no principio da
sobreposicdo de efeitos e visa a especificagdo de fronteiras retilineas a partir da simetria entre
funcdes definidas em subdominos. As transformagdes de Schwarz-Christoffel, por sua vez,
sdo validas para qualquer poligono de n lados, embora suas solugdes ndo sejam obtidas
facilmente em dominios irregulares. Nao obstante as geometrias observadas em aqiiiferos
serem irregulares, ¢ possivel fazer uso de idealizagdes em fronteiras externas. Neste trabalho,
as simplificacdes geométricas de dominio sdo baseadas na seguinte premissa: uma Vez
definida uma regido de interesse no modelo menor que o dominio do escoamento, a
complexidade da geometria de fronteiras externas exercerd tanto menor influéncia no
escoamento quanto mais distante estiverem da regido de interesse. Quando a representagdo de
Aqiiiferos Longos por apenas duas linhas retas ¢ possivel, as transformag¢des de Schwarz-
Christoffel sdo obtidas e o0 Método de Imagens ¢ entdo empregado na fronteira de um semi-
plano (ver Figura 2.4.1). Nesta secdo, Método de Imagens e transformagdes de Schwarz-
Christoffel sdo discutidos em termos de sua aplicabilidade em problemas de escoamentos

subterraneos.
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4.1 Escopo do Método de Imagens

O Método de Imagens ¢ uma técnica classica, baseada na sobreposicdo de efeitos,
amplamente difundida em aplicagdes da Equagdo de Laplace (e.g. Aguas Subterrineas,
Eletrostatica ¢ Eletromagnetismo). Maxwell (1873 apud Muskat 1937)'? atribui a origem do
método a William Thomson em 1848. Com freqiiéncia o Método de Imagens ¢ empregado
com o objetivo de obter expressdes para escoamentos bi e tridimensionais sujeitos a fronteiras
externas. Strack (1989), por exemplo, apresenta diversos modelos de escoamentos
bidimensionais estacionarios e transientes para pog¢os mediante a aplicagdo do Método de
Imagens. Em dominios tridimensionais, diversos autores (e.g. Muskat, 1937; Luther e
Haitjema, 2000 e Steward, 2001) utilizam o método na abordagem de escoamentos
produzidos por pogos de perfuragdo parcial.

O Meétodo de Imagens é definido, segundo Keller (1953), como um método para a
construg¢do de fungdes de Green em regides delimitadas por planos. O objetivo do método €
especificar condi¢des de contorno mediante a sobreposi¢do de fungdes de Green primitivas
(Eq. 4.1.1). A partir dessa definicdo, o autor determinou regides, equagdes diferenciais e

condi¢des de contorno para as quais o método ¢ valido.

G(r,r'y= > G*(r',r") Eq.4.1.1

r'eS(r)

A equacao Eq. 4.1.1 descreve a funcdo de Green para dois pontos no espaco, I € sua
imagem I'. A funcdo G* por sua vez ¢ definida para “imagens de imagens” (I'"') e seus pontos
originarios (I'). O enunciado da proposi¢ao de Keller (1953) pode ser apresentado da seguinte
forma, considerando-se D a regido admissivel para a qual o Método de Imagem ¢ aplicavel e a
reflexdo em um lado i dessa regido (D) representada por R;. Considere-se ainda que S(r) é o
conjunto de imagens de um ponto I no dominio D definido pelo conjunto de pontos obtidos
pela aplicagao de todas as reflexdes do ponto r (Figura 4.1.1). Se a regido D ¢ admissivel, o
Método de Imagens tem o objetivo de obter um conjunto de imagens S(r) de forma que este
possua apenas um ponto correspondente para cada ponto da regido D. Isso implica que o

conjunto gerado pelas reflexdes R; ¢ discreto e que a regido D ¢ o dominio fundamental desse

grupo.

12 Maxwell, J.C. (1873) A Treatise on Electricity and Magnetism. Clarendon Press, Oxford
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Figura 4.1.1 — Esbog¢o esquematico dos termos definidos para o Método de Imagens

Para fronteiras ndo-paralelas, o angulo deve ser uma divisdao na forma 2/p, onde p € um
inteiro. No entanto deve-se notar que se p ¢ impar, o conjunto S(r) produz pelo menos dois
pontos sobre a propria regido D, deformando-se os pontos do dominio fundamental (Figura

4.1.2).
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Figura 4.1.2 — Deslocamento nao desejado de pontos do dominio fundamental

Portanto, apenas os dominios formados por planos unidos por angulos da forma 7/p sdo

constituidas regides admissiveis para a aplicagdo do Método de Imagens. Keller (1953)
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concluiu que as geometrias das regides admissiveis ao Método de Imagens para duas e trés
dimensdes sdo encontradas para uma quantidade finita e determinada de planos. Assim, o
nimero de imagens obtidas em torno desses contornos ¢ igual a quantidade de setores
circulares resultantes da abertura entre as linhas ou planos (Eq. 4.1.2). Em casos de
geometrias fechadas (e.g. tridngulos, retangulos, prismas e poliedros) € necessario um niimero
infinito de imagens. No plano, a simetria ¢ obtida a partir de um niimero finito de imagens
somente para contornos formados por uma Unica reta ou por duas semi-retas concorrentes.

Retas paralelas exigem o uso de infinitas reflexdes.
n=2z/a-1, a=x/p Eq.4.1.2

Uma fung¢ao de Green (G*) sujeita a contornos do primeiro ou do segundo tipo deve ser
especificada pelo Método de Imagens utilizando-se propriedades de func¢des pares e impares
(ver se¢do 3.4.3). Assim, quando ¢ imposto ao contorno que a funcdo seja zero (G = 0) €
especificada a simetria impar. Quando sua derivada em relagdo a normal da fronteira desejada

¢ especificada com valor nulo (0G/0n =0) ¢é verificada a simetria par. Observa-se nas

expressoes Eq. 2.4.1 e Eq. 2.4.2 que as componentes de suas derivadas relacionam-se por
intermédio ora da igualdade, ora do sinal oposto. Da mesma forma, o somatorio Eq. 4.1.1
especifica condi¢cdes do primeiro ou do segundo tipo multiplicando-se a fun¢do imagem por
menos um (—1) quando necessario, de modo a obter a simetria desejada. Deve-se observar
ainda que, se a especificacdo das condi¢des ndo ¢ a mesma em todas as linhas ou planos
fronteirigos, a verificacdo do angulo de simetria entre os contornos ¢ analisada de forma que o
angulo de simetria (@) ¢ encontrado entre aquelas fronteiras de igual especificagao.

O Meétodo de Imagens pode ser aplicado em qualquer equacdo linear. No entanto, sua
aplicacdo em diversas fronteiras simultaneamente depende da simetria do comportamento da
equagao na direcao de cada fronteira. No caso de duas varidveis, uma equagdo diferencial

homogénea pode ser representada de forma geral por:
w, 023X + 1w, 0*¢|OXDY + 0, D* POy + w, OB/ OX + w5 0Py + wp=0 Eq.4.1.3
Tomando X', y' como as imagens de X, Y em torno de uma linha que faz um angulo €

com o eixo X, Keller (1953) define que o Método de Imagens ¢ aplicavel quando a forma da

equagao (Eq. 4.1.3) ¢ mantida mesmo apos a transformacgdo das variaveis. Reescrevendo a
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equagao Eq. 4.1.3 para os eixos rotacionados (X', ¥'), Keller (1953) demonstra, por exemplo,
que para valores de ws € @, nulos e w1 = ws, a equacao Eq. 4.1.3 ndo depende do valor de 6.
Isso significa, por exemplo, que a Equacao de Laplace (a = ¢ na Eq. 4.1.3), por exemplo, ndo
sofre variacdo para qualquer valor de € Na Tabela 4.1.1 sdo reunidos os valores de

coeficientes de Eq. 4.1.3 para os quais admite-se a utilizacdo do Método de Imagens (Keller,

1953).

Tabela 4.1.1 — Valores de dadmissiveis para o Método de Imagens

Ws=0 | o =0AND & — w3 =0 qualquer 6

w sen26
@, =0 | w; #0 AND a;n + a3 =0 _a)_4:1+c0529
5

20

@s=0 | os=0AND @ + a =0 w—':tan26,para9e0+ﬂ/2
2

@ 720 | s = 3= =0AND o1 = an qualquer @
[ sen26

@ #0 | 5 =0X0R s =0AND @, =0AND o = @5 | = =17~
4

@g#0 | @ =0XOR @ =0AND @ =0 XOR @ = w3 D5 _ sen20 e ! =tan26
w, 1-cos20 o —wo,
w

@ #0 | 5= ;=0 AND @ = 0 XOR w1 = @3 —2 —tan260, para e 0+ 72

@, — Wy

4.2 Transformacdes de Schwarz-Christoffel para Duas Fronteiras Retilineas

Como ja mencionado, a transformagao de Schwarz-Christoffel expressa a relacdo entre
um contorno poligonal e um semi-plano, onde a condi¢cdo de contorno ¢é, entdo, imposta por
meio do Método de Imagens. Embora esta técnica seja valida apenas para dominios planos,
sua aplicacdo constitui-se tdo ampla quanto a representacdo de geometrias planas por
intermédio de poligonos. A abordagem de contornos poligonais mediante transformacdes de
Schwarz-Christoffel abrange uma ampla literatura especializada e sua apresentacdo foge ao
escopo deste trabalho. Sdo discutidos aqui dois casos cujas solugdes sdo dadas em Strack
(1989): dominios encontrados em duas fronteiras paralelas e em duas fronteiras concorrentes.

Considere-se o caso de uma faixa formada por duas fronteiras paralelas onde sdo
especificadas as mesmas condi¢des de contorno. Na Figura 4.2.1a ¢ ilustrado o dominio da
aplica¢do. Os pontos 1 e 3 sdo arbitrados nas extremidades da faixa, ou seja, em +0 e —o©

respectivamente.
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Figura 4.2.1 — Esboco para transformacdes em uma faixa infinita

O semi-plano ¢, a partir do qual a faixa ¢ mapeada, ¢ especificado de forma que sua
origem corresponda ao ponto 3 da faixa e os extremos do eixo correspondam ao ponto 1
(Figura 4.2.1b). Os termos ky, e ¢ da expressao geral da transformacgédo (Eq. 2.4.12) sdo obtidos
da seguinte forma: observando-se a equac¢dao Eq. 2.4.3 tem-se que k; e ks sdo avaliados

fazendo:
arg(z, — z,,,) —arg(z, -z, ,) = 7K, Eq.4.2.1

Tomando-se as medidas dos angulos arg(z) no segmento V=1 e no segmento vV = 3, em
sentido anti-horario, tem-se ki = k3 e conseqiientemente k3 = k; = 1. Ou seja, o argumento

de dz aumenta de 7 comparando-se os segmentos 1A-2 ¢ 4-1B e 0 mesmo para os segmentos

2-3A e 3B-4. O parametro ¢ por sua vez, ¢ obtido da equagdo Eq. 2.4.9 como ¢ = argg—zg =0.

Assim, a transformacao assume a forma:
z:|A|jd?§+B:|A|1n;+B Eq. 4.2.2

onde B ¢ uma constante complexa. Aplicando-se as condi¢des do mapeamento nos seguintes

contornos:

n=0 0<f<oo para y=0 —o00 <X<oo
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Eq. 4.2.3
n=0 -—wo<E{E<O para y=d —oo <X< o
a expressao Eq. 4.2.2 produz, respectivamente:
X=|Alln|{|+B,
Eq. 4.2.4

X+id = Alln | |+|Alizr+B, +iB,

Ambas expressoes estdo definidas apenas no eixo & onde as componentes imaginarias
de ¢ sdo nulas. Assim, aplicando-se X = 0, na primeira expressao, tem-se B1=0. Igualando-se

as partes imaginarias na segunda expressao tem-se | A | = d/z, donde Eq. 4.2.2 torna-se:
d
Z=—Ing Eq.4.2.5
/4

e sua transformada inversa:
— mz/d
=e Eq.4.2.6

As expressdes obtidas acima relacionam pontos de um semi-plano a pontos
compreendidos entre duas retas paralelas. Assim, as condigdes fisicas especificadas nos
contornos da faixa devem ser iguais para que estas permanecam constantes ao longo do eixo
& Em problemas onde sdo especificadas diferentes condi¢des de escoamento, o mapeamento
deve ser feito a partir de diferentes eixos para cada condi¢cdo especificada. Considere-se o
caso onde ¢ imposta a condi¢ao do primeiro tipo sobre a linha entre os pontos 3B e 1B na
Figura 4.2.1a e a condi¢do do segundo tipo na linha entre 1A e 3A. Tomando-se como ponto
de partida o resultado obtido em (Eq. 4.2.5) observa-se que efetuando-se 44/ 2 define-se um
novo semi-plano ¢ simétrico em relacdo ao eixo &= 0 (Figura 4.2.1c). Dessa forma, a
condicdo observada sobre a linha 3B-1B sera especificada sobre o eixo-& e a condigao dada
em 1A-3A passa a ser especificada sobre o eixo 7. Assim, pode-se dizer que o semi-plano &'

relaciona-se a {'por meio de:

134
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1
¢'=¢ Eq.4.2.7

Assim, o semi-plano ¢' ¢ mapeado no plano Z mediante:
d 12

z=—In[(")] Eq. 4.2.8
T

e sua transformada inversa dada por:

{'=~e™ Eq. 4.2.9

Para o caso no qual o aqiiifero ¢ compreendido por duas fronteiras ndo paralelas, suas
fronteiras podem ser representadas por meio de duas linhas retas concorrentes que formam um
angulo « qualquer entre si. Na Figura 4.2.2a os pontos 1A-2-1B representam a localizagdo das

fronteiras.

(a) () (©

Figura 4.2.2 — Esbogo para transformacdo em uma cunha infinita
Os pontos 1 e 2 no plano z correspondem respectivamente a Zz=o0 ¢ a origem Z = 0.

Obtendo-se os parametros ¢ e k, num processo idéntico ao exemplo anterior, a relagdo entre

ambos os planos obtida a partir da funcao Eq. 2.4.12 ¢:

z = A|I§‘“““’”d§+B=§| A" +B Eq. 4.2.10
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De maneira que o ponto 2 faga correspondéncia a ¢ = 0 (Figura 4.2.2b), obtém-se B = 0,
s

assim adotando-se um ponto de referéncia qualquer em z (z = z0) com ¢ = e
z, = §| A| e Eq. 4.2.11

Assim, a transformagao do semi-plano ¢ para o plano z ¢ dada por:
24z, Eq. 4.2.12

Em problemas onde sdo observadas condi¢cdes do primeiro tipo sobre a fronteira 2-1B e
do segundo tipo para a fronteira 1A-2, o semi-plano ¢ é mapeado por ¢' = %, Dessa forma,
as condi¢des dadas em cada fronteira sdo mapeadas a partir de cada eixo £ e 7' como na

Figura 4.2.2¢c. O mapeamento do semi-plano ¢ para o dominio fisico ¢ dado entdo por:
24z, | Eq. 4.2.13

e sua transformada inversa:

V4

; \2a
¢=|—— Eq. 4.2.14

12, |
4.3 Uso de Elementos Analiticos em Dominios Alongados

Nesta secao ¢ discutida a utilizagdo de elementos em modelos de dominios alongados.
Primeiramente, fungdes que representam o potencial devido a infiltracdo uniforme de 4gua em
todo o dominio s3o apresentadas. Em seguida, o Método de Imagens ¢ aplicado a ambos
elementos analiticos, estaciondrios e transientes, apresentados no capitulo 3. Por fim, sdo
discutidas as transformacgdes de Schwarz-Christoffel sobre elementos estacionarios.

Elementos transientes, como visto na se¢do 3.6, produzem bons resultados, porém,

possuem aplicacdo restrita. Aplicacdes de transformacgdes ou operacdes adicionais sobre esses
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elementos aumentam suas restricdes de uso. Dessa maneira, apenas poucas operacdes

adicionais, como no Método de Imagens, sdo aplicadas.

4.3.1 Recarga Direta Compreendida por Duas Fronteiras Paralelas

Aqiiiferos costeiros'”® e aqiiiferos aluvionares, em geral, apresentam-se ao longo de
extensas faixas de sedimentos contendo 4gua a pressdo atmosférica constituindo-se em
Aqiiiferos Longos. Nesses agqiiiferos, as recargas provenientes de chuvas sdo infiltradas
diretamente sobre o lencol freatico e drenadas através do aqliifero até exutorios superficiais.
Sendo assim, define-se um modelo para o efeito da recarga direta considerando de maneira
idealizada a disposicdo das fronteiras do aqiiifero paralelas a 4rea de interesse abordada no
modelo.

Pode-se, entdo, especificar as condi¢des de escoamento ao longo do exutdrio principal
(rio ou oceano) impondo-se que o potencial do aqiiifero seja igual ao potencial encontrado na
superficie do corpo hidrico (Eq. 4.3.1). Por sua vez, as condi¢des encontradas na fronteira de
montante sdo, em geral, dadas pela formacao vizinha. Considerando aqiiiferos sedimentares, a
formagao encontrada na base do aqiiifero comumente aflora constituindo-se também em
bordas da formacao sedimentar. Assim, em casos onde a base ¢ constituida de rocha
impermeavel, a fronteira oposta ¢ especificada de maneira que através dela ndo haja
escoamento (Eq. 4.3.2).

Considerando que a linha de descarga principal esteja disposta paralelamente ao

afloramento da base, o problema tem condi¢des de contorno especificadas da seguinte

maneira:
para =0, O =0, Eq.4.3.1
para =1L, od/on =0 Eq.4.3.2

O escoamento assim descrito ¢ dado pela Equacdo de Poisson cujo valor da fonte (N) ¢
dado positivo (N > 0) para extracdo e negativo (N < 0) para o aporte de agua. Dispondo-se o
sistema de coordenadas alinhando o eixo-& sobre a linha de costa, a Equagdo de Poisson

torna-se fun¢do de apenas uma variavel independente (7). Assim, a solugdo obtida para a

1 No escopo deste trabalho, ndo ¢ discutido o escoamento na interface entre agua doce e agua salgada.
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Equagao de Poisson (Eq. 2.1.7) escrita na forma unidimensional, impostas as condi¢des Eq.

4.3.1 e Eq. 4.3.2 ¢ dada por:
N
<I>(77)=?77 -NLp+d, Eq.4.3.3

Observe que a expressdo nao ¢ valida em um dominio infinito como as expressoes dos
elementos discutidos no capitulo 3, mas sim apenas na faixa que define o dominio do
aqiiifero. Neste sentido, vale ressaltar que as imagens e transformacgdes utilizadas ndo
compreendem a expressdo acima (Eq. 4.3.3). Antes, o objetivo de tais operagdes sobre
elementos utilizados em fronteiras internas do dominio ¢ conformar seu comportamento a
presenca de fronteiras exteriores ao seu dominio.

O efeito produzido pela ocorréncia de recargas intermitentes, ou nao-permanentes, €
representado sobre 0 mesmo dominio considerando um instante inicial (tp) e a intensidade (N)
para cada evento. A equagdo governante para o escoamento ndo-permanente ¢ dada por uma
Equagao do Calor (Eq. 3.3.1) na forma unidimensional. Mantidas as condicoes especificadas
para ambas fronteiras do aqiiifero, a solucdo para o problema pode ser encontrada, por

exemplo, em Carslaw e Jaeger (1959), da seguinte forma:

@(n,t)=_4:!—2 in% l—explz— (t—to)(?j ] sen[:{?j ] Eq.4.3.4

n=l1

onde a difusividade hidraulica do aqiiifero estd definida como a* = KH/S .

A aplicagdo da equacdo Eq. 4.3.4 segue as mesmas observagdes feitas para a equagao
(Eq. 4.3.3) em relagcdo aos modelos de elementos analiticos. Entretanto, ¢ interessante ainda
mencionar o fato de que ambas equacdes Eq. 4.3.3 e Eq. 4.3.4 exibem a mesma estrutura onde

um parametro de esfor¢o multiplica uma fungao de posi¢ao (ver Eq. 3.2.4 ¢ Eq. 3.3.10).
4.3.2 Aplicacdo do Método de Imagens sobre Elementos Analiticos
A especificagdo de condigdes de contorno via imagens constitui uma alternativa

vantajosa em relagdo a distribuicao de elementos analiticos ao longo de fronteiras externas. A

principio podem ser enumeradas trés vantagens. Inicialmente, a alternativa apresenta
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vantagens do ponto de vista da constru¢do do modelo, extinguindo-se a necessidade de se
posicionar elementos ao longo de fronteiras extensas. Em segundo lugar, encontra-se uma
vantagem maior no fato do Método de Imagens ser uma especificagdo exata. A especificagdo
de condi¢des de contorno por meio de elementos implica na sobreposi¢do de uma quantidade
finita de elementos constituindo-se uma aproximagao para as condigdes esperadas. Por fim,
deve-se considerar que os efeitos produzidos nos extremos da cadeia de elementos porventura
utilizada sobre essas fronteiras podem estar presentes na area de interesse do modelo. Uma
vez que os contornos obtidos pelo Método de Imagens sdo infinitos o efeito de borda ¢
eliminado.

De acordo com a formulagdo apresentada no capitulo 3, um elemento analitico deve ser
escrito na forma 4 A (r) onde j € o ordinal referente a cada pardmetro de esforgo da
expressdo do elemento. Sendo cada elemento dado por diversas parcelas de uma fungao
harménica ou solugdes da Equagdo do Calor, cada parcela j ¢ também uma fungédo, ¢ todas

estardo sujeitas individualmente a reflexoes.

el el

Seja 4 =4, o esfor¢o do elemento no dominio fundamental ¢ A'=4 o esfor¢o no
e

dominio atras do “espelho”. Assim, o elemento produzido em torno da fronteira do dominio

serd obtido definindo-se um termo ® que relaciona ambos esforgos 4 e A' da seguinte forma:

el e el

A=A =04, Eq.4.3.5

ej el

onde o indice el refere-se ao elemento originario da imagem construida. O indice € refere-se
ao “espelho” (e) por intermédio do qual é construida a imagem de el, podendo el referir-se
também a uma imagem se estiver ocorrendo recursao de imagens.

De acordo com Keller (1953), para encontrar a relagio ® entre uma imagem e sua
origem, ¢ necessario verificar a necessidade de multiplicar a imagem por menos um (-1) para
obter a simetria desejada. Assim, especifica-se a condi¢gdo de contorno determinando-se a
dire¢do dos esforcos na imagem em func¢do dos esforcos no elemento originario
simetricamente em relagdo a fronteira considerada. Utilizando-se a simbologia definida em

Eq. 4.3.5, a condicao do primeiro tipo ¢ especificada para cada elemento definindo a relagdo

e
(? da seguinte forma:
e
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0 =-1
pogo
1 1
(@j =_1e(@j -1
dipolo ¢ dipolo .
|
0 =-1
linesink
|
0 =1
linedoublet
|
0 =-1

areasink

onde os subscritos & e 7 referem-se as componentes do esfor¢co em relacdo ao eixo da

fronteira (&) e a sua normal (7). A condi¢do do segundo tipo, por sua vez, ¢ especificada para

cada elemento da seguinte forma:

O =1
pogo
1 1
(@j:m(®)=4
dipolo dipolo
14 b/
1
0 =1
linesink
1
0 =-1
linedoublet
1]
0 =1

areasink

Eq. 4.3.6

Eq. 4.3.7

Eq. 4.3.8

Eq. 4.3.9

Eq. 4.3.10

Eq. 4.3.11

Eq.4.3.12

Eq.4.3.13

Eq. 4.3.14

Eq.4.3.15

140
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O sistema de equagdes para o calculo dos esfor¢os do modelo (Eq. 3.4.1) € construido
relacionando-se os esfor¢cos na propria linha da matriz A dos coeficientes escrita para cada
ponto de controle (ver se¢do 3.4). Assim, o termo j de uma linha na matriz dos coeficientes
leva em conta a relagdo especificada para sua imagem, a fim de impor a condi¢do desejada

nas fronteiras externas. Assim, cada coeficiente @; € expresso como:

el N2 e el
a;=Aj+ D OA, Eq.4.3.16

k,e=l1 k

O indice el refere-se ao elemento cujo esforgo ocupa a posi¢do j na matriz. A construgio

das imagens do el-ésimo elemento empregado no modelo ¢ feita de acordo com a fronteira (e)

para a qual ¢ feita a reflexdo. Note-se que as imagens geradas poderdo gerar novas imagens

dependendo do angulo entre os “espelhos” (ver Eq. 4.1.2). Em casos onde o ntimero de
113 " £ : 7 4 . ~ o ~

espelhos” ¢ maior que 1 (um), K sera o nimero de iteragdes necessarias para a construgio de

todas as imagens, dado por N =(27/a)/2=7xn/a, onde « ¢ o angulo entre os “espelhos”. As

condi¢cdes do terceiro tipo e a condicdo onde sdo impostos Dirichlet e Neuman
simultaneamente (e.g. heterogeneidades), ndo sdo analisadas neste trabalho. No entanto,
diversos autores discutem aplicacdes para pogos sujeitos a presenga de formacdes vizinhas e,
recentemente, Anderson (2000) e Bakker e Anderson (2004) apresentam uma abordagem para

problemas de pogos sujeitos a fronteiras do terceiro tipo (ver Apéndice C).
4.3.3 Aplicacao de Transformagdes de Schwarz-Christoffel sobre Elementos Analiticos

A formulagdo de elementos analiticos unifilares utilizados no Método de Elementos
Analiticos ¢ feita, originalmente, sobre o espaco continuo e infinito. Nesta se¢do a formulacao
dos elementos utilizados no Método ¢ modificada a fim de se considerar a modelagem de
dominio alongado. Semelhantemente a formulac¢do original, os elementos sdo baseados na
integracdao de Cauchy para solugdes da Equacao de Laplace em problemas de efeitos pontuais
no semi-plano que mapeia o dominio da aplicagdo. Devido ao mapeamento a geometria dos
elementos no dominio da aplicacdo ¢ diferente da geometria do elemento no semi-plano de

mapeamento (ver Figura 4.3.1).
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Figura 4.3.1 — Esbog¢o do elemento no plano fisico (esquerda) e no semi-plano de

mapeamento (direita)

Devido a essa transformagdo, segmentos de reta no plano z sdo mapeados por curvas

espirais em Z. Adimensionalizando-se o semi-plano ¢ por meio da Eq. 4.3.17,

7-6"361%¢) Eq. 43.17

%(Cz _4/1)

onde {1 e ¢ sdo coordenadas complexas do elemento no semi-plano ¢, tem-se uma nova

configuracdo para o elemento conforme apresentado na Figura 4.3.2a.

Zeta

Z=-1 Zzz 1 Zeta:l— 1 Zeta2= 1
(a) (b)

Figura 4.3.2 — Mapeamento do elemento (a) no plano Z e (b) no plano Zeta



ALTERNATIVAS AO USO DE ELEMENTOS EM MODELOS DE AQUIFEROS LONGOS 143

E possivel mapear novamente o elemento para um novo plano (Figura 4.3.2b) que o
representa sobre seu eixo horizontal. Aplicando-se a transformagdo de Schwarz-Christoffel

(e.g. Eq. 4.2.5), sobre o semi-plano ¢, tem-se:

In(1 (¢, —¢)Z+ (& +¢,)) -4 (Ing, +1ng,)

Zeta = 1 Eq.4.3.18
7(ng, -Ing))
Por sua vez a transformacao inversa de Zeta para Z ¢ dada pela Eq. 4.3.19.
_ exp(5 (1-Zeta)ln z, ) exp(5 (1 + Zeta)ln z, ) - 5 (z, + 2,) Eq. 43.19

%(Zz - 21)

Definidos os planos adimensionais que mapeiam o elemento sobre o eixo horizontal, a
transformagdo de Schwarz-Christoffel (e.g. Eq. 4.2.5) pode ser aplicada a elementos
estacionarios de maneira bastante conveniente. Considere-se a definicdo de elementos lineares

dada na Eq. 2.3.11, reescrita a seguir:

_ HA) 4
= ( jzﬂj Eq. 4.3.20

1 . a L
onde a presenga do termo (7 define um linedoublet e sua auséncia, um linedipole. Duas
|

condigdes devem ser observadas na construgdo de um elemento analitico unifilar: 1) a
distribuicdo de esforcos deve produzir valores reais e 2) a funcdo obtida deve produzir uma
descontinuidade no potencial (€2) ao longo do elemento. Definindo-se a varidvel de integragao

= ao longo do eixo do plano Zeta, tem-se:

_ U j ME) A 4o Eq. 4321
277 - A(H)d~ S
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Reescrevendo-se a integral acima conforme procedimento utilizado na segdo 2.3.2 (Eq.

2.3.12), tem-se:

[1]

Eq. 4.3.22

1 1 —
Qz(;)y(zma)j ! dA+[1ijﬂ<Zeta>—y(~)d_Ad
i) 27 Y Z-A i)2zY  Z-AE) dE

Novamente a semelhanca do procedimento utilizado na se¢do 2.3.2 a integral do primeiro

termo da expressao ¢ resolvida produzindo-se (ver Eq. 2.3.13):

(1]

Q:Gj pZeta) 7 -1 +(leLjy(Zeta)—,u(E) (d_Ajd Eq. 4.3.23
i 27

2r Z+1 Z-AE) \d=

Diferentemente, entretanto, da Eq. 2.3.13, o nucleo da integral da Eq. 4.3.23, ndo
produz polindmios, mas uma expressao transcendental de dificil manipulagao.
Alternativamente aos procedimentos de integrag¢ao usuais, ¢ recomendado o uso de formulas
de quadraturas que fornecem valores aproximados para a integral (Wendland, 2005)".
Observe-se ainda que, embora o segundo termo da Eq. 4.3.23 ndo seja polinomial, o nucleo da
integral utiliza 0 mesmo polindmio de esforgos x. Assim, a o potencial fica expresso em
termos de apenas um polindmio em vez de dois como em modelos de elementos retilineos

(ver Eq. 2.3.16).

A derivada :—é (Eq. 4.3.23) ¢ dada a partir do mapeamento dado na Eq. 4.3.19 pela

—_—

seguinte expressao:

dA Inz,-Inz

d= z,-1,

exp(3(1-B)nz, +1(1+Z5)nz,) Eq. 4.3.24

Definidos os termos que formam a integral da Eq. 4.3.23, a quadratura ¢ aplicada na forma

gaussiana:

' Informagao fornecida por Edson Wendland durante discussdes cotidianas

144
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b n
L= [ foodx= D AT(x) Eq. 4.3.25
a i=l

onde A; sdo coeficientes de ponderacdo e X; sdo pontos onde a quadratura ¢ calculada. Para
polindmios de ordem menor ou igual a 2n — 1, obtém-se os n pontos e coeficientes para os
quais a quadratura de maneira exata. Stroud e Secrest (1966, pag. 100) fornecem tabelas de
pontos e coeficientes para a utilizacdo da quadratura gaussiana. Assim, a Eq. 4.3.23 se torna

expressa por:

Q- @ pzew), Z-1 Eq. 4.3.26

| 27 zZ+1 "

onde |, € a aproximacao da quadratura gaussiana para a integral da Eq. 4.3.23.

Conforme ja visto na equagdo Eq. 2.3.17, a expansdo do termo logaritmico em parte real
e imaginaria produz uma descontinuidade do potencial sobre o eixo X (parte real do plano Z).
No caso de elementos retilineos o elemento repousa sobre o eixo X (Figura 4.3.3a) e a funcao
M(Z) ¢ utilizada para ponderar a descontinuidade de acordo com o desejado. Elementos

curvilineos e sua distribuicdo dos esforgos, por outro lado, ndo coincidem com o eixo X

(Figura 4.3.3b).

Elemento ™

Elemento~

(a) (b)

Figura 4.3.3 — Esquema de corre¢cao do ramo do elemento curvilineo
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2 1
O angulo @ ¢ definido por @ =arg(Z- Z)-arg(Z- Z), assim, proximo ao eixo X

0" =n ¢ & =—rx. Dessa forma, o angulo & pode ser corrigido para que a descontinuidade
ocorra entre os lados de cima e de baixo do elemento. Definindo-se IZ <0()3Zeta>0 a
regido abaixo do elemento e acima do eixo X e IZ >0() 3Zeta <0 a regido abaixo do eixo X

e acima do elemento, tem-se:

o =1 ”2(x) ln))z_i—il9+27zi +1,
- ~ I T + i
JIZ <01 3Zeta>0 ) N uOO0l X-1
Q S I e |,
; ’;: x+1 _ Eq. 4.3.27
Q = - ”; ) lnx_1+i0—27z1' +1,
~ ~ 1 T + _
3IZ >0 3Zeta<0 ) 1 10X) X1
Q - In —i0|+1,
1) 27 X +1

Resultados obtidos da simulacdo de um tunico elemento linesink utilizando-se cinco
pontos de quadratura tabelados em Stroud e Secrest (1966) sdao apresentados sobre o plano ¢

na Figura 4.3.4.

500
400+ N\~ I N -
- ~
300-| R =
Vi — N\
| < D \ |
e / / AT T A~ A
/ ——
100 =
[ i \ \\
| | | |
o T I \ |
\ \ [ / /
~100-| =
\ N \ / 5 /
N P
P04 \ - — / L
\ ~ - /
~300-| 1 / F
N Ve
~ -
~400-] ~ _ B =
S0 40 300 -0 -0 O 100 200 300 400 500

Figura 4.3.4 — Distribuicao de potencial (linhas tracejadas) e de corrente (linhas
continuas) devido a um linesink. A esquerda, distribuigdo proxima ao elemento. A direita,

distribuicao distante do elemento.
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4.4 Implementacio Computacional

Uma vez que diversas funcdes analiticas estdo implementadas de forma a satisfazer
condi¢des de contorno em fronteiras internas de aqiiiferos, sdo, por sua vez, implementados
processos para a especificacdo de condigdes de contorno sobre suas fronteiras externas. Sao
discutidas nesta se¢@o as rotinas computacionais, escritas em Python, para a inclusdo do efeito
da recarga direta de Aqiiiferos Longos, geracdo de Imagens e o mapeamento de Schwarz-
Christoffel. As rotinas do Método de Imagens e da transformagdo de Schwarz-Cristoffel
(secdo 4.2) foram desenvolvidas originalmente neste trabalho e encontram-se disponiveis no
CD em anexo. A rotina de recarga de Aqiiiferos Longos utiliza as fronteiras posicionadas no
exterior de dominios como um argumento para a constru¢do do objeto aqiiifero. Se apenas
uma fronteira ¢ declarada, ¢ utilizado apenas o Método de Imagens, se uma segunda fronteira
¢ inclusa, os elementos sdo adicionados ao modelo mediante as transformagdes de Schwarz-

Christoffel.

4.4.1 Classes CoastalAquifer

A classe de aqiiiferos CoastalAquifer ¢ especificada a fim de gerenciar o modelo de
acordo com as necessidades de ambos métodos (Método de Imagens e transformagdes de
Schwarz-Christoffel). Seguindo a implementacdo de objetos analiticos descrita na se¢do 4.4,

os objetos CoastalAquifer (ver Figura 4.4.1) podem ser estacionarios ou transientes.

Aquifer

A

aem.two_d.single. InfiniteAqu

aem.two_d.single.CoastalAqui [«

aem.two_d.transient. Infinite

A

aem.two_d.transient.CoastalA

Figura 4.4.1 — Classes de aqiiiferos adicionadas ao programa

A fung¢do de um objeto aqiiifero, como ja discutido, ¢ introduzir pardmetros e efeitos
regionais e gerenciar o modelo construido. Em aqiiiferos cujas fronteiras estiverem dispostas
paralelamente torna-se possivel analisar o efeito da recarga direta sobre o modelo. Assim,

além dos parametros especificados para os aqiiiferos infinitos (InfiniteAquifer), ¢
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adicionado um quarto parametro para a especificagdo da recarga. A recarga especificada em
um objeto aqiiifero estaciondrio ¢, portanto, uniforme no espago e ao longo do tempo. A
recarga direta passada para o objeto aqiiifero transiente pode conter uma lista de pares de
valores de instante ¢ intensidade (ver se¢do 3.5.4).

A especificagdo de contornos externos (Método de Imagens) e os métodos de
transformagdo de dominio (Schwarz-Christoffel) sdo inicializados no programa a partir do
procedimento que preenche a lista de elementos do modelo (addElement). Dado o elemento
que estd sendo adicionado ao modelo e as fronteiras externas especificadas no objeto aqiiifero,
suas coordenadas podem ser transformadas, o que ocorre no caso de haver mais de um
segmento de reta na fronteira. Em seguida, o elemento ¢ submetido ao Método de Imagens
considerando-se o semi-plano para o qual o elemento foi mapeado. Em casos com apenas uma

fronteira, o elemento ¢ submetido apenas ao Método de Imagens.

4.4.2 Transformacoes de Dominio

Conhecidas as expressoes que relacionam um dominio qualquer a um semi-plano, sua
implementagdo ¢ especificada de modo a abranger cada caso. Assim, sdo definidas duas
funcdes de transformacdo: map e mapback, responsaveis respectivamente pela transformagao
de um semi-plano no dominio aqiiifero e a transformagdo inversa. S3o argumentos das
fungdes as linhas do dominio considerado e os pontos a serem mapeados (Figura 4.4.2a). Em
virtude de haver mais de uma possibilidade de semi-plano de mapeamento em funcdo dos
tipos de condi¢des de contorno impostas, € necessario que a linha passada para a fun¢do de
mapeamento seja um espelho. Assim, caso ambos “espelhos” sejam do mesmo tipo, o
dominio ¢ mapeado para o semi-plano horizontal. Caso contrario, o0 mapeamento ¢ feito no

semi-plano quadrante.

4.4.3 Classes de Espelhos

Para a implementacao do Método de Imagens, ¢ fundamental que: 1) cada ponto do
setor originario encontre correspondéncia no setor imagem; 2) os elementos construidos como
imagem expressem a relacdo dos esfor¢os na imagem em funcdo do tipo de “espelho”. O
processo ¢ implementado por intermédio de classes para a constru¢do de dois objetos:

“espelhos” e imagens.



ALTERNATIVAS AO USO DE ELEMENTOS EM MODELOS DE AQUIFEROS LONGOS 149

A classe MirrorLine ¢ especificada de forma bastante simples. A classe especifica, por

meio de heranga, as propriedades e procedimentos especificados na classe Line (ver Figura

4.4.2b).

Geometry2d

v

transform

map

[geometry.two d.Line],[geometry.two d.Points]

[geometry.two d.Points]

mapback

[geometry.two_d.Line],[geometry.two_d.Points]

[geometry.two_d.Points]
a)

Geometry.two_d.Line

—>

mirror_MirrorLine

init geometry.tond.Line,type
— — Void

isInFrontOfTheMirror

aem._two_d._Element
Boo

[geometry.two_d.Points]

mirror_points [self,geometry.two d.Points]

b)

image

image_method

[aem.two_dElement], [mirror.MirrorLine]
[image. Image]

image_model

[aem.two_d.Elements],mirror._MirrorLine
[image. Image]

image_element

Element,MirrorLine

c)

Figura 4.4.2 — Rotinas implementadas para as transformagdes de Schwarz-Christoffel e

o método de imagens.

O objeto “espelho” ¢ especificado, ainda, de modo a possuir uma propriedade designada

para a sua identificacdo. Desta forma, as imagens podem ser geradas de acordo com a

propriedade que caracteriza o tipo de fronteira requisitada no dominio do modelo. Dois

procedimentos sdo especificados na classe MirrorLine: isInFrontOfTheMirror e

mirror_points. O primeiro destina-se a responder a seguinte pergunta: o ponto estd em

frente ao espelho? Retornando um valor booleano (TRUE ou FALSE). O segundo submete uma

lista de pontos requisitados ao primeiro procedimento ¢ em caso de obter o valor TRUE para

todos os pontos, sdo obtidos os pontos localizados simetricamente do lado oposto ao espelho.

O processo de construgdo de imagens ¢ ilustrado no diagrama de blocos da Figura 4.4.3. As

especificagdes para as classes de imagens sdo discutidas na secdo a seguir.
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Espelhos Elementos

v
Geracéao
de
Imagens

v

Elementos
e
Imagens

v
Solver

Figura 4.4.3 — Fluxograma de modelagem a partir de imagens

4.4.4 Classes de Imagens

Um objeto imagem especifica, por intermédio de heranga, todas as propriedades e
procedimentos do objeto analitico originario, tanto estaciondrio como transiente. Nao obstante
a heranga obtida do objeto originario, um objeto imagem possui propriedades e procedimentos
peculiares. Entre imagens e elementos, alguns procedimentos idénticos sdo os procedimentos
de influéncia e os procedimentos de contribuicdo. A construgdo de uma imagem e os
procedimentos de solugdo, no entanto, ocorrem de maneira diferenciada. Por exemplo, os
objetos imagens ndo participam da lista de elementos do aqiiifero e sim do elemento
posicionado a frente do “espelho”.

Dadas as diferencas entre objetos imagens e objetos analiticos, € especificada uma
classe Image fundamental, contendo os procedimentos e pardmetros necessarios a constru¢ao
de um objeto do género. Assim, conforme discutido na secdo 4.3, objetos imagens sdo
construidos a partir de um objeto analitico originario e dos objetos “espelhos™ utilizados no
modelo (Figura 4.4.3).

A expressdo Eq. 4.3.5 define a obtencdo de um elemento imagem em fun¢do do seu
elemento de origem e de um espelho. Em fungdo do tipo de “espelho” ¢ requisitada a
construcdo de objetos ImageDirect ou Imagelnverse para cada elemento refletido. Uma vez
que ndo ¢ possivel determinar a priori a classe de elemento a ser recebida pela imagem como

heranca, a especificacdo da classe ¢ feita por intermédio de uma funcdo denominada
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image_element no moédulo image (ver Figura 4.4.2c). O moddulo contém trés funcdes
destinadas a desempenhar tarefas preliminares a constru¢do do objeto imagem: a)

image_method, b) image_model e c) image_element.

a) Fun¢do image_method

A funcao image_method implementa a estrutura do método. Essa fungao ¢ responsavel
pela verificagdo da simetria das fronteiras do dominio do modelo e pela utiliza¢do da fungao
image_model para cada espelho, podendo repetir o processo de acordo com a necessidade de

recursdo € o numero de imagens necessario.

b) Fun¢ao image_model

A fungdo image_model, por sua vez, expde os elementos ao “espelho” solicitado e
retorna as imagens produzidas por intermédio da fun¢do image_element. Submetido o
elemento ao “espelho”, o procedimento mirror_points invoca o procedimento
isInFrontOfTheMirror para a verificagdo da posi¢dao dos elementos em relagdo ao espelho.
Caso os elementos estejam posicionados na frente do “espelho”, ou seja, se as ordenadas em
relacdo ao eixo definido pelo “espelho” forem positivas, sdo localizados os pontos

eqiiidistantes aos do elemento real na direcdo normal ao espelho.

¢) Fungao image_element

Para construir um objeto imagem de maneira fiel ao objeto origindrio ¢ necessario
identificar a classe pela qual o objeto foi construido, de modo a obter desta classe sua heranga
(objetos nao produzem heranga). A classe do objeto originario ¢ identificada pesquisando-se
na lista de propriedades dir() dos pacotes aem.single e aem.transient a classe de quem o
objeto analitico ¢ instdncia. As classes ImageDirect e Imagelnverse encontram-se dentro
do escopo da propria fungdo image_element que instancia as imagens. Assim, a fun¢do
image_element tem o objetivo de retornar objetos imagens para um dado objeto de origem e

um “espelho” (objeto da classe MirrorLine).
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4.4.5 Procedimento de Construcio de Objetos Imagens

Uma imagem pode ser implementada como todas as propriedades e métodos de um
objeto analitico (ver secdo 3.5.2). O procedimento de constru¢do, compartilha (herda) todos
0s processos especificados para um objeto analitico, no entanto, adicionalmente especifica
uma propriedade extra destinada para a identificacdo imediata de qual objeto “espelho” a

originou. Imagens originadas de objetos analiticos de pardmetros conhecidos tém seus
e

parametros pré-determinados pela relagdo (? (ver Eq. 4.3.6 a Eq. 4.3.15) durante o
e

procedimento de construgdo.

A determinacdo de pardmetros desconhecidos, por sua vez, ¢ também obtida por
. . e
intermédio das relagdes ®. No entanto neste caso, a relagdio ndo ¢ empregada no
el

procedimento de constru¢do, mas nos procedimentos de solugao.
4.4.6 Procedimentos de Solu¢io nos Objetos Imagens

Os procedimentos de solucdo nas classes de imagem sdo herdados da classe de
elementos. Assim eles sdo denominados da mesma forma que na se¢do 3.5.3e. No entanto,
apenas os procedimentos de obtencdo de termos da matriz de coeficientes
(getMatrixCoefficients) e o procedimento de atribuicdo dos resultados obtidos do sistema

para as devidas imagens (getParameters) sdo especificados como ¢ descrito a seguir.
. e
Nota-se que, por se tratar de relagdes lineares, a relacdo entre ambos (® ) pode ser
el

expressar apenas os termos de esfor¢cos (ver Eq. 3.2.4) de todas imagens produzidas em
conseqiiéncia de um elemento qualquer, exceto as imagens geradas para condigdes de
contorno do terceiro tipo (ver Apéndice C). De acordo com a notacao ja utilizada nas Eq.
3.2.4 e Eq. 4.3.16 escreve-se o potencial devido a um elemento i e suas N imagens da seguinte

forma:

D, =% Ai+ Y (Ok)A, Eq. 4.4.1



ALTERNATIVAS AO USO DE ELEMENTOS EM MODELOS DE AQUIFEROS LONGOS 153

O termo entre parénteses representa o conjunto de parametros da imagem K obtido da
relacdo ® e do conjunto de parametros de seu originario (4). Isso permite que os objetos
imagens tenham seus procedimentos de influéncia especificados apenas por intermédio de
heranca a partir dos objetos originarios e que seus parametros de esforcos sejam determinados
em fungdo apenas dos parametros do objeto originario. Por outro lado, cria-se a necessidade
de se especificar procedimentos de solu¢do que expressem (implementem) a relacdo desejada
entre os parametros da imagem e do elemento originario (Eq. 4.3.6 a Eq. 4.3.15).

A expressao Eq. 4.3.16 descreve um termo da matriz de coeficientes de maneira que o
esfor¢o sobre o elemento aparecem sempre em evidéncia. O posicionamento de cada termo da
expressdo, por sua vez ¢ realizado pelo procedimento getMatrixCoefficients especificado
nos objetos analiticos (objetos originarios das imagens) utilizando a lista de imagens geradas
a partir dele proprio. Assim, cada funcao de influéncia passa a ser multiplicada pela relagdo ®
correspondente e somada constituindo-se no valor do coeficiente que multiplica um unico
termo desconhecido. Durante o processo de construcdo da matriz, o procedimento
getMatrixCoefficients de cada objeto analitico passa a ser responsavel pela aquisi¢do e
soma dos termos obtidos para cada imagem do objeto (contidos na sua lista de elementos).
Portanto o procedimento getMatrixCoefficients de um objeto imagem retorna o valor
obtido de seu procedimento de influéncia (se¢do 3.5.3b) multiplicado pela relacdo ® (Eq.
4.3.16) que guarda com seu objeto originario.

Durante a  simulacdo de  escoamentos  transientes, o0  procedimento
getMatrixCoefficients dos objetos analiticos ¢ especificado de forma semelhante aos
objetos estacionarios. Uma vez que cada objeto transiente possui objetos do tipo UnitStep, a
lista de elementos elementList ¢ percorrida duas vezes. Na primeira, como discutido na
secdo 4.5.4, ¢ retornado o termo referente ao ultimo elemento UnitStep da lista e incluido no
somatdrio. No segundo lago, o procedimento reconhece somente os objetos imagens e invoca
deles os procedimentos getMatrixCoefficients incluindo-os no somatério do coeficiente
desejado.

A determinagdo dos parametros de esfor¢os de uma imagem, por sua vez, ¢, da mesma
forma que os objetos analiticos, baseada nas diferengas obtidas para o parametro (ver se¢ao
3.5.3e). O procedimento de transmissdo dos resultados aos objetos imagem, a semelhanga do
que ocorre nos objetos analiticos, é especificado de forma a realizar o processo inverso de

getMatrixCoefficients. Ou seja, o elemento imagem recebe a solu¢do do objeto parent e
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multiplica pela relagdo ® obtendo a sua propria solugdo. Em seguida, a solugdo obtida ¢

passada para as eventuais imagens deste elemento.
4.5 Exemplo de Aplicaciao

Batista et al. (2004) apresentam modelos obtidos mediante 0 método de imagens em
dominios alongados segundo as diretrizes de Keller (1953). O método ¢ aplicado em
problemas hipotéticos bastante simples, produzindo resultados confidveis. No entanto, a
metodologia utilizada no trabalho oferece limitagdes computacionais para problemas realistas
(Batista et al., 2004). Na metodologia utilizada por Batista et al. (2004), a representagdo dos
contornos regionais do aqiifero ¢ feita utilizando-se apenas o Método de Imagens, sendo
necessaria uma série infinita de imagens. No entanto, Batista et al. (2004) utilizam uma
quantidade de quarenta reflexdes recursivas, truncando a série (o artigo encontra-se no CD
anexo). Segundo Bischoff (1981), em casos onde sdo observadas duas fronteiras paralelas do
mesmo tipo, a série de imagens converge lentamente. Em problemas onde se apresentam
diferentes tipos de contornos, a convergéncia ocorre ¢ mais acelerada. Batista et al. (2004)
utilizam para estes modelos apenas trés imagens. Esta representacdo ndo satisfaz de maneira
exata a condi¢do de contorno. O erro, assim admitido, cresce @ medida que a posi¢do da
fronteira se distancia dos elementos utilizados no modelo.

Transformacdes de Schwarz-Christoffel, por sua vez, exigem apenas uma imagem em
casos de fronteiras paralelas de mesmo tipo (ver Figura 4.2.1b). Em casos onde sdo
apresentados diferentes tipos de fronteiras sdo necessarias trés imagens para uma
representacdo exata do semi-plano (ver Figura 4.2.1c). A seguir ¢ discutido um modelo
hipotético de aqiifero constituido por fronteiras de tipos diferentes. O problema ¢ simulado
com 0 programa Tim®" ¢ as rotinas da secdo anterior. O arquivo de entrada utilizado para esta
simulacdo encontra-se disponivel no CD em anexo.

Considere-se a presenga de um unico lago retangular na escala local que possui
interacdo direta com o aqiiifero (Figura 4.5.1, a esquerda), extraindo deste uma vazdo
conhecida e constante. Considere-se, ainda, a presenca de uma regido onde o aqiiifero
apresenta uma condutividade hidrdulica reduzida delimitada por uma regido poligonal. Na
Figura 4.5.1 (a esquerda) sdo ilustradas a localizag¢@o e configuracao do lago e as fronteiras do
aqiiifero onde ele esta inserido. As fronteiras do aqiiifero sdo caracterizadas por uma linha
onde o potencial ¢ conhecido, onde ¢ imposta a condicdo do primeiro tipo (dreno) e outra

linha onde ndo existe descarga transversal, onde ¢ imposta a condi¢gdo do segundo tipo
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(parede). Na Figura 4.5.1 (a direita) apresenta-se a disposicao obtida para o lago e suas

imagens no semi-plano de Schwarz-Christoftel.
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Figura 4.5.1 — Transformagao de dominio para um Agqiiifero Longo.

Considerando-se unidades arbitrarias de dimensao [L] e tempo [T], os dados do aqiiifero
sdo idealizados da seguinte forma: condutividade hidrdulica observada na maior parte do
aqiiifero unitaria (1 L/T); recarga devido a precipita¢io no valor de 10 L/T; cota topografica
da base do aqiiifero no valor de —1L e a cota piezométrica observada ao longo do exutério do
aqiiifero igual a zero, tornando o potencial de descarga (&) também nulo (zero L*/T). A
condutividade da heterogeneidade encontrada no aqiiifero ¢ a centésima parte daquela
observada na maior parte (0,01 L/T).

Dois cenarios sdo apresentados. No primeiro, o balango da lagoa observado no aqiiifero
¢ nulo, onde a recarga ¢ igual a descarga em dire¢do a fronteira drenante, e da mesma forma a
lagoa, onde a lamina precipitada ¢ igual a evaporada no espelho de 4dgua. No segundo, a
chegada da estacdo seca ¢ concebida de tal forma que a recarga direta do aqiiifero ¢ anulada e
as perdas atmosféricas da lagoa superam as precipitagdes em 0,01 L*/T, equivalente a uma
lamina de 4.10™L/T,

A representacdo do escoamento esperado no aqiiifero para essas condi¢des ¢ obtida
utilizando-se a sobreposicdo dos elementos analiticos adequados para os contornos
apresentados no interior do aqiiifero (lagoa e heterogeneidade) e a representagdo de fronteiras
externas ¢ feita mediante as técnicas de transformagao de dominio e de geragao de imagens. A
fim de se evitar a sobreposicio de pontos de controle, a poligonal que define a

heterogeneidade atravessa o interior da poligonal da lagoa.
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Os elementos sdao utilizados com o comprimento unitario (L = 1L) nas faces de cada
poligono, totalizando-se trinta e nove elementos retilineos mais a recarga regional (40
elementos). O matriz de solu¢do do modelo possui uma quantidade de linhas igual a de
colunas (sem sobrespecificacdo) atingindo-se ordem 119. Considerando-se o computador
utilizado para a simulagdo (IBM PC, processador Celeron 1GHz, RAM 256MB, S.O.
Microsoft Windows), embora uma matriz pequena, o tempo consumido pelo o interpretador
Python 2.1 na montagem da matriz ¢ de 34,802s e na solucao do sistema linear ¢ de 0,05386 s.
O tempo consumido para a tarefa ndo é pequeno e ndo representa uma vantagem em relagdo a
implementagdes de outros métodos de simulacdo de escoamento subterraneo. Entretanto, ¢
possivel acreditar em redugdes 90% do tempo computacional utilizando-se linguagens de alto
desempenho.

A distribuicdo de cargas piezométricas obtida para o primeiro cendrio ¢ ilustrada na
Figura 4.5.2 em uma ampla faixa do dominio e detalhada proximo aos elementos na Figura
4.5.3a. Observe-se que as condi¢des de escoamento impostas sobre ambas fronteiras do

aqiiifero sdo satisfeitas.
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Figura 4.5.2 — Distribuicao de equipotenciais para o aqiiifero

O segundo cenario ¢ modelado de forma semelhante. No entanto, os elementos

transientes sdo empregados mediante apenas o Método de Imagens. O intervalo de tempo com

2

. : . L :
o qual é feito o calculo dos esforcos ¢ definido utilizando-se At=—"T" (devido a
a

Zaadnoordijk e Strack, 1993), onde Lyin € 0 comprimento minimo dos elementos utilizados
no modelo (L = IL) e a, a difusividade hidraulica do aqiiifero. O tempo computacional ¢ a
soma do consumido na solu¢gdo do modelo estacionario mais o tempo necessario para a
sobreposi¢do dos efeitos ao longo de 50 passos de At, totalizando-se 18.360s.

A evolucdo das cargas piezométricas ¢, entdo, obtida conforme ilustrado nas Figura
4.5.3. Observa-se que as condi¢gdes de contorno sdo mantidas ao longo de ambas fronteiras do
aqiiifero. No entanto, ocorre o desvio dos potenciais em relagao ao especificado a medida que
se afasta da regido dos elementos, devido ao truncamento da série de imagens dos elementos

transientes.
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Figura 4.5.3 — Detalhe da distribuicdo de equipotenciais em torno do lago. Em cada

instante de tempo (1) as cargas piezométricas tornam-se menores.

A solucdo obtida nos elementos satisfaz as condigcdes especificadas para seus
respectivos contornos. Observe-se que a carga piezométrica ¢ mantida constante ao longo da
borda do lago. Ao longo das bordas da heterogeneidade sdo observadas, igualmente, a

continuidade e a suavidade das cargas piezométricas.
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Capitulo 5

IMPACTO DA CAPTACAO DA ADUTORA AGRESTE/TRAIRI/POTENGI
SOBRE A LAGOA DO BONFIM

Neste capitulo, os elementos analiticos sdo aplicados ao estudo do escoamento
subterraneo em uma regido utilizada como fonte de captacdo de agua do Sistema Adutor
Agreste/Trairi/Potengi, no Rio Grande do Norte. A captagdo do sistema ¢ feita de forma mista
sobre o Aqiiifero Barreiras e sobre a Lagoa do Bonfim. O Agqiiifero Barreiras ¢ caracterizado
como Agqiiiferos Longos e seu escoamento, natural e induzido pela captagao, sdo modelados
tanto em regime permanente como transiente. Embora o impacto do sistema sobre a Lagoa
tenha motivado diversos estudos, o presente estudo contribui para a questdo fornecendo uma

calibragdo dos parametros hidraulicos e simulando cendarios de seca na regido.

5.1 Area de Estudo

A area de estudo encontra-se sobre uma pequena faixa do Agqiiifero Barreiras (parte
superior da Figura 5.1.1), localizada na costa leste do Estado do Rio Grande do Norte. A
Lagoa do Bonfim possui, aproximadamente, um volume igual a 83 km® ¢ uma 4rea de espelho
de 4gua igual a 8 km? e é a maior do Sistema Lacustre Bonfim (parte inferior da Figura 5.1.1),
formado por seis lagoas localizadas na 24* zona UTM entre as coordenadas 252kmE,
9325kmN e 263kmE, 9335kmN.

O Agqiiifero Barreiras constitui-se no principal manancial subterrdneo do Estado,
fornecendo atualmente cerca de 12.803,60 m’/h para abastecimento humano. Até o ano de
2020, é estimado ainda um acréscimo de 4.550,54 m’/h, ou seja de 35%, sobre a atual
demanda do agqiiifero (Hidroservice, 1998). O Sistema Adutor Agreste/Trairi/Potengi, por sua
vez, foi projetado em 1996 para atender uma demanda de 1.628,35 m’/h, até 2016, captando-
se agua, na regido da Lagoa do Bonfim, por meio de pogos tubulares ¢ bombeamento direto
da Lagoa.

No entanto, a operagao do sistema tem ocasionado reducao do volume de agua nas
lagoas da regido (Pereira et al., 2002). Estudos atuais tém procurado avaliar qual ¢é a

capacidade de producao do sistema adutor, dado o nivel minimo do espelho de dgua da Lagoa
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do Bonfim, protegido por decisdo judicial. Batista (2001) avalia que a capacidade do sistema
¢ aproximadamente 50% abaixo do esperado para o horizonte de projeto. Com o iminente
aumento de demanda previsto para a segunda fase do projeto, novos estudos tém sido feitos
em busca de alternativas de locais para a instalagdo de novas baterias de pogos (e.g. Manuel

Filho e Castro, 2002).
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Figura 5.1.1 — Localiza¢do do Aqiiifero Barreiras (acima) ¢ da Area de Estudo (abaixo).

(Modificado de FGV, 1998 e Hidroservice, 1998)
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5.1.1 Clima e Pluviometria

Predominam no Estado os climas muito quente e semi-arido (BSw’h’, na classifica¢do
de Kdppen), com estacdo chuvosa no final do verdo e tropical chuvoso (As’, na classificacao
de Koppen) com estacdo seca durante o verao e chuvosa durante o outono e inverno. A
pluviometria anual em todo litoral leste tem médias entre 1200 a 1500mm (decrescente na

direcdo do interior do Estado) e a evapotranspiragdo potencial ¢ estimada em 1600mm/ano.

5.1.2 Recursos Hidricos

O litoral do Rio Grande do Norte ¢ marcado pela presenca dos exutdrios de bacias
hidrograficas que nascem no sertdo e agreste do Estado e diversas pequenas bacias de
escoamento difuso que ocorrem nas proximidades de exutdrios das bacias maiores (ver Figura
5.1.2). No litoral leste do Estado, oito sub-bacias de escoamento difuso formam a Bacia 16,
com uma érea total de 649,4 km>. O Sistema Adutor Agreste/Trairi/Potengi encontra-se na
Sub-bacia 16-6, que possui uma area de apenas 187,7 km®. A Sub-bacia esta localizada entre
as bacias dos rios Pirangi (Bacia 9) e Trairi (Bacia 10), com areas de 458.9 ¢ 2.867.4 km?,

respectivamente (Hidroservice, 1998).

5.1.3 Geologia

A maior parte do litoral nordestino, portanto também a area de estudo, tem o seu
embasamento rochoso formado por uma seqiiéncia arqueozodica (cristalino), sendo constituida
basicamente de gnaisses, granitos gnaissicos e calcarios cristalinos. Sobre esse embasamento,
toda a faixa central do Rio Grande do Norte apresenta o afloramento de uma seqiiéncia
geoldgica do periodo cretaceo composta de arenitos na parte inferior e calcario no topo,
pertencentes ao Grupo Apodi (também conhecido como Jandaira). No litoral, no entanto, o
Grupo Apodi encontra-se encoberto por sedimentos recentes.

As formagdes sedimentares que ocorrem ao longo de todo litoral do Rio Grande do
Norte pertencem ao Grupo Barreiras, formado por sedimentos terciarios e quaternarios (era
cenozodica). Os sedimentos marinhos tercidrios recebem o nome de Formacao Barreiras. Essa
Formacgao recebe ainda uma cobertura de depositos edlicos recentes (quaternario), chamados

Dunas.
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A presenca das coberturas dunares da regido ¢ caracterizada, segundo Pereira (2001),
por trés camadas. A primeira, as neodunas, que se encontram proximas a linha de costa,
constituidas de areias eolicas quartizosas brancas. A segunda ¢ formada pelas paleodunas,
dunas antigas compostas de areias eolicas bem selecionadas em cores avermelhadas e
amareladas. Por fim, os vales dos rios, ocupados por aluvides de cascalho, limos, siltes e
argilas. No dominio das pequenas lagoas do sistema Bonfim, porém, caracteriza-se uma
interface arenosa entre os sedimentos eo6licos e os nao-eolicos, denominada lengois eolicos, de
cor branco-acinzentada com granulometria fina. Essas camadas ocorrem em depressdes sobre
as quais se instalaram algumas lagoas, entre elas o Sistema Lacustre Bonfim conforme
apresentado na Figura 5.1.3 (Pereira et al., 1996).

O afloramento da Formacdo Barreiras aparece superficialmente a oeste da Formagao
Dunas e estende-se até sua fronteira com o afloramento da bacia sedimentar inferior, a cerca
de 11 km da Lagoa do Bonfim conforme a legenda apresentada na Figura 5.1.3 (Lacerda,
1999 apud Pereira, 2001)"°. A Formacdo Barreiras, nesta regido, ocorre com sedimentos
heterogéneos pouco consolidados, fracamente selecionados, caracterizando-a pela presenca de
arenitos conglomeraticos, a partir da base, seguidos de arenitos argilosos relativamente
homogénecos com significativas e freqiientes intercalagdes de lentes argilosas (IPT, 1982 apud
Pereira et al., 1996)'°. Alguns estudos caracterizam o aqiiifero como semi-confinado, uma vez
que, em seu topo, ocorrem lentes de argila (e.g. IPT, 1982 e Melo, 1995 apud Pereira,
2001)"7. No entanto, a ocorréncia dessas lentes é esparsa e ndo configura a presen¢a de uma
camada continua, configurando-se um sistema aqiiifero tinico denominado Dunas/Barreiras

(Pereira, 2001).

' Lacerda, A.MA. (1999). Caracterizagdo Geolégica e Hidrogeologica da Regido de Monte Alegre — RN.
Monografia de Graduagdo. 83p. Universidade Federal do Rio Grande do Norte. Natal.

' Instituto Paulista de Tecnologia (1992). Estudo Hidrogeoldgico Regional Detalhado do Estado do Rio
Grande do Norte. Secretaria da Indistria e Comércio do Rio Grande do Norte. Vol. 1.

" Melo, J.G. (1995). Impactos do Desenvolvimento Urbano nas Aguas Subterraneas de Natal — RN. Tese
de Doutorado. 196p. Universidade de Sdo Paulo. Sdo Paulo.
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5.1.4 Uso e Ocupacio do Solo

A regido do Sistema Lacustre Bonfim possui claramente uma distingdo na sua cobertura
de solos. Ocorrem dois tipos basicos de solo na regido cuja distribuicao, ou fronteiras seguem
a orientagao da linha costeira. Os solos que constituem a cobertura da parte leste da regido sao
latossolos vermelho amarelo, originados do afloramento dos sedimentos areno-argilosos do
Grupo Barreiras e por isso sdo solos profundos. Na parte leste da regido a cobertura ¢ dada
pelas areias quartizosas também considerados profundos originados dos depositos dunares
(SUDENE, 1971, apud Pereira, 2001)'®.

A ocupacao vegetal ocorre basicamente sob a forma de Florestas Ombrofilas (Matas de
Dunas e Mata Ciliar — rasas e densas) e Floresta Semicaducifélia (florestas de tabuleiros -
arboreas). Essa denominacdo ¢ referente as condi¢des climaticas reinantes. A regido do
Sistema Lacustre Bonfim apresenta vegetagdo ombrofilas concentradas a leste, sobre as
coberturas dunares e floresta de tabuleiros sobre os latossolos. Essa ocupacdo vegetal ¢
caracterizada, portanto, pela presenga de estratos arbdreos (como cajueiros € mangueiras) e
herbaceos (arbustos). Na Figura 5.1.4 ¢ ilustrada a ocupagdo encontrada na area de estudo.

Segundo o RIMA (Relatério de Impactos ao Meio Ambiente) do projeto do Sistema
Adutor Agreste/Trairi/Potengi, a area de estudo compreende areas rurais, com ocupagdes
distribuidas pontualmente nas areas cultivadas e duas sedes municipais: Sdo José de Mipibu,
atualmente com 20377 hab rurais e 14912mil hab urbanos e Nisia Floresta, com 8823 hab
rurais ¢ 8590 hab urbanos. A area cultivada na regido abrange cerca de 1500ha préximos a
Lagoa Ferreira Grande e 600 ha nas proximidades da Lagoa do Bonfim dos quais cerca de
400 ha sao irrigados contra menos de 1% daqueles proximos a Lagoa Ferreira Grande. No
entanto, as lagoas da regido ndo tém um uso consuntivo local significativo. A populacdo fixa
nas areas do entorno da Lagoa do Bonfim ¢é de apenas 600 moradores que e proximo a Lagoa
Boa Agua um lugarejo com cerca de 150 moradores. A populagdo flutuante é constituida
pelos proprietarios de chéacaras e dos usuarios de infraestruturas de lazer, como clubes e
parques, instalados principalmente nas lagoas Carcard com 500 habitantes, Boa Agua com
300 habitantes e a Lagoas do Bonfim com cerca de 340 habitantes. Todo abastecimento

particular de dgua e feito a partir de pocos e captagao direta das lagoas.

'8 Superintendéncia de Desenvolvimento do Nordeste (1971). Levantamento Exploratorio:

Reconhecimento de Solos do Estado do Rio Grande do Norte. Bol. Téc. no 21, 532p. Ministério da Agricultura.

Recife.
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5.1.5 Estudos Anteriores de Potenciometria na Area de Estudo

Com o objetivo de caracterizar o comportamento hidraulico e hidrolégico do Sistema
Lacustre Bonfim, Pereira (2001) realizou uma intensiva campanha de monitoramento. A
campanha foi realizada entre outubro de 1998 e dezembro de 2000 sob condi¢des
pluviométricas abaixo da média (ano de 1999, com 850 mm) e acima da média (ano de 2000,
com 2080 mm).

A partir dos dados obtidos no final da estacdo chuvosa de 1999, Pereira (2001)
confeccionou o seguinte mapa ilustrado na Figura 5.1.5. As linhas isopotenciométricas
apresentadas no mapa foram obtidas manualmente pelo autor (Pereira, 2001). O trabalho
identifica direcdes preferenciais do escoamento subterrdneo e divisores hidrogeologicos
conforme representado na legenda. Foram identificadas as seguintes dire¢des de escoamento:
a entrada de agua a oeste da Lagoa do Bonfim, saidas de dgua da Lagoa nos seus extremos
norte e sul e, a leste da Lagoa, foram identificadas caracteristicas sazonais do escoamento, em
direcdo a Lagoa, na estacdo chuvosa, e contraria a Lagoa, durante a estiagem.

O estudo identifica, ainda, os seguintes divisores hidrogeoldgicos. No lado oeste da
Lagoa, o escoamento dirige-se para trés drenos: o Riacho Pium, o Rio Trairi e a Lagoa do
Bonfim. No lado leste, o escoamento ¢ direcionado pelas lagoas do sistema Bonfim, ainda
pelos rios Pium e Trairi e principalmente pelos riachos Timbd e Boacica e pela costa. Os
divisores e as principais dire¢des de escoamento mencionadas podem ser encontrados na

Figura 5.1.5.
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Manuel Filho e Castro (2002) realizaram uma avaliagdo numérica das condigdes de
exploragdo do aqiiifero na 4rea de estudo. A area simulada foi compreendida pela area entre o
afloramento do cristalino (Sinal de Macaiba) a oeste, o Oceano Atlantico a leste, o Riacho
Pium ao norte ¢ o Rio Trairi ao sul. O modelo numérico de diferengas finitas ¢ construindo
considerando o aqiiifero homogéneo ¢ a interacdo do escoamento subterraneo com os corpos
hidricos da regido. A abrangéncia do modelo ¢ ilustrada na Figura 5.1.6.

As células utilizadas ao longo da linha de costa foram designadas a impor a condi¢do do
primeiro tipo (cota piezométrica igual a zero). A linha de afloramento do cristalino foi
representada por condi¢des do segundo tipo (fluxo através igual a zero). Riachos e lagoas
foram modelados como contornos onde sdo impostas condi¢des do terceiro tipo (cargas
piezométricas e resisténcias transversais ao escoamento conhecidas). Por fim, os sete pogos
do sistema Agreste/Trairi/Potengi foram representados por células onde eram esgotadas
vazdes conhecidas.

Diversos autores avaliam condutividades diferentes na Formagao Barreiras e na
Formagdo Dunas (e.g. Melo e Feitosa, 1998; Pereira, 2001). No entanto, Manuel Filho e
Castro (2002) homogeneizam a condutividade hidraulica em toda a éarea igual a 10,0m/d,
considerando o dominio homogéneo e isotropico em todo o dominio da simula¢do. De modo
semelhante, a cota do topo da formagao cristalina ocorre, em média, com valores de -30m ¢ -
10m, respectivamente, sob as Dunas e sob as Barreiras. Porém, a variacdo deixa de ser
significativa em relacdo as dimensdes da area de estudo, sendo utilizado o valor de -20m em
toda a area. A recarga direta do aqiiifero devido as chuvas foi utilizada segundo estima Melo e
Feitosa (1998) igual a 6,6.10 " m/dia.

O sistema foi simulado considerando-se uma retirada de 1301/s dos pogos mais 100l/s da
Lagoa do Bonfim. Na Figura 5.1.6 ¢ apresentado o resultado da simulagdo. Observa-se que a
distribuicdo de cargas hidraulicas caracteriza a Lagoa do Bonfim influente para o aqiiifero. O
resultado diverge, ainda, do mapa potenciométrico obtido por Pereira (2001), ndo se

identificando as caracteristicas levantadas no trabalho anterior.
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Figura 5.1.6 — Simulacdo da piezometria da regido da Lagoa do Bonfim (Fonte: Manuel

Filho e Castro, 2002)
5.1.6 [Estudos Anteriores de Impactos sobre a Lagoa do Bonfim

A captagdo da adutora Agreste/Trairi/Potengi foi projetada inicialmente para retirar
agua apenas da Lagoa do Bonfim. Apos a ocorréncia do rebaixamento continuo de 1,17m do
nivel de agua em 9 meses (Nov/98 a Ago/99) de bombeamento da Lagoa (Percira et al.,
2002), foram investigadas alternativas para a mitigacdo dos impactos ambientais devidos a
reducdo do volume de 4gua na Lagoa, porém, ainda sem estudos que avaliem qual ¢ sua
eficacia. Estudos hidrogeoldgicos recentes concluiram pela perfuragdo de uma bateria de
pocos suplementares a oeste da Lagoa, entretanto, ndo foram encontrados estudos de

avaliagdo da eventual mitigacdo dos impactos sobre a Lagoa do Bonfim. Atualmente, embora

uma nova bateria de pocos tenha sido instalada em uma regido a leste do Sistema Lacustre
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Bonfim, estudos de avaliagdo de impactos se tornam necessarios a medida que fornecem
suporte ao processo de gestdo dos recursos hidricos.

Pereira et al. (2002) desenvolveram um modelo de balango hidrico de reservatorios com
0 objetivo de estudarem o impacto da captagdo da adutora sobre a Lagoa do Bonfim. Foram
simulados dois cendrios correspondentes as duas etapas de implantacdo do sistema. No
primeiro cenario, o balango da Lagoa ¢ simulado sem a operagdo do sistema. No segundo, ¢
simulada a operagdo prevista para o horizonte de projeto. Os autores demonstram que, no
mesmo periodo observado (Nov/98 a Ago/99) o rebaixamento sem o bombeamento teria sido
48% menor ¢ avaliam o projeto como “muito impactante”. Por outro lado, o rebaixamento da
Lagoa do Bonfim devido ao bombeamento da vazao final de projeto no mesmo periodo teria
sofrido impacto ainda maior, com 71,3% a mais que o natural.

Embora a avaliacao forneca o grau de participagdo do bombeamento no comportamento
do nivel de agua da Lagoa, a metodologia utilizada no estudo permite apenas a avaliagdo de
eventos passados. Batista (2001) estendeu a metodologia para ser utilizada em séries de dados
sintéticos permitindo extrapolar a avaliagdo para cenarios futuros. No entanto, a metodologia
utiliza relagcdes empiricas elaboradas para obter as varidveis envolvidas no balango hidrico da
Lagoa em fungdo de variaveis hidrometeoroldgicas, ndo permitindo, por exemplo, a inclusao

ou retirada de pogos da regido.

5.2 Modelagem do Escoamento Subterraneo e Calibracgao

Modelos de escoamento permitem facilmente a inclusdo ou retirada de pogos,
permitindo, portanto, a reconfiguracdo do sistema. Embora trabalhos anteriores tenham
construido modelos de escoamento sobre a area de estudo (Manuel Filho e Castro, 2002),
nesta se¢do ¢ construido um novo modelo considerando-se diferencas de condutividade
hidraulica no dominio. A interacdo do escoamento subterraneo com aguas superficiais, por
sua vez, ¢ representada por meio do balanco hidrico fornecendo uma avaliacdo da cota do
espelho em funcdo de diversos cendrios. A modelagem a seguir utiliza, ainda, a metodologia
de calculo apresentada nos capitulos 3 e 4, contribuindo, assim, com mais um aspecto inédito

no estudo dos impactos fisicos do projeto.

5.2.1 Modelo Conceitual
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O Aqiiifero Barreiras estende-se por uma longa faixa que extrapola a area de estudo
com largura aproximadamente constante e igual a 25km. As fronteiras panoradmicas do
aqiiifero, em toda sua extensao, sdo dados pela linha de costa e pelo afloramento do cristalino.
O aqiiifero é composto por duas formagdes (Barreiras e Dunas) depositadas homogeneamente
sobre uma formagao impermeavel localizada aproximadamente a cota de -20m em relagao ao
nivel do mar. O topo do aqiiifero coincide com a topografia do terreno e a superficie
potenciométrica aflora sobre o terreno através dos corpos de agua.

Embora os diversos estudos de monitoramento apresentem variagcdo espacial em suas
estimativas de condutividades e espessuras no contexto da Formagdo Barreiras (e.g. Pereira,
2001), grande parte dos autores conclui pela homogeneidade hidraulica do meio. Por outro
lado, diversos autores igualmente concluem pela homogeneidade do conjunto
Dunas/Barreiras. Entretanto, dado que as variagdes espaciais citadas ocorrem em torno de
valore diferentes nas Barreiras e nas Dunas, o modelo conceitual deste trabalho define,
hidraulicamente, ambas formag¢des de maneira distinta.

A entrada de 4gua no sistema aqiiifero, por sua vez, ocorre, predominantemente, por
meio da infiltragdo direta de chuvas. A variabilidade da taxa de recarga ocorre em fun¢do dos
diversos usos e ocupacdes praticados sobre o solo. No entanto, conforme caracteristicas
levantadas sobre a 4rea, ndo sao observadas presencas significativas de regides
impermeabilizadas, ou ainda de regides irrigadas. Por outro lado, a presenca de vegetacao rasa
e arborea em areas distintas, embora significativa, ndo possui estudos de evapotranspiragao
real. Assim, a recarga do sistema ¢ definida uniformemente distribuida e serd calibrada no

modelo em funcao da potenciometria obtida em Pereira (2001).

5.2.2 Base de Dados

Estimativas de parametros hidraulicos do escoamento, das condi¢des do escoamento na
fronteira, etc. demandam atividades de monitoramento do aqiiifero e seus contornos, bem
como da hidrometeorologia e do comportamento de seus usudrios (uso/ocupagdo dos solos).
Os dados apresentados nesta se¢do constituem-se na base de dados utilizada na alimentagao
do modelo computacional propriamente dito.

No Rio Grande do Norte, diversos 6rgados tém cumprido as tarefas de monitoramento
dos seus sistemas hidricos. Por intermédio desses 6rgdos tem-se levantado a base de dados
necessaria para a constru¢do do modelo computacional (Tabela 5.2.1). A base cartografica

deste trabalho foi obtida a partir do Plano Estadual de Recursos Hidricos (Hidroservice, 1998)
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e da Superintendéncia de Desenvolvimento do Nordeste (SUDENE, 1983a,b). O histérico dos
volumes de 4dgua produzidos no sistema de captacio foi obtido na Companhia de Aguas e
Esgotos do RN (CAERN, 2002)", enquanto os dados de monitoramento foram obtidos na
SERHID (2002)". Os dados hidrometeoroldgico, por sua vez, foram coletados na Empresa de
Pesquisa Agropecuaria do Estado (EMPARN, 2002)", na Universidade Federal do RN
(Estacdo Climatologica da UFRN, 2002)"” e no Comando Aéreo de Treinamento de
Parnamirim (CATRE, 2002)".

Tabela 5.2.1 — Bases de dados utilizadas para o trabalho

Tema Base Denominagéo Autor Data/
Periodo
Hidrografia Cartografica | Caracterizagdo Hidrogeoldgica dos | Hidroservice 1998
Aquiiferos do RN.
Topografia Cartogréfica | Carta Topografica Folhas Natal SB | SUDENE 1983a,b,c
25-V-C-V e Sao José de Mipibu
SB 25-Y-A-Il e SB 25-Y-A-lll.
Uso e Ocupacao do | Cartografica | Mapa de uso e ocupacéo do solo. |Hidroservice 1998
Solo
Formacdes Cartografica | Caracterizagdo Hidrogeolégica dos | Hidroservice 1998
geoldgicas Aquiferos do RN.
Monitoramento Cartogréafica | Mapa potenciométrico do aquifero | Pereira 2001
Hidrogeolégico livre da regido do Bonfim — RN.
Tabular Piezometria dos pocos e do|SERHID 1999-2002
sistema de lagoas.’
Monitoramento Tabular Pluviometria diaria de Nisia| EMPARN 1992-2002
Hidrometeoroldgico Floresta.”
Climatologia diaria de Natal.” Estacao 1992-2002
Climatolégica
da UFRN
Climatologia mensal de | CATRE 1960-1999
Parnamirim.”
Monitoramento Tabular Volumes mensais produzidos para | CAERN 1999-2002
Operacional a adutora Trairi/Potengi.”

() Informagdes cedidas mediante solicitagdo por oficio.

" Informagdo cedida mediante solicitagio por oficio.
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5.2.3 Modelo Computacional

A construcdo do modelo computacional de dguas subterranea da area de estudo ¢ feita
utilizando-se o Método de Elementos Analiticos (capitulo 3) adaptado a semi-planos (capitulo
4). Foram utilizados os programas GNU TimSL 0.3 estendido (se¢do 3.5) e o programa
apresentado no capitulo anterior (se¢do 4.4).

Observando-se o fato de que as linhas da costa e do afloramento seguem a mesma
tendéncia durante um trecho bastante longo, o dominio do modelo ¢ caracterizado por duas
linhas retas paralelas (Figura 5.2.1). Nesse primeiro momento, ¢ feita uma abordagem
panoramica do aqiiifero estudado, ndo sendo, ainda, abordada a escala da area de estudo (ver

destaque feito pelas linhas tracejadas na Figura 5.2.1).

[ Vﬁ% - "‘»..

N

Linha costeira

/ ,

Afloramento do
cristalino

Figura 5.2.1 — Aproximacdo geométrica do Aqiiifero Barreiras proximo a Area de

Estudo

Na abordagem panoramica, as propriedades do aqiiifero e sua recarga sdo representadas
uniformemente distribuidas. Pode-se observar que, nesta etapa da construcao do modelo, o
aqiiifero ¢ abordado de uma maneira bastante simplificada. Matematicamente, ¢ representado
apenas o efeito do escoamento devido a recarga panoramica, expresso pela formula do

escoamento unidimensional entre dois drenos (se¢do 4.3). Os pardmetros adotados nesta etapa
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da modelagem foram obtidos em estudos anteriores (e.g. Pereira, 2001 e Melo e Feitosa,
1998). A taxa de recarga, no entanto, ¢ avaliada neste trabalho por meio da calibra¢do da
potenciometria anterior & implantacdo do sistema.

A representacdo dos efeitos produzidos na area de estudo constitui a segunda etapa da
constru¢do do modelo computacional. Nessa etapa ¢ feita a aplicagao de Elementos Analiticos
ao modelo. A Formacdo Dunas e a hidrografia local sdo representadas por meio de elementos
retilineos, exceto as pequenas lagoas a leste da Lagoa do Bonfim, que sdo representadas por
elementos dipolo e poco.

A Formagdo Dunas apresenta uma condutividade hidraulica média diferenciada da
Formagao Barreiras (e.g. Pereira, 2001 e Melo e Feitosa, 1998). Dessa forma, os contornos da
Formagdo Dunas sdo representados por meio de elementos linedoublets.

A representagdo de riachos, lagoas e pocgos da regido ¢ feita utilizando-se elementos
linesinks. Sdo dispostos linesinks sobre a Lagoa do Bonfim e a hidrografia proxima a Lagoa
até uma distancia pragmaticamente arbitrada em 10 km na direc¢ao longitudinal do aqtiifero. A
condi¢do de contorno utilizada nos riachos ¢ do primeiro tipo, ou seja, cargas piezométricas
conhecidas ao longo do corpo hidrico. Os valores utilizados sdo retirados das cotas
topograficas das margens dos cursos de agua. A disposi¢do dos elementos utilizados ¢
ilustrada na Figura 5.2.2.

Os elementos utilizados na representacdo da Lagoa do Bonfim, impdem ao escoamento
a condi¢do do segundo tipo. Dessa forma, o balanco hidrico da Lagoa, obtido dos dados
hidrometeorologicos coletados neste trabalho (ver segdo 5.2.2), é imposto sobre o
escoamento. De maneira semelhante, ¢ imposto o balango hidrico atmosférico das demais
lagoas do complexo, no entanto, os elementos utilizados sdo as fungdes dipolo e poco. Os
pocos de bombeamento, por sua vez, da mesma forma, impdem seu efeito sobre o modelo por
meio da fungdo poco utilizando-se valores de vazdes de bombeamento conhecidas.

Foram utilizados neste modelo 576 elementos de segunda ordem. Assim, sdo resolvidas
1994 incognitas correspondentes aos esfor¢os naqueles elementos cujos pardmetros ndo siao
conhecidos a priori. Utiliza-se, ainda, trés pontos de controle por elemento retilineo,
sobrespecificando os elementos e totalizando-se 2823 equagdes. O arquivo de entrada para as

simulagoes feitas a seguir encontra-se no CD em anexo.
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Figura 5.2.2 — Disposi¢io de Elementos Analiticos sobre a Area de Estudo
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5.2.4 Calibracao

O valor de recarga regional foi obtido de forma a calibrar o nivel de 4gua da Lagoa do
Bonfim. Batista (2001), utilizando um modelo de balang¢o hidrico de reservatorios, simulou o
comportamento do nivel de d4gua na Lagoa do Bonfim para a série histérica de precipitacdes
da regido. Em seu estudo foi encontrado um valor médio da cota do espelho de
aproximadamente 41,65m, portanto, a cota a ser utilizada na calibracdo da recarga.

O modelo foi construido conforme descrito na se¢do 5.2.3 ¢ os dados foram utilizados
de acordo com os valores apresentados na Tabela 5.2.2, extraidos de trabalhos anteriores (e.g.
Pereira, 2001 e Melo e Feitosa, 1998). E considerada, ainda, uma taxa de evapotranspiracao
potencial sobre o espelho de dgua das lagoas de 146,31mm/més. Dessa forma, a taxa de
recarga foi calibrada em 24,0 mm/més, fornecendo a cota de espelho desejada na Lagoa do
Bonfim. Este valor é 25% superior ao utilizado dos trabalhos anteriores, no entanto,
considerando-se a escassez de estudos acerca deste parametro, o valor aqui obtido pode ser

utilizado como uma verificacdo de sua ordem de grandeza.

Tabela 5.2.2 — Valores de Parametros Hidrogeologicos Disponiveis na Literatura

Meio Condutividade | Cota da base | Porosidade | Taxa de Recarga
(m/més) (m) (%) (mm/mes)
Formacao Barreiras 300,0 -20,0 10,0 18,0
Formacao Dunas 123,0 -20,0 3,0 18,0

Embora potenciometrias verificadas em campo configurem um instante particular de um
escoamento em regime nao-permanente, os dados hidrometeorolégicos registrados durante o
estudo de Pereira (2001) sdo proximos dos valores médios. Assim, a potenciometria obtida ¢
confrontada com a potenciometria de Pereira (2001) na Figura 5.2.3.

Muito embora, a resposta obtida do modelo ndo reproduza a superficie potenciométrica
em toda a area de estudo, a potenciometria simulada reproduz o sistema de fluxo identificado
em campo. Regides onde a simulacdo apresenta diferengas a partir do comportamento
observado sdo representativas de heterogeneidades do meio ndo caracterizadas nas

investigagdes anteriores e, portanto, ndo declaradas ao modelo.
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5.2.5 Resultados e Discussoes

Esta secdo encontra-se dividida em duas partes. Na primeira, a mitigacdo do impacto da
captagdo sobre a Lagoa do Bonfim por meio de pogos suplementares ¢ avaliada. Em seguida,
a ocorréncia de um evento hidrolégico extremo ¢ discutida a fim de se identificar o impacto

do projeto sob condi¢des naturais extremas.

5.2.5.1 Avaliacdo da Mitigacao do Impacto sobre a Lagoa do Bonfim

Visando uma avaliacdo da influéncia da implantacdo da primeira bateria de pogos
auxiliares do Sistema Adutor Agreste/Trairi/Potengi sobre o espelho de agua da Lagoa do
Bonfim, sdo considerados dois cenarios. No primeiro cendrio ¢ simulada a potenciometria da
regido considerando-se a capta¢do apenas na Lagoa. No segundo cendrio ¢ introduzido o
bombeamento dos pogos (ver Tabela 5.2.3) e utilizado o valor médio dos volumes bombeados
na Lagoa apos o inicio da operagdo dos pogos. Assim, no primeiro cendrio, ¢ utilizado o

volume médio produzido na Lagoa durante Nov/98 a Mai/00 (Q =500.000 m’/més) e no

segundo cenario, o volume produzido na Lagoa, entre Jul/00 e Mar/02 (Q =281.016,0

m’/més). Os volumes médios bombeados em cada poco, durante o mesmo periodo, sdo

apresentados na Tabela 5.2.3.

Tabela 5.2.3 — Localizagao e Vazdes de Bombeamento dos Pocos da Adutora

Pocos UTM E UTM N Vazdes
(m) (m) (m*/més)

1 2541842 93299424 48200,0

2 253673,7 9330168,1 44700,0

3 252536,4 9330893,8 39600,0

4 252707,2 9331760,6 23500,0

5 252757,14 9332137,4 59700,0

6 251867,75 | 9333917,16 25000,0

7 253057,4 9329284,2 42000,0
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Figura 5.2.4 — Comparacdo entre a Potenciometria do Cenarios Estacionarios da Captagdo apenas na Lagoa (linhas tracejadas) e da

Captacao Mista (linhas continuas).
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A distribuicao obtida em ambos cenarios ¢ ilustrada na Figura 5.2.4. Em ambos cendrios
sao encontrados valores ainda ndo confirmados pelo monitoramento atual da Lagoa. Somente
uma calibrac¢do das porosidades das Dunas e das Barreiras permitiria uma avaliacdo do tempo
necessario para a estabilizacdo da potenciometria apds a implantagdo do projeto,
promovendo-se assim a verificacdo do modelo. Entretanto, embora a avaliacao de cenarios em
regime estacionario ndo necessite de dados de porosidade, o resultado pode ser utilizado como
avaliacdo tendo em vista a redugdo média do espelho de agua da Lagoa observada de
aproximadamente dois metros em seis anos de operacdo. Devido a extensdo do escoamento, o
tempo necessario para o estabelecimento do escoamento originado pela captacdo pode ser
ainda maior.

Na Figura 5.2.4, apresenta-se, a simulacdo da potenciometria estaciondria obtida da
captacdo simples da Lagoa (linhas tracejadas) e da captagdo mista (linhas continuas),
introduzindo-se o bombeamento dos pog¢os. Em ambos cenarios, observa-se cotas
potenciométricas inferiores aquelas simuladas com sem a presenca da captagao (Figura 5.2.3,
linhas tracejadas). No primeiro cenario, representando a configuracdo original do projeto
(captacdo simples), obtém-se uma diferenga maxima de 6,18m, localizada sobre o espelho de
agua da Lagoa. No segundo cenario, configurando a agdo mitigadora prevista no projeto
(suplementacdo da captacdo por meio de pogos), obtém-se uma leve recuperacao do espelho

de dgua de 0,82m apoés atingir novamente o regime estacionario.

5.2.5.2 Avaliacdo do Impacto Devido a Auséncia de Recarga Direta na Regido

Considerando a ocorréncia de secas na regido, ¢ avaliado agora o impacto da captagao
sob um cenario onde ndo ocorre recarga do aqiiifero. A seca avaliada refere-se a um periodo
de dois meses onde ¢ simulada a auséncia total de precipitacdo na area de estudo. Assim, a
partir do regime estacionario do bombeamento do Sistema Lacustre, ¢ simulada a ocorréncia
da seca. Embora a estagdo seca da regido seja compreendida durante todo verdo e inicio do
outono (em média quatro meses), o periodo compreendido pela simulacdo encontra restrigdes
devido ao grande tempo de processamento demandado pela formulacao transiente do Método
de Elementos Analiticos (ver se¢do 4.5).

Os resultados, ilustrados na Figura 5.2.6, permitem visualizar mudangas na
potenciometria devido ao processo de reconfiguracdo do escoamento no instante que a seca
atinge dois meses de duracdo. Nesse instante, observa-se um acréscimo no rebaixamento

permanente do espelho de agua da Lagoa o Bonfim de aproximadamente 0,5 m. Com a
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continuagdo do evento, valores ainda maiores poderdo ser encontrados, entretanto, o resultado
apresenta-se com a mesma ordem de grandeza encontrada em monitoramentos limnimétricos
entre janeiro e margo de 2001 (ver Figura 5.2.5). As discrepancias entre o resultado e a

reducdo observada podem ser devidas a ocorréncia de recargas ainda no inicio de janeiro.

9326000l |
249000

I I I
coaaog 232000 234000 236000 233000 Ze0000 262000 2e4000 2es000

Figura 5.2.5 — Potenciometria Comparativa do Cenario Permanente (linhas tracejadas)

e do Cenario Transiente Devido a Seca (linhas continuas).

Periodo Jan/2001 a Mar/2001

40,800 -
40,750 1 40,744
40,700 -
40,650 -

40,600 -

Nivel de 4gua

40,550 4
40,500 4

40,450 40,444

40,400 : : : : : : : : : :
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
dias

Figura 5.2.6 — Redugéo do Nivel do Espelho de Agua da Lagoa do Bonfim entre
Janeiro e Marco de 2001 (Fonte: SERHID)



Conclusoes

A representacao de fronteiras de Aqiiiferos Longos por meio de Elementos Analiticos
pode introduzir duvidas quanto ao posicionamento dos mesmos ou, ainda, efeitos de borda a
simulacdo. Neste sentido, a hipotese de Aqiiiferos Longos introduz realismo a modelagem
uma vez que os contornos externos do aqiiifero sdo mapeados convenientemente pelo eixo de
um semi-plano.

O programa GNU TimSL 0.3 (Bakker et al., 2002), onde elementos estacionarios ¢
transientes de primeira ordem ja& haviam sido implementados, foi estendido de modo a
compreender as corre¢des e melhorias obtidas neste trabalho. Foram implementadas as
expressoes dos elementos estacionarios de segunda ordem de Strack (1989) e as imposigdes
de continuidade e suavidade dos polindmios obtidas na se¢do 3.2.4 obtendo-se uma
suavisacdo vantajosa para a representagdo do escoamento. As expressdes de elementos
transientes utilizadas na versdo original do programa produziam resultados insatisfatorios para
a utilizacdo desses elementos em modelos. Os comportamentos indesejados foram
identificados e corrigidos, obtendo-se, entdo, resultados mais regulares para o comportamento
dos elementos. Além disso, foram formulados novos elementos transientes utilizando-se
distribuicdo de esforcos de segunda ordem, verificando-se maiores suavidade e precisdo em
relacdo aos elementos de primeira ordem.

O acoplamento do Método de Imagens para elementos estacionarios e transientes ¢
facilmente obtido (capitulo 4). O mapeamento de elementos mediante transformagdes de
Schwarz-Christoffel, no entanto, exigem a reformulagdo dos mesmos. Os elementos
estacionarios estdo reformulados para o mapeamento de Aqliifero Longos caracterizados por
apenas duas retas. As integrais utilizadas, neste caso, necessitam ser resolvidas de forma
hibrida, parte analiticamente e parte numericamente mediante quadraturas. A reformulagado
obtida ndo ¢ valida para elementos transientes, assim, a utilizacdo estes elementos em
Aqiiiferos Longos pode ser feita, mediante o0 Método de Imagens visando a representacdo das
fronteiras do agqiiifero. Neste caso o uso do Método de Imagens ¢ feito assumindo-se um
truncamento no nimero de imagens, introduzindo-se erros na simulacdo em relagdo as
condi¢des especificadas na fronteira do dominio & medida que os transitérios sdo propagados.
A metodologia de Aqiiiferos Longos também foi adicionada ao programa Tim®" estendendo-

se a aplicabilidade do programa para a utilizagdo de elementos em aqiiiferos semi-infinitos.
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O modelo de Elementos Analiticos baseado na hipdtese de Agiiifero Longo,
apresentado no capitulo 5, por fim, obteve bons resultados de calibragdo em relacdo a
potenciometria de uma regido do Agqiiifero Barreiras no Estado do Rio Grande do Norte.
Ainda no mesmo capitulo o modelo ¢ utilizado na avaliagdo de impactos permanentes (em
regime estaciondrio) do Sistema Adutor Agreste/Trairi/Potengi sobre a Lagoa do Bonfim e
impactos transientes (simulagdo da auséncia de precipitagdes na regido). Os resultados da
calibragdo apontam uma recarga média de 24mm/més e condutividades hidraulicas de
10m/dia na Formagdo Barreiras e 4,1m/dia na Formacdo Dunas. A avaliagdo de impactos
fornece uma reducdo permanente de 5,36m sobre o nivel de dgua da Lagoa do Bonfim.
Embora a reducio ainda ndo tenha sido verificada in loco, E realizada, ainda, uma simulagio
da potenciometria devido a operagdo do Sistema sujeita a dois meses na auséncia de recargas
diretas. Durante a simulagdo do cendrio de seca, o nivel de agua da Lagoa sofre um
decréscimo de aproximadamente 0,5m. O periodo compreendido pela simulagdo sofre
restri¢des neste trabalho devido ao grande tempo computacional exigido pela formulagao dos

elementos transientes.
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Apéndice A

DETERMINACAO DO POTENCIAL COMPLEXO PARA ELEMENTOS
ESTACIONARIOS

A.1 Elementos Circulares

Os elementos circulares foram discutidos e utilizados neste trabalho conforme Strack
(1981) a partir de funcdes de dipolo posicionadas no centro de cada elemento desejado.
Embora a fungdo dipolo tenha sido discutida apenas para a aplicacdo de um lago circular, a
fun¢do pode ser empregada semelhantemente na representagdo de regides circulares de
diferentes condutividades especificando-se a condicdo de contorno da Eq. 3.4.15. As
aplicagdes de regides heterogéneas circulares em escoamentos subterraneos sao diversas e t€ém
crescido significativamente na caracterizagdo de aqiiiferos com grau de heterogeneidade
elevado (e.g. Dagan et al. 2003, Fiori et al. 2003, 1. Jankovi¢ et al. 2003). Elementos
circulares podem ser apresentados a partir de uma distribuicdo de densidade assim como nos

elementos unifilares em Salisbury (1992 apud Jankovi¢,1997, pag. 56)* como:

DAL
n , para|Z[<1
Q= . Eq. A.1
DAz
= , para|Z [>1

onde 4 ¢ o nimero complexo que denota intensidade e orientagdo do dipolo e Z; é a

C
coordenada adimensional definida em fun¢ao da coordenada do centro z ¢ do raio R,como:

Z=(z-12)/R Eq. A2

A.2 Elementos unifilares

% Salisbury, M.L. (1992) Control equation formulation for circular inhomogeneities in the analytical

element method. Dissertagédo (Mestrado). University of Minnesota.
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A.2.1 Linedipole e linedoublet

A solugdo da integral linedipole ¢ dada no capitulo 2 (Eq. 2.3.16) por:

=D 271 w2 Eq A3
2 Z+1

onde (Z) ¢ expresso na forma de Eq. 2.3.14:
wZ)=> az' Eq. A4
i=0
sendo g; ¢ um coeficiente real e p(Z) um polindmio de ordem n-1 escrito na forma Eq. 2.3.15:
n-1
p(Z)=>hb,Z". Eq. A5
m=0

Uma linedoublet tem a mesma defini¢ao que uma linedipole a menos da orientagdo do

dipolo que ¢ girado de um angulo /2 (=arg (i)), portanto:

Q:—Lz_)lnﬂJrip(Z) Eq. A.6
27 Z+1

Os termos p e A podem ser determinados mais uma vez sujeitos as condigdes prescritas

na se¢ao 2.3.2.
A.2.2 Linesink

No capitulo 2, apresenta-se a definigdo de uma linha pogo pela expressdao Eq. 2.3.1

como:
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Q= [ZIn(z-5)dé Eq A7
27T

z

A integracao por partes da expressdo Eq. 2.3.10

2

1 ¢ u 1 ¢
Q=—— do=— In(z-¢6 Eq. A.8
2r11-0 27z-][ﬂd n( ) a

conduz a:

_L 2 _2 B 1 _1 _Léd_/,l B
Q_zﬂ[/,z(z)ln(z Z)— u(z)In(z z)} 27r-1[d51n(z 0)do

z

Utilizando-se a defini¢do Eq. 2.3.2:

du_ 0t o -ia Eq. A9
ds  dé

Observando-se que =YY" — ¥~ ao longo do elemento e que
OV -¥Y7)/oE=-oc=du/d& Eq. A.10

obtém-se na expressao do linedipole um termo idéntico a defini¢do Eq. 2.3.1:

Q= L[,u(;)ln(z — é) — ,u(é)ln(z — é)} —Lj.O'lIl(Z —-oxydé Eq. A.11
2z 27+

z

de forma que uma linesink pode também ser definida pela expressao:
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Q py 1 [u(é)ln(z - é) —u(é)ln(z - é)} Eq. A.12
1 VA

A expressao acima pode ser utilizada com vantagem sobre a defini¢do Eq. 2.3.1 face ao
comportamento do ramo. Considerando-se uma cadeia formada por elementos linesink,
ocorrera ramo no prolongamento de cada elemento em dire¢do a —oo. O ramo de uma cadeia
de linesinks escritos de acordo com a defini¢do Eq. A.12 combina o ramo de cada dipolo,
notado apenas sobre cada elemento, mais o ramo do pogo localizado no primeiro ponto da
cadeia. Como mencionado na sec¢ao 2.3.1, o ramo pode ser utilizado como uma avaliagdo do
aporte de vazdo no elemento. No caso de elementos modelados segundo a definicao Eq. A.12,
o ramo fornece o aporte para toda a cadeia de elementos (e.g. rios e lagos) e ser utilizado, por

exemplo, como uma condi¢ao de contorno.
A.2.3 Areasink
As descontinuidades de potencial A® e descarga AQ sdo eliminadas para uma areasink

somando-se as correcdes para ambas descontinuidades dadas respectivamente pelas fungdes

linedoublet e linesink (ver Eq. 3.2.20 e Eq. 2.3.1) na forma de:

b 2,(5)

1 b
Q=-— §Cz—5 +—”§Caln(z—5)ds Eq. A.13

Utilizando-se a relagdao Eq. A.9 e integracdo por partes para a segunda integral, resulta:

G- L M §”(5) do - ” i (26|, Eq A.14
27r ¢

b
A funcdo u define o ramo ao longo do contorno C, logo:

b

b du
§Cads=—§CEdS:Q Eq. A.15
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Assim, a expressdo do areasink é definida como:

b

/1(5) ﬂ(5) Q B
2ﬂ§c d§+2 In(z-2z,) Eq. A.16

b
Q== 2m§cz—§

Reunindo-se as duas primeiras integrais da expressao Eq. A.16 em uma apenas, tem-se:

i

1 M) s [
2 §c 15 do 2[1(5)+'ft(5)]lnz,+l+P(Z) Eq. A.17

e o potencial torna-se:

] b
sbz = ——Z{[/l(5) +1 ﬂ(§)]1n¥+ P(Z)} +2gln(z -1)) Eq. A.18

27 ‘ Z+1

i
Observe que a expressdao Eq. A.18 contém n mudangas de coordenadas do tipoZ .

b
Strack (1989) reescreve o potencial Q de forma que apenas uma mudanga de coordenadas (&)

torna-se necessaria. Substituindo-se em Eq. A.18 as seguintes expressoes:

zj+1=1§_—g",zj—1=§—§‘+1 zf_1=(§_§ix§_§;'“) Eq. A.19
L& =¢) L& =¢) 1e-¢)
b
o potencial QQ é encontrado como:
b g §j+1
(J_Z o l:;(ln I-¢, +p; (g”)} Eq. A.20

P(Z) ¢ determinado reescrevendo-se Eq. 3.2.59 como:

b b
;_(:%(/jl+y):czgz+cl§+c0 Eq. A.21
J J

j j j
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Substituindo-se as relagdes Eq. A.19 em Eq. 3.2.60, tem-se:

§j+1_§j §j+1_§j

1'2 2§j+1_§j J'1 §j+1_§j : :

=t S £, — 48 Eq. A23
0~ 2 j+1 - 2 \5j i’750 0 27 i q- A
j é,ﬁl é,j

b
e fazendo Q — ¢ ' quando ¢ — o na equaciio Eq. A.20, pode-se escrever:

§=Cp 1= () o, G
In I-¢, n1 4/ ln( (J ln(l c ) Eq. A.24

A expansdo dos ultimos termos em série de Taylor fornece:

C_é/ﬁl wi(;ﬂJ wi(_]m OOM Eq. A.25
"o, & 2 PIe v

Retornando-se Eq. A.20, tem-se:

b

g:i ——(c &2 +C1g+c)z ’“gg‘ —p &) Eq. A.26
i

i

Escrevendo o primeiro termo da expressdo como a soma de um polindmio de ordem um
;. -1
e o segundo como uma série que converge para zero quando ¢ = 0, Strack (1989) apresenta

o seguinte resultado:

b

Q=—ﬁ[cg(f,ﬂ—§j)4+%c_z<4,il—§f>+c_1<f;j+1 g ﬂ +—Zb <

]

Eq. A.27
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2 2 1 1
onde b, =56, (¢] =7~ — T g ¢,
] J

Como o segundo termo na Eq. A.27 é nulo (™ = 0) e o potencial também deve ser

nulo (Q — ¢ quando ¢ — ) o polinémio p;j ¢ dado pelo termo entre colchetesna  Eq.

A.27 comordem n—1, n =2 (ver Eq. 2.3.15). Utilizando-se as defini¢des Eq. A.22, tem-se:

a_l = (§j+1 ; ) =73 (§J+l éj ) ’ Eq A28
J i

a_ _% (é,ﬁ—l é, )+C (é,ﬁ—l ;1)
i

j Eq. A.29
(§J+1 §j )_Z(§j+177j+1 =&, +38m0 —385.M;)

Substituindo-se a, € @, no polindmio P; na expressio Eq. A.26, o somatdério no
j ]

primeiro termo de Eq. 3.2.61 produz:

a =3 (5,-¢6)=0 Eq. A.30

j=1 i j=1

n

220 = =3 2[5 =€) =1 amp = &y + 30 = €1am)] Eq. A31

j=1 | j=1

Duas propriedades podem ser extraidas da expressdo acima: a somatdria do primeiro
termo entre parénteses ¢ nula e a somatdria do ltimo termo entre parénteses dividida por dois

fornece a area da poligonal. Assim:
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b
Q= Z(cg +C§+c)ln§ i A (z-12)-"= A Eq. A.32
¢—¢i 4
Para @, ¢ arbitrada a seguinte funcdo de posicao:
: g gj+l
5 In Eq. A.33
" 4z ,Z‘ § =6
a b .
Por fim, somando-se ® a @, tem-se a expressdo completa do areasink:
Z(cg +c§+c+ £ )lné’ Sin AL (z—z)——”A Eq. A.34
j ¢ — é'J . 2T
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METODOLOGIA DE ZAADNOORDIJK PARA DETERMINACAO DO POTENCIAL
REAL PARA ELEMENTOS TRANSIENTES

A metodologia apresentada por Zaadnoordijk (1988) para a formulagao de elementos de

escoamento transiente consiste de integrar solugdes fundamentais, “He”, da equagdo de calor

(e.g. Carslaw e Jaeger, 1959) utilizando distribui¢des de densidade de esforgos, “A”, na forma:

AHeddd 7. Eq. B.1

@
on_.,-,
U S 1

Assim, ¢ importante notar que a escolha da distribuicdo A desempenha um papel

fundamental na formulagdo do elemento. As distribuicdoes de esfor¢os em Zaadnoordijk

(1988) sao feitas uniformemente e por polindmios de primeira ordem no espago (£ = §|?) e
4

no tempo (7). A seguir, o elemento linesink ¢ deduzido a titulo de ilustragdo da aplica¢do da
metodologia de Zaadnoordijk para uma distribuigao espacial de esforcos uniforme e arbitraria

no tempo.
Integrando uma distribui¢do uniforme de 4 em §|Tz como na equacdo Eq. 3.3.14, pode-
£
se generalizar uma evolugdo polinomial de esfor¢os fazendo A= o, 7" fazendo:
gre v ¢ ¢

I 4a(t=0) | orfe —erfc] —=— | d7 Eq.B.2

0 7Z'(t - 2\Ja(t—71) 2\ a(t—1)

Expandindo 7' na forma binomial:

" ={t—(t—z')”}=i{(£j(—l)kt”‘k(t—z')k} Eq.B.3
k=0

197



Modelagem em Agqiiiferos Longos Baseada em Elementos Analiticos 198

n n! o N .
onde ( j —————, qualquer expressdo utilizada em elementos linesink sera dada por uma

k)™ Ki(n—k)!

somatoria de integrais na forma:

n
L AT S G G
J‘(t—z')k_fe 40 L erfe erfc T

D= | RN
Isn é 4\/; o 21/0((t—‘[) 2 OC(t—T)

Eq. B4
As integrais acima sdo resolvidas por partes fazendo a seguinte mudanga de variaveis,

assim como em Theis (1935, Zaadnoordijk, 1988):

2 2 2
u=|—1— t-r=-"_ dr=-"_du Eq. B.5
4a(t-1) 4au 4aoU

Utilizando-se ainda a definicao:

1

2
k 2 s _ _
I = I 1 e " <erfc ug —erfc uﬁ du parak>0, Eq. B.6
> U n n

o potencial devido a uma linesink torna-se expresso por:

2 k+% K
=21 | 1, Eq. B.7
Isn 4o

Aplicando-se integragdo por partes a equagao Eq. B.7 tem-se, para k > 0:
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2k+1 2 2 1
K * - — 2 — 2
IIZI ! 4—05[ e 4 erfc‘f ¢ |7 erfc68 c | +
- 2k +1\\ 7 n \daot n \dot

4ot

L2t ek b £ R R
- J. T e T -2 e 7 du + Eq. B.8

2k+147z 2 u " n

Atentando-se para o ultimo termo da expressao acima, observa-se uma relagdo recursiva

na definicdo Eq. B.7 e o segundo termo da expressdo aparece como uma integral da qual seré

k
definida uma funcgao referida por 1, como:

N 7uz(§*é)z+'72
L= | 5ze 7 du j=1,2 k>0 Eq. B.9

k-1
O ultimo termo da expressdo Eq. B.8 € entdo escrito como |, e a solugdo de Eq. B.7 ¢

reescrita para K > 0 como:

k
A solugdo da integral |, ¢ da mesma forma obtida aplicando-se integragao por partes,

obtendo-se para k > 0:
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‘ k _(g’—é“);wz _J' ) ) _uz(f—é);H?z
|2=i dat) LG 5)2“7 | L e 7 duj=1,2Bq Bl
i 2k k n ~u

k
Da mesma forma que na equacdo Eq. B.7, a solu¢do de |, exibe uma relagdo de

recursividade que pode ser expressa como:

LS}

‘ k ,@*éﬁ _j 2 2 ko
=L[ﬂj LN it 7t/ D T Eq. B.12

|
P2k’ k n’ j

k k
Determinando-se entdo as expressdes para ambas integrais |, e |, parak =0, tem-se:

du + Eq. B.13

2
-2 J e Jerfc uﬂ —erfc uﬂ du
2 n n

onde o segundo termo ¢ a “fun¢do poco” E1 escrita na forma:

= _uz<§—$)2+zzz _
I —e T du= El(W)| (=& Eq. B.14
u A

772

4at

Assim, tem-se:
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2 2 1
0 _n _ 2 _ 2
I 1= 446 4ot erfc g 77_ i erfc ﬁ 77_
\' 7 n \dat n \dat

1 é-’_z-’El (é‘—é")z+772 _f—éEl (68_9}2)2"'772 + k>0 Eq. B.15
Jz | 7 4ot n 4ot ) B
9 '[ eV lerfc u 5 —erfc uf f du

\/; n n

Utilizando-se agora a funcao E1 na expressdo Eq. B.11, pode-se escrever:

j
0 _ 2 2
Ity [ Clint 7t/ U Sy Eq. B.16
i 2 4ot
k k
Assim, as integrais |, e |, para kK > 0 podem ser obtidas substituindo-se termos de

indices k inferiores recursivamente até o k desejado.
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Apéndice C
METODO DE IMAGENS PARA CONTORNOS DO TERCEIRO TIPO

C.1Formula de Keller

Segundo Keller (1953) o método de imagens pode ser aplicado a contornos de condi¢ao

mista (terceiro tipo), onde € especificado que:

0G/on+AG =0 Eq. C.1

onde A ¢ uma constante definida para cada fronteira onde a condigdo ¢é especificada. Quando
tal condig@o ¢ imposta, ¢ necessario obter a expressao de “G” que satisfaz a equagdo Eq. C.1
para n dimensdes consideradas, definindo o operador reflexdo para este caso. Para o caso do

semi-plano horizontal X > 0, a fun¢do G ¢ dada pela seguinte expressao:
G(X,X'") =G *(X,X') + G * (=X, X') + 24 je“”“G *(u, X")du Eq.C.2

onde assume-se que G* ¢ uma funcao par em relagdo a x' = 0. Observe que o terceiro termo da
expressdo inclui infinitas imagens infinitesimalmente proximas de forma assimétrica sobre o
semi-plano — X < 0, cujos pardmetros de esforgos sio dados por 24e™™™. Assim, pode-se
verificar que a fungdo Eq. C.2 satisfaz a expressao Eq. 4.1.1, j4 que o terceiro termo da
expressdo também define uma funcdo de Green. A definigdo de condigdes de contorno por
meio da sobreposi¢do de efeitos simétricos a cada fronteira € algo intuitivo. A inclusdo de um
termo assimétrico ao somatério Eq. 4.1.1, por outro lado, torna-se entdo algo que vem contra
essa intuicdo. No entanto, permanece a definicdo do método segundo Keller (1953) de que
uma fun¢do de Green pode ser obtida a partir da especificacdo de condi¢gdes de contorno por
meio da sobreposicao de fungdes de Green primitivas. Isto posto, Keller (1953) particulariza a
condi¢do dos angulos entre planos (@) para que nenhuma imagem caia em D (Eq. C.3) e

reescreve Eq. 4.1.1 como:
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a=ap, p=12 Eq.C3

G(r,r)y= > AIrG*(r',r) Eq. C4

r'es(r)
onde A ¢ o parametro de esforco da fungao G*(r", r').
C.2Fo6rmula de Anderson

Diversos autores (e.g. Bear, 1972, pag. 312 e Polubarinova-Kochina, 1962, pag 372)
mostram ainda aplicacdes onde o método de imagens ¢ aplicado em problemas de
sobreposi¢do de pocos sujeitos a fronteiras entre formacgdes de diferentes condutividades.
Dessa forma, especifica-se ambas condi¢des, Dirichlet € Neuman, simultanecamente sobre a
fronteira. As expressoes que definem a reflexdo dos pogos neste caso sao obtidas impondo-se
0 posicionamento do pogo e sua imagem e a expressao Eq. 3.4.15 no contorno. Assim,

seguindo a simbologia definida na expressao Eq. 4.3.5, tem-se:

lell

®=1+28 paran Eq.C.5
lell
® =(1-2p) para 17, Eq. C.6
K * - K N ~ r 71 roe \ [13 29
onde f = ranrall A expressdo Eq. C.5 ¢ valida para o dominio a frente do “espelho” e a
+

expressdo Eq. C.6 para o dominio atras do “espelho” e invertendo-se o posicionamento de

pogo,e pogo
A e A naexpressdo Eq. 4.3.5 para pontos localizados atras do “espelho”.

Anderson (2000) apresenta uma abordagem possivel para contornos do terceiro tipo. No
artigo ¢ abordado o problema do escoamento no plano vertical de um aqiiifero sobre uma base
impermeavel e semiconfinado por uma camada drenante fina e pouco permeével o suficiente
para que o escoamento nela tenha somente uma componente na direcao vertical. A camada
drenante representa, portanto, o contorno do topo do dominio e a base, por sua vez, o
contorno inferior. Na abordagem de Anderson (2000), a especificagdo do contorno superior €

. . . . * .. *
feita, em um primeiro momento, considerando-se uma espessura H e uma condutividade K

203
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para a formagao superior. No segundo momento, a espessura ¢ a condutividade da formacao
superior sao levadas ao limite tendendo a zero, de maneira que a camada passa a ser
considerada como uma lente de condutancia ¢ = H'/K'.

Dessa forma, o modelo é concebido, no primeiro momento, por duas faixas dominiais: o
aqiiifero sobre a base impermeavel e a formacao superior cujo topo apresenta um unico valor
de carga piezométrica. O método de imagens ¢ aplicado entdo a ambas as faixas de dominio.
A fronteira entre as formagdes ¢ especificada pelas expressdes Eq. C.5 e Eq. C.6. A expressado
Eq. 4.3.11 ¢ empregada na fronteira que define a base do aqiiifero e a expressdo Eq. 4.3.6 no
topo.

Obtida a expressao para o modelo de imagens para a primeira abordagem, o resultado ¢

levado ao limite de H", K™ — 0 produzindo-se (Anderson 2000, Eq. 27):

7, +i0

Qnz-z,)z-2,)+ 2L [ e In(z-5)ds Eq.C.7
7 cK 5

Q=
27

Note-se que a expressdo obtida por Anderson (2000) ¢ idéntica a expressdao declarada
por Keller (1953) para a representacdo de contornos do terceiro tipo em termos de
sobreposicdes (imagens) de fungdes de Green, G*(X, X') = In(z — zp), (cf. Eq. C.2, fazendo

A=—,
cK

—X=2,,X=2,,X'=2-0eU=0).

Ap0s algebrismos, a expressdo Eq. C.7 pode ser reescrita de forma que o terceiro termo
apresente uma linha dipolo semi-infinita estendida a partir do pogo imagem até o infinito na
dire¢do da proje¢do sobre o “espelho” com esfor¢o de sinal negativo (ver Anderson, 2000,

pag. 466). Assim, a expressao Eq. C.7 passa a ser dada para o caso de um pogo por:

Q) Qo bt
Q_27r1n(z—Z) ﬁeXp[CK(Z Zp)]El[CK(Z Zp)] Eq. C.8

Observe que o primeiro termo da expressao apresenta a soma do efeito de um pogo real

€ 0 pogo que ¢ sua imagem invertida. O segundo termo representa um dipolo semi-infinito

originado em z =2, com o médulo do esfor¢o exponencialmente decrescente.

A representagdo obtida por Anderson (2000), por sua vez, para a imagem de uma linha

dipolo reproduz a mesma estrutura da expressdo Eq. C.8 onde o ultimo termo ¢ dado
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novamente por uma linha dipolo estendida na dire¢ao oposta a projecao sobre o espelho. Uma
vez observado que o ultimo termo ¢ comum para pogos e linhas dipolos, as imagens de
elementos dados por funcdes derivadas de ambas exibem também a mesma estrutura

apresentada por Anderson (2000, Eq. 39):

el el el el

el _ . _ . -
Q=20 A (z,) - A Au>(zp)—§exp[c+K(z—zp>]E1L+K(z—zp)] Eq. C.9

onde o parametro x generaliza a vazao Q definida para o caso de pogos (Eq. C.7) ¢ os termos

el el
Ay Ay podem conter elementos analiticos apresentados no capitulo 3. No processo de

el el
constru¢do de imagens de imagens, o termo A(j) A(j) também inclui a linha dipolo semi-

infinita. Pode-se, entdo, concluir da expressdo Eq. C.9, que o método de imagens pode ser
utilizado em um modelo de elementos analiticos para a especificagdo de condigdes de
contorno do terceiro tipo.

Observa-se, no entanto, que no modelo da expressdo Eq. C.9 s3o introduzidos dois
novos parametros, diferentemente das demais aplicagdes do método de imagens, onde apenas

um parametro do elemento imagem esta associado a cada parametro do elemento original.

el el P

Observa-se, ainda, que os pardmetros ] do elemento imagem (A A(z,)) estdo

relacionados com os pardmetros do elemento original por um sinal oposto, como acontece na
especifica¢do de contornos do primeiro tipo para pocos (ver Eq. 4.3.6). E necessario, portanto,
especificar uma expressdo para o parametro x de forma que seja possivel obter a solucdo dos

parametros de todos os elementos do modelo.
O esforgo sobre a linha dipolo ¢ definido por ﬁexp[&(z—z_p)] ¢ define o ramo das
Vs

linhas de corrente ao longo do dipolo (ver se¢do 2.3.2). Pode-se observar que a linha dipolo

adicionada a imagem do elemento em Eq. C.9 define o decaimento do ramo em relagdao ao

valor £ em z =12, necessario para obter a especificacdo da condicdo do terceiro tipo no

b
contorno. Assumindo um valor constante para x, o ramo do elemento original ¢ refletido para
trds do “espelho” e, entdo, ¢ especificada a condi¢do de primeiro tipo sobre o contorno.
Observe que na funcao Eq. C.8, o valor de —u ¢ igual a —Q, que por sua vez define o ramo de
um pog¢o imagem (ver secao 2.2.3). Assim, o parametro u podera ser especificado pelo valor

do ramo do elemento imagem.
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