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Resumo

Apresentamos uma proposta factivel para a construcao do operador deslocamento condi-
cional usando um meio Kerr entre dois divisores de feixes alimentados por estados coerentes
altamente excitados. O dispositivo permite implementar a geragao de uma nova classe de
estados do campo eletromagnético quantizado (superposigoes de estados arbitrarios com estados
deslocados) bem como a medigao da fungao de Wigner para estados arbitrarios. A aplicacao
especial ao caso de estados de nimero e o estudo de suas propriedades nao-classicas, foram

também consideradas.
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Abstract

A feasible proposal constructing the conditional displacement operator is presented, using
a Kerr medium placed between two beam-splitters fed by highly excited coherent states. The
arrangement allows us to generate a new class of states of the quantized eletromagnetic field
(superpositions of an arbitrary state with its displaced counterpart) and the measurement of
the Wigner function for arbitrary fields. Special application to the case of number state, and

its nonclassical properties, were also considered.



Capitulo 1

Introducao

Propostas e realizagoes de experimentos para a geracao e reconstrucao de estados
quanticos sao temas de interesse atual, tanto em C)ptica Quantica quanto em Fisica Atomica,
devido a varias propriedades e potenciais aplicagoes que estados quanticos podem apresentar.
Esses temas dizem respeito tanto a estados atomicos, onde nos referimos aos estados vibracionais
de atomos armadilhados, quanto a estados do campo, que podem ser estados de um tinico modo
do campo armadilhado em cavidades ou estados do campo em ondas viajantes. No que concerne
a geragao de estados, o tema é usualmente nomeado Engenharia de Estados Quanticos (EEQ)
[1], enquanto que nomeado Tomografia [2] ou Endoscopia [3] quantica, quando referente a
reconstrugao de estados. Na reconstrugao, os procedimentos monitoram a Funcao de Wigner
ou a Funcao @ de Husimi ou ainda o proprio estado do sistema.

Varias sao as motivagoes na consideracao desses temas, dentre elas podemos destacar:
(i) Fisica bdsica: a necessidade de preparacao de estados quanticos de referéncia para se medir
certas propriedades de algum campo [4, 5, 6]; a realizacao de testes para a prépria mecanica
quantica [7, 8], onde se torna possivel a comparagao dos dados experimentais com os resultados
tedricos; a observacao de processos fundamentais, tais como producao de estados emaranhados
9], no estudo da decoeréncia de estados [10, 11] ete. (ii) em Fisica aplicada: a possibilidade de

construgao de novas alternativas tecnélogicas, como por exemplo, comunicagao quantica [12],
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computagao e informagado quanticas [13], criptografia quantica [14], teletransporte [7, 9] entre
outras.

No que se refere a EEQ, varios esquemas experimentais, no dominio da Eletrodinanica
Quantica de Cavidades (EQD) [15, 16, 1] e no dominio de ondas viajantes [4, 17, 18] tem
sido propostos. Devido a este crescente avanco, tanto do desenvolvimento tedrico quanto
das técnicas experimentais, foi possivel a realizagao experimental de alguns estados do campo
eletromagnético, tais como: estados tipo “Gato de Schrodinger” [15], possibilitando a observagao
do processo de decoeréncia de superposi¢oes mesoscopicas de campos com fases classicas distintas
[10]; estados de nimero (ou estados de Fock) do campo de radiacao [19, 20, 21], que permitem
varios avangos, como em teletransporte e comunicacao quantica; estados comprimidos da luz
[22], que abrem caminho para pesquisas em transporte de informagao com baixo ruido, etc.
Estes avancos permitiram ainda o desenvolvimento de esquemas de medidas quanticas nao
demolidoras do niimero de fotons de um campo, tanto em ondas viajantes, usando o efeito Kerr
[17], quanto em modos estaciondrios [23], via interacdo dispersiva dtomo-campo; a viola¢ao
da desigualdade de Bell [24] usando dois fétons e a realizacdo experimental de processos de
teletransporte [9]. Nesses processos, é extremamente importante saber se o estado que estd
sendo produzido é realmente o estado projetado. Para tanto fez-se necesséario o desenvolvimento
de ferramentas que atingissem esse objetivo. De grande importancia e usadas em varios
estudos dentro da Optica Quéntica sdo as chamadas Funcdes de Quase-Probabilidade (FQP)
que, definidas a partir do operador densidade, podem descrever o sistema completamente.
Dessa forma, elas permitem encontrar as propriedades estatisticas de campos luminosos (ou
de atomos) e sdo de grande utilidade na andlise da conexao entre as mecanicas quantica e a
classica, pela representagao da dinamica de um sistema quantico no espago de fase [25]. Entre

estas distribuigoes, a funcao de Wigner (W) [26] tem sido enfatizada. Esta distribui¢do, que
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é real e limitada [27], pode apresentar valores negativos em contraste com as distribuigdes
de probabilidade classicas. A observacao destes valores negativos em W é condicao suficiente
para caracterizar a natureza nao-classica do sistema, embora nao necessaria. Este aspecto
é explorado também no estudo de processos de decoeréncia [11], onde VW permite estimar o
tempo durante o qual um estado de superposicao perde as franjas de interferéncia, as quais
estao associadas a nao -classicalidade do estado. Varios métodos de reconstrucao para obter W
e, conseqiientemente caracterizar o estado do sistema, tem sido propostos e, inclusive, alguns ex-
perimentalmente demonstrados. Encontramos em [28], proposto por Lutterbach e Davidovich,
um esquema para medir diretamente a funcao W envolvendo EQC e ions armadilhados. Este
esquema foi realizado experimentalmente por Nogues e colaboradores [29] que mediram a
fungdo W, para o estado de um tnico féton, em um tnico ponto (origem) do espago de fase.
Posteriormente a mesma funcao foi medida completamente para o estado de vacuo e estado de
um féton [30]. Podemos citar também o esquema proposto por Zou e colaboradores [31], onde se
mediu diretamente a funcao caracteristica, que fornece a funcao de Wigner do modo do campo
na cavidade, considerando uma interacao ressonante entre o atomo e o campo. No dominio de
ondas propagantes, Villas-Boas e colaboradores [32] propuseram um esquema para a medida
direta da distribuicao de Wigner usando um interferometro de Mach-Zehnder acoplado a um
meio nao linear, do tipo Kerr. Experimentalmente, Lvovsky e colaboradores [33] apresentaram
a medida completa da fun¢ao W do estado de um tnico féton (|1)), executando medidas diretas
das quadraturas do campo por meio das quais as distribuicoes de probabilidade foram obtidas.
Experimentos com ions armadilhados levaram também a medi¢ao completa da fungao de Wigner
para estados de Fock; como exemplo citamos Leibfried e colaboradores [34] que mediram W
para o estado vibracional de um fon Be™.

Mediante todos os avancos, tanto tedricos como experimentais, apresentaremos neste



1. Introducgao 4

trabalho uma proposta para a construcao de um dispositivo que chamaremos de Operador
Deslocamento Condicional(ODC) que, convenientemente inserido em um intereferometro de
Mach-Zehnder, alimentado pelos estados de zero (vacuo) e um féton, permite-nos gerar su-
perposigoes de um estado arbitrario com sua contrapartida deslocada |¢) + ﬁ(ﬁ)hﬁ), bem
como fazer a medida da fungao de Wigner de estados arbitrarios. O esquema, desenvolvido
para modos viajantes, foi estendido para o caso de modos estacionarios, através do uso de um
atomo de trés niveis interagindo com um tnico modo do campo em uma cavidade com alto
fator de qualidade. Como aplicagdo usaremos os Estados de Numeros (|NV)) e estudaremos
algumas propriedades estatistica da superposicio |N) £ D(B)|N), tais como: distribuicao
estatistica do numero de fotons, estatistica sub-Poissoniana, anti-agrupamento de fétons e
sua distribuicao de Wigner. Com este intuito dividiremos esta dissertagao em seis capitulos.
No Capitulo 2 apresentaremos os sistemas fisicos envolvidos neste trabalho, no que tange a
EQD e a preparacao em modos viajantes; no Capitulo 3 mostraremos de forma simplificada
a quantizacao do campo eletromagnético, o formalismo do operador densidade e algumas das
propriedades nao-classicas importantes na area da Optica Quantica considerando alguns estados
importantes do campo eletromagnético. No Capitulo 4 seguiremos com as distribuicoes de
quase-probabilidade, passando por um breve resumo sobre a teoria da probabilidade classica
até as trés distribuicoes de quase probabilidades mais usadas, dando énfase a distribuicao de
Wigner. No Capitulo 5 abordaremos a construcao do ODC usado para gerar a superposicao
) + D(B)[1), bem como medir a funcio de Wigner de campos arbitrdrios. Estenderemos
a geragao da superposi¢ao mencionada para o caso de modos estaciondrios e estudaremos as
propriedades estatisticas dessa superposigao para o caso especifico onde [¢)) = |N) . O Capitulo

6 contém os comentarios e as discussoes sobre resultados.



Capitulo 2

Elementos da Geracao de Estados em
Modos Vianjantes e em Cavidades

A Optica Quantica preocupa-se também em criar, manipular e caracterizar estados do
campo eletromagnético, bem como o estudo de sua interagao com a matéria. Para tanto faz-se
necessario o constante desenvolvimento de esquemas téoricos e instrumentos para experiéncias
nesta area. Neste capitulo abordaremos os elementos presentes nos arranjos experimentais
propostos neste trabalho, tanto para o caso de ondas eletromagnéticas em modos viajantes,
quanto para ondas em cavidades. Em modos viajantes: (i) divisores de feixes; (ii) meio nao-
linear; (iii) fotodetetores. Em modos estaciondrios: (i) 4tomos de Rydberg; (ii) cavidades com

alto fator de qualidade; (iii) zonas de Ramsey; (iv) detectores atomicos.

2.1 Modos Viajantes

2.1.1 Divisores de feixes

O divisor de feixe ¢ um dispositivo de reflexao parcial que acopla conjuntos de modos de
entrada de campos eletromagnéticos incidentes, produzindo estados emaranhados nos modos
de saida. Neste acoplamento, os operadores de aniquilacao de fétons dos modos de entrada
sao relacionados com os operadores de aniquilagao emergentes através de uma transformacao

unitaria, ou seja, é preservada nao somente as relagoes de comutacao entre os operadores de
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criagdo e aniquilagao de fétons, mas também o nimero de fétons (conservagao da energia).
Portanto, em uma situacao ideal, o divisor de feixe comporta-se como um dispositivo 6ptico
sem perdas.

A Fig. 2.1 mostra um diagrama esquemético de um divisor de feixes (com modos de
entrada a e b) que pode ser facilmente realizado através de um meio linear, onde o vetor
polarizacao é proporcional ao campo de entrada: P = XE, onde y = x! é a susceptibiliade
linear de primeira ordem (veja proxima segao). A acao deste dispositivo sobre os campos de
entrada é descrita pelo operador unitdrio [35] (ver Apéndice C.4)

~

R, = exp [i@(d% + &I;T)} , (2.1)

onde 6 ¢é o angulo que definird as porgoes de luz

~

refletida e transmitida; a (b) sdo os operadores de

Modo b

aniquilagao relacionados ao modos a (b) de entrada

v

Modo a

do divisor de feixes. Este mesmo dispositivo pode

atuar também, como mostrado por Paris [36], como

um operador deslocamento

v

D(a) = exp(ad’ — a*a), (2.2)
Figura 2.1: Divisor de feixes.

desde de que seu modo (ou porta) b seja alimentado por um estado coerente altamente exitado,

|U), = |a)s, € que o coeficiente de transmissao do divisor seja préximo da unidade [36].
2.1.2 Meio nao-linear

O indice de refracao de um meio, em geral, depende do arranjo dos atomos e da
distribui¢ao dos elétrons. O campo eletromagnético (com velocidade v = ¢/ng) redireciona
as cargas (elétrons), gerando um campo proporcional ao campo incidente e resultando num

deslocamento de fase no campo transmitido, que equivale a uma alteracao na velocidade de
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propagagao do campo. Se a intensidade do campo incidente for muito menor que a intensidade
do campo intra-atomico, podemos considerar o deslocamento de fase (ou seja, o indice de
refragdo do meio) independente da intensidade campo. Este é o regime da 6ptica linear. Porém,
quando a intensidade do campo incidente é comparavel ao campo elétrico intra-atomico, a
distribuicao dos elétrons no meio pode ser alterada, levando a diferentes indices de refracao e
a propagacao através do meio dependera da intensidade do campo incidente. Este é o regime
da optica nao-linear.

Na teoria eletromagnética, a resposta do meio material a acao do campo de radiacao
pode ser obtida em boa aproximacao expandindo a polarizacao do meio até terceira ordem na

amplitude do campo elétrico:
P(r) = e XV E(r) + e xPEXr) + o x P E3(r) + ... (2.3)

sendo € a constante dielétrica do vacuo, E(r) é o vetor campo elétrico e x, Y@ B,
respectivamente, as susceptibilidades de primeira, segunda e terceira ordem do meio nao-linear
[37]. A Optica linear é descrita por x(!) e relacionada ao indice de refracdo linear do meio
por ng = 1 + xM. A resposta nio-linear do meio é caracterizada por y® e x®. Se houver
uma auséncia de combinacao de fases, podemos desprezar x? [37]. Em um nivel fundamental,
a origem da resposta nao-linear estd relacionada com o movimento anarmonico dos elétrons
devido a acao do campo elétrico aplicado. Termos de quarta ordem ou superior, podem se
tornar importantes dependendo do meio fisico estudado, ou da intensidade do campo aplicado,
da direcdo de propagacao e também da frequéncia. As suceptibilidades x(™, sao funcoes apenas
das frequéncias da radiacao e da caracteristica do material.

Um ntimero de interessantes fenomenos épticos surge das suceptibilidades de segunda
e terceira ordem [38]. Por exemplo, x® é responsavel pela geracio de segundo harmonico,

retificacdo, etc. A suceptibilidade de terceira ordem x®, é responsével pela geracao de terceiro
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harmonico, o efeito eletro-éptico quadratico ou efeito Kerr, dentre outros.

Os meios nao-lineares nem sempre sao meios sélidos ou sélidos cristalinos. Eles também
podem ser liquidos ou gasosos. Para materiais com simetria de inversdo, os termos ™,
n =par, sao identicamente nulos e o termo nao-linear mais importante é o x*), responséavel pela
estabilizagao do laser de He — Ne. Os meios nao-lineares que apresentam a suceptibilidade nao
linear de terceira ordem (x®), também sdo conhecidos como meios tipo Kerr (ver Apéndice D).
A hamiltoniana que descreve o efeito da interagao deste meio com um campo eletromagnético
livre é dada por [17]

Hy = hKa'ab'h (2.4)
onde a' e a sdo os operadores de criacao e aniquilacao para o campo livre, b e bsio os operadores
andlogos, para o meio nio-linear e K é proporcional a y® (ordem de grandeza ~ 107'%). Em

vista da Eq. (2.4) a evolugao do estado global (campo-meio)
Uk = exp(—igatab'd) (2.5)
sendo ¢ = Kl /v, onde [ é o comprimento do meio Kerr e v é a velocidade da luz no meio.

2.1.3 Fotodetetores

O principio de funcionamento dos fotodetetores esta baseado no efeito fotoelétrico para
as medidas do campo, onde o foton incidente sobre o detetor é absorvido, levando a liberacao
de um elétron. Da integracao da probabilidade total de geracao do foto-elétron pela aniquilacao
do foton incidente na superficie do detetor temos a taxa total do fluxo de elétrons gerados, que

identificamos como a fotocorrente i. Esta é dada por [39]

(i) = €3 (s, (2.6)

onde k designa um dos diferente modos do campo e s a polarizacao do campo. O operador

de ntimero Ny = dLSdks fornece o fluxo de fétons por segundo na area envolvida pelo feixe. A
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constante e é a carga do elétron, fornecendo o valor da fotocorrente em unidade de carga por
tempo (Ampere no SI). Isto significa que, para um detetor ideal, cada féton incidente ird gerar
um elétron em sua saida, traduzindo de forma fiel o fluxo de fétons pela area envolvida pelo
fotodetetor.

Consideraremos aqui fotodetetores ideais, negligenciando perdas ou a eficiéncia. Na
pratica, parte da luz incidente pode ser refletida na interface do detetor com o ar, além das
perdas por reflexao na janela empregada para a sua protecao. Desse modo, a eficiéncia quantica
da detecao é necessariamente inferior a 1; contudo, na pratica, os detetores atuais ja tém

eficiéncias muito altas, bem préximas de 1 [40, 41].

2.2 Modos estacionarios

2.2.1 Atomos de Rydberg

Quando estudamos atomos que apresentam um numero quantico principal n muito
grande (n ~ 50), estes sdo os chamados atomos de Rydberg. Usualmente, na preparacao
destes estados, utilizam-se elementos alcalinos como Rubidio (Rb) ou Potassio (K) [42], que
sao produzidos normalmente em um feixe atomico ou confinados em uma célula de vapor. Estes
atomos partem do estado fundamental e sao excitados, em cascata, por um ou mais fétons de
um feixe de laser. Em tais atomos, o elétron mais externo “vé” o ntcleo de carga Z blindado
por Z—1 elétrons e isso faz com que ele sinta um potencial semelhante ao de um atomo de
hidrogeénio.

Atomos em estado de Rydberg, possuem propriedades bastante interessantes: sua
dimensao espacial pode chegar a ser 10 mil vezes maior que em atomos usualmente exitados,
préximos do nivel fundamental e sua vida média é préxima de 1072s [42], portanto, 105 vezes

maior que os valores usuais (1077s). As energias dos niveis internos destes atomos seguem o
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comportamento F,, ~ —1/n? e o momento de dipolo de transigao entre dois estados de Rydberg

2 2

n — n — 1 resulta [42] em d = n®eag, enquanto o raio atomico médio é dado por 7 = nay,
onde e ¢ a carga do elétron e ag é o raio atomico de Bohr [43].

Uma classe especial desses atomos é constituida pelos “4tomos circulares”[44] em que
o momento angular orbital [ e sua proje¢ao m, no eixo z, tém valores maximos: m =1 =n — 1.
Sendo assim, pela regra de selecao de dipolo elétrico Al = +1, esses estados s6 podem se acoplar
aos estados circulares imediatamente superiores (n + 1) ou inferiores (n — 1) e, por possuirem
um momento de dipolo elevado, permitem um forte acoplamento com o campo eletromagnético.
O tempo de vida dos atomos excitados cresce muito nesta condicao. Um atomo circular com
n ~ 50 terda um tempo de vida de cerca de 30ms, enquanto o de um atomo em estado de
Rydberg com momentos angulares préximos de 0 é da ordem de 10~2ms. Em um &tomo
comum no estado fundamental o tempo de vida é de aproximadamente 10~°ms [42].

Experimentos em eletrodinanica quantica de cavidade, na maioria das vezes utilizam-se
de dtomos de Rydberg com nimeros quanticos adjacentes n = 50 (estado fundamental |g)),
n = 51 (estado excitado |e)) e n = 52 (estado auxiliar |i)). Estes dtomos sao tratados como de

dois ou trés niveis e as cavidades sao projetadas de forma que um dado modo interaja apenas

com os niveis escolhidos, sendo os outros transparentes para o campo de radiacao.

2.2.2 Cavidades com alto fator de qualidade

Quando lidamos no dominio de cavidades o tempo de vida do campo eletromagnético
em seu interior é tanto maior quanto maior for o fator de qualidade () da cavidade, visto que

estas duas grandezas estao relacionadas pela equacgao

Q=wTy , (2.7)

onde w é a frequéncia do campo armadilhado e 7, o tempo de vida do campo no interior da
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cavidade.

Cavidades supercondutoras de Nigbio podem apresentar alto fator de qualidade (Q ~
10%) e baixo niimero médio de fétons térmicos (da ordem de 0.15), em freqiiéncias da ordem
de 20G H z, quando resfriadas a T'~ 0.5K por meio de um criostato de 3H, [45]. Este fator de
qualidade permite fazer com que os campos de radiagao na regiao de microondas (w. ~ 101°H z)
possuam um tempo de vida no intervalo 1073s a 10~2s [45].

Na preparacao do arranjo experimental sao ajustadas as freqiiéncias do campo e das
transicoes atomicas de forma a obter dois tipos de interagao radiacao-matéria: interacao res-
sonante e interacao dispersiva. No primeiro caso, o modo dentro da cavidade é ajustado com
freqiiéncia igual a freqiiéncia de transi¢do atomica |g) «— |e) (veja Fig.2.2-(a)), obtendo-
se uma interacao com troca de fotons. Este tipo de interacao atomo-campo é descrito pelo

hamiltoniano de Jaynes-Cummings [46], na aproximagao de onda girante,
Hjo = hggp(a'o_ +aoy), (2.8)

em que gr ¢ a freqiiéncia de Rabi [45], af(a) é o operador de criagao (aniquilagao) de fétons do
campo eletromagnético e 6, = |e)(g| (- = |g){e|) é o operador levantamento (abaixamento)
entre dois niveis atomicos, ressonantes com o campo

No segundo caso, o campo na cavidade ¢ ajustado, via Efeito Stark?, de modo que a
sua freqiiéncia esteja longe da ressonancia com a freqiiéncia de transi¢ao atomica (veja Fig.2.2-
(b)). Neste tipo de interacao a energia fornecida ao sitema nao é suficiente para haver troca de
fétons entre o a&tomo e o campo, porém acarreta uma mudanca na fase do campo aprisionado
dependendo das freqiiéncias envolvidas e do tempo de interacao. Tal interacao é descrita pelo

hamiltoniano efetivo (veja Apéndice C.1)

Hy =hyalao. (2.9)

2 Aplica-se um campo elétrico nas paredes da cavidade, produzindo alargamento entre os niveis de energia
do dtomo, causando dessintonia ¢ entre a freqiiéncia de transicdo atomica e a freqiiéncia do campo.
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| e> : T3 e>
oy } W = W oy © W = W
| o> ! o>
(a) (b)

Figura 2.2: Niveis de energia para dtomos de Rydberg, em que a freqiiéncia do campo (w) estd : (a)
ressonante com a freqiiéncia de transicdo atomica (wp) e (b) longe da ressonancia (disperssiva) com
a freqiiéncia de transicao atomica (wp), ou seja, wg = w + 0. Os niveis tracejados nao sao percebidos
pelo campo.

onde y = ¢g*/§ é a constante de acoplamento dtomo-campo e § = wy — w é a dessintonia entre

as freqiiéncias wy e w; o, = |e){e| — |g){g|.
2.2.3 Zonas de Ramsey

As zonas de Ramsey (R,) sao cavidades com baixo fator de qualidade (Q ~ 10%)
que armadilham campos intensos, classicos, produzidos por um gerador de microondas, com o
intuito de manipular os estados internos de um atomo atravessando uma delas. Devido ao baixo
fator de qualidade é necessaria uma continua aplicacao do campo eletromagnético na cavidade,
uma vez que este vai perdendo sua “identidade” devido a multiplas reflexdes nas paredes da
mesma.

Quando um atomo de dois niveis atravessa uma zona R,, interage ressonantemente

com um campo classico e o efeito desta interagao dtomo-campo pode ser descrito pela atuacao
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do operador [47] (ver Apéndice C.3)

A

R, (¢, ¢) = cos (g) I —isin (g) [e7%6, +€%5_], (2.10)

onde ¢, que estd relacionada com a intensidade da rotagao desejada e ¢, que fornece a fase
do campo clasico, sao parametros de controle usados para definir o estado atomico apds a
interagao.

Os niveis de um atomo atravessando tal zona R,, sao tranformados da seguinte forma

Ru(,6)lg) = cos () lg) — isin (£) ele), (2.11)
Ru(, ¢)le) = cos (g) le) —isin (g) e?lg). (2.12)

Em especial, se ajustarmos a intensidade do campo de modo a produzir uma rotagao
de m/2 no estado atomico, o que significa fazer ¢ = 7, ¢ = 7/2 em (2.10), os niveis |e) ou |g)

sao transformados segundo as operacoes:

(2.13)

R,|g) = l9) —le) (2.14)

V2

2.2.4 Detectores atomicos

Os detectores atomicos, ou detectores de ionizacao seletivos, sao constituidos por duas
placas metdlicas alimentadas por um campo elétrico capaz de ionizar o atomo (veja Fig.2.3).
Devido a sua baixa eficiéncia (~ 70% [48]) e a necessidade de discriminar os estados atomicos
le) e |g), sdo usados dois detectores seletivos D, e D,. Em D, é aplicado um campo elétrico
capaz de ionizar o dtomo se este se encontrar no estado excitado |e), mas insuficiente para
ionizé-lo caso se encontre no estado fundamental |g). No caso do segundo detector, D,, um
campo elétrico mais intenso é aplicado, suficiente para ioniza-lo no estado fundamental |g). Isso

explica o fato do detector D, ser sempre colocado antes de D,.
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Figura 2.3: Esquema para a detecgao atomica.
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Capitulo 3

Principios de ()ptica Quantica

Classicamente, a radiacao luminosa é tratada como uma onda eletromagnética com
fase e amplitude bem definidas. Uma proposta para a quantizacao do campo eletromagnético
veio com Born, Heisenberg e Jordan em 1926 [49]. Contudo, este tltimo avango ndo empolgou
a comunidade cientifica de modo geral, visto que a teoria de varios fenomenos envolvendo
luz, tais como, interferéncia, difracao e a geracao da luz eram bem entendidos com a fisica
semi-cldssica, ou seja, tratando a luz por meio de uma teoria classica e a matéria por meio de
uma teoria quantica. Entretanto, com os trabalhos pioneiros de Glauber [50] e Sudarshan [51]
que, impulsionados pelo grande avanco tecnologico provocado pelo laser desenvolveram uma
teoria sobre a coeréncia quantica, tornou-se claro que alguns estados da luz nao poderiam ser
descritos em termos da fisica classica, assim como a andlise da geracao de estados nao poderia
ser feita semi-classicamente. O primeiro fenomeno previsto pela teoria quantica da luz foi o
de anti-agrupamento de fétons (antibunching), obtido por Kimble, Dagenais e Mandel [52] em
1977. Usando luz fluorescente emitida por atomos de sédio exitados por um feixe de laser,
eles mediram a correlacao da flutuacao da intensidade de dois campos distintos, mostrando a
desagregacao apresentada pelos fétons e probabilidade quase nula para a deteccao simultanea

de dois ou mais fétons. Este efeito implicava qua a distribuicao de probabilidade! P(a) devia

'Em geral, P(«) é nao-positiva definida, ou seja, pode apresentar valores tanto positivos quanto negativos,
ao contrario do que se espera de uma funcao densidade de probabilidade classica. Para estados com andlogo

15
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assumir valores negativos, evidenciando o seu carater nao-cléssico.

Foi devido & comprovagao de fenomenos sem analogos classicos (exclusivamente descritos
por teoria quantica da luz), que surgiu uma nova area de pesquisa, a Optica Quantica, a qual
esta inteiramente voltada aos aspectos quanticos do campo eletromagnético, e tem demonstrado
a existéncia de muitos efeitos quanticos da luz que até entao nao tinham sido nem imaginados.
Além do efeito de anti-agrupamento de fétons, outros ocorreram posteriormente: (i) o efeito
sub-Poissoniano, verificado experimentalmente por Mandel [53] em 1979, mostrando que alguns
estados apresentavam flutuagao (ruido) no nimero de f6tons menor que o nimero médio de
fotons (An? < (n)), acarretando P(a) < 0, tal como ocorria com o anti-agrupamento de
fotons; (ii) o efeito de “compressao do ruido quantico” (squeezing), observado experimental-
mente por Slusher e colaboradores [22] em 1985, onde o ruido em uma das quadraturas
do campo é comprimido, podendo ficar abaixo do ruido quantico do vdcuo (com o limite
inferior para o ruido ditado pelo principio da incerteza ), sendo este um resultado de potencial
importancia tecnoldgica; (iii) o efeito de colapso e ressurgimento de oscilagoes, um efeito contido
no modelo de Jaynes-Cummings de 1963 e observado experimentalmente em 1987, por Rempe e
colaboradores [54], mostrando que a amplitude de oscilagao da inversao atémica pode apresentar
efeitos de colapso, seguido de ressurgimento. Este efeito foi atribuido ao carater discreto do
espectro energético do campo luminoso, padecendo de explicagao classica. Dai em diante,
outros efeitos foram observados experimentalmente podendo ser explicados somente com a
teoria quantica. Conceitos novos como as distribuigoes de quase-probabilidade (ver Cap.4) e
novas interpretacoes referentes ao espaco de fase foram abordados, ficando clara a necessidade
do uso da (jptica Quantica.

Neste capitulo apresentamos conceitos fundamentais como a quantizacao do campo

cldssico, P(a) desempenha o papel de densidade de probabilidade no espago de fase, sendo positiva. J4 em
estados sem andlogo cldssico, P(«) pode apresentar valores negativos, ou ser mais singular que a “funcao”—d
de Dirac.
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eletromagnético; o formalismo do operador densidade, que nos permite descrever de forma
mais geral o estado de um sistema quantico; algumas propriedades estatisticas do campo
eletromagnético, tais como, distribuicao de niimero de fotons, estatistica sub-Poissoniana e anti-
agrupamento de fotons e, por fim, alguns estados do campo eletromagnético e suas propriedades
estatisticas, importantes no decorrer do trabalho. Sao eles: estados de numero, coerente, de

nimero deslocado e do tipo “gato de Schrodinger”.

3.1 Quantizacao do Campo Eletromagnético

Em mecanica quantica, as grandezas fisicas sao descritas por operadores hermitianos, os
quais sao associados a grandezas classicas. As grandezas que classicamente sao canonicamente
conjugadas!, quanticamente, serdo associadas a operadores que obedecem a uma certa relacao
de comutacao. Por exemplo, a posicao x de uma particula livre, em uma dimensao, é associado
um operador de posicao z; ao momento p desta particula, é associado um operador p. A regra
de associagao destas grandezas ¢ tal que os operadores associados obedecem a seguinte relacao
de comutacgao [55],

Se o sistema em questao for o campo eletromagnético, deveremos encontrar, em seu
hamiltoniano, as variaveis canonicamente conjugadas que fazem o papel de x e p dos sistemas
mecanicos. Para tanto, devemos escrever a energia classica do campo em fun¢ao do potencial
vetor [56, 57|, que por sua vez é expandido em ondas planas. Neste ponto, o novo hamiltoniano
se transforma em uma somatdéria, onde cada termo é, a menos de uma constante, a energia de
um oscilador harmoénico simples, unidimencional de massa unitdria [58]. Assim, quantizar o

campo eletromagnético significa quantizarmos cada oscilador harmonico dessa soma [57, 55].

'Duas grandezas, a e b, serdo canonicamente conjugadas quando seu Parénteses de Poisson for igual a um,
{a,b} = 1.
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Para o oscilador unidimencional de massa unitaria e frequéncia w, o hamiltoniano
quantico é dado por

H==(p"+w?i?). (3.2)

Contudo, uma transformagao leva os operadores Z e p nos operadores de criacao e aniquilacao

de fétons a' e a, respectivamente definidos por

at =

—— (v —ip) (3.3)

1
vV2hw

A definicao destes operadores é extremamente ttil apesar de eles nao serem harmitianos e

0= (wd+ip). (3.4)

portanto nao representarem observaveis do oscilador. Para estes novos operadores a relagao de
comutacao (3.1) é dada por

[a,a'] = 1. (3.5)
Assim, o hamiltoniano dado pela Eq. (3.2) pode ser reescrito como
- .1
H=huw (n + §> : (3.6)
onde 7 = a'a é o chamado operador de niimero, hermitiano.
Os auto-estados do hamiltoniano (3.6), denotados por |n), formam uma base ortonormal

no espago de Hilbert, chamados estados de Fock ou de Numero, com autovalores que sao os

valores de energia permitidos, dados por

E,=hw (n + %) , (3.7)

com n inteiro positivo. A aplicacao dos operadores a' e G nestes auto-estados os leva para
atln) =vn+1|n+1) (3.8)

aln) =+v/n|n - 1), (3.9)
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sendo, por este motivo, chamados de operadores de criacao e aniquilacao de fétons®.

3.2 O Formalismo do Operador Densidade

O formalismo do Operador Densidade [55] ou Matrix densidade é uma ferramenta
importante, pois permite-nos descrever o estado de um sitema quantico de uma forma mais
geral, tratando tanto estados puros quanto estados de mistura estatistica, através do operador

densidade hermitiano? p definido como

p= mew, (3.10)

sendo |W;) os possiveis estados do sitema puro e P;’s as probabilidades para os estados |¥;),

co1m

Y P=1; 0<P<Ll (3.11)

Se o estado é puro, isto é, o sistema estd precisamente no estado quantico |V;), teremos

P, = §;; na Eq. (3.10) o que acarreta

A

pr=p ; TrpP=1. (3.12)

Por outro lado, se nao conhecemos precisamente o estado do sistema, isto é, existem distintos
P; # 0, teremos

pPP#Ep e Trp* <1, (3.13)

e o estado do sistema é dito de mistura.
Podemos entao usar as relagoes acima para termos uma medida do grau de “pureza”

de um estado, definindo o seguinte parametro

C(=1-Trp% 3.14
14

1Com respeito a a, ele nem sempre aniquila [59].

2Um operador O ¢é dito hermitiano quando O = Of.
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Se ¢ = 0 teremos um estado puro e se ( > 0 o sistema estard em um estado do tipo mistura
estatistica. Independentemente de o operador p descrever um estado puro ou de mistura,

cumpre-se a conservacao da probabilidade expressa pela igualdade
Trp=1. (3.15)

Como exemplo de aplicacao, o valor médio de um observavel A, obtido via operador

densidade, ¢ dado por

—~
s

~
I

Tr[,sA}

= D (Wl pA[T). (3.16)

3.3 Propriedades dos Estados Quanticos da Luz

Para caracterizar o estado de um dado campo luminoso podemos utilizar grandezas que
estao associadas a tipos particulares de medida. Apresentamos aqui algumas destas grandezas,

as quais utilizaremos no desenvolvimento deste trabalho.
3.3.1 Distribuicao de Nimero de Foétons

Uma forma de caracterizar um estado arbitrario do campo eletromagnético, a partir do
seu operador densidade p, é obtida através da projecao do estado do campo na base de estado

de niimero. Para estados puros, onde p = [¢) (1|, temos

Py = (n|pln) = (n|p){¥|n) = |Cul”, (3.17)
onde P, denota a probabilidade de encontrar n fétons no campo (descrito por p) e é denominada
de distribuicao de nimero de fotons. Esta claro, de (3.17), que P, contem apenas informagcao
parcial a respeito do sistema descrito por p, visto que considera apenas os elementos diagonais na
base de Fock. Contudo, a distribuicao P, é uma grandeza bastante usada para a representacao

de estados do campo de radiacao.
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3.3.2 Estatistica Sub-Poissoniana

Os estados do campo eletromagnético estudados experimentalmente sao, em geral,
estados com um numero indefinido de fétons. Portanto, tal estudo sé pode ser feito através
de uma descricao estatistica. Para classificar estes estados da luz de acordo com a flutuacao
no nimero de fétons, utilizamos um parametro introduzido por Mandel em 1979 [53], definido
como

N2 e
Q= W, (3.18)
onde An? = (7?) — (n)? e (RF) =3 n*P, k=1, 2.

Se ) > 0 a distribuigao estatistica do nimero de fétons é dita super-Poissoniana e a
flutuagao em seu niimero de fétons serd maior que seu nimero médio: (An)? > (n). Se Q@ = 0
a distribuicao estatistica é dita Poissoniana. Esta classificacao tem como padrao a distribuicao
estatistica do niimero de fotons do estado coerente. No caso () < 0, teremos uma distribuicao
sub-Poissoniana [53]: (An)? < (n). O dominio no qual o estado do campo é sub-Poissoniano

é exclusivo de estados quanticos. Assim, um parametro Q negativo também revela a natureza

quantica do estado do campo.
3.3.3 Anti-Agrupamento de Fétons

Uma funcao de grande interesse em Optica quantica é a chamada funcao de correlagao
de segunda ordem, visto que esta permite diferenciar experimentalmente os campos classicos
dos quanticos. Ela é definida em termos da correlacao de intensidades da luz em dois pontos
do espago-tempo. Essas intensidades sao medidas por fotodetectores, assim essa correlagao é
proporcional a taxa de transicao para a absorcao de fétons nos pontos x; e x5. O grau de

coeréncia de segunda ordem é definido como

G2 (z1, 1) = , (3.19)
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onde E™) e E) sdo proporcionais a af e a representando os operadores de criacio e aniquilacao
de fétons em fungao da posicao e do tempo, respectivamente.
Considerando um caso simplificado, de correlacao no mesmo ponto do espago-tempo

x1 = T, ou seja, T = 0 (7 é o intervalo de tempo entre duas detegdes), podemos escrever

/\-‘- /\T A A
9 (a'a'aa)
0) = 3.20
P°0) = e (320)
Usando as equagoes 3.5 e 3.16 obtemos:
%) — (h
#(0) = ) (3.21)

(n)?
Esta funcao nos informa se a probabilidade de detectar um segundo féton logo apds
a detegdo do primeiro ¢ maior ou menor em relagao aquela da luz coerente (g2(0) = 1).
Estes efeitos sao denominados de agrupamento (g*(0) > 1) e anti-agrupamento (g%(0) < 1) de
fotons, respectivamente. O resultado de anti-agrupamento, que caracteriza efeitos quanticos,
foi previsto teoricamente em 1976 por Carmichael e Walls [60] e observado experimentalmente
por Kimble, Degenais e Mandel em 1977 [52], usando luz fluorescente emitida por atomos de

sodio excitados por um feixe de laser.

3.4 Alguns estados do campo luminoso

Existe uma grande variedade de possiveis estados para o campo eletromagnético de
radiagao alguns deles sendo de fundamental importancia para a Optica Quantica. Apresentaremos
aqui alguns destes estados, que serao tteis no decorrer do nosso trabalho, bem como algumas

de suas propriedades nao-classicas.
3.4.1 Estado de Numero

Os estados de nimero |n), também conhecidos como estados de Fock, sao autoestados

de energia do oscilador harmonico, associados a um modo do campo eletromagnético e podem
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ser definidos como

f|n) = a'a|n) = n|n), (3.22)

onde 7 é o operador de niimero e @ (a') é o operador criacdo (aniquilacao) de fétons.

A discretizacao do nimero de excitacoes para cada modo evidencia o carater quantico
do campo luminoso. Estas excitagoes podem ser vistas como ondas com amplitudes restritas
a valores discretos ou como particulas do campo. Por isso, dizemos que os estados de Fock
estao associados a intensidade do campo ou ao nuimero de fotons. Estas duas abordagens sao
complementares e facilitam a compreensao de fenomenos corpusculares e ondulatérios.

Estes estados podem ser obtidos pela atuagao do operador de criacao no estado de
vacuo repetidas vezes, como segue

(af)

) =~ 10) (3.23)

Eles forman uma base de estados, ou seja, satisfazem as relagoes de ortonormalidade e

completeza,
(njm) = bpm > n)(n| = 1. (3.24)

Sua distribuicao estatistica de nimero de fétons tem uma forma simples,
P, = [(n|m)|* = dnm, (3.25)

isto ¢, a distribuicao é centrada em () = n, com incerteza no nimero igual a zero ((An)* = 0),
como o esperado, visto que no estado de Fock o niimero de fétons é bem definido.

O parametro () de Mandel para este estado é () = —1, independente de n, isto é, ele é
o mais sub-Poissoniano dos estados que se pode gerar. Contudo, este apresenta, segundo a Eq.

(3.21), uma fungao de correlagao de segunda ordem dependente de n,

1
20)=1--<1 ; n=123,.. (3.26)
n
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apresentando também o efeito de anti-agrupamento de fétons que é tanto maior quanto menor
o valor de n.
Conforme mostrado por Schleich [61], a representagao deste estado no espago de fase é

uma coroa circular de raio menor(R,,.) igual a \/n e raio maior(R,,,) igual a v/n + 1 (ver Fig.

3.2).
Os estados de numero sao muito
. X2 A
importantes no tratamento de problemas em
mecanica quantica e muitas sao as propostas Rma
para a geracao destes estados [62], contudo x

X1
exitem grandes dificuldades experimentais em \/

sua preparacao, sendo obtidos até hoje em

laboratorio apenas estados de niimero pouco

Figura 3.1: Representacdo de um estado de
numero no espaco de fase.

excitados (n =1 en =2) [19, 20, 21|
3.4.2 Estado Coerente

Os estados coerentes foram introduzidos por Schrédinger em 1926 [63]; contudo ficaram
populares a partir de 1963 com Glauber [50], por se mostrarem titeis para descrever o campo
de radiacao. Os estados coerentes sao os que mais se aproximam do campo cldssico, no sentido
de que os valores esperados do campo, calculados com estes estados, sao aproximadamente os
mesmos que os obtidos com o eletromagnetismo classico. Além disso, seu ruido quantico é o
minimo possivel, sendo igual ao do estado de vacuo.

Um estado coerente pode ser definido como sendo um auto-estado do operador aniquili¢ao

de fétons

ala) = ala), (3.27)

onde a ¢ um nimero complexo definido como a = |a] e, sendo que || indica a intensidade do
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deslocamento a partir da origem no espaco das quadraturas e # indica a dire¢cao do deslocamento.

A expansao deste estado na base de Fock resulta na forma

la) =e 2~ In). (3.28)

Usando a defini¢ao para o estado de nimero dada pela Eq. (3.23), podemos redefinir o estado

coerente a partir do estado fundamental |0),
la) = D()]0) = exp(aa’ — a*a)|0), (3.29)

onde D(a) é o operador! deslocamento de Glauber [50]. O efeito deste operador consiste
em “deslocar” o estado fundamental até o centro deste coincidir com o ponto (Re(«), Im(a))
conservando as suas caracteristicas de minima incerteza.

O conjunto de todos os estados coerentes é super-completo. A relacao de completeza

neste caso é dada por
1 -
— / la){a] d*a =1 (3.30)
7r

onde d*a = d Re(a)d Im(a). Por outro lado, estados com amplitudes diferentes, |a) e |3), nao

sao ortogonais, a saber,

(a]B) = exp (—%W - %W + ﬁa*) , (3.31)

de magnitude absoluta |[{a|3)|? = exp(—|a — (]?). Estes estados vao se tornando ortogonais no
limite | — B| > 1. Podemos representar qualquer estado na base de estados coerentes, que é
dita super completa. A supercompleteza resulta da relagdo (3.31), a qual permite expandir um

genérico estado coerente |a’), na base coerente, como segue,

p' = la")a'| = / P(a) [{afa’)? da. (3.32)

Sendo este unitario: D(a) Di(a) = Df(a) D(a) =1
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Um procedimento impossivel nas bases tradicionais (completas em vez de super-completas).
Para estes estados encontramos que a distribuicao estatistica de niimero de fétons é

dada por,

2n
P,(a) = e lol*/2 Jof™

SR (3.33)

conhecida como distribuicao de Poisson. O niimero médio de fétons e a dispersao no ntimero

de foétons sao iguais no estado coerente,
(alnfa) = (a|(An)?|a) = |af*. (3.34)

Isso acarreta anulamento do parametro Q de Mandel. Dizemos entao que o estado coerente
exibe estatistica Poissoniana.

A funcao de correlacao de segunda

ordem para este estado é igual a 1, significando X2 A
que a probabilidade de se detectar o segundo
féton independe da deteccao do primeiro féton. o
Os circulos na Fig. 3.2 representam
o estado de vacuo |0) e o estado coerente ég\ 0 -
X1

|a) (regido circular cujo centro situa-se a uma

Figura 3.2: Representacao do estado coerente

distancia |o| da origem). Ambos sao estados
no espago de fase.

de minima incerteza, ou seja, ambos possuem

o valor minimo permitido pelo principio de Heisenberg (AX 2= AX% = }1)

3.4.3 Estado de Numero Deslocado

Propostos inicialmente por Cahill e Glauber [27] em 1969, os Estados de Numero
Deslocado tiveram real atencao somente a partir de 1989 [64], quando suas propriedades

estatisticas foram analisadas.
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Eles sao contruidos a partir da aplicacao do operador deslocamento de Glauber, ﬁ(a),

em um estado de nimero. Asim,
la,n) = D(a)|n) = exp(ad’ — o*a) |n). (3.35)
Expandindo |a, n) na base de Fock temos

la,n) = Z Cin(n, ) |m), (3.36)
m=0

onde os coeficientes C,, sdo dados por [64],
(%)1/2 e—|a‘2/2 &(m—n) £ZL—TI<‘G{‘2>; m > n

Cm(n, @) = . (3.37)
(5)12 el [alm=m ] Lrmm (o) m < o,

sendo L7 "(|a|?) sao os polindmios de Laguerre associados, de ordem n. Para este estado,

P, # 0pm. O nimero médio de fétons e a variancia em n para este estado resultam [64]
() =+ [af?, (3.38)

((AR)?*) = (2n + 1)|af?, (3.39)

onde n = 0 recupera os estados coerentes e a = 0 recupera os estados de Fock. Notamos
também que para |a| < 1/2 o estado de nimero deslocado exibe anti-agrupamento de fétons

(2(0) < 1) bem como estatistica sub-Poissoniana (Q < 0) [64].
3.4.4 Estados tipo “Gato” de Schrodinger

Em geral, o estado tipo “gato” é definido como a superposicao de dois estados cléssicos
do campo eletromagnético, da mesma forma que os estados de “gato vivo” e “gato morto” de
Schrédinger em seu famoso paradoxo formulado em 1935 [63]. Particularmente interessantes
sao as superposigoes de estados coerentes [61], devido a possibilidade de produzir superposigoes

quanticas macroscospicamente distinguiveis, uma vez que tais estados sao quase-cléssicos. A
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definigao geral de um estado tipo gato, envolvendo um estado coerente |a) (com |af*) e um

segundo estado coerente com fase deslocada de m, denotado como | — «), toma a forma

IG) =N [la) +€?] —a)], (3.40)
onde

N = (2 + 2cos ¢ e 2lel*)=1/2 (3.41)

¢é o fator de normalizacao, que depende tanto do valor da amplitude o quanto da fase relativa

¢ dos estados envolvidos na superposicao. A expansao deste estado na base de nimero é dada

por
G) = (W) e 5 [1+ (1)) S (3.42)

e sua distribuicao de ntimero de fotons resulta na forma,

P(a, ¢) afre " (3.43)
n a? - Y *
(14 e2al” cosp ) n!
com o respectivo nimero médio de fétons
1 — e 2lal?
() = lal? T (3.44)

1+ e2el cosg

Fazendo ¢ = 0 na Eq. (3.40) teremos o denominado “gato de Schrédinger” par, onde
sua P, contém somente estados de Fock pares. Por outro lado fazendo ¢ = 7, teremos uma
superposi¢ao de estados de niimero impar, ou “gato de Schrédinger impar”. Quando ¢ = 7/2
teremos o estado coerente de Yurke-Stoler [65], o primeiro proposto, que é um estado coerente
transformado unitariamente.

O parametro (Q de Mandel para os estados “gato de Schrodinger” par e impar é

4 || e~ 2ol
Qpar(impar) - (i)m > (<) O? (345)

ou seja, o estado de superposi¢ao par(impar) exibe estatistica de f6tons super(sub)-Poissoniana

enquanto o estado de Yurke-Stoler exibe estatistica de fétons Poissoniana () = 0). Em resumo,

o parametro ¢ define esse carater estatistico do estado tipo “gato de Schrodinger”.



Capitulo 4

Distribuicoes de probabilidade

O principio da incerteza na descricao quantica traz problemas na representacao de um
estado no espago de fase. Como consequéncia, nao é possivel definir uma verdadeira distribuicao
de probabilidade como uma funcao das variaveis cldssicas do espaco de fase. No entanto,
as chamadas Funcoes de Quase-Probabilidades, que sao uma tentativa de transcricao para o
formalismo quantico das distribuigoes classicas de probabilidades conjuntas (definidas no espago
de fase) vem tendo uma grande utilidade no estudo de sistema quanticos [66]. Estas distribui¢oes
sao chamadas de quase-probabilidade porque, em alguns casos, sao singulares, apresentam

valores negativos, ou, ainda, nao possuem distribui¢coes marginais adequadas.

4.1 Teoria de Probabilidade Classica

Em Fisica Classica, o espaco de fase é um conjunto continuo de pontos, cada qual
correspondendo a posigao (¢) e momento (p) de cada componente de um dado sitema fisico.
Para calcularmos o valor médio de uma grandeza F'(q,p) neste espaco, devemos usar a média

estatistica
(FYy = /dq/dchz(q,p) F(q,p), (4.1)

onde P,(q,p) é a chamada distribuicao de probabilidade conjunta, positiva e normalizada, a

29
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saber,

cl(q p) O

/dq/dde q,p) = 1. (4.2)

Integrando a distribuicao de probabilidade conjunta em uma de suas variaveis, obteremos

uma distribuicao de probabilidade na outra varidvel. A saber
P(q) = / Pua(q,p)dp (4.3)

sz/m@m@ (4.4)

Estas sao as chamadas distribuicoes marginais. Ao calcularmos, no plano complexo, a transformada

de Fourier da distribuigao de probabilidade conjunta, obteremos a chamada funcao caracteristica

Xa(n) = / d*Bexp(Bn* — B n) P(n,n")
= (exp(Bn" — B"n)) (4.5)

onde g = x +1y, §* = x — iy, sendo x e y as variaveis de posi¢do e momento, respectivamente.
Uma propriedade 1til das fungoes caracteristicas é que podemos calcular momentos de variaveis
do espaco de fase através de sua derivacao
n+m
(B B")a = o= )" Xd(m/n:o : (4.6)
As funcbes caracteristicas também serao muito tteis na definicao das distribuicoes

quanticas de quase-probabilidades.

4.2 Funcoes de Quase-Probabilidade

O operador densidade pode ser associado a distribuicao de probabilidade cléssica,

P.(q,p), pois este também deve ser positivo e normalizado [58], ou seja, (V|p|¥) > 0 e
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Trp = 1. O célculo dos valores médios de operadores usando o operador densidade (ver Eq.
(3.16)) também ¢é semelhante aquela usada pela estatistica classica para o cdlculo de médias de
grandezas fisicas.

As distribuicoes marginais de probabilidade nas representacoes de momento e posigao

associadas ao operador densidade sao
P(q) = {alpla) = 0, (4.7)

P(p) = (pl plp) = 0. (4.8)

Quanticamente, nao é trivial definir uma distribuicao de probabilidade conjunta, devido a
nao comutatividade entre g e p . E mais simples definir uma fungao caracteristica quantica (s-
parametrizada), em analogia com a defini¢ao da teoria cldssica, porém levando em consideracao
as regras de comutacao (Lema de Baker-Campbell-Hausdorff: exp(A+B) = exp(—%[fl, B)) exp(A) exp(E

se [A,[A, B]] = [B,[A, B]] = 0). Escrevemos entao [27]

2
. . wn oy SN
x(n,s)=Tr {pe:cp <77aT —n*a+ %)1 : (4.9)

sendo s € [—1, 1] um parametro que indica o ordenamento dos operadores @ e @' na exponencial,
0 que permite um nimero infinito de fungoes caracteristicas (uma para cada s). Os ordenamentos
mais usados em &ptica quantica sdao: ordenamento normal, s = 1 (af & esquerda de a),
como (a")™(a)"; ordenamento anti-normal, s = —1 (a' & direita de @), como (a)™(a")"; e
um ordenamento simétrico, s = 0 (~ soma das permutagoes, ponderadas), como (a'a + aa')/2

Podemos agora, novamente em analogia com o caso classico, definir a fungao de quase-
probabilidade como a transformada de Fourier da funcao caracteristica parametrizada em s
[27],

P(5,5) = = [ duxins) capl(Bn - ). (4.10)
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As distribuicoes de quase-probabilidade sao definidas unicamente pelo operador densidade e,
neste sentido, caracterizam o estado quantico de um sitema. De acordo com os valores de s

teremos diferentes funcoes de quase-probabilidade, como apresentaremos a seguir.

4.2.1 Funcao P de Glauber-Surdarshan

Ao ordenamento normal dos operadores na funcao caracteristica parametrizada, cor-
respondente a fazermos s = 1 na Eq. (4.9), associamos a Fung¢do P, introduzida por Glauber e
Sudarshan em 1963 [50]. Assim, para um sitema descrito pelo operador densidade p, podemos

escreveé-la como

P(B) = %/ d’nTr [ pexp (na') exp (—n*a)] exp(By* — 5n). (4.11)

Considerando que p descreva um estado coerente (p = |a)(«|), encontramos uma
funcao P do tipo d-Dirac. Para estados genéricos, ela pode apresentar singularidade maior que
a 0-Dirac, tipo ¢, 0", etc. Em certos casos, como do estado de Fock, P(3) pode resultar numa
ultra-distribuicao, isto é, envolvendo série infinita de derivadas de d-Dirac [67]

P(3) é til para calcular valores esperados de produtos de operadores d e @' normalmente
ordenados; e é 1til para representar operadores na base coerente, quando eles estao anti-normal

ordenados.

(ahyan = [ @y 5 Po) (4.12
4.2.2 Funcao Q de Husimi

A Funcgao de Husimi [68], ou Fun¢do Q, esté associada ao ordenamento anti-normal dos
operadores a e a', sendo encontrada ao fazermos s = —1 na Eq. (4.9). Isto permite escrever,

segundo a Eq. (4.10),

o(8) = = / Py Tr | peap (a) eap (—nal)] eap(Br” — 5n). (4.13)

2
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Na representagao coerente, a equagao anterior toma a forma mais compacta [25]

Q(8) = ~{61416), (4.14)

onde  é um estado coerente com amplitude § = x + y.

A Funcao O é sempre positiva, esta bem definida para todo operador densidade e
nao apresenta singularidades. Contudo, esta ainda nao pode ser considerada uma funcao de
probabilidade usual pois nem sempre leva a distribuigoes marginais corretas (ver Eqs. (4.3) e
(4.4)). A vantagem desta funcao ¢ a facilidade de célculo quando o operador densidade de um

determinado problema pode ser expandido como um produto anti-normal
(@ @y = [ a5 o), (4.15)

A Funcao Q também é uma ferramenta util na compreensao do mecanismo de interacao do

Modelo Jaynes-Cummings [69].
4.2.3 Funcao de Wigner

A Fungao de Wigner [26] para o campo eletromagnético estd associada ao ordenamento
simétrico dos operadores (s = 0 em 4.9) que, definida a partir da fungao caracteristica, escreve-

se como

W(B) = i/ d’nTr [ pexp (na' —n*a)] exp(Bn* — B*n), (4.16)

T2

significando a “probabilidade” de observar a amplitude  do campo. Na realidade, a probabilidade
real de medir um valor preciso de um observavel é dada sempre pela distribuicao marginal
da funcao; por exemplo, ao expressarmos [ em termos da posicao ¢ e do momento p, a
probabilidade da medida de um valor em uma destas quadraturas sera dada pela distribuicao

marginal

W(q) = /_OO W(g p) dp. (4.17)
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Além de ser sempre real e normalizada a Funcao de Wigner existe para todos os
operadores densidade p, contudo nao pode ser interpretada como uma probabilidade verdadeira,
visto que pode, diferentemente da funcao O, apresentar valores negativos. A existéncia de
partes negativas revelam que o estado do sistema é nao-classico [70]. Por esta razao, a funcao
de Wigner pode ser usada no estudo da conexao entre as duas descrigoes, classica e quantica.
Esta fungao é também utilizada no estudo de decoeréncia e interferéncia quantica que surgem
da superposicao de estados [70], na reconstrugao de estados quanticos [33] e em diversos estudos
de propriedades do campo eletromagnético quantizado. Para uma melhor idéia de como esta
distribuicao nos fornece as informacoes do campo, calculemos sua representacao para alguns
estados do campo eletromagnético.

No estado de nimero, onde p = |n)(n|, obtemos

L, [4(q2 + pz)]

W, (q,p) = % (=)™ exp [-2(¢* + p*)] , (4.18)

n!

onde L, sao os polinomios de Laguerre.

027

L(NTE
047
06

Figura 4.1: Fungao de Wigner do campo eletromagnético no plano (q,p) para; (a) estado de nimero
|1) ; (b) estado coerente, com a = 0.4 e (c) estado coerente comprimido.

Na Fig. 4.1-(a) apresentamos o grafico, referente a Eq. (4.18), para o estado de niimero

|1). Vemos que esta fungao tem simetria axial ao redor da origem do espaco de fase (com raio
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correspondente a r = y/n = 1), mostrando que as incertezas na determinagao de ¢ e p para o
campo no estado de niumero sao igualmente distribuidas e aumentam com n (nao mostrado no
grafico). Além disso, a funcao apresenta valores negativos, que sdo uma assinatura do carater
quantico do campo, impedindo sua descri¢ao via tratamento cléssico.

No caso de um campo no estado coerente, p = |a)(«a/, a forma da funcao de Wigner é
dada como

9 _
Welq,p) = ;e:vp(—2|q+zp—a!2)- (4.19)

Para este estado, a funcao de Wigner é representada por uma Gaussiana (ver Fig. 4.1-(b) ),
sempre positiva e centrada no ponto gy = Re(a) e pg = Im(«), indicando que este estado tem
fase e numero médio de fétons bem definidos. A fungao nao possui parte negativa e sua forma
indica que é um estado de incerteza minima, o que coincide com a definicao do estado coerente
como o mais “classico” possivel dos estados do oscilador harmonico quantizado.

No caso de um estado coerente comprimido a Gaussiana perde a simétria de rotagao,
apresentando um achatamento em uma das quadraturas do campo. Para este estado, a funcao
de Wigner resulta

1 2
ch(qap) = % EXp | —T (q - \/504)2 - p? ’ (420)

onde r é o parametro de compressao.

Na Fig. 4.1-(c) mostramos a fungao de Wigner do estado coerente comprimido. Aqui,
a compressao e o deslocamanto foram feitos na variavel ¢, visto que tomamos os parametros
de compressao e deslocamento reais. Neste caso, a incerteza na quadratura ¢ é comprimida
abaixo da incerteza do estado coerente, tanto mais quanto maior for a compressao aplicada.
Em consequeéncia, a incerteza na variavel p aumenta, garantindo que o principio de incerteza

de Heisenberg nao seja violado.
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4.2.4 Definicoes alternativas

Existem formas alternativas para fungoes de quase-probabilidade. Uma delas foi proposta
for C. T. Lee [71], em 1991, que definiu uma fungao de distribuigao R(r, 0, 7), chamada func¢do

R, que representada na base de ntimero fica na forma

N
1 2 ,
R(r,0,7) = —e = E E p(n,m) em-m? Apm, (4.21)
TT

n=0 m=0

onde os coeficientes A, ,,, sao dados por
(1= 1)/ Ly(r?/7(1 = 7)), p/ n=m
Apm = (\/m!/n!)#r("f’”)ﬁﬁjm(r?/ﬂl -7)), p/ n>m (4.22)
(V/nlfml) gt mon(p2 f7(1 — 7)), p/ n<m

e 7 é um parametro continuo (7 € [0, 1)).

De forma andloga a Eq. (4.9), a Eq. (4.21) apresenta infinitas distribuigdes de
probabilidade, contudo para valores especiais de 7 esta representara as funcoes de distribuicao

citadas nas segbes anteriores. A saber [71]:

T=0 - Funcgao P de Glauber-Surdarshan,
1 - .

T = 3 - Funcao de Wigner,

T=1 — Fungao Q de Husimi.

Outra definigao foi proposta por Moya-Cessa e Knight [72], em 1993, onde as distribui¢oes
de quase-probabilidade parametrizadas por s podem ser obtidas através de um traco na base

de Fock

smo

Z )" H—;zﬂ (k| DY(3) p D(B) |k), (4.23)

1Seguindo um procedimento similar ao de Cahill e Glauber [27], que correlacionou as fungoes Q e P através
de uma transformagao convolutiva, C. T. Lee introduziu um parametro 7 continuo e definiu uma fungao de
distribuigao geral, sendo esta uma interpolacao continua entre as fungoes Q e P, com a motivagao de definir
um parametro para medir a profundidade nao-cldssica de um estado.
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ao invés da integracao no espago de fase. Esta mudanga permite agilizar cdlculos computacionais.

Neste caso, os valores do parametro s que representarao as distribuicoes conhecidas serao os

seguintes,

s=—1 - Distribuicao de Husimi (Q),
s=0 — Distribuicao de Wigner,

s=1 - Distribuicao P de Glauber-Sudarshan.
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Operador Deslocamento Condicional

O Operador Deslocamento Condicional (ODC) é um dispositivo que acopla dois campos
emergentes deslocando um deles. Este dispositivo tem sido extensivamente usado na literatura,
por exemplo, por Milburn e Walls [73] em medidas quanticas ndo demolidoras, via contagem
quantica; por Ban [74] em estudos tedricos de estatisticas de f6tons, usando um misturador de
quatro ondas (four-wave mixer) e por Avelar e et al. [75], em medidas da funcao caracteristica,
que fornece a distribuicao de Wigner descrevendo estados quanticos em ondas propagantes.

No dominio da eletrodinamica quantica de cavidades, Zou e et al. [31] propuseram a
criacao de ODC usando um atomo de dois niveis interagindo com um tnico modo do campo
na cavidade, alimentados por um campo cléssico intenso. Contudo, nao ha proposta de
como implementar esse operador, de uma forma factivel, para estados quanticos arbitrarios
no dominio de ondas viajantes. Aqui apresentamos um céalculo mostrando como deslocar
condicionalmente um estado quantico arbitrario (puro ou de mistura) usando um meio Kerr
entre dois divisores de feixe que tem uma de suas portas apropriadamente alimentadas por
estados coerentes altamente excitados (Simone Souza, A. T. Avelar, J. M. C. Malbouisson e B.
Baseia, Conditional displacement operator for traveling wave fields, submetido para
publicagao).

Como aplicacoes, mostramos que, acoplando o ODC em um dos bracos de um interferometro

38
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de Mach-Zehnder alimentado pelos estados de zero (vacuo) e um f6ton, é possivel gerar superposigoes
pares (+) e fmpares (—) de um estado arbitrdrio com sua contrapartida deslocada, |1)£D(3)|¢)
e que medidas da probabilidade de deteccao do niimero de fétons, na saida do interferometro,
leva a fungao de Wigner do estado [¢) (Simone Souza, A. T. Avelar, J. M. C. Malbouisson e B.
Baseia, Conditional displacement operator for traveling wave fields, submetido para
publicagdo).

Ainda neste capitulo, mostramos como gerar a superposicao [¢) + 13(6) |4) para modos
estaciondrios e estudamos as propriedades estatisticas para o caso particular onde ) = |N),

sendo |N) estado de niimero.
5.1 Construindo o Operador Deslocamento Condicional

Um diagrama esquemético do procedimento de geracao do ODC é mostrado na Fig.
5.1. Dois modos, a e b, sao conectados por um meio nao-linear do tipo Kerr colocado entre dois
divisores de feixe, DF; e DF,. Ambos os divisores de feixe simulam a acao de um operador
deslocamento em um estado quantico do campo incidente no modo a, quando sua segunda
porta ¢ alimentada por estados coerentes altamente exitados |7y) e | — 7). Desta forma, se dois
estados arbitrérios [¢) e |¢) entram, respectivamente, nos modos a e b, teremos que, depois de
DF;y, o estado total do sistema sera

|\Il/>zzb = Da<a)|¢>a|¢>b7 (51>

~

onde a = R7, sendo R a reflectancia de DFy (com R < 1) e D,(a) = exp(aa’ — a*a) o

operador deslocamento de Glauber [50].

O meio Kerr interage dispersivamente com os modos a e b segundo o hamiltoniano de
interagao [17]

Hyi = hKalab'b, (5.2)
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modo b

Q> —» >

Meio
modo a DFl/ Kerr DFZ/
e e
1 1
v '

Figura 5.1: Tlustragao esquematica do dispositivo ODC: consiste em um meio Kerr entre dois divisores
de feixe ao longo do trajeto dos sinais de entrada.

onde K é proporcional & susceptibilidade nao-linear de terceira ordem y®). Assim, a acdo do

meio Kerr sobre os estados do campo é representada pelo operador unitario
Uk = exp(—ifalab'b), (5.3)
onde § = Kl /v, | é o comprimento do meio Kerr e v é a velocidade da luz no meio.

Devido & agdo do hamiltoniano (5.2) sobre os modos a e b, seguido da agao de DF5,

que corresponde a um segundo deslocamento, o estado do sistema evolui para
U)o = Df (@)™ Dy(a)]e))al)s - (5.4)

Apos alguma algebra encontramos

A

D

(O[)efiG&T&?)TEDa (Oé) _ efiﬁ(&“ra*)(éﬂra) bth
a

_ e(—ieam—ieaaf—iea*a—ie\amBTB : (5.5)
onde usamos D(a)la D(a) =a+a e D(a)tal D(a) = al + o~ [76].
Para um meio Kerr realistico, pequenas mudancas na fase # sao facilmente produzidas

em laboratérios; para altos valores de e e campos pouco excitados podemos descartar o primeiro

termo da Eq. (5.5). Logo esta pode ser reescrita como,
[)l(a) e—ieamiﬁi) [)a(Oé) ~ 67i0|a\2l§1”[} e(,igaﬁ,wa*a)lﬁ

~ €—i0|04\2iﬁ13 UDC(ﬁ), (56)
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onde 8 = —ifa, |B| = 0|« finito e
Upc(B) = expl b'b (84" — 5a)] (57)

¢ o Operador de Deslocamento Condicional (ODC) desejado.

Enfatizamos que a Eq.(5.6) é uma relagao algébrica do operador; assim, nao depende
do estado da entrada no dispositivo ODC. No caso de um estado puro emaranhado, a Eq.
(5.1) deve ser substituida por |¥')4, = Dqy(a)|®)ap, enquanto que para um estado geral descrito

por um operador densidade pq (que satisfaz Trp = 1 e pt = p), deve ser escrito como pl, =

Da<a) ﬁab [)l(a)

5.2 Aplicacgoes

5.2.1 Gerando a Superposic¢ao: [¢) + ﬁ(ﬁ)hﬁ)

Para preparar a superposi¢ao mencionada usaremos um Interferometro de Mach-Zehnder
(IMZ) associado a um ODC auxiliar e a um defasador (1) como mostrado na Fig.5.2. O ODC
acopla um dos modos internos do interferometro (modo b) com o modo externo (modo a) onde
o campo em um estado |1) é injetado. Medidas da probabilidade de detecgdo do ntimero de

fétons na saida do IMZ permite preparar a superposicao [¢) £ ﬁ(ﬁ)w)

Inicialmente, um estado de vécuo |0) e um estado de um tnico féton |1) entram nos
modos b e ¢, respectivamente, passando pelo primeiro divisor de feixes (DFy) (veja Fig.5.2).
Consideramos aqui um divisor de feixes 50/50 ideal®, o que significa fazer # = 7/2 na Eq. (2.1).

Assim a acao de DFj sobre os campos de entrada em b e c fica representada por

s
71—

Ry = exp [ 0+ 6@*)] , (5.8)

I'Neste tipo de divisor de feixe, metade do feixe incidente é refletido; a outra metade transmitida.
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0
| >b DF, > DF, D Dy

1—» n [)-p,

oDC
§—> >

Figura 5.2: Tlustragao esquemética do interferometro de Mach-Zehnder (IMZ), incluindo o dispositivo
do ODC em um braco, acoplando o modo interno b com o sinal do feixe de entrada em a.

onde b (b1) e ¢ (¢1) sdo os operadores aniquilacio (criacio) associados aos modos internos do

interferometro. Usando a Eq. (5.8) obtemos a seguinte transformacgao (ver Apéndice C.4)

ﬁwwm—-%u%mﬁmwm» (5.9)

O defasador n adiciona uma fase € a um campo que o atravessa. Assim, justamente apds

atravessar DF e o defasador, o estado (emaranhado) do sistema evolui para

|mm:%@mmmﬁﬂmm»ww (5.10)

onde o estado |¢), no segundo membro é o estado inicial incidente no modo a.
O estado descrito pela Eq. (5.10) atravessa o dispositivo do ODC e a agao deste

dispositivo sobre o estado |W),,. fornece as seguintes relagoes

o= i0lal? b1 UCD(ﬁ) )00y = [1h)a |0)s, (5.11)
I o (8) [)al Ly = 1 Dy(8) e |1 (5.12)

e assim, depois do ODC e de DF, (que nos fornece Ry|1)5]0)e = 1/2(|1)5]0)¢ + |0)5]1).)) 0
estado inteiro do sistema pode ser escrito como

1

W)ase = 5 [ (00lL)e + [14]0)) + €™ D(5) (1)4]0) + 101/1))] e (5.13)

= e [l0l0)e (£ = Du(®)) + i) (€6 + Du®)) | l)r  (5.19)
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com & = n + flal?.
Note que o estado |¥'),,. também é emaranhado. Neste ponto teremos que, se o
detector D; disparar (ndo disparar), enquanto Dy nao disparar (disparar), corresponderd a

obtermos o estado [1);|0). (|0)|1).) na saida de DF, e o modo a é projetado no estado

pyete = el [ 2 Dy(9)] [, (5.15)

onde fizemos & = &y + 27n, com n inteiro e 0 < &, < 2w. Finalmente, a menos de uma fase
global, a superposicao [¢)) = D(B)|1) é obtida da Eq. (5.15) para & = 0; isto pode ser feito
ajustando PS tal que n = —0|al?.

Superposigoes de estados do tipo |1) + ﬁ(ﬁ)h/}) em ondas viajantes tem interessantes
aplicacoes na literatura. Por exemplo, fazendo [¢)) = |a) e B = —2a obtemos os estados
tipo gato de Schrodinger par (4) e fmpar (—), |a) &+ | — a); fazendo |[¢p) = |0) obtemos a
superposi¢ao de um estado de vécuo e um estado coerente, |0) & |3), neste caso o ODC faz
o papel de interruptor quantico [77]. Outra familia interessante de estados pode ser obtida

fazendo [¢) = |n), produzindo a superposicao |n) + D(5)|n).
5.2.2 Medida da Funcao de Wigner

Mostraremos agora de que forma o ODC implementado aqui podera ser usado para
medir a funcao de Wigner de um estado do campo eletromagnético. Comecaremos calculando
a probabilidade de deteccao do niimero de fétons na saida do IMZ, usando, para este fim, os
estados dados pela Eq. (5.15). Uma vez que o experimento de fotodeteccao, que nos fornece
a Eq. (5.15), é repetido muitas vezes, comecando sempre do mesmo estado inicial, podemos
calcular as probabilidades Pio(3, &) e Poi(f,&o) de detectar |1),|0). e [0)y]1)., respectivamente.

Assim, sabendo que

Plo(@ 50) = |<A10|\D,>ab6|2: (5-16)
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onde definimos A1) = |1)5|0)., teremos

PlO(Bu 50) = <A10|\Ill>abc ab6<\P/|A10>
= <A10| ﬁabc ‘A10>

= Tray { Pabe |A10) (A10]} - (5.17)

Usando a Eq. (5.14) encontramos

pare = }1 (€ = Dal)) 1401) (Aot o (e—zﬁo 1)
) i (e 0
+ i(eiﬁo—l—D( 5)) 1410) (Aot 5 (€7 = Di(3))
* i (¢ + Da(®)) | Aol o (e ”5”+Dl(6>), (5.18)

onde [Ap1) = |0)p]1)c € po = |¥)a(¥|, é 0 operador densidade descrevendo o estado inicial sendo

medido. Desta forma encontramos

Po(B.&) = Tr{[¢% + Du(@®)] pu [ + DL(B)]}

1

= i+ %Re {eorr, [D(B)p] (5.19)

De forma similar, a probabilidade Py (3,&y) para a detecgdo em Ds, ou seja, para a

deteccao de |0)y[1). , resulta

Re {e”fOTra [ﬁ(ﬁ)ﬁa} } : (5.20)

[\Dlr—\
L\Dlr—t

POl (ﬁ 60)

As probabilidades (5.19) e (5.20) nos fornecem

P(B,%) = Pw(B,%) — Por(3,%)
= Re {e”fOTra [f)(ﬂ)ﬁa} } : (5.21)
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Usando a definicao de funcao caracteristica de um estado quantico com os operadores simetricamente

ordenados [27], x.(8) =Tr [ﬁf)(ﬁ)], a Eq. (5.21) pode ser reescrita como

AP(B,&) = Re {e~0x,(8)} (5.22)

Observamos que a medida de AP(3,0) fornece a parte real da fungao caracteristica, ao passo

que a medida de AP(3,7/2) fornece sua parte imaginaria. Assim, obtemos

Ya(B) = AP(3,0) +iAP (8,7 (5.23)

Estas duas medidas conduzem aos valores de y, () em dois pontos, 5 e —3, devido a propriedade
Xi(B) = Xa(—B). Uma discussao detalhada sobre essa ambiguidade da funcao caracteristica
pode ser encontrada em [78].

Visto que a fungao de Wigner é a transformada de Fourier da fungao caracteristica y,
, isto é,

W(e) = - / 5 xa(B) exp (26 — 2°) (5.24)

2
resulta que a determinagao de uma base rasoavel de valores de x,() permite a reconstrucao
da funcao de Wigner do estado do campo que entra pelo modo externo a.

Podemos encontrar também a funcao caracteristica anti-normal ordenada, ya(8) =
Xa(B) exp(—|8]?/2), que conduz a funcao Q de Husimi via transformada de Fourier. Neste
caso, é necessario encontrar somente os valores de y(f) em uma vizinhanca de 5 = 0, visto
que o fator exponencial faz xa () ter valores insignificantes para grandes valores de |3|. O
parametro [ pode ser variado na escala de interesse controlando os parametros a e 6, uma vez
que este é dado por f = —ifa (assumimos, como visto anteriormente, que experimentalmente

devemos ter grandes valores para « e pequenos valores para 6).



5.3 Geragao da Superposicao |¢) = D(3)|1)) em modos estacionarios 46

5.3 Geracdo da Superposicio ) + D(8)[¢)) em modos
estacionarios

A superposi¢ao |w>if?( B)|1) pode ser produzida em um campo estaciondrio aprisionado
em uma cavidade de microondas (Simone Souza, A.T. Avelar, N.G. de Almeida e B. Baseia,
Superposition of Fock and displaced Fock states: generation and properties, submetido
para publicac¢ao) usando o seguinte procedimento: uma cavidade supercondutora de alta qualidade
é colocada entre duas cavidades de baixa qualidade (zonas de Ramsey R, e Ry, como mostrado
na Fig. 5.3. Um atomo de Rydberg de trés niveis é ejetado de uma fonte de dtomos (representada
na Fig. 5.3 por F,), com velocidade selecionada e é preparado em um estado circular excitado
le) (nimero quantico principal tipicamente igual a 50, correspondendo a um tempo de vida
da ordem de milisegundos). As zonas de Ramsey R; e Ry s@o alimentadas por um campo
classico, produzido pelo gerador de microondas (MG) e este campo interage ressonantemente
com os estados |e) e |g) do d&tomo de Rydberg. Segundo as Eqgs. (2.13) e (2.14) se ajustarmos
a intensidade do campo de modo a produzir uma rotagao de 7/2 no estado atémico, este sera

levado a uma superposigao dos estados |e) (excitado) e |g) (fundamental), a saber

R,le) = 5 3 Rulg) = %.

Em seguida, o a&tomo, neste estado de superposigao, interage com o campo na cavidade

: lg) + le)

C. Esta interagao atomo-campo é descrita pelo hamiltoniano efetivo (veja Apéndice B)
Hep = hx(a+ahle)(el (5.25)

sendo a' e a os operados criacdo e aniquilacao de fétons do campo, x = Q\/J, em que € indica
a freqiiéncia de transigdo entre os niveis |e) e |i) (intermedidrio) do dtomo, A a freqiiéncia de
transigao entre |e) e o estado do laser e 0 = w. —wy a dessintonia entre as freqiiéncias do dtomo

(wo) e do campo na cavidade (w.). Assim, a agdo do dtomo sobre o estado inicial do campo
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(l¢)) dentro da cavidade C é representado pelo seguinte operador unitario
Uep = e7"5 @ralle)elt, (5.26)
que pode ser reescrito como (ver Apéndice B)
Ues = D(a) le)(e] + [g)(gl, (5.27)

onde D(a) =—ied'=0"d) ¢ o gperador deslocamento de Glauber com o = —i QA t/4.

excitado

Figura 5.3: Esquema experimental para a geracdo da superposicio |¢) + D(3)|¢) em modos
estaciondrios.

Como o dtomo é preparado em um estado excitado |e), teremos, no momento em que

ele cruza a cavidade C, interagindo com o estado |¢) em seu interior, o seguinte estado

e = <5 [Dl@)ledel +la)tal] Lle) + la)] )
1 .
= 5 [D@le) +19)] Ie). (5.28)

Apés deixar a cavidade C, o atomo interage com a segunda zona de Ramsey (Rs), assim
como em Ry, fazendo com que os estados |e) e |g) sejam transformados novamente segundo as
Egs. (2.13) e (2.14). Apds a passagem do dtomo o estado que descreve o sistema dtomo-campo

torna-se

[ (D(@)=1)[g}[e) + (D(a)+1)|e)lg) ] (5.29)
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Depois de Ry o dtomo pode ser detectado tanto em |e) quanto em |g) pelos dois
detectores atomicos Dy e Dy (ver Fig. 5.3); se o atomo for detectado em |g), o campo dentro

da cavidade colapsa na superposicao

o =5 | I¢) + Dia) ¢) | (5.30)

N —

enquanto que, se o atomo for detectado em |e) teremos

1

Yo = 5

[1¢) = D(a) ) ], (5.31)

sendo estes os estados superpostos que queriamos gerar.

5.4 Superposicao de Niumero mais Nimero Deslocado:
Propriedades Nao-Classicas

Mostramos como gerar a superposicao [i¢) £ b(ﬂ)]?ﬂ) tanto em modos viajantes como
em cavidades. Como aplica¢do, vamos considerar um caso particular onde |p) = |N), sendo
|N) um estado de nimero. Neste caso a superposigdo “ntmero mais nimero deslocado” (NND)
pode ser escrita como

) =N [ IN) £ D(@)|N) | (5.32)
onde N é o fator de normalizacao do estado. Expandindo o estado |¢)) na base de Fock,

[y =3, Cpln), os coeficientes da expansao (C,) podem ser escritos como [64]

(

N -\/%e*|a‘2/za("*N)E%_N(|a|2)} n>N
C,={ N|elerrey=n(aP) +1]in = N (5.33)

N /1L e~lal?/2 [a(n—N)}*ﬁg—nOaP)] <N

\

onde £ sdo os polinomios generadizados de Laguerre e N resulta

N = [2 + el EN(|04\2)} o (5.34)
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Estudando a probabilidade de sucesso para a geragao destes estados de superposicao
vemos que, para o estado de NND-par (o que significa tomarmos o sinal + nas Egs. (5.32),
(5.33) € 5.34), a probabilidade se sucesso serd igual a probabilidade de detectar o estado atomico

da superposigao descrita pela Eq. (5.29), com |p) = |N), no estado fundamental |g), ou seja,
P = [(glW)[?, (5.35)

cujo resultados para varios valores de N sao mostrados na Fig. 5.4. Os graficos para o NND

impar comecam da origem e sao complementares ao NIND-par, como mostra a Fig. 5.5.

1

2z

ZzZ 22
m o mn
A wWN PR
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0.6
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0.2

Figura 5.4: Probabilidade de sucesso P (+) versus a para a superposicio NND-par.

Notamos que a probabilidade de sucesso do esquema depende dos parametros N e
|a|?.  Essa probabilidade do sucesso para geracao do NND-par pode ser maior que 0.5,
como é mostrado na Fig. 5.4 para pequenos valores de |a|> (Ja|*> < 1). Por outro lado,
a probabilidade de gerar a superposicito NND-impar (|[N) — D(a)|N)) é complementar a
probabilidade para o NND-par (veja Fig. 5.5), uma vez que a detegdo atomica dos estados
lg) e |e) sdo complementares. Desse modo o resultado P(«) > 0,5 ocorrerd para a superposi¢ao

NND-impar quando |a]? > 1.
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Figura 5.5: Probabilidade de sucesso para a superposi¢aio NND-par e impar usando |N) = [1).

Descrevemos, nas proximas sub-segoes, algumas propriedades nao-classicas, como as

apresentadas no Cap. 3, para o estado de superposigao descrito pela Eq. (5.32).
5.4.1 Distribuicao de Niumero de Foétons

Podemos calcular a distribui¢ao de ntumero de fétons (P,) da superposigao (5.32)
usando a Eq. (3.17), descrita na Seg. 3.3.1, onde os C,, sao os coeficientes da expansao do

estado de NIND na base de Fock. Desta forma obtemos

(

N2 [ Bemlof a2 (LN (o)) s > N

po= | N1+ e R EY (o) £ e PRy (o) | sn = N (5.36)

N2 [ (a2 (LY ()2 in < N

\

As Figs. 5.6 e 5.7 mostram as distribuicoes estatisticas P, () (caso par) e P, () (caso

fmpar) versus n, respectivamente, para alguns valores de |a|? e N. Em ambos os casos notamos
) ) *

oscilagoes na distribuicao, evidenciando o cardter quantico da superposicao [79]. A ocorréncia

de zeros na distribuicao de nimero de fétons constitui também uma caracteristica nao-classica
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Figura 5.6: Distribuicao de Nimero de Fétons, P, (+) versus n (caso par), for (a) N = 1, |a|? = 1.0;
(b) N =2, |a|?> =2.0; (c) N =3, |a]?> =3.0; (d) N =4, |a|?> = 4.0.

do estado [80]. Notamos nas Figs. 5.6 e 5.7, que a distribuigao estatistica estda concentrada
em n = N para cada conjunto de parametros (|a|?, N) quando |a|> = N, sendo que essa
concentracao é igual, para o caso par e impar, quando (|a|?, N) = (1,1) e diferente para os
demais casos, onde P, é maior quando a paridade de N (com |a|*> = N) é contraria a paridade

(par (4) e fmpar (—)) da superposicio, ou seja, P, () < P,(7) e Py(0) < Py (),
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Figura 5.7: Distribuicdo de Nimero de Fétons, P, (=) versus n (caso fmpar), for (a) N = 2, |a|? = 2.0
e (b) N =3, |a|* =3.0.

5.4.2 Estatistica Sub-Poissoniana

O efeito sub-Poissoniano é usualmente estudado via o parametro Q de Mandel, descrito
pela Eq. (3.18). Substituindo a Eq. (5.36) na Eq. (3.18), encontramos o valor do parametro Q
de Mandel para a superposicado NND dada pela Eq. (5.32). Como j& mencionado, o estado de
nimero |N) exibe maximo efeito sub-Poissoniano () = —1) independente do valor de N, ao
passo que o estado de nimero deslocado D(a)|N) exibe este efeito somente quando |a] < 1/2
[64]. A superposicao dessas duas componentes altera esses resultados.

As Figs. 5.8 e 5.9 exibem graficos do parametro (Q de Mandel, para o estado de NND-
par e NND-impar, respectivamente, como funcao de |a|?, para N = 1,2,3,4. Os graficos
mostram que as superposi¢oes exibem as trés estatisticas (Poissoniana, sub-Poissoniana e
super-Poissoniana), contudo o efeito sub-Poissoniano ocorre somente para certos intervalos do
parametro |a|?. No caso par |a]? < 0.65, sendo que este intervalo aumenta quando N diminui;

para N = 1, este intervalo é maximo. No caso impar esse intervalo aumenta; contudo o efeito
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Figura 5.8: Parametro Q de Mandel Q (t) versus |a|? (caso par), para pequenos valores de N.
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Figura 5.9: Parametro Q de Mandel Q (=) versus |a|? (caso fmpar), para pequenos valores de N.

nao é tao intenso () > —1) e, ao contrario do caso par, o intervalo é minimo para N = 1.

5.4.3 Anti-Agrupamento de Fétons

A fungao de correlagdo de segunda ordem de um estado do campo (ver Eq. (3.21))

informa se a probabilidade de detectar um segundo féton logo apds a deteccao do primeiro é

maior ou menor em relagao aquela da luz coerente. Esta probabilidade é descrita pela Eq. (3.21)
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e se resultar menor que 1 implica que este estado exibe o efeito de anti-agrupamento de fétons ou
“antibunching”. Sabemos que para um estado de ntimero |N), este efeito é mais pronunciado
para pequenos valores de N [58] (veja Eq. (3.26)), ao passo que para o estado de ntumero

deslocado |, N) este efeito ocorre somente para |a| < 0,5 [64].

2
N=1
o e N=2
15 | ~—aN=3
’ —aN=4
b
)
‘o
4
0.5 ¢
0
0 1 2 3

2
a

Figura 5.10: Funcao de correlcio de segunda ordem ¢2(+)(0) versus parametro (real) a.

Das Figs. 5.10 e 5.11, que exibem os graficos da funcao de correlagao de 2* ordem para
as superposicoes NND-par e NND-impar, vemos que o efeito de anti-agrupamento torna-se
mais relevante, no caso da superposicao NND-par, para pequenos valores de N, diminuindo
quando |«| aumenta até desaparecer quando |a| > 1, uma caracteristica similar ao efeito sub-
Poissoniano mostrado na Fig. 5.8. Outra caracteristica similar nestes dois efeitos é a de que no
intervalo em que ocorrem (|a| < 0.8) suas intensidades ficam mais relevantes quando N = 1
(ver Figs. 5.8, 5.10). Para o caso impar também vemos efeitos similares aos mostrados na
Fig. 5.9. Neste caso notamos que o intervalo em que o efeito ocorre também aumenta e que

este ¢ minimo para N = 1.
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Figura 5.11: Funcéo de correlcio de segunda ordem ¢(=)(0) versus parametro (real) o.



Capitulo 6

Comentarios e Conclusoes

Neste trabalho apresentamos uma técnica para a geracao do Operador Deslocamento
Condicional (ODC) para campos em modos viajantes, utilizando um meio Kerr colocado entre
dois divisores de feixe alimentados por campos coerentes altamente excitados. Mostramos que
este dispositivo, quando convenientemente inserido em um dos bracgos de um interferometro de
Mach-Zehnder, permite a geracao de estados do tipo |¢) :I:ﬁ(ﬂ) |1), com interessanes aplicacoes
mencionadas na Sec¢ao 5.2.1, bem como a medida da funcao de Wigner (Secao 5.2.2) a partir da
probabilidade de deteccao de fotons na saida do interferometro. Ambas as aplicacoes sao validas
também para estados de mistura. Mostramos, ainda no Cap. 5, como gerar a superposicao
mencionada acima em modos estaciondrios utilizando um atomo de trés niveis interagindo com
um unico modo do campo em uma cavidade com alto fator de qualidade. Como aplicacao,
estudamos algumas propriedades estatisticas desta superposigao especificando |¢)) = |N).

No que diz respeito a realizagao experimental do esquema em modos viajantes, podemos
dizer que, devido aos atuais avancos tecnoldgicos, fotodetectores com eficiéncia préxima a 100%
podem ser encontrados [40, 41] bem como fontes de um tnico féton bastante estéveis, por
exemplo, usando: pontos quanticos [81], moléculas [82], dtomos [83], métodos de conversao
paramétrica descendente (down-conversion) [84], dentre outros, tornando factivel a geragao da

superposigao [¢) £ ﬁ(ﬁ)hb}, bem como a medida da funcao de Wigner. Com respeito a esta
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fungao, vale a pena comparar o esquema com aquele da Ref. [32], onde a medida da funcao
de Wigner usa um interferometro de Mach-Zehnder auxiliado por um meio Kerr. Neste, a
fungao de Wigner é medida diretamente, sendo portanto vantajoso; contudo [32] requer uma
mudanca de 7 na fase do campo (f = 7). Para modalidades éticas, obter tal fase requer
uma susceptibilidade nao-linear muito grande, nao disponivel, ou um meio Kerr extremamente
longo [85], 0 que torna sua implementagao experimental muito dificil atualmente. No esquema
proposto neste trabalho, o objetivo (medir a funcao de Wigner e gerar a superposigdo em
modos viajantes) é atingido com o uso de pequenos valores de 6, ou seja, pequenas mudangas
na fase, que sao conseguidas facilmente em laboratério usando um meio Kerr realistico. Essa
caracteristica constitui um resultado notével do ponto de vista experimental.

As dificuldades para a geracao do estado de superposicao em modos estacionarios sao
um pouco maiores do que aquelas nos modos viajantes. Entre essas dificuldades podemos
citar o fato de que os detectores de ionizacao disponiveis terem eficiéncia maxima em torno de
70%; porém, em um trabalho recente [86], Haroche e colaboradores abrem étimas perspectivas
em relacao ao aumento da eficiéncia de deteccao atomica em experiéncias em cavidades de
microondas. Outra incoveniéncia experimental é que estados de campos em cavidades sao
fortemente afetados pelos efeitos de decoeréncia que degradam o estado que esta sendo preparado;
contudo esforgos tem sido feitos com o intuito de minimizar este efeito [48]. Irregularidades
provenientes da perda de coeréncia é quantificado fazendo uso do conceito de Fidelidade', sendo
muito importante, visto que estima as condigoes que permitem a confiabilidade do esquema
experimental. Neste trabalho, a fidelidade de geracao da superposicao de niimero com niimero

deslocado (NND) ¢é aproximadamente 100%, assumindo que o estado |N) inicial ¢ um dado

LA Fidelidade é definida como sendo o quadrado do médulo do produto interno entre o estado final
(supostamente danificado) e o estado ideal, representando portanto uma medida do desvio do estado real em
relagao ao estado ideal. No caso geral, em que o estado final é uma mistura estatistica, a fidelidade é definida
como o valor do operador densidade reduzido do sitema em relagao ao estado ideal.
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exato do experimento e sabendo que os estados de nimero |N), com pequenos valores de N
[20, 21], e parametros de deslocamento o com precisao na primeira casa decimal, podem ser
preparados com altas fidelidades. Quanto ao sucesso de geracao, vimos que no caso particular
do estado NND), a probabilidade de sucesso da geracao depende dos parametros NV e a e que
esta pode ser maior que 0.5 veja Fig. 5.5). Observamos também que as probabilidades, para
NND-par e NND-impar sao complementares. Estudamos ainda algumas das propriedades
nao-classicas desta superposicao: (i) distribuicao estatistica, P,; (ii) ocorréncia de estatistica
sub-Poissoniana e (iii) anti-agrupamento de fétons; sendo que todas apresentaram alguma
caracteristica nao-classica, a saber, oscilacoes e zeros na distribuicao estatistica P,, fator Q
de Mandel menor que zero para valores especificos de a e N e funcao de correlagao de segunda
ordem (g%(0)) menor que 1.

Finalmente, é importante mencionar que além do caso especial NND aqui estudado,
a superposicao 1) & D(8)]1) contempla outros casos interessantes; um deles é o estado |0) +
D(a)|0) estudado por Lutterbach e Davidovich [77], para executar um interruptor Gtico com

coeréncia quantica entre seus estados aberto e fechado.



Apeéendice A

Aproximacao de James

Comecemos com a Equagao de Schrédinger na representagao de interagao,

LOlW() _ »
th——o— = Hi(O)[¥(t)). (A1)

A solucao formal para esta equacao diferencial, parcial, de primeira ordem, é

() = 00+ [ e (4.2)
Substituindo (A.2) em (A.1) resulta,
w0~ fooo + 5 [ E0R @) (A3)

Se assumimos que o hamiltoniano de interacao H 7(t) consiste de um nimero de termos
altamente oscilantes [87], em boa aproximagao o primeiro termo do lado direito da Eq. (A.3)
pode ser descartado e podemos adotar uma aproximagao Markoviana! para o segundo termo,

tal que a evolugao de [i(t)) é governada aproximadamente pela seguinte equagao [87]

0 o gyt (A4)

onde

A

H(0) = S 10(0) [ ) (A5)

! Assumimos que o sistema ndo tem memoria, ou seja, os eventos no tempo t nio dependem dos eventos
anteriores.
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e a integral indefinida é obtida no tempo t, desacompanhada de contante de integracao.

Estes argumentos podem ser colocados de forma mais rigorosa considerando a evolugao
temporal da funcao de onda.

Assumiremos agora que o hamiltoniano de interagao consiste explicitamente de uma

combinagao de componentes variando harmonicamente com o tempo, isto é
H(t) = hme“m' + h.c (A.6)
m

onde h.c é o hermitiano conjugado e w,, sao todos independentes (isto é, w,, # w,). Neste
caso, o hamiltoniano efetivo H.(t) reduz-se a uma forma simples e muito 1til em andlises de
interacoes laser-ion

twnt

R 1 R ] R ) R R —twnt

Wy, —iwy,

Hef(t) — Z hmhnel(wm+wn)t_I_hmhjle’b(wm—wn)t

m,n _hwn
e N
- n

considerando os termos w,, = w, encontramos
Hs(t) = Z 1 [fALT ,ﬁm] + termos oscilantes. (A.7)
m hwm "

Se limitamos nosso interesse em dinamicas que sao médias temporais sobre um periodo
muito mais longo que o periodo de qualquer das oscilagoes presentes no hamiltoniano efetivo
(isto é, a média sobre o tempo T > 27 /min|w,, — wy|), entdo os termos oscilantes podem ser

descartados, assim

[Z (B, 5] (A.8)



Apeéendice B

Deducao do Hamiltoniano (5.25):
Hep = h%”( +al)le)(el

O hamiltoniano de um sistema constituido de um atomo de trés niveis bombeado por

um laser e interagindo com um campo quantizado é dado por
H = huwoli) (i] + Fwedla + BQ(6100 4 Goial) + BA(Giee ™ + 6™ 1), (B.1)

onde ) e X\ sdao as constantes de acoplamento atomo-campo quantico e atomo-campo classico
respectivamente, wy ¢ a frequéncia de transigao atomica dos niveis i) e |e) do dtomo' e w, é a

frequéncia do campo quantizado (veja Fig. B.1).

1° Passo: passar para o referéncial do laser
Para que possamos eliminar a dependéncia temporal da Eq. (B.1), realizamos uma

transformacao unitaria? usando o seguinte operador

A

7, = e—iws(@a+i)it (B.2)

Hg) estd tao dessintonizado que nao influéncia na evolugao do sistema.
2A0 realizarmos uma operagao unitdria Uy = e~ *Ho/h em um hamiltoniano que pode ser escrito na forma
s = HO + V onde Ho eV correspondem aos termos livres e de interagao, respectlvamente encontraremos

UgH Uy = Hoy + U0 VUO, de forma que podemos escrever H= UOH Uo — Ho, onde H = U0 VU,.
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Figura B.1: Tlustracao esquemética de um atomo de trés niveis bombeado por um laser e interagindo

com um campo quantizado.
No caso de (B.1) teremos
Hy = Ul HU, — hwy(ata + [i)(i]) ,

onde H é o termo de interacao dtomo-campo cléssico e quantizado.

Usando a relacao de Baker-Hausdorff [55] para a expansdo da exponencial
o N 10~ s -
EABe A — By [A, B} +5 [A, [A, BH +o

encontramos

A~

oA A dwst
UpoiUr = 0eie™"
Ulaly, = ae™st
Assim, reescrevemos (B.3) como

Hy = hA\o|i) (0| + A sita + BQ(6e + 6eal) + hA(Gie + Gei).

2° Passo: passar para a representacao de interacao

(B.3)

(B.4)

Esta passagem é feifa a fim de preparar o hamiltoniano dado pela Eq. (B.7) para a

aproximacao de James. Assim, escrevendo (B.7) como Hy, = Hy + H; onde Hy = h\o|i)(i] +
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hA.saa, podemos definir o operador unitério na forma
)

N

U, = eih(Bosli)(il+Acsata)t (B.8)

Através dessa transformacao unitaria, o novo hamiltoniano, que chamaremos de V,

pode ser escrito como

V = UlHL U — T(Aos|i) (3] + Acsita). (B.9)

Usando as Egs. (B.8)e (B.4) encontramos

Ulo,.Up = Goe” 100t (B.10)
UlaU; = ae™ et (B.11)

logo,
V = BQU(Gieae"Posm Rt 5o qle BosmRe)t) L BA(G.eM 005 4 G R0sh), (B.12)

Da Fig. (B.1) vemos que,

AOS_ACSZWO_WC_(WC_(‘US)ZWO_WC:_5
AOs:wo_wc:_(A+6)

Assim, resulta,
V = hQUGieae ™0 + GoaTet) 4+ AA(Giee A 4 G, e A1), (B.13)

3° Passo: usar a aproximagao de James

Segundo a aproximagcao de James

H = %V(t)/V(t’)dt’. (B.14)

Substituindo (B.13) em (B.14) obtemos

. {QQdT& Qlafe At Q/\deim}' (B.15)

Hep=hoe\ ==+ —x75 T
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onde descartamos a contribuicao referente a g;;, pois queremos um hamiltoniano condicionado

a preparacao do atomo inicialmente no estado |e).

4° Passo: nova transformacao unitaria
Como tultimo passo fazemos nova transformacao unitaria com o objetivo de eliminar a

dependéncia temporal na Eq. (B.15). Escrevendo ﬁef/ = Hy+ H; com Hy = W"TE“T“ teremos

R Q2 /\ee/\»l-/\
(= eap |- 220 (B.16)
Assim
Ul6eeUy = 6ee (B.17)
NP i0?
Ulaly = ae” 5t (B.18)
e
F L 2 hQ2 AeeATA
Hey = UjHo Uy — == (B.19)
Usando (B.17), (B.18) e (B.19) encontramos
- RO , 2 093 . 2
Hep = T@e&Te*“A*%)t + Tﬁeede’(A’%)t . (B.20)
Fazendo A = Q?/§ obtemos
~ RN
Hoy = ==+ ahe)el, (B.21)
que é exatamente o hamiltoniano descrito pela Eq. (5.25). Logo, da Eq. (B.21) teremos
Uy = ot (atal)le) (el t (B.22)
Podemos reescrever a equagao acima na seguinte forma
U, = elaerahloelt (B.23)
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com o = —1 Q2 A\t/d. Expandindo a exponéncial na Eq. (B.23) ela resulta em

(va —a*af)’ |e)(e|
2!

Uy =1+ (aa—a*al)|e)le| + +unn, (B.24)

e, finalmente, uma vez que os auto-estados atomicos formam uma base ortonormal, podemos

reescreve-la na forma

Ues = e le) (e] + [g) (g, (B.25)

que é uma forma bastante 1til, tornando mais facil sua manipulacao nas aplicacoes.



Apéndice C

Hamiltonianos de Interacao

C.1 Hamiltoniano de interacao dispersiva

Podemos escrever o hamiltoniano de um sistema constituido de um atomo de dois niveis

acoplado a um modo do campo eletromagnético da seguinte forma

[’AI — ﬁo—F]f[[

hwoo, ta
— hwala+ g" + hig(ate_ + a6y (C.1)

onde Hy = hwa'a + TuwoG,/2 refere-se ao campo livre e ao atomo livre; H; = hg(a'o_ + a6 )
descreve a interacao entre o campo eletromagnético e o elétron. Nestes, g é a constante de
acoplamento atomo-campo, w é a freqiiéncia do campo e wy é a freqiiéncia de transicao nos
niveis atomicos.

A fim de operar somente com os termos de interacao, passamos a representacao de

interacao usando o seguinte operador unitario

A

0, = e_iﬁo t/h _ =i (wde-l-M()&z/?)t. (CQ)

Nesta representacao, podemos escrever o hamiltoniano como sendo

H = UlHU,- H,
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onde definimos 0 = wy — w.
Realizaremos na Eq. (C.3) a aproximagao de James. Neste caso teremos (veja Apéndice
A)
. 1 . .
H4(t) = 7iHI(t)/Hl(zf’)alt’. (C.4)
i
Dessa forma encontraremos os seguinte hamiltoniano efetivo

N ha?
He =2 (atas, +6,.6.), (C.5)

onde descartamos os termos rapidamente oscilantes.

Utilizando o operador

U = e—i9°ledelt/s (C.6)
podemos passar novamente para a representacao de interagao. Neste caso, encontramos

h ¢

H= T&Ta&z (C.7)

sendo este o hamiltoniano que representa a interacao dispersiva.

C.2 Hamiltoniano de Jaynes-Cummings

Com respeito ao modelo de Jaynes-Cummings [46], costuma-se dizer que este permite
uma descricao simples da interacao entre matéria e campo eletromagnético, além de ser analiticamente
soluvel. O sistema consiste de um atomo de dois niveis interagindo com um modo quantizado do
campo eletromagnético. O hamiltoniano que descreve a interacao entre um campo eletromagnético

e um elétron é dado por [?]

H = %(p —eAP +V(x)+ H. (C.8)

onde m, e, p a massa, carga e momento do elétron, respectivamente. V' (x) designa o potencial

de Coulomb e H, o hamiltoniano do campo livre. Com a quantizacao do campo de elétrons o
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hamiltoniano é reescrito como

sendo

Hy=> ala; E; =h Y w (bfby+1/2) (C.10)
J l

os hamiltonianos referentes ao movimento livre dos elétrons (H,) e do campo livre (H.),
respectivamente. Na Eq. (C.9) H; descreve a interacao entre o camo eletromagnético e os
elétrons. Este hamiltoniano de interagao pode ser escrito (no formalismo da seguinda quantizagao)

em duas partes:

o= / W) {-CA - plue s (C.11)
Hio= / Ul(x) {——2A2 }\IJ(X) d*x . (C.12)

2m

A contribuicao do termo em A2 na equacao acima, sé seré importante nos processos nao-lineares
(que envolvem campos intensos), e por isso nao a consideraremos aqui. A seguir, expande-se
os operadores do campo eletronico U(x) como uma superposi¢ao das fung¢oes de onda nao

perturbada ¢;(x) (sendo ¢,(x) auto-funcées do hamiltoniano H,; com auto-valores F;):
x) =Y i, ¢;(x) (C.13)
J

e usando o fato de que o potencial vetor do campo de radiagdo quantizado, A(x,t) pode ser

escrito como uma combinacio de At(x,t) ¢ A=(x,t) (A~ (x,t) = [AT(x,1)]") expandidos nos

A+(x, t) = Z Qk(t) FLZ \ a5 —— 2hwk o« bk uk e iwnt 7 (014)

com uy(x) descrevendo ondas eletromagnéticas em geral (ondas estaciondrias, viajantes, esféricas,

modos k, temos

etc.). Portanto,

. .
Ax,t) = AP (xt)+ A (x,t)=h —— (bpug(z) e " + h.e), C.15
(x,1) (x,1) (x,t) Z,;Vkaeo(’“ k() ) (C.15)
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de forma que podemos reescrever a Eq. (C.11) como
3 _ t _C A 3
Hp, = /\If (X){ mA p}\I/(X)dx
_ _ii R 1 . R _ ,
oom %ajal V 2 hwg € / 9;(x) [(bk(t) ur(x) + by Uk(X)> P} P1(x) d°x
. 1 A .
- h%}; a}al m {bk(t) / ¢j (X) [Uk(x) : P] Cbl(X) d*x + h.c}

= ﬁz d;&z {Bk(t)gjlk + Z;L(t)g;lk} ; (C.16)

jlk

em que definimos o fator de acoplamento dtomo-campo g como sendo

9jik = _%“ﬁm/ ¢3(x) [ur(x) - p] ¢u(x) d*x (C.17)

Pode-se simplificar esta expressao para o fator g;;; fazendo-se a aproximagao de dipolo
elétrico onde assume-se que u(x) (que é do tipo uk(x) = exp(ik - x 4+ ip)/V/V, V = volume
do campo quantizado) tenha uma variagdo espacial muito mais lenta que as fungées de onda
eletronicas, de forma que podemos considerar uy(x) aproximadamente constante e tird-la da
integral em (C.17), trocando-a por ug(xg), sendo xq a posigdo do dtomo. Esta aproximagcao
¢ justificada no regime éptico uma vez que, nesse regime, o comprimento de onda do féton é
muito maior que a dimensdo do atomo, ou seja, Aston = 1/1K| > Tasmico (Afston ~ 10°A e

T atéomico ™ 1 A), de forma que

2
eik-x+i<p — eik-(x0+6x)+igo — eik-x0+i<p (1 +ik-6x — (k 25X) . > ~ ei (k-x0+) ) (C18>

A integral e [ ¢%(x) [ur(x) - p] ¢1(x) d*x pode ser escrita como o elemento de matriz de dipolo

imdj / 95 (x) ex ¢y(x) d’x (C.19)
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sendo m a massa do elétron e ¥; = (E; — E;)/h. De fato

[ 560t - platds = 5 [ 60 (s anx)
= %(EJ — E) / 95 (x) x ¢y (x) d’x
= imﬁjl/qb;(x)xgbl(x) d*x (C.20)

0 que nos permite escrever o fator g;;, como

: /1
gjlk = —1 19]‘[ elk.XO m / ¢;(X) (6 X) ¢Z<X) d3X . (021)

O hamiltoniano de interagao (C.16) pode ser simplificado considerando alguns casos
particulares. Primeiramente, a fase da funcao pode ser escolhida de modo que gj; seja real.
Com isto, a Eq. (C.16) fica

Hyy=hY  ala g (b + b)) . (C.22)
jlk

Passando para a representagao de interacao e usando as relagoes entre esses operadores

nas representacoes de interagao e Schrodinger

(a;)r = (a)g e Pt/ (b)r = (b)se " xt/m (C.23)
obtemos
]:I[ —h Z itk [(i)k)s e—iwkt/h+ (BL)S e—&-iwkt/h] [(dj)s et Ejt/h (d;r)s e—iElt/h ' (C24)
jlk
Nesta equacao observamos que somente termos da forma ettt o eti(we=05)t eorrem.

Quando wy ~ ¥;; vemos que o primeiro desses termos oscilam rapidamente com o tempo.
Podemos desprezar esses termos em relagao aquele proximos da ressonancia. Essa aproximacao

¢é conhecida como aproximacao de onda girante.
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Podemos também considerar um dtomo de dois niveis somente (j,1 = 1,2) e um campo
de um tnico modo de frequéncia w. Desse modo, o hamiltoniano na representagao de interacao
serd dado por

Hy =hyg {B&;al 4ot aIaQ} , (C.25)

, 1
9= 7"\ S e hror co Vo1 u(Xo) dra (C.26)

dyy = / $3() () b1 (x) d* | (C.27)

Cco1m

sendo o momento de dipolo para a transicao 1 — 2 e Xy a coordenada do centro do atomo.
Da quantizacao do campo eletronico (ver, por exemplo, ref. [58], capitulo 10), um dtomo
de dois niveis descrito pelos operadores fermionicos as e a; pode ser descrito pelos operadores

de “pseudo-spin” seguindo a seguinte correspondéncia:

operadores de pseudo-spin operadores eletronicos
o abas
& aja
A TP AT 4
o 5(Gya — ayay)

sendo 6 (6_) o operador de levantamento (abaixamento) dos niveis atémicos internos.
Dessa correspndéncia podemos escrever o Hamiltoniano de interagao de um inico atomo de dois

niveis com um unico modo do campo, na ressonancia, como
HI:hg{bKLFerT&,} , (C.28)

conhecido como Hamiltoniano de Jaynes-Cummings.
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C.3 Zonas de Ramsey

O hamiltoniano que descreve a interacao entre um campo cléssico, armadilhado pela
zona de Ramsey, e um atomo de dois niveis, pode ser calculado considerando-se o potencial

vetor A(x,t) como sendo puramente cldssico [?]. Sabendo que este pode ser escrito como uma
combinacdo de A M (x,t) e A T)(x,t) (A (x,t) = [A P (x,t)]*), expandidos nos modos k,

teremos

1 )
AN =D gt ule) =h D oo Feu(e) T (C29)
k k

e, portanto,

1 ,
Ax,t) = AP (x, )+ A (x,t) =h Z ,/m (Frug(z) e @ =9 L), (C.30)
. k €0

onde F}, é a intensidade de cada modo do campo cléssico.
Refazendo os passos da secao anterior encontraremos que o hamiltoniano que descreve

a interagao atomo-campo na zona de Ramsey é escrito como
Hp=hgl|F|(6.e " +6_€9), (C.31)
sendo ¢ o fator de acoplamento atomo-campo. O operador evolucao sera dado por

R = exp[—ig|F|t(65e7% +6_€7)]

= cos (g) I —isin (%) [eﬂd’&r + €i¢(§',:| , (C.32)

sendo ¢ = 2 ¢ |F|t o angulo da rotacao desejada, I a matriz indentidade e 0, e 0_ os operadores

de Pauli, andlogos ao operadores de spin, 64 = |e){g| e 6_ = |g){(e].
C.4 Divisores de Feixe

Um divisor de feixe (DF) é um dispositivo 6ptico implementado por um meio linear

onde o vetor de polarizagao é proporcional ao campo de entrada, isto é, P = X(l)E, sendo ()
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a susceptibilidade linear de primeira ordem. O operador de campo é escrito para os modos a e

b, na mesma frequéncia w, como

o hw ~
1D — ~ i(k-r—wt) . )
(r,t) =14/ 260‘/[(@ +be + h.c, (C.33)

onde a e b sao os operadores de aniquilagao para os modos a e b.

Na usual aproximacao de ondas girantes, onde despresamos termos contra-girantes ab,
a'bf, o hamiltoniano de interacdo contém somente termos ressonantes

N . . D hw
H =-P.-E=—VE2=2

(a'b + abl). (C.34)

2¢

Desse modo, o operador de evolucao do DF é escrito como
Ry = ew(afiﬂraz}f)’ (C.35)

onde 6 = YWhw/2eV. As equacdes de Heisenberg para os operadores de criacdo nos modos do

campo acarretam as seguintes transformacoes:

Riathy = taf+ it

RUbV Ry = b +ral (C.36)

onde t = cos(0) er = i sin(f) sdo os coeficientes de transmissao e reflexao do DF, respectivamente,
satisfazendo & condicao t2 4+ r? = 1, em vista da negligenciacao de perdas no DF.

NOTA:

Considerando os estados |0) e |1) entrando respectivamente nos modos a e b de um DF

50/50, teremos (segundo C.35)
Rap [0)a]1) = Rap 570)4]0Y = Rap bTRY, Ry [0)4]0)s, (C.37)
sendo

~ ~ k
) = [z 7 (alh + abt) /4
Rap[0)al0)p = 1 10)a]0)s, (C.38)
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onde vemos que o resultado se anula para qualquer & # 0, sendo que, para k = 0 é igual a

10)4]0)p. Assim

A A ap A 1 ~
_ Tt )it aat
Ry 0)al0)s = Rur D'R), = = {b +id } (C.39)
onde usamos a Eq. C.36, com 6 = /4.
Assim, encontramos
- 1
Rap [0)a| )y = —={|0)a|1)p + 7 |1)4|0)p} - C.40
b 0)ol1)s = = 410)al L)+ 11)00} (C.40)



Apendice D

Efeito Kerr

Na teoria eletromagnética, a resposta do meio material a acao do campo de radiacao
pode ser obtida em boa aproximacao expandindo a polarizacao do meio até terceira ordem na

amplitude do campo elétrico:
P(r) = eo XV E(r) + 6o XP E%(r) + o x P E3(r) + ... (D.1)

sendo €y a constante dielétrica do vécuo, E(r) é o vetor campo elétrico e YO, @ 3)
respectivamente, os tensores de susceptibilidade de primeira, segunda e terceira ordem que
sao caracterizados pelas propriedades de simetria do meio [37].

Meios isotrépicos sao aqueles que possuem simetria de inversao, isto é, possuem pontos
tais que uma inversao (substituicdo de um atomo na posigao 7 por um na posi¢do —7, com 7*
sendo o vetor de posicao relativa ao ponto sobre o qual se dé a operagao) sobre quaisquer um de
seus pontos deixa a estrutura invariante. A existéncia de tal simetria impoe que ¥ e as demais
tensores de ordem mais alta com indice par se anulem. Assim o termo nao linear dominante em
D.1 é x® e portanto possuindo uma dependéncia quadrética em E(r). Fisicamente falando,
em um meio isotrépico o eixo Optico é determinado apenas pela direcao do campo aplicado, e
sendo assim o tensor de susceptibilidade deve ser uma fun¢ao quadratica desse campo. Este é o

chamado efeito Kerr eletro-6ptico. No caso do meio nio apresentar simetria de inversao, y©® e

75
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os termos impares de ordem mais alta ainda estarao presentes, porém o termo dominante sera

.
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