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RESUMO

Neste trabalho é apresentado o formalismo supémsam que
consiste em uma generalizacdo do método de faténzpara se encontrar
a solucdo da equacéao de Schrodinger. O osciladordméco e o atomo de
hidrogénio sdo resolvidos através deste formalishara o potencial de
Lennard-Jones (12,6) é utilizado o método variadioonde utilizamos a
supersimetria para encontrar uma funcdo de ondae@ssemelhe com a
funcdo real, este procedimento € feito através deollea de um
superpotencial que gere um potencial efetivo quapsexima do potencial
original. Com isto as autofuncdes e os autovalgrasa o0 estado
fundamental e o primeiro estado excitado sao eredos. Alguns
resultados numéricos obtidos sdo comparados cornsoehcontrados na

literatura.



ABSTRACT

In this work it is presented the supersymmetricainmalism that
consists of a generalization of the factorizatiogtimd to find the solution
of Schroédinger equation. The harmonic oscillatod éime hydrogen atom
are decided through this formalism. For the po&ndf Lennard-Jones
(12,6) the variational method is used, where wetheesupersymmetry to
find a wave function that is similar to the reahdtion, this procedure is
made through the choice of a superpotential thaeigees an effective
potential that approaches to the original potentiith this the
autofunctions and the autovalues for the fundanhesttde and the first
state excited are found. Some gotten numericalteeatre compared with

others found in the literature.



|  INTRODUCAO

Até meados de 1900 a mecéanica era uma area da @igse poderia
ser dita como determinista, ou seja, conhecidasoadicfes iniciais do
problema, poderiam ser determinadas tanto a posjgaato o momento

linear da particula para um determinado instan®e maneira geral, seria

necessario solucionar a equacao fundameﬁtal% (segunda lei de

Newton) e para sistemas de massa constante adeqdadNewton se torna

2=

F=m 2 Porém apds a teoria quantica que teve seu iafid 900 por

Max Planck, juntamente com outras contribuicdes camprincipio da
incerteza de Heisenberg e a dualidade onda-patiprdposta por de
Broglie, a fisica, em especial a mecéanica deixsedeleterminista e passa a
ser probabilista. Assim, quando se determina acfoside uma certa
particula com uma determinada precisdo, se comete earo na
determinacao de seu momento linear.

Uma vez estabelecido que os elétrons devem saddsacomo onda
e particula, Erwin Schrondinger escreveu a equde&anda que descreve 0
movimento deste tipo de particula, em especiatjqudas num mundo de
tamanho atdmico, denominado mundo quantico. Nestexto, a equacao
fundamental ndo é mais a equacédo fundamental ddoNewas sim a

equacao de Schrodinger. Ao se resolver a equacdschiedinger para



estruturas quanticas, se determinam as funcdes nda ¢que estdo
associadas com a probabilidade de se encontrateamsi em determinado
estado) e os autovalores de energia (niveis degian@ermitidos ao
sistema) (ref. [4], [5] e [6]).

O objetivo deste trabalho € resolver a equaca&ateddinger no
caso do oscilador harmdnico, do atomo de hidrogéndo potencial de
Lennard-Jones (12,6) utilizando o formalismo supstico. Esse
formalismo apareceu no contexto de Fisica de Camposrelacionar
particulas bosonicas e fermidnicas. Nesse caminlmossivel resolver
exata e analiticamente a equacédo de Schrodinger gguns tipos de
sistemas, como o oscilador harmbnico e o atomo idedénio. Estes
potenciais serdo resolvidos através deste formalisupersimétrico que
consiste em fatorizar o hamiltoniano original, learimlo que o
hamiltoniano original é constituido por um operadiderencial de ordem
2, 0 método consiste em fatorizad-lo em dois opessdale ordem 1,
chamados de operadores bosoOnicos. Ao se igualararmiltbniano
fatorizado com o hamiltoniano original, deve seeobtima equacgao
diferencial de primeira ordem n&o-linear denominadaacao de Riccati.
Ao resolver esta equacado de Riccati se encontraswparpotencial que
pode ser usado para determinar as autofuncdesutovakr de energia

correspondente.



A supersimetria permite criar uma familia de hé&mianos e,
através desta fatorizacdo, determinar as autofsnedes autovalores de
energia, ou seja, ela funciona como um meétodo n&teonde se resolver a
equacao de Schrodinger.

Porém quando aplicarmos o método para resolveotenpial de
Lennard-Jones (12,6), que é um potencial muitazatlb em problemas
fisicos com interacdes intermoleculares, algumi@sagdes interatdmicas e
até interacdo entre atomos de um gas nobre (rBf. ndo € possivel
encontrar um superpotencial que satisfaca a equal@io Riccati
correspondente. Usaremos entdo o Método Variacipaed determinar
aproximadamente os niveis de energia. Este mémrdousilizado aliado a
supersimetria, que ajudara a encontrar uma furese fue se aproxima da
funcdo real para o célculo da minimizacdo que ¢a feio método
variacional.

Para se determinar esta funcao teremos que escalhe
superpotencial que ir4 gerar um potencial efetea@pido com o potencial
original. Para isso foi utilizado recursos do seftev Mathematica que
mostrou a comparacao grafica entre estes potenEstis software também
realizou os calculos de minimizacdo que aparecemanresolucdo do

potencial de Lennard-Jones (12,6).
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No capitulo Il é apresentado o formalismo supetficd e como
este é aplicado a Mecéanica Quantica, mostrando esnautofuncdes e 0s
autovalores se relacionam na construcao da higeadgs hamiltonianos.

No capitulo Il apresenta-se o oscilador harmémé&smlvido através
do método da supersimetria. Sdo determinados asfuagbes e o0s
autovalores para alguns niveis de energia.

No capitulo IV apresenta-se o atomo de hidrogémisolvido
também através do método da supersimetria e osahotes de energia e
as autofuncdes para o estado fundamental e algtabos excitados.

No capitulo V apresenta-se o formalismo do méi@i@mcional.

No capitulo VI apresenta-se o potencial de Lendartes (12,6). Os
autovalores de energia sdo obtidos para este jpatemitizando o método
variacional aplicado a supersimetria. Os resultadbidos para este
potencial e a comparacdo com valores encontradoditaratura sao
mostrados nesta mesma secdo. Também sdo determiogadutovalores
de energia para o primeiro estado excitado.

Por fim, no capitulo VII apresenta-se as conclssii#idas com este

trabalho.
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I FORMALISMO SUPERSIMETRICO

Uma introdugcdao ao formalismo da Mecanica Quantica
Supersimétrica pode ser encontrada, por exempleefagéncia [8]. Neste
capitulo, concentramos a atencdo no seu uso conmmopara resolver a
equacao de Schrodinger.

Dado um hamiltonian®i, da seguinte forma:

hZ d2
le—%FJer(f), (2.1)

ondeV,(r) representa o potencial estudado. O método corsistatorizar
este hamiltoniano em termos dos operadores bosdajce a,, expressos
da seguinte forma:

+

A = (0), (2.2)

2 =< w(r), (2.3)

ondew,(r) é chamado de superpotencial.

Podemos perceber que o hamiltoniano dado em €2t operador
diferencial de ordem 2 e os operadores bosonicdesdam (2.2) e (2.3)
séo operadores diferenciais de ordem 1. Entdo taenproduto den; e
a, e depois igualaremos com a equagao (2.1), fatmi@aassim o

hamiltoniano dado em (2.1). Para simplificacdo dakulos adotaremos

A=2m=1.

12



Multiplicando as equacdes (2.2) e (2.3), temos:

2
afa{:—F—WlJer, (24)

~ dw
onde a notacae, representad—.
r

Usando os operadores bosbnicos dados em (2.28g (ddemos
escreverH, da seguinte forma:

H,=a'a, +EY, (2.5)
o termo E® ( autovalor do estado fundamental para o primeiro
hamiltoniano) foi adicionado para garantir que ontii@niano original
tenha estado fundamental com autovalor zero.

Substituindo (2.1) e (2.4) em (2.5) e fazendo unanipulacdo
algébrica, obtemos:

WS —w, =V,(r)-EY®, (2.6)

A equacéo (2.6) € conhecida como equacdo de Resata solugdo
implica em encontrar o superpotenciale o autovaloE" .

Invertendo agora os operadores bosoOnicos, iremasr ab, (0

segundo hamiltoniano), que é o companheiro supétsan deH;,:

2

szalai*+E(§l):—%+wi+wf+E(§l), (2.7)

PorémH, pode ser escrito em funcédo de novos operadorésicos

a, e a, da seguinte forma:

13



H,=aja, + E?, (2.8)
onde E® corresponde ao autovalor do estado fundamental@aegundo

hamiltoniano e os operadores e a, podem ser escritos da seguinte

forma:

a; =L w0, (2.9)
dr

a, :£+w2(r), (2.10)
dr

ondew, (r) corresponde ao superpotencial para o segundotbaraito.

Multiplicando as equacdes (2.9) e (2.10), obtemos:

2
a;a; :—F—W‘Z-i—WZZ, (211)
r

e substituindo esta expresséo na equacao (2.8nobt

2
HZZ—F—W‘Z-FWZZ-FEéZ). (212)
r

Igualando a equacéao (2.7) com a equacao (2.12mer.

W, + W +EP =-w, +w? + E?, (2.13)
onde w, e E® ja sdo valores conhecidos de quando a equacapf(2.6
resolvida. Portanto teremos que encontrar o vadowr,de E? na equacao

(2.13) que € novamente uma equacao de Riccati.

Depois de encontrado os valoreswlee E, podemos inverter os
operadoresa; e a, e encontraH, que é o companheiro supersimétrico de

H,:

14



2
Hszazag+Eéz):—%+w'2+wzz+E(§2). (2.14)

PorémH, pode ser escrito em funcédo de novos operadorésicos
a, ea,:

H,=aja; +EJ, (2.15)
sendo E® o autovalor de energia do estado fundamental paesxceiro

hamiltoniano e os operadores e a; sdo dados da seguinte forma:

a =L m, (2.16)
dr

8 = (1), (2.17)
dr

ondew,(r) € o superpotencial para o terceiro hamiltoniano.

Multiplicando as equacdes (2.16) e (2.17) obtemos:

2

aja, :—%—W;erj (2.18)
r

Substituindo a equacéo (2.18) na equacao (2.16us:

2

Hsz—F—w;,+w§+E(§3>, (2.19)
r

e novamente iremos chegar a uma equacéo de Riwpadiando (2.14)
com (2.19)) para encontrar o valordge E? .

Poderemos aplicar este processo n vezes e coesiod assim toda
uma familia de hamiltonianos que estédo relaciongéts supersimetria, ou
seja, um é companheiro supersimétrico do outro.uBa forma geral

teremos:
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2
H =a'a +E" :—d——W;+W§+E(§”), (2.20)

dr?
onde
a' :—£+w (r) (2.21)
" oodr "
a = w (). (2.22)
n dr n

O objetivo de aplicar este formalismo na equagdd&chodinger é

encontrar os autovalores de energia e as autofsifgde

Se aplicarmos o operaday dado em (2.3) emy,(r) teremos:

a w,(r)=0. (2.23)

O mesmo pode ser feito para qualquer Hamilton@adierarquia
usando os operadores e as funcdes (" (r).

Assim, obtemos apés alguma manipulacéo algébtiea g

p =g 1 (2.24)

Desta expressao, poderemos encontrar as autotunmgd®nda do
estado fundamental para cada membro da hierarquiparéir dos
superpotenciais encontrados na resolucéo das expidedRiccati.

Para encontrarmos a autofuncdo do primeiro estaditado (")
basta aplicar o operadar emy{? (funcédo de onda do estado fundamental

para o segundo hamiltoniano). Aplicando sucessreags 0s operadores,

podemos obter as autofuncdes de todos os niveisatgia:

16



@ _qt,,2
Vit =,

+,, 3

v =a/y? =aa,p

D _ A+, @2 _atat,,, B _ Aatatat,,, @
Vi =W, =y, =, , 3

+. . (n+1)

vy =aa,a,.a,v ",
uma observacao importante a se fazer é que naonastavando em conta
as condicOes de normalizacao das autofuncbes nepiafklades. As
constantes de normalizacdo podem ser obtidas mrstente, uma vez
conhecidas as expressoes das funcdes de onda.

Portanto, verifica-se que construindo toda a familde
hamiltonianos, € possivel obter os autovaloresngegéa e as autofuncoes
para todos os niveis de energia.

A construcdo da hierarquia completa s6 € possiugindo o
superpotencial pode ser determinado para todosashnos. Nos capitulos
[l e IV resolveremos o oscilador harménico e on&ode hidrogénio,
aplicando o formalismo aqui apresentando.

A figura 1 abaixo representa a relacdo entre asfungdes e 0s

autovalores obtidos na construcdo da superfamilzadeltonianos através

17



da supersimetria. Esta construcdo sé pode sercieitgletamente quando

o potencial for exatamente soluvel.

E® =E® =EP =EY v =ay®  yP=ayl v =ayl®
E®? =E®@ =EY v =ay® yP=ayd p
EQP =EY v =ary® W@
S’ v
H, +EY H, +E? H,+EY H,+EY

Figura 1: hierarquia de Hamiltonianos e a relacdo entrautsfungdes e

autovalores de energia obtidos através da supédrg&me

NoOs casos em que 0sS potencias ndo sao exatanmineis como
mostraremos no capitulo V, como o potencial de heidones (12,6),
aliaremos a supersimetria ao método variaciona phater os autovalores
da energia.

As referéncias [11-19] mostram o formalismo suipgfico e

algumas de suas aplicac6es na mecanica quantica.

18



L OSCILADOR HARMONICO

O primeiro exemplo estudado usando o método darsinpetria € o
problema do oscilador harménico (encontrar os aivl energia e as

autofuncdes). O hamiltoniano original tomande2m=1 é dado por:
(3.1)

Vamos agora fatorar o hamiltoniano dado em (3itavéas dos
operadores boso6nicos de criacdo e destruicdo camtrado no capitulo Il

e encontrar um superpotenciale um autovalor de energif® .

Teremos entao que

W, =X, (3.2)
e cComo
x> - E® =x* -1, (3.3)

obtemos entao o autovalor da energia:
EY =1. (3.4)
Como o superpotencial e o autovalor foi encontra@oacordo com

a equacao (2.7), temos:

2 2
leal*al+E(§1):—%+x2+1—1:—%+x2. (3.5)
X X

Para obtermos o companheiro supersimétrico g basta

invertermos os operadores:

19



2
H2:a£8I+Eél):—d W +w, +ED (3.6)

X2

Esse hamiltoniano H,) pode ser escrito em funcdo de novos
operadoresy; e a,, de acordo com o processo descrito no capitukriant
mostrado nas equacodes (2.8), (2.9) e (2.10).

Deve-se lembrar que o autovalor de energia do edtatlamental
para o segundo hamiltoniano tem o mesmo valor dovalor de energia
para o primeiro estado excitado do primeiro hami#no.

Substituindo os valores encontrados payae paraE” na equacao
de Riccati correspondente mostrado no capituleros:

X*+2=w; -w, + E&, (3.7)

0 que nos leva a novamente

W, =X, (3.8)
teremos entéao

X*+2=x"-1+EQ?, (3.9)

e 0 autovalor

EP =3. (3.10)

Desta forma, encontramos os valores dos niveghedggiaE’ e ES
e 0S superpotenciaisy, e w, que serao usados para encontrar as
autofuncbes (de acordo com o formalismo supersicoétmostrado no

capitulo 11).
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Invertendo os operadores e a,, teremos o terceiro hamiltoniano
(H,), como mostrado no capitulo II.

Substituindo os valores encontrados pasae paraE® dados pela
equacao de Riccati correspondente (ver capituléei@mos:

X*+1+3=w; -w, + E®. (3.11)

Se tomarmos novamente

W, =X, (3.12)
teremos
x> +4=x*-1+EY, (3.13)

e 0 autovalor
EY =5. (3.14)
Podemos escrever o quarto hamiltoniano inverteygl@peradores

a; e a, e podemos escrever esse hamiltoniano em funcaaodes
operadoresa; e a, e assim por diante, até construirmos 0 n-€simo
hamiltoniano. Porém de acordo com as equacoes, (BB) e (3.12),
podemos generalizar que todos 0s superpotencmia ferma:
W= X. (3.15)

E de acordo com as equacles (3.4), (3.10) e (3{d@ddemos
generalizar que todos os valores de energia da@lestfundamentais
podem ser escritos da seguinte forma geral:

EM=2n-1, p/ n=123,... (3.16)

21



Como ja séo conhecidos todos o0s superpotenciaislienpos
determinar as autofungbes, pois de acordo com amalsmo

supersimétrico apresentado no capitulo I,

e (3.17)
substituindow, = x, temos:

p® e (3.18)

Como

dex: X—22 : (3.19)
podemos reescrever a equacao (3.18):

w® =g, (3.20)

a menos da constante de normalizacéao.

Como o superpotencial € o mesmo para toda a bigaarde
hamiltonianos, todas as fungcbes de onda do estaddarfnental serdo
iguais:

vO =y@ =y ==y e, (3.21)

Podemos determinar entéd” (funcdo de onda do primeiro estado

excitado). De acordo com o formalismo supersimgtitiemos que

y® =ay® =2xe 2. (3.22)
Podemos determinai/’ (funcdo de onda do segundo estado

excitado) agora que ja conhecemp® dado em (3.22):

22



@ =alyl =2xe 2 (3.23)

v =ajy® = (4x* -2e 2. (3.24)

Para determinar o terceiro estado excitad®)( fazemos

@ =aly® =2xe 2 (3.25)
v =ay = (@x*-2e 2 (3.26)
v =aiy® = @x*-12x)e 2. (3.27)

Podemos encontrar as autofungdes e 0s autovgharasqualquer
estado excitado através desse formalismo. Parésinme estado excitado a
funcdo de onda é dada (como ja mostrado na capplifylor:

vy =888, " (3.28)

Os resultados obtidos para os autovalores e aefuagbes
coincidem com os resultados encontrados na literatude por exemplo,

referéncias [4], [5] e [6].
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IV ATOMO DE HIDROGENIO

Aplicaremos o formalismo supersimétrico agora pegsolver o
atomo de hidrogénio. A equacdo de Schrddinger étiaamente soluvel
para este tipo de potencial.

O potencial € conhecido como potencial coulomb&godado por:
va):—%, (4.1)

onder € a coordenada radial do atomo.
O hamiltoniano original correspondente a coordanadlial € dado
por (ver ref. [4] e [5]).

2
G d 1 10+
dr® r r2

, (4.2)

, o 1 .
onde| denota o numero quantico de momento angular enmte-- € o
r

termo usual de barreira centrifuga. Estes termaseapm como resultado
da mudanca de coordenadas cartesianas para esfédcaquacdo de
Schrédinger. Observamos que a variaved a coordenada radial que esta
definida entre0 e «. Ela é, portanto, diferente da coordenagla
unidimensional usada até o momento. Entretant@rimdlismo pode ser
usado sem restricAo para estes casos. Estamosderamsio e=1 e

h=2m=1, seguindo as mesmas suposicoes feitas até agora.
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Iremos escrever agora a familia de hamiltoniaBesacordo com o
formalismo apresentado no capitulo Il, o primeieomiitoniano pode ser
escrito como:

H,=a'a +EY, (4.3)
ondea; e a, sao operadores bosonicos de criagcao e destrujgadesn ser

escritos como:

o d

a =g T W (4.4)

a, :£+W. (4.5)
dr

Substituindo as equacoes (4.4) e (4.5) na equdca) temos:

2
le—%erf—w'lJrEé”. (4.6)

Igualando o hamiltoniano original como o hamileoro fatorizado

H,, temos:

d? 1 I(+1 d? .
—F—F-‘r (rz ):—dr2 +W12—W1+Eél) (47)

w -w +EY :—%Jrl(lr—tl). (4.8)

A equacéo (4.8) é conhecida como equacao de Rideaemos que
encontrar um superpotencial,j e um autovalorg{’” que satisfaca a
equacao (4.8).

Partiremos de um superpotenciaj)(dado por:
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Wl:[—E-FCj, (4.9)

r
ondea e c sao constantes.

Dois pares de valores (a, c) satisfazem a equagd®,somente um
par é aceitavel, que € o par que satisfaz a camdiednormalizacdo da
funcdo de onda.

Substituindo o superpotencial sugerido na expoesgE9) na

equacao (4.8) e resolvendo a equacéao, temos:

wl:["‘H 1 j (4.10)
r 20+2
e
EO — —L;] _ 4.11)
4% +8 +4 Al +1)*

Substituindo os valores encontrados paradado em (4.10) e para
E® dado em (4.11) na equacéo (4.6), temos:

d*> 17+l 1
Hl:_F—i_ r2 —?. (412)

De acordo com o formalismo supersimétrico se tevaros os

operadores, e a,, obteremosH, (companheiro supersimétrico ég):

2

HZ:alai*+E(§l):—%+wf+wi+E(§l). (4.13)
r

Porém, podemos escrever, em funcdo de novos operadorgs e

a,, onde:
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ar=- (4.14)

a =—+W,. (4.15)

Teremos entéo:

H,=aja, + E?, (4.16)
onde E®? corresponde ao autovalor de energia do estad@ifuewltal para
0 segundo hamiltoniano.

Igualando a equacao (4.16) com a equacao (4erBpst

H,=a,a +E{’=a,a, +E?. (4.17)

Substituindo as equacdes (4.4), (4.5), (4.14) .#5§4na equacéao
(4.17), temos:

wW+w, + EP =wl —w, + EP. (4.18)

Substituindo os valores encontrados patadado pela expressao

(4.10) e pareE” dado pela expresséao (4.11), temos:

-1 1 Y (-1-1 1) 1 ,
- =w2 — E®@. (4.19
[ r +2|+2j { r +2|+2j 4(1 +1)? We =Wz T 5o ( )

Resolvendo a equacéo (4.19), encontramos os segwalores para

0 superpotencial, e o autovaloE®:

wzz["‘2+ 1 j (4.20)

r 21 +4

27



EQ :_( 1 j:_4( 1 (4.21)

42 +16 +16 | +2)°

Como

2
H2:_F+W22_W‘2+E(§2)’ (422)
r

entdo substituindo os resultados obtidos na ex@og@s20) nas expressdes

(4.21) e (4.22), temos:

d? 12+3+2 1
+ -=,

H,=—
dr? r?2 r

(4.23)

Invertendo o0s operadores bosbnices e a,, obtemos H,

(companheiros supersimeétricos de):

2
H,=a,a, +E{ :—%erj +w, + E§? (4.24)

e H, pode ser escrito através de novos operadgresa, dados por:

a, :—%JFWS (4.25)
. d
8y =t W, (4.26)
entao
H,=aja, +E?, (4.27)

onde E® corresponde ao autovalor de energia do estad@ifuewltal para

o terceiro hamiltoniano.
Substituindo as expressoes (4.27), (4.26) e (h2®quacao (4.24) e

resolvendo a equacgao de Riccati correspondentemoist
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wsz["‘% 1 j (4.28)
r 21 +6
e
1 1
E® —_ —_ ] 4.29
° (4I2+24I+36j 4 +3)° *.29)

Invertendo os operadores e a; obtemosH,:

2
H,=a;a; + E® :—%erg +w, + EQ. (4.30)

Porém, podemos escrever, em funcdo de novos operadorgs e

a, , definidos por:

a, :—%er4 (4.31)
. d
a, =W, (4.32)
entao
H,=aja, + EY, (4.33)

onde E* corresponde ao autovalor de energia do estad@ifuewltal para
0 quarto hamiltoniano.
Substituindo as equacotes (4.33), (4.32) e (4.818quacéo (4.30) e

resolvendo a equacgao de Riccati correspondentemoist

W4:[—"4+ 1 j (4.34)
r 21+8
e
1 1
E@ —_ —_ ] 4.35
° (4I2+32+64j Al +4)° ( )
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Podemos repetir esse processo e assim constdaradamilia de
hamiltonianos. Chegamos a uma forma geral paranitbaiano:

Ho = 8padn, + ESY, (4.36)

n+1-"n+1

onde os operadores bosbnicos podem ser escritomdeira generalizada

da seguinte forma:

a‘;l:_i—i_wml:_i_ (I +n+1)+ L (437)
dr dr r 2(l+n+1

a;+1:£+wn+1:i—(l+n+l)+ 1 . (4.38)
dr dr r 2l +n+1

Observamos que, diferentemente do oscilador hacmbnos
superpotenciais diferem entre si.

Chegamos a uma expressao geral para o autovaéoredgia:

1
EMY - =  paran= 0123,... 4.39
0 4 +n+1)2 paran= 01 ( )

Encontraremos agora as funcbes de onda para 00 aten
hidrogénio. De acordo com o formalismo supersimétapresentado no
capitulo I, temos que:

(l) _ e—J.Wldr

v (4.40)

substituindo o valor encontrado pavadado pela expressao (4.10), temos:

(=D Inr+—'

a2 (4.41)

wo = N

entao

r

s = e 242 (4.42)
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Sabemos que é o numero quantico radial,é o nimero quantico
de momento angular & € o nimero quantico total e essas grandezas se
relacionam por

N=n+I+1. (4.43)

Para compararmos os resultados obtidos com osngados na
literatura a fim de verificar a eficacia do métodonsideraremos para o

estado fundamental

n=0 (4.44)

=0, (4.45)
entao

N =1. (4.46)

Desse modo temos que

r
w =re 2. (4.47)
Encontraremos agora a funcdo de onda para o poinestado
excitado (). Para isso, de acordo com o formalismo apresented

capitulo I, calcularemog {? :

p@ =gl (4.48)
Substituindo o valor encontrado pava dado pela expresséo (4.20),

temos:

(==2) I+

w® —e 2 (4.49)

entao
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r

p@ = g 2a, (4.50)

Aplicando o operados; emy? acharemog/”:

—— 4 +6
O gy @ g 2+a| 9 _34 r(—j ) 451
Vit =& Vo { 42 +12+8 ( )

Adotando para o primeiro nivel de energia

n=1 (4.52)

=0, (4.53)
entao

N=2. (4.54)
temos

wl = r.e%‘ [— 3+ %j : (4.55)

Calcularemos agora a funcao de onda para o seg@stado excitado

(v). Para isso calcularemos primeiramente a funcdondia do estado
fundamental para o terceiro hamiltoniang®) e depois a funcdo de onda
do primeiro estado excitado para o segundo hanahon(y?) de acordo
com o formalismo explicitado no capitulo II:
p®—e (4.56)
Substituindo o valor encontrado para dado pela expressao (4.28)

temos:

r

w® = g 26 (4.57)
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e 4 +10
@) _ 5+, _ 142 4 2146
—a =r'*“e —2l =5+ , 4.58
V1 2o { (4I 2420 + 24}} ( )

ondea; é dado pela expressao (4.14).

Adotando para o segundo nivel de energia

n=2 (4.59)

=0, (4.60)
entao

N=3, (4.61)
obtemos:

wd =a y® =5r .eé {3— r +;—;} : (4.62)

ondea; é dado pela expresséo (4.4).

Podemos dessa maneira encontrar as autofuncdast@dos os
niveis de energia (estados excitados), aplicandoopsradores nas
autofuncdes antecedentes como mostrado no capitulo

Notamos que a forma geral para os autovaloreseigia é dada por

1
4N?

E,, = (4.63)

Com os resultados obtidos podemos concluir qu&oedé acordo

com os encontrados na literatura, por exemplo,refaréncias [4], [5] e

[6].

33



V. METODO VARIACIONAL

O método variacional € um método numérico queeioeros valores
aproximados dos niveis de energia de um sistematiqoaAqui ele sera
usado aliado ao formalismo supersimétrico paralves@ equacao de
Schrddinger para o potencial de Lennard-Jones)12,6

O método consiste em expandir a fungacem autoestado de H,

denominados,:
‘/’:Zn:Cn‘/’n , (5.2)
onde
Hy, =Eu,. (5.3)
Entao, teremos:

(WIHp)=> > Clw, IHIly,C,=> > C.C.E (v,lv,), (5.4)

usando as fungdes, ortonormais, temos que:

e paranzm, entéo(y, |y,)=0, (5.5)

e paran=m, entdo(y, |y,)=1. (5.6)

Desta forma, a expressédo (5.4) pode ser rearrargagademos

escrever que:
(wIH¥)=Y [C|’E, 2 E Y [c.]” (5.7)

Da condi¢cao de ortonormalidade, sabemos que:
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> Ic| =1. (5.8)

n

Finalmente, substituindo a equacéao (5.8) na equéc#), podemos

escrever a seguinte desigualdade:
E0§<‘//|H|l//>s (5.9)
ou seja, para determinar o valor Hg teremos que minimizgy |H |v).

Este método é usado para calcular um limite sopgsara o

autovalor de energia do estado fundamental. Nesitexto a funcaa, é

construida como sendo dependente de um certo nlaeeparametros, a
minimizagao da integral em (5.9) em relacdo a epaedmetros fornece

uma estimativa par& . Assim, quanto mais proxima a funcédo estiver do

gue seria a funcdo de onda real melhor sera aadsubbtido.

O mesmo principio pode ser usado para calculareslde energia
para estados excitados. Entretanto, o Método Mariat geralmente é
usado apenas para o estado fundamental. Uma razdiessa limitacdo € a
dificuldade em se encontrar as funcdes de ondgpaadas para 0s outros
autoestados. O formalismo supersimétrico pode esegrdnde utilidade
para determinar essas outras autofuncdes. A higaadge hamiltonianos

pode ser usada para esse fim.
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VI POTENCIAL DE LENNARD-JONES (12,6)

Um tipo de potencial muito utilizado na interagidre atomos, por
exemplo, em Fisica Molecular e em problemas dediiaf molecular (ver
ref. [7]), € o potencial de Lennard-Jones que épu®to por um termo
atrativo e um termo repulsivo. O potencial de Ledrbones € apresentado

abaixo:

B A
YRR e

B . ~ . A
onde o termoﬁ representa uma interacao repulsiva e o ter%qépmma

interacdo atrativa. Nosso objetivo neste capitulesblver a equacéo de
Schrodinger correspondente a esse potencial. Padeswoever a equacao

da seguinte forma geral:

A ST TS A |
{2mdr2+2m r2 +D{(rj Z(rj}}//a//’ (6.1)

onde D, € a energia de dissociacdoreé a distancia internuclear de

equilibrio.

Faremos as seguintes mudancas de variaveis paaifcar a

notacao:
r
x=", (6.2)
4= 2MeDe (6.3)

hZ
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2mr’E
= hz .

(6.4)

Assim, a expresséao (6.1), torna-se:

{ d” +|(I+1)+/1[%—2i6}1//:&//. (6.5)
X X

dx? NG

Pode-se notar que existe apenas a consgaliee no problema.
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V1.1 RESOLVENDO A EQUACAO DE SCHRODINGER

PARA O POTENCIAL DE LENNARD-JONES (12,6) TOMANDO

| =0 PARA O ESTADO FUNDAMENTAL:

Resolveremos inicialmente o potencial de Lennareedd12,6) com

| =0, ou seja, fazendb=0 na expressao (6.5) teremos:

{—d—2+ﬂ{%—%}v/=8v/, (6.1.1)
dx X X
onde
V(=24 (6.1.2)
X X

€ o potencial de Lennard-Jones (12,6) e

d> 1 22
H:—Eﬁ-F—? (613)

€ 0 hamiltoniano.
Aplicando o formalismo supersimétrico, encontrangsseguinte

equacao para o superpotencial

: 2
WlZ—Wl:%——j-i- EY. (6.1.4)
X X
Para essa equacdo nao € conhecida uma solucaticandamos
resolve-la aproximadamente usando o método variatio

Vamos assumir uma func¢éao do tipo

W(X):—%-FA—E, (6.1.5)
X X
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onde A e B séo parametros obtidos da comparacgmotkmcial efetivo
com o potencial original e H sera nosso parametr@eional. O potencial

efetivo (v,,) sera expresso entdo por:

2
vef(x)zwz(x)—W(x):%+2_?(H ‘3)—2'A$B+12(H ) 2AH e

(6.1.6)
Este € o potencial efetivo e H € o valor que miréna expressao
(6.1.10).

A funcéo de onda é dada por:
w(X) = efjw(x)dx. (6.1.7)
Calculando a integrajlw(x)dx, temos:

Iw(x)dx:I{—X—iJrA—ﬂx}dx:S—;JrAx—H In x. (6.1.8)

Substituindo a equacao (6.1.8) na equacao (6t&mps:

B

w(X) = e st X", (6.1.9)

Foi feito um grafico, onde foi visto que esta faog@ aceitavel, ou
seja, é normalizavel, vimos por exemplo que para0d= y(x) >0 e para
X— o= p(X) > 0.

De acordo com o método variacional, ja explicitadosecéo acima,

a energia sera encontrada pela minimizacao de:
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j y/(x){— sz + xﬂﬂ - ij}//(x)dx
g="2 — , (6.1.10)
Jw? (xdx

ondey(x) € dada em (6.1.9).

A minimizacdo foi feita no software Mathematiceo eesultado é
mostrado nas tabelas 1 e 2.

As constantes A e B foram fixadas da comparacagatencial
efetivo dado pela expressédo (6.1.6) com o poterariginal dado pela

expressao (6.1.2). lgualando os termos de mesnemgat temos:

X12 X12 X6 X6 )

2
B _ 4 ¢2AB_2% npaitemos quen=B=+7.

A figura 2 mostra a comparacdo entre o potencigimal e o

potencial efetivo, usando o parametro H obtido damizacao de (6.1.10).
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150 ¢

100 ¢

Figura 2: Comparacao entre o potencial efetiwg Y dado em (6.1.6) e 0

potencial original dado em (6.1.2). Os valores twasaforam: x variando

de 0.85a 24 =100,A=10,B=10e H=3.61.
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VI.2 RESOLVENDO A EQUACAO DE SCHRODINGER

PARA O POTENCIAL DE LENNARD-JONES (12,6) TOMANDO

| #0 PARA O ESTADO FUNDAMENTAL

Resolveremos agora a equacédo de Schrodinger paoéencial de
Lennard-Jones (12,6) levando em consideracdo ootedm barreira
centrifuga.

A equacao é dada por:

{—d—2+|(ltl)+;t{x—}2—x—i}v/:st//, (6.1.11)

dx? X

onde o hamiltoniano é expresso por:

—d—+|(l+1)+%—2—?. (6.1.12)

H =
dx? NG X X

O superpotencial sugerido € o mesmo dado peleessdo (6.1.5),
portanto a funcéo de onda sera a mesma dada petsedo (6.1.9). Porém
a expressao a ser minimizada para se encontrareai&nlevara em

consideracao o termo de barreira centrifuga edsata por:

¢ d> I1(+)y 1 22
J ‘”(X){‘ o0 x«s}”(x)dx
_0

- (6.1.13)
Ji? (xdx

Os valores usados para os parameiro8 e B sdo iguais aos usados
para o caso anterior considerandeo e o procedimento para os calculos

de minimizagéo é analogo.
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Essa minimizacao é feita de maneira analoga aianterm excecao
do termo de barreira centrifuga. Esta minimizag@iofdita no software

Mathematica.
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V1.3 RESULTADOS OBTIDOS NA RESOLUCAO DO

POTENCIAL DE LENNARD-JONES (12,6)

Os resultados obtidos estdo mostrados nas tabeta?,londe os
parametros A e B foram obtidos da comparacéao denp@l efetivo dado
em (6.1.6) com o potencial original dado em (6.13% valores obtidos s&o

representados p, .

A | H A=B E,

100 0 3.61 10 | -0.500554
100 5 4.40 10 -0.25311)7
100 10 8.55 10 | -0.345022
900 0 3.52 30 | -0.811508
900 5 3.70 30 | -0.779916
900 10 4.25 30 | -0.696033

Tabela 1 Resultados encontrados na minimizacdo de enelF:gjadas

expressoes (6.1.10) e (6.1.13). Aqui foram tomamseguintes valores

parai: 100 e 900.
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A | H A=B E,
2500 0 3.51 50 | -0.884164
2500 5 3.62 50 | -0.872536
2500 10 3.91 50 | -0.841564
10000 0 3.51 100 | -0.941046
10000 5 3.56 100 | -0.938091
10000 10 3.70 100 | -0.930215
10000 15 3.92 100 -0.917425
10000 20 4.24 100 | -0.899732
10000 25 4.64 100 -0.877151

Tabela 2 Resultados encontrados na minimizacdo de enelF:gjadas

expressoes (6.1.10) e (6.1.13). Aqui foram tomamseguintes valores

paraAi: 2500 e 10000.

Na tabela 3 abaixo, colocaremos alguns resultabitidos através do
método variacional aliado a supersimetria a fimcdempararmos com os

resultados encontrados na literatura.
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A | E, E, E, —E,
100 0 -0.500554 -0.500973 -0.000419
900 0 -0.811508 -0.811519 -0.000011

2500 0 -0.884164 -0.884168 -0.000004
10000 0 -0.941046 -0.941046 0.000000D
10000 5 -0.938091 -0.938080 0.000011
10000 10 -0.930215 -0.930210 0.000005
10000 15 -0.917425 -0.917420 0.000005
10000 20 -0.899732 -0.899730 0.000002
10000 25 -0.877151 -0.877150 0.000001

Tabela 3 Comparacdo entre os resultados encontrados n@dmét

variacional aliado a supersimetrﬁv com outros resultados encontrados

na literatura EL. Paral=0 o método utilizado pela literatura para se

chegar aos niveis de energia foi 0 WKBJ, ver refdeg[9] e pard =0 foi

utilizado o método da expanséao 1/N modificaday&tréncia [10].

Podemos verificar da tabela 3 que os resultadtidosbatravés do
método variacional estdo de acordo com os outrdaedog encontrados na
literatura. Obtivemos resultados com precisdo &€ @asa decimal, pode-

se notar que para=0 e 1=10000 0s resultados coincidem (melhor
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resultado) e para=0 e 1=100 0s resultados coincidem até a 32 casa
decimal.

Como o método para encontrar os autovalores dgiarensiste em
uma minimizacdo de energia, podemos afirmar quendp&E, <E, , 0
resultado obtido pelo método variacional serd metttoque o resultado
encontrado na literatura. Podemos observar dasasaliee 2 entdo que

quando E, -E, >0 teremos um resultado melhor que o encontrado na

literatura.
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VI.4 RESOLVENDO A EQUACAO DE SCHRODINGER PARA O

POTENCIAL DE LENNARD-JONES (12,6) TOMANDO | =0

PARA O PRIMEIRO ESTADO EXCITADO

De acordo com o formalismo supersimétrico, invette os
operadoresa, e a;, encontramos 0 companheiro supersimétrico do
potencial dado pela expresséo (6.1.6):

2
V., =w2+w +EY :%JFZ—?(H +3) -
x? X

ZA(;BJriZ(H +1)—ﬁ+A2 +E®,
x® X X

(6.1.14)
onde o valor ded é dado nas tabelas 1 e 2.
De acordo com o método variacional a energia secantrada pela
minimizacao de:

2

Tl//(x){—dﬁVéf}//(X)dX
0 dx

E, _ (6.1.15)
j w2 (X)dx
0
Estamos assumindo uma funcéo do tipo
WZ(X):—E(S-FA—E, (6.1.16)
X X

gue produzird um potencial que serd o companheiqotencial dado pela

expressao (6.1.14) :
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2
Vo, =W, (X) - W, (x) + E®? :%+2—?(K -3)- 2A68+£2(K —1)—ﬂ+A2 +E®.
: X X X X X
(6.1.17)
E a funcéo de onda sera dada por:
~B
w(X)=e ™ x<. (6.1.18)

A funcdo de onda acima correspondera{@ (funcdo de onda do

estado fundamental para o segundo hamiltoniano).

Para encontrarmos a funcdo de onda para o priresiaalo excitado
(v?), aplicamos o operadat; dado em (2.2) eny? (de acordo com o
formalismo supersimétrico), onde o superpotencial € dado pela

expressao (6.1.5), com A=B =100, H = 3.51 e K0-50:
= [—i-l-wl(X)jl//éz). (6.1.19)
dx

O gréafico da funcag” esta no apéndice.
A figura 3 abaixo mostra a comparacgao entre onouédado pela
expressao (6.1.14) e o potencial dado na expre@&adl7) usando o

parametro K obtido da minimizagao de (6.1.15).

49



Figura 3: Comparacao entre o potencial dado pela exprggsid4) com
H = 3.51 (primeiro grafico) e o potencial dado pebgpressao (6.1.17)
(segundo gréafico). Os valores foram tomados forawariando de 0.80 a

3, 2 =10000, A =100, B =100 e¥10.50.

Os resultados para os autovalores de energiaoppriameiro estado
excitado obtidos estdo mostrados na tabela 4, AneeB sao parametros
obtidos da comparacao do potencial efetivo com teraal original, ou

seja,A=B=+/1, e H sera nosso parametro variacional.
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A K =B E,, E,
100 10.09 10 -0.476314 -0.500554
900 10.46 30 -0.690408 -0.811508
2500 10.48 50 -0.79355 -0.8841p4
10000 10.50 100 | -0.888577 -0.941046

Tabela 4 Resultados encontrados na minimizacéo de endagexpressao

(6.1.15). E,, indica a energia do primeiro estado excitadg, eindica a

energia do estado fundamental, ambas obtidas w@&mente.

Os calculos de minimizacdo de energia da expre@adl5) bem

como 0s potenciais gerados pov,

Mathematica e estao no Apéndice.
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VIl CONCLUSOES

Foi apresentado o formalismo supersimétrico e ceste pode ser
aplicado a Mecanica Quantica na resolucdo da equagadSchrodinger.
Mostrou-se que podemos através do hamiltonianoinatigcriar uma
familia de hamiltonianos relacionados através gersimetria e para isso é
preciso encontrar um superpotencial através da rifagiio do
hamiltoniano. O superpotencial € encontrado atrdaésolucédo da equacao
de Riccati. Com a solucdo desta equacdo encontrarsogerpotencial e o
autovalor de energia correspondente aquele nivel edergia do
hamiltoniano.

Para potenciais exatamente sollveis como o oscil@rmonico e o
atomo de hidrogénio, conseguimos encontrar o sopaErpial que satisfaz
a equacao de Riccati correspondente e assim eacastautofuncdes e 0s
autovalores de energia para toda a hierarquia deltéaianos. Em outras
palavras, o problema € completamente resolvido.

Porém quando foi aplicado o método ao potencidlateard-Jones
(12,6), ndo conseguimos encontrar um superpoteqeial satisfizesse a
equacdo de Riccati correspondente. Partimos engda pm método
numeérico que nos desse 0s valores aproximadosutimgatores de energia

e das autofuncdes de onda. O método utilizado fmiétodo variacional
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gue foi apresentado no capitulo V para determinagdenergia do estado
fundamental.

Porém o método variacional ndo foi utilizado sbainaliado a ele
usamos a supersimetria para achar uma funcao de roags apropriada
para a minimizacao da energia, que denominamosdd teste.

Mostramos através de uma comparacao grafica neafigg como o
potencial efetivo que encontramos com o0 superp@kengsado se
assemelhava bem ao potencial original para o prbldo potencial de
Lennard-Jones (12,6). E na tabela 3 foi mostradoomparacao dos
resultados obtidos com o método variacional e camros meétodos
encontrados na literatura, mostrando o bom resutfadmétodo.

Foi obtido depois a autofuncdo e o nivel de enepgra o primeiro
estado excitado, utilizando apenas um parametriacranal. De acordo
com a comparacao grafica mostrada no apéndice nmsieomprovar que
o potencial efetivo do segundo hamiltoniano seras& bem ao potencial
efetivo do primeiro hamiltoniano. A tabela 4 mostebocomparacao entre o
nivel de energia do primeiro estado excitado estiade® fundamental.

O uso do formalismo da chamada MQS se mostranaitéstudo da
equacdo de Schrddinger tanto nos casos em queuedsoanalitica é
obtida, como em problemas em que métodos aproxiozafem especial,

Método Variacional) necessitam ser usados.
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Parametros:

A:=50

B:=50

Funcao de onda dada em (6.1.18):

: B
psi (X, K_1=BEp[-

5x5
~10 5oy
e X2 XK

- Ax] x¢

Gréfico da funcdo de onda dada acima:
Plot[psi[x, 3.51], {X, O, 3}]

2.510 33 ¢
2-10733 |
1.50 %3+

1033 1

540 34

0.5 1 1.5 2

Graphics
Funcéo de onda ao quadrado:

; 2
FOIX, K_1=ps [x K]

20
<= 100X
X2K

@_X5
Gréfico da funcéo de onda ao quadrado:
Plot[FO[x, 3.51], {x, 0, 3}]
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8107 %4 |

610" °4 |

45074 ¢

2,107 %4 |

0.5 1 15 2 2.5 3

Graphics
Funcédo de onda vezes a derivada segunda da propfianc¢éo:
F1[x_, K_]=psi[x, K]D[psi[x, K], {x, 2}]

10 10
~10 5ox _10 5oy
e X5 xKlg 5 (-1 + K Kx 2K,

\

10

2 300e x°

50 x

_10 gy 50 ~10 5o 50
26 B XK(_50+)X—1+K+ e X5 X(_50+
X6 X6
\

Gréfico da funcéo de onda vezes a derivada segunda propria funcao:
Plot[F1[x, 3.51], {x, 0O, 3}]

310°%2 |
2510

11072 ¢

0.5 1 15 2 2.5 3
-10

-240°%% 1

Graphics
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Potencial para o primeiro estado excitado dado ei®.1.14), (com H=3.51):

1= D 128 a5t 43 2ABL 3L gg gy 2A3SL
x12 x7 X6 X2
2500 651. 5000 15.8301 351.
2 Ty T w6 T 2 T

Gréfico do potencial dado acima:
Plot[F2[x], {x, 0.8, 3}]

Graphics

Funcao de onda ao quadrado FO[x,K] vezes o poteatdo primeiro estado excitado
F2[x]:

F3[x_, K_]=FO[x, K] F2[x]

-22-100x (2500 651. 5000 _15.8301 351\ ok

+
x12 X7 x6 X2 X

(&

Gréfico da funcéo de onda ao quadrado FO[x,K] vezeo potencial do primeiro estado
excitado F2[x]:
Plot[F3[x, 3.51], {x, 0, 3}]
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5,10 ®°

2.50 °°

0.5 1 1. 2 2.5 3
-2.50°%°
-50°°°

-7.510°%°

-1x0° °*

Graphics
Integracdo numérica da funcdo de onda ao quadradeO[x, K], para x variando de 0 a 10:
IO[K_]=NIntegrate[FO[X, K], {X, O, 10}]
Nintegrate[FO[x,K],{x,0,10}]
Integracdo numérica da funcao de onda vezes a desida segunda da prépria funcéo
F1[x, K] para x variando de 0 a 10:
I1[K_]=NIntegrate[F1[x, K], {x, O, 10}]
Nintegrate[F1[x,K],{x,0,10}]
Integracdo numérica da funcao de onda ao quadradeezes o potencial do primeiro
estado excitado F3[x,K] para x variando de 0 a 10:
I2[K_]=NIntegrate[F3[x, K], {x, 0, 10}]
Nintegrate[F3[x,K],{x,0,10}]
Equacéo a ser minimizada em relagao ao parametraviacional
K dada pela expressao (6.1.15):
B (K ] - _I1L [K] + 12 [K]
10 [K]

-Nntegrate[F1[x, K], {X, 0, 10}]7+Nntegrate[F3[x, K], {x, 0, 10}]

N ntegrate[FO[x, K], {X, 0, 10}]
Grafico para a minimizacao da equacao dada acma E i [K] emrelagdo ao
parametro variacional K

Plot[Ei[K], {K, O, 40}]

60



- 1400

- 1500

- 1600

-1700

- 1800

-1900

10 20 2 10

Graphics
Célculo para encontrar o minimo de energia da ex@ssdo dada acima:
FindMinimum[Ei[K], {K, 0, 40}]
{-1983.88,{K110.48}}
Célculo do valor de energia:
g, . B [1048 ]

2500
-0.79355

Potencial companheiro do potencial dado pela expsedo F2[x], com K=10.48:

F4[X_] = E + E (1048 _3) _ 2AB . 1048 (1048 _1) ) M
x12  x7 X6 X2
2500 748. 5000 99.3504 1048.
2 T T w6 T w2 Ty

Gréfico do potencial companheiro do potencial dadpela expresséo F2[x,H], com
K=10.48:
Plot[F4[x], {x, 0.8, 2}]
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0.8 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Graphics
Comparacao grafica para os potenciais F2[x] e F4]x
Plot[{F2[x], F4[X]}, {x, 0.8, 3}]

3000 -

2000 -

10(

.|

Graphics
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Parametros:

A:=100
B:=100
Funcao de onda dada em (6.1.é8):
; K
X, K 1=Bp]- - AX] X
20
—4<2 -100x
e X® XK

Gréfico da funcdo de onda dada acima:

Plot[psi[x, 3.51], {x, 0, 2}]

2.5510°°°
2X10°

1.5x0°°° |

110

5x0 %1 |

0.5 1 1.5

Graphics
Funcéo de onda ao quadrado:

FOrx, K_1=ps [x K71?

_40 o00x
2K

e X®
Gréfico da funcéo de onda ao quadrado:
Plot[FO[x, 3.51], {x, 0, 2}]
1.75 10 *° |
1.50 '
12510 "*°
10" H° ¢
7.5x10" 110}
510711}
2.510 11}

0.5 1 1.5
Graphics

Funcédo de onda vezes a derivada segunda da propfianc¢ao:
F1[x_, K_]=psi[x, K]D[psi[x, K], {x, 2}]
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20
4= 100X
e X2 XK

_20 -100x
e X5 (-1 + Ky Kx2K,

\

-2 100 100
2 x5 XK(_100+ | x LK
X6

-2 100 100 , 2
e x5 (1100« OO) _
X6

\

~20 _100x
600 e Xx°

X7

XK

) )

Gréfico da funcéo de onda vezes a derivada segunda propria funcao:
Plot[F1[x, 3.51], {x, 0, 2}]

2,10 1131
1.510 13}

110" 113 ¢

5><10-114‘ J I

0.5 1 15 2
-510° M4}

-10" 3}

Graphics
Potencial para o primeiro estado excitado dado ei®.1.14), (com H=3.51):

B 2B (351 +3)
+

F2[X 1 = N 7 -
2AB 351 (351 +1)
+ —
X6 X2
2A351
X
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10000 1302.

X12 * X7 -
20000 15.8301 702.
+ —_
x6 X2 X

Gréfico do potencial dado acima:
Plot[F2[x], {x, 0.8, 3}]

1
-10000 *
Graphic
Funcao de onda ao quadrado FO[x, K] vezes o poteatcdo primeiro estado excitado
F2[x]:
F3[x_, K_]=FO[x, K]F2[X]
~40 200x
e X°
10000 1302. 20000
x12 " X7 - X6 "
15.8301  702. | ok
X2 X

Gréfico da funcéo de onda ao quadrado FO[x, K] vess o potencial do primeiro estado
excitado F2[x]:
Plot[F3[x, 3.51], {X, 0, 2}]
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240 11°

110" 116

0.5 1 1.5 2
1,30° 116
_2.0° 116

-3,0° 116

Graphics

Integracdo numérica da funcao de onda ao quadradeO[x, K], para x variando de 0 a
10:

IO[K_]=NIntegrate[FO[X, K], {X, O, 10}]

NIntegrate[FO[x,K],{x,0,10}]

Integracdo numérica da funcao de onda vezes a desida segunda da prépria funcéo
F1[x, K] para x variando de 0 a 10:

I1[K_]=NIntegrate[F1[Xx, K], {X, O, 10}]

NIntegrate[F1[x,K],{x,0,10}]

Integracdo numérica da funcao de onda ao quadradeezes o potencial do primeiro
estado excitado F3[x, K] para x variando de 0 a 10:

I2[K_]=NIntegrate[F3[X, K], {X, 0, 10}]

NIntegrate[F3[x,K],{x,0,10}]

Equacéo a ser minimizada em relagdo ao parametraviacional K dada pela expressao

(6.1.15): 1K LD TK
- 1L [K] +12 [K]
B K]-=
(A 10 [K]

(-NIntegrate[F1[x,K],{x,0,10}]+NIntegrate[F3[x,K]x,0,10}])/NIntegrate[FO[x,K],{x,0,10}]
Grafico para a minimizacao da
equacao dadaacma E  [K] em
relagdo ao parametro variacional
K:
PIot[Ei[K], {K, 0,40}]
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10 20 30 40
Graphics
Célculo para encontrar o minimo de energia da ex@ssdo dada acima:
FindMinimum[Ei[K], {K, 1, 40}]
{-8885.77,{K(110.4968}}
Célculo do valor de energia:

Ey - El [104968 ]
10000
-0.888577
Potencial comlggnheiro do potencialdado pela expre&o F2[x], com K=10.50:
2B
F4[X_] = Xilz + 7 (10.% —3) -
2AB 10.
+ 00 (1050 -1) -
X6 X2
2A 1051
X
10000  1500.
x12 * X/ -
20000 99.75 2102
n _
x6 X2 X

Grafico do potencial companheiro do potencialdadpela expressao F2[x], com
K=10.50:
Plot[F4[x], {x, 0.8, 3}]
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- 10000 \;

Graphics
Comparacao grafica para os potenciais F2[x] e F4]x
Plot[{F2[x], F4[X]}, {x, 0.8, 3}]

Graphics
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Parametros

A:=10

B:=10

Funcéo de onda dada em (6.1.18):

: B
(X, K 1=BEpJ-
2
—< -10x
e X XK
Gréfico da funcdo de onda dada acima:
Plot[psi[x, 3.61], {X, O, 3}]

- Ax] x"

610" °
510" °
408
310" 8
210" °

110" 8

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Graphics
Funcéo de onda ao quadrado:

; 2
FO[x, K_1=ps [x K]
4
—% 20X
e X0 X2K
Gréfico da funcéo de onda ao quadrado:
Plot[FO[x, 3.61], {x, 0, 3}]
61014
540 14 |

40714 ¢

340 1 |
20714 |

10"+ |

0.5 1 15 2 2.5 3
Graphics

Funcédo de onda vezes a derivada segunda da propfianc¢ao:
F1[x_, K_]=psi[x, K]D[psi[x, K], {x, 2}]
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e 5 e ¥ (L14K Kx K
\
2 10 10 2 10x 10,2 60 _x25 0x
-~ 10X &
2e X0 ( lO+)X_1+K+ e X (—10+) - = xK
x6 \ x6 X7 .
Gréfico da funcéo de onda vezes a derivada segunda propria funcao:
Plot[F1[x, 3.61], {x, 0, 3}]
310 1% |
210" 1%
110" %2 |
0.‘5 1 1.’5 2 2.‘5 3
-140° 1%}
Graphics
Potencial para o primeiro estado excitado dado ei®.1.14), (com H=3.61):
B 2B 2AB 361 2A 361
F2[X ] = —+— (361 +3) - 6 + 2 (361 +1) - —————
100 132 2 200 16. 6421 72.2
x2 T x7  x6 X2 X

Gréfico do potencial dado acima:
Plot[F2[x], {x, 0.8, 3}]

70



2
1
1
I 15 2 2.5 3
= 50 \—/—/—/f
Graphics

Funcao de onda ao quadrado FO[x, K] vezes o poteakcdo primeiro estado excitado
F2[x]:
F3[x_, K_]=FO[x, K] F2[x]
-4 20x ;100 132.2 200 16.6421 72.2 2K
X° + - + - X
x12 X7 x6 X2 X
Gréfico da funcéo de onda ao quadrado FO[x, K] vess o potencial do primeiro estado
excitado F2[x]:
Plot[F3[x, 3.61], {x, 0, 3}]

(&

140 4

540 *°

0.5 1 1.5 2 2.5 3
-50°*°
-10°

-1.5x0

Graphics

Integracdo numérica da funcao de onda ao quadradeO[x, K], para x variando de 0 a
10:

IO[K_]=NIntegrate[FO[X, K], {X, O, 10}]

NIntegrate[FO[x,K],{x,0,10}]

Integracdo numérica da funcao de onda vezes a desida segunda da prépria funcéo
F1[x, K] para x variando de 0 a 10:

I1[K_]=NIntegrate[F1[Xx, K], {X, O, 10}]

NiIntegrate[F1[x,K],{x,0,10}]

Integracdo numérica da funcao de onda ao quadradeezes o potencial do primeiro
estado excitado F3[x, K] para x variando de 0 a 10:
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I2[K_]=NIntegrate[F3[x, K], {x, 0, 10}]
NiIntegrate[F3[x,K],{x,0,10}]
Equacéo a ser minimizada em relagdo ao parametraviacional K dada pela expressao

(6.1.15): 1K LD TK
- 1L [K] +12 [K]
B K=
(A 10 [K]

(-NIntegrate[F1[x,K],{x,0,10}]+NIntegrate[F3[x,K]x,0,10}])/NIntegrate[FO[x,K],{x,0,10}]

Grafico para a minimizacao da equacao dada acma E i [K] emrelacdoao
variacional K:

Plot{Ei[K], {K, 0, 40}]

40

20 ¢

10 20 30 40
-20 |

-40 +

Graphics

Célculo para encontrar o minimo de energia da ex@ssdo dada acima:
FindMinimumlEi[K], {K, 0, 40}]

{-47.6314,{K(110.0936}}

Célculo do valor de energia:

g, B 11009 ]
100

-0.476314

Potencial companheiro do potencialdado pela expre&o F2[x], com K=10.09:

2B 2AB 10. 2A10.

Fax 1= B 4 2B om0 -3 - , PO 009 -y - 2A1
x12 N X6 X2

100 141.8 200 91.7181 201.8

x2 T x7  x6 x2 X

Grafico do potencial companheiro do potencialdadpela expressao F2[x], com

K=10.09:
Plot[F4[x], {x, 0.8, 3}]
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2
1
1
[ 15 2 2.5 3
-50 |
-100 \//
Grapk{ics

Comparacao grafica para os potenciais F2[x] e F4]x
Plot[{F2[x], F4[X]}, {x, 0.8, 3}]

2
1
1
3 1.’5 2 | 3
-50 i
-100 \//
Graph:ics
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Parametros:

A:=30

B:=30

Funcéo de onda dada em (6.1.18):

: B
(X, K 1=BEpJ-
2
—< -10x
e X XK
Gréfico da funcdo de onda dada acima:
Plot[psi[x, 3.52], {x, 0, 3}]

- Ax] x"

110"’
810" 8
610"
408

2,108

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Graphics
Funcao de onda ao quadrado: .
FO[x, K_1=ps [x K]
4

—% 20X
e X0 X2K
Gréfico da funcéo de onda ao quadrado:
Plot[FO[x, 3.52], {x, 0, 3}]

50 14 |

4,10t |

340714 |
2,107 14 |

110" 24 ¢

0.5 1 15 2 2.5 3
Graphics

Funcédo de onda vezes a derivada segunda da propfianc¢ao:
F1[x_, K_]=psi[x, K]D[psi[x, K], {x, 2}]
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2 2

—< -10x -10x

e ®  xKle d T (14K Kx2K
\
2 10 10 10x 10,2 60 _x25 0x
= _ X __ &= _ e
2e X K(—10+)X_1+K+ e X (—10+) - xK
x6 x6 X7
\ ) )

Gréfico da funcéo de onda vezes a derivada segunda propria funcao:

Plot[F1[x, 3.52], {x, 0, 3}]

340717 |

2:10"*? |

110" %2 |

0.5 1 15 2 2.5 3

-14071% ¢

240" "2 H

Graphics

Potencial para o primeiro estado excitado dado eif®.1.14), (com H=3.52):

2B 2AB 352 2A 352

(352 +1) -

F2[x ] = XBlzz + A (352 +3) - 6 +

130.4 200 15.9104 70.4

100
+ - +

x12 X7 x6 X2 X

Gréfico do potencial dado acima:
Plot[F2[x], {x, 0.8, 3}]
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1.5 2 2.5
_50

Graphics
Funcao de onda ao quadrado FO[x, K] vezes o poteakcdo primeiro estado excitado
F2[x]:
F3[x_, K _]=FO[x, K] F2[X]
-4 20x ;100 130.4 200 15.9104 70.4, ¢
X° + - + - X
x12 X7 x6 X2 X
Gréfico da funcéo de onda ao quadrado FO[x, K] vess o potencial do primeiro estado
excitado F2[x]:
Plot[F3[x, 3.52], {x, 0, 3}]

(&

1.540 4
140 4
540 *°

6 1015 0.5 1 1.5 2 2.5 3
-140
-1.5x0

-240° 14

Graphics

Integracdo numérica da funcao de onda ao quadradeO[x, K], para x variando de 0 a
10:

IO[K_]=NIntegrate[FO[X, K], {X, O, 10}]

NIntegrate[FO[x,K],{x,0,10}]

Integracdo numérica da funcao de onda vezes a desida segunda da prépria funcéo
F1[x, K] para x variando de 0 a 10:

I1[K_]=NIntegrate[F1[Xx, K], {X, O, 10}]

NiIntegrate[F1[x,K],{x,0,10}]

Integracdo numérica da funcao de onda ao quadradeezes o potencial do primeiro
estado excitado F3[x, K] para x variando de 0 a 10:
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I2[K_]=NIntegrate[F3[x, K], {x, 0, 10}]

Nintegrate[F3[x,K],{x,0,10}]
Equacéo a ser minimizada em relagdo ao parametraviacional K dada pela expressao

(6.1.15):

5 (K] - CIL [K] + 12 [K]

10 K]
-Nntegrate[F1[x, K], {X, 0, 10}]+Nntegrate[F3[x, K], {Xx, 0, 10}]
N ntegrate[FO[x, K], {X, 0, 10}]

Grafico para a minimizacao da equacao dada acma E i [K] emrelagdo ao
parametro variacional K:
Plot{Ei[K], {K, 0, 40}]
40
20 -
10 20 2 10
-20 ¢
-40 +
Graphics

Célculo para encontrar o minimo de energia da ex@ssédo dada acima:
FindMinimumlEi[K], {K, 0, 40}]

{-47.0567,{K010.0281}}

Célculo do valor de energia:

gy B 11046 ]
00

-0.0521882

Potencial companheiro do potencialdado pela expre&o F2[x], com K=10.46:
B 2B 2AB 10. 2A10.

FAIX 1= = + =2 (1046 -3) - , 096 qoap _qy - 2A1040
x12 — x7 X6 X2

100 149.2 200 98.9516 209.2

x2 1 x7  x6 x2 X

Grafico do potencial companheiro do potencialdadpela expressado F2[x], com

K=10.46:
Plot[F4[x], {x, 0.8, 2}]
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0.8 1.2 1.4 1.6 1.8 2

- 100

Graphics
Comparacao grafica para os potenciais F2[x] e F4]x
Plot[{F2[x], F4[X]}, {x, 0.8, 3}]

2
1
1
X 1.’5 2 | 3
-B0 ¥
-100 \/
Grapk{ics
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Gréfico da funcdo de onda para o primeiro estadoxeitado dado em (6.1.19):

40 8

2,0 %8 ¢

0.5 1 15 2 2.5 3

-240°%8 ¢

Graphics
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Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao
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