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RESUMO

Em alguns locais, como solos de fundag¢do de aterros sanitdrios, o adensamento impde
condicdes especiais para o transporte de contaminantes devido ao fluxo gerado pelo alivio de
excesso de poro pressdo, causado pela carga atuante na superficie. Nestes cenarios,
estimativas para o transporte que ndo consideram estes efeitos poderiam ser aproximagodes
demasiadamente simples da realidade. Este trabalho discute o acoplamento destes fendmenos
em um Unico método de calculo a partir da implementacdo, com base no Método de
Elementos Finitos para calculo de adensamento e o Eulerian Lagrangian Localized Adjointed
Method (ELLAM). Assim, as velocidades de fluxo sdo calculadas através do Método de
Elementos Finitos para o problema do adensamento e sdo utilizadas para determinacao das
linhas caracteristicas, que por sua vez determinardo as fungdes de ponderagdo do ELLAM.
Ainda que, separadamente, ambos os métodos sejam bem sucedidos para resolver os
problemas do adensamento e do transporte de contaminantes, seu acoplamento encontra sérios
problemas relacionados a estabilidade e oscilacdo numérica, além de limitagdes impostas aos
intervalos de espaco e tempo utilizados na malha de elementos finitos, que ainda esperam por
novos métodos ou implementagdes que possam levar em conta as variagdes de velocidade de

fluxo decorrentes do adensamento.
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ABSTRACT

In some sites, such as in landfill’s foundation soils, the consolidation set meaningful
differences in contaminant transport characteristics due to pore pressure release conditions
imposed by a surface load. In these scenarios, a contaminant transport estimative regardless
its effects could be considered a crude one. Therefore, in this paper, both phenomena are
implemented coupled in a single numerical calculation method linking the finite element
method for the consolidation, based upon the equilibrium and conservative equations, and the
Eulerian Lagrangian Localized Adjointed Method (ELLAM), based upon the advective-
dispersive flux equation applied over the same finite element mesh. Hence, the advective flux
velocities are evaluated through the consolidation analysis in the finite element method and
applied to determine the characteristics lines, witch will serve as the base for selecting the
weighting ELLAM functions. Even though both methods have succeeded on solving the
consolidation and contaminant transport separately, turns out that the coupled analysis faces
serious problems related to numerical oscillation and stability and imposition of limited space
and time intervals size for the finite element mesh. These problems still wait for new methods
or implementation that may take into account the changes in the flux velocity imposed by the

consolidation.
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1. Introducéo

Em muitas situa¢des da Geotecnia o solo é considerado como uma estrutura sélida que

[3

apresenta espagos ‘“vazios” provenientes da disposicdo e do arranjo das particulas, que a
compdem. Estes espacos sdo preenchidos pelos fluidos que circundam esta estrutura, mais
comumente o ar, a 4gua ou uma combinacdo destes, de forma que quando todos os “vazios”
de um solo estiverem preenchidos pela agua, diz-se que o solo estd saturado. Neste caso, o
que possibilita a reducao de volume do solo, pelo processo de deformacao ao ser submetido a
uma sobrecarga, ¢ a expulsdo do fluido contido em seus poros, considerando-se a dgua e as
particulas sélidas do solo como incompressiveis. Esta sobrecarga, ou tensdo aplicada na
superficie, resulta na tendéncia de redu¢ao do volume do solo, ou seja, provoca um processo
de adensamento. Lambe ¢ Whitman (1969) descrevem a relagdo entre o fendmeno de fluxo no
solo e do adensamento como através do deslocamento das particulas solidas, que empurram o
fluido dos vazios do solo e geram um desequilibrio em suas pressdes internas, o que, por sua
vez, origina a forca que faz a agua fluir para locais com menor carga hidraulica (excesso de
poro pressoes). Além disso, a expulsdo do fluido de dentro dos espacos “vazios” da estrutura
solida do solo, gera o transporte do contaminante dissolvido neste fluido. A velocidade média
com a qual a 4gua € expulsa através dos vazios do solo chama-se de velocidade de adveccao
(CHABERNEAU 2000). Considerando-se um contaminante dissolvido no fluido do solo e
negligenciando-se qualquer interagdo fisico-quimica com a parte solida do solo, assume-se
que a velocidade de advecgdo € idéntica a velocidade média das particulas de contaminante
que nela estiverem dissolvidas. Neste trabalho, analisa-se um perfil de solo conforme disposto
na FIGURA 1.1.

Locais onde um material contaminado é disposto sobre o solo de fundacdo sem
separacao adequada, usualmente feita com materiais geossintéticos, sao exemplos de onde os
contaminantes podem se infiltrar no solo de fundacdo. Este processo pode ocorrer por
diversos mecanismos de transporte, por exemplo, levados pela dgua da chuva e por gravidade.

Ainda que o transporte de contaminantes e o adensamento sejam fendmenos distintos,
em situacoes como na fundacdo de um aterro sanitario, apenas o acoplamento destes
fendmenos geraria valores mais precisos do transporte do contaminante ao longo da massa de
solo. Neste trabalho, avalia-se as condi¢gdes para um acoplamento numérico destes fendmenos,
através do compartilhamento dos valores de velocidade de advecgdo geradas pelo processo de

adensamento a serem utilizadas como velocidade de transporte advectivo.
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Nas teorias abordadas e solucdes analiticas utilizadas neste trabalho, supde-se um solo
homogéneo e isotropico, mantido saturado durante todo o processo de adensamento e cujas
deformacdes se relacionam linearmente com as tensdes efetivas aplicadas sobre ele. Além
disso, a espessura do solo deve ser muito pequena em comparacdo as dimensdes da area de
projecdo vertical da area de carregamento. Em outras palavras, estuda-se o problema em uma

dimens3do.

Tenséo Aplicada na Superficie

aterial Gontaminado
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FIGURA 1.1 - Esquema de distribuicdo dos materiais, da sobrecarga e do fluxo no perfil de

solo analisado.

Para o adensamento utiliza-se um método de analise em elementos finitos, com
formulacao desenvolvida em Britto ¢ Gunn (1987), aplicando-se um célculo incremental no
tempo, ou seja, as informacdes da iteragdo anterior sdo passadas para a proxima etapa de
calculo por incrementos dos valores encontrados. Ainda assim, o primeiro instante de célculo
deve ter condi¢do inicial dada por uma solucdo analitica adequada ao problema. Por sua vez,
para o transporte de contaminantes aplica-se o ELLAM (“Eulerian Lagrangian Localized
Adjointed Method”) desenvolvido por Celia et al (1990), que utiliza os valores de
concentra¢do calculados nos nds para um instante de tempo como condigdo inicial do instante
posterior. Porém, a condic¢do inicial do primeiro instante de calculo do ELLAM deve ser
fornecida por uma solucao analitica de concentragdes do contaminante, especifica para o
problema acoplado, que ¢ desenvolvida neste trabalho e serve como padrdo de avaliacdo do
comportamento numérico do acoplamento das rotinas computacionais dos métodos numéricos.
Aproveita-se ainda para examinar o comportamento dos métodos numéricos utilizados em

cada fenomeno isoladamente e compara-los com as respectivas solugdes analiticas.
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A fundamentacdo tedrica dos fendmenos do adensamento e do transporte de
contaminantes no solo ¢ apresentada no segundo capitulo, juntamente com o desenvolvimento
das modelagens numéricas utilizadas neste trabalho. No terceiro capitulo, tem-se o
detalhamento tedrico dos métodos numéricos utilizados na implementagdo computacional de
cada um dos fendmenos. O quarto capitulo ¢ destinado ao detalhamento pratico dos métodos
numéricos, as adaptacdes necessarias para o acoplamento e a solugdo analitica do
acoplamento. No quinto capitulo, apresenta-se os resultados obtidos pelos métodos numéricos
e compara-se estes com as solugdes analiticas. No sexto capitulo apresenta-se as conclusdes
sobre os métodos utilizados neste trabalho e a possibilidade de melhorias de célculo deste

acoplamento numérico.
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2. Fundamentos Tedricos

2.1 Introducao

Neste capitulo, procura-se detalhar os fendmenos de transporte de contaminantes e do
adensamento como suporte tedrico ao entendimento dos modelos numéricos aplicados neste
trabalho. Este detalhamento restringe-se a modelagem destes fenomenos, baseando-o na Lei
de Darcy e na Teoria de Terzaghi. Inicialmente, verifica-se que a aplicagao de uma carga de
compressdo em uma camada de solo resulta na reorganizagdo da estrutura formada por suas
particulas solidas resultando em uma redu¢do de volume. Este processo origina um gradiente
hidraulico, no fluido que preenche os “vazios” do solo, gerando um campo de velocidades de
fluxo, responsavel pelo transporte advectivo, do qual dependem outras componentes do
transporte de contaminantes. Tais componentes sdo separadas segundo classificagoes de
fendomenos fisicos e quimicos, chamadas de advecg¢do, dispersao mecanica, difusdo e sor¢ao
(MARSHAL et al, 2001).

A adveccdo ¢ o transporte do contaminante dissolvido na agua do solo com velocidade
média igual ao do fluxo deste fluido. No entanto, as particulas solidas do solo “dificultam”
sua livre passagem através do solo, surgindo gradientes de velocidade de fluxo dentro dos
canais formados pela ligagdo dos espacos “vazios”. Estas “dificuldades” sdo a origem da
dispersao mecanica, que ¢ proporcional a velocidade de advecgdo. Por sua vez, a difusdo ¢ um
processo independente da velocidade de advecgao, causado pelo gradiente de concentragao do
contaminante. Enquanto que os fendmenos de sor¢do dizem respeito as interagdes do
contaminante com a matriz sélida do solo (MARSHALL et al, 2001, CHARBENEAU, 2000 ¢
CEDERGREN, 1967).

Conforme ilustra a FIGURA 2.1, um modelo de solo ndo saturado com contaminante
dissolvido na 4gua ¢ composto por quatro fases distintas: so6lidos, liquidos, gases e
contaminantes. Dentro de um volume fixo de solo identifica-se os volumes de solidos V, de
liquidos V; e de gases V,, de forma que os volumes de liquidos e de gases somados formam o
volume de vazios V), e a soma do volume com o de solidos ¢ igual ao volume total do solo V.
A partir deste volumes, obtém-se a porosidade # e o indice de vazios e por amostragem dentro

de um volume de solo, calculados por:
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n=—2- 2.1
7 (2.1

e
V

e=—", 2.2
v (2.2)

respectivamente (LAMBE e WHITMAN, 1969). Considerando-se que haja um volume de
contaminantes V, dentro do volume de liquidos, obtém-se o volume de liquido com

contaminante dissolvido V,.

. Contaminante
Solidos

FIGURA 2.1 - Constitui¢ao genérica das fases de um solo ndo saturado (adaptado de

CHARBENEAU, 2000).

2.2 Potencial de Fluxo

A diferenca de potencial de fluxo, ou gradiente hidraulico, ¢ a origem das velocidades
de fluxo utilizadas para o desenvolvimento da analise do transporte de contaminantes no solo.
Tratando-se do fluxo de toda a massa de fluido dentro de um solo, mostra-se que a origem do
gradiente hidraulico pode ser obtida da aceleracdo de uma particula deste fluido, de acordo
com a segunda lei de Newton aplicada sobre as for¢cas que compdem o gradiente hidraulico.

Para tanto, chama-se de v o vetor de velocidade de fluxo em um ponto qualquer do fluido do
solo, de fl os vetores das forgas por unidade de volume do fluido, de p, a densidade do

fluido e de ¢ o tempo, encontrando-se (CHARBENEAU, 2000):
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, . - dv
f pressdo+ f viscosidade + f gravidade = pm(Ej (23)

Identificando-se z como a profundidade do ponto analisado no solo, # como a viscosidade do
fluido, p como a pressdo interna do fluido e g como a aceleragdo da gravidade, de forma

que p, g ¢ o peso especifico do fluido 7, e supondo-se que este fluido seja Newtoniano, onde

a forca de viscosidade e o laplaciano da velocidade V*V se relacionam linearmente e,
substituindo-se cada termo da Equagdo 2.3 por suas respectivas componentes, obtém-se a
Equagdao de Navier-Stokes sem os termos convectivos, que no presente caso podem ser
desprezados, chamada de equagdo de Euler para o fluxo (CHARBENEAU, 2000):

dv

~Vp+uVv—y Vz= pW(E]. (2.4)

Na Equagdo 2.4, o termo dependente da velocidade pode ser desprezado pela sua
magnitude em relagdo aos valores da pressao hidrostatica quando ha fluxo laminar no solo.
Quando além disto, tem-se uma superficie de equilibrio hidrostatico, onde ¢ simboliza o
potencial hidraulico no ponto analisado (lado direito da Equacao 2.4), este pode ser igualado a
zero obtendo-se (CHARBENEAU, 2000):

Vp+p,eVz=V¢=0. (2.5)

O gradiente de potencial hidraulico também ¢ usualmente representado pelo vetor i ,
também chamado de gradiente hidraulico, com componentes representadas em relagdo aos
vetores unitirios e positivos i , j e k dos eixos cartesianos, no caso tridimensional.
Lembrando-se da definicdo do operador V , tem-se (CHARBENEAU, 2000):

e _vg_[;08, 500, ;08
l_v¢_(18x+J8y+k82] (2.6)

Nas equacgdes 2.3 a 2.6 o gradiente do potencial hidraulico tem sinal positivo, ainda
que alguns autores utilizem o gradiente matematico com sinal negativo, devido ao sentido de

fluxo se apresentar sempre na direcdo decrescente do gradiente do potencial hidraulico

(CHARBENEAU, 2000 e MARSHALL et al, 2001).
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2.3 Lei de Darcy e Velocidade de Advecgao

A Lei de Darcy ¢ aplicada no calculo da velocidade de fluxo em meios porosos em

fungdo da permeabilidade do solo k e do gradiente de potencial hidraulico 7 . Cedergren (1967)
interpreta a permeabilidade de um meio como a capacidade que um material tem de permitir a
passagem de uma substincia liquida ou gasosa por entre suas particulas solidas.
Matematicamente esta propriedade representa uma constante de proporcionalidade entre a
velocidade de fluxo no solo e o gradiente hidraulico, sendo obtida através de ensaios de
laboratério ou de campo, detalhados em Lambe e Whitman (1969) e Cedergren (1967).
Resumidamente, os ensaios avaliam a perda de carga ao longo de um volume de solo de
dimensdes e vazao passante conhecidas no trecho de solo analisado. Por tras do
desenvolvimento tedrico da Lei de Darcy, assume-se que o meio apresente permeabilidade
relativamente baixa e¢ que o fluxo seja de um fluido homogéneo sob regime laminar
(CEDERGREN, 1967).

As principais fontes de imprecisao dos valores obtidos nos ensaios de permeabilidade
de um solo sdo relativas as propriedades fisicas dos fluidos em funcdo das condigdes
ambientais, eventuais descontinuidades ou fissuras no solo e a heterogeneidade e continuidade
dos canais do solo por onde ocorre o fluxo (CEDERGREN, 1967). Bowles (1979) ressalta que
a precisao da medida da permeabilidade também depende da magnitude de seu valor, pois
quanto mais permeavel for o solo, mais préximo do valor real serd o resultado dos ensaios.
Mais ainda, as medi¢des tomadas para se inferir a permeabilidade de um solo tém validade
somente para o fluido e para o solo ensaiados. Por isso, Marshall et al. (2001), Chaberneau
(2000) e Cedergren (1967), propdem um coeficiente de permeabilidade independente das

caracteristicas do fluido (densidade do fluido p, e sua viscosidade ), chamando-o de

condutividade hidraulica do solo K}, que s6 faz sentido quando este ndo sofre modificagdo na

sua estrutura durante o fluxo, dado por:

K, =1k 2.7)
7,

Mesmo com a simplificagdo do meio imposta pelo conceito de permeabilidade, a Lei
de Darcy ¢ a base do desenvolvimento do conceito de velocidade do transporte por adveccdo e
seu conceito também pode ser aplicado em solugdes praticas da Equacao de Laplace em redes
de fluxo (LAMBE e WHITMAN, 1969). Assumindo-se a permeabilidade & homogénea e

isotropica para o meio descrito pelo mesmo sistema de coordenadas do vetor gradiente
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hidraulico i da Equagdo 2.6, encontra-se a Velocidade de Darcy V) como uma média
aproximada da velocidade de transporte, normal a uma 4area unitaria da secdo transversal do
volume de solo analisado, ndo explicitada na equacdo (MARSHALL et al, 2001):

VD=—k(z°%+ ¢+ka¢] —ki . (2.3)
& Toy 0

Para a avaliagdo do transporte advectivo a partir do conceito de permeabilidade, que
considera toda uma area de se¢do transversal de solo sem distinguir as particulas sélidas dos
vazios, deve-se modificar a Velocidade de Darcy para que considere apenas as areas
efetivamente usadas para o transporte dos fluidos. Para tanto, divide-se a equacdo da
Velocidade de Darcy pela porosidade efetiva do meio, que corresponde a parte dos vazios por

onde pode haver percolagdo, isto ¢, os vazios que ndo sdao “becos-sem-saida” (QUEIROZ

2002), n, e pela tortuosidade dos canais do soloz , dada por: 7 = [%), onde L, ¢ a distancia

N
linear entre dois pontos de uma linha de fluxo e L ¢ a distancia percorrida pelo contaminante,
através dos canais do solo, entre dois pontos de uma linha de fluxo. Reunindo-se estas
propriedades e considerando-se o solo homogéneo e isotropico, obtém-se a velocidade de
adveccao V, (CHABERNEAU 2000):

y,=to oK |;00 500 ;09| _ K (2.9)
n,t nr\ Ox oy 0z n,c

e

2.4 Equagéo da Continuidade do Fluxo no Solo

Inicialmente, identifica-se os volumes de cada uma das fases que preenchem os vazios
no solo, obtendo-se as parcelas do volume total do solo ocupado por cada uma das fases,

chamadas de fragdes volumétricas, de agua 6, de ar €, e de contaminante em fase livre 6,

que cada uma ocupa em relacdo ao volume total do solo. De maneira analoga a Equacdo 2.1,
tem-se:

n=06,+60 +06.. (2.10)
A partir das fragdes volumétricas estabelece-se uma relagdo linear para a concentracido de
contaminante ¢ no volume total de solo analisado multiplicando-as pelas concentragdes

(quantidades de massa de contaminantes pelo volume ocupado pela fase em que se encontra
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dissolvido) na agua c¢,, no ar ¢, ¢ na fase liquida e insolivel do contaminante c,,
respectivamente, em unidade de massa por volume total de solo analisado. A concentragdo ¢,
sera utilizada quando o composto forma uma fase nao soltivel em 4gua, ocorréncia comum a
alguns compostos organicos, que neste caso ¢ chamada em inglés de nonaqueous phase
liquids ou NAPL (CHARBENEAU 2000). Caso haja contaminante sorvido nas particulas
solidas do solo, sua concentracao ¢ chamada de ¢, em unidade de massa de contaminante por
massa dos solidos do solo no volume total de solo analisado. Representa-se a densidade

volumétrica do solo p, que é a massa da parte solida do solo dividida pelo volume de solo
analisado. Este parametro pode ser encontrado a partir da densidade total do solo p, (massa

de todas as fase do solo dividida pelo volume total do solo analisado) e por uma relagdo desta

com a porosidade n (CHARBENEAU, 2000), na forma:

p,=0-n)p,. (2.11)

A partir destes parametros, a concentragdo total ¢ em um volume unitario de solo pode ser

dada por (CHARBENEAU, 2000):

c=0.c,+0.c,+0.c, +p,c,. (2.12)
Verifica-se a variagdo da concentracdo total de um contaminante ¢ ao longo do tempo

t dentro de um volume total de solo de controle V, ilustrado na FIGURA 2.2

(CHARBENEAU, 2000), representando-se a conservagao de massa neste volume ao longo do

tempo através de um vetor de fluxo total de massa J normal a uma area infinitesimal da

superficie d4 deste volume, representada pelo vetor unitario 7, por:

%I Jleav ==[[ ] -ida+|[[s av. (2.13)

O lado esquerdo da Equacao 2.13 representa a taxa de aumento de massa no volume de solo, o
primeiro termo do lado direito representa a rede de fluxo de entrada de massa no volume e o
segundo termo do lado direito representa a variagdo de massa devido a fontes localizadas

~+ . .
dentro do volume, representando-se por S os termos reativos (fontes ou sumidouros).
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FIGURA 2.2 Volume de Controle para o Balango de Massa (adaptado de CHARBENEAU,
2000).

Para a integral sobre a area 4, na Equagdo 2.13, considera-se que o volume de solo seja fixo e
indeformavel, podendo-se utilizar o teorema da divergéncia de Gauss (CHARBENEAU,
2000):

[[7-ida=[[[v-Jav. (2.14)
Substituindo-se este resultado na Equacdo 2.13 obtém-se:
”I{%+V-.7—S*}dV:O. (2.15)

Como o valor do volume do solo ¢ arbitrario e constante, o integrando devera ser nulo,
encontrando-se a forma diferencial da equagdo da continuidade (CHARBENEAU, 2000):

% v.jos =0 (2.16)
ot

Para o desenvolvimento da teoria do adensamento, Lambe ¢ Whitman (1969) seguem
outra abordagem do conceito de continuidade de fluxo, segundo o principio de conservagdo
de fluxo de massa em um volume de solo, relacionando as componentes tridimensionais do

fluxo total g, considerando-se um fluxo de 4gua com contaminante dissolvido,
q:qx+Qy+qz‘ (2.17)
Analisando-se um fluxo unidimensional, dire¢ao de z, por exemplo, a componente do fluxo de

entrada em um elemento de solo, dependente da permeabilidade nesta dire¢ao, chamada de £,

¢ dada por (LAMBE ¢ WHITMAN, 1969):

q.= k{—?j dy dx. (2.18)

4

e o fluxo vertical de saida deste elemento ¢ (LAMBE e WHITMAN, 1969):
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q. :(kz +Ldz](—%—a—¢; j dy dv. (2.19)
Oz

0z

Considerando-se a variacdo do fluxo na direcdo z através do elemento de solo, esta sera a
diferenca entre o fluxo de entrada (Equagdo 2.18) e de saida (Equagdo 2.19) (LAMBE e
WHITMAN, 1969):

Ag=|k. 8? ok, % akzd 8¢ dx dy dz. (2.20)
o7 0z &z oz o

V4

=0, encontra-se
0z

Considerando-se a permeabilidade constante dentro deste volume (

(LAMBE e WHITMAN, 1969):
2
= (kz a—?j dx dy dz. (2.21)
oz

Esta variacdo de fluxo Ag ¢ numericamente igual a mudanga no volume de vazios do solo V,

dentro do elemento. Descrevendo-o em fungdo da saturacdo S, do solo, que ¢ a porcentagem
dos “vazios” do solo preenchidos pela 4gua (LAMBE ¢ WHITMAN, 1969), tem-se:
oV, dxdydzo(S,e)

ot l+e ot

Ag = (2.22)

Igualando-se as equagdes 2.21 e 2.22, tem-se outra forma da equag¢do da continuidade,
utilizada na deducdo do adensamento unidimensional, considerando-se solo saturado (S, =
100%) (LAMBE ¢ WHITMAN, 1969):

k8¢ 1 Oe

2.23
*oz° 1+e 8t ( )

2.5 Transporte Advectivo

Adveccao ¢ o nome dado ao transporte de um contaminante dissolvido na agua do solo,
segundo 0 mesmo campo de velocidades atuante sobre esta. Analisando-se isoladamente este
fendmeno nado se deve considerar qualquer influéncia da massa do soluto ou interagdes deste
com o meio. Além disso, por ser diretamente proporcional a velocidade de fluxo, a advecgdo ¢
o mecanismo de transporte mais relevante em meios de permeabilidade relativamente alta
(solos granulares, areias grossas, pedregulhos, argilas fissuradas e rochas fraturadas)

(CHARBENEAU, 2000).
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Encontra-se o fluxo advectivo J,de um contaminante cuja concentragdo na adgua do

solo ¢ chamada de c,,, a partir da velocidade do fluxo advectivo V, (CHARBENEAU, 2000):

J,=c,V,. (2.24)
Expressando-se esta velocidade de advecgao por um vetor de velocidade de fluxo advectivo

7, obtém-se o vetor de fluxo advectivo J, (CHARBENEAU, 2000):

J,=c v, (2.25)
A partir da Equacdo 2.25 encontra-se a forma diferencial do transporte advectivo,
substituindo-a no vetor de transporte de massa da Equagdo 2.16 sem os termos reativos,
obtendo-se (CHARBENEAU, 2000):

oc -
—+V-J,=0, 2.26
5 4 (2.26)

que pela Equagao 2.25 se torna (CHARBENEAU, 2000):

%+ V(c,¥)=0. (2.27)

Chaberneau (2000) mostra que, de acordo com uma identidade vetorial classica:
V-(c,¥)=¢c,V-V+¥V-Vc,, (2.28)
de onde se encontra a equacao diferencial parcial hiperbolica de primeira ordem do transporte
advectivo ao considerar-se o fluido incompressivel em regime de fluxo permanente e
irrotacional, em outras palavras, onde o divergente da velocidade ¢ nulo. Esta hipotese anula o
primeiro termo do lado direito da Equagdo 2.28 (CHARBENEAU, 2000). Ainda sobre a
Equagdo 2.28, como a maioria dos fendmenos de transporte s6 acontecem na fase liquida,
analisa-se separadamente a concentracdo média do contaminante c,, na 4gua do solo e pode-se
descrevé-la com a utilizagdo de um coeficiente de particdo K, entre a quantidade impregnada
no solo e na 4gua (CHARBENEAU, 2000):

c, = (n +p,K, )c. (2.29)
Desta equacao obtém-se a descri¢do de uma fonte ou sumidouro dada a partir de uma taxa
constante de variacdo A de massa de contaminante (CHARBENEAU, 2000):

S"=—Ac, =-A(n+p,K,)c. (2.30)
Normalmente, o sumidouro descreve alguma reacio de degradagdo que ocorre apenas em uma
das fases, geralmente na fase aquosa. Sopde-se, neste trabalho, que exista uma propor¢ao
direta entre as concentracdes do contaminante nas varias fases, de modo que A nao ¢

necessariamente a constante de reacdo entre este ¢ o solo.
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Voltando-se a Equacao 2.27, que ¢ a consideragdo do transporte puramente advectivo
sobre a Equagdo 2.16, importando apenas a concentragao do contaminante na fase liquida c,,
dada na Equagdo 2.29, de onde obtém-se a Equacdo do transporte puramente advectivo

(CHABERNEAU, 2000):

oc,
Ot

+VVe, =0. (2.31)

2.6 Transporte Dispersivo

2.6.1 Introducao

A disposicao das particulas do solo forma uma rede de canais geometricamente
complexa que, durante o transporte advectivo, contribui para o espalhamento do contaminante
e atenua sua concentracdo, como resultado das “colisdes” das particulas de fluido com as
particulas solidas do solo, chamada de dispersdo mecanica que, para efeito de estudo, ¢é
dividida em dispersdo longitudinal e transversal (MARSHALL et al 2001).

Também atenuante de picos de concentragdo, a difusdo se diferencia da dispersao
mecanica por ser independente da velocidade de adveccdo e originada pela agitagdo aleatdria
que toda entidade molecular e idnica possui, conhecida como movimento Browniano. Em um
meio com gradiente de concentragdo quimica, este tipo de movimento aleatério leva o
contaminante a locais de menor concentragdo, desta maneira, a difusdo pode ser o fenomeno
de transporte predominante quando a permeabilidade do meio for extremamente baixa e,

conseqlientemente, o transporte advectivo se tornar desprezivel (MARSHALL et al 2001).

2.6.2 Modelo de Dispersdo Mecéanica

Conforme ilustra a FIGURA 2.3, a dispersdo transversal aplica mudancas na
densidade de linhas de fluxo de um transporte advectivo em fung¢ao das bifurcagoes,
afunilamentos ou alargamentos dos canais de poros. Em resumo, analisa-se na dispersdao
transversal apenas a mudanca na dire¢do e ndo no moddulo do vetor da velocidade de

transporte advectivo (CHARBENEAU, 2000).
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Conforme o detalhe da FIGURA 2.3, a dispersao longitudinal ndo toma parte na
analise de mudancas na dire¢dao do vetor da velocidade de transporte advectivo, mas apenas
nas diferen¢as do modulo deste em uma secdo transversal de um canal. Este fenomeno ¢
analogo ao observado em escoamento dentro de tubos, onde considera-se o valor méximo de
velocidade de transporte no centro de sua se¢do transversal, enquanto que, junto as suas
paredes, as velocidades tendem a zero (MARSHALL et al, 2001). Considerando-se um tubo
de secdo transversal circular e assumindo-se um perfil parabolico de velocidades de um fluxo
unidimensional, tendo como parametros o peso especifico do fluido y,, a viscosidade do

fluido 1, o raio interno do tubo R. e o gradiente hidraulico i, obtém-se as velocidades de

fluxov, nas respectivas distancias r, contadas a partir do centro do tubo, da seguinte forma

(MARSHALL et al, 2001 e CHARBENEAU, 2000):

v, =T (g2 2) (2.32)
4u

No perfil parabdlico de velocidades de fluxo da Equagdo 2.32, a velocidade média do

escoamento serd fun¢do de um raio hidraulico R, do tubo analisado, que ¢ a divisdo da area

transversal de escoamento pelo perimetro molhado desta, dada por (MARSHALL et al 2001):

RZ
AT (2.33)
2u

média

FIGURA 2.3. Dispersao longitudinal e dispersdo transversal (adaptado de MARSHALL et al,
2001).

Como conseqiiéncia direta do gradiente de velocidades dentro de um poro, o
contaminante deve se distribuir longitudinalmente, atenuando sua concentragdo média
(CHARBENEAU, 2000). Este autor utiliza um coeficiente para a equagdo de dispersao

mecanica do meio poroso D,, como uma medida local e independente de escalas, composto
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pela soma dos coeficientes das dispersdes longitudinal D , e transversal D, .. Para encontra-

los utiliza-se os coeficientes a, e a, que sdo as dispersividades longitudinal e transversal, em

unidade de comprimento, estimados a partir de ensaios onde se procura ajustar seus valores
nos modelos matematicos até que se encontre resultados equivalentes entre eles,

através das relagoes:

D, =aV, (2.34)
€
D,y =aV,, (2.35)

respectivamente. O coeficiente de dispersdo do solo serd a soma dos coeficientes de dispersao
transversal e longitudinal (CHARBENEAU, 2000):

D =D, .+D,,. (2.36)
Outro detalhe ¢ que, em laboratorio, a dispersividade longitudinal tem se mostrado entre 5 e
20 vezes maior que a transversal (CHARBENEAU, 2000). Este fato chama a atencdo deste
autor para a possibilidade de considerar-se a heterogeneidade da estrutura do solo e da
permeabilidade, que resultard em diferentes dispersdes longitudinais e diferentes valores de
velocidade média de advecgdo em fungdo das dire¢cdes tomadas pelas linhas de fluxo e das
propriedades dos canais de solo, ainda que sob a agdo de um mesmo potencial hidraulico.
Ressalta-se, porém, que nos métodos numéricos aplicados neste trabalho o solo ¢ modelado

como um material homogéneo.

2.6.3 Modelo de Difuséo

O coeficiente que traduz matematicamente a difusdo molecular de um contaminante
inserido em um meio, pode ser encontrado em fungdo de alguns parametros dependentes da
fase em que estd dissolvido, que pode ser gasosa ou liquida (CHARBENEAU, 2000).
Segundo este autor, em solos saturados e quando o contaminante estiver dissolvido na fase
liquida, o coeficiente de difusdo molecular, chamado de coeficiente de difusao em fluido livre
Dy pode ser obtido a partir da teoria hidrodinamica de Stokes-Einstein, como diretamente
proporcional a constante de Boltzmann x , a temperatura absoluta 7, e inversamente
proporcional a massa da molécula de contaminante, descrita por seu didmetro médio d,, e por

sua viscosidade u, na forma:
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xT
3 ”Itld m .

A partir do coeficiente Dy, encontra-se o coeficiente de difusdo efetiva do meio poroso

D, ()= (2.37)

Dy, para um solo saturado, em fun¢ao da sua tortuosidade 7 e porosidade n (CHARBENEAU,
2000):
D,=tnD,. (2.38)
No transporte difusivo, assume-se que nao ha interagdes entre a matriz sélida e o
contaminante, ou seja, ndo ha fendmenos de sorc¢do, sendo estes analisados em outra
formulacdo (CHARBENEAU, 2000). Além disso, pode-se desconsiderar os fendomenos de
sor¢do quando o coeficiente de difusdo através da matriz sélida do solo for muito inferior ao
coeficiente de difusdo através do fluido dos vazios do solo (CHARBENEAU 2000). Alguns

valores tipicos de coeficientes de difusdao sao mostrados na TABELA 2.1.

TABELA 2.1 - Coeficientes de difusdo em agua para alguns ions a 25°C (adaptado de
DOMENICO e SCHWARTZ, 1998).

Cation | Do (10° cm?/s) | Anion | Dy (10 cm?/s)

H' 93.1 OH 52.7

Na" 13.3 F 14.6

K" 19.6 Cr 20.3

Rb" 20.6 Br 20.1

Cs' 20.7 HS 17.3
Mg 7.05 HCO5 11.8

Ca”" 7.93 COs™ 9.55

Sr** 7.94 SO 10.7

4

2.6.4 Modelo de Dispersao Hidrodindmica

Encontra-se o coeficiente de dispersdao hidrodinamica Dy, conhecido por coeficiente de
dispersdo, pela soma dos coeficientes de dispersdo mecanica (Equagdo 2.36) e de difusao
(Equagdo 2.38) (CHARBENEAU, 2000):

D,=D,+D,,. (2.39)

A partir de Dy, considera-se que o fluxo dispersivo Jp seja descrito por uma generalizagdo da
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primeira lei de Fick, que indica a proporcionalidade entre o fluxo de massa e o gradiente da
concentra¢do do contaminante na agua do solo ¢, , na forma (CHARBENEAU, 2000):
J,=-D,Vc,, (2.40)
onde o sinal negativo indica que o movimento ocorre no sentido decrescente do gradiente de
concentracao.

Substituindo-se a Equacdo 2.40 no principio de conservagdo da massa de
contaminante na fase fluida (Equacao 2.16), tem-se uma modelagem do transporte dispersivo

em relagdo a concentragdo total do contaminante na agua do solo ¢, andloga a segunda Lei de

Fick (CHARBENEAU, 2000):

oc,
ot

- v.j,=D,V,, (2.41)

onde J , ¢ o vetor de fluxo de massa do transporte dispersivo e, portanto, tem-se a forma final
da equacgdo do transporte dispersivo dada por (CHARBENEAU, 2000):

oc,
ot

~-V-(D,Ve,)=0. (2.42)

Algumas deficiéncias das consideragdes teodricas relativas a estimativa dos coeficientes
de dispersao (Equagdes 2.34 e 2.35) e, conseqiientemente, em relagdo a modelagem do fluxo
dispersivo (Equagdo 2.42), sdo apontadas em Matheron e Marsily (1980). Segundo estes
autores, os coeficientes de dispersdo longitudinal (Equagdo 2.34) e transversal (Equagdo 2.35)
sdo uma média aritmética destas propriedades em todo o perfil de solo e ndo consideram o
fendmeno da “macrodispersividade”. Com efeito, tais autores apresentam um contra-exemplo
de simulagdo, mostrando que a modelagem de dispersdo como extensdo da Lei de Fick (na

qual se baseia a Equagdo 2.42) ndo deve ser utilizada no transporte advectivo-dispersivo.

2.7 Fendmenos de Sorcéo e Transformacao

Denomina-se fenomenos de sor¢ao e transformagdo as interagdes quimicas e fisicas
entre um contaminante € o meio onde estiver inserido e estdo ligados ao tipo de contaminante
estudado, que pode ser uma substincia polar (geralmente inorganica) ou apolar (comumente
organica). Os fenomenos de sor¢do tém importancia variavel em fungdo das caracteristicas e
composi¢ao quimica do solo, das condi¢des climaticas, da presenca de outras substincias

reativas que possam interagir no processo e da eventual utilizagdo do contaminante nos ciclos
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de vida de organismos vivos, conhecida como biodegradagcio (CHARBENEAU, 2000,
MARSHALL et al 2001).

Para fins de estudo, separa-se os fendomenos de sor¢do em adsorcdo, absor¢do e de-sorcao,
detalhados em Chaberneau (2000) e Marshall et al (2001). Segundo estes autores, a adsor¢ao
¢ a adesdo superficial relacionada com as cargas elétricas das particulas do solo e do
contaminante, ocorrendo uma "disputa" por uma area carregada da superficie da particula do
solo entre os ions da substancia transportada. Isto indica que as particulas do solo perdem o
poder de adsor¢do ao longo do tempo, pois reduz-se a disponibilidade de carga elétrica
quando forma-se diversas camadas de material adsorvido. No caso da adsor¢ao desfavoravel o
proprio material adsorvido também serve como um acréscimo a area de adsor¢ao, pois neste
caso o contaminante apresenta maior afinidade entre si do que com o meio, aumentando-se a
area de disponibilidade de carga com o avanco do fendmeno ao longo do tempo. A adsor¢ao
ocorre em locais especificos do solo, o que a torna um fenomeno nao linear. Por sua vez a
absor¢ao ocorre quando uma substancia ¢ detida durante seu transporte e passa fazer parte do
meio poroso. Em comum, estes fendmenos tendem a diminuir a concentragdo de um
contaminante. Mas, ¢ possivel sua reversdo, chamada de de-sor¢do, que realimenta a
concentragdo com os contaminantes que se desprendem da matriz do solo, configurando-se

em uma fonte “atrasada” de contaminacao (CHARBENEAU, 2000).

2.8 Equagéo da Continuidade do Transporte Advectivo-dispersivo

O vetor de fluxo de massa do transporte advectivo-dispersivo J ,, ¢ andlogo ao vetor

J da Equagdo 2.16, devendo-se encontrar suas componentes como a combinagio dos vetores
de fluxo de massa das componentes advectiva (Equacdo 2.31) e dispersiva (Equagdo 2.42)

(CHARBENEAU, 2000):
J,p=V-(¥e,)-V-(D,Vc,). (2.43)
Substituindo-se as Equagdes 2.29, 2.30 e 2.43 nos respectivos termos da Equagao 2.16,

encontra-se a equacao da continuidade do transporte advectivo-dispersivo com fendmenos de

sor¢ao (CHARBENEAU, 2000):
(n+p,K, )% +V-(,0,)-V-(nD,Ve, )+ An+ p,K,)c, =0. (2.44)

Traduzindo-se a interagdo da concentragao média de cada ponto por um coeficiente de
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retardo R que mede a reducao na velocidade do soluto em relacdo a velocidade de adveccao,

devida aos fendmenos de sorcao (CHARBENEAU, 2000):

R=n+pK,. (2.45)
Um coeficiente de retardo igual a 10 indica que a velocidade de transporte do soluto ¢

10 vezes mais lenta que a velocidade de advecgdo (CHARBENEAU 2000). Substituindo-o na

equacdo da continuidade (Equagdo 2.44) obtém-se (CHARBENEAU, 2000):

R% 1V Ve, —div(nD,Ve, )+ A(R)e =0, (2.46)

Assumindo-se um campo de velocidade de advecgdo uniforme e uni-dimensional, tem-se a

Equagdo 2.45 na forma (CHARBENEAU 2000):

2
RE vy, %o _p Oy ipeo, (2:47)
Ot ox ox

onde o primeiro termo do lado esquerdo reflete a mudanga na concentragdo em um
determinado local ao longo do tempo (incluindo a massa sorvida e a massa de soluto), o
segundo termo mostra a mudanga na concentragdo ao longo do espacgo associada ao fluxo
advectivo, o terceiro mostra a mudanca da concentracdo ao longo do espaco devido aos
fendmenos dispersivos e o tltimo termo ¢ uma modelagem de decaimento de primeira ordem
(CHARBENEAU, 2000).

Pode-se simplificar a anélise do transporte de contaminantes no solo, admitindo-se que
ocorra apenas o transporte advectivo-dispersivo, sem fendmenos de sor¢do, conforme e
somando-se os fluxos de massa das equagdes da continuidade destes fendmenos (Equagdo
2.31 e Equacao 2.42) para obter-se:

oc,
Ot

=-V[J,+J,} (2.48)

que ¢ equivalente a:

acw = 2

—~=—-vVc+D, (V c) (2.49)
ot

em um solo com unidimensional e uniforme de velocidade de fluxo advectivo e coeficiente de

dispersdo constante no espaco e no tempo. Desta forma, para uma analise unidimensional do

transporte advectivo-dispersivo, obtém-se a Equagao 2.50, denominada por Celia et al (1990)

de Equacao Advectiva-Dispersiva, A.D.E. ou “Advective-Dispersive Equation’:

oc,, oc, d’c,
8; +V, ™ -D, e =0. (2.50)
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2.9 Adensamento

2.9.1 Introducéo

Quando um solo estiver em equilibrio, a pressdao na agua que ocupa seus vazios, ou
poro pressao, ¢ igual ao produto do peso especifico do fluido pela profundidade em relagdo ao
nivel do lencol freatico do ponto em analise. Porém, uma sobrecarga aplicada em um ponto de
um solo saturado devera ser suportada por todo o material abaixo do ponto de aplica¢do, isto
implica na distribuicdo da tensdo total aplicada em uma parte a ser sustentada pela estrutura
solida do solo, chamada de tensdo efetiva, e outra parte pela d4gua de seus “vazios”, chamada
de excesso de poro pressdo. A transmissdo da tensdo para a dgua do solo se dé pela tendéncia
de reorganizagdo das particulas sélidas do solo, consideradas incompressiveis, para uma
configuragdao estrutural de “maior eficiéncia”, sustentando a sobrecarga sem deformagdo
mensuravel do conjunto de particulas s6lidas. Em outras palavras, como as deformacdes desta
estrutura t€ém o movimento dificultado pela presenca dos fluidos em seus vazios, que também
sdo considerados incompressiveis, a pressao interna, ou poro pressdo, destes aumenta. Este
aumento varia de um ponto a outro e, por isso, gera-se um gradiente de excesso de poro
pressdo, que constitui um gradiente hidraulico a ser dissipado na forma de fluxo da massa de
fluido (LAMBE e WHITMAN, 1969).

Enquanto houver dissipagdo mensuravel de excesso de poro pressdo, diz-se que esta
ocorrendo o adensamento primario. Por sua vez, o adensamento secundario ocorre lentamente,
mesmo sem excesso de poro pressdo mensuravel a ser dissipado. Contudo, a relacdo entre os
instantes de inicio e fim de ambas as etapas do adensamento sdo de dificil determinagao e
dependentes das relagdes entre as taxas de deformagdo e de mudanga de tensdo no solo, além
da geometria do problema e das condi¢des de contorno, tais como as condigdes de drenagem.
Além disso, em fun¢do das diferentes distancias até¢ o ponto de drenagem, alguns pontos de
um perfil de solo poderdo terminar o adensamento primario antes de outros (LAMBE e
WHITMAN 1969). Além disso, o adensamento secundario é dependente do comportamento
em fluéncia do material constituinte da estrutura solida, supondo-se que se tenha uma relagao
variavel no tempo entre a deformacgao e a tensao efetiva. Como exemplo, quanto mais tempo
uma argila permanece sob uma mesma tensdo efetiva, mais densa ela se torna (LAMBE e
WHITMAN, 1969). Eventuais diferencas nas estimativas tedricas do adensamento estdo

ligadas aos problemas de determinacdo do comportamento do material durante o adensamento
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secundario (BUISMAN, 1936 ¢ GRAY, 1936, citados em LAMBE ¢ WHITMAN, 1969), bem
como as condig¢des de drenagem do solo (provenientes da heterogeneidade do solo), que pode
conter descontinuidades, tais como a presenca de lentes de areia e de fissuras (LAMBE e
WHITMAN, 1969). Ainda que seja importante, o adensamento secundario ndo sera analisado
neste trabalho, pois procura-se analisar apenas a etapa do adensamento que gera fluxo
mensuravel e transporte do contaminante dissolvido, ou seja, analisa-se apenas o adensamento

primario.

2.9.2 Teoria de Terzaghi

A teoria de Terzaghi para o adensamento considera o solo unidimensional, saturado
durante todo o processo analisado e com relacao linear entre a tensao efetiva e as deformacgdes
do solo. Neste modelo teodrico, a permeabilidade do meio ¢ constante, validando-se a lei de
Darcy e ndo se considera qualquer mudanga nas caracteristicas do fluido do solo (LAMBE e
WHITMAN, 1969).

Os parametros desta teoria de célculo sdo obtidos do ensaio de adensamento em
laboratdrio, descrito em Lambe e Whitman (1969) e Bowles (1979), que relacionam as
deformagdes ou os indices de vazios da amostra em um dos eixos, com 0s respectivos niveis
de tensdo vertical efetiva, no outro eixo em escala logaritmica. Da utilizacdo de escala
logaritmica no eixo das tensdes aparece um trecho aproximadamente linear, conhecido por
“reta virgem”, que tem inicio no ponto onde atinge-se estados de tensdo aos quais a amostra
de solo nunca havia sido submetida, mesmo em seu historico de campo (BOWLES, 1979). E
sobre esta reta que ¢ feita a leitura dos pardmetros da Teoria de Terzaghi (BOWLES, 1979 e
LAMBE e WHITMAN, 1969), dentre eles cita-se:

- Coeficiente de compressibilidade (a,): ¢ a relagdo de tensdo-deformacdo da parte solida do
solo, refletindo a variagdo do indice de vazios Ae para uma variagdo na tensdo vertical

efetivaAo! (LAMBE e WHITMAN, 1969), sendo:

Ae
a =———. 2.51
= ho (2.51)

- Coeficiente de varia¢do volumétrica (m,): é a taxa de deformagdo vertical por variagdo na
tensdo vertical efetiva, onde e, ¢ o indice de vazios inicial da amostra (LAMBE e

WHITMAN, 1969):
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Ae

___ A 2.52
" Ac'(l+e,) (2:32)

Os coeficientes citados poderiam ser escritos de maneira diferencial, mas usualmente,
ao considerar-se os valores obtidos da reta virgem, valida-se a aproximacdo pela variagdo

linear (LAMBE e WHITMAN, 1969).
2.9.3 Equagéo do Adensamento

A equacdo de adensamento de Terzaghi ¢ obtida das defini¢des do processo de
adensamento ou de expansdo de uma massa de solo (LAMBE e WHITMAN, 1969).
Primeiramente, identifica-se o peso especifico do solo y,, a profundidade z do ponto
analisado e a tensdo de sobrecarga aplicada na superficie o,, obtendo-se a tensdo vertical
total o, :
o,=yz+0,. (2.53)

Chamando-se de 7, o peso especifico do fluido (dgua) contido nos vazios do modelo
de solo, a tensdo vertical efetiva o, na profundidade z sera a diferenga entre a tensdo vertical

total e a poro pressdo atuante, pois esta causa um alivio na carga que a estrutura sélida do solo

deve sustentar, na forma (LAMBE e WHITMAN, 1969):

o =0,-y,:z (2.54)
Relacionando-se a Equagdo 2.54 com a equagdo da continuidade do fluxo (Equacao

2.22) por substitui¢ao do coeficiente de compressibilidade (Equagdo 2.51) obtém-se (LAMBE

e WHITMAN, 1969):

Kl+e) ¢ _ oo,
a, oz ot

v

(2.55)

Separando-se as componentes o potencial hidraulico ¢ : profundidade z, poro pressao u,

poro pressdo no estado de fluxo estacionario u, € excesso de poro pressdo u,, obtém-se

(LAMBE e WHITMAN, 1969):

+
¢=z+i=z{”“ “} (2.56)
Vs Yy

Colocando-o em fungdo da tensdo vertical efetiva o/, resulta em (LAMBE ¢ WHITMAN,

1969):
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2 2 4
k}(/l;e) {%u; N 86u;s] _ oo, (2.57)
wy Z Z

Verifica-se que para o estado de fluxo estacionario, sem acréscimo de carga, ndo havera

mudanca na poro pressdo em relacdo ao tempo (ag; =Oj, encontrando-se (LAMBE e

WHITMAN, 1969):

k(1+e) &u, oo’
PR (2.58)

O coeficiente desta equagdo ¢ chamado de coeficiente de adensamento ¢, e avalia a variagao
do excesso de poro pressdao em funcdo da profundidade ao longo do tempo, refletindo a

velocidade do adensamento (LAMBE e WHITMAN, 1969):

¢ =k ((1;;0)) (2.59)

Desenvolvendo-se os termos componentes da tensdo efetiva (tensdo aplicada no solo
menos a poro pressao) do lado direito da Equagdo 2.59 em relagdo ao tempo, obtém-se a

forma usual da Equacdo de Terzaghi para o adensamento (LAMBE e WHITMAN, 1969):

2
a;e - aaatv —c, aa”;@ - 0. (2.60)
zZ

2.10 Solugdes Analiticas

2.10.1 Solucéo Analitica de Terzaghi

A solugdo analitica deduzida neste item ¢ apresentada em Lambe ¢ Whitman (1969),

0 .
Ot-” = Oj , que so poderia ser

partindo-se da considerag¢do de tensdo vertical total constante [

obtida se o tempo de aplicacdo do valor total da carga fosse muito pequeno em comparagao
com o tempo necessario para a dissipacdo do excesso de poro pressdo e se o perfil de solo
fosse bastante delgado em relagdo a area de aplicagdo de carga, transformando a Equagao 2.60

em (LAMBE e WHITMAN, 1969):
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o’u,  ou
o=t (2.61)

v
2

Introduzindo-se um fator de profundidade Z =% e um fator de tempo T = na

Equagdo 2.61, onde identifica-se H como a maior distancia linear que qualquer particula de
fluido deve percorrer até um local de drenagem, ¢ como o tempo e z como a distincia linear do
ponto analisado até a superficie do solo sobre um eixo de profundidades de direcdo vertical e
orientado de cima para baixo, transforma-se a Equacdo 2.61 em (LAMBE ¢ WHITMAN,
1969):

o’u, ou

=, 2.62
0z* oT (2.62)

A solucdo em série de Fourier desta equagdo ¢ obtida para um perfil uniforme ao
longo da profundidade do excesso de poro pressao inicial uy, com valor igual ao valor do

carregamento na superficie (u, =u, para 0 <Z <2) no instante # = 0. Impondo-se ainda que
u,=0 para Z=0e¢ Z =2 (indicando drenagem de topo e de base), tem-se o excesso de poro

pressdo u, para qualquer profundidade z em qualquer instante de tempo ¢ dada por:
u, = Z%sin(MZ) exp(—MT), (2.63)
m=0

onde M ¢ fun¢do de uma varidvel m, que assume valores inteiros entre 0 e co de acordo com o

somatorio, na forma (LAMBE e WHITMAN, 1969):
V4
M = 5(2m +1). (2.64)

O problema de drenagem por uma face pode ser resolvido considerando-se que H ¢ a
espessura total da camada, o que seria equivalente a uma camada 2 vezes maior caso houvesse
drenagem de topo e base (LAMBE e WHITMAN, 1969).

Estendendo-se o desenvolvimento da solucdo analitica, encontra-se o gradiente
hidraulico 7, analogo a Equagdo 2.6, pela derivada do excesso de poro pressdo (Equagdo 2.63)

em relagdo ao eixo da profundidade z:

8{ i 2uy sin(sz exp(— MZT)}
_Oou,_ LM\ H (2.65)
oz Oz ’ .

que resulta em:
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. 2u, Mz \M )
i= » —cos| — |—exp\-M"°T 2.66
[ Hj rexpl-M°T) (2.66)

m=0

2.10.2 Solugdo Analitica do Transporte Advectivo-dispersivo

Celia et al. (1990) apresentam a solugao analitica da Equagdo 2.50 para o transporte
advectivo-dispersivo de um contaminante, por aproximac¢do de uma distribuicdo de
concentragdo ¢, ao longo do espaco x por uma curva Gaussiana que eventualmente atravessa
o contorno de entrada e/ou de saida com valores nao nulos. Resolvendo-se a Equagao 2.50,
com valores de condigdo inicial dados por ¢, (x)=exp(-m’) escolhidos de forma que os
valores de pico inicial de concentragdo e de massa total de contaminante sejam iguais a 1,

conforme a relacao:

c,(x,t)=

2
exp| ZEE VD" | (2.67)
1+42D,1 1+47D,1

onde ¢ ¢ a coordenada no tempo.
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3. Métodos Numéricos

3.1 Introducgéo

Neste capitulo define-se as formulacdes e métodos numéricos a serem implementados
nas rotinas de célculo, conforme mostrado no quarto capitulo deste trabalho. Apresenta-se
uma formulacdo em elementos finitos para o adensamento, com aproximacdo implicita em
diferencas finitas para o tempo, conforme exposto em Britto ¢ Gunn (1987) e a formulacao do
ELLAM adotada conforme o exposto em Celia et al (1990) para o transporte de

contaminantes.

3.2 Formulacéo Bidimensional do Adensamento por Elementos Finitos

3.2.1 Teorema de Green

A aplicacdo do método de elementos finitos para o adensamento ¢ baseada na
resolu¢do de um sistema linear, cuja matriz de coeficientes ¢ obtida da montagem das partes
obtidas de cada elemento da malha pela combinacdo do principio dos trabalhos virtuais e do
principio das “poténcias virtuais”, resultantes da aplicagdo do método dos residuos
ponderados de Galerkin sobre as equagdes de equilibrio e da continuidade, respectivamente.
A demonstra¢do das integrais destes “principios variacionais” utiliza a transformacdo das
integrais de linha em integrais de area, segundo o teorema de Green (BRITTO e GUNN,
1987):

L [Pox + Qpv] = | Laa% - %dxdy, (3.1)

no qual identifica-se Pg e Qg como os termos de uma formulagdo bi-dimensional, adotando-se

sentido de circulagdo positivo (anti-horario) na integragao.
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3.2.2 Principio dos Trabalhos Virtuais

As equagdes de equilibrio representam a soma das tensdes atuantes em um elemento

qualquer do solo, chamadas de o, 7, ¢ o, sobre um plano composto por eixos de diregdes

ortogonais indicadas pelos indices x e y. Igualando-se o gradiente espacial destas tensdes ao
valor de uma forca w atuante na superficie deste plano e encontrando-se as suas componente

nestas respectivas dire¢des como sendo (BRITTO e GUNN, 1987):

0
00, [ n (3.2)
ox oy }
e
0 0
Ty + Oy —w,. (3.3)
ox oy ’

Integrando-se as Equacdes 3.2 e 3.3 sobre uma area infinitesimal do plano representado por

dA4, aplica-se os coeficientes de ponderagdo /4 e v para encontrar-se (BRITTO e GUNN, 1987):

or, 0 oo,
[ | 00, L0y |aof 2y 2% Vs o, (3.4)
4 ox Oy ox 0oy !

Por terem dire¢des diferentes ambos os termos da Equagao 3.4 deverdo ser nulos (BRITTO e

GUNN, 1987).

Inicia-se a aplicacdo do Teorema de Green sobre a Equagdo 3.4 para transforma-la no
principio dos trabalhos virtuais analisando-se os termos separadamente. No primeiro termo do
integrando da Equacdo 3.4, referente a direcdo x (envolvendo a ponderacdo por #), as

componentes do teorema de Green sdo identificadas como: Ps=0 e Qg=ho . Pela regra da

derivada do produto tem-se:

0Q; ©Oho, Oh oo,

_ =Stk ' (3.5)
ox ox ox ox
Substituindo-se a Equagdo 3.5 na Equagdo 3.1, obtém-se:
Oh oo,
[ hodv=] Laax +h= = dxdy. (3.6)

Rearranjando-se os termos da Equacgdo 3.6, obtém-se o primeiro termo do principio dos

trabalhos virtuais:
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] 8(; didy=| hody-| L%o—xdxdy. (3.7)

Sobre o segundo termo (ponderada por /) da Equagéo 3.4, tem-se Pg= - h7, e Oc=0,

que pela regra da derivada do produto gera:

oF _ Ot _ Oh, 00 (3.8)

oy oy ay oy

Substituindo-se a Equacdo 3.8 na Equagdo 3.1 obtém-se:

~[. h7,d —H—r on° ”dxdy (3.9)

Da Equacao 3.9, obtém-se o segundo termo do principio dos trabalhos virtuais:

or oh

_ — | =
j Lh 5 dxdy = _[Ghryxdx j L . 7, .dxdy. (3.10)

Do quarto termo da Equag@o 3.4 (ponderado por v) identifica-se P¢=0 ¢ Qg=v7,,, que
pela regra da derivada do produto obtém-se:
90 _ vty v o 07y (3.11)
Ox ox 6x ox
Substituindo-se a Equagao 3.11 na Equagao 3.1, tem-se:
ov ot

rdy=|| —7,+ " ey, 3.12
jmv’Wy Iax v@x xay ( )
Da Equac;éo 3.12, obtém-se o terceiro termo do principio dos trabalhos virtuais:
” Co - ddy = j vr,dy— [ v, dxdy (3.13)

xy aox ' :

Do quinto termo da Equag@o 3.4 (ponderado por v) identifica-se Pg=-vo e OG=0, que

pela regra da derivada do produto obtém-se:

or, ovo ov oo,

= L=——0, -V . 3.14

Oy o oy Y G
Substituindo-se a Equagdo 3.14 na Equac¢ao 3.1, tem-se:

—I vo ,dx = ” —o, +v—dxdy (3.15)

Da Equacao 3.15, obtém-se o quarto termo do principio dos trabalhos virtuais:
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”A 8;; dxdy = — C+vaydx - ”Ag—;aydxdy. (3.16)

Somando-se as Equagdes 3.16, 3.13, 3.10 e 3.7 tem-se os termos da Equacdo do

principio dos trabalhos virtuais referentes as tensdes internas:
T, ot,, 60‘
” +v dxdy =
8x 8y

—I ho dy— I ht,.dx— ”—O'-i- 7, dxdy +

vt dy— Vo, dx — —r +6—J dxdy. (3.17)
c+ Y oy

O terceiro e sexto termos da Equacdo 3.4 considera as forgas w, € w), aplicadas na
superficie de um elemento pertencente ao contorno do dominio. Identificando-se um elemento
dS desta superficie cuja orientacdo de vetores esteja no sentido positivo (anti-horario),
conforme o desenvolvimento do teorema de Green, representa-se suas orientacdes na

FIGURA 3.1 identificando-se dx =-n dSedy =-n dS, onde n, e n, sdo as componentes de

um vetor unitdrio perpendicular a dS, com sentido para fora do dominio (BRITTO e GUNN,
1987).

ds

dx

FIGURA 3.1 - Representagdo de um elemento da superficie do corpo (adaptado de BRITTO e
GUNN, 1987).

Substituindo-se as relagdes dos vetores dx ¢ dy em relacdo a dS obtém-se o principio dos

trabalhos virtuais (BRITTO e GUNN, 1987):

J'J' (56 82' )_H{a;'x a;'/ jdxdy—
J‘C+ (O'n +7,n y)dS+I e n, +o,n )dS
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—” +—r +@r +@0' dxdy. (3.18)
a0x " ox ¥ oy

Identifica-se da Equagdo 3.18 que % e v representam deslocamentos virtuais nas

oh oh Ov 8\/
diregdes x e y, respectivamente. Portanto — , — — sdo deformagdes virtuais.

T oy ox 8y
Assumindo-se ainda que as tensdes internas sdo constantes no espacgo, dentro de cada

elemento, tem-se (BRITTO e GUNN, 1987):

L0 oz, 0
e I e
8x 8x 8

oy Y

L (a n.+7,.n y)dS+J. e, n, +o,n )dS+ .[J-Ahwx+vadxdy. (3.19)

O lado esquerdo da Equagdo 3.19 ¢ o trabalho virtual das tensdes internas do corpo e
as duas primeiras integrais do lado direito representam o trabalho virtual das forgas
distribuidas na superficie do elemento infinitesimal considerado, de onde identifica-se

r,=o0,n,+7,n como a tragdo na direcdo x ¢ 7, =7, n,_+0,n,como a tragdo na dire¢do y.

Por sua vez, a terceira integral do lado direito representa o trabalho virtual das forcas de

campo (BRITTO e GUNN, 1987).
3.2.3 Principio das “Poténcias Virtuais”

A equagao bidimensional da continuidade representa a continuidade das deformagdes
e dos fluxos entre dois elementos vizinhos, durante o alivio do excesso de poro pressdo,
tendo-se as variagdes de volume do solo em funcdo das mudangas no gradiente de potencial
hidraulico em relagdo ao espacgo, ou seja, o fluxo originado pela diferenca de excesso de poro
pressao no espaco ¢ equivalente ao gradiente de volume ocupado pelo solo no tempo. Com
1sso, no integrando desta equacdo, representa-se as permeabilidades nas dire¢des x e y por k, e
ky, respectivamente, o peso especifico do fluido por y,, a poro pressdo por u € o volume
que representa o volume ocupado por uma unidade de volume de solo (v, =1 + ¢)

unitario v

u?’

e que softe as alteragdes ao longo do tempo ¢, na forma:

dv =0, (3.20)

|k 0'u k, 0%u 8v
Jul £elu Ko
|y, oxt oy, o 8t

. g . . *
onde multiplica-se o integrando por um escalar arbitrario u , representante de uma poro

pressdo virtual varidvel tanto em x quanto em y, seguindo-se o método dos residuos
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ponderados de Galerkin (BRITTO e GUNN, 1987). Aplicando-se o teorema de Green

k
(Equagdo 3.1) a Equagdo 3.20, identifica-se os termos: — P, = [u—a—u}e O —[ ky au}

Vv Oy 7, Ox
obtendo-se:
* ke *
[Podx+0cdy = ) —u—ya—udx+u£a—udy (3.21)
& G Yy Ox
[
* . * k y
Aox| y,0x| oyl 7y, 0y

respectivamente. Aplicando-se as derivadas parciais do lado direito da Equacao 3.22,

encontra-se:

P, 3|tk oul|_ kauau ko u

u (3.23)
oy 8y ve v | 7 E 6y Y 6y

* * 2
20, 0|,k on|_koutu k0w 520
ox  ox y,0x | y,0x0x 'y, Ox

respectivamente. Segundo a Equagdo 3.22, obtém-se:

2 k y k 2
”[an_aP]dd_” kauau kO | VK oudu k0wl (30s)
ox Oy

7 ox 8x 7. 8x 7,000 ¥, O

Por definicdo do teorema de Green, as Equacdes 3.20 e 3.25 sdo iguais. Portanto,

rearranjando-se os termos desta igualdade com relagdo ao tipo de integragdo, obtém-se:

* 6 k *0'u *0
” L/W u 7W ayu Gv }dxdy +

J'J-A k8u8u+k_y8_u8_u dxdy—

. Ox Ox v, Oy Oy

__u_
Ve Oy Y Yox

k, * ou k. * au * Ov
L - Luadxdy =0. (3.26)

A segunda integral da Equagdo 3.26 representa a variagdo das poro pressdes em um

elemento infinitesimal do corpo, a terceira integral representa o fluxo nos contornos do
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elemento e o quarto termo representa a variacao temporal do volume unitario. Por analogia a
Lei de Darcy, a pentltima integral ¢ equivalente a um vetor de velocidade de fluxo v, devido
ao gradiente da poro pressao u pelo vetor normal ao contorno do elemento dxdy, que pode ser
decomposto nas componentes 7, € n, utilizando-se as mesmas orientagdes da FIGURA 3.1.
Monta-se uma matriz da relacdo entre as componentes deste vetor de velocidades e os vetores
normais a superficie dS, de forma que o sinal negativo indica um fluxo de saida (BRITTO e

GUNN, 1987):

. =vndsS. (3.27)
—dx| |v,

Em um sistema bidimensional, a integracdo no volume da Equacdo 3.20 estaria
considerando uma terceira dimensdo unitdria, portanto dV pode ser analisado, da mesma
forma que dA, como igual a dxdy, obtendo-se a equagao do principio das “poténcias virtuais”,

na forma bidimensional (BRITTO e GUNN, 1987):
k, Ou ou k, Ou ou * Ov

I o b b dV—luﬁﬁdS—luEdV:O. (3.28)

3.2.4 Sistema Linear do Adensamento

Para a montagem da matriz de rigidez do sistema, soma-se as matrizes obtidas de cada
elemento, pela aplicacdo dos principios dos trabalhos virtuais e das “poténcias virtuais”
aplicados, dependentes de algumas matrizes auxiliares que relacionam as grandezas fisicas de
calculo. A matriz F relaciona deslocamentos calculados d e deslocamentos da malha a, na
forma (BRITTO e GUNN, 1987):
d=Fa. (3.29)
Os valores nodais de poro pressdo na malha b também sao relacionados com o excesso de
poro pressao u, de acordo com uma fungao N, ndo obrigatoriamente diferente de F, segundo
aregra (BRITTO e GUNN, 1987):

u, = Nb. (3.30)

e
Analogamente, tem-se a variacdo do excesso de poro pressdo virtual na malha b* em funcao
~ . * . . ~ ~
do excesso de poro pressdo virtual u, sob a mesma lei de variagdo das poro pressdes

(BRITTO e GUNN, 1987):
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*

u, =Nb’, (3.31)
enquanto que as deformagdes na malha ¢ se relacionam com os deslocamentos dos nos da
malha a de acordo com a fung¢do dada por B (BRITTO e GUNN, 1987):
& =Ba. (3.32)
Pela possibilidade de escolha de fungdes diferentes para deslocamentos e poro pressoes, pode-
se utilizar leis de variagdo independentes para cada uma, mesmo dentro de um mesmo
elemento da malha (BRITTO e GUNN, 1987).

Para a montagem da matriz de rigidez do sistema a partir do principio dos trabalhos

virtuais, defini-se um vetor m (BRITTO e GUNN, 1987):

m=|1 (3.33)

e considera-se que o sistema seja eléstico linear para resolver-se as tensdes totais na forma

o

X

incremental da Equacdo 3.19. Considerando-se a tensdo como sendo um vetor: | o, | e

T,

substituindo-se suas relacdes diferenciais por diferencas lineares na forma (BRITTO e GUNN,

1987):

Ao =Ac'+ mAu, (3.34)
sendo:

Au=Au,, (3.35)
Ag = BAa, (3.36)
d =Fa (3.37)
e

Au, = NAb. (3.38)

De onde obtém-se (BRITTO e GUNN, 1987):
a"" [ B DBdVAa+a” [(B'mN )V Ab=a™ [ F™ Auixdy. (3.39)
14 S

Vv

Definindo-se que (BRITTO e GUNN, 1987):
K= j B” DB d(vol) (3.40)
V

(&
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L=J.(BTm1V) d(vol) , (3.41)

cancela-se o termo a' da Equagdo 3.39 e substitui-se as relacdes 3.40 e 3.41 obtendo-se a

forma incremental para o sistema linear do célculo do principio dos trabalhos virtuais

(BRITTO e GUNN, 1987):
K Aa+L Ab= jFTAr dxdy. (3.42)
S

Para a aplicagdo do principio das “poténcias virtuais”, utiliza-se as transformagdes

lineares da Equacgdes 3.29, 3.30, 3.31 e 3.32 e uma relagdo para o gradiente do excesso de

ue

X

poro pressao (8 j a partir dos valores da poro pressdo na malha b, dada pela matriz P,

obtida pela diferenciagdo de N , na forma (BRITTO ¢ GUNN, 1987):
ou,

ox | _
ou, = Pb. (3.43)

oy

&

X

Considerando-se as deformagdes como vetores do tipo: | ¢, |, estabelece-se as seguintes

Yy

relagdes para as tensdes (BRITTO e GUNN, 1987):
o=oc'+mu, (3.44)
para deformagdes na malha v,,:
v, =m'é (3.45)
e uma matriz de permeabilidade (BRITTO e GUNN, 1987)

= [kx 0 }, (3.46)

0 &k,

podendo-se reunir as Equacoes de 3.29 a 3.33 e de 3.40 a 3.46 na Equagdo 3.28 para obter-se
(BRITTO e GUNN, 1987):

{ jN BdV} . {*ij k}/—dV}b b*TjN v, dxdy. (3.47)
14 w

Definindo-se que (BRITTO e GUNN, 1987):
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o= PkLar, (3.48)
14

Vw

cancelando-se o excesso de poro pressio virtual 5 e substituindo-se as Equacdes 3.40 e 3.41

na Equagdo 3.47, obtém-se (BRITTO e GUNN, 1987):

LTM—(pb = j NTv ds. (3.49)
dt !

Integrando-se no intervalo [#;(¢+Af)] que representa cada incremento de tempo de calculo,
obtém-se (BRITTO e GUNN, 1987):

1+ t+At

waT %dt—go t Y bt = [ [Ny, dsat. (3.50)
S

Efetivamente, ao integrar-se a Equagdo 3.49 no tempo, a relagdo dada na Equacdo 3.45
considera-se as variagdoes das deformagdes no tempo, ou seja, as velocidades de deformagao

y_ (BRITTO e GUNN, 1987).

Sobre o segundo termo da Equagdo 3.50, assume-se a relacdo para a integral do

potencial de poro pressao (BRITTO e GUNN, 1987):

t+At

bdt =[(1- w)b, + wb,At], (3.51)
onde:
b, =b(1), (3.52)
b, = b(t + At) (3.53)

e o define a maneira como b (valores de poro pressdo nos nds da malha) varia no tempo. Por
exemplo, para @ = % tem-se uma funcao linear. Booker e Small (1975), citados em Britto e

Gunn (1987), consideram a estabilidade dos esquemas de integracdo utilizando diferentes

. .. 1
valores de @ e mostram que para que sejam estaveis deve-se ter a)ZE. Pela regra do

trapézio integra-se a Equacgdo 3.50 no tempo para obter-se (BRITTO e GUNN, 1987):
L'a]™ - o[(1- 0)b, + 0b,At]= j N'[(1- @, + @v,, |Atdxdy. (3.54)
S

Para a Equagao 3.54, adota-se @ = 1, de onde obtém-se os valores dos deslocamentos dos nos
da malha a e seus respectivos gradientes de poro pressoes b, respectivamente por (BRITTO e
GUNN, 1987):

Aa = a(t + At)—alt) (3.55)

(&



51

Ab=b,-b,. (3.56)

A forma incremental do principio das “poténcias virtuais” fica (BRITTO e GUNN, 1987):

L' Aa—pAtAb = pAth, + [ N"v,, At dxdy. (3.57)
N

Unindo-se as relagdes 3.42 e 3.57, obtém-se o sistema linear a ser implementado na

rotina de calculo dentro de cada elemento de solo e em cada incremento de tempo:

s
r = s (3.58)
L —@At|Ab| |Ar,

onde a primeira equacdo da matriz desta equacdo representa uma solugdo aproximada das
equacgdes de equilibrio e a segunda representa a equacdo da continuidade. No lado direito do

sistema, o termo Az, é um termo de carga normal incremental sobre os elementos finitos igual

a jN "Acdxdy e Ar, é o termo de carregamento correspondente ao fluxo prescrito no
S

contorno e equivalente aIZ\_fvnzdxdy (BRITTO e GUNN, 1987).
N

3.3 Método das Caracteristicas

3.3.1 Introducéo

A nomenclatura utilizada para estes métodos de calculo em elementos finitos ¢ dada
pelo tratamento da componente advectiva através de algoritmos que prendem-na a linha
caracteristica no espago-tempo, de referéncia Lagrangiana, conforme ilustrada a FIGURA 3.2.
Por outro lado, a componente dispersiva ¢ tratada por uma aproximacado espacial tipicamente
Euleriana (CELIA et al, 1990).

Dentro desta classe de métodos, o M¢étodo das Caracteristicas (“Method of
Characteristics” - MOC), ¢ aplicado em transportes puramente advectivos com equagdes
hiperbolicas e o Método Modificado das Caracteristicas (“Modified Method of
Characteristics”- MMOC) inclui a componente dispersiva na formulagdo do MOC. Porém
ambos nao consideram as informagdes dos contornos do dominio de céalculo em sua
formulagdo. Por isto, sdo aplicaveis apenas em situagdes com condi¢des de contornos simples,
como concentragdes constantes ou nulas, ou onde os elementos estdo suficientemente

distantes do contorno para que seus valores ndo interfiram na solucdo (CELIA et al, 1990).
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Para eliminar estas restricoes em relacao aos contornos, desenvolveu-se o Método Euleriano-
Lagrangiano de Adjuntos Localizados (“Eulerian Lagrangian Localized Adjointed Method” -
ELLAM), que inclui as condigdes de contorno dentro da formulacdo do MMOC (CELIA et al,
1990).

Nestes métodos, cada elemento ¢ composto por duas regides Q) e Q) limitadas pelas
trés linhas caracteristicas do elemento (CELIA et al, 1990), uma a esquerda, uma no centro e
outra a direita, conforme ilustra a FIGURA 3.2. O indice espacial do elemento ¢ a letra 7, na

forma x, =i(Ax) para uma discretizagdo constante do espaco, ¢ o indice sobrescrito n
corresponde ao nivel temporal, na forma ¢” = n(At), para incrementos constantes de A¢. Por
n+l

exemplo, neste caso, uma fun¢do de ponderacdo w; " (x,7) € associada a uma localizagdo

espacial do elemento i de coordenada x, = i(Ax) e uma localizagdo temporal ¢"*' = (n + 1)(At) .

Funcao de

/ ponderacgdo

Linhas
caracteristicas
Fun(;éo i i n+l
de interpolagdo i X§i+1
%/ | |
n n n n n
Xi-3 i1 Xi—2 i Xi—1 Xi+1 Xi Xi+1

FIGURA 3.2 - Posicionamento das linhas caracteristicas e das fun¢des de ponderacdo e de

interpolagdo (adaptado de CELIA et al, 1990).

3.3.2 Paréametros de Avaliacdo dos Métodos Caracteristicos

Tanto o nimero de Peclet Pe (QUEIROZ, 2002) quanto o numero de Courant C,
(CELIA et al, 1990) sdao parametros comumente utilizados para analisar a convergéncia e a
estabilidade dos métodos numéricos aplicados ao fluxo de transporte advectivo-dispersivo.

Eles dependem da velocidade de advec¢do V,, do comprimento caracteristico dos poros L
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(geralmente igual ao tamanho do elemento) e do coeficiente de difusdo do soluto em fluido

livre Dy (geralmente considerado igual ao coeficiente de dispersao D;), na forma:

pe=Lal (3.59)
Dh
€
At
Co=Vi (3.60)

Celia et al. (1990) nao restringem o numero de Courant a valores menores que a
unidade nas aplicagdes do ELLAM, sendo que tal restri¢do ¢ tida como comum a outros
métodos numéricos aplicados a equacdo da ADE. Por sua vez, o nimero de Peclet s6 deve ser
aplicado a transportes que possuem a componente dispersiva, sendo que Querioz (2002) relata
alguns problemas especificos para Peclet muito altos, ainda que para o caso puramente
advectivo os resultados sejam satisfatorios. Caso haja necessidade de alterar-se os valores de
Pe e de C, de uma simulagdo, isto pode ser feito aplicando-se modificagdes sobre a malha de

elementos finitos.
3.3.3 MMOC

Aponta-se o principio do processo de calculo do MMOC para que posteriormente
inclua-se as condi¢des de contorno através do ELLAM. Identifica-se primeiramente um

operador diferencial £ aplicado sobre a variavel de concentragdo ¢, em fungdo de x (vetor de

variaveis independentes) na forma (CELIA et al, 1990):

e, (x)=f(x)xeq,,. (3.61)
Integrando-se a Equacdo 3.61 dentro do dominio de um elemento da malha, por imposi¢ao do
método, inclui-se uma fun¢ao de ponderagdo w(x) que sera definida como solucao da equacao
adjunta homogénea dentro do dominio de célculo, obtendo-se (CELIA et al, 1990):

[£(e, I, ()t = [ f (e )w, (x)dxat. (3.62)
Qx,t Qx,r

Para o transporte advectivo-dispersivo unidimensional, substitui-se o operador £ da

Equacao 3.62 pela Equagao da ADE (Equacao 2.50) (CELIA et al, 1990) para obter-se:
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2
j(£cw )wl. (x)dxdt = j {acw +V, o, -D oc, dxdt jf dxa’t (3.63)
/ 0 ox’

o,, o,
Substituindo-se os dominios de espago:
xeQ_ =[0,]

e de tempo:

teQ, = [0,00] ,

de forma que (x, t) €eQ ,=Q xQ, , naEquacio 3.63, tem-se (CELIA et al, 1990):

[ jo’{a; +V, aacxw — f(x, t)} " (x, ¢ )dxdt = 0. (3.64)

Nota-se que na Equacgio 3.64, ¢,(x, £) é uma fungio que precisaria ter continuidade C’

em x e continuidade C’ em ¢ dentro de cada elemento (CELIA et al, 1990). Integrando-se por

partes esta Equacdo, obtém-se:

t2

;!J:W a;w dxdt = é[chwdx

—I @cwdxdt,
# Q,, at

X2

J. VAwacw dxdt = J-VchWdt —J. VAa—chdxdt
ox a 57 ox

X

J[- 2% st - [- ”D 2% g -

Qx,t
[-p, agxw wdl jD e dt ”D 2, dxdt. (3.65)
Q, A,

A equagdo adjunta de £ atuando sobre w (£*w = () sera formada pelos termos de integracao
em dxdt, que sdo analisadas dentro das regides dos elementos e serdo nulas por imposi¢cdo do
método, gerando o operador adjunto homogéneo £ :

0 ow o*w

ow ow o*w %
£%(w) = —A‘J‘Ecwdxdt—;!:[n acwdxdr—ijz),, —Cudndt=—2 4V, —o4 D, = =0,

(3.66)
Escolhe-se as fungdes de ponderagdo, ilustradas na FIGURA 3.3, a partir da separagao

de operadores aplicada a Equagdo 3.66, agrupando-os segundo a mesma ordem de derivacao

(CELIA et al, 1990):
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ow V@_w_

V=0 (3.67)
[

2
D/ZTZV:O. (3.68)

Devido as Equagoes 3.67 e 3.68, w(x, t) devera ter continuidade C_I[Q], dentro das

regides dos elementos e apresentar continuidade C°[Q], sobre os pontos de encontro das

. , . . PR *N *N *N . n
linhas caracteristicas com os eixos espaciais, chamados de x i1,x i ,x i1 no instante ¢

n+l n+l n+l

ex . ,Xx Xy

-1 > i

. =+ ’ r . ~ ~ .
no instante ¢'*’. Os pés das caracteristicas ndo sdo necessariamente

coincidentes com os pontos da malha em ¢, chamados de x',, x e x/', . Isto acontece porque

as linhas caracteristicas partem dos pontos da malha no instante /"*’, com projecio sobre os
eixos do espago dada pelo nimero de Courant (Equacao 3.60), que ndo ¢ necessariamente
igual ao tamanho do elemento, pois varia de acordo com a velocidade de adveccdo. As
funcdes de interpolacdo terdo as mesmas propriedades das func¢des de ponderagido,
diferenciando-se destas por coincidirem obrigatoriamente com os pontos da malha em

qualquer instante de tempo, conforme ilustra a FIGURA 3.2.

As fungdes de ponderacdo, de cada nd wi”+1 (x,t), dentro de cada regido do elemento

serdo sempre complementares no instante a frente do dominio de célculo Q, conforme

mostrado na FIGURA 3.2, de maneira que:

S wi e e)=1, xeqr. (3.69)
Na FIGURA 3.3 ilustra-se apenas um elemento e a conseqii€ncia da imposi¢ao dada

pelas Equacdes 3.67 ¢ 3.68 de w linear em x e constante no tempo e sobre as linhas

caracteristicas, na forma:

x—x,=V,(t-1t,) (3.70)

A funcdo de ponderagdo linear definida para cada regido de uma malha espaco temporal de

espacamento uniforme sera (CELIA et al, 1990):
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n+l
X—X, " —
Ly, , (x,t)e Qs
Ax Ax
X x tn+1 _
n+l -1 n
w T x,t)= -V , (x,t)eQl; ' (3.71)
()=, T ()ea
0, (x,t) qualquer.
A : W
/
.tn1 :111 y //’X‘nﬂ X:j:
X 0 X, 0, |
: )(r
.
X X, X X X, X, X X,

FIGURA 3.3 - Definigdes geométrica das fungdes de ponderagio w'*'(x,f) (adaptado de

CELIA et al, 1990).

Aplicando-se a Equagdo 3.71, e eliminando-se os termos da Equacdo 3.65 com integral em

dxdt, uma vez que w tenha sido escolhida para que £*(w) =0, obtém-se:

2

+ IVAwi (t)e, dt

1 Q,

t X

J.;E *(c, w, (x)dx = Iwi (x)edx,

t Xy

j D, 85‘; wi(t)dtv + j D, avg;(t)cwdz L J £()w, (x ). (3.72)

Q, X! Q, X! Q.

Resolvendo-se as integrais do lado direito da Equagdo 3.72 por uma solu¢do aproximada,

onde x,,x,. ex},sdo as linhas caracteristicas do elemento i € onde L, C € R indicam a linha

caracteristica da esquerda, do centro e da direita, respectivamente. Desenvolve-se seu

primeiro termo integral do lado direito para encontrar-se:

n+l Xy x:
i‘; dx = I e, (x,t" YW (x,t" ) dx — I e, (et )W (x, 1" )dx, (3.73)
i Xi-1 Xi-1

1
.[o Wew

que integrado no espago resulta em:
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s Ax n+ 2AX' n+ AX n+
IOI wc|i dx = [(szul ( 3 )U 1 ( - leﬂli| 6
- [Ax(ﬂl Uin—Nc—Z + ﬂZUin—Nc—l + :B3Uin—Nc + ﬂ4Uin—Nc+l )]a

Os coeficientes £ sdo obtidos da definicdo do nimero de Courant Cu, tendo-se Nc como a

parte inteira de Cu na forma Nc < Cu < Nc+1. Chamando-se de & o intervalo de espago no
instante 7’ entre um ponto x;, e x"i , por defini¢do (CELIA et al, 1990):

a=1-[Cu—Nc| (3.81)
Considerando-se que os elementos possuem o mesmo tamanho, de forma que x; =i(Ax),

encontra-se (CELIA et al, 1990):

1 a o o
B=——F+t——,

6 2 2 6
2, a
S A
B, 3 >
1 a’ o
=T
p 6 2 2
e
a3
p= (3.82)

Da andlise do desenvolvimento do segundo termo do lado direito da Equagdo 3.72

encontra-se:

X2

= I, t Ve, (i (0.t i iy (), )t — I, [ Ve, (e @i (6l (0, )de =0, (3.75)

X

J.VA we, dt
Q,

Da mesma forma que para o terceiro termo do lado direito da Equacgdo 3.72 encontra-se:

R
jfz—Dh —(’W) /) 1 (x! (1), )t = 0. (3.76)

Desenvolvendo-se o quarto termo do lado direito da Equagdo 3.72 encontra-se:

jD —c dt
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o+l ; i awirwl 7 Ow””
-D, [, e, (xi (o).t p” ,dH I e, (xL(0), t{ ]dt
e ) B aw?1+l ]
-D c. \x5(2),t ! dt | 3.77
[ el = (3.77)

L xg

Para eliminar-se as integrais na Equacao 3.77 faz-se a aproximacao de U|]x pelo valor da

diferenca entre as derivadas pontuais nas descontinuidades de w'*'no tempo n, sobre os pés

das caracteristicas lirr(}[(-)xk+g —()Y SJ obtendo-se (CELIA et al, 1990):

_D,{éj: i), d z——j e, (xL(0).1), dz+—j Lk 0.t), d } (3.78)

Aproximando-se as integrais referentes ac, (x,f) da Equagdo 3.78 pelos valores dos

n n
Ul Nc-1° Ul NC’Ul Ne+1

nOS [ Un+1 Un+1 Un+1 Ul’l

il s i Ui vesas ] obtém-se, por interpolagdo linear da
n+1

variavel ¢ no espago x entre os instantes de tempo ' e ' associada a uma aproximagio

totalmente implicita no ponto (¢ = #"*"), para as integrais no tempo (CELIA et al, 1990):

__p, A [U”“ v U] (3.79)

i+l

jD —c dt

Somando-se os resultados das solugdes aproximadas de cada termo da Equacdo 3.72
(Equacdes 3.74, 3.75, 3.76 e 3.79), encontra-se a formulagdo utilizada para o MMOC de
Douglas e Russel (1982), citada em Celia et al (1990):

({2}
6 3 6

[ (ﬂlUin Ne—2 T :BzUin—Nc—l + ﬂ3Uin—Nc + ﬂ4Uin—Nc+1 )]_
p, A [U"+1 U UL =[£Gty (ruyd. (3.80)

i+1
Qo)

A Equagao 3.80 sera utilizada pelo ELLAM para os nds cujas fun¢des de ponderagao
dos nds que nao sofram influéncia dos contornos (nos: Nc+2, Nc+3, ... ,E;-1), onde E; € o
nimero de elementos da malha. Ressaltando-se que esta equacdo considera intervalos
constantes de espacgo e de tempo.

Por analogia a deducdo da Equacdo 3.80 a partir da Equagdo 3.66, Celia et al (1990)

desenvolve a equagdo de ponderacdo a para malhas com intervalos nao uniformes de espacgo:
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—x tn+1 _ .
X V);H +V, Vi (x,t)e Q;
n+l
W (x, ) = x,-zx—x v (eeqi; L (3.83)
0, (x,t) qualquer.

onde Vx=x,—-x,, e Ax=x,,—Xx; sdo os operadores de diferengas anterior e posterior,

respectivamente. Além disso, analisa-se as novas posi¢oes dos pés das linhas caracteristicas
de maneira que utilizaria-se em um processo similar ao da transi¢do da equacdo 3.77 para a
Equacao 3.78 os seguintes valores das diferengas das derivadas das fun¢des de ponderagdo em

suas descontinuidades (CELIA et al, 1990):

|owr ] 1
ox ||, Vx,

ol (1,
ox ||, Vx, Ax,
xe(2)

|: aW{Hl

} =—. (3.84)
()

Outro exemplo de escolha de funcdo de ponderacdo ocorre para velocidades de
adveccdo variaveis no tempo e no espaco, ainda que constantes dentro de cada elemento do
ELLAM. As linhas caracteristicas entdo deixariam de ser paralelas e as funcdes de
ponderacdo deveriam ser alteradas para manter-se os pontos de partida das linhas coincidentes
com os nods em ¢!, por interpolagdo espacial em fun¢io de cada instante de tempo

t" <t <t""(CELIA et al, 1990):

n+l

X xll 4 —! i,
-0y B
n+l f)= Xig =X th i Y.t)e i,
O ey 05 353

0,

(x,) qualquer.

Por analogia, altera-se os valores das descontinuidades das fung¢des de ponderacdo para

(CELIA et al, 1990):
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owr ] 1
|| ox Liw xi(e)-xi(t)

£ , :(xfc(r)ixz(z)*x;;(z)ixz(rﬂ

o dx (1)

€

[|owr! 1

| ox }xl.(,):x;(t)—xé(r)'

Por serem dependentes do tempo, quando a velocidade de advecgdo ndo for constante,

(3.86)

as aproximacodes resultantes terdo a forma (CELIA et al, 1990):

J.:iﬁcw (x, " )wi”” (x, " )dx - .[:lcw (x, t" )wi”” (x, t" )dx -
e ,. e 1 ,.
2|1 [tz 0T gt g e

o[ [t bk

_ n+l
= Lm'z ™ dxdt. (3.87)

3.3.4 Incluséo das Condigdes de Contorno (ELLAM)

O “Eularian-Lagrangian Localized Adjoint Method” (ELLAM) (CELIA et al. 1990) ¢
uma generalizacdo do método das caracteristicas, com formulacdo especifica para um
dominio espago-temporal unidimensional, incluindo-se o0s elementos cujas linhas
caracteristicas atravessam o contorno, tornando-o mais preciso e estavel que o MMOC e
conservando a massa global sem impor restrigdes ao valor do nimero de Courant.

Para as linhas caracteristicas que partem de nos cujas fungdes de ponderagdo

atravessem os contornos do dominio [xo,x E]x [t",t””] com valores nao nulos deve-se incluir

suas condi¢des de contorno, conforme a necessidade do tipo de equacdo do transporte
(CELIA et al 1990). Por exemplo, o transporte dispersivo tem equagdo dissipativa parabdlica
(Equagdo 2.42) e por isso necessita de duas condigdes de contorno e uma condigdo inicial
para obter solucao unica. Enquanto que o transporte advectivo (Equagdo 2.31) tem equagdo

nao-dissipativa hiperbolica e exige um campo de velocidades, uma condi¢do inicial e uma
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condicao de contorno de entrada. Os valores no contorno sdo substituidos diretamente no
sistema de calculo, observando-se também as alteragdes necessarias aos intervalos de
integragdo das fungdes de ponderacdo (CELIA et al, 1990). Seguindo-se 0 mesmo raciocinio
utilizado para encontrar-se a Equacdo 3.80 a partir da Equacdo 3.72, para o célculo das
concentragdes dos nos dos elementos, encontra-se as Equagoes 3.88, 3.89 ¢ 3.90 que mostram
as adaptacoes necessarias ao ELLAM para incluir-se as condi¢gdes de contorno.

Pelas FIGURAS 3.4, 3.5 e 3.6 (que mostram os dominios de integragdo) com 1<Cu<2
evidencia-se que nas funcdes de ponderagdo que interceptam a fronteira de entrada do

ELLAM considera-se um intervalo de integragio no espago de (2—Cu)Ax ao invés
de 2Ax utilizado no MMOC, no instante ¢'. Com efeito, os N, +2 primeiros elementos terdo

contribui¢cdes do contorno de entrada, quando se utiliza intervalos constantes para o espago e
velocidade de advecgdo positiva e constante (CELIA et al 1990).

Para o desenvolvimento mostrado do ELLAM, estipula-se as condi¢des de contorno
no contorno de entrada (x = 0) e no contorno para o contorno de saida (x = /), definindo-se

como primeiro tipo de condicdo de contorno a imposicdo de valores de concentracdo em

N oc 0,t
fungdo do tempo ¢, (0,¢)=c,(f) , desconhecendo-se os valores dos fluxos 8( ) no
X
contorno. O segundo tipo de condi¢do de contorno serd a imposicao destes ultimos
oc (0 t) . . . N
p = f(¢), o que implica na necessidade de determinar-se os valores das concentragdes
X

em ¢(0,7). Por sua vez, o terceiro tipo de condigdo de contorno serd a imposicio de uma

65”’ (0,£) e ¢, (0,) (CELIA et al, 1990). Como exemplo deste tipo,
x

pode-se prescrever o fluxo total na fronteira, na forma: {VA c,(0,£)-D, aaﬁ(o,t)} =f().
x

Na Equacao 3.88 calcula-se as integrais para a Unica regido do elemento entre os nos
Xp e X; que envolve a fun¢do de ponderacdo do nd 0 ( ntl (x t)) e sua linha caracteristica,

ilustrada na FIGURA 3.4 (CELIA et al, 1990):
.[jlcw (x’thrl )WSH (x,thrl )dx

-V I w10, ¢)dt

+Dj+la (0, )w*(0,¢)dt
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= [, Sty (. )dxalr. (3.88)

Como conseqiiéncia da inclusdo dos valores de contorno pela segunda e terceira integral da
Equagdo 3.88, aumenta-se um grau de liberdade nas equacdes do contorno de entrada ao
adicionar-se o valor de contorno ¢, (0,t) no segundo termo integral desta equacdo e pelos

valores ndao nulos da funcdo de ponderagdo no extremo do elemento, sobre o contorno

(CELIA et al, 1990).

///‘“_:»\h : :

A : :

//////,/?f : :

P - :

A Py : :

- P - S :

£ P B A - N

. :

) M

5’“,2 i

t, # :

t n P
-

b4 X X

o 1

z

FIGURA 3.4 - Fungdo de ponderagdo w;" (x,t) para 1 < Cu < 2 (adaptado de CELIA et al
1990).

Para a funcdo de ponderagdo do no X;, ilustrada na FIGURA 3.5, as linhas
caracteristicas interceptam o contorno de entrada no tempo ¢, >¢" e, portanto, também inclui-

se as informacgdes deste contorno. Verifica-se que nas duas regides do elemento referente ao

noé X;, o valor do contorno c(0,¢) ¢ inserido pela terceira integral do lado esquerdo da

equacao (CELIA et al, 1990):

rzcw (x, " )Wl’”l (x, " )dx - Ux;cw (x, t" )Wl”+1 (x, t" )dx +V, .[tl ¢, (0,6)wr (0, t)dt}
) )

X X

(5 R SIS

1

-D

=

*
1

B o1 Q) 7 , 1 y
+D It @c“ (0,¢)w! l(o,z)dt+(5jjncw(o,z)dt}

X t

=
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= jﬂw £ (e, W (x, £ )ddxt. (3.89)

>
X2

FIGURA 3.5 - Fungio de ponderagio w;""' (x,t) no contorno de entrada (1 < Cu < 2) (adaptado
de CELIA et al 1990).

As trés integrais seguintes a este termo tém origem analoga aos termos difusivos da Equacao
3.78, em relagdo as diferengas entre os valores das fung¢des de ponderacdo em suas
descontinuidades sobre os pontos de partida das linhas caracteristicas no tempo 7"*’. No
entanto, a integral sobre a linha caracteristica da esquerda seré calculada sobre o contorno do

espaco (x = 0) de integrandoc,, (O,t). As duas ultimas integrais do lado esquerdo da Equagao
3.89 também serdo calculadas sobre o contorno, envolvendo-se o valor de ¢, (0,f) e do

oc,

gradiente espacial ( j(O,t). Da mesma forma que na Equacdo 3.88, estes valores dos

X

contornos ndo constavam nas integrais referentes aos elementos que nao sofrem influéncia do
contorno, o que reflete na adi¢do de um grau de liberdade ao sistema, que sera referente a

variavel ndo especificada como condi¢do de contorno (CELIA et al, 1990). Logicamente,

’ .~ * . , .
mantém-se a condigdo de £ (wl’”1)=0 dentro dos elementos com linhas caracteristicas

atravessando o contorno, com atencdo para os valores utilizados para as diferengas entre as

derivadas { gw

X

} , analogamente a como foram inseridos na Equag¢ado 3.77.

A mesma andlise feita sobre o n6 X; (Equagdo 3.89) deve também ser feita para o

n+l

elemento referente ao nd X, com fungio de ponderagio wi*(x,z), conforme ilustra a

FIGURA 3.6, obtendo-se a Equacao (CELIA et al, 1990):
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_[:13 c, (x, ! )wg’” (x, ! )dx - U: c, (x, t" )W;’“ (x, t" )dx +V, J;fcw (O, t)w;Hl (O, t)dt}
:( i jf e, (x2 )t — ( é j f e, (x2(¢).t e + (i} f e, (x2 (t),l‘)dt}
_f 8acw ((), t)w;ﬂ (0, t)dt - [i}flcw (O, t)dt}

X

-D

=

+D

=

n+l
= jo;ugf i dxdt. (3.90)
Demonstra-se que o termo de fluxo dispersivo nas equagdes 3.89 e 3.90 ¢ nulo para o
esquema de integragdo totalmente implicito, pois w/'*' (O,t”“)zO nos limites de integragao

para todo i>0 (CELIA et al, 1990), ou seja:

[ 8;; (0, )w(0,¢)dt = 0. (3.91)

A . . Wb

* * i

X X X

2 2 3

FIGURA 3.6 - Fungdo de ponderagdo w; ™ (x,t) no contorno de entrada (1 < Cu < 2) (adaptado
de CELIA et al, 1990).

Empregando-se para os elementos influenciados pelo contorno de saida um raciocinio
analogo ao contorno de entrada, modifica-se os limites de integracdo e inclui-se valores para
as variaveis de fluxo e de concentracdo nos elementos cujas fun¢des de ponderacdo
interceptem aquele contorno com valores nao nulos, tratando da mesma maneira suas linhas
caracteristicas, conforme ilustra a FIGURA 3.7 (CELIA et al, 1990). Segundo estes autores,
ao levar-se em consideragdo todos os pés de todas as linhas caracteristicas, o0 método devera

adquirir a propriedade de conservagdo global de massa e podera ser usado para o fluxo
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puramente advectivo, onde ndo ha necessidade de uma condig¢do de contorno de saida (CELIA
et al, 1990).

t =+

Regido  responsavel  pela
conservagio global de massa.

* * *

XE-1 XE-Q XE XE-1 XE+1 XE

FIGURA 3.7 - Fun¢ao de ponderagao wgl (x,t)no contorno de saida (1<Cu<2) (adaptado de
CELIA et al 1990).

A imposic¢ao de um primeiro tipo de condi¢do de contorno de saida torna conhecido o

valor de U 221 no contorno e obtém-se solucdo imediata da Equagdo 3.80 (CELIA et al 1990).
Se, no entanto, optar-se pelo segundo tipo de condi¢do de contorno, entdo U ZL“ serd variavel e

para encontra-la incluiria-se uma equacdo associada a wgl (x,t) nao nula sobre
X=xp = [, t" <t<t"", conforme ilustra a FIGURA 3.7, aparecendo os termos referentes ao

contorno de saida, conforme a Equacdo 3.92 (CELIA et al, 1990):

J:,l c, (x, " )wj;:’1 (x, " )dx +V, J;g:]cw (l , t)wjé+1 (Z , t)dt - J.:;lcw (x, t" )ng (x, t" )dx
(I e b e b ube ek

tn+l

tn+la - 1
-D,[. &(l,t)wELl(l,t)dt—D,,(Ej.[*

Ea OX E+1
_ n+l
= )og s /We, dxdt. (3.92)

N Sy - oc,
Outra opgdo ¢ impor-se um terceiro tipo de condigéo de contorno

(1.1)=4,(r), de

X
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maneira que o valor de ¢, (/,¢) seria uma varidvel para o intervalo de tempo considerado.
Uma opgdo para determina-la poderia ser através de interpolagdo linear entre os valores de
Ug eU gjl, sem a necessidade de incluir-se outra variavel no sistema. Por outro lado, se ndo
for interessante o uso desta interpolagcdo, cria-se um no auxiliar no ponto sobre o
contorno (x ,tZLH), chamando-o de ¢, , cujo valor da fungdo ¢ sera U, . Esta nova variavel

adiciona um grau de liberdade ao sistema cuja equagdo deve envolver a fun¢do de ponderacao

n+l

T (x,7) parcialmente sobre o dominio € ,, conforme ilustra a FIGURA 3.8, encontrando-

se a Equagdo 3.93 (CELIA et al, 1990):

V jm w,',‘iﬂl (1,¢)dt - j (x t" )wgl+1 (x,t”)dx

-D, Kijf - ( £ (p), t)dt ( jJ-tLH Cw(foH (t),t)dt}

+D, L ' ‘ZC; (1,6)wy (1,6)dt + D, (ij{ I, ’*Mcw (1,¢)dt - I, t c, (Z,t)dt}

=\ o SWe L dxdt, (3.93)

Qi‘:HUQgH

FIGURA 3.8 - Fungdo de ponderagdo w}ﬂl (x,t)no contorno de saida (1<Cu<2) (adaptado de
CELIA et al 1990).

Ao final, tem-se um sistema de E; +2 equagdes (w,", w'™', .., wi' ), para as

n+l

variaveis ( Lurtumt,L,u ZLH’U%J , tendo-se, como conhecidos, os valores nodais
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" our' ou, ouU; ) .
U," (do contorno de entrada), 3 L, 3 ~e p £ (do contorno de saida) e U, (mantidos do
X X X

instante de calculo anterior) (CELIA et al, 1990).
3.3.5 Conservacédo de Massa

Assumindo-se a sobreposicao das regioes de dois elementos consecutivos da malha do

ELLAM, na forma Q} =Q%" e que as relagdes entre as fungdes de ponderacdo destes
elementos seja sempre Z:w'(x,t"")=1 (0 <x <[), sobre os contornos teria-se
SEw0,0) =1 ("<t < "). Pela relagio entre as fungdes de pondera¢io pode-se soma-las

desde w; ™ até w;" gerando-se (CELIA et al, 1990):

E;+

J-xE . (x,t"” )dx B [J-xzﬂ . (x,t" )a’x N IXE c. (x’tn )ngH (x,t" )dx} _
X4

X0 X0

[ |00, % 0

m aC‘w t:,‘+l an n+l
* Abw\bst ) A U9 FASTACELY A U E; +1 s
4 {Vc (1), e t)dt}+ [ {Vc (1), e t)dt}w (.0 )
X t -

7o) X

-D, (L]f‘“ ¢, (l,t)dt+D, (i]f“ e, (kB (1),

Ax

- [ retarde =[Gt - w0 (3.94)

Mesmo sem considerar todas as regides do intervalo [0, /]x [, #""'], a Equagdo 3.94 garante

uma certa conservacao de massa, porque dentro de qualquer elemento espago-temporal i

n+l

limitado pelos ndés x; e x;;; no tempo ¢ tem-se duas funcdes teste sempre nao

n+l n+l

cw.

i-1

nulasw

i

além disso, a soma destas ¢ igual a unidade para qualquer ponto e hé simetria

dos termos da integral dos contornos (CELIA et al, 1990).

+1

~ . .~ E ~
Para a conservagdo de massa global analisa-se uma regido Q)" de funcdo

n+l

teste wy ,,(x,7), que ¢ a Ginica fung@o teste com valores ndo nulos para esta regido do espago-

tempo, considerando-se a ultima regido do contorno de saida, indicada na FIGURA 3.7 e
detalhada na FIGURA 3.9. Sua ndo utilizagdo nao implicaria em falta de equagdes, pois o

dado de condic¢do inicial do nd E; a substituiria no sistema de equacdes. Entao, identificando-



68

n+l

se 0 no do contorno de saida, seu valor e a forma da fungéo de ponderagéo wy, ., (x,?), tem-se

a Equacdo 3.95 (CELIA et al, 1990):

ff” {VAcw (1,t)-D, aac—;(z, t)}ngiz (Loyde [ ERCYDIANCART:

E+

+D L ‘rzﬂc (l t)dt_D L J"ZHC xEL+2(t) t)dt :J‘ f(x t)WnJrl (x t)dth (3 95)
h Ax i w\"? h Ax K w I > Q{Hz D E, +2 5 . .

Somando-se as equacdes 3.94 ¢ 3.95 obtém-se a Equacdo 3.96 que estabelece a conservagao
de massa global. No entanto, o uso de todas as equagdes deduzidas para o ELLAM torna o
sistema inconsistente ou redundante, com uma varidvel a menos que o numero de equagdes

(CELIA et al, 1990).

IXE c, (x,t"")dx— IXE ¢, (x,t")dx
Xo Xo

de, (O,t)}dt—i- | ’ |:VACW (,0)-D,
X t

oc
Y (1,t) |dt
5 . ( )}

_ I’n {VAcW(O,t)—Dh -

" £ (etydxar. (3.96)
[

Por isso, adiciona-se a fungao wgiz (x,¢) (Equacdo 3.95) a funcdo ngil (Equacao 3.93),

assumindo-se x;* (1) =x*" (1), Q7 = Q" e wi (x,0)+ wi'L, (x,1) =1 sobre Q3+ (ver

FIGURAS 3.8 ¢ 3.9), gerando-se:

E+l Oox

{j [VAcw(l,t)—Dh %, (z,t)}ngil(l,r)dnjf”[VACW(Z,t)—Dh%(Z,t)}dt}
X
{ j e (ot Wi (0" )dx + j N cw(x,t")dx}
+p L jc (.0di—D, |[ - jc Wi (o). dt = —— _r;”c (x5 (6), 1)t
h Ax . w\"? h AX X w L > Ax i w C >

_ jQIM i, (x,t)dxdt+J.QzEH £ (x,t)dxdt, (3.97)

que deve substituir aquelas equagdes (CELIA et al, 1990).

As modificacdes apresentadas na Equagdo 3.97 garantem a conservacao de massa para

. ~ . . * . . ., ,
o sistema de equagdes ao incluir-se o ponto (x,,7; ,,)no sistema, cuja variavel ¢ U, . Caso

nao se optasse pela inclusdo deste ponto, mas pela substituigdo de um valor interpolado entre

+ ’ ~ r .
" ¢ "' sobre o contorno de saida de fluxo, a conservagdo de massa global também seria
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n+l

alcangada pela soma das equagdes associadas com wy ", (Equacdo 3.93), wglﬁ (Equacao 3.95)

e w,’j{l (Equacao 3.92), obtendo-se (CELIA et al, 1990):

[ e, Gt ywy (ot dx + j [VAcw(l,t) -D, aaﬁ(l,t)}dt
Xp41 L t" X
- Uxh ¢, (et Wi (x,t")dx + ﬁECW (x,2" )dx}

- D, Kéjﬁl ¢, (x; (1), 0)dt - (ijjﬁl c, (xg- (1), t)dt}

_ L S dxdt + IQQ fdxdt. (3.98)

Assim como a Equagdo 3.95 incluiu U, na Equagdo 3.93 para gerar um esquema

conservativo na Equacao 3.97, a soma das Equagdes 3.93 e 3.95 joga as informagdes do
contorno dentro da Equacdo 3.92, de forma que a conservacao de massa global ¢ também ¢
garantida na Equacdo 3.98. Celia et al (1990) mostram as diferentes equacdes utilizadas nos
casos de nimero de Courant dentro de qualquer intervalo e para diferentes combinagdes de

condicao de contorno.

A
ot
Q;H
t n
X X X

E-1
L L L

FIGURA 3.9 - Fun¢do de ponderagio ngiz(x, t)no contorno de saida (1<Cu<2) (adaptado de
CELIA et al 1990).
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3.3.6 As condicdes de Contorno

n+l

O primeiro tipo de condi¢do de contorno de entrada exige que as fungdes de w," a

n+l

w'" sejam escritas, para (1 <i<E L). Neste caso, as primeiras N, +2 fung¢des incluirdo um

1

CW

Oox

valor imposto no contorno de ¢, e de . Por utilizar-se uma aproximagado totalmente

implicita para resolver as integrais das fun¢des de ponderagdo, o termo de fluxo s6 aparecera

1

w

X

ndo entra como variavel do sistema no

na primeira fungdo de ponderagdo w;" e por isso

n+l

instante ¢"" . Isto separa esta fun¢ao de ponderagdo das outras equacdes do ELLAM, pois s6
sera usada para calcular o valor do fluxo no contorno, quando este for desejado (CELIA et al,

1990). No entanto, quando o segundo ou o terceiro tipo de condi¢do de contorno ¢

n+l

especificado na fronteira de entrada calcula-se necessariamente a fungdo w, . Como opgao,

n+l

pode-se utilizar um somatdrio das funcdes de ponderagdo, substituindo-se w;" pela soma

n+l n+l

wit +w™! | que por definigdo é igual a unidade em Q,; (CELIA et al, 1990).

Também ndo sdo necessarias equacdes para o contorno de saida quando impde-se um

n+l n+l

primeiro tipo de condi¢@o de contorno, porque as fungdes wi", wy ., ..., serdo usadas para

calcular o fluxo no contorno de saida apenas se este valor for de interesse. Por outro lado,

quando o fluxo ¢ imposto no contorno de saida, inclui-se no sistema as equagdes que

n+l n+l

envolvem wy"~,wg ', ..., introduzindo-se também valores analogos ao valor de U, no ponto

do contorno (x, ,tZLH) (CELIA et al, 1990).

3.3.7 Equacbes de Ponderacdo do ELLAM

Celia et al (1990) chamam a ateng@o para a possibilidade de se utilizar uma equagao
cuja func¢ao de ponderagdo ¢ somatorio de fungdes de ponderagdo. Da-se como exemplo a
combinacdo entre as equacdes 3.93 e 3.95 que resulta na equagdo 3.97, esta combinagdo
poderia ser feita pela aplicagio do ELLAM com a fungdo teste modificadaw” definida por

n+l n+l

N
W =EWp T Wg
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n+l

X —x —
By ~ L(x,0) e QL

Ax
w(x,t) =11, (x,t)eQi™; . (3.99)

0, outros (x,t).

Similar a isto, a combinagdo das equagdes 3.92, 3.93 e 3.95 elimina o uso de U, e pode ser

n+l n+l n+l

encontrada usando o algoritmo do ELLAM com fungdo teste w~ = W Wi gt We

n+l

X —Xg_
AXE“+VA e (x,0) e Q;
w(x,t) =11, (x,t)e Qs ou (x,t)eQi"; . (3.100)

0, outros (x,t).

Verifica-se também que as fungdes de ponderacdo redefinidas satisfazem a equacdo
homogénea adjunta dentro de cada elemento da mesma forma que as suas fungdes de

ponderagdo originais (CELIA et al, 1990).
3.4 Norma do Erro (L-quadrado)

Zienkiewicz e Taylor (1989) apresentam uma avaliacdo do erro através de uma norma

||L,|| encontrada pela soma do quadrado das diferengas e, dos valores encontrados por dois

métodos distintos de célculo para os mesmos pontos. No capitulo 5, compara-se através desta
norma os resultados da rotina computacional do acoplamento e de sua solucdo analitica, na

forma:
P m
Izl =2

i=1
onde m ¢ a quantidade de pontos avaliados e i € o indice que os relaciona.

2

L

e (3.101)

r r

i

O somatdrio apresentado na Equagdo 3.101 ¢ representativo de uma quantidade
integral escalar em funcdo das diferencas e, dentro de cada elemento. Portanto, neste trabalho,
para estabelecer-se o calculo integral em substitui¢do a este somatério dentro de toda a
extensdo de um elemento (unidimensional), utiliza-se a regra de integragdo aproximada em 5
pontos de Gauss (ZIENKIEWICZ e TAYLOR 1989). Com efeito, a precisdo da estimativa da

norma do erro sera dependente da densidade de pontos analisados.
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Como exemplo da ordem de grandeza dos valores esperados nestas analises de erro,
Celia et al (1990) mostram as normas L-quadrado dos erros de suas simulagdes numéricas em
compara¢cdo com a solugdo analitica da Equacdo 2.67. Os valores encontrados variam de
1,37E-2 para malhas refinadas somente no tempo até 2,64E-4 para malhas mais refinadas

somente no espago e até 1,77E-4 para malhas bem refinadas tanto no espago quanto no tempo.
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4. Acoplamento

4.1 Introducgéo

Neste capitulo, os métodos de calculo apresentados no capitulo 3 sdo avaliados e
verifica-se a possibilidade de seu acoplamento numérico. Para tanto, expde-se seu principio
logico e sua aplicagdo computacional, de maneira que o adensamento ¢ estimado por uma
tradugao para C++ do programa Tiny, escrito em linguagem Fortran por Britto e Gunn (1987),
e o transporte de contaminantes ¢ estimado por uma rotina computacional do ELLAM de
Celia et al (1990), escrita por Queiroz (2002) durante seus trabalhos de doutorado.

As aplicagdes das rotinas computacionais sdo feitas sobre um perfil de solo com
drenagem liberada apenas em sua superficie, no mesmo local onde ha aplicacao da sobrecarga.
Como resultado, esta tensdo vertical ¢ aplicada no sentido de cima para baixo e o fluxo
ocorrerd no sentido oposto. Devido a liberacdo da drenagem apenas na superficie do solo, o
valor do excesso de poro pressdo neste ponto sera nulo durante todo o processo, encontrando-
se o valor maximo desta propriedade na base do solo, ou seja, junto a superficie impermeavel
(fluxo nulo), conforme detalhado no item 4.6.

[lustrando-se o perfil de solo utilizado para as rotinas de calculo deste trabalho, define-
se um sistema de eixos cartesianos ortogonais para o dominio unidimensional do espago e
tempo, conforme as FIGURAS 4.1 e 4.2 que representam a disposi¢cdo dos nés da malha em
cada instante de tempo, representando-os por cada conjunto de nos da malha dispostos na
vertical. Enfatiza-se a possibilidade de mudanca nas posi¢des dos nés ao longo do tempo,
ainda que a base tedrica do adensamento ndo as assuma, admitindo-se a hipdtese classica de
pequenas deformagdes, ou seja, trabalha-se efetivamente com uma malha imo6vel no tempo e
no espaco, conforme a FIGURA 4.1(a). Porém, os valores das deformagdes podem ser
calculados e, apesar disto, a interagdo entre os programas de adensamento e do ELLAM nao
seria comprometida se fosse utilizada uma formulagdo do adensamento cuja base teodrica
assumisse os deslocamentos dos nés da malha, conforme disposto na FIGURA 4.1(b), analoga
a FIGURA 4.1(a), pois o ELLAM acomoda as variacdes de espessura dos elementos.

Com relagdo ao transporte de contaminantes, idealiza-se que, para a condi¢ao de fluxo
com velocidades constantes no espago e no tempo, as linhas caracteristicas sejam paralelas

entre si, conforme as simulagdes em Celia et al. (1990). Mas, o processo de adensamento
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implica em velocidade variavel no espaco e no tempo. Portanto, as linhas caracteristicas nao
serdo paralelas, conforme a malha ilustrada na FIGURA 4.2(a), que apenas ilustra a malha
considerada para o acoplamento do adensamento e do transporte de contaminantes neste
trabalho. Extrapolando-se os métodos utilizados neste trabalho, considerando-se um
acoplamento onde o adensamento incorporasse as variacdes das espessuras dos elementos no
espago € no tempo, ilustra-se esta condicdo na FIGURA 4.2(b), bem como as linhas
caracteristicas. As indicacdes sobre a FIGURA 4.1 sdo mantidas para a FIGURA 4.2.
Linha da Superficie

do solo (local de
drenagem e aplicagdo

profundidade / da sobrecarga)
z ¢t profundidade
Z
“Nos da malha” L L I -
[
\ » * L] L] L] » L] » Ll L\“‘&_ﬁ\_ﬂw.—|
Linha da base s s s a2 s s s s s
do <olo [ I Y I 2L I T B )
» * L * * * * * *
g tempo
t ‘ B tsmpo
(a) (b)
FIGURA 4.1 - (a) Adensamento de Terzaghi; (b) Adensamento com n6s méveis ao longo do
tempo.
profundidade profundidade
N Z
Z
54 4 4 4 4 & ¢ 4
. h—4% 4 ¢ ¢ 4 4 & & 4 |
Linhas +—1
, . 8% % % ¢ -9 -+ -4 &
Caracteristicasdo [ | | | | | | | | | 1
ELLAM s N D S S S S S -
3
R . T I R T e —
.+ 4 & 4 » 4+ + + —4 -
r——%—2 % % & % 58— —t
bttempo bE[emPO
(a) (b)

FIGURA 4.2 - (a) Malha do acoplamento deste trabalho; (b) Malha do acoplamento com nos

moveis.
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4.2 Programa de Elementos Finitos para o Adensamento

Os resultados da rotina computacional do adensamento sdo comparados com a
bibliografia de origem (BRITTO e GUNN, 1987) e com a Equagdo 2.63, mantendo-se a
mesma discretizagdo espaco-temporal, condi¢des inicias e condi¢des de contorno sobre um
mesmo modelo unidimensional de solo. Inicialmente, empregou-se um sistema de
coordenadas espaciais com origem posicionada na superficie da camada e sentido crescente
para a base.

Ainda que o sistema linear para o método de elementos finitos para o adensamento,
demonstrado no capitulo 3, estd em duas dimensdes (x e y), neste trabalho aplica-se este
sistema para elementos unidimensionais. Cada um destes possui trés nds de deslocamentos e
dois nés de poro pressdo. Na formulagio utilizada, emprega-se continuidade C” tanto para os
deslocamentos quanto para poro pressdes de modo que dois elementos vizinhos partilham
dois graus de liberdade. Assim, uma malha com E elementos devera possuir 2E+1 variaveis
de deslocamentos e E+1 variaveis de poro pressoes (BRITTO e GUNN, 1987).

A solugdo analitica de Terzahi (Equagdo 2.63) tem como condicdo inicial um excesso
de poro pressdes uniforme ao longo da profundidade (BRITTO e GUNN, 1987). Por isso, o
programa Tiny ¢ obrigado a separar a analise em blocos de incrementos de tempo com
condigdes de contorno que deverdo permanecer as mesmas ao longo dos incrementos de
tempo de cada bloco. Desta maneria, durante o primeiro bloco de incrementos aplica-se um
carregamento vertical em um dos contornos e fixa-se o deslocamento no outro. Como
condi¢do de contorno hidraulica, prescreve-se o fluxo nulo em ambos os contornos. Durante o
segundo bloco de incrementos de tempo o excesso de poro pressdo € dissipado, prescrevendo-
se as condi¢des de drenagem. Por ser um método de céalculo incremental, passando-se os
valores de poro pressao de um incremento de célculo para outro, ndo se anula a carga aplicada
em um bloco de incrementos caso a imposicao de carregamento no bloco seguinte for nula.
Os conjuntos de resultados obtidos ao final de cada incremento de tempo geram perfis de poro
pressdo, tensdo efetiva, excesso de poro pressdo e de deslocamentos nos dois pontos de Gauss
(ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 1989).

Na versao do Tiny em C++ a rotina main abre os arquivos de entrada com os dados do
perfil de solo e os arquivos de saida de dados que receberdo os resultados de calculo. Em
seguida, chama a rotina eldata que 1€ as propriedades fisicas e geométricas dos elementos,

assumindo que estejam escritas do primeiro para o ultimo elemento na ordem: espessura,
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modulo de Young, médulo de Poisson e permeabilidade. Pelo numero de elementos, o proprio
programa define os graus de liberdade e a conectividade de cada elemento.

Ap6s a inclusdo dos dados no programa e de obter-se o grau de liberdade do sistema, a
rotina main 1€ o numero de blocos de incrementos de tempo e estabelece-se um conjunto de
comandos para uma determinada condi¢do de teste, chamado de lago, a partir do inglés “loop”,
dentro de cada bloco, que chama a rotina incdat, responsavel pela leitura dos incrementos de
tempo que compdem o bloco em processamento e as condigdes de contorno para os nds das
extremidades da malha. Assume-se também que a entrada de condi¢des de contorno ¢ feita na
mesma ordem que a identificagdo dos elementos e zera-se todos os termos componentes das
matrizes do sistema global da Equagao 3.58.

Tendo-se separado na memoria da maquina os vetores e as matrizes que compdem o
sistema linear, inicia-se a rotina assmbl que o montara, posicionando as condigdes de
contorno no vetor do lado direito da Equagdo 3.58 e chamando a rotina /stiff. Esta zera os
“sub-vetores” e as “sub-matrizes” de céalculo de cada elemento, que unidos gerardo o sistema
linear global. Isto ¢ feito por um lagco que percorre cada ponto de integragdo por Gauss de
cada elemento executando as rotinas shape e formbe. A rotina shape calcula as fungdes de
forma e as derivadas dos deslocamentos e de poro pressoes, com estes dados a rotina formbe
calcula as matrizes auxiliares que transformam deslocamentos em deformacdes e poro
pressdes em fluxo. Ao final de cada lago dentro de cada elemento, volta-se a rotina assmbl
que posiciona e organiza os resultados montando-se o vetor de termos independentes e a
matriz de rigidez do sistema linear global.

De posse do sistema linear montado para um incremento de tempo, chama-se a rotina
fixbc que faz outra inclusdo de condi¢des de contorno, posicionando-as no vetor do lado
direito da Equa¢do 3.58 e adaptando a matriz de rigidez, em relagdo as posi¢des dos valores
inseridos, ao zerar as linhas referentes ao contorno e deixar apenas o valor unitario na coluna
respectiva ao contorno imposto. Apos a inclusao dos contornos, resolve-se o sistema linear
por eliminagdo Gaussiana na rotina solve.

Os resultados de excesso de poro pressdo e de deslocamentos sdo acumulados pela
rotina upout no vetor do lado direito da Equacao 3.58, chamado de vetor de deslocamentos e
de poro pressdes globais, que ¢ utilizado pelo préximo incremento de tempo como condigdo
inicial. Chama-se novamente as rotinas shape e formbe, para calcular as fungdes de forma, as
derivadas destas e as matrizes de transformagdo de deslocamentos em deformagdes e excesso

de poro pressdes em fluxo de cada elemento, encontrando-se assim a tensao efetiva e o valor
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da poro pressao em cada ponto de Gauss. Tendo-se estes resultados reinicia-se o processo de
calculo no lago de incrementos de tempo dentro do bloco.

Especificamente para o programa de adensamento, ndo hé valores dos resultados da
rotina de célculo em elementos finitos na bibliografia de origem, mas ha um comportamento
esperado em relagdo a solugdo analitica. A comparacdo entre os resultados encontrados pela
simulacdo deste trabalho e a solucao analitica da Equagdo 2.63 ¢ mostrada na FIGURA 4.4,
encontrando-se 0 mesmo comportamento obtido por Britto e Gunn (1987), mostrado na
FIGURA 4.3, dissipando-se as poro pressdes mais lentamente que a solu¢do analitica de
Terzahi. Na FIGURA 4.3, os nimeros indicam o incremento de tempo relativo as curvas de

excesso de poro pressao, enquanto que os pontos representam os nds da malha de elementos

finitos.
Excesso de poro pressao
) Solugdo
Nimero do analitica (linha)
incremento.
Solugdo numérica
/ (pontos)
Profundidade

v
FIGURA 4.3 - Excessos de poro pressdo dado pelo programa original de Britto de Gunn

(1987).

Excesso de poro pressao

Solugdo
Nﬁmero do analitica (linha)
incremento
Solu¢do numérica
' ./ (pontos)
Profundidad \

FIGURA 4.4 - Excessos de poro pressao por solugdo analitica (linhas) e programa 7iny em

C++ (pontos).
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4.3 Programa para o ELLAM

Dentro de cada elemento, tem-se a disposi¢do dos nos de acordo com o exposto no
item sobre o método das caracteristicas (3.3) do capitulo anterior. Basicamente, calcula-se as
concentragcdoes sobre os ndés da malha, obtendo-se as linhas caracteristicas dos valores de
velocidade de adveccdo dados a partir de um arquivo de entrada e considerando-as constantes
durante cada incremento de tempo e dentro de cada elemento. Pelas coordenadas dos pontos
dos pés das linhas caracteristicas identifica-se os locais onde devem ser aplicados os
intervalos de integragdo devido as descontinuidades das funcdes de interpolacdo e de
ponderagdo. Cada elemento ¢ composto por duas regides, limitadas por trés linhas
caracteristicas e pelos eixos espaciais, sobrepondo-se a segunda regido de um elemento com a
primeira regido do elemento posterior (Queiroz 2002).

As necessidades de condi¢do de contorno do programa sdo as mesmas impostas pelo
método, podendo ser de concentracdo nos nos ou de fluxo imposto, onde cada uma deve ser
tratada de acordo com a formulacdo dada por Celia et al (1990). Também deve-se alimentar o
programa com uma condi¢ao inicial de concentragdes, que neste caso sera dada pela Equacao
2.67.

Os resultados obtidos pela rotina computacional do ELLAM sdo comparados com os
encontrados pela bibliografia de origem (CELIA et al, 1990) através da Equacdo 2.67 sob as
mesmas discretizagdes espago-temporal, condigdes inicias e condi¢des de contorno. O sistema
de coordenadas ¢ unidimensional no espaco e no tempo, com orientagdo positiva igual ao
sentido indicado pela velocidade de adveccao positiva.

A rotina computacional do ELLAM inicia com a leitura do numero de elementos, suas
espessuras, velocidades de adveccao e coeficientes de dispersao longitudinal. Celia et al (1990)
consideram a velocidade de advec¢do e o coeficiente de dispersdo constantes no espago € no
tempo, bem como uma discretizagdo espacial uniforme. Além destas varidveis, faz a leitura
dos valores dos incrementos de tempo, das condig¢des iniciais de concentragdo e das condigdes
de contorno. Em seguida, inicia um lago para que em cada intervalo de tempo os elementos da
matriz de rigidez e do vetor auxiliar de céalculo das concentracdes no inicio de cada
incremento de tempo sejam nulos, mantendo apenas as informagdes do vetor de resultados de
concentragdes do tempo anterior, que sera a condi¢do inicial do intervalo seguinte.

Dentro deste lago dos incrementos de tempo inicia-se outro lago que percorre todos os

nés dos elementos identificando os limites de integracdo das fungdes de ponderacdo e de
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interpolagdo e calcula as posi¢des dos pés das caracteristicas. Eventualmente, utiliza tantos
nods quantos forem necessarios para a resolugdo das integrais das fungdes de ponderagdo e de
interpolagdo envolvidas sobre os contornos, em fun¢do do nimero de Courant e da posi¢ao do
elemento em relagdo aos contornos do dominio, de acordo com o item 3.3.3. Em resumo, os
pontos nos contornos terdo os valores impostos, que ¢ a principal diferenca do ELLAM em
relagdo aos outros métodos caracteristicos, conforme o tipo de condi¢do de contorno requerida,
indicada nos itens 3.3.3, 3.3.4 e 3.3.5. Quando tem-se estabelecido os limites e as formas de
cada fun¢do de ponderagdo e interpolagdo de cada n6 em cada elemento, estas fungdes sao
guardadas na memoria como polindmios bidimensionais no espago-tempo ¢ as integragdes sao
feitas em rotinas especificas a partir de uma biblioteca de integragao analitica de polindmios,
utilizada em tempo de execugdo, e que foram validadas separadamente por comparagdo com
integrais conhecidas, onde apresentaram resultados precisos e idénticos as solugdes de célculo
analitico. Ao final de cada elemento, ao terminar os célculos das integrais das fungdes, o
resultado ¢ transportado para um sistema linear global, que envolve todos os elementos.
Assim as informagdes sdo adicionadas a matriz de rigidez e ao vetor de resultados de acordo
com sua posic¢ao.

Depois de percorrer todos os elementos e montar o sistema global de equacdes, a
rotina do ELLAM inclui os valores das condi¢des de contorno de entrada e de saida no
sistema, zerando os valores das respectivas linhas na matriz de rigidez, exceto nas colunas
relativas aos nos sobre os contornos, que assumem valores unitarios, aplicando-se o valor de
contorno respectivo em sua localizagdo no vetor independente. A resolugdo deste sistema ¢
feita a cada incremento de tempo de céalculo por eliminacao Gaussiana.

Eventuais diferencas entre os valores de concentracao obtidos por Celia et al (1990) e
os encontrados pela rotina de Queiroz (2002) eram esperadas, pois o primeiro calcula as
integrais por processos de integracdo aproximada, enquanto este utiliza rotinas de integragao
para todos os pontos das fungdes. Assume-se que o resultado ¢ satisfatorio se apresentar o
mesmo comportamento ao longo do tempo e valores de mesma ordem de grandeza, mantendo
os primeiros algarismos significativos, ainda que por arredondamento. A comparagdo entre os
resultados obtidos pela literatura (CELIA et al 1990) e pelo programa implementado para o
ELLAM (QUEIROZ 2002) ¢ mostrada na TABELA 4.1.
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TABELA 4.1 - Comparacdo de resultados em fun¢do do tamanho espacial dos elementos ( Ax )

e dos intervalos de tempo ( At) (adaptado de CELIA et al, 1990).

Numero Tipo de Contorno “Malha” Valores de Pico

do teste. Entrada Saida Ax At Analitica ELLAM ELLAM
Equagao Celiaetal | Queiroz

2.67 (1990) (2002)

1 Concentra¢do | Fluxo | 0,267 | 0,250 0,784 0,813 0,7923

2 Concentra¢do | Fluxo | 0,267 | 0,050 0,784 0,795 0,7768

2d Concentra¢ao | Fluxo | 0,267 | 0,050 0,997 1,029 0,9917

3 Concentra¢do | Fluxo | 0,053 0,250 0,784 0,803 0,8022

4 Concentrac¢dao | Fluxo | 0,053 0,050 0,784 0,788 0,7875

5 Concentra¢do | Fluxo | 0,053 0,010 0,784 0,785 0,7841

6 Concentrac¢ao | Fluxo | 0,053 0,002 0,784 0,784 0,7833

7 Concentrag¢ao | Fluxo | 0,267 | 0,250 0,784 0,806 0,8163

8 Concentragao | Fluxo | 0,267 | 0,050 0,784 0,797 0,7528

8d Concentra¢ao | Fluxo | 0,267 | 0,050 0,997 1,032 0,9157

Analisando-se a TABELA 4.1, tem-se todas as possibilidades de variacdo de
discretizacdo espaco-temporal empregadas por Celia et al (1990) e duas variagdes de calculo
com dispersao significativa, identificados pela letra “d” ap6s sua numeragao, suficientes para
a comparagao de resultados. Verifica-se que a proximidade entre os valores encontrados ¢
maior quanto menor for a discretizagdo espaco-temporal, conforme indica¢do de Celia et al
(1990) e Queiroz (2002) para a descricdo dos nimeros de Peclet e de Courant, citados no item
3.3.1. Conclui-se que a precisdo dos resultados é encorajadora para que se prossiga com o

acoplamento do adensamento e do ELLAM.

4.4 Acoplamento dos Programas

Idealizou-se o acoplamento das rotinas através da troca de informagdes entre as rotinas
de adensamento, que encontra os valores das velocidades de adveccdo para as linhas
caracteristicas, ¢ 0 ELLAM, que calcula o transporte do contaminante a partir destas. A troca
de informacgao ¢ feita ao final de cada incremento de tempo de célculo de adensamento, pois
s6 ha mudanca na velocidade de transporte quando houver mudanca no valor do gradiente de
poro pressdo. Compartilha-se também a disposi¢do dos elementos da malha ao longo do
espaco e do tempo.

No programa Tiny, a rotina de adensamento aceitava a imposi¢ao de condigdes iniciais

de deslocamentos e poro pressdes nulos, exce¢ao feita para os nds de fronteira. Para iniciar a
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analise do transporte a partir de qualquer instante de tempo, imp0s-se condi¢des iniciais € de
contorno para todos os noés da malha do adensamento, incluindo-se rotinas das solucdes
analiticas das Equacdes 2.64 e 2.67 dentro do programa, economizando-se tempo em célculos
manuais e em planilha.

Procurou-se melhorar também o armazenamento das varidveis residentes na memoria
durante todo o processo, chamadas de varidveis globais. Nos programas de origem, estas
ocupavam tamanhos de memoria definidos no momento da sua declaragdo, momento em que
sdo identificadas pelo programa e alocadas na memoria da maquina. Por isso, eventualmente
estariam super ou sub dimensionadas. Este tratamento era fonte de erros de enderecamento e
“vazamento de memoria”, conhecido em inglés como “memory leak”, de uma varidvel para a
outra, comprometendo o desempenho do programa. Para evitar-se estes erros e economizar-se
a memoria da méaquina, transforma-se estas variaveis de matrizes e vetores para apontadores
de vetores, cujos tamanhos sao obtidos durante a execugdo do programa.

Com relagdo a ordem de execug¢do dos programas, uma vez que o ELLAM ¢
dependente de informagdes do calculo do adensamento, ele ¢ posicionado como subrotina
deste programa. Revisou-se, portanto, todas as seqiiéncias de execu¢ao das rotinas para que se
adequassem a légica do fluxo de dados, sem alterar a montagem dos sistemas lineares,
preservando-se as técnicas de calculo de cada programa. Para cada elemento do ELLAM as
funcdes de ponderacdo sdo calculadas com base na velocidade de advec¢dao do primeiro
elemento de adensamento a cruzar a linha caracteristica central.

Os valores de velocidade de transporte calculados no adensamento sdo dados de
entrada do ELLAM, assim como os fluxos calculados na malha de adensamento que podem
servir de condi¢cdo de contorno. Mas, as condigdes iniciais de concentragdo precisam de uma
solugdo analitica especifica para o problema acoplado, que também ¢ implementada dentro do

programa de adensamento.

4.5 Solugéo Analitica do Acoplamento

Ao aplicar a Lei de Darcy (Equacdo 2.7) sobre a solu¢do analitica do gradiente
hidraulico (Equacdo 2.66) obtém-se velocidades de fluxo negativas, pois o gradiente ¢
positivo. De acordo com a orientacdo do eixo das profundidades esta interpretacdo ¢ correta,
transportando o contaminante da base para a superficie do solo, pois a drenagem foi liberada

apenas neste ponto, conforme indica a FIGURA 4.5.
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No entanto, a implementacdo do ELLAM neste trabalho ndo permite velocidades de
advecgdao negativas, pois os pés das caracteristicas ficam sempre a esquerda dos nos no
instante inicial de célculo. Portanto, inverte-se o sentido do eixo das profundidades para que
as velocidades sejam positivas. Neste processo, convenciona-se que a origem espacial do
sistema, com coordenada x = 0, esteja posicionada sobre o ponto de base da camada de solo
(superficie inferior) e o eixo espacial € orientado na dire¢ao vertical e sentido crescente da
base para a superficie da camada de solo, conforme ilustra a FIGURA 4.6. Porém, ao mudar o
sentido deste eixo, também se faz necessario o desenvolvimento de uma solucao analitica de
concentragdes, especifica para o problema acoplado e ndo encontrada na literatura, que seja
originada de solugdes diferente das Equagdes 2.62 e 2.66.

Particularmente, sobre a Equacgdo 2.63, substitui-se a distribui¢cdo senoidal, onde u,= 0
para x = 0 e u, = up para x = H, conforme ilustra a FIGURA 4.5, por uma distribui¢do co-
senoidal, onde u, = 0 para x = H ¢ u, = uy para x = 0, conforme ilustra a FIGURA 4.6,
considerando-se apenas o primeiro termo da série de Fourier, para que possa-se aplicar a
separa¢do de operadores em relacdo ao espago € ao tempo, portanto assumindo-se m = 0, tem-

se:
u, =1u,cos = ex —E—ZT 4.1)
e 0 2 p 4 . .

Tensdo Aplicada na Superficie

0% - + Superficie de Drenagem Poro Presséo \

Perfil de Poro Pressdo Senoidal
Sentido do Fluxo Gerado (Unidimensional)

| 1]

Material em Adensamento Unidimensional

i,

FIGURA 4.5 - Perfil esquematico da distribui¢do de poro pressoes antes da inversdo do eixo

T

Profundidade

da profundidade.
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Tensao Aplicada na Superficie

»

h

Coordenada
Espacial

Superficie de Drenagem Poro Presséo .

I

Perfil de Poro Pressio Co-senoidal
Sentido do Fluxo Gerado (Unidimensional)

[ 1]

Material em Adensamento Unidimensional

V77455,

FIGURA 4.6 - Perfil esquematico da distribuicao de poro pressdes ao longo do espago apds a

inversdo do eixo das profundidades

A derivada da Equacgdo 4.1 em relacdo a profundidade (eixo z) origina o perfil do gradiente de

poro pressoes:
2
i=%=—msin(%2jexp[—%T} (4.2)

A solugdo analitica do acoplamento entre o transporte de contaminantes ¢ o
adensamento deve gerar um perfil de concentragdes do contaminante ao longo da camada de
solo. Para tanto, aplica-se a Lei de Darcy ao gradiente da Equacdo 4.2, conforme a equacdo do
transporte advectivo 2.30, onde a dire¢do x ¢ substituida por z, obtendo-se:

2
oy y 0oy 00y, k xS T sin(ﬂjacw “0. (43)
ot oz ot ngy,2H 4 2H ) 0z

Separando-se os termos dependentes do espaco e do tempo em diferentes lados da igualdade e

2

identificando-se as constantesa, = Luo , k= LI k, = ﬂ—C; , obtém-se:
nty, 2H 2H 4H
oe, exp(—k,t)=—a, sin(k,z) oe, . (4.4)
ot Oz

Supondo-se que a concentragdo ¢ ¢ formada por duas fungdes independentes, uma em
relagdo ao espaco Ze(z) e a outra em relacao ao tempo 7e(¢), aplica-se o esquema de separacao

de variaveis da seguinte forma:
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c,(z,t)=Ze(z)Te(t), (4.5)
de onde:

oc, 0Ze(z)Te(t) ., ,

Y . =Ze'(z)Te(t) (4.6)
e

oc, 0Ze(z)Te(t) _ ,

P o =Ze(z)Te'(1). 4.7)

Substituindo-se as Equagdes 4.6 e a Equagdo 4.7 na Equagdo 4.5 e dividindo-se por c(x,?),

tem-se que:

Te' 1 Ze'

— = —a,sin(kz)=. 4.8

Te exp(~k,t) asin(k2) Ze 9

A resolugdo de ambas as equagdes pode ser obtida por integragdo direta. Enquanto o
lado esquerdo da equacgdo acima depende somente de #, o lado direito depende somente de z.
Deste modo, pode-se dizer que como os termos ndo dependem da mesma variavel, serdo
iguais apenas se resultarem um uma constante N. Ao igualar-se cada lado da Equagdo 4.8 a
um valor (-N), obtém-se:

L1 dTe_

- -N 4.9
Te exp(—k,t) dt (43)
e

. 1 dZe

sin(k,z)——=N. 4.10
a.sin(k z)_-=- (4.10)

De onde tem-se as respectivas integrais:

[~ Nexp(-k,t)dt = | TidTe (4.11)
e
€
N 1

Tendo-se entao que:

Te(t) = exp[kﬁ exp(—kzt)j exp(C") (4.13)

2

(&
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ol ) o)

a, k,

c

Ze(x)=exp| — exp(C"), (4.14)

onde C' e C"sdo as constantes de integragao.
Rearranjando-se os termos da Equagdo 4.13, de forma que seja a taxa de decaimento ao longo
do tempo a partir de um valor inicial unitario maximo, encontra-se sua constante de

integragdo C', ao igualar-se 7e(¢) =1 para (¢ =0), obtendo-se:

ne N
exp(C') = 5
de onde:
N
Te(t) = exp{k— [exp(—k,t — 1)]} (4.15)

Manipulando-se a Equag¢dao 4.14, encontra-se que a exponencial de sua constante de
integracdo C" pode ser interpretada como o valor da concentragdo maxima inicial c¢y,

distribuida ao longo da profundidade na forma de uma tangente, para exp(C ”) =c,:

N
kz \ak
Ze(z) = tan(Tj Co- (4.16)

Considerando-se a volta para a igualdade da Equagdo 4.5, o produto das Equagdes 4.15 ¢ 4.16
gera a forma final da solucdo analitica do acoplamento do transporte de contaminantes e do
adensamento, onde encontra-se uma concentracdo ¢ em fun¢do da coordenada do espago z e
no tempo ¢ , para um perfil de excesso de poro pressdo inicial co-senoidal, sendo o eixo da

profundidade orientado da base da camada para a superficie.

N
c(z,t) = exp[kl exp(—k,t — I)J tan(%j “h Co- (4.17)

2
Mostra-se na FIGURA 4.7 os resultados da Equagdo 4.17, sendo a constante N=a_k,, o
instante de tempo =0 e a concentracdo maxima cy =1, assumindo-se um intervalo de espago

unidimensional entre 0 e 1, ou seja, a curva apresentada representa os valores das

concentragdes ao longo do espaco no instante inicial.



Solucgéo analitica (N = 2 a k1)

1
ol M
0,8

0,7 1

0,6

0,5

0,4 /
0,3 A/

0,2 /'
0.1 M
0 ¢

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

Distancia da base do solo (m)

Concentracédo (un.de massa/m 3)

FIGURA 4.7 - Solucao analitica aproximadamente linear do acoplamento (Equacao 4.17).
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5. Analise do Acoplamento

5.1 Introducgéo

Neste capitulo, avalia-se o acoplamento numérico do método de elementos finitos para
o adensamento com o ELLLAM aplicado sobre a equacgdo do transporte puramente advectivo
(Equagdo 2.31). As simulagdes buscardo condigdes desfavoraveis para os métodos
caracteristicos, tais como: numero de Courant acima da unidade, nimero de Peclet infinito e
concentragdo nao nula no contorno de saida (QUEIROZ, 2002 e CELIA et al, 1990).

A utilizagdo de um numero de Peclet infinito (Equag¢do 3.59) exclui os termos
dispersivos (D;, = 0) e faz com que ele perca validade como pardmetro da malha. Portanto,
analisa-se o comportamento do modelo numérico acoplado em fun¢do das discretizagdes da
malha através do numero de Courant (Equagao 3.60).

Para a utilizagdo de nlimero de Peclet infinito (D) = 0), a solu¢do analitica (Equagdo
4.17) foi desenvolvida a partir do transporte puramente advectivo (Equacdo 2.31), que nao
exige a imposi¢do de condi¢do de contorno de saida. Outra vantagem da utilizagdo do
transporte puramente advectivo para as simulagdes de teste ¢ que eventuais perdas de massa
podem ser tomadas como resultado de perda de massa dentro das rotinas de calculo, isolando-
a da eventual reducdo no valor das concentra¢des devido aos fendomenos dispersivos.

Por sua vez, o contorno de entrada esta posicionado na base impermeavel do solo,
segundo as configuragdes do perfil de solo analisado (FIGURA 5.1), impondo-se sobre ele a
condig¢do de contorno de fluxo nulo, para a qual manipula-se o sistema de equagdes anulando-
se a linha da matriz que corresponde ao contorno de entrada e, considerando-se o fluxo linear
em cada elemento, substitui-se os valores -1 ¢ +1 para os termos referentes aos valores das
concentracdes dos nos deste elemento referentes ao tempo " e /', respectivamente. Segundo
Celia et al. (1990), isto também atende a condi¢do que resolve a equagdo homogénea
associada.

A utilizagdo de diferentes discretizagdes da malha, ou seja, de variagdes no tamanho
dos elementos e no numero de intervalos de tempo empregados nas andlises, ¢ feita com o
objetivo de buscar uma melhor aproximacdo dos resultados numéricos e dos resultados da
solugdo analitica (dada pela Equagdo 4.17). As diferencas entre os valores encontrados serdao

analisadas pela norma do erro L-quadrado dentro de cada elemento. Ressalta-se que a
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numerac¢ao dos elementos ¢ feita de 1 até o numero maximo de elementos discretizados e que
sua ordem ¢ crescente no mesmo sentido que o eixo adotado para a direcdo espacial.

Conforme a equacgdo utilizada para o desenvolvimento das fungdes de ponderagao do
ELLAM (Equac¢ao 3.70), considera-se a velocidade de advec¢do constante dentro de cada
elemento durante cada intervalo de tempo, ou seja, as linhas caracteristicas serdo lineares no
tempo e no espago. Mas, esta condi¢cdo de apenas um valor para a velocidade dentro de toda a
extensdo de um elemento ndo condiz com a solucdo analitica (Equacdo 4.17), que impdem
velocidade varidvel no espago e no tempo. Em outras palavras, enquanto a velocidade de
advec¢do diminui na solucdo analitica e assume valores diferentes dentro do intervalo de
espago ¢ de tempo de um elemento, o ELLAM transporta o contaminante com a mesma
velocidade que havia no instante inicial do elemento durante toda a sua duracao (de tempo).
Intuitivamente, isto indica que o acoplamento dos métodos numéricos apresentard um
transporte mais acentuado que o da solucao analitica da Equagao 4.17.

Neste capitulo, o método de elementos finitos calcula o coeficiente de adensamento c,,

da Equagdo 2.59, pela relagao (BRITTO e GUNN, 1982):

c, = k—D, (5.1
Y
onde D ¢ o modulo edométrico do solo dado por (LAMBE e WHITMAN, 1969):
_ (-0 (5.2)
(1-20)1+v)

5.2 Acoplamento dos Métodos Numéricos

5.2.1 Identificagéo de Deficiéncias do Acoplamento Numérico

Em uma primeira simulacao do acoplamento numérico, onde procura-se identificar as
deficiéncias do acoplamento numérico, considera-se a drenagem livre na superficie superior
da camada de solo, mantendo-se a base impermeavel (fluxo nulo). Admitindo-se que o solo
seja homogéneo, assume-se os parametros tipicos de uma argila mole, com mddulo de Young
E = 643 kN/m% modulo de Poisson v = 0,18 ¢ permeabilidade k = 5,71E-10m/s e aplica-se

um carregamento de 100kN/m” em sua superficie, conforme a FIGURA 5.1. Além disso,
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divide-se o dominio espacial, de tamanho igual a espessura da camada de solo, em 40

intervalos (elementos) de 0,0625m.

2
100 £N/m J J Poro Pressao
2’5m Superficie de Drenagem v
E = 643 kN/m’
v=0,18
k=35,71E-10m/s'
7, = 10kN/m’
— Sentido doFluxo Gerago
{Unidimengional)
Om
/?‘Z/S/ e

FIGURA 5.1 - Perfil de solo analisado na primeira simulagdao do acoplamento.

Ainda para a primeira simulacdo, o dominio de tempo ¢ dividido em 15 intervalos
entre o instante inicial de aplicagdo de carga e o instante final do adensamento. No entanto,
para se determinar o instante final do dominio de tempo, utiliza-se o exposto no item 2.10.1,
da solucdo analitica de Terzaghi, onde encontrar-se o instante 1,57E8s para um fator tempo
unitario 7 =1 (92% da dissipacdo do excesso de poro pressio (LAMBE e WHITMAN, 1969)).
No entanto, sobre esta mesma solucdo analitica do adensamento, encontra-se o instante
4,9E8s como o final do adensamento com duas casas decimais para a dissipacdo do excesso
de poro pressdo. Por outro lado, atinge-se a dissipacdo do excesso de poro pressdo pelo
método de elementos finitos, com duas casas decimais de arredondamento, apenas no instante
2E9s. Portanto, para abranger todo o adensamento calculado por elementos finitos, estende-se
o dominio de tempo para um total de 3E9s, mostrando-se na TABELA 5.1 que mesmo neste
instante ainda hd um pequeno transporte advectivo no modelo numérico acoplado, pois a
velocidade de advecgdo ainda nao ¢ nula, apesar de relativamente proxima de zero.

De posse do instante final de calculo (3E9s), divide-se este dominio de tempo em 15
incrementos, na seqiiéncia: 1E5, 1E5, 2E5, 6ES, 1E6, 2E6, 6E6, 1E7, 2E7, 6E7, 1ES, 2ES,
6ES8, 1E9 e 1E9. Um maior detalhamento temporal (menores intervalos de tempo) no inicio do
processo de adensamento ¢ justificado pela obtencao de maiores variagcdes nos valores de

velocidade de advecgdo em conseqiliéncia de um maior alivio de excesso de poro pressao por
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unidade de tempo. Ilustra-se na FIGURA 5.2 a disposicao dos elementos na malha utilizada,

considerando-se 40 elementos e 15 intervalos de tempo.

Tempo

FIGURA 5.2 - Esquema em escala proporcional da disposicao de 40 elementos com 15

intervalos de tempo.

Os resultados da solugdo analitica e do acoplamento com os dados de perfil de solo
dados na FIGURA 5.1 sdao mostrados nas FIGURAS 5.3 e 5.4, respectivamente, onde cada
curva representa as concentragdes dos elementos em um determinado instante de tempo. Na
TABELA 5.1 verifica-se o comportamento dos valores de pico de concentracdo, desta
primeira simulacdo, e sua mobilidade ao longo do tempo entre a solucdo analitica e a solugdo
numérica acoplada. Devido as oscilagdes numéricas, enquanto a solugdo analitica permanece
no intervalo idealizado para a propor¢ao da concentragdo entre 0 ¢ 1, o ELLAM ultrapassa
estes limites e atinge concentragdo maxima de 33,8, além de algumas concentragdes negativas
indicadas pelas descontinuidades na FIGURA 5.4, o que ndo pode ser validado como

resultado, pois ndo tem interpretagdo fisica.
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TABELA 5.1 - Valores maximos de concentragao, numeros de Courant e velocidades de

adveccao.

Instante | Numero | Velocidade de Solugdo Analitica Solu¢do Acoplamento

de de Advecgdo Concentragdo | Coordenada Concentragdo | Coord.

Tempo Courant (m/s) Maxima (m) Elemento Maxima (m) | Elemento
1,00E+05 | 0,0573 3,58E-08 1,05402 2,5 40 1,73821 2,5 40
2,00E+05 | 0,05721 3,58E-08 1,05393 2,5 40 2,36751 2,5 40
4,00E+05 | 0,1141 3,56E-08 1,05376 2,5 40 3,16094 2,5 40
1,00E+06 0,339 3,53E-08 1,05324 2,5 40 4,66401 2,5 40
2,00E+06 | 0,5562 3,48E-08 1,05239 2,5 40 6,33774 2,5 40
4,00E+06 1,078 3,37E-08 1,05072 2,5 40 7,92811 2,5 40
1,00E+07 | 2,956 3,08E-08 1,04605 2,5 40 15,8187 2,5 40
2,00E+07 | 4,257 2,66E-08 1,03921 2,5 40 23,7046 2,5 40
4,00E+07 6,475 2,02E-08 1,02847 2,5 40 28,7472 2,5 40
1,00E+08 9,991 1,04E-08 1,01098 2,5 40 33,8337 2,5 40
2,00E+08 6,469 4,04E-09 1,00227 2,5 40 30,8138 2,5 40
4,00E+08 3,119 9,75E-10 1,0001 2,5 40 27,8227 2,5 40
1,00E+09 | 0,8959 9,33E-11 1 2,5 40 25,5758 2,5 40
2,00E+09 | 0,08919 5,57E-12 1 2,5 40 23,905 2,5 40
3,00E+09 | 0,005328 3,33E-13 1 2,5 40 19,766 2,5 40

Avango no tempo da solugéo analitica linear
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FIGURA 5.3 - Curvas de concentragdao da Equa¢do 4.17 ao longo do tempo.
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Solugéo Numérica do Acoplamento Baseada na Equagéo (4.17)

2,5

=

Distancia da Base do Solo (m)

0,5

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Concentracdo (massa/volume)

‘ —_1E5s 1E7s — 1E8s — 3E9s

FIGURA 5.4 - Curvas de concentragdo do acoplamento numérico ao longo do tempo.

Na FIGURA 5.4 as curvas apresentam um espacamento maior que entre as curvas da
FIGURA 5.3 indicando que o transporte tem menor abrangéncia na solugdo analitica do que
no método numérico acoplado, conforme o esperado. No entanto, ndo € possivel validar os
resultados do método numérico (FIGURA 5.4) a partir do instante 4E6 devido as oscilagdes
numéricas que surgem no contorno de saida desde a curva do primeiro instante de tempo e

que se propagam aos outros elementos no decorre do tempo.

5.2.2 Avaliacéo da Condicdo de Fronteira e do Namero de Courant

Celia et al (1990) relatam problemas de oscilacio numérica devido a diferentes
condi¢gdes de contorno atribuindo-os a um “mau condicionamento nas equagdes”. Assim,
assumindo-se que as condi¢des de contorno podem ser uma das causas das oscilagoes,
procurou-se uma combinagao linear de solucdes analiticas do acoplamento (baseadas na
Equacao 4.17), que apresentasse valores nulos de concentracdo nos contornos de entrada e de
saida e derivada nula da concentracdo no contorno de saida (representando a condig¢do de
fluxo nulo). Estas combinagdes lineares sao decorrentes do comportamento da solugdo
analitica em funcdo do expoente da tangente. Ou seja, como obtém-se uma curva

aproximadamente linear para um expoente unitario ( N =a k, ), conforme as curvas da
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FIGURA 5.3, para um expoente quadratico (N =2ak,) obtém-se curvas aproximadamente

parabdlicas, conforme a FIGURA 5.5 e de maneira anidloga obtém-se curvas de terceiro,
quarto e quinto graus pela substituicdo de N =3ak,,N =4ak,e N =5ak,, respectivamente,

na Equagdo 4.17, por tentativa, encontrou-se a relagao:

¢, (z,t)= exp(kﬁ exp(—k,t — 1)] tan(%jco —

2

2 3
4 exp(zk—N exp(—k,t — I)J tan(%) c,+ 6 exp(3k—N exp(—k,t — 1)] tan[%) Cy —

2 2

2 2

4 5
4 exp(j{—N exp(—k,t — 1)) tan(%] co+ exp[Sk—N exp(—k,t — l)j tan(%] Co» (5.3)

onde manteve-se um valor maximo de pico unitario para a concentracao ao utilizar-se ¢y = 12.

Solugéo Analitica com Expoente de 2° Grau

2,5

15

Distancia da base do solo (m)

0,5

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Concentragdo (massa/volume)

FIGURA 5.5 - Curva da solugdo analitica parabdlica (N =2 a k;).

Observou-se que, apesar do problema de oscilagdes causado pelas condigdes de
contorno (conforme a FIGURA 5.4), as oscilagdes nos elementos centrais iniciam
coincidentemente no mesmo instante no qual o numero de Courant maximo da malha se torna
superior a unidade, conforme pode ser visto na TABELA 5.1, atingindo-se um valor maximo
de Cu = 9,991. Para manter o niumero de Courant abaixo da unidade reduz-se a tensdo
aplicada sobre a superficie da FIGURA 5.1 de 100kN/m’ para 10kN/m*. Com este
carregamento, apresenta-se na FIGURA 5.6 as curvas ao longo do tempo da Equagdo 5.3 e na

FIGURA 5.7 as curvas ao longo do tempo para o acoplamento numérico dos programas



94

quando utiliza-se a Equagdo 5.3 como condig¢do inicial de concentracdo para o perfil de solo
da FIGURA 5.1.

Avancgo no Tempo da Solugdo Analitica da Equagéo 5.3
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FIGURA 5.6 - Curvas da solu¢do analitica da Equagdo 5.3 ao longo do tempo.

Avanco no Tempo da Solucdo Numérica Baseada na Equacéo 5.3
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Concentragédo (massa/volume)

‘71555 1E7s —— 1E8s — 3E9s ‘

FIGURA 5.7 - Comportamento do acoplamento numérico com origem na Equacgdo 5.3 ao

longo do tempo.

Notadamente, as oscilagdes sobre o contorno de saida na FIGURA 5.7 se tornaram

imperceptiveis na FIGURA 5.7. De maneira geral, o comportamento oscilatorio dos
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resultados da solugdo acoplada, até o instante de tempo 4E6s permanece inalterado em relagao
a solucdo analitica dada na FIGURA 5.6. Ainda assim, a partir do instante 1E7s o
acoplamento numérico inicia uma queda de valor maximo de concentracdo em relagdo a
solugdo analitica. Pode-se interpretar este fenomeno como uma perda de massa durante o
processo de célculo.

Os valores das concentragdes maximas de cada instante de tempo sdo mostrados na
TABELA 5.2, segundo a mesma formatagdo da TABELA 5.1. Constata-se que o nimero de
Courant foi mantido abaixo da unidade, ainda que no instante de 1E8s este valor tenha sido
muito proximo deste limite. Como resultado, as oscilagdes numéricas nos elementos
intermediarios foram reduzidas a ponto de ndo serem significativas. Traz-se na TABELA 5.2
um detalhe sobre os deslocamentos dos picos de concentragdo, verificando-se que enquanto a

solugdo analitica foi incapaz de mové-lo para outro elemento, o método numérico do

acoplamento o transportou do elemento 10 para o elemento 11 no instante 1E8s.

TABELA 5.2 - Concentragao, numero de Courant ¢ velocidade de advec¢ao maximos.

Instante Numero | Velocidade Solugdo Analitica Solucdo Acoplamento

de de de i Conceqtraqﬁo Elemento Concen.tragﬁo Elemento
Tempo Courant | Advecgdo Maxima Coordenada Maxima Coordenada

1,00E+05 | 0,00573 3,58E-09 0,981642 0,62 10 0,98145 0,62 10
2,00E+05 | 0,005721 3,58E-09 0,981647 0,62 10 0,981259 0,62 10
4,00E+05 | 0,01141 3,56E-09 0,981657 0,62 10 0,980878 0,62 10
1,00E+06 0,0339 3,53E-09 0,981686 0,62 10 0,979745 0,62 10
2,00E+06 | 0,05562 3,48E-09 0,981733 0,62 10 0,977883 0,62 10
4,00E+06 0,1078 3,37E-09 0,981823 0,62 10 0,974263 0,62 10
1,00E+07 0,2956 3,08E-09 0,982059 0,62 10 0,964281 0,62 10
2,00E+07 0,4257 2,66E-09 0,98236 0,62 10 0,949764 0,62 10
4,00E+07 0,6475 2,02E-09 0,982722 0,62 10 0,927407 0,62 10
1,00E+08 0,999 1,04E-09 0,983022 0,62 10 0,894304 0,69 11
2,00E+08 0,6469 4,04E-10 0,983034 0,62 10 0,874328 0,69 11
4,00E+08 0,3119 9,75E-11 0,983022 0,62 10 0,864566 0,69 11
1,00E+09 | 0,08959 9,33E-12 0,983022 0,62 10 0,861748 0,69 11
2,00E+09 | 0,008919 5,57E-13 0,983022 0,62 10 0,861467 0,69 11
3,00E+09 | 0,000533 3,33E-14 0,983022 0,62 10 0,86145 0,69 11
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5.3 Anélise de Convergéncia

5.3.1 Definicdo do Problema

A partir das condigdes iniciais fornecidas pela Equagdo 5.3, obtém-se analises com
boa estabilidade numérica para o acoplamento do adensamento com o transporte de
contaminantes, enquanto se mantiver o nimero de Courant abaixo da unidade. Desta forma,
avalia-se o comportamento numérico em relagdo as variagdes das espessuras dos elementos e
dos intervalos de tempo das malhas de calculo. Nas simulagdes deste item, procurou-se,
através de tentativas, uma configuragdo de solo que gerasse um transporte mais expressivo do

contaminante. Os parametros escolhidos sdao mostrados na TABELA 5.3 e na FIGURA 5.8.

TABELA 5.3 - Parametros do perfil de solo para as andlises de convergéncia do acoplamento

numérico.
Propriedades Valores

Coeficiente de Poisson v 0,30

Modulo de Young E 3MN/m’

Coeficiente edométrico do solo D 4,04E3 kN/m’

Coeficiente de adensamento ¢, 2,31E-5m%/s

Coeficiente de permeabilidade k 5,71E-8m/s

Coeficiente de dispersividade longitudinal a 0 (zero) — fluxo puramente advectivo
0,25m (10 elementos);

Espessura dos elementos Ax 0,125m (20 elem.);
0,0625m (40 elem.).

Peso especifico da agua 7. 10kN/m’

Com o objetivo de encontrar a sobrecarga 7; que gera uma movimentacdo mais
expressiva do contaminante para os parametros da TABELA 5.3 e FIGURA 5.8, variou-se os
valores dos coeficientes a., kI e k2, da solugdo analitica da Equacao 4.17, encontrando-se:

(1-v)E D

L) ie0) 3 (5.4)
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10 kN/m u

55 Poro Pressao
oM Superficie de Drenagem v

E =3 MN/m’

v=03

k=571E-8m/s'

7, = 10kN/m’
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{Unidimengional)

FIGURA 5.8 - Perfil de solo analisado nas simulagdes de analise de convergéncia.

A determinagdo do dominio de tempo utilizado na andlise de convergéncia ¢ feita da
mesma forma que nas simulagdes apresentadas nas FIGURAS 5.3 a 5.7. De acordo com os
resultados do programa Tiny, encontra-se a completa dissipagdo dos excessos de poro pressao
apenas no instante 3E6s. Este dominio de tempo ¢, dividido em 15, 30 e 60 incrementos de
tempo, de forma que os intervalos da malha de 60 sdo a metade dos intervalos da malha de 30
que, por sua vez, sao metade dos intervalos da malha de 15 e estes estdo ordenados da
seguinte maneira: 1E4, 1E4, 1E4, 1E4, 1E4, 2E4, 3E4, 4E4, 6E4, 1ES, 3ES, 4ES, SES, 7ES5 e
1E6, em unidades de segundo. Da FIGURA 5.9 a FIGURA 5.18 mostra-se apenas as curvas
dos instantes: 1E4s, 1ESs, 1E6s e 3,2E6s, visando facilitar a identificagdo do comportamento
numérico. Ressalta-se que em algumas destas FIGURAS, as curvas relativas aos instantes
1E6s e 3,2E6s estdo muito proximas, de maneira ¢ dificil distingui-las.

Por ter solugdo tinica, uma variagdo no nimero de elementos e de intervalos de tempo
ndo exerce influéncia no comportamento dos resultados da solucdo analitica. Por isso, a

FIGURA 5.9 mostra apenas a discretizacao espacial de 40 elementos.
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Solugéo Analitica (40 elementos e 15 intervalos de tempo) - Perfil da Figura 5.8
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FIGURA 5.9 - Solugao analitica para 40 elementos e 15 intervalos de tempo.

5.3.2 Convergéncia do Acoplamento em Relacgdo aos Intervalos de Tempo

A partir das definigdes dadas no item 5.3.1, as FIGURAS 5.10, 5.11 ¢ 5.12 mostram as
curvas dos resultados das malhas de 15, 30 e 60 intervalos de tempo, respectivamente, para
uma malha de 10 elementos, comparando-as com a FIGURA 5.9. Um resumo do
comportamento dos valores maximos do nimero de Courant, velocidade de advecgdo e
concentragdo, bem como da posicdo desta na malha em cada instante de tempo, ¢ mostrado
em cada simulagdo através das TABELAS 5.4, 5.5 e 5.6 para os respectivos graficos de 15, 30

e 60 elementos.
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Distancia a Partir da Base do Solo (m)
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Solug&o Numérica (10 elementos e 15 intervalos de tempo) - Perfil da Figura 5.8
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FIGURA 5.10 - Solug¢ao numérica acoplada em 10 elementos e 15 intervalos de tempo.

TABELA 5.4 - Concentragdo, nimero de Courant e velocidades maximos para 10 elementos e

15 intervalos de tempo.

Instante Numero | Velocidade | Solug@o Analitica Solugdo Acoplamento

de de de i Conceqtraqﬁo Elemento Concen.tragio Elemento
Tempo Courant | Advecgdo Maxima Coordenada Maxima Coordenada

1,00E+04 0,1756 4,39E-06 0,974548 0,5 2 0,943652 0,5 2
2,00E+04 0,161 4,02E-06 0,973183 0,5 2 0,915384 0,5 2
3,00E+04 0,1475 3,69E-06 0,971855 0,5 2 0,889584 0,5 2
4,00E+04 0,1352 3,38E-06 0,970575 0,5 2 0,873193 0,75 3
5,00E+04 0,1239 3,10E-06 0,969352 0,5 2 0,861659 0,75 3
7,00E+04 0,2095 2,62E-06 0,967094 0,5 2 0,841187 0,75 3
1,00E+05 0,2467 2,06E-06 0,96419 0,5 2 0,815699 0,75 3
1,40E+05 0,241 1,51E-06 0,961164 0,5 2 0,789601 0,75 3
2,00E+05 0,2336 9,74E-07 0,958083 0,5 2 0,763413 0,75 3
3,00E+05 0,2036 5,09E-07 0,958675 0,75 3 0,740034 0,75 3
6,00E+05 0,1635 1,36E-07 0,960616 0,75 3 0,720976 0,75 3
1,00E+06 | 0,04689 2,93E-08 0,960744 0,75 3 0,71546 0,75 3
1,50E+06 | 0,01054 5,27E-09 0,960748 0,75 3 0,714217 0,75 3
2,20E+06 | 0,001998 7,14E-10 0,960748 0,75 3 0,713981 0,75 3
3,20E+06 | 0,000282 7,05E-11 0,960748 0,75 3 0,713948 0,75 3
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FIGURA 5.11 - Acoplamento numérico para 10 elementos e 30 intervalos de tempo.

TABELA 5.5 - Resultados da malha de 10 elementos com 30 intervalos de tempo.

Instante Numero Velocidade | Solugdo Analitica Solucdo Acoplamento

de de de N Conceqtrac;ﬁo Elemento Conceqtrac;ﬁo Elemento
Tempo Courant Advecgao Maxima Coordenada Maxima Coordenada

5,00E+03 0,07415 3,71E-06 0,972041 0,5 2 0,95879 0,5 2
1,00E+04 0,07092 3,55E-06 0,971391 0,5 2 0,94613 0,5 2
2,00E+04 0,06487 3,24E-06 0,970131 0,5 2 0,922495 0,5 2
3,00E+04 0,05933 2,97E-06 0,96893 0,5 2 0,900968 0,5 2
4,00E+04 0,05427 2,71E-06 0,967791 0,5 2 0,887462 0,75 3
5,00E+04 0,04963 2,48E-06 0,966717 0,5 2 0,877913 0,75 3
7,00E+04 0,08337 2,08E-06 0,964763 0,5 2 0,860812 0,75 3
1,00E+05 0,09676 1,61E-06 0,962298 0,5 2 0,839493 0,75 3
1,40E+05 0,09227 1,15E-06 0,959772 0,5 2 0,817798 0,75 3
2,00E+05 0,08532 7,11E-07 0,957235 0,5 2 0,796181 0,75 3
3,00E+05 0,06706 3,35E-07 0,959083 0,75 3 0,777368 0,75 3
6,00E+05 0,03587 5,98E-08 0,960641 0,75 3 0,763346 0,75 3
1,00E+06 | 0,005995 7,49E-09 0,960745 0,75 3 0,760663 0,75 3
1,50E+06 | 0,0006963 6,96E-10 0,960748 0,75 3 0,760314 0,75 3
2,20E+06 | 5,55E-05 3,96E-11 0,960748 0,75 3 0,76028 0,75 3
3,20E+06 | 2,56E-06 1,28E-12 0,960748 0,75 3 0,760278 0,75 3
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FIGURA 5.12 - Acoplamento numérico para 10 elementos e 60 intervalos de tempo.

TABELA 5.6 - Resultados da malha de 10 elementos e 60 intervalos de tempo.

Instante | Numero | Velocidade Solugdo Analitica Solucdo Acoplamento
de de de N Concen.tragﬁo Elemento Concen'tra(;ﬁo Flemento
Tempo Courant | Adveccao Maéxima Coordenada Maxima Coordenada
2,50E+03 | 0,03793 3,79E-06 0,97237 0,5 2 0,965594 0,5 2
5,00E+03 | 0,03708 3,71E-06 0,972041 0,5 2 0,958972 0,5 2
7,50E+03 | 0,03626 | 3,63E-06 0,971714 0,5 2 0,9525 0,5 2
1,00E+04 | 0,03545 3,54E-06 0,971391 0,5 2 0,946177 0,5 2
2,00E+04 | 0,03239 | 3,24E-06 0,970131 0,5 2 0,922312 0,5 2
3,00E+04 | 0,0296 2,96E-06 0,96893 0,5 2 0,900599 0,5 2
4,00E+04 | 0,02704 | 2,70E-06 0,967791 0,5 2 0,886388 0,75 3
5,00E+04 | 0,02471 2,47E-06 0,966717 0,5 2 0,8768 0,75 3
7,00E+04 | 0,04135 | 2,07E-06 0,964763 0,5 2 0,859466 0,75 3
1,00E+05 | 0,0476 1,59E-06 0,962298 0,5 2 0,837741 0,75 3
1,40E+05 | 0,04476 1,12E-06 0,959772 0,5 2 0,815648 0,75 3
2,00E+05 | 0,0402 6,70E-07 0,957235 0,5 2 0,793697 0,75 3
3,00E+05 | 0,02945 | 2,95E-07 0,959083 0,75 3 0,774891 0,75 3
6,00E+05 | 0,01098 3,66E-08 0,960641 0,75 3 0,761768 0,75 3
1,00E+06 | 0,001095 | 2,74E-09 0,960745 0,75 3 0,760033 0,75 3
1,50E+06 | 6,52E-05 | 1,30E-10 0,960748 0,75 3 0,759899 0,75 3
2,20E+06 | 2,01E-06 | 2,87E-12 0,960748 0,75 3 0,759893 0,75 3
3,20E+06 | 2,48E-08 | 2,48E-14 0,960748 0,75 3 0,759893 0,75 3

Comparando-se as colunas 6 ¢ 9 das TABELAS 5.4, 5.5 e 5.6 nota-se que o modelo

numérico do acoplamento faz a movimenta¢do do pico de concentracdo de maneira mais

acentuada que a solucgdo analitica. Observa-se, na TABELA 5.6, que este valor se encontra no
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elemento 3 da malha para o instante 4E4s do acoplamento numérico enquanto a solugdo
analitica ainda o mantivera no elemento 2 da malha até o instante 2ESs. Verifica-se também
que, este comportamento nao sofre mudanga em funcao da discretizacdo temporal.

Ao contrario da movimentagdo do pico de concentracdo, os valores de velocidades
maximas reduzem tanto antes quanto mais refinadas forem as malhas no tempo, ou seja, as
linhas caracteristicas possuem menor abrangéncia na dimensao de tempo. Nota-se 0 mesmo
comportamento para a redugdo progressiva dos valores de concentracdo de pico ao longo do
tempo, ainda que ¢ notavel uma melhora pouco significativa na precisdo destes valores
gerados pelo acoplamento numérico, dados na coluna 7 em comparagdo com a coluna 4 das
TABELAS 5.4 a 5.6, ilustradas pelo abatimento das curvas nas FIGURAS 5.10 a 5.12, ao
longo do tempo. Apesar de uma pequena melhora observada ao passar de 15 para 30
intervalos de tempo, da FIGURA 5.9 para a 5.10, aparentemente nio se aprimora a condi¢ao
de perda de massa ao comparar-se as FIGURAS 5.11 e 5.12, de 30 e 60 intervalos de tempo,
respectivamente.

As FIGURAS 5.9 a 5.12 e as TABELAS 5.4 a 5.6 indicam que o maior refinamento
temporal ndo melhora significativamente a perda de massa e ndo influencia significativamente
na movimentagdo espacial do pico de concentracdo, mantendo o distanciamento entre a
solugcdo numérica ¢ a solucao analitica.

O aspecto positivo da reducdo do tamanho dos intervalos de tempo fica por conta da condi¢dao
de contorno de saida que apresenta valores mais proximos da solucdo analitica e menores

oscilagdes para o mesmo numero de elementos de espago.

5.3.3 Convergéncia do Acoplamento em Relagdo aos Intervalos de Espago

Para poder comparar-se os resultados encontrados com a redugdo do tamanho espacial
dos elementos, compara-se os resultados das malhas de 10, 20 e 40 elementos, com os
mesmos 60 intervalos fixos tempo, dados nas FIGURAS 5.13, 5.14 e 5.15 e nas TABELAS

5.6,5.7 ¢ 5.8, respectivamente.
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Distancia a Partir da Base do Solo (m)
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Solugao Numérica (20 elementos e 60 intervalos de tempo) - Perfil da Figura 5.8
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FIGURA 5.13 - Acoplamento numérico para 20 elementos e 60 intervalos de tempo.

TABELA 5.7 - Resultados da malha de 20 elementos e 60 intervalos de tempo.

Instante Numero | Velocidade Solu¢do Analitica Solugdo Acoplamento
de de de ) Conceqtrac;ﬁo Elemento Conceqtrac;ﬁo Elemento
Tempo Courant Advecgdo Maxima Coordenada Méxima Coordenada
2,50E+03 | 0,07609 3,80E-06 0,977695 0,62 5 0,972917 0,62 5
5,00E+03 0,0744 3,72E-06 0,977952 0,62 5 0,968215 0,62 5
7,50E+03 | 0,07274 3,64E-06 0,978197 0,62 5 0,963589 0,62 5
1,00E+04 | 0,07112 3,56E-06 0,97843 0,62 5 0,95904 0,62 5
2,00E+04 0,065 3,25E-06 0,979258 0,62 5 0,941621 0,62 5
3,00E+04 0,0594 2,97E-06 0,97994 0,62 5 0,925437 0,62 5
4,00E+04 | 0,05428 2,71E-06 0,980503 0,62 5 0,910458 0,62 5
5,00E+04 | 0,04961 2,48E-06 0,980965 0,62 5 0,896635 0,62 5
7,00E+04 | 0,08303 2,08E-06 0,98166 0,62 5 0,872465 0,62 5
1,00E+05 | 0,09561 1,59E-06 0,982303 0,62 5 0,843393 0,62 5
1,40E+05 | 0,08996 1,12E-06 0,982734 0,62 5 0,820544 0,75 6
2,00E+05 | 0,08085 6,74E-07 0,982971 0,62 5 0,799306 0,75 6
3,00E+05 | 0,05931 2,97E-07 0,983039 0,62 5 0,781074 0,75 6
6,00E+05 | 0,02217 3,70E-08 0,983024 0,62 5 0,768326 0,75 6
1,00E+06 | 0,002217 | 2,77E-09 0,983022 0,62 5 0,766637 0,75 6
1,50E+06 | 0,0001325 | 1,33E-10 0,983022 0,62 5 0,766506 0,75 6
2,20E+06 | 4,10E-06 2,93E-12 0,983022 0,62 5 0,7665 0,75 6
3,20E+06 | 5,08E-08 2,54E-14 0,983022 0,62 5 0,7665 0,75 6
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Solugao Numérica (40 elementos e 60 intervalos de tempo) - Perfil da Figura 5.8
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FIGURA 5.14 - Acoplamento numérico para 40 elementos e 60 intervalos de tempo.

TABELA 5.8 - Resultados da malha de 40 elementos e 60 intervalos de tempo.

Instante | Numero | Velocidade Solu¢do Analitica Solucdo Acoplamento
de de de ) Conceqtrac;ﬁo Elemento Concen.tragﬁo Elemento
Tempo Courant | Advecgdo Maxima Coordenada Maxima Coordenada

2,50E+03 | 0,1523 3,81E-06 0,982872 0,56 9 0,977207 0,56 9

5,00E+03 | 0,1489 3,72E-06 0,982826 0,56 9 0,971654 0,56 9

7,50E+03 | 0,1456 3,64E-06 0,982775 0,56 9 0,966213 0,56 9

1,00E+04 | 0,1424 3,56E-06 0,982719 0,56 9 0,960883 0,56 9

2,00E+04 | 0,1301 3,25E-06 0,982465 0,56 9 0,942031 0,62 10
3,00E+04 | 0,1189 2,97E-06 0,982169 0,56 9 0,926022 0,62 10
4,00E+04 | 0,1087 2,72E-06 0,981847 0,56 9 0,911201 0,62 10
5,00E+04 | 0,09931 2,48E-06 0,98151 0,56 9 0,89752 0,62 10
7,00E+04 | 0,1662 2,08E-06 0,98166 0,62 10 0,873587 0,62 10
1,00E+05 | 0,1914 1,60E-06 0,982303 0,62 10 0,848507 0,69 11
1,40E+05 | 0,1801 1,13E-06 0,982734 0,62 10 0,823602 0,69 11
2,00E+05 | 0,1619 6,75E-07 0,982971 0,62 10 0,800706 0,75 12
3,00E+05 | 0,1188 2,97E-07 0,983039 0,62 10 0,782619 0,75 12
6,00E+05 | 0,04445 3,70E-08 0,983024 0,62 10 0,769962 0,75 12
1,00E+06 | 0,004448 | 2,78E-09 0,983022 0,62 10 0,768283 0,75 12
1,50E+06 | 0,000266 | 1,33E-10 0,983022 0,62 10 0,768153 0,75 12
2,20E+06 | 8,24E-06 | 2,94E-12 0,983022 0,62 10 0,768147 0,75 12
3,20E+06 | 1,02E-07 | 2,55E-14 0,983022 0,62 10 0,768147 0,75 12

Observa-se que o aumento do nimero de elementos de ndo implica em melhoria

significativa da conservagdo de massa e do comportamento numérico ao compara-se as

TABELAS 5.6, 5.7 e 5.8. No entanto, fica evidente a piora das oscilagdes nos elementos
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proximos ao contorno de saida, provavelmente devido ao aumento do nimero de Courant,
ainda que tenha se mantido abaixo da unidade. Analisando-se do ponto de vista da velocidade
com a qual os picos de concentragdo se movem na solucdo analitica e no acoplamento
numérico, chega-se a mesma conclusdo em rela¢do ao refinamento da malha no tempo, porém
ha uma pequena melhora em relagdo a movimentagdo espacial dos picos concentragao, devido
ao maior numero de elementos, responsavel por um aumento da quantidade de valores
diferentes de velocidade de transporte adotadas.

Faz-se uma simulagdo de uma malha bastante refinada nas duas dimensdes, com 200
elementos de espago e 104 incrementos de tempo, cujos resultados sdo apresentados na
FIGURA 5.15 e na TABELA 5.9. Os desta TABELA confirmam as conclusdes anteriores
sobre as modificagdes dos parametros da malha. Neste caso “extremo”, a perda de
contaminante foi pouco maior do que as observadas anteriormente e também acentuou-se as
oscilagdes no contorno de saida. Pode-se tirar disso, que um maior niimero de elementos no
espago influencia negativamente no comportamento oscilatério dos contornos, ainda que
melhore pouco a perda de massa e a questdo da abrangéncia do transporte. Em contrapartida,
um maior nimero de intervalos de tempo aumenta a perda de massa e a abrangéncia do

transporte, mas reduz as oscilagdes do contorno de saida.

Solugdo Numérica (200 elementos e 104 intervalos de tempo) -
Perfil da Figura 5.8
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FIGURA 5.15 - Acoplamento numérico em 200 elementos e 104 intervalos de tempo.
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Instante | Numero | Velocidade Solu¢do Analitica Solucdo Acoplamento
de de de Conceqtraqﬁo Elemento Concen.tragﬁo Elemento

Tempo Courant | Advecgao Maxima Coordenada Maxima Coordenada
2,00E+03 | 0,7587 4,74E-06 0,983009 0,56 45 0,977556 0,56 45
1,00E+04 | 0,7059 4,41E-06 0,983039 0,56 45 0,956905 0,57 46
2,00E+04 0,645 4,03E-06 0,982965 0,56 45 0,933682 0,59 47
3,00E+04 | 0,5893 3,68E-06 0,983036 0,57 46 0,913094 0,61 49
4,00E+04 | 0,5385 3,37E-06 0,98302 0,57 46 0,894755 0,62 50
5,00E+04 0,492 3,08E-06 0,982991 0,59 47 0,878367 0,64 51
1,00E+05 | 0,7854 1,96E-06 0,983037 0,6 48 0,818827 0,69 55
2,00E+05 | 0,6461 8,08E-07 0,983016 0,61 49 0,762217 0,76 61
3,00E+05 | 0,2703 3,38E-07 0,983036 0,62 50 0,740683 0,79 63
4,00E+05 | 0,1131 1,41E-07 0,983037 0,62 50 0,798442 2,5 200
5,00E+05 | 0,5921 7,40E-08 0,983029 0,62 50 0,728928 0,8 64
1,00E+06 | 0,06022 | 3,76E-09 0,983022 0,62 50 0,725818 0,81 65
2,00E+06 | 0,000337 | 2,11E-11 0,983022 0,62 50 0,725657 0,81 65
3,00E+06 | 1,89E-06 | 1,18E-13 0,983022 0,62 50 0,725656 0,81 65
3,20E+06 | 6,70E-07 | 4,18E-14 0,983022 0,62 50 0,725656 0,81 65

5.3.4 Avaliacdo L-quadrado

Avalia-se as diferencas dos valores encontrados pela solucdo analitica e pela solugdo

numérica acoplada através das normas L-quadrado dos erros., conforme Equagdo 3.101. Neste

trabalho, substitui-se o somatdrio desta equagdo pela integral dos quadrados das diferencas

por quadratura Gaussiana (ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 1989). Ressalta-se que esta

consideracdo analisa os erros de valores dentro de cada elemento, ndo apenas sobre os nos.

Por isso, torna-se necessaria a individualizagdo do comportamento dos erros de cada elemento,

ao longo do tempo, para que possa se chegar a uma conclusdo sobre os efeitos do aumento no

numero de intervalos de tempo sobre os resultados das normas dos erros.

Verifica-se o comportamento das normas dos erros dos resultados, em funcao do

refinamento temporal da malha, nas FIGURAS 5.16 ¢ 5.17 e TABELAS 5.10 ¢ 5.11.
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Norma L-Quadrado Por Elemento da Malha da Figura 5.10 - 10 elementos e 15 intervalos de tempo
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FIGURA 5.16 - Erros L-quadrados em cada elemento da malha de 10 elementos e 15

intervalos de tempo.

TABELA 5.10 - Erros L-quadrados em cada elemento da malha de 10 elementos e 15

intervalos de tempo.

Instante Elemento

de tempo 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1,00E+04 | 0,858 | 0,322 0,029 0,221 0,296 | 0,28 | 0,203 | 0,101 | 0,0242 | 0,00381
2,00E+04 | 0,826 | 0,337 0,0151 0,196 0,282 | 0,28 | 0,214 | 0,116 | 0,0338 | 0,00399
3,00E+04 | 0,799 0,35 0,0304 0,173 0,268 | 0,278 | 0,223 | 0,129 | 0,0438 0,00342
400E+04 | 0,774 | 036 | 0,0499 | 0,153 0,255 | 0,275 | 023 | 0,14 ]0,0539 | 0,0022
5,00E+04 | 0,752 | 0,368 0,0679 0,135 0,243 | 0,272 ] 0,236 | 0,151 | 0,0639 | 0,000737
7,00E+04 | 0,717 | 0,381 0,0973 0,106 0,221 | 0,264 | 0,243 | 0,167 | 0,0817 0,00476
1,00E+05 | 0,677 | 0,393 0,13 0,0742 0,194 | 0,252 | 0,249 | 0,185 0,104 0,0131
1,40E+05 | 0,641 0,402 0,159 0,0501 0,168 | 0,238 | 0,251 | 0,199 | 0,126 0,022
2,00E+05 | 0,609 | 0,408 0,185 0,0416 0,142 | 0,222 | 0,25 0,21 0,15 0,0289
3,00E+05 | 0,582 | 0413 | 0206 | 00507 | 0,121 | 0,207 | 0,248 | 0,216 | 0,172 | 0,0302
6,00E+05 | 0,562 | 0,416 0,222 0,0641 0,105 | 0,195 | 0,247 | 0,219 | 0,192 0,0252
1,00E+06 | 0,556 | 0,417 0,226 0,0681 0,101 | 0,192 | 0,247 | 0,219 0,2 0,0211
1,50E+06 | 0,555 | 0,417 0,227 0,069 0,0998 | 0,191 | 0,247 | 0,219 | 0,202 0,02
2,20E+06 | 0,555 | 0,417 0,228 0,0692 0,0996 | 0,191 | 0,247 | 0,219 | 0,202 0,0197
3,20E+06 | 0,555 | 0417 | 0228 | 0,0692 | 0,099 | 0,191 | 0,247 | 0,219 | 0202 | 0,0197
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Norma L-Quadrado Por Elemento da Malha da Figura 5.10 - 10 elementos e 60 intervalos de tempo
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FIGURA 5.17 - Erros L-quadrados em cada elemento da malha de 10 elementos e 60

intervalos de tempo.

TABELA 5.11 - Erros L-quadrados em cada elemento da malha de 10 elementos e 60

intervalos de tempo.

Instante Elemento

de tempo 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2,50E+03 0,877 0,312 0,0404 0,231 0,299 | 0,277 | 0,197 | 0,0959 0,021 0,00134
5,00E+03 | 0,869 | 0,316 0,0342 0,225 0,296 | 0,278 0,2 | 0,0993 | 0,0229 | 0,00134
7,50E+03 | 0,862 0,32 0,0284 0,219 0,293 | 0,278 | 0,202 | 0,103 | 0,0249 0,0013
1,00E+04 | 0,854 | 0,323 0,0231 0,214 0,29 | 0,278 | 0,205 0,106 | 0,0268 | 0,00123
2,00E+04 0,828 0,335 0,013 0,193 0,278 | 0,277 | 0,214 0,118 | 0,0349 | 0,000655
3,00E+04 0,805 0,346 0,0264 0,174 0,267 | 0,276 | 0,221 0,129 0,043 | 0,000533
4,00E+04 | 0,784 | 0,354 0,0428 0,157 0,256 | 0,274 | 0,227 | 0,139 | 0,0511 0,00197
5,00E+04 | 0,766 | 0,361 0,0579 0,142 0,246 | 0,271 | 0,232 | 0,148 0,059 | 0,00374
7,00E+04 | 0,735 | 0,372 0,0833 0,117 0,227 | 0,265 | 0,238 | 0,162 | 0,0736 | 0,00783
1,00E+05 0,7 | 0,384 0,112 0,0882 0,205 | 0,256 | 0,244 | 0,178 | 0,0923 0,0141
1,40E+05 | 0,668 | 0,393 0,138 | 0,0636 0,183 | 0,245 | 0248 | 0,191 | 0,112 | 0,0206
2,00E+05 | 0,639 04| 0,162 0,046 | 0,161 | 0,233 0,249 | 0202 | 0,132 | 0,0258
3,00E+05 | 0,616 | 0,404 0,18 0,0404 0,143 | 0,221 | 0,249 | 0,208 0,151 0,0276
6,00E+05 | 0,601 0,407 0,192 0,0429 0,131 | 0,213 | 0,249 | 0,211 0,165 0,0265
1,00E+06 | 0,599 | 0,408 0,194 0,0436 0,13 | 0,212 | 0,249 | 0,212 0,167 0,0261
1,50E+06 | 0,599 | 0,408 0,194 | 0,0437 0,130,212 | 0,249 | 0,212 | 0,167 0,026
2,20E+06 | 0,599 | 0,408 0,194 0,0437 0,13 | 0,212 | 0,249 | 0,212 0,167 0,026
3,20E+06 | 0,599 | 0,408 0,194 0,0437 0,13 | 0,212 | 0,249 | 0,212 0,167 0,026

Com relagdo ao refinamento da malha de elementos finitos no espago, analisa-se os

valores das normas dos erros em L-quadrado entre a malha de 10 elementos com 60 intervalos
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de tempo (FIGURA 5.17 e TABELA 5.11) e a malha de 40 elementos com 60 intervalos de
tempo (FIGURA 5.18 e TABELAS 5.12 a 5.15).

Norma L-Quadrado Por Elemento da Malha da Figura 5.10 - 40 elementos e 60 intervalos de tempo
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FIGURA 5.18 - Erros L-quadrados em cada elemento da malha de 40 elementos e 60

intervalos de tempo.

TABELA 5.12 - Erros L-quadrados da malha de 40 elementos e 60 intervalos de tempo

(elementos 0 a 9).

Instante Elemento

de tempo 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2,50E+03 | 0,477 | 0,397 | 0,324 | 0,259 | 0,201 | 0,148 | 0,102 | 0,0605 | 0,0243 | 0,00741
5,00E+03 | 0,472 | 0,393 | 0,322 | 0,258 | 0,201 | 0,149 | 0,104 | 0,0628 | 0,0269 | 0,0047
7,50E+03 | 0,467 | 0,39 | 0,321 | 0,258 | 0,201 | 0,151 | 0,105 | 0,0651 | 0,0295 | 0,00245
1,00E+04 | 0,462 | 0,387 | 0,319 | 0,257 | 0,202 | 0,152 | 0,107 | 0,0672 | 0,032 | 0,00228
2,00E+04 | 0,444 | 0,376 | 0,312 | 0,255 | 0,203 | 0,156 | 0,113 | 0,0751 | 0,0411 | 0,0113
3,00E+04 | 0,428 | 0,366 | 0,306 | 0,253 | 0,204 | 0,159 | 0,119 | 0,082 | 0,0491 0,02
4,00E+04 | 0,414 | 0,357 | 0,301 | 0,251 | 0,204 | 0,162 | 0,123 | 0,088 | 0,0561 | 0,0277
5,00E+04 | 0,402 | 0,349 | 0,296 | 0,249 | 0,205 | 0,164 | 0,127 | 0,0932 | 0,0623 | 0,0345
7,00E+04 | 0,382 | 0,335 | 0,288 | 0,245 | 0,205 | 0,168 | 0,134 | 0,102 | 0,0724 | 0,0457
1,00E+05 | 0,359 | 0,32 | 0,279 | 0,241 | 0,205 | 0,172 | 0,14 | 0,111 | 0,0837 | 0,0583
1,40E+05 | 0,338 | 0,306 | 0,27 | 0,237 | 0,205 | 0,175 | 0,146 | 0,119 | 0,0937 | 0,0697
2,00E+05 | 0,319 | 0,293 | 0,261 | 0,232 | 0,204 | 0,177 | 0,151 | 0,126 | 0,103 0,08
3,00E+05 | 0,304 | 0,282 | 0,255 | 0,229 | 0,204 | 0,179 | 0,155 | 0,132 0,11 0,088
6,00E+05 | 0,295 | 0,275 | 0,25 | 0,226 | 0,203 | 0,18 | 0,158 | 0,136 | 0,114 | 0,0932
1,00E+06 | 0,293 | 0,274 | 0,25 | 0,226 | 0,203 | 0,18 | 0,158 | 0,136 | 0,115 | 0,0939
1,50E+06 | 0,293 | 0,274 | 0,25 | 0,226 | 0,203 | 0,18 | 0,158 | 0,136 | 0,115 0,094
2,20E+06 | 0,293 | 0,274 | 0,25 | 0,226 | 0,203 | 0,18 | 0,158 | 0,136 | 0,115 0,094
3,20E+06 | 0,293 | 0,274 | 0,25 | 0,226 | 0,203 | 0,18 | 0,158 | 0,136 | 0,115 0,094
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TABELA 5.13 - Erros L-quadrados da malha de 40 elementos e 60 intervalos de tempo

(elementos 10 a 19).

Instante Elemento

de tempo 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
2,50E+03 | 0,0347 0,058 | 0,0775 | 0,0936 | 0,106 | 0,116 | 0,123 | 0,127 | 0,128 | 0,128
5,00E+03 0,0318 0,0551 | 0,0748 | 0,0909 | 0,104 0,114 0,121 0,125 0,127 0,127
7,50E+03 0,029 | 0,0523 | 0,072 | 0,0884 | 0,102 | 0,112 | 0,119 | 0,124 | 0,126 | 0,126
1,00E+04 | 0,0263 0,0496 | 0,0694 | 0,0859 | 0,0993 0,11 0,117 0,123 0,125 0,126
2,00E+04 | 0,0165 0,0395 | 0,0595 | 0,0765 | 0,0906 0,102 0,111 0,117 0,121 0,123
3,00E+04 | 0,00878 0,0307 | 0,0507 | 0,0681 | 0,0827 | 0,0949 0,104 | 0,112 0,117 0,12
4,00E+04 | 0,00658 0,023 | 0,0429 | 0,0604 | 0,0756 | 0,0883 | 0,0986 | 0,107 0,113 0,116
5,00E+04 | 0,0111 0,0166 | 0,0359 | 0,0536 | 0,069 | 0,0822 | 0,0932 0,102 0,109 0,113
7,00E+04 0,022 | 0,00949 | 0,0246 | 0,0421 | 0,0579 | 0,0718 | 0,0837 | 0,0937 0,102 0,108
1,00E+05 | 0,0352 | 0,0157 | 0,0138 | 0,0291 | 0,045 | 0,0594 | 0,0722 | 0,0833 | 0,0926 0,1
1,40E+05 | 0,0474 | 0,0273 | 0,0128 | 0,0183 | 0,033 | 0,0476 | 0,0611 | 0,073 | 0,0834 | 0,0922
2,00E+05 0,0585 0,0386 | 0,0212 | 0,0129 | 0,0226 | 0,0367 | 0,0504 | 0,063 | 0,0743 | 0,0841
3,00E+05 0,0673 0,0478 | 0,0298 | 0,0158 | 0,0159 0,028 | 0,0417 | 0,0547 | 0,0666 | 0,0772
6,00E+05 0,0731 0,0539 | 0,0359 | 0,0203 | 0,0137 | 0,0227 | 0,0359 | 0,0491 | 0,0613 | 0,0724
1,00E+06 | 0,0739 | 0,0547 | 0,0366 | 0,0209 | 0,0136 | 0,022 | 0,0352 | 0,0484 | 0,0607 | 0,0718
1,50E+06 | 0,0739 0,0547 | 0,0367 0,021 | 0,0136 0,022 | 0,0352 | 0,0483 | 0,0606 | 0,0718
2,20E+06 | 0,0739 0,0547 | 0,0367 0,021 | 0,0136 0,022 | 0,0352 | 0,0483 | 0,0606 | 0,0718
3,20E+06 | 0,0739 0,0547 | 0,0367 0,021 | 0,0136 0,022 | 0,0352 | 0,0483 | 0,0606 | 0,0718

TABELA 5.14 - Erros L-quadrados da

malha de 40 elementos e 60 intervalos de tempo

(elementos 20 a 29).
Instante Elemento

de tempo 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

2,50E+03 | 0,125 | 0,121 0,114 | 0,107 | 0,0977 | 0,0879 | 0,0773 | 0,0664 | 0,0553 | 0,0445
5,00E+03 | 0,125 | 0,121 0,115 | 0,107 | 0,0987 | 0,0891 | 0,0787 | 0,0679 | 0,0569 | 0,046
7,50E+03 | 0,124 | 0,121 | 0,115 | 0,108 | 0,0996 | 0,0902 | 0,08 | 0,0693 | 0,0584 | 0,0476
1,00E+04 | 0,124 | 0,121 0,115 | 0,109 0,1 | 0,0913 | 0,0813 | 0,0707 | 0,0598 | 0,049
2,00E+04 | 0,122 0,12 | 0,116 | 0,11 0,103 | 0,0951 | 0,0858 | 0,0758 | 0,0653 | 0,0546
3,00E+04 0,121 0,119 | 0,116 | 0,112 | 0,106 | 0,0982 | 0,0896 | 0,0802 | 0,0701 | 0,0596
4,00E+04 | 0,118 | 0,118 | 0,116 | 0,113 | 0,107 | 0,101 | 0,0928 | 0,0839 | 0,0743 | 0,064
5,00E+04 | 0,116 | 0,117 | 0,116 | 0,113 | 0,109 | 0,103 | 0,0955 | 0,0872 | 0,078 | 0,0679
7,00E+04 | 0,112 | 0,114 | 0,114 | 0,113 0,11 0,106 | 0,0996 | 0,0922 | 0,084 | 0,0743
1,00E+05 | 0,106 0,11 0,112 | 0,112 | 0,111 0,108 | 0,103 | 0,0972 | 0,0905 | 0,0813
1,40E+05 | 0,0993 | 0,105 | 0,108 | 0,11 0,111 0,109 | 0,106 | 0,101 0,096 | 0,0873
2,00E+05 | 0,0924 | 0,0991 0,104 | 0,107 | 0,109 | 0,109 | 0,108 | 0,104 0,1 | 0,0923
3,00E+05 | 0,0864 | 0,094 0,1 | 0,105 | 0,108 | 0,108 | 0,109 | 0,105 | 0,103 | 0,096
6,00E+05 | 0,0821 | 0,0904 | 0,0973 | 0,102 | 0,106 | 0,108 | 0,109 | 0,106 | 0,105 | 0,0982
1,00E+06 | 0,0817 0,09 | 0,097 | 0,102 | 0,106 | 0,108 | 0,109 | 0,106 | 0,105 | 0,0985
1,50E+06 | 0,0816 | 0,0899 | 0,097 | 0,102 | 0,106 | 0,108 | 0,109 | 0,106 | 0,106 | 0,0985
2,20E+06 | 0,0816 | 0,0899 | 0,097 | 0,102 | 0,106 | 0,108 | 0,109 | 0,106 | 0,106 | 0,0985
3,20E+06 | 0,0816 | 0,0899 | 0,097 | 0,102 | 0,106 | 0,108 | 0,109 | 0,106 | 0,106 | 0,0985
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TABELA 5.15 - Erros L-quadrados da malha de 40 elementos e 60 intervalos de tempo
(elementos 30 a 39).

Instante Elemento

de tempo 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39

2,50E+03 | 0,0343 | 0,0249 | 0,0167 | 0,0101 | 0,00512 | 0,00193 | 0,000435 | 0,000126 | 0,00032 | 0,00392

5,00E+03 | 0,0357 | 0,0262 | 0,0179 | 0,011 | 0,00576 | 0,00227 | 0,000651 | 0,000348 | 0,0011 | 0,00547

7,50E+03 | 0,0372 | 0,0275 | 0,019 | 0,0119 | 0,00643 | 0,00262 | 0,00094 | 0,000665 | 0,00204 | 0,00715

1,00E+04 | 0,0386 | 0,0288 | 0,0202 | 0,0128 | 0,00714 | 0,00298 | 0,00131 | 0,00108 | 0,0031 | 0,00895

2,00E+04 | 0,044 | 0,0339 | 0,0247 | 0,0165 | 0,0103 | 0,00428 | 0,00367 | 0,00363 | 0,00847 | 0,0168

3,00E+04 | 0,0491 | 0,0387 | 0,0293 0,02 0,014 | 0,00518 | 0,00743 | 0,00725 | 0,0149 | 0,0248

4,00E+04 | 0,0537 | 0,043 | 0,0338 | 0,0231 | 0,0183 | 0,00552 0,0123 0,0114 | 0,0217 | 0,0324

5,00E+04 | 0,058 | 0,0468 | 0,0383 | 0,0257 | 0,0231 | 0,00534 0,018 0,0155 | 0,0282 0,039

7,00E+04 | 0,0653 | 0,0534 | 0,0463 | 0,0307 | 0,0311 | 0,00745 0,0247 0,0157 0,031 0,039

1,00E+05 | 0,0738 | 0,061 | 0,0556 | 0,038 | 0,0396 0,014 0,0293 | 0,00908 | 0,0297 | 0,0333

1,40E+05 | 0,0813 | 0,0684 | 0,0641 | 0,046 | 0,0471 | 0,0221 0,0342 | 0,00269 | 0,0332 0,034

2,00E+05 | 0,0878 | 0,0753 | 0,0716 | 0,0541 | 0,0545 | 0,0297 0,0419 | 0,00134 | 0,0465 | 0,0494

3,00E+05 | 0,0926 | 0,0806 | 0,0778 | 0,0599 | 0,0623 | 0,0333 0,0541 | 0,00727 | 0,0745 | 0,0891

6,00E+05 | 0,0958 | 0,0838 | 0,0825 | 0,0628 | 0,0696 | 0,0323 0,0687 0,0219 0,111 0,143

1,00E+06 | 0,0964 | 0,0841 | 0,0834 | 0,0628 | 0,0713 0,031 0,0727 0,0272 0,121 0,158

1,50E+06 | 0,0964 | 0,0841 | 0,0834 | 0,0628 | 0,0714 | 0,0309 0,0731 0,0277 0,122 0,159

2,20E+06 | 0,0964 | 0,0841 | 0,0834 | 0,0628 | 0,0714 | 0,0308 0,0731 0,0277 0,122 0,159

3,20E+06 | 0,0964 | 0,0841 | 0,0834 | 0,0628 | 0,0714 | 0,0308 0,0731 0,0277 0,122 0,159

Observa-se um crescente distanciamento da solug@o analitica entre as FIGURAS 5.16,
5.17 e 5.18 que pode ser atribuido a maneira como a velocidade de advecgao ¢ considerada
(com valor constante) dentro de cada intervalo de tempo. Apenas para o elemento sobre o
contorno de entrada (elemento 1) a norma do erro tende a diminuir ao longo do tempo em
funcdo de um aumento do numero de incrementos de tempo e de elementos. Para os
elementos entre o contorno de entrada e o local do pico de concentracdao, a norma do erro
aumenta ao longo do tempo e apresenta pequena redu¢do quando refina-se a malha tanto no
tempo quanto no espaco. No elemento onde ocorre o pico de concentragdo a norma do erro
aumenta em fun¢do do abatimento da curva de concentracdo, mas reduz ao se aproximar da
proxima curva de resultados da solugdo analitica quando de sua movimentagao no espaco. Ou
seja, as normas dos erros dos elementos entre o valor de pico e o elemento no qual a solu¢do
numérica “cruza” com a solucdo analitica também tém comportamento variavel, tendendo a
reducdo nos primeiro instantes de tempo e melhorando sensivelmente com a utilizacdo de
elementos menores. Nota-se ainda, que os elementos situados entre o ponto onde a solugdo
analitica encontra a solugdo numérica ¢ o contorno de saida, que, por sua vez, possuem
velocidade de advecg¢do maiores que os demais, tendem a se distanciar mais da solucao
analitica que os outros, aumentando seus erros ao longo do tempo, mas que sdo compensados

com um maior refinamento da malha.
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Por sua vez, junto ao contorno de saida o aumento da norma dos erros ocorre na
medida em que se aumenta o nimero de elementos e o nimero de intervalos de tempo. Este
comportamento ¢ contrario ao observado pelas curvas dos valores pontuais dos nos, onde o
refinamento da malha no tempo somente melhorava o contorno de saida, o que ¢ verdadeiro,
pois neste caso analisou-se o valor pontual no contorno ¢ agora analisa-se todos os valores
dentro dos elementos.

A reducdo no tamanho dos elementos significa a utilizacdo de uma densidade maior de
valores de velocidades dento de um dominio de espaco e de tempo, o que teoricamente
deveria aumentar a precisdo do método em relagdo a solugdo analitica e deixa-lo com valores
de concentracdes mais proximas das utilizadas por esta solu¢do. De maneira geral, entre as
FIGURAS 5.16, 5.17 e 5.18 ¢ evidente a redugdo progressiva nos valores das normas dos
erros L-quadrados em fungdo do refinamento no espago aplicado sobre a malha de elementos
finitos, mas pouco se consegue melhorar ao refinar a malha no tempo, destacando-se apenas
um melhor comportamento no contorno de saida. Ilustra-se isto ao verificar-se que as
FIGURAS 5.17 e 5.18 indicam maiores diferengas de valores que a FIGURA 5.16 junto ao
contorno de saida. O que também foi observado nos itens 5.3.2 e 5.3.3. Comparando-se com
as observagoes feitas sobre os resultados mostrados nestes itens, a sensibilidade do
acoplamento as variagdes da malha, encontradas pela andlise da norma L-quadrado sdo as
mesmas.

Se carregada separadamente, a analise de perda de massa mostra que este efeito ¢ mais
evidente em malhas menos refinadas tanto no espago quanto no tempo, porém apresenta um
aumento outras malhas mais refinadas, indicando a existéncia de um refinamento de malha
que otimize seu comportamento. Esta perda de massa deve estar relacionada com o fato de
que esta implicito no desenvolvimento da A.D.E. (equacdo do transporte advectivo-dispersivo)
que o divergente da velocidade de fluxo € nulo, o que ndo se observa no adensamento, onde
este divergente deverd ser diretamente proporcional a razdo entre a carga e o modulo
edométrico.

Isolando-se a andlise relativa a abrangéncia do transporte, este se mostra mais
influenciavel pelo refinamento no tempo que no espago. No entanto, ainda que as
diferenciagdes de ambas as dimensdes sejam de primeira ordem, ha uma dependéncia
diferente da configuracdo de fluxo nestas dimensdes para o alivio do excesso de poro pressdo
gerado pelo adensamento. Pelos resultados obtidos neste trabalho, observa-se que uma maior
precisdo nos resultados deste modelo de acoplamento do transporte de contaminantes no solo

calculado pelo ELLAM e do adensamento calculado por elementos finitos, sera alcangada
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antes pela reducao do tamanho dos elementos da malha em relacdo ao espaco do que em
relagdo ao tempo, ainda que esta medida necessite de novas andlises de implementacao do

contorno de saida, mesmo no transporte puramente advectivo.
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6. Conclusao

6.1 Introducao

Neste trabalho, avaliou-se o desempenho do acoplamento numérico entre duas rotinas
de célculo. Para tanto, acoplou-se o programa Tiny de Britto e Gunn (1987) aplicado ao
adensamento e o programa do ELLAM de Queiroz (2002), baseado em Celia et al (1990),
para o transporte de contaminantes. Em resumo, avaliou-se o ELLAM aplicado sobre a
Equacdo da ADE, abordando-se a varia¢do da velocidade de advec¢do ao longo do espaco e
do tempo com linhas caracteristicas referentes as velocidades de advecgdo constantes dentro
de cada elemento. E importante ressaltar que o divergente da velocidade de Darcy é
considerado nulo também na formulagdo. Desta forma, partindo-se do principio de que os
gradientes hidraulicos sdo considerados constantes dentro de cada elemento e sdo obtidos da
analise do adensamento, de maneira que se tenha uma velocidade de advecgdo propria para
cada elemento, este ¢ identificado como o dado que estabelece a ligagdo entre as duas rotinas
de calculo.

Ao serem validados separadamente, os programas apresentaram bons desempenhos,
condizentes com o esperado por suas literaturas de origem e respectivas solucdes analiticas.
Com relagdo ao seu acoplamento, no entanto, a andlise dos programas escritos em C++
identificou a necessidade de adaptacdes das rotinas de calculo, para que o termo de velocidade
de adveccdo do transporte de contaminantes no ELLAM fosse originado pelo adensamento,
dado em elementos finitos.

Uma solucdo analitica foi proposta para o problema acoplado, baseada nas mesmas
premissas tedricas de Terzaghi e Darcy, mas com a inversdo do sentido do eixo das
profundidades e condi¢do inicial de poro pressdes co-senoidal, obtida pela mesma formacao
de série de Fourier dada em Lambe e Whitman (1969). Porém, considera-se apenas o primeiro
termo desta série. Esta simplificacdo da série de Fourier foi necessaria para a separagcdo de
operadores no desenvolvimento da solugdo analitica e ainda colabora para que ndo se obtenha
resultados de gradientes alternados entre positivos € negativos para os primeiros instantes do
adensamento entre os elementos proximos da fronteira de carregamento. Com efeito, a

implementagdo do ELLAM neste trabalho necessita de velocidade de advecgdo positiva.
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Além disso, para assumir qualquer perfil de drenagem e de imposi¢do de
deslocamentos, modificou-se a maneira de entrada de condi¢des de contorno, permitindo-se a
imposicao de condig¢des iniciais incluindo a co-sendide (Equacdo 4.1) utilizada para encontrar

a solugdo analitica (Equagdo 4.17).

6.2 Resultados Obtidos

Supondo-se que os valores de concentragdo ndo nulos no contorno de saida eram
causadores dos problemas de oscilagcdo neste contorno, foi proposta uma combinagdo linear de
solugdes analiticas que impusesse concentracdes nulas e fluxo advectivo pequeno neste
contorno. Como resultado, as oscilacdes diminuiram consideravelmente a ponto de se
tornarem despreziveis.

Da mesma forma, identificou-se a limitagao do niimero de Courant a valores menores
que a unidade o que forgou a reducdo da velocidade de adveccdo. Tal atitude fez com que as
oscilagbes numéricas cessassem nos elementos que nio pertencem aos contornos. E
importante ressaltar que a limitacdo do numero de Courant s6 ocorre quando se tem
velocidades de adveccao varidveis dentro do dominio de calculo. Notadamente, Celia et al
(1990), ao considerar velocidades constantes no espago, nao encontrou limitagdes para o
nimero de Courant, chegando-se a C,, = 26 sem problemas oscilatorios.

Porém, verifica-se ainda uma perda de massa ao longo do tempo que ndo teve sua
causa efetivamente identificada porque ¢ originada na formulagdo utilizada nos célculos do
ELLAM. Assim como comentado em Celia et al (1990), conclui-se que esta falta de
conservacao de massa ¢ originada da consideragdo das fungdes de ponderacdo e de suas
descontinuidades sobre o eixo do espago do instante de calculo ¢ causadora de diferengas
entre as posicoes dos pés das caracteristicas e os intervalos espaciais utilizados. Desta maneira,
quando ndo se tém linhas caracteristicas paralelas, ou seja, velocidade de advec¢do constante
no espaco, o refinamento da malha espacial e dos intervalos de tempo nao forneceu melhores
resultados, pois o erro se acumula ao longo das analises.

Em resumo, para isolar as particularidades e deficiéncias do acoplamento numérico entre o
método de elementos finitos para o adensamento e do ELLAM para o transporte de
contaminantes, analisou-se as restrigoes sobre as condi¢des de contorno, nimero de Courant
maximo da malha e perda de massa do sistema. Verifica-se que as oscilagdes numéricas foram

causadas por condi¢do de contorno de saida com valores nao nulos para o fluxo e para as
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concentragdes e por valores de nimero de Courant acima da unidade. Além disso, a escolha
da formulagdo do transporte puramente advectivo na solucao analitica de concentracdes de
contaminantes para o acoplamento numérico, ausenta os resultados da perda de massa
(reducdo dos valores de concentragdo) resultante de fenomenos dispersivos e, portanto, o
numero de Peclet ndo ¢ utilizado nas avaliagdes. Observa-se, no entanto, que o ELLAM nao

apresenta restricoes a este parametro (QUEIROZ 2002).

6.3 Propostas para Trabalhos Futuros

Com relagdo as oscilagdes nos contornos, julga-se necessario o desenvolvimento de
novas implementagdes das condigdes de contorno de saida, pois verificou-se que as oscilagdes
se mantiveram, ainda que em escala pouco significativa, mesmo com o melhor refinamento da
malha e imposi¢do de concentracdo nula e fluxo muito pequeno.

No que tange a perda de massa, aceita-se a idéia de que ao modificar-se as fungdes de
ponderagdo do ELLAM para adequarem-se ao divergente nao nulo da velocidade o método
poderia fornecer melhores resultados. Assim como em Celia et al (1990) esta suposicao
requer uma nova implementagdo do ELLAM onde o termo advectivo deveria ser separado em

. r e +1
duas partes, uma com a velocidade média entre [¢*, ¢

], tratada normalmente pelo ELLAM e
a outra como um desvio desta média incorporado na parte espacial da difusdo da fungdo de
teste, dando-se uma nova inclinacao a esta e mantendo-se a linha caracteristica ligada ao valor
médio da velocidade. Segundo Celia et al (1990), a assimetria espacial das fungdes de
ponderacdo sozinhas agiriam como um corretor da falta de precisdo, locando o residuo da
adveccdo na parte Euleriana da equagdo, de forma que a falta de precisdo na referéncia
Lagrangiana nao levaria a falha na conservacdo de massa. Ao mesmo tempo, resolveria-se
eventuais complicagdes sobre os coeficientes de difusdo, que sdo dependentes do valor da
velocidade de transporte. Em outras palavras, as novas fungdes de ponderacdo devem ser
alteradas para que sejam solug¢ao da nova equacdo adjunta homogénea gerada pela formulagao
do transporte advectivo com divergente nao nulo da velocidade de adveccao. Desta maneira
as integrais das funcdes de ponderacdo ndo seriam perdidas nas descontinuidades, porém, de
acordo com a deducdo do método, os valores das diferencas das derivadas nas

descontinuidades das fun¢des de ponderagdo sobre os pés das caracteristicas deverdo ser

tratados cuidadosamente, identificando-se também os novos intervalos de integracao ao longo
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do tempo ¢". Ainda que Celia et al (1990) tenham feito esta proposta, sua implementagdo nio

foi encontrada.
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